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ÖZET 

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Birinci ve ikinci bölümler sırasıyla giriş ve temel 
kavramlar olarak hazırlanmıştır. Üçüncü bölümde, dual uzayla ilgili bazı kavramlar verilip, 
dual uzayda regle yüzey tanıtılmıştır. Dördüncü bölüm ise tezin orijinal kısmıdır. Bu 
bölümde dual uzayda konoidal, kuvvetli konoidal ve ortokonoidal regle yüzeyler tanıtılıp, 
bunlarla ilgili elde edilen karakterizasyonlar sunulmuştur. Beşinci bölümde ise tezde elde 
edilen bulgular özetlenmiştir. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılan simgeler açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur.  

 

Simgeler     Açıklamalar  

 

 n-boyutlu Öklid uzayı                                                       ܖ۳

۶/۶′                                                  1-parametreli uzay hareketi 

૎                 Öklid uzayındaki regle yüzey 

 φ nin açılım uzunluğu                ܉ۺ

 φ nin açılım açısı                                                        ܉ࣅ

 φ nin drali                                                       ܉ࡼ

િ                                                         φ nin striksiyon çizgisi 

઴                                                        Genelleştirilmiş regle yüzey 

 Φ nin doğrultman uzayı                                                       ܓ۳

ષ                                                         Φ nin merkez yüzeyi 

K                                                        Φ nin sırt (edge) uzayı  

Z                                                         Φ nin merkez uzayı 

۷۲                                                       Dual sayılar cümlesi 

 parametreli dual küresel hareket-1                                                  ′۹/ࡷ

૚ሬሬሬሬሬ⃗܃) )                                                    Dual regle yüzey 

< , >                                                  İç çarpım 

∧                                                         Dış çarpım 

∥ ∥                                                       Norm 
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1. GİRİŞ 
 

Son yıllarda diferensiyel geometri ile kinematiğin ortak alanında E. STUDY 

dönüşümlerinden faydalanılarak 3-boyutlu uzayda tanımlanan geometrik değişmezlerin 

çizgiler uzayındaki karşılıkları çalışmalara konu olmuştur. Bu bağlamda, 1- parametreli 

birim dual küresel eğrilere çizgiler uzayında karşılık gelen kapalı regle yüzeylerin açılım 

uzunlukları Hacısalihoğlu [10], dual açılım açıları Gürsoy [9] tarafından formüle 

edilmiştir. Paralel regle yüzeyin tanımı Blaschke tarafından verilmiştir (Erim tarafından 

tercüme edilmiştir [4]). Konoidal, kuvvetli konoidal, ortokonoidal regle yüzey tanımları 

1984’ te Frank ve Giering [8] tarafından tanımlanmıştır. Konoidal regle yüzey çiftlerinin 

homotetik hareketler altındaki davranışları da Akdemir, Çalışkan ve Kuruoğlu [1] 

tarafından incelenmiştir. Bu çalışmada ise konoidal, kuvvetli konoidal ve ortokonoidal 

regle yüzeyler dual uzayda tanıtılıp bunlarla ilgili bazı karakterizasyonlar verilmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde Eଷ de 2-boyutlu regle yüzeyler ile E୬ de (k+1)-boyutlu genelleştirilmiş regle 

yüzeyler tanıtılıp, bunların integral invaryantları verilecektir. Daha sonra da çizgiler 

uzayındaki konoidal regle yüzeylerden bahsedilecektir. 

2.1. ۳૜ de Regle Yüzeyler 

IRଷ de sabit ve hareketli sistemler, sırasıyla, Hᇱ ve H olsun. H nın Hᇱ ne göre 1-parametreli 

hareketine kısaca uzay hareketi denir ve  H/Hᇱ ile gösterilir. 

Sabit ve hareketli çizgiler uzayında iki Öklid koordinat sistemi, sırasıyla, {xଵ
ᇱ ,  xଶ

ᇱ , xଷ
ᇱ } ve 

{xଵ, xଶ,  xଷ} ise 

Xᇱ = ቎
xଵ

ᇱ

xଶ
ᇱ

xଷ
ᇱ
቏ , X = ൥

xଵ
xଶ
xଷ

൩ 

olmak üzere H/Hᇱ uzay hareketini matris formunda 

ቂXᇱ

1
ቃ = ቂA C

0 1ቃ . ቂX
1ቃ 

şeklinde gösterebiliriz. Burada A ∈ O(3), C ∈ IRଵ
ଷ dir. 

H/Hᇱ uzay hareketinin, 

ቂA C
0 1ቃ 

matrisinde dönmeye karşılık gelen A ∈ O(3) ve ötelemeye karşılık gelen C ∈ IRଵ
ଷ 

matrisleri  

A = A(t), C = C(t) 

olacak şekilde bir tek reel t parametresinin diferensiyellenebilir fonksiyonlarıdır [11]. 

2.1.1. Tanım 

H/Hᇱ uzay hareketini belirleyen A ∈ O(3) ve C ∈ IRଵ
ଷ matrisleri ∀t ∈ IR için, 
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A(t + 2π) = A(t) 

C(t + 2π) = C(t) 

olacak şekilde periyodik iseler H/H′ uzay hareketine 1-parametreli kapalı uzay hareketi 

denir [11]. 

2.1.2. Tanım 

Bir M ⊂ Eଷ yüzeyi verilsin. ∀ P ∈  M noktasında Eଷ ün tamamen M de kalan bir doğrusu 

varsa M ye bir regle yüzey ve P ∈ M noktasından geçen, M de kalan bu doğruya da regle 

yüzeyin doğrultmanı denir [12]. 

Regle yüzeylerin parametrik denklemini elde etmek için yüzey üzerinde bulunan ve 

doğrultmanları kesen diferensiyellenebilir bir 

α ∶   I → Eଷ 

       t → α(t) 

eğrisi alalım. Bu eğriye regle yüzeyin dayanak eğrisi denir. M regle yüzeyinin ߙ dayanak 

eğrisinin (ݐ)ߙ noktasındaki doğrultmanı üzerindeki değişken bir nokta β ve a(t) =

aଵ(t), aଶ(t), aଷ(t)) birim doğrultmanı olmak üzere, β, 

β ∶ IR → M 

         v →  β(v)  =  α(t) + va(t) 

şeklindedir. Böylece regle yüzeyin parametrik denklemi 

φ ∶ IxIR → Eଷ 

      (t, v) → φ(t, v) = α(t) + va(t) 

dönüşümü ile verilir [12]. 
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2.1.3. Tanım 

Bir 

φ ∶ IxIR → Eଷ 

      (t, v) → φ(t, v) = α(t) + va(t)    

regle yüzeyi, ∀t ∈  I için 

φ(t + 2π, v) = φ(t, v) 

olacak şekilde periyodik ise φ ye kapalı regle yüzey denir [12]. 

Kapalı regle yüzeylerin dayanak eğrileri de kapalı eğrilerdir, yani bir peryot sonra her ana 

doğru kendisi üzerine gelir. 

2.1.4. Tanım 

Bir φ(t, v) regle yüzeyinin anadoğrularının her birini dik olarak kesen eğriye regle yüzeyin 

ortogonal yörüngesi denir ve  

< ܽ, ݀߮ > =  0 

şeklinde bulunur [12]. 

2.1.5. Tanım 

Bir φ(t, v) regle yüzeyinin komşu iki doğrultmanının ortak dikmesinin esas doğrultman 

üzerindeki ayağına boğaz(merkez, striksiyon) noktası denir [12]. 

2.1.6. Tanım 

Bir φ(t, v) regle yüzeyinin anadoğrusu dayanak eğrisi boyunca yüzeyi oluştururken boğaz 

noktalarının geometrik yerine regle yüzeyin boğaz(striksiyon) çizgisi(eğrisi) denir [12]. 
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φ(s, v) regle yüzeyinin merkez noktasının η yer vektörü; dayanak eğrisinin (ݏ)ߙ yer 

vektörü, a(s) doğrultman vektörü ve yer vektörünün dayanak eğrisine olan v uzaklığı 

cinsinden 

η(s, v) = α(s) + v a(s)                                                                                                   (2. 1) 

şeklinde ifade edilebilir. v parametresi regle yüzeyin dayanak eğrisinin yer vektörü ve 

doğrultman cinsinden bulunur. Regle yüzeyin ilk ikisi, a(s) ve a(s)+da(s) olan komşu üç 

doğru verilsin. 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2. 1. Striksiyon Noktaları     

P, Pᇱ ve Q, Qᇱ komşu anadoğruların ortak dikmelerinin anadoğrular üzerindeki ayakları 

olsunlar. İlk iki komşu anadoğrunun ortak dikmesi, 

a(s) ∧ [ a(s) +  aᇱ(s)ds ] =  a(s)  ∧ aᇱ(s)ds 

bağıntısından dolayı a ∧ aᇱ vektörüne paraleldir. Limit halinde PQ vektörü  PPᇱ  ile çakışak 

ve boğaz çizgisinin teğeti olacaktır. Dolayısıyla  

<  ܽ, ܲܳ > = 0, <  ܽ +  aᇱds, PQ > =  0 

ݏ)ߙ +  (ݏ݀

 (ߙ)

 (ݏ)ߙ

ܳᇱ 

ܲᇱ 



7 
 
olacağından  

< aᇱ, PQ > =  0                                                                                                               (2. 2) 

elde edilir. Ayrıca Eş. 2.1 den ߙ eğrisinin s yay parametresine göre türevi alınırsa  

ୢ ஗
ୢୱ

=  T + ୢ୴
ୢୱ

 a +  v ୢୟ
ୢୱ

  

olur. Eş. 2.2 de yerine yazılırsa 

<
da
ds ,

d η
ds > =  0 

olacağından 

< da
ds, T + ୢ୴

ୢୱ
 a + v ୢୟ

ୢୱ
> =  0, 

⇒ < aᇱ , T > + v ∥ aᇱ ∥ଶ  =   0, 

⇒ v = −
<  aᇱ , T >

 ∥ aᇱ ∥ଶ  

bulunur. Böylece striksiyon eğrisinin yer vektörü için Eş. 2.1 de 

η(s)  =  a(s) − < a′ ,T>
 ∥a′∥ 2  α(s)                                                                                           (2. 3) 

elde edilir. Eğer ∥ aᇱ ∥= 0 ise regle yüzey striksiyon eğrisine sahip değildir. Bu hal regle 

yüzeyin silindir olmasını karakterize eder. Bu durumda regle yüzey için striksiyon eğrisi 

dayanak eğrisi olarak alınabilir. Bunun için Eş. 2.3 de 

v = 0, < ܽᇱ, T >= 0 

alınması yeterlidir. 



8 
 
2.1.7. Tanım 

Bir  φ(s, v) regle yüzeyinin bir ana doğrusunu kapsayan ve yüzey normaline dik olan 

düzleme teğet düzlem denir.  

φ(s, v)  =  α (s) +  va(s) 

regle yüzeyinin s ve v ye göre kısmi türevleri alınırsa  

φୱ =  T +  va′,     φv  = a(s) 

elde edilir. Buradan  

φୱ ∧ φ୴ =  ( T +  va′) ∧  a(s), 

⇒ φs ∧ φv =  T ∧ a(s) +  v aᇱ ∧  a(s)  

olur. Ayrıca yüzey normali 

N = φs  ∧  φv
∥φs  ∧  φv∥ =  1

∥φs  ∧  φv∥ ( T ∧ a(s) +  vaᇱ ∧  a(s) )                                                   (2. 4) 

olduğundan ve ߤ sabit olmak üzere teğet düzlemin bir noktasındaki vektörel denklemi 

< μa, N > = 0 

veya Eş. 2.4 ten  

det ( μa, T +  vaᇱ, a )  =  0 

olarak bulunur. 

2.1.8. Tanım 

Bir φ(s, v) regle yüzeyinin anadoğruları boyunca teğet düzlemleri aynı kalıyorsa regle 

yüzeye açılabilirdir denir [12]. 
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2.1.9. Tanım 

Regle yüzeyin komşu iki anadoğrusu arasındaki en kısa uzaklığın bu iki komşu 

anadoğrular arasındaki açıya oranına regle yüzeyin dağılma parametresi(drali) denir [12]. 

                                 

 

 

                                                                                    

                

Şekil 2. 2. Dağılma Parametresi 

Anadoğruların birim doğrultman vektörü a olan bir regle yüzeyin dağılma parametresi Pୟ 

olmak üzere 

Pୟ  =
det( αᇱ, a,  aᇱ )

 ∥ aᇱ ∥ଶ  

şeklinde hesaplanır. Regle yüzeyler için dral, koordinat değişimlerine göre en basit 

diferensiyel invaryanttır. 

2.1.1. Teorem 

Bir φ(s, v) regle yüzeyinin açılabilir olması için gerek ve yeter şart dağılma parametresinin 

sıfır olmasıdır [12]. 

 

 (ݏ)ߙ

a+da a 

O 

ݏ)ߙ +  (ݏ݀

 (ߙ)
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2.1.10. Tanım 

Bir φ(s, v)  =  α (s) + v a(s)  kapalı regle yüzeyinin açılım uzunluğu(adımı) 

Lୟ :  I        IR 

        v         Lୟ (ݒ) =    ර dv
஑

 

 

şeklinde tanımlanır [12]. 

Açılım uzunluğu regle yüzeyin integral invaryantıdır. Açılabilir regle yüzeyin açılım 

uzunluğu sıfır ise striksiyon eğrisi bir nokta, regle yüzey ise bir koni olur. 

2.1.11. Tanım 

Anadoğrusunun birim doğrultman vektörü a olan bir ߮(s,v) kapalı regle yüzeyinin 

anadoğrularına dik bir doğrultunun bir peryot sonra ilk konumu ile yaptığı açıya regle 

yüzeyin açılım açısı denir ve aşağıdaki gibi hesaplanır [12]. 

λୟ  = − ර det(α̇, α̈, a)
ఈ

 

2.2. Genelliştirilmiş Regle Yüzeyler 

E୬ de differensiyellenebilir bir 

α ∶   I → E୬ 

       t → α(t) 

eğrisi verilmiş olsun. Her α(ݐ) noktasında tanımlanmış bir ortonormal vektör alan sistemi 

{eଵ(t), eଶ(t), … , e୩(t)} olsun. Bu sistem T஑(୲)(E୬ ) uzayının k-boyutlu bir altuzayını 

gerer, bu uzayı E୩(t) ile gösterirsek 

E୩(t)  = Sp{eଵ(t), eଶ(t), … , e୩(t)} ⊂ T஑(୲)(E୬ ) 
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olur. 

2.2.1. Tanım 

E୩(t) altuzayı ߙ eğrisi boyunca hareket ederken E୬ de bir (k+1)-boyutlu yüzey meydana 

getirir. Bu yüzeye E୬ de (k+1)-boyutlu genelleştirilmiş regle yüzey denir. E୬ de (k+1)-

boyutlu genelleştirilmiş regle yüzeyi Φ ile gösterelim [6]. 

2.2.2. Tanım 

E୩(t) altuzayına Φ nin α(t) noktasındaki doğrultman uzayı ve ߙ eğrisine de Φ nin dayanak 

eğrisi denir. Φ için bir parametrizasyon 

Φ൫t, uଵ,uଶ, … , u୩൯ = α(t) +  ෍ u୧

୩

୧ୀଵ

e୧(t) 

dir.  

2.2.3. Tanım 

Sp{eଵ, eଶ, … , e୩ ,  eଵ̇,  eଶ̇, … ,   e୩̇ } 

altuzayına Φ nin E୩(t) ye göre asimptotik demeti denir ve A(t) ile gösterilir [6]. Eğer 

boyA(t) =  k + m, 0 ≤ m ≤ k, kabul edilirse A(t) asimptotik demetinin E୩(t) yi içeren 

bir {eଵ, eଶ, … , e୩, a୩ାଵ, … , a୩ା୫} ortonormal bazı bulunabilir. 

2.2.1. Teorem 

∋ ௡ de (k+1)-boyutlu genelleştirilmiş regle yüzey Φ olsun. ∀tܧ  I için E୩(t) doğrultman 

uzayının öyle bir {eଵ, eଶ, … , e୩} bazı bulunabilir ki 

݁̇௜ = ෍ α୧୨

୩

୨ୀଵ

e୨ + κ୧a୩ା୧, 1 ≤ i ≤ m, κ୧ >  0, 
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݁̇௜ = ෍ α୧୨

୩

୨ୀଵ

e୨ , m < ݅ ≤ ݇ 

dır [6]. 

Burada κଵ > κଶ > ⋯ > κ୫ > 0 dır. Bu şekilde tanımlanan {eଵ, eଶ, … , e୩} bazına E୩(t) 

nin tabii taşıyıcı bazı veya Φ nin asli çatısı denir [5]. 

2.2.4. Tanım 

Sp{eଵ, eଶ, … , e୩ , ėଵ,  eଶ̇, … , ė୩, α̇} ⊂ ራ TP
P∈Φ

Φ 

uzayına Φ nin E୩(t) ye göre teğetsel demeti denir ve T(t) ile gösterilir [6]. 

Eğer  

boy A(t)  =  k + m 

kabul edilirse  

k + m ≤ boyT(t) ≤ k + m + 1 

dir. T(t) nin boyutu için iki ihtimal söz konusudur, bunları sırasıyla inceleyelim: 

I. Durum: Kabul edelim ki ∀t ∈ I için boy T(t)  =  k + m olsun. Bu durumda Φ nin ߙ 

dayanak eğrisinin hız vektörü A(t) uzayının içindedir ve  

α̇ = ෍ ξ୧

୩

୧ୀଵ

e୧ + ෍ η୨

୫

୨ୀଵ

a୩ା୨,  ξi, ηj ∈ IR 

yazılabilir. Herhangi bir P(t) dayanak eğrisi için 
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P(t) =  α(t) + ෍ ui

k

i=1

(t)ei(t)                                                                                                     (2. 5) 

yazılabilir. Buradan türev alınarak 

Ṗ(t)  =  α̇(t)  + ෍(̇݅ݑei + ui݁̇݅

k

i=1
) 

⇒ Ṗ(t) =  ෍ ξi

k

i=1
ei + ෍ ηj

m

j=1
ak+j + ෍( ui̇ ei + ui

k

i=1
 ei̇ ) 

bulunur. Bu son eşitlik ve Teorem 2.2.1 dikkate alınırsa 

Ṗ(t) = ෍(ξj

k

j=1
+ u̇j + ෍ ui

k

i=1
αij) ej +  ෍(κsu

s

m

s=1
+ ηs)ak+s     

elde edilir. 

κୱuୱ + ηୱ  =  0, 1 ≤ s ≤ m                                                                                (2. 6) 

biçimindeki P(t) noktaları için Ṗ(ݐ) vektörleri ܧ௞(ݐ) içindedir. κୱ, 1 ≤ s ≤ m, değerleri 

sıfırdan farklı olduklarından Eş.2.6 sisteminin çözümü tektir, yani uୱ, 1 ≤ s ≤ m, skalerleri 

tek olarak bulunabilir. 

2.2.5. Tanım 

Eş.2.5 de verilen P(t) noktalarını  uୱ, 1 ≤ s ≤ m, ler temsil etmektedir. Burada bu 

bileşenlerden (k-m)-tanesi keyfi seçilebilir. Belli bir t için Eş.2.5 ve Eş.2.6 yı sağlayan P(t) 

noktalarının cümlesi E୩(t) içinde (k-m)-boyutlu bir uzayı doldururlar. Bu uzaya Φ nin 

E୩(t) içindeki sırt(edge) uzayı denir ve K୩ି୫(t) ile gösterilir [6]. 
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2.2.6. Tanım 

K୩ି୫ sırt uzayı, doğrultman uzayı olarak ߙ eğrisi boyunca Φ tarafından içerilen bir yüzey 

meydana getirir. Bu yüzeye Φ nin (k-m+1)-boyutlu sırt regle yüzeyi denir [5]. 

II. Durum: ∀t ∈ I için boy T(t)  =  k + m + 1 olsun. Bu durumda 

α̇ ∉ ,eଵ}݌ܵ eଶ, … , e୩ , a୩ାଵ , … , a୩ା୫} 

dir. O halde T(t) nin 

{eଵ, eଶ, … , e୩, a୩ାଵ , … , a୩ା୫, a୩ା୫ାଵ} 

şeklinde bir ortonormal bazı bulunabilir. η୫ାଵ ≠ 0 olmak üzere, 

α̇ = ෍ ξ୧

୩

୧ୀଵ

e୧ +  ෍ η୨

୫

୨ୀଵ

a୩ା୨ + η୫ାଵa୩ା୫ାଵ                                                                             (2. 7) 

yazılabilir. 

Herhangi bir P(t) dayanak eğrisinin Eş.2.5 deki ifadesinde t ye göre türev alınırsa, türev 

denkleminde Eş.2.7 ifadesi yerine yazıldıktan sonra Teorem 2.2.1 gereğince Ṗ(t)  vektörü 

için 

Ṗ(t) = ෍(ξ୧

୩

୧ୀଵ

+  uన̇ + ෍ u୨

୩

୨ୀଵ

α୧୨) e୧  +  ෍(κୱuୱ

୫

ୱୀଵ

+ ηୱ) a୩ାୱ + η୫ାଵa୩ା୫ାଵ 

bulunur. 

κୱuୱ + ηୱ = 0,   1 ≤ s ≤ m      

olacak şekildeki P(t) noktaları için Ṗ(t) vektörleri Sp{eଵ, eଶ, … , e୩ , α̇} uzayında yatarlar. 
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2.2.7. Tanım 

κୱuୱ + ηୱ = 0, 1 ≤ s ≤ m ile tanımlanan P(t) noktalarının doldurduğu (k-m)-boyutlu 

uzaya Φ nin E୩(t) içindeki merkez uzayı denir ve Z୩ି୫(t) ile gösterilir [6]. 

2.2.8. Tanım 

Z୩ି୫(t) merkez uzayı, doğrultman uzayı olarak ߙ eğrisi boyunca Φ tarafından içerilen bir 

yüzey meydana getirir. Bu yüzeye Φ nin (k-m+1)-boyutlu merkez regle yüzeyi denir ve 

Ω ile gösterilir [5]. 

Önerme: 

(k+1)-boyutlu Φ genelleştirilmiş regle yüzeyine ait ߙ dayanak eğrisi için 

α(t) = ෍ ξ୧

୩

୧ୀଵ

e୧ + η୫ାଵa୩ା୫ାଵ 

olduğundan aşağıdaki önermeler doğrudur: 

i) Φ nin bir Z୩ି୫(t଴) merkez uzayının olması için gerek ve yeter şart η୫ାଵ(t଴) ≠ 0 

olmasıdır. 

ii) Φ nin bir K୩ି୫(t଴) sırt uzayının olması için gerek ve yeter şart η୫ାଵ(t଴) = 0 olmasıdır. 

O halde, sırt veya merkez uzaydan hangisi varsa ona ait regle yüzey için bir 

parametrizasyon 

Φ(t, u୫ାଵ, … , u୩) = α(t) + ෍ u୫ା୧(t)
୩ି୫

୧ୀଵ

e୫ା୧(t) 

olur. 

m = k ise boyܭ௞ି௠(t) = boy ܼ௞ି௠(ݐ) = 0 dır. Bu durumda sırt regle yüzeyi Φ nin sırt 

eğrisine dejenere olur; merkez regle yüzeyi ise striksiyon eğrisine dejenere olur. 
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Böylece sırt regle yüzeyli genelleştirilmiş regle yüzeyler ܧଷ ün tanjant yüzeylerine 

(striksiyon çizgisiz yüzey) genelleşir, merkez regle yüzeyli genelleştirilmiş regle yüzeyler 

ise ܧଷ ün striksiyon çizgili regle yüzeylerine genelleşir, diyebiliriz. 

2.2.9. Tanım 

Sırt regle yüzeyli Φ genelleştirilmiş regle yüzeyine ait bir 

{eଵ, eଶ, … , e୩,  a୩ାଵ, … , a୩ା୫} 

ortonormal bazını IR୬ in bir 

{eଵ, eଶ, … , e୩, a୩ାଵ, … , a୩ା୫ , a୩ା୫ାଵ, … , a୬} 

bazına tamamlayalım. Burada a୩ା୫ାଵ, … , a୬ vektörlerinin oluşturduğu {a୩ା୫ାଵ, … , a୬} 

bazına tamamlayıcı baz denir. Eğer Φ merkez regle yüzeyli ise tamamlayıcı ortonormal 

baz {a୩ା୫ାଶ, … , a୬} dir [5]. 

Burada  

ȧ୩ା୧ = −κ୧e୧ + ෍ τ୧୨

୫

୨ୀଵ

a୩ା୨ + ω୧a୩ା୫ାଵ + ෍ γ୧஛

୬ି୩ି୫

஛ୀଶ

a୩ା୫ା஛, 1 ≤ i ≤ m, 

ȧ୩ା୫ାଵ =  − ෍ ω୨

୫

୨ୀଵ

a୩ା୨ − ෍ β஛

୬ି୩ି୫

஛ୀଶ

a୩ା୫ା஛, 

ȧ୩ା୫ାୱ = ෍ ωୱ୨

୫

୨ୀଵ

a୩ା୨ + βୱa୩ା୫ାଵ + ෍ βୱ஛

୬ି୩ି୫

஛ୀଶ

a୩ା୫ା஛, 2 ≤ s ≤ n − k − m      (2. 8) 

dir [6]. 
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2.2.10. Tanım 

E୬ de 

Φ(t, uଵ,uଶ, … , u୩) =  α(t) + ෍ u୧

୩

୧ୀଵ

e୧(t) 

parametrizasyonu ile verilmiş (k+1)-boyutlu Φ  genelleştirilmiş regle yüzeyi, ∀t ∈ I için 

Φ൫t + p, uଵ,uଶ, … , u୩൯ = Φ൫t, uଵ,uଶ, … , u୩൯ 

ise Φ ye kapalıdır denir [7]. Burada p en küçük peryottur. 

Kapalı regle yüzeylerin dayanak eğrileri de kapalıdır. 

2.2.2. Teorem 

Bir (k+1)-regle yüzey Φ olsun. Eğer Φ nin bir E୩(t), t∈I, doğrultman uzayı içindeki 

asimptotik ve teğetsel demetleri çakışmıyorlarsa o zaman Φ nin dayanak eğrilerinin hız 

vektörleri {eଵ, eଶ, … , e୩ , a୩ା୫ାଵ} uzayında bulunur ve Φ bir Z୩ି୫(t) (m>0) merkez 

uzayına sahiptir. Merkez uzayının noktalarında Φ nin tanjant uzayları A(t) asimptotik 

demetine diktirler. Φ nin E୩(t) doğrultman uzayı, her P noktasındaki tanjant uzayında 

bulunur [6]. 

2.3. Konoidal Regle Yüzeyler 

Bu bölümde konoidal, ortokonoidal ve kuvvetli konoidal regle yüzeyleri ifade edeceğiz. 

2.3.1. Tanım 

 doğrultman uzayının paralel (ݐ)௞ܧ ௡ de (k+1)-boyutlu regle yüzey Φ olsun. Φ nin herܧ

olduğu sabit bir E୯ ⊂ E୬, q ≥ k, altuzayı mevcut ise  Φ ye q-konoidal regle yüzey, ܧ௤  

altuzayına da Φ nin doğrultu uzayı denir [8]. 

Eğer bir Φ (k+1)-regle yüzeyi (n-1)-konoidal ise Φ ye kısaca konoidaldir denir.  
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2.3.1. Örnek 

 .ଷ, 3-boyutlu Öklid uzayında dik silindir yüzeyi bir konoidal regle yüzeydirܧ

2.3.2. Tanım 

Ω merkez regle yüzeyli ve doğrultu uzayı ܧ௤  olan q-konoidal bir (k+1)-regle yüzey 

Φ olsun. Eğer Φ nin merkez noktalarındaki tanjant uzayları ܧ௤  doğrultu uzayına ortogonal 

ise Φ ye q-ortokonoidaldir denir [8] . 

Eğer q = n-1 ise Φ ye kısaca ortokonoidaldir denir. 

2.3.1. Teorem 

 ௡ de q-konoidal (k+1)-regle yüzey Φ ve Φ nin A(t) asimptotik demetinin boyutu (k+m)ܧ

sabit olsun. Bu durumda ܧ௤  doğrultu uzayının boyutu olan q-sayısı için, 

k + m ≤ q ≤ n − 1 

eşitsizliği geçerlidir ve Φ nin asimptotik demetleri ܧ௤  doğrultu uzayına paraleldir [8]. 

İspat: 

E୯ doğrultu uzayının ortogonal tümleyeni olan alt vektör uzayı (E୯)ୄ olmak üzere boy 

(E୯)ୄ =  n − q dur. (E୯)ୄ in bir ortonormal bazı {ܾ௤ାଵ, … , ܾ௡} olsun. 

E୯ sabit olduğundan  (E୯)ୄ de sabittir. Bu durumda Φ nin E୩(t), t ∈ I, doğrultman 

uzayının {eଵ(t), … , e୩(ݐ)} doğal taşıyıcı bazı için, 

< b୯ାୱ , e୧(t) >= 0, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ s ≤ n − q 

dir. Burada t ye göre türev alırsak 

< b୯ାୱ , ݁̇௜(ݐ) >=  0, 1 ≤ i ≤ k,   1 ≤ s ≤ n − q 
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bulunur. Burada eన̇ lerin türev denklemlerindeki karşılıkları yazılırsa 

κ୧ < b୯ାୱ , a୩ା୧ >=  0, 1 ≤ ݅ ≤ ݉ , κ୧ > 0, 

⇒< b୯ାୱ , a୩ା୧ > =  0,     1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ s ≤ n − q 

elde edilir. Son eşitlikten Φ nin A(t) asimptotik demeti (E୯)ୄ uzayına ortogonal olur. 

Dolayısıyla E୯ ya paralel olur. 

2.3.3. Tanım 

Silindirik olmayan(m>0), q-konoidal (k+1)-regle yüzey Φ ve Φ nin A(t) asimptotik 

demetinin boyutu (k+m) sabit olsun. Eğer q=k+m ise Φ ye kuvvetli konoidal 

(strongkonoidal) denir [8]. 

2.3.2. Teorem 

Silindirik olmayan(m>0) Φ, q-konoidal (k+1)-regle yüzeyi, k+m sabit boyutlu A(t) 

asimptotik demetine ve {eଵ(t), eଶ(t), … , e୩(t)} asli çatısına sahip olsun. Bu durumda  Φ 

kuvvetli konoidaldir ancak ve ancak türev denklemlerinde 

ω୧ = 0,   γ୧஛ = 0,    1 ≤ i ≤ m, 2 ≤ λ ≤ n − k − m 

dır [8]. 

İspat: 

Teorem 2.3.1 e göre A(t) asimptotik demeti E୯ ya paralel olduğundan ∀ t ∈ I için 

< bq+s, ak+i > = 0, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ s ≤ n − q 

yazılır ve burada t ye göre türev alırsak 

< bq+s , ܽ̇௞ା௜(ݐ) > =  0,    1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ s ≤ n − q          
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elde edilir. ܽ̇௞ା௜ (t) nin eşiti türev denklemlerinden (Eş.2.8) yerine yazılırsa 

ω୧(t) < b୯ାୱ , a୩ା୫ାଵ(t) > + ෍ γ୧஛

୬ି୩ି୫

஛ୀଶ

< b୯ାୱ , a୩ା୫ା஛(t) >=  0 

elde ederiz. Bunu açık olarak ifade edersek 

      ω୧ < b୯ାଵ , a୩ା୫ାଵ > +γ୧ଶ < b୯ାଵ , a୩ା୫ାଶ > + ⋯ + γ୧(୬ି୩ି୫) < b୯ାଵ , a୬ >= 0 

ω୧ < b୯ାଶ , a୩ା୫ାଵ > +γ୧ଶ < b୯ାଶ , a୩ା୫ାଶ > + ⋯ + γ୧(୬ି୩ି୫) < b୯ାଶ , a୬ >= 0 

           .                                        .                                                       .          . 

           .                                        .                                                       .          . 

           .                                        .                                                       .          . 

 ω୧ < b୬ , a୩ା୫ାଵ > + γ୧ଶ < b୬ ,  a୩ା୫ାଶ > + ⋯ + γ୧(୬ି୩ି୫) < b୬ ,  a୬ >= 0  

ya da matris formunda yazarsak,  

቎
< b୯ାଵ , a୩ା୫ାଵ > ⋯ < b୯ାଵ , a୬ >

⋮ ⋱ ⋮
< b୬ , a୩ା୫ାଵ > ⋯ < b୬ ,  a୬ >

቏ ൥
  ω୧

⋮
γ୧(୬ି୩ି୫)

൩ =  ൥
0
⋮
0

൩                                           (2. 9) 

lineer denklem sistemi elde edilir. 

(⇒): 

Φ kuvvetli konoidal olsun, yani q = k+m olsun. Bu durumda Φ nin E୯ doğrultu uzayı A(t) 

asimptotik demetinin eଵ, … , e୩, a୩ାଵ, … , a୩ା୫  baz vektörleri tarafından gerilir. O halde 

௤ܧ  doğrultu uzayının ortogonal tümleyeni (E୯)ୄ olmak üzere (E୯)ୄ =  Sp{b୯ାଵ, … , b୬} 

ile ܵ݌{a୩ା୫ାଵ, … , a୬} aynı uzayı gösterirler. q = k+m olduğundan b୯ାଵ, … , b୬ vektörleri 

b୩ା୫ାଵ, … , b୬ halini alır. Dolayısıyla {b୩ା୫ାଵ, … , b୬} sistemiyle {a୩ା୫ାଵ, … , a୬} 

sistemi aynı uzayın bazları olduklarından birbirlerine karşılık gelirler ve katsayı matrisi 
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I୬ି୯ birim matrisi haline gelir. det In−q ≠ 0 olduğundan çözüm bir tektir. Buna göre 

lineer denklem sistemi homojen olduğundan çözüm sadece âşikar çözümdür. Dolayısıyla 

ω୧  = 0, γ୧஛ = 0,     1 ≤ i ≤ m, 2 ≤ λ ≤ n − k − m 

olur. 

( ⇐ ) ∶ 

ω୧  = 0, γ୧஛ = 0,     1 ≤ i ≤ m, 2 ≤ λ ≤ n − k − m 

olsun. Bunun olması Eş.2.9 daki katsayılar matrisinin regüler olması anlamına gelir. 

Regüler olması için de her şeyden önce karesel olması gerekir ki bu da q = k+m olmasıyla 

sağlanır. O halde Φ kuvvetli konoidaldir. 

2.3.3. Teorem 

E୬ de bir Φ (k+1)-regle yüzeyi Ω merkez regle yüzeyli olsun. Eğer Φ, kuvvetli konoidal 

ise, o zaman Φ (k+m)- ortokonoidaldir [8]. 

İspat: 

Teorem 2.3.1. e göre Φ nin A(t) asimptotik demeti Φ nin E୩ା୫ doğrultu uzayına 

paraleldir. Ayrıca Φ nin merkez noktalarındaki tanjant uzayları A(t) asimptotik demetine 

diktirler. O halde ortokonoidallik tanımı gereği Φ (k+m)-ortokonoidaldir. 

2.3.4. Teorem 

{݁ଵ(ݐ), ݁ଶ(ݐ), … , ݁௞(ݐ)} asli çatısına sahip olan, Ω merkez regle yüzeyli, silindirik olmayan 

(m>0) kuvvetli konoidal (k+1)-regle yüzey Φ olsun. Eğer Φ ortokonoidal ise türev 

denklemlerinde 

β஛  =  0,     2 ≤ λ ≤ n − k − m 

dır. Bu durumda Φ bir (n=k+m+1)-boyutlu Öklid uzayında bulunur [8]. 
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İspat: 

Bir Φ (k+1)-regle yüzeyi kuvvetli konoidal ise q = k+m dir. Ayrıca Φ merkez regle yüzeyli 

olduğundan a୩ା୫ାଵ(t), t ∈ I, mekez tanjant vektörü vardır. 

Şimdi Φ (k+1)-regle yüzeyi ortokonoidal olsun. Bu taktirde q = n-1 olup Φ nin doğrultu 

uzayı bir hiperdüzlemdir. O halde (E୯)ୄ = Sp{b}, yani ܧ௤  nun ortogonal tümleyeni 

1-boyutlu bir altuzaydır. Teorem 2.3.3 e göre a୩ା୫ାଵ(t), t ∈ I, merkez tanjant vektörü ܧ௤  

doğrultu uzayına diktir, yani a୩ା୫ାଵ vektörü Sp{b} uzayında bulunur. O halde 

< ܾ, a୩ା୫ାଵ(t) >=  ( λ = sabit)   ߣ

yazılabilir. t ye göre türev alınırsa 

< ܾ, ȧ୩ା୫ାଵ(t) >=  0 

olur. ȧ୩ା୫ାଵ(t)  nin Eş. 2. 8 deki eşiti yerine yazılır ve Teorem 2.3.2. gözönünde 

bulundurulursa 

− ෍ β஛ <  ܾ , a୩ା୫ା஛ >
୬ି୩ି୫

஛ୀଶ

= 0 

veya β஛ =  0 elde edilir. Ayrıca q = k+m ve q = n-1 olduğundan n = k+m+1 elde edilir ki 

bu da Φ nin (k+m+1)-boyutlu Öklid uzayında olması demektir. 

2.3.5. Teorem 

{݁ଵ(ݐ), ݁ଶ(ݐ), … , ݁௞(ݐ)} asli çatısına sahip olan, Ω merkez regle yüzeyli, silindirik olmayan 

(m>0), (k+1)-regle yüzey Φ olsun. Eğer Φ, q-ortokonoidal ise türev denklemlerinde 

߱௜ = 0,   1 ≤ ݅ ≤ ݉ 

dir [8]. 
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İspat: 

Bir Φ (k+1)-regle yüzeyi Ω merkez regle yüzeyli ise a୩ା୫ାଵ merkez tanjant vektörü 

vardır.Φ q-ortokonoidal olduğundan a୩ା୫ାଵvektörü Φ nin ܧ௤ doğrultu uzayına diktir, 

yani  a୩ା୫ାଵ vektörü  ܧ௤  ya ortonormal vektör uzayında bulunur. ܧ௤ sabit olduğundan 

 de sabittir. O halde a୩ା୫ାଵmerkez tanjant vektörü Φ nin parametrizasyonundaki I ୄ(௤ܧ)

parametre aralığının ݐ଴ ∈ I değeri için sabit olarak bulunur. Buna göre 

< a୩ା୫ାଵ(t଴), a୩ା୧(ݐ) >=  0,   1 ≤ i ≤ m 

eşitliğinde t ye göre türev alırsak 

< a୩ା୫ାଵ(t଴), ȧ୩ା୧(ݐ) >=  0,    1 ≤ i ≤ m 

elde edilir ve ȧ୩ା୧(ݐ) nin Eş. 2.8 deki eşitleri yerlerine yazılırsa 

߱௜ =  0,   1 ≤ ݅ ≤ ݉ 

bulunur. 

2.3.4. Tanım 

E୬ de bir (k+1)-regle yüzey Φ ve Φ nin bir E୩(t଴)  doğrultman uzayı ݐ଴ ın bir  σ 

komşuluğu civarında (∀t ∈ I için t − t଴ = 0 <  σ) bir Ω merkez regle yüzeyine sahip 

olsun. Eğer E୩(t଴) ın merkez noktalarındaki tanjant uzayları Φ nin ܧ௤  doğrultu uzayına 

ortogonal iseler E୩(t଴) doğrultman uzayına q- orthoiddir denir [8]. 

Φ nin (n-1)-orthoid doğrultman uzayına kısaca orthoid denir. Bu tanım Eଷ ortokonoidal 

ışın yüzeylerinin orthoidal doğrultman uzayı kavramının direkt bir genelleştirilmesidir. Eଷ 

ün sadece dönel(helezoni) yüzeyleri orthoid doğrultman uzayına sahiptir. 

2.3.2. Örnek 

Eଷ de E୩(t) = {Sp{X = (0, 0,  xଷ): xଷ ∈ IR} altuzayı olarak 
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α ∶ I = (0, 2π) → Eଷ 

                  t    → α(t) = (cos t , sin t , 0 ) 

eğrisi boyunca oluşturduğu yüzeyin denklemi 

Φ(t, λ) =  α(t) + λeଷ 

            = (cos t , sin t , 0) + λ(0, 0, 1) 

            = (cos t , sin t , λ) 

olup Φ dönüşümü ܧଷ de bir 2-regle yüzey(ışın yüzeyi) gösterir. 

∀ t ∈ I için E୩(t) doğrultman uzayları Eଶ y-2=0, düzlemine paralel olduğundan Φ ışın 

yüzeyi Eଷ de konoidaldir. Ayrıca ߙ dayanak eğrisi Φ nin merkez regle yüzeyi olup ߙ(t) 

noktasındaki 

(ݐ)ߙ̇− = (sin ݐ , − cos ݐ , 0) 

merkez tanjant uzayı(vektörü) t =  π için  Eଶ doğrultu uzayına ortogonaldir. O halde 

 .doğrultman uzayı Φ nin bir orthoid doğrultman uzayıdır (ߨ)௞ܧ

 

 

 

 

 

 

Şekil 2. 3. Orthoid Örneği Olarak Silindir 
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2.3.5. Tanım 

E୬ de q-konoidal bir (k+1)-regle yüzey Φ ve Φ nin doğrultman uzayı ܧ௞  olsun. Eğer E୩ 

nın noktalarında Φ nin tanjant uzayları E୯ doğrultu uzayına paralel ise E୩ doğrultman 

uzayına q-tangoiddir denir [8]. 

Φ nin (n-1)-tangoid doğrultman uzayına kısaca tangoid doğrultman uzayı da denir. 

2.3.3. Örnek 

Örnek 2.3.2. de t = π ∕ 2 ve t =3π ∕ 2 değerlerine karşılık gelen ܧ௞  doğrultman uzaylarının 

noktalarında Φ nin tanjant uzayları Eଶ doğrultu uzayına paraleldir. O halde E୩(π ∕ 2 )  ve  

E୩(3π 2⁄ ) doğrultman uzayları  Φ nin tangoid doğrultman uzaylarıdır. 

2.3.6. Teorem 

,(ݐ)௡ ݀݁ {݁ଵܧ ݁ଶ(ݐ), … , ݁௞(ݐ)} doğal taşıyıcı baza sahip olan, konoidal basit kapalı (k+1)-

regle yüzey Φ olsun. Eğer Φ, E୬ in bir hiperdüzleminde bulunuyorsa Φ en az iki tane 

tangoid doğrultman uzayına sahiptir [8]. 
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3. DUAL UZAY 

Bu bölümde dual uzayla ilgili temel kavramlar, dual uzayda bir parametreli hareketler 

verilecektir. Son olarak da dual uzayda regle yüzey kavramı sunulacaktır. 

 

3.1. Dual Uzay ile İlgili Temel Kavramlar  

3.1.1. Tanım 

∀ a, a∗  ∈ IR olmak üzere ܣ = ( a, a∗) ikilisine bir sıralı ikili denir. Sıralı ikililerin cümlesi 

ID ile gösterilirse 

ID = {(a,  a∗) ∶  a,  a∗ ∈ IR} 

şeklinde ifade edilir. 

3.1.2. Tanım 

ID cümlesi üzerinde toplama, çarpma ve eşitlik işlemleri, sırasıyla, 

⊕ ∶ ID x ID → ID 

         (A, B ) → A ⊕ B = (a, a∗) ⊕ (b, b∗) = (a + b,  a∗ + b∗), 

⊙ ∶ ID x ID → ID 

        (A, B )  → A ⊙  B =  (a, a∗) ⊙ (b , b∗) = (ab, a∗b + ab∗)   

ve 

A =  B  ⇔ a = b, a∗ =  b∗ 

şeklinde tanımlanır. 

3.1.3. Tanım 

ID cümlesi üzerinde toplama, çarpma ve eşitlik işlemleri yukarıdaki gibi tanımlanmış ise 

bu cümleye dual sayılar cümlesi ve ∀ (a, a∗) ∈ ID elemanına da bir dual sayı denir. 
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3.1.1. Teorem 

(ID, ⊕, ⊙ ) üçlüsü birimli, değişmeli bir halkadır [11]. 

3.1.4. Tanım 

0 = (0, 0) dual sayısına ID nin toplama işlemine göre sıfır elemanı denir. 

3.1.5. Tanım 

Bir A = (a, a∗) ∈ ID dual sayısının reel ve dual kısmı 

Re(A)  = a, Du(A)  = a∗ 

şeklinde gösterilir. 

3.1.6. Tanım 

(1, 0) = 1 dual sayısına ID deki çarpma işleminin birim elemanı veya reel birimi denir. 

3.1.7. Tanım 

( 0, 1 ) dual sayısı kısaca ߝ ile gösterilir ve ID deki dual birim olarak adlandırılır. 

3.1.1 Sonuç. 

Tanım 3.1.2. deki çarpma işlemi gereğince 

ଶߝ = ⊙ ߝ ߝ = (0, 1) ⊙ (0,1)  =  (0, 0)  =  0 

olduğu görülür. 

3.1.2. Teorem 

A =  (a, a∗) ∈ ID sayısı ܣ = a + εa∗ şeklinde yazılır [11]. 

İspat: 

Tanım 3.1.2.  gereğince A = (a, a∗ ) için 

A =  (a, 0) ⊕ (0, a∗), 

⇒ A =  (a, 0) ⊕ (0,1). (a∗, 0), 

⇒ A = a + εa∗ 
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elde edilir. 

3.1.8. Tanım 

IDଷ  = ID x ID x ID = {A = (Aଵ,  Aଶ, Aଷ ): A୧ ∈ ID, 1 ≤ i ≤ 3 } cümlesi üzerinde toplama 

ve skaler ile çarpma işlemleri aşağıdaki gibi tanımlanır: 

+ ∶  IDଷ  x IDଷ  → IDଷ   

         (A, B)    → A +  B =  (A୧)  +  (B୧)  =  (A୧ + B୧) 

.  ∶  IDx IDଷ  → IDଷ   

,ߣ)         (ܣ   → .ߣ A =  .(௜ܣߣ) 

3.1.3. Teorem 

( IDଷ, + ) ikilisi bir değişmeli gruptur [11]. 

3.1.4. Teorem 

( IDଷ , +, ∙) üçlüsü ID dual sayılar halkası üzerinde bir Modül’ dür [11]. Bu modül kısaca 

ID-Modül şeklinde gösterilir. 

3.1.9. Tanım 

ID-Modülün elemanları olan sıralı dual üçlülere dual vektörler denir. 

3.1.5. Teorem 

aሬ⃗ , a∗ሬሬሬ⃗ ∈  IRଷ olmak üzere ID-Modülde her bir Aሬሬ⃗  dual vektörü, 

Aሬሬ⃗ = aሬ⃗ + εa∗ሬሬሬ⃗ , ε = (1, 0) ∈ ID 

şeklinde yazılabilir. 

İspat: 

Aሬሬ⃗ = (Aଵ, Aଶ, Aଷ ), A୧ =  a୧ + εa୧
∗,    1 ≤ i ≤ 3   

olduğundan 

Aሬሬ⃗ = ( aଵ + εaଵ
∗ , aଶ + εaଶ

∗, aଷ + εaଷ
∗), 
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yazılabilir. a୧, a୧

∗ ∈ IR olduğundan 

aሬ⃗ = (aଵ, aଶ, aଷ), a∗ሬሬሬ⃗ = (aଵ
∗, aଶ

∗, aଷ
∗) 

alınabilir ve dolayısıyla  

ܣ⃗ = aሬ⃗ + εa∗ሬሬሬ⃗  

olur. 

3.1.10. Tanım 

Aሬሬ⃗ = aሬ⃗ + εa∗ሬሬሬ⃗ ,   Bሬሬ⃗ =  bሬ⃗ + εb∗ሬሬሬሬ⃗ ∈  ID − Modül vektörlerinin iç çarpımı 

< , > : IDଷ  x IDଷ  → ID 

               (A, B )   → < A, B> = <aሬ⃗ + εa∗ሬሬሬ⃗ , bሬ⃗  + εb∗ሬሬሬሬ⃗ > 

                                                = <aሬ⃗ , bሬ⃗ >+ε ( <aሬ⃗ , b∗ሬሬሬሬ⃗ > +< a∗ሬሬሬ⃗ , bሬ⃗ >) 

şeklinde tanımlanır. 

Bir reel vektör uzayı üzerinde olduğu gibi iç çarpım aksiyomları ID-Modül üzerinde de 

geçerlidir, ancak burada pozitif tanımlılık aksiyomu sağlanmaz. 

ሬ⃗ܤ,ܣ⃗ ∀ , ܥ⃗ ∈ ID-Modül , ߙ ∈  için ܦܫ

Iଵ :  <Aሬሬ⃗ ,Bሬሬ⃗ > = <Bሬሬ⃗ , Aሬሬ⃗ >, 

Iଶ :  < αAሬሬ⃗ ,Bሬሬ⃗ > = <Aሬሬ⃗ , αBሬሬ⃗ > = α<Aሬሬ⃗ ,Bሬሬ⃗ >, 

Iଷ :  <Aሬሬ⃗ +Bሬሬ⃗  ,Cሬ⃗ > = <Aሬሬ⃗ ,Cሬ⃗ > + <Bሬሬ⃗ ,Cሬ⃗ >, 

       <Aሬሬ⃗ ,Bሬሬ⃗  +Cሬ⃗ > = <Aሬሬ⃗ ,Bሬሬ⃗ > + <Aሬሬ⃗ ,Cሬ⃗ >, 

Iସ :  Aሬሬ⃗ = 0 ⟹ <Aሬሬ⃗ ,Aሬሬ⃗ > = 0. 

3.1.11. Tanım 

Bir Aሬሬ⃗ = aሬ⃗ + εa∗ሬሬሬ⃗   dual vektörünün normu diye  
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∥ ܣ⃗ ∥ = ට< ,ܣ⃗ ܣ⃗ >  =  ∥ aሬ⃗ ∥, ழୟሬ⃗ ,   ୟ∗ሬሬሬሬ⃗ வ
∥ୟሬ⃗ ∥

   , aሬ⃗  ≠ 0 

dual sayısına denir. Bundan sonra bu dual sayı 

a = ∥ aሬ⃗ ∥,   a∗ = ழ ୟሬ⃗ , ୟ∗ሬሬሬሬሬ⃗ வ
∥ୟሬ⃗ ∥

 

olmak üzere 

∥ Aሬሬ⃗ ∥ = a + εa∗ 

şeklinde gösterilecektir. 

3.1.12. Tanım 

Normu (1,0) dual sayısına karşılık gelen dual vektörlere birim dual vektör denir. 

3.1.6. Teorem 

Aሬሬ⃗ = aሬ⃗ + εa∗ሬሬሬ⃗   birim dual vektör ise  

∥ aሬ⃗ ∥= 1,  <aሬ⃗ , a∗ሬሬሬ⃗ > = 0 

dir. 

3.1.13. Tanım 

{ Xሬሬ⃗  = xሬ⃗ + εxሬ⃗  : ∥ Xሬሬ⃗ ∥= (1, 0), xሬ⃗ , x∗ሬሬሬ⃗ ∈ IRଷ} cümlesine ID-Modül’ de birim dual küre denir. 

3.1.7. Teorem (E.STUDY)  

(0ሬ⃗ , a∗ሬሬሬ⃗  ) ≠ Aሬሬ⃗   ∈ ID- Modül olmak üzere ID-Modül’de denklemi ∥ ܣ⃗ ∥ = (1, 0) olan birim 

dual kürenin dual noktaları, IRଷ deki yönlü doğrulara birebir karşılık gelirler [13]. 
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Bu teoreme göre Aሬሬ⃗ = aሬ⃗ + εa∗ሬሬሬ⃗   birim dual vektörü IRଷ deki bir tek yönlü doğruya karşılık 

gelmektedir. aሬ⃗  birim vektörü bu doğrunun yönünü, a∗ሬሬሬ⃗  ise O başlangıç noktasına göre aሬ⃗  

birim vektörünün vektörel momentini ifade etmektedir. 

3.1.14. Tanım 

ሬ⃗ܤ ve ܣ⃗  birim dual vektör Φ, ⃗ܣ ve ܤሬ⃗  nin eksenleri arasındaki açı olmak üzere 

< ,ܣ⃗ ሬ⃗ܤ > = cos Φ = cos( φ +  εφ∗) 

olarak tanımlanan Φ =  φ +  εφ∗ dual sayısına ⃗ܣ ve ܤሬ⃗  birim vektörleri arasındaki dual açı 

denir. 

Burada φ ve φ∗, sırasıyla ⃗ܣ ve ܤሬ⃗  birim vektörlerine karşılık gelen yönlü doğrular dଵ ve dଶ 

olmak üzere bu doğrular arasındaki açıyı ve aralarındaki en kısa uzaklığı ifade etmektedir. 

Şekil 3.1. de dual açının geometrik yorumu verilmiştir: 
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Şekil 3. 1. Geometrik Olarak Dual Açı 
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3.1.8. Teorem 

ሬ⃗ܤ  ve ܣ⃗  birim dual vektörleri arasındaki dual açı Φ = ߮ +  olmak üzere  ∗߮ߝ

ሬ⃗ܤ ,ܣ⃗> > = cos(߮ + cos = (∗߮ߝ Φ 

dır [11]. 

3.2. Dual Uzayda Bir Parametreli Hareketler 

3.2.1. Tanım 

Aynı merkezli, hareketli ܭ ve sabit Kᇱ birim dual kürelerini, sırasıyla, {Uଵሬሬሬሬ⃗ , Uଶሬሬሬሬ⃗ , Uଷሬሬሬሬ⃗ }  ve 

{Eଵሬሬሬሬ⃗ , Eଶሬሬሬሬ⃗ , Eଷሬሬሬሬ⃗ } dual ortonormal sistemleri temsil etsin. 

A = ൣa୧୨(t) + εa୧୨
∗(t)൧,  t ∈ ≥1 ,ܴܫ ݅, ݆ ≤ 3 

bir has dual ortogonal matris olmak üzere, 

U = AE  

dönüşümüne ܭ nın Kᇱ ye göre bir 1-parametreli dual küresel(dual dönme) hareketi denir ve 

 Kᇱ ile gösterilir. Burada A matrisinin elemanları t zaman parametresine göre/ܭ

diferensiyellenebilir fonksiyonlardır. 

Eğer A(t+T) = A(t) (T peryot) ise harekete 1- parametreli kapalı dual küresel hareket denir. 

3.3. Dual Uzayda Regle Yüzeyler 

3.3.1. Tanım 

Bir parametreli K/Kᇱ dual küresel hareketinde, K da tespit edilmiş bir X dual noktası, Kᇱ 

sabit dual küresi üzerinde t∈ IR parametresine bağlı olarak bir 

Xሬሬ⃗  = Xሬሬ⃗ (t), ∥ Xሬሬ⃗ (t) ∥ =1 

eğrisi çizer. t-parametresine göre diferensiyellenebilen bu dual küresel eğriye bir regle 

yüzey olarak bakabiliriz. Çünkü E. Study dönüşümüne göre, bu eğriye çizgiler uzayında 
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bir 1-parametreli bir doğru ailesi (regle yüzey) karşılık gelir. Eğer dual küresel eğri kapalı 

ise, karşılık gelen regle yüzey de kapalıdır. 

Xሬሬ⃗  = Xሬሬ⃗ (t), t ∈ IR, dual küresel eğrisine, çizgiler uzayında (X)- regle yüzeyinin dual küresel 

resmi de denir. 

Xሬሬ⃗  = Xሬሬ⃗ (t) dual küresel eğrisinin dΦ = dφ + εdφ∗  yay elementi için  

dφଶ = < ݀xሬ⃗ , dxሬ⃗ >, 

dφ. dφ∗  = <  ݀xሬ⃗ , dx∗ሬሬሬ⃗ > 

elde edilir. Burada d߮ ve d߮∗ reel büyüklükleri ise sırasıyla çizgiler uzayındaki regle 

yüzeyin Xሬሬ⃗ (t) ve Xሬሬ⃗ (t + dt) anadoğruları arasındaki, açı ve en kısa uzaklığa karşılık gelir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.2. Dual Regle Yüzey 

 

3.3.2. Tanım 

Xሬሬ⃗ = Xሬሬ⃗ (t) (∥ Xሬሬ⃗ (t) ∥=1) regle yüzeyinde Xሬሬ⃗ (t) ve Xሬሬ⃗ (t+dt) komşu anadoğruların ortak 

dikmesinin, Xሬሬ⃗ (t) anadoğrusu üzerindeki ayağına boğaz noktası, bu noktaların geometrik 

yerine ise boğaz çizgisi(striksiyon çizgisi) denir. 
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3.3.3. Tanım 

Xሬሬ⃗ = Xሬሬ⃗ (t) (∥ Xሬሬ⃗ (t) ∥= 1), regle yüzeyinin bütün anadoğrularını dik kesen eğriye regle 

yüzeyin ortogonal yörünge eğrisi denir. 

3.3.4. Tanım 

K/Kᇱ kapalı dual küresel hareketinde, hareketli sistemin birinci ekseninin çizdiği kapalı 

regle yüzey (Uଵ ሬሬሬሬሬ⃗ ) = (Uଵሬሬሬሬ⃗ (t)), tϵI, olsun. Ayrıca (Uଶሬሬሬሬ⃗ , Uଷሬሬሬሬ⃗ )-dual düzleminde Uଶሬሬሬሬ⃗  ile 

Φ(t) = φ(t) + εφ∗(t) dual açısını yapan Nଵሬሬሬሬ⃗ = cos Φ Uଶሬሬሬሬ⃗ + sin Φ Uଷሬሬሬሬ⃗  birim dual vektörünü 

alalım. K/Kᇱ hareketinde hareketli kürenin Uଵሬሬሬሬ⃗  birim dual vektörü (Uଵሬሬሬሬ⃗ )= (Uଵሬሬሬሬ⃗ (t)) kapalı regle 

yüzeyini çizerken Nଵሬሬሬሬ⃗  birim dual vektörüne karşılık gelen doğru da bu kapalı yüzeyin 

ortogonal yörüngesi boyunca bir açılabilir regle yüzey çizsin. Bu taktirde bir peryotluk 

kapalı küresel harekette Φ(t) = φ(t) + εφ∗(t) dual açısının toplam değişme miktarına 

(Uଵሬሬሬሬ⃗ )= (Uଵሬሬሬሬ⃗ (t)) kapalı regle yüzeyinin dual açılım açısı denir ve 

Λ୙భ =  ර dΦ 

şeklinde ifade edilir [9]. 

3.3.5. Tanım 

Κ/Κ′ dual hareketinde hareketli sistemin birinci ekseninin çizdiği kapalı regle yüzey     

( ଵܷሬሬሬሬ⃗ ) = ( ଵܷሬሬሬሬ⃗ ∋ t ,((ݐ) ) .olsun ,ܴܫ ଶܷሬሬሬሬ⃗ , ଷܷሬሬሬሬ⃗ )_düzleminde ଶܷሬሬሬሬ⃗   dual vektörüyle ߶(t) = (ݐ)߮ +

dual açısını yapan Nଵሬሬሬሬ⃗ (ݐ)∗߮ߝ = cos ϕ Uଶሬሬሬሬ⃗ +sin ϕ Uଷሬሬሬሬ⃗  birim dual vektörünü alalım. Κ/Κ′ dual 

hareketinde, Κ hareketli kürenin ଵܷሬሬሬሬ⃗  birim dual vektörü ( ଵܷሬሬሬሬ⃗ ) = ( ଵܷሬሬሬሬ⃗ (t)) kapalı regle yüzeyini 

çizerken, ଵܰሬሬሬሬ⃗  birim dual vektörüne karşılık gelen doğru, yüzey boyunca bir dual eğri çizsin. 

Bu eğriye yüzeyin ortogonal yörüngesi denir. 

3.3.6. Tanım 

Uଵሬሬሬሬ⃗ (t) dual eğrisine çizgiler uzayında karşılık gelen kapalı regle yüzey (Uଵሬሬሬሬ⃗ ) olmak üzere 

Uଵሬሬሬሬ⃗ (t) ile sabit Θ = θ + εθ∗ dual açısını yapan 

Vଵሬሬሬ⃗ = cos Θ Uଵሬሬሬሬ⃗ + sin Θ Uଷሬሬሬሬ⃗  



36 
 

şeklinde tanımlı Vଵሬሬሬ⃗  dual vektörüne karşılık gelen ൫Vଵሬሬሬ⃗ ൯ yüzeyine (Uଵሬሬሬሬ⃗ ) yüzeyinin paralel 

regle yüzeyi denir [4]. 
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4. DUAL UZAYDA KONOİDAL REGLE YÜZEYLER ÜZERİNE 

Bu bölümde, dual uzayda konoidal regle yüzeyler tanımlandı ve daha sonra bu yüzeyler 

için bazı karakterizasyonlar verildi. 

4.1. Dual Uzayda Konoidal, Kuvvetli Konoidal ve Ortokonoidal Regle Yüzeyler 

4.1.1. Tanım 

 ,ve Κ′ kürelerine sıkı sıkıya bağlı, 0 merkezli iki dual ortonormal koordinat sistemi ܭ

sırasıyla, { ଵܷሬሬሬሬ⃗ , ଶܷሬሬሬሬ⃗ , ଷܷሬሬሬሬ⃗ } ve { ଵܸሬሬሬ⃗ , ଶܸሬሬሬ⃗ , ଷܸሬሬሬ⃗ } olsun. Θ(t) = ߠߝ+(ݐ)ߠ∗(t), ଵܷሬሬሬሬ⃗  ve ଵܸሬሬሬ⃗  dual vektörleri 

arasındaki dual açıyı göstersin. ଵܸሬሬሬ⃗  i  

ଵܸሬሬሬ⃗  = cos Θ ଵܷሬሬሬሬ⃗ +sin Θ ଶܷሬሬሬሬ⃗   

olarak alırsak ଵܸሬሬሬ⃗  ile ଵܷሬሬሬሬ⃗  paralel olur [4]. Bu şart altında tanımlı ( ଵܷሬሬሬሬ⃗ ) regle yüzeyine 2-

konoidal regle yüzey denir ve ଵܸሬሬሬ⃗  e de doğrultu uzayı adı verilir. 

4.1.2. Tanım 

( ଵܷሬሬሬሬ⃗ ) kapalı dual regle yüzey olmak üzere, (Uଶሬሬሬሬ⃗ , Uଷሬሬሬሬ⃗ )- dual düzleminde yatan  

Nଵሬሬሬሬ⃗ = cos ϕ Uଶሬሬሬሬ⃗ + sin ϕ Uଷሬሬሬሬ⃗   

şeklinde tanımlı birim dual vektörü ile Uଶሬሬሬሬ⃗  arasındaki dual açı ϕ(t) = φ(t) + εφ∗(t), t∈ Ι, 

olsun. K/Kᇱ kapalı hareketi esnasında Uଵሬሬሬሬ⃗ , (Uଵሬሬሬሬ⃗ ) kapalı dual regle yüzeyini çizerken, Nଵሬሬሬሬ⃗ , Kᇱ 

dual sabit küresi üzerinde bir dual eğri çizer. Bu eğri (Uଵሬሬሬሬ⃗ ) dual regle yüzeyinin ortogonal 

yörüngesidir. 

Eğer (Uଵሬሬሬሬ⃗ ) in bu ortogonal yörüngesi üzerinde bulunan noktalardaki tanjant uzayları Vଵሬሬሬ⃗  e 

dik ise (Uଵሬሬሬሬ⃗ ) e 2- ortokonoidal regle yüzey denir. 

4.1.3. Tanım 

( ଵܷሬሬሬሬ⃗ ) silindirik olmayan(m>0) regle yüzey olsun. Eğer ( ଵܷሬሬሬሬ⃗ ) in asimptotik demetinin boyutu 

olan m+1 sabit ise (Uଵሬሬሬሬ⃗ ) e kuvvetli konoidal regle yüzey denir. 
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4.1.1. Sonuç 

Burada daima m = 1 olacağından ( ଵܷሬሬሬሬ⃗ ) dual regle yüzeyi her durumda kuvvetli konoidaldir. 

(Uଵሬሬሬሬ⃗ ) dual regle yüzeyinin {eଵ(t), aଶ(t)} ortonormal bazını {eଵ(t), aଶ(t), aଷ(t)} dual 

ortonormal bazına tamamlayalım.  

Bu bazın vektörlerinin türevi, 

eଵ̇= αeଵ +κଵaଶ, κଵ> 0, 

ȧଶ = -κଵeଵ +τଵaଶ +ωଵaଷ,  

ȧଷ = -κଶeଶ+τଶaଶ + ωଶaଷ, κଶ > 0                                                                                    (4. 1) 

şeklindedir. Burada   

κଵ=kଵ + εkଵ
∗ , κଶ=kଶ + εkଶ

∗ , 

τଵ=tଵ + εtଵ
∗ , τଶ= tଶ + εtଶ

∗ ,  

ωଵ= vଵ + εvଵ
∗, ωଶ= vଶ +  εvଶ

∗  

dir. 

Merkez regle yüzeyli (Uଵሬሬሬሬ⃗ ) dual regle yüzeyinin ଵܷሬሬሬሬ⃗  birim dual vektörünün sabit K küresi 

üzerinde çizdiği X dayanak eğrisi için 

Ẋ(t) = ξଵeଵ+ηଵaଶ+ηଶaଷ,  ηଶ ≠ 0 

şeklindedir. 

4.2. Dual Uzayda Konoidal Regle Yüzeylerle İlgili Karakterizasyonlar 

4.2.1 Teorem 

2-regle yüzey (Uଵሬሬሬሬ⃗ ) ve (Uଵሬሬሬሬ⃗ ) in asimptotik demetinin boyutu sabit olsun. (Uଵሬሬሬሬ⃗ ) in asimptotik 

demeti Vଵሬሬሬ⃗  doğrultu uzayına paraleldir. 
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İspat: 

(Vଵ)ୄ, Vଵሬሬሬ⃗  in ortogonal tümleyeni olsun. boy(Vଵ)ୄ = 1 olduğundan, 

(Vଵ)ୄ =  Sp{bଷ(t)} 

alabiliriz. 

( ଵܸ)ୄ, ଵܸሬሬሬ⃗  e ortogonal olduğundan 

<ܾଷ, ݁ଵ(ݐ)> = (2 .4)                                                                                                                0 

dir. Eş.4.2 den türev alırsak 

<ܾଷ, ݁̇ଵ(ݐ)> = (3 .4)                                                                                                                0 

olur. ݁̇ଵ in Eş.4.1 deki karşılığını Eş.4.3 te yerine yazalım. Bazı cebirsel işlemlerden sonra 

<ܾଷ,  ݁ߙଵ +ߢଵܽଶ> = 0 

⇒< ܾଷ, ܽଶ(ݐ) >= 0                                                                                                         (4. 4) 

bulunur. Eş.4.4 ve Eş.4.2 den ( ଵܷሬሬሬሬ⃗ ) in A(t) asimptotik demeti ( ଵܸ)ୄ e ortogonal olduğunu 

elde ederiz. Buradan da A(t) ∥ ଵܸሬሬሬ⃗  olur. 

4.2.2. Teorem 

( ଵܷሬሬሬሬ⃗ ) silindirik olmayan(m>0) 2-konoidal dual regle yüzey olsun. Eğer ( ଵܷሬሬሬሬ⃗ ) kuvvetli 

konoidal ise Eş.4.1 deki 

ଵݓ = 0 

dır. 

İspat: 

A(t) ∥ Vଵሬሬሬ⃗   (∀t ∈ I) den 

<bଷ, aଶ(t)> = 0 

elde edilir. Burada türev alınırsa 

<bଷ, ȧଶ(t)> = 0 
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olur. Eş.4.1 den 

<bଷ, -κଵeଵ +τଵaଶ +ωଵaଷ> = 0 

bulunur. Gerekli işlemlerden sonra 

ωଵ < bଷ, aଷ > =  0                                                                                                          (4. 5) 

elde edilir.  

Şimdi, ( ଵܷሬሬሬሬ⃗ ) kuvvetli konoidal olsun. Bu durumda ଵܸሬሬሬ⃗  doğrultu uzayı, A(t) nin baz vektörleri 

tarafından gerilir. O zaman ( ଵܸ)ୄ ve Sp{ܽଷ} aynı uzayı gösterir. Sonuç olarak Eş.4.5 ten 

߱ଵ = 0 

elde edilir. 

4.2.3. Teorem 

( ଵܷሬሬሬሬ⃗ ) merkez regle yüzeyli 2-regle yüzey olsun. Eğer ( ଵܷሬሬሬሬ⃗ ) kuvvetli konoidal ise 

ortokonoidaldir. 

İspat: 

Teorem 4.2.1 den ( ଵܷሬሬሬሬ⃗ ) in A(t) asimptotik demetinin ଵܸሬሬሬ⃗  doğrultu uzayına paralel olduğunu 

biliyoruz. ( ଵܷሬሬሬሬ⃗ ) in ortogonal yörüngesinde bulunan noktalardaki tanjant uzayı A(t) ye 

ortogonaldir ve dolayısıyla ଵܸሬሬሬ⃗  e de ortogonal olur. O halde Tanım 4.1.2 den ( ଵܷሬሬሬሬ⃗ ) in 

ortokonoidal olduğunu elde ederiz. 

4.2.4. Teorem 

( ଵܷሬሬሬሬ⃗ ) silindirik olmayan(m>0) kuvvetli konoidal 2-regle yüzey olsun. Eğer ( ଵܷሬሬሬሬ⃗ ) 

ortokonoidal ise o zaman Eş. 4.1 deki 

߱ଶ= 0 

dir. 
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İspat: 

( ଵܷሬሬሬሬ⃗ ) ortokonoidal olsun. Bu durumda ( ଵܷሬሬሬሬ⃗ ) merkez regle yüzeye sahiptir ve ܽଷሬሬሬሬ⃗ (t), t∈ I, 

merkez tanjant vektörü vardır. ( ଵܷሬሬሬሬ⃗ ) ortokonoidal olduğundan ܽଷሬሬሬሬ⃗ ⊥ ଵܸሬሬሬ⃗  dir. ( ଵܸ)ୄ = Sp {ܾଷ} 

olmak üzere,  

< ܾଷ, ܽଷ(ݐ) >=  (ݐܾ݅ܽݏ ߣ) ,ߣ

dır. Burada türev alındığında  

<bଷ, ȧଷ(t)> = 0   

olur. Son eşitlik ve Eş. 4.1 den 

<bଷ, -κଶeଶ+ τଶaଶ + ωଶaଷ> = 0 

ve buradan da 

 ωଶ<bଷ, aଷ> = 0 

olduğu görülür. Sonuç olarak Teorem 4.2.2 den 

 ߱ଶ = 0 

elde edilir. 

4.2.5. Teorem 

(Uଵሬሬሬሬ⃗ ) merkez regle yüzeyli 2- konoidal dual regle yüzey olsun. Eğer (Uଵሬሬሬሬ⃗ ) 2-ortokonoidal ise  

 ߱ଵ = 0 

dır. 

İspat:   

(Uଵሬሬሬሬ⃗ ) merkez regle yüzeyli olduğundan  ܽଷሬሬሬሬ⃗  .merkez tanjant vektörü vardır (ݐ)

(Uଵሬሬሬሬ⃗ ) 2-ortokonoidal olsun. O halde aଷሬሬሬሬ⃗ ⊥ Vଵሬሬሬ⃗   ve (Vଵ)ୄ ⊥ A(t) olduğundan  aଷሬሬሬሬ⃗ ∈ (Vଵ)ୄ dir. 

Buradan 

< aଷ(t଴), aଶ(ݐ) > = 0, 

⇒< aଷ(t଴),  aଶ̇ (ݐ) > = 0, 
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⇒<  aଷ(t଴), −κଵeଵ + τଵaଶ + ωଵaଷ > = 0 

elde edilir. Buradan da 

 ߱ଵ= 0 

bulunur. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tezde dual uzayda konoidal, ortokonoidal ve kuvvetli konoidal regle yüzey tanımları ve 

bunlarla ilgili bazı karakterizasyonlar verildi. Dual uzayda küresel hareketler geometrik 

olarak daha da yakından mercek altına alınır ise dual konoidal regle yüzeyler için başka 

karakterizasyonlar da elde edilebilir. 
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