


DUAL UZAYDA KONOIDAL REGLE YUZEYLER UZERINE

Sevin¢ AYDIN

YUKSEK LISANS TEZIi
MATEMATIK ANABILIiM DALI

GAZIi UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

HAZIiRAN 2014



Seving Aydin tarafindan hazirlanan “DUAL UZAYDA KONOIDA{J REGLE YUZEYLER
UZERINE” adh tez calismasi asagidaki jiiri tarafindan OY BIRLIGI ile Gazi Universitesi
Matematik Anabilim Dalinda YUKSEK LISANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Damisman: Prof. Dr. Mustafa CALISKAN

Matematik Anabilim Dali, Gazi Universitesi U://
Ll Caclt ,a/

Bu tezin, kapsam ve kalite olarak Yiiksek Lisans Tezi oldugunu onayliyorum. -=-+.....5% SIEEREE

Baskan: Prof. Dr. F. Nejat EKMEKCI
Matematik Anabilim Dali, Ankara Universitesi

»

Bu tezin, kapsam ve kalite olarak Yiiksek Lisans Tezi oldugunu onaylm\',a@;(j &L\;/u[tvuf—w

Uye: Yrd. Dog. Dr. Mustafa OZKAN
Matematik Anabilim Dali, Gazi Universitesi

Bu tezin, kapsam ve kalite olarak Yiiksek Lisans Tezi oldugunu onayliyorum.

Tez Savunma Tarihi: 27/ 06/ 2014

Jiiri tarafindan kabul edilen bu tezin Yiiksek Lisans Tezi olmasi igin gerekli sartlar1 yerine
getirdigini onayliyorum.

Prof. Dr. Seref SAGIROGLU
Fen Bilimleri Enstitiisti Mudiiri



ETIK BEYAN

Gazi Universitesi Fen Bilimleri Enstitisi Tez Yazim Kurallarina uygun olarak

hazirladigim bu tez ¢alismasinda;

Tez icinde sundugum verileri, bilgileri ve dokiimanlari akademik ve etik kurallar
cergevesinde elde ettigimi,

Tum bilgi, belge, degerlendirme ve sonuglari bilimsel etik ve ahlak kurallarina uygun
olarak sundugumu,

Tez calismasinda yararlandigim eserlerin tiimiine uygun atifta bulunarak kaynak
gdsterdigimi, '

Kullanilan verilerde herhangi bir degisiklik yapmadigimi,

Bu tezde sundugum calismanin 6zgiin oldugunu

bildirir, aksi bir durumda aleyhime dogabilecek tiim hak kayiplarini kabullendigimi beyan

ederim.

Seving Aydin
27/ 06 /2014

P = S



v
DUAL UZAYDA KONOIDAL REGLE YUZEYLER UZERINE

(Yiiksek Lisans Tezi)
Seving AYDIN

GAZI UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
Haziran 2014

OZET

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci ve ikinci boliimler sirasiyla giris ve temel
kavramlar olarak hazirlanmistir. Ugiincii béliimde, dual uzayla ilgili baz1 kavramlar verilip,
dual uzayda regle yiizey tanitilmistir. Dordiincii boliim ise tezin orijinal kismidir. Bu
boliimde dual uzayda konoidal, kuvvetli konoidal ve ortokonoidal regle yiizeyler tanitilip,
bunlarla ilgili elde edilen karakterizasyonlar sunulmustur. Besinci boliimde ise tezde elde
edilen bulgular 6zetlenmistir.

Bilim Kodu : 204.1.049
Anahtar Kelimeler : Dual uzay, regle yiizey, konoidal regle ylizey
Sayfa Adedi . 48

Danisman : Prof. Dr. Mustafa CALISKAN



ON KONOIDAL RULED SURFACES IN DUAL SPACE

(M. Sc. Thesis)
Seving AYDIN

GAZI UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
June 2014

ABSTRACT

This thesis consists of five chapters. The first and second chapters are prepared as
introduction and basic concepts respectively. In the third chapter, some special properties
of dual space are given, ruled surface is introduced in dual space. Fourth chapter is original
part of the thesis. In this chapter, konoidal, strongkonoidal and orthokonoidal ruled
surfaces are defined in dual space, and then some characterizations of their surfaces are
given. In the fifth chapter, our conclusions in the thesis are summarized.

Science Code : 204.1.049

Key Words : Dual space, ruled surface, konoidal ruled surface
Page Number : 48

Supervisor : Prof. Dr. Mustafa CALISKAN



vi

TESEKKUR

Calismalarim boyunca danigmanligimi yapan ve benden degerli yardimlarini esirgemeyen

degerli Hocam Sayin Prof. Dr. Mustafa CALISKAN’ a sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Tim 6grenim hayatim boyunca her tiirlii fedakarligi gosteren, desteklerini eksik etmeyen,

basta annem olmak iizere degerli aileme ve dostlarima tesekkiirlerimi sunarim.



ICINDEKILER

ABSTRACT ..o s s e s ee s s eeseee s s s e s es e eese
TESEKKUR ..o ee e s s e eese s ee s e s eeseee s es e saee s s eene
ICINDEKILER ... esee e s e s es s e s eene
SEKILLERIN LISTESI ..ot eeseees e eeeeseess e eeseeese s eeseeseen

SIMGELER VE KISALTMALAR .........cceuiuiuiiiiiieteieteveieieieieesesessss e

1 GIRES oo

2. TEMEL KAVRAMELAR ...

2.1.E3 de Re@le YUZEYIET.......cvoueeeeeeiceeeeeeeeeeeeeeeeeee et
2.2. Genellestirilmis Regle YUzZeyler.......ccooovivieiiiiieiicieceeeeesecese e

2.3. Konoidal Regle YUZEYICT.........uuviiiiiiiiiiiiiiiieeee et e

3. DUAL UZAY oottt

3.1. Dual Uzay ile Ilgili Temel Kavramlar ............ccccocoovveviveeeeeeeenseeesseeeseseeenees
3.2. Dual Uzay ile Ilgili Temel Kavramlar .............ccccocoovveveveeeeeeeeeeeeesseeeseeeeennees

3.3. Dual Uzayda Regle YUZEYICT ......ccooieiiiieiecieieceeceeeee e
4. DUAL UZAYDA KONOIDAL REGLE YUZEYLER.........ccoovcomre..

4.1. Dual Uzayda Konoidal, Kuvvetli Konoidal ve Ortokonoidal Regle Yiizeyler ..

4.2. Dual Uzayda Konoidal Regle Yiizeylerle ilgili Karakterizasyonlar .................
5.SONUC VE ONERILER ...t eeeseeeeeseseeesesseeeseseeeessseeeses e
KAYNAKLAR ..ottt ettt ettt e ettt e et e e e e snbeeeenneeas

OZGECMIES oo oo e eeeeeeeeee e e e ssseseseee e eeeeees

vil

Sayfa

v

vi
vii
viil

X

10

17

37



viii

SEKILLERIN LiSTESI

Sekil Sayfa
Sekil 2.1. Striksiyon NOKtalari............coeieeeiiiiiiiiiiiieeeeieee e 6
Sekil 2.2. Dagilma Parametresi.........uuuieeeeeeiiiiiiiiieeeeeeeriiiiiiieeeeeeeeeeiiveeeeeeeeeeseeesneeees 9
Sekil 2.3. Orthoid Ornegi Olarak STHNAIL ..........cvoveveiiieeieieeeeeeceeeeeeeeeeee e, 24
Sekil 3.1. Geometrik Olarak DuUal AGT........uuuiiiiiiiiiiiieiececeeeceeceeceeee e 32

Sekil 3.2. Dual Re@le YUZEY.....cooueeeiiiiiieeeeeeee et 34



SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢aligmada kullanilan simgeler agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

E" n-boyutlu Oklid uzayi

H/H' 1-parametreli uzay hareketi
@ Oklid uzayindaki regle yiizey
L, ¢ nin acilim uzunlugu

A, ¢ nin agilim agis1

P, ¢ nin drali

n ¢ nin striksiyon ¢izgisi

P Genellestirilmis regle ylizey
Ex ® nin dogrultman uzay1

Q ® nin merkez ylizeyi

K ® nin sirt (edge) uzay1

Z ® nin merkez uzay1

ID Dual sayilar climlesi

K/K' 1-parametreli dual kiiresel hareket
(Uy) Dual regle yiizey

<, > I¢ carpim

A D1s carpim

[ Norm



1. GIRIS

Son yillarda diferensiyel geometri ile kinematigin ortak alaninda E. STUDY
dontistimlerinden faydalanilarak 3-boyutlu uzayda tanimlanan geometrik degismezlerin
cizgiler uzaymdaki karsiliklar1 caligmalara konu olmustur. Bu baglamda, 1- parametreli
birim dual kiiresel egrilere cizgiler uzaymda karsilik gelen kapali regle yiizeylerin acilim
uzunluklar1 Hacisalihoglu [10], dual a¢ilim agilar1 Giirsoy [9] tarafindan formiile
edilmistir. Paralel regle yilizeyin tanimi1 Blaschke tarafindan verilmistir (Erim tarafindan
terclime edilmistir [4]). Konoidal, kuvvetli konoidal, ortokonoidal regle ylizey tanimlar1
1984’ te Frank ve Giering [8] tarafindan tanimlanmistir. Konoidal regle yiizey ciftlerinin
homotetik hareketler altindaki davranislari da Akdemir, Caliskan ve Kuruoglu [1]
tarafindan incelenmistir. Bu caligmada ise konoidal, kuvvetli konoidal ve ortokonoidal

regle yiizeyler dual uzayda tanitilip bunlarla ilgili baz1 karakterizasyonlar verilmistir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde E3 de 2-boyutlu regle yiizeyler ile E" de (k+1)-boyutlu genellestirilmis regle
ylizeyler tanitilip, bunlarin integral invaryantlar1 verilecektir. Daha sonra da cizgiler

uzaymdaki konoidal regle ylizeylerden bahsedilecektir.

2.1. E3 de Regle Yiizeyler

IR3 de sabit ve hareketli sistemler, sirastyla, H' ve H olsun. H nin H' ne gore 1-parametreli

hareketine kisaca uzay hareketi denir ve H/H' ile gosterilir.

Sabit ve hareketli ¢izgiler uzaymda iki Oklid koordinat sistemi, sirasiyla, {x], x5, x3} ve
{Xlr X2, X3} ise
X1

X' =[x],X=
!
X3

olmak tizere H/H' uzay hareketini matris formunda
11=06 310
seklinde gosterebiliriz. Burada A € 0(3),C € IR3 dir.
H/H' uzay hareketinin,
[A C
0 1
matrisinde dénmeye karsilik gelen A € 0(3) ve Otelemeye karsiik gelen C € IR3
matrisleri
A =A(), C=C(t)
olacak sekilde bir tek reel t parametresinin diferensiyellenebilir fonksiyonlaridir [11].
2.1.1. Tanim

H/H' uzay hareketini belirleyen A € 0(3) ve C € IR3 matrisleri Vt € IR igin,



A(t+ 2m) = A(b)
C(t+ 2m) = C(t)

olacak sekilde periyodik iseler H/H' uzay hareketine 1-parametreli kapali uzay hareketi
denir [11].

2.1.2. Tanim

Bir M c E3 yiizeyi verilsin. V P € M noktasinda E3 {in tamamen M de kalan bir dogrusu
varsa M ye bir regle ylizey ve P € M noktasindan gecen, M de kalan bu dogruya da regle
ylizeyin dogrultmani denir [12].

Regle yiizeylerin parametrik denklemini elde etmek i¢in yiizey iizerinde bulunan ve

dogrultmanlar1 kesen diferensiyellenebilir bir

a: I > E3

t— a(t)

egrisi alalim. Bu egriye regle yiizeyin dayanak egrisi denir. M regle ylizeyinin @ dayanak
egrisinin a(t) noktasindaki dogrultmani iizerindeki degisken bir nokta B ve a(t) =

a, (t),a,(t), az(t)) birim dogrultmani olmak tizere, B,

B:IR—->M
v- B(v) = a(t) + va(t)

seklindedir. Boylece regle yiizeyin parametrik denklemi

¢ :IxIR - E3
(t,v) = @(t,v) = a(t) + va(t)

dontistimii ile verilir [12].



2.1.3. Tanim

Bir

¢ :IxIR - E3
(t,v) = @(t,v) = a(t) + va(t)

regle yiizeyi, Vt € ligin

e(t+2mv) = @(t,v)

olacak sekilde periyodik ise ¢ ye kapali regle yiizey denir [12].

Kapali regle ylizeylerin dayanak egrileri de kapali egrilerdir, yani bir peryot sonra her ana

dogru kendisi lizerine gelir.

2.1.4. Tanim

Bir @ (t,v) regle yiizeyinin anadogrularinin her birini dik olarak kesen egriye regle ylizeyin

ortogonal yoriingesi denir ve

<adp>=0

seklinde bulunur [12].

2.1.5. Tanim

Bir @(t,v) regle yiizeyinin komsu iki dogrultmaninin ortak dikmesinin esas dogrultman

iizerindeki ayagina bogaz(merkez, striksiyon) noktasi denir [12].

2.1.6. Tanim

Bir @ (t,v) regle ylizeyinin anadogrusu dayanak egrisi boyunca yiizeyi olustururken bogaz

noktalarmnin geometrik yerine regle yiizeyin bogaz(striksiyon) ¢izgisi(egrisi) denir [12].
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¢@(s,v) regle ylizeyinin merkez noktasinin 1 yer vektorii; dayanak egrisinin a(s) yer
vektori, a(s) dogrultman vektorii ve yer vektoriiniin dayanak egrisine olan v uzakligi

cinsinden

n(s,v) = a(s) +va(s) 2.1

seklinde ifade edilebilir. v parametresi regle yiizeyin dayanak egrisinin yer vektorii ve
dogrultman cinsinden bulunur. Regle ylizeyin ilk ikisi, a(s) ve a(s)+da(s) olan komsu ii¢

dogru verilsin.

I11

1I as+ds)

a(s +ds)

a(s) | P

(@)

Sekil 2. 1. Striksiyon Noktalar1

P, P’ ve Q, Q" komsu anadogrularm ortak dikmelerinin anadogrular iizerindeki ayaklari

olsunlar. ilk iki komsu anadogrunun ortak dikmesi,
a(s) Ala(s) + a'(s)ds] = a(s) Aa'(s)ds

bagntisindan dolay1 a A a’ vektoriine paraleldir. Limit halinde PQ vektorii PP’ ile ¢akisak

ve bogaz cizgisinin tegeti olacaktir. Dolayisiyla

< a,PQ >=0, < a+ ads,PQ >=0



olacagindan
<a,PQ >=0 (2.2)
elde edilir. Ayrica Es. 2.1 den a egrisinin s yay parametresine gore tiirevi aliirsa

dn dv da
—=T —a+ v—
ds t ds t ds

olur. Es. 2.2 de yerine yazilirsa

< da dn .

ds’ds =
olacagindan

da dv da

= T+—atv—>=
< " o atv s 0,

><a,T>+v[al? =0,

<a,T>
SV=———
Il a" II2

bulunur. Boylece striksiyon egrisinin yer vektorii i¢in Es. 2.1 de

<a T>

2 a(s) (2.3)

n(s) = a(s) -

lla'l

elde edilir. Eger || @' |l= 0 ise regle yiizey striksiyon egrisine sahip degildir. Bu hal regle
yiizeyin silindir olmasini karakterize eder. Bu durumda regle yiizey icin striksiyon egrisi

dayanak egrisi olarak alinabilir. Bunun i¢in Es. 2.3 de

v=0, <a, T>=0

alimmas: yeterlidir.



2.1.7. Tanim

Bir @(s,v) regle yiizeyinin bir ana dogrusunu kapsayan ve yiizey normaline dik olan

diizleme teget diizlem denir.

@(s,v) = a(s)+ va(s)

regle ylizeyinin s ve v ye gore kismi tiirevleri alinirsa
ps =T+ va, ¢, =a(s)

elde edilir. Buradan

s APy, = (T + va) A a(s),

=@ AQ, =T Aa(s)+ va' A a(s)

olur. Ayrica yiizey normali

_ eshey _ 1 ,
T o Al o A @yl (T Aa(s) + va' A a(s)) (2.4)

oldugundan ve u sabit olmak iizere teget diizlemin bir noktasindaki vektorel denklemi
<ua,N>=0

veya Es. 2.4 ten

det(pa, T +va',a) =0

olarak bulunur.

2.1.8. Tanim

Bir ¢(s,v) regle yilizeyinin anadogrulari boyunca teget diizlemleri ayni kaliyorsa regle

ylizeye agilabilirdir denir [12].



2.1.9. Tanim

Regle ylizeyin komsu iki anadogrusu arasindaki en kisa uzakhigin bu iki komsu

anadogrular arasindaki ac¢iya oranima regle ylizeyin dagilma parametresi(drali) denir [12].

a a+tda

a(s)
a(s + ds)

(@)

Sekil 2. 2. Dagilma Parametresi

Anadogrularin birim dogrultman vektorii a olan bir regle yiizeyin dagilma parametresi P,

olmak tizere

det(a’, a, a")

a
Ia’ II?

seklinde hesaplanir. Regle yiizeyler icin dral, koordinat degisimlerine gore en basit

diferensiyel invaryanttir.

2.1.1. Teorem

Bir (s, v) regle yiizeyinin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart dagilma parametresinin

sifir olmasidir [12].
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2.1.10. Tanim
Bir @(s,v) = a(s) +va(s) kapali regle yiizeyinin agilim uzunlugu(adimi)
Ly: [ IR

v —L,(v) = jg dv

seklinde tanimlanir [12].

Acilim uzunlugu regle yiizeyin integral invaryantidir. Agilabilir regle ylizeyin acilim

uzunlugu sifir ise striksiyon egrisi bir nokta, regle ylizey ise bir koni olur.
2.1.11. Tanim

Anadogrusunun birim dogrultman vektdérii a olan bir ¢(s,v) kapali regle ylizeyinin
anadogrularma dik bir dogrultunun bir peryot sonra ilk konumu ile yaptig1 aciya regle

ylizeyin acilim agis1 denir ve asagidaki gibi hesaplanir [12].

Ay = —jg det(a, &, a)
a

2.2. Genellistirilmis Regle Yiizeyler
E™ de differensiyellenebilir bir

o: [ - ER

t— a(t)

egrisi verilmis olsun. Her a(t) noktasinda tanimlanmis bir ortonormal vektor alan sistemi

e;(t),e,(t), ..., ex(t)} olsun. Bu sistem T, E™) uzaymin k-boyutlu bir altuzayini
a(t)

gerer, bu uzay1 Ey (t) ile gosterirsek

Ex(9) = Sples (D), e, (D), -, e (D} € Ty (E™)
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olur.

2.2.1. Tanim

Ex(t) altuzayr a egrisi boyunca hareket ederken E™ de bir (k+1)-boyutlu ylizey meydana
getirir. Bu yiizeye E™de (k+1)-boyutlu genellestirilmis regle ylizey denir. E*de (k+1)-
boyutlu genellestirilmis regle yiizeyi @ ile gosterelim [6].

2.2.2. Tanim

Ex (t) altuzayma @ nin a(t) noktasindaki dogrultman uzay1 ve a egrisine de @ nin dayanak

egrisi denir. @ icin bir parametrizasyon

k
®d(t,ug Uy, .., u) = at) + Z u; e;(t)
i=1

dir.
2.2.3. Tanim

Sp{ei, €z, ...,€x, €1, €5, ..., €x}

altuzayma @ nin Ey(t) ye gore asimptotik demeti denir ve A(t) ile gosterilir [6]. Eger
boyA(t) = k+ m, 0 < m <k, kabul edilirse A(t) asimptotik demetinin E (t) yi igeren

bir {eq, €3, ..., €k, Ak41, -+ » Ag4m } Ortonormal bazi bulunabilir.
2.2.1. Teorem

E™de (k+1)-boyutlu genellestirilmis regle yiizey @ olsun. Vt € I i¢in Ey(t) dogrultman

uzaymnin dyle bir {eq, e,, ... , ex} baz1 bulunabilir ki

k
éi = Z Ujj € + Kiak+is 1<i<m, K; > 0,
j=1
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éi Qjj €, m<i<k

I
-MW

dir [6].

Burada x; >k, > -+ > K, > 0 dir. Bu sekilde tanimlanan {e;, e,, ... , €} bazina E;(t)

nin tabii tastyict baz1 veya @ nin asli ¢atisi denir [5].

2.2.4. Tanim

Sp{ei, €z, ...,€x, €1, €3, ..., €, 0} C U Tp
PED

uzayma @ nin Ey (t) ye gore tegetsel demeti denir ve T(t) ile gosterilir [6].

Eger

boy A(t) = k+ m

kabul edilirse

k+m < boyT(t) <k+m+1

dir. T(t) nin boyutu i¢in iki ihtimal s6z konusudur, bunlar1 sirasiyla inceleyelim:

I. Durum: Kabul edelim ki Vt € I i¢in boy T(t) = k + m olsun. Bu durumda & nin «

dayanak egrisinin hiz vektorii A(t) uzaynin i¢indedir ve

k m
a = Zii ej + an Ak+j &M, € IR
i=1 =1

yazilabilir. Herhangi bir P(t) dayanak egrisi i¢in
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k

PO = a(®) + ) u (De(®) 2.5)
i=1

yazilabilir. Buradan tiirev alinarak

k
PO = a(®) + ) (e +ue)
i=1

k m k
= P(t) = Z & e+ an Ag4j T Z(uiei + u; &)

bulunur. Bu son esitlik ve Teorem 2.2.1 dikkate alinirsa

k k m
P(t) = Z(Ej +u; + Z u; o) € + Z(Ksus + M) akqs
=1 =1 s=1

elde edilir.
Kug+ng = 0, 1<s<m (2. 6)

bicimindeki P(t) noktalar1 i¢in P(t) vektorleri Ej(t) i¢indedir. ks, 1 <'s < m, degerleri
sifirdan farkli olduklarindan Es.2.6 sisteminin ¢oziimii tektir, yani ug, 1 < s < m, skalerleri

tek olarak bulunabilir.
2.2.5. Tanim

Es.2.5 de verilen P(t) noktalarmi ug, 1 <s<m, ler temsil etmektedir. Burada bu
bilesenlerden (k-m)-tanesi keyfi se¢ilebilir. Belli bir t icin Es.2.5 ve Es.2.6 y1 saglayan P(t)
noktalarinin ciimlesi E (t) i¢inde (k-m)-boyutlu bir uzay: doldururlar. Bu uzaya & nin

Ey (t) igindeki sirt(edge) uzay1 denir ve Ky _, (t) ile gosterilir [6].
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2.2.6. Tanim

Ky_m sirt uzayi, dogrultman uzayi olarak a egrisi boyunca & tarafindan igerilen bir yiizey

meydana getirir. Bu ylizeye @ nin (k-m+1)-boyutlu sirt regle yilizeyi denir [5].

II. Durum: Vt € [ i¢in boy T(t) = k + m + 1 olsun. Bu durumda

a & Sp{eq, ez, .. , €k Ak41 5 -+ »Akem}

dir. O halde T(t) nin

{elf €2, €k k41 -+ » Ak ak+m+1}

seklinde bir ortonormal bazi bulunabilir. 1,1 # 0 olmak iizere,

k m

o= Z §ie+ Zﬂj ak+j T Mm+13k+m+1 (2.7)
i=1 j=1

yazilabilir.

Herhangi bir P(t) dayanak egrisinin Es.2.5 deki ifadesinde t ye gore tiirev alinirsa, tiirev
denkleminde Es.2.7 ifadesi yerine yazildiktan sonra Teorem 2.2.1 geregince P(t) vektorii

i¢cin
k k m

P(t) = Z(El + l.11 + Z Uj O(ij) e + Z(Ksus + ns) ak+s T NMm+13k+m+1
i=1 j=1 s=1

bulunur.
KiUg +MNs =0, 1<s<m

olacak sekildeki P(t) noktalar1 igin P(t) vektorleri Sp{e;, e,, ... ,ey, &} uzaymnda yatarlar.
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2.2.7. Tanim

KsUg +Ms =0, 1 < s <m ile tanimlanan P(t) noktalarinin doldurdugu (k-m)-boyutlu

uzaya ® nin E (t) i¢cindeki merkez uzay1 denir ve Z_, (t) ile gosterilir [6].

2.2.8. Tanim

Zy—m (t) merkez uzayi, dogrultman uzay1 olarak a egrisi boyunca & tarafindan igerilen bir
ylizey meydana getirir. Bu yiizeye ® nin (k-m+1)-boyutlu merkez regle yiizeyi denir ve
Q ile gosterilir [5].

Onerme:

(k+1)-boyutlu @ genellestirilmis regle yiizeyine ait @ dayanak egrisi i¢in

k
a(t) = Z & € T Nm+13k+m+1
i=1

oldugundan asagidaki 6nermeler dogrudur:

i) ® nin bir Zy_,,(t,) merkez uzaymm olmasi igin gerek ve yeter sart 1y4q(ty) # 0

olmasidir.
ii) @ nin bir Ky_,(ty) sirt uzaymin olmasi i¢in gerek ve yeter sart Ny, .41 (to) = 0 olmasidir.

O halde, sirt veya merkez uzaydan hangisi varsa ona ait regle yiizey i¢in bir

parametrizasyon

k—m

D, Ui, W) = A + ) Uiy (8) emi(D)

olur.

m = k ise boyKy_,,(t) = boy Zy_,,(t) = 0 dir. Bu durumda sirt regle yiizeyi @ nin sirt

egrisine dejenere olur; merkez regle yiizeyi ise striksiyon egrisine dejenere olur.
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Boylece sirt regle yiizeyli genellestirilmis regle yiizeyler E3iin tanjant yiizeylerine
(striksiyon ¢izgisiz yiizey) genellesir, merkez regle ylizeyli genellestirilmis regle yiizeyler

ise E3 {in striksiyon ¢izgili regle yiizeylerine genellesir, diyebiliriz.

2.2.9. Tanim

Sirt regle yilizeyli @ genellestirilmis regle yilizeyine ait bir

{elf €2, 0y €y AR 1y ey ak+m}

ortonormal bazini IR™ in bir

{e1,€2, - , €k Akt 1) - » Ak4m » Akam41s - » An )t

bazina tamamlayalim. Burada ag;my41, .- ,an vektorlerinin olusturdugu {axym+1, -+ »@n}

bazina tamamlayic1 baz denir. Eger ® merkez regle ylizeyli ise tamamlayici ortonormal

baz {axim42, - »an} dir [S].

Burada
m n—k—m
ag+i = —Ki€ + Z Tjj Ak+j T Ojdk+m+1 T Z Yir k+m+as 1<ism,
j=1 A=2
m n—-k—-m
Ag+m+1 = — Wj A4 — Z B Ak+m+ns
j=1 A=2

m n—-k—-m

Ak+m+s = Z Wsj Ak+j + Bsak+m+1 + Z BS)\ AR+ m+A 2<s<n—k-m (2- 8)
j=1 A=2

dir [6].



17

2.2.10. Tanim
E™de

k
O(t, ug Uy, ... ,ux) = a(t) + Z u; e;(t)
i=1

parametrizasyonu ile verilmis (k+1)-boyutlu @ genellestirilmis regle ylizeyi, Vt € 1 i¢cin
db(t + p,uy Uy, ... ,uk) = dD(t, U Uy, ... ,uk)

ise @ ye kapalidir denir [7]. Burada p en kii¢iik peryottur.

Kapali regle ylizeylerin dayanak egrileri de kapalidir.

2.2.2. Teorem

Bir (k+1)-regle yiizey ® olsun. Eger @ nin bir Ei(t), t€l, dogrultman uzay1 i¢indeki
asimptotik ve tegetsel demetleri ¢akismiyorlarsa o zaman & nin dayanak egrilerinin hiz
vektorleri {e;, e,, ..., €y, agyme1} Uzaymda bulunur ve @ bir Zy_,(t) (m>0) merkez
uzayina sahiptir. Merkez uzaymin noktalarinda & nin tanjant uzaylar1 A(t) asimptotik
demetine diktirler. @ nin Ey(t) dogrultman uzayi, her P noktasindaki tanjant uzayinda
bulunur [6].

2.3. Konoidal Regle Yiizeyler
Bu boliimde konoidal, ortokonoidal ve kuvvetli konoidal regle yiizeyleri ifade edecegiz.
2.3.1. Tanim

E™ de (k+1)-boyutlu regle ylizey @ olsun. @ nin her E;(t) dogrultman uzaymin paralel
oldugu sabit bir E9 c E",q > k, altuzay1 mevcut ise & ye g-konoidal regle yiizey, E?

altuzayina da @ nin dogrultu uzayi denir [8].

Eger bir ® (k+1)-regle yiizeyi (n-1)-konoidal ise ® ye kisaca konoidaldir denir.
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2.3.1. Ornek
E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda dik silindir yiizeyi bir konoidal regle yiizeydir.
2.3.2. Tanim

Q merkez regle yiizeyli ve dogrultu uzayr E9 olan g-konoidal bir (k+1)-regle yiizey
® olsun. Eger @ nin merkez noktalarindaki tanjant uzaylar1 E9 dogrultu uzayina ortogonal

ise @ ye g-ortokonoidaldir denir [8] .
Eger q = n-1 ise ® ye kisaca ortokonoidaldir denir.
2.3.1. Teorem

E™ de g-konoidal (k+1)-regle yiizey @ ve @ nin A(t) asimptotik demetinin boyutu (k+m)

sabit olsun. Bu durumda E9 dogrultu uzaymin boyutu olan g-sayisi i¢in,
k+m<q<n-1

esitsizligi gegerlidir ve @ nin asimptotik demetleri E9 dogrultu uzayina paraleldir [8].
fspat.‘

E9 dogrultu uzaymin ortogonal tiimleyeni olan alt vektdér uzayr (E9) olmak iizere boy

E9! = n — qdur. (E9)* in bir ortonormal bazi {b, 1, ... , by} olsun.
a

E9 sabit oldugundan (E9)% de sabittir. Bu durumda @ nin Ey(t),t € I, dogrultman

uzayinin {e; (t), ... , ex(t)} dogal tastyici baz1 igin,
< bg+s,ei(t) >=0, 1<i<kl1<s<n-—q
dir. Burada t ye gore tiirev alirsak

< bg4s,€i(t) >= 0, 1<i<k 1<s<n-—q
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bulunur. Burada €, lerin tiirev denklemlerindeki karsiliklar1 yazilirsa
Ki<bq+s,ak+i >= 0, ISiSm,Ki>O,
=< bgss,ai >=0, 1<i<m, 1<s<n-—q

elde edilir. Son esitlikten ® nin A(t) asimptotik demeti (E9)* uzayma ortogonal olur.

Dolayisiyla E9 ya paralel olur.

2.3.3. Tanim

Silindirik olmayan(m>0), g-konoidal (k+1)-regle ylizey ® ve & nin A(t) asimptotik
demetinin boyutu (k+m) sabit olsun. Eger gq=k+m ise ® ye kuvvetli konoidal
(strongkonoidal) denir [8].

2.3.2. Teorem

Silindirik olmayan(m>0) @, g-konoidal (k+1)-regle ylizeyi, k+m sabit boyutlu A(t)
asimptotik demetine ve {e;(t), e,(t), ... ,ex(t)} asli gatisina sahip olsun. Bu durumda &
kuvvetli konoidaldir ancak ve ancak tiirev denklemlerinde

wi=0 v =0, 1<i<m2<A<n—Kk—m

dir [8].

fspat.‘

Teorem 2.3.1 e gore A(t) asimptotik demeti E9 ya paralel oldugundan V t € I igin
<bq+s,ak+i>=0, ISISm,ISSSn—q

yazilir ve burada t ye gore tiirev alirsak

<bgts, ki) >=0, 1<i<kl1<s<n-—q
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elde edilir. az,; (t) nin esit1 tiirev denklemlerinden (Es.2.8) yerine yazilirsa

n—-k—-m

wi(t) < bq+s rak+m+1(t) >+ Z Yia < bq+s rak+m+7\(t) >=0
A=2

elde ederiz. Bunu acgik olarak ifade edersek
/wi < bq+1 »8k+m+1 > TViz < bq+1 »8k+m+2 > Tt Yi(n-k-m) < bq+1 yap >=0

wj < bq+2 »8k+m+1 > TViz < bq+2 yAk+mtz > T F Yi(n-k-m) < bq+2 ,ap >=10

& w; < by, Ak+m+1 > T Viz < by, Ak+m+z > Tt Yi(n—k-m) <b,,a,>=0
ya da matris formunda yazarsak,

< bq+1 yAk+m+1 > 7 < bq+1 yan >

Wi 0
: ] = H (2.9)
Yi(n-k-m) 0

<by, Ak+m+1 > <b,,a, >
lineer denklem sistemi elde edilir.
(=):

@ kuvvetli konoidal olsun, yani q = k+m olsun. Bu durumda ® nin E? dogrultu uzay: A(t)
asimptotik demetinin ey, ... , €y, ax41, - ,Agem 0az vektorleri tarafindan gerilir. O halde
E? dogrultu uzaymm ortogonal tiimleyeni (E9)* olmak tizere (E9)* = Sp{bgss, ..., by}
ile Sp{ax+m+1, - »@n} ayni uzayi gosterirler. q = k+m oldugundan b4, ... ,b, vektorleri

bxims1, - »bp halini alir. Dolaywsiyla {byyms1, - ,bn} sistemiyle {aximi1,-,an}

sistemi ayni uzayin bazlar1 olduklarindan birbirlerine karsilik gelirler ve katsayr matrisi
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[,_q birim matrisi haline gelir. detl, 4 # 0 oldugundan ¢6ziim bir tektir. Buna gore

lineer denklem sistemi homojen oldugundan ¢6ziim sadece asikar ¢oziimdiir. Dolayisiyla

w; =0, Yin=0 1<i<m, 2<A<n—-k—-m
olur.
(e):
w; =0, Yin=0 1<i<m, 2<A<n—-k—m

olsun. Bunun olmast Es.2.9 daki katsayilar matrisinin regiiler olmas1 anlamma gelir.
Regiiler olmasi i¢in de her seyden once karesel olmas1 gerekir ki bu da q = k+m olmasiyla

saglanir. O halde ® kuvvetli konoidaldir.
2.3.3. Teorem

E™ de bir ® (k+1)-regle yiizeyi ) merkez regle yiizeyli olsun. Eger &, kuvvetli konoidal

ise, 0 zaman @ (k+m)- ortokonoidaldir [8].

fspat.‘

Teorem 2.3.1. e gore ® nin A(t) asimptotik demeti ® nin EX*™ dogrultu uzayma
paraleldir. Ayrica @ nin merkez noktalarindaki tanjant uzaylar1 A(t) asimptotik demetine

diktirler. O halde ortokonoidallik tanimi1 geregi ® (k+m)-ortokonoidaldir.
2.3.4. Teorem

{e.(t), e;(t), ... , ex(t)} asli ¢atisina sahip olan, Q merkez regle yiizeyli, silindirik olmayan
(m>0) kuvvetli konoidal (k+1)-regle yiizey @ olsun. Eger @ ortokonoidal ise tiirev
denklemlerinde

B;\=O, 2<A<n—-k—-m

dir. Bu durumda @ bir (n=k+m+1)-boyutlu Oklid uzaymda bulunur [8].
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fspat.‘

Bir @ (k+1)-regle yiizeyi kuvvetli konoidal ise q = k+m dir. Ayrica ® merkez regle ylizeyli

oldugundan ay, . (t),t € I, mekez tanjant vektorii vardir.

Simdi & (k+1)-regle yiizeyi ortokonoidal olsun. Bu taktirde q = n-1 olup ® nin dogrultu
uzay1 bir hiperdiizlemdir. O halde (E9)* = Sp{b}, yani E? nun ortogonal tiimleyeni
1-boyutlu bir altuzaydir. Teorem 2.3.3 e gore ay,m+1 (1), t € I, merkez tanjant vektorii E9

dogrultu uzayina diktir, yani ay, 41 vektorii Sp{b} uzayinda bulunur. O halde
< b,agime1(H) >=21 (A =sabit)

yazilabilir. t ye gore tlirev alinirsa

< b,ay4m+1 () >= 0

olur. &g, m+1(t) nin Es. 2. 8 deki esiti yerine yazilir ve Teorem 2.3.2. gézoniinde

bulundurulursa

n—-k—-m

- Z Br < b,agtm+r > =10
=2

veya 3, = 0 elde edilir. Ayrica q = k+m ve q = n-1 oldugundan n = k+m+1 elde edilir ki

bu da ® nin (k+m+1)-boyutlu Oklid uzaymda olmas1 demektir.
2.3.5. Teorem

{e.(t), e,(t), ... , e (t)} asli ¢atisina sahip olan, Q merkez regle yiizeyli, silindirik olmayan
(m>0), (k+1)-regle yiizey ® olsun. Eger @, g-ortokonoidal ise tiirev denklemlerinde
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fspat.‘

Bir @ (k+1)-regle yiizeyi (1 merkez regle ylizeyli ise axym4+1 merkez tanjant vektorii
vardir.® g-ortokonoidal oldugundan a4, vektéric @ nin E? dogrultu uzayna diktir,
yani ayym4q vektori E9 ya ortonormal vektor uzayinda bulunur. E? sabit oldugundan
(E?)* de sabittir. O halde ay,n4+;merkez tanjant vektorii ® nin parametrizasyonundaki I

parametre araliginin t, € I degeri i¢in sabit olarak bulunur. Buna gore
< agim+1(to) ag4i(®) >= 0, 1<i<m

esitliginde t ye gore tiirev alirsak

< agym+1(to),ak4i(®) >= 0, 1<i<m

elde edilir ve ay,;(t) nin Es. 2.8 deki esitleri yerlerine yazilirsa
w;=0 1<i<m

bulunur.

2.3.4. Tanim

E"de bir (k+1)-regle yiizey ® ve @ nin bir Ey(t,) dogrultman uzay1 t, mn bir o
komgulugu civarinda (Vt € ligint—ty =0 < o) bir  merkez regle yiizeyine sahip
olsun. Eger E,(ty) in merkez noktalarindaki tanjant uzaylart ® nin E? dogrultu uzayma

ortogonal iseler Ey (t,) dogrultman uzayina g- orthoiddir denir [8].

® nin (n-1)-orthoid dogrultman uzayina kisaca orthoid denir. Bu tanim E3 ortokonoidal
11 ylizeylerinin orthoidal dogrultman uzay: kavrammin direkt bir genellestirilmesidir. E3

iin sadece donel(helezoni) yiizeyleri orthoid dogrultman uzayma sahiptir.
2.3.2. Ornek

E3 de Ex(t) = {Sp{X = (0,0, x3): X3 € IR} altuzay1 olarak
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o:l=(0,2m) - E3
t - a(t) = (cost,sint,0)

egrisi boyunca olusturdugu yiizeyin denklemi

O(t,2) = a(t) + Ae;
= (cost,sint,0) + A(0,0,1)
= (cost,sint, )

olup @ doniisiimii E3 de bir 2-regle yiizey(1smn yiizeyi) gosterir.

Vvt € ligin Ei(t) dogrultman uzaylar1 E? y-2=0, diizlemine paralel oldugundan @ ism
yiizeyi E3 de konoidaldir. Ayrica @ dayanak egrisi ® nin merkez regle yiizeyi olup a(t)

noktasindaki

—a(t) = (sint,—cost,0)

merkez tanjant uzayi(vektorii) t = T igin E? dogrultu uzayma ortogonaldir. O halde

E} () dogrultman uzay1 @ nin bir orthoid dogrultman uzayidur.

z
(f)
E? 2=0
T W A E(t) ’
0 t 27 |
——) 10 / 2 rx
\—/v éL_,./L L/ ‘/‘

Sekil 2. 3. Orthoid Ornegi Olarak Silindir
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2.3.5. Tanim

E™ de g-konoidal bir (k+1)-regle yiizey ® ve @ nin dogrultman uzay1 Ej olsun. Eger E,
nin noktalarinda @ nin tanjant uzaylar1 E9 dogrultu uzaymna paralel ise Eyp dogrultman

uzayina g-tangoiddir denir [8].

® nin (n-1)-tangoid dogrultman uzayma kisaca tangoid dogrultman uzay1 da denir.

2.3.3. Ornek

Ornek 2.3.2. det =1/ 2 ve t =31 / 2 degerlerine karsilik gelen E, dogrultman uzaylarinin
noktalarinda @ nin tanjant uzaylar1 E2 dogrultu uzayma paraleldir. O halde Ex(m/2) ve

Ex(31/2) dogrultman uzaylari @ nin tangoid dogrultman uzaylaridir.

2.3.6. Teorem

E™ de {e,(t),e,(t), ..., ex(t)} dogal tasiyici baza sahip olan, konoidal basit kapali (k+1)-
regle yiizey ® olsun. Eger @, E™ in bir hiperdiizleminde bulunuyorsa @ en az iki tane

tangoid dogrultman uzayina sahiptir [8].
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3. DUAL UZAY

Bu boliimde dual uzayla ilgili temel kavramlar, dual uzayda bir parametreli hareketler

verilecektir. Son olarak da dual uzayda regle ylizey kavrami sunulacaktir.

3.1. Dual Uzay ile Tlgili Temel Kavramlar
3.1.1. Tanim

V a,a* € IR olmak lizere A = (a, a*) ikilisine bir sirali ikili denir. Sirali ikililerin climlesi

ID ile gosterilirse

ID={(a a"): a a" € IR}

seklinde ifade edilir.

3.1.2. Tanim

ID ciimlesi tizerinde toplama, carpma ve esitlik iglemleri, sirasiyla,

@D:IDxID - ID
(AAB) > APB=(aa")®P(bb)=(G@+b, a* +b*),

©:IDxID - ID
(AAB) > AQ® B= (a,a*) © (b,b*) = (ab,a*b + ab*)

\

seklinde tanimlanir.

3.1.3. Tanim
ID cilimlesi lizerinde toplama, ¢carpma ve esitlik islemleri yukaridaki gibi tanimlanmis ise

bu climleye dual sayilar climlesi ve V (a,a*) € ID elemanina da bir dual say1 denir.
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3.1.1. Teorem

(ID, @, © ) tglist birimli, degigsmeli bir halkadir [11].

3.1.4. Tanim

0 = (0, 0) dual sayisina ID nin toplama iglemine gore sifir eleman1 denir.
3.1.5. Tanim

Bir A = (a,a") € ID dual sayisinin reel ve dual kismi1

Re(A) =a,Du(d) =a"

seklinde gosterilir.

3.1.6. Tanim

(1, 0) =1 dual sayisma ID deki carpma isleminin birim elemani veya reel birimi denir.
3.1.7. Tanim

(0, 1) dual sayis1 kisaca € ile gosterilir ve ID deki dual birim olarak adlandirilir.
3.1.1 Sonug.

Tanim 3.1.2. deki ¢arpma iglemi geregince

2= 0e=(0,1)0O (0,1) = (0,00 =0

oldugu goriiliir.

3.1.2. Teorem

A = (a,a") € ID sayis1 A = a + €a" seklinde yazilir [11].

fspat.‘

Tanim 3.1.2. geregince A = (a, a* ) igin

A= (a0 @ 0a),

=>A = (3,0 & (0,1).(a*0),

=>A=a+¢ea’
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elde edilir.
3.1.8. Tanim
ID3 =IDXIDXID ={A = (A, Ay;,A;):A; €1ID,1 <i<3} ciimlesi iizerinde toplama

ve skaler ile carpma iglemleri asagidaki gibi tanimlanir:

+: ID3 xID3® — ID3
(A, B) A+ B = (A) + (B) = (Aj+By)

. : IDxID?® - ID3
ALA) - LA = (A4).
3.1.3. Teorem
(ID3,+) ikilisi bir degismeli gruptur [11].
3.1.4. Teorem

(ID3,+, ) iigliisii ID dual sayilar halkas: iizerinde bir Modiil’ diir [11]. Bu modiil kisaca
ID-Modiil seklinde gosterilir.

3.1.9. Tanim

ID-Modiiliin elemanlar1 olan sirali dual tigliilere dual vektorler denir.
3.1.5. Teorem

3, a° € IR3 olmak iizere ID-Modiilde her bir A dual vektori,

A=3F+ea’,e=(1,0)€ID
seklinde yazilabilir.
fspat.‘

A=(A,AyA;), Aj=a+e’, 1<i<3

oldugundan

Iy * * *
A= (a1+8a1 ,dop +Saz ,a3 +Sa3 ),
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yazilabilir. a;,a;* € IR oldugundan

d = (ap, az,a3), a’ = (a:%a;% az")

almabilir ve dolayisiyla

A=3d+ea

olur.

3.1.10. Tanim

A=3+¢ea’, B= b+¢eb* € ID— Modiil vektorlerinin i¢c carpimi

<,>:1D3 xID3 > ID

—

(A,B) ><A, B>=<3+ea’,b+eb>

=<3b>te (<G b >+<a b>)

seklinde tanimlanir.

Bir reel vektor uzay: iizerinde oldugu gibi i¢ ¢arpim aksiyomlar: ID-Modiil iizerinde de

gecerlidir, ancak burada pozitif tanimlilik aksiyomu saglanmaz.

v 4,B,C € ID-Modiil , a € ID i¢in

I, : <A,B>=<B,A>,
I, : <aAB>=<A, aB>= a<A,B>,

I, : <A+B ,C>=<A,C>+<B,C>,

<K,§ +6> = <K,_B)> + <K,E>,

3.1.11. Tanim

Bir A =3+ €a* dual vektdriiniin normu diye
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I All= <A,A>=ﬁ|all, J,a #0

IEL

dual sayisina denir. Bundan sonra bu dual say1

olmak tizere

lAll=a+ea*

seklinde gosterilecektir.
3.1.12. Tanim
Normu (1,0) dual sayisina karsilik gelen dual vektdrlere birim dual vektor denir.

3.1.6. Teorem

A =3+ea birim dual vektor ise

131=1, <da">=0

dir.

3.1.13. Tanim

(X=%+e:1Xl=(1,0),%Xx* € IR3} ciimlesine ID-Modiil’ de birim dual kiire denir.

3.1.7. Teorem (E.STUDY)

(0,a° ) # A € ID- Modiil olmak iizere ID-Modiil’de denklemi |l 4 | = (1, 0) olan birim
dual kiirenin dual noktalar1, IR® deki yonlii dogrulara birebir karsilik gelirler [13].
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Bu teoreme gore A=3+¢€a" birim dual vektorii IR® deki bir tek yonlii dogruya karsilik

gelmektedir. @ birim vektorii bu dogrunun yoniini, a* ise O baslangi¢ noktasina gére a

birim vektoriinin vektorel momentini ifade etmektedir.

3.1.14. Tanim

A ve B birim dual vektdr P, A ve B nin eksenleri arasindaki ac¢1 olmak tizere
<4 B >=cos® =cos(p + €@*)

olarak tanimlanan ® = ¢ + e¢* dual sayisina A ve B birim vektérleri arasindaki dual acl

denir.

Burada ¢ ve ¢, sirasiyla A ve B birim vektorlerine karsilik gelen yonlii dogrular d; ve d,
olmak iizere bu dogrular arasindaki a¢iy1 ve aralarindaki en kisa uzaklig1 ifade etmektedir.

Sekil 3.1. de dual aginin geometrik yorumu verilmistir:

Sekil 3. 1. Geometrik Olarak Dual Ag1
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3.1.8. Teorem

A ve B birim dual vektdrleri arasmdaki dual act ® = ¢ + e¢p* olmak lizere
<A,B>= cos(p + e@p*)=cos P

dir [11].

3.2. Dual Uzayda Bir Parametreli Hareketler

3.2.1. Tanim

Ayn1 merkezli, hareketli K ve sabit K’ birim dual kiirelerini, sirasiyla, {U_l), U_z), U_3)} ve

{E_l), E_z), E_3)} dual ortonormal sistemleri temsil etsin.
A=ay(0) +eay" V)], te IR, 1< i,j <3

bir has dual ortogonal matris olmak iizere,

U=AE

donitisiimiine K nin K’ ye gore bir 1-parametreli dual kiiresel(dual donme) hareketi denir ve
K/K' ile gosterilir. Burada A matrisinin elemanlari t zaman parametresine gore

diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

Eger A(t+T) = A(t) (T peryot) ise harekete 1- parametreli kapali dual kiiresel hareket denir.
3.3. Dual Uzayda Regle Yiizeyler

3.3.1. Tanim

Bir parametreli K/K’ dual kiiresel hareketinde, K da tespit edilmis bir X dual noktasi, K’

sabit dual kiiresi iizerinde t€ IR parametresine bagh olarak bir
X=X(1), | X(t) I =1

egrisi ¢izer. t-parametresine gore diferensiyellenebilen bu dual kiiresel egriye bir regle

ylizey olarak bakabiliriz. Clinkii E. Study doniisiimiine gore, bu egriye c¢izgiler uzaymda
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bir 1-parametreli bir dogru ailesi (regle yiizey) karsilik gelir. Eger dual kiiresel egri kapali
ise, karsilik gelen regle yiizey de kapalidir.

X= i(t), t € IR, dual kiiresel egrisine, ¢izgiler uzayinda (X)- regle yiizeyinin dual kiiresel

resmi de denir.

X= i(t) dual kiiresel egrisinin d® = d¢ + ed@* yay elementi i¢in
de? = < dX, dX >,

de.de* =< dX dx* >

elde edilir. Burada d¢ ve d¢™ reel biiylikliikleri ise sirasiyla cizgiler uzayindaki regle

yiizeyin i(t) ve i(t + dt) anadogrular1 arasindaki, ag1 ve en kisa uzakliga karsilik gelir.

X(t) X(t+dt)

Sekil 3.2. Dual Regle Yiizey

3.3.2. Tanim

X = i(t) (Il i(t) [I=1) regle ylizeyinde i(t) ve i(tert) komsu anadogrularin ortak
dikmesinin, i(t) anadogrusu lizerindeki ayagina bogaz noktasi, bu noktalarim geometrik

yerine ise bogaz ¢izgisi(striksiyon ¢izgisi) denir.
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3.3.3. Tanim

X = i(t) (l i(t) I=1), regle yiizeyinin biitiin anadogrularm1 dik kesen egriye regle

ylizeyin ortogonal yoriinge egrisi denir.

3.3.4. Tanim

K/K' kapali dual kiiresel hareketinde, hareketli sistemin birinci ekseninin ¢izdigi kapali
regle yiizey (W) = (U_l)(t)), tel, olsun. Ayrica (U_z), U_3))-dua1 diizleminde U_z) ile

d(t) = @(t) + e@*(t) dual agisin1 yapan N_l) = CoS dDU_z) + sin ® U_3) birim dual vektoriini
alalim. K/K' hareketinde hareketli kiirenin U_l) birim dual vektorii (U_l))z (U_l)(t)) kapali regle

yiizeyini ¢izerken N_l) birim dual vektoriine karsilik gelen dogru da bu kapali yiizeyin
ortogonal yoriingesi boyunca bir acilabilir regle yiizey c¢izsin. Bu taktirde bir peryotluk
kapali kiiresel harekette ®(t) = @(t) + €@*(t) dual acisinin toplam degisme miktarina

(U_l))z (U_l)(t)) kapali regle ylizeyinin dual a¢ilim agis1 denir ve

AU1 - fdcb
seklinde ifade edilir [9].

3.3.5. Tanim

K/ K dual hareketinde hareketli sistemin birinci ekseninin cizdigi kapali regle yiizey
(U,) = (U;(t)), t € IR, olsun. (U,,Us) diizleminde U, dual vektérityle ¢(t) = o(¢) +
g@*(t) dual agisin1 yapan N_1)= cos U_2)+sin [0) U_3) birim dual vektoriini alalim. K/K dual
hareketinde, K hareketli kiirenin Ul) birim dual vektori (Ul)) = (Ul)(t)) kapali regle yilizeyini

cizerken, ﬁl) birim dual vektoriine karsilik gelen dogru, ylizey boyunca bir dual egri ¢izsin.

Bu egriye yiizeyin ortogonal yoriingesi denir.
3.3.6. Tanim
U_l)(t) dual egrisine ¢izgiler uzaymda karsilik gelen kapali regle ylizey (U_l)) olmak {izere

U, (1) ile sabit ©® = 0 + €0" dual agism1 yapan

—

V, = cos@)U—1)+sin®U_3)
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seklinde tanimli \71) dual vektoriine karsilik gelen (V_{) yiizeyine (U_l)) yiizeyinin paralel
regle yiizeyi denir [4].
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4. DUAL UZAYDA KONOIDAL REGLE YUZEYLER UZERINE

Bu béliimde, dual uzayda konoidal regle yiizeyler tanimland1 ve daha sonra bu yiizeyler

icin bazi karakterizasyonlar verildi.
4.1. Dual Uzayda Konoidal, Kuvvetli Konoidal ve Ortokonoidal Regle Yiizeyler

4.1.1. Tanim

K ve K Kkiirelerine siki siktya bagli, 0 merkezli iki dual ortonormal koordinat sistemi,
sirasiyla, {U{, Fz), 73)} ve {Vl), VZ),V;} olsun. O(t) = 6(t)+e6*(t), Ul) ve Vl) dual vektorleri

arasindaki dual ag1y1 gostersin. Vl) 1
Vl) = C0S G)U{Jrsin G)Fz)

olarak alirsak Vl) ile Ul) paralel olur [4]. Bu sart altinda taniml (U{) regle yiizeyine 2-

konoidal regle yiizey denir ve Vl) e de dogrultu uzay1 adi verilir.

4.1.2. Tanim
(U{) kapali dual regle yiizey olmak tizere, (U_z), U_3))- dual diizleminde yatan
N_l) = cosq)U—2)+ sinq)U_;

seklinde taniml birim dual vektérii ile U, arasindaki dual ag1 ¢(t) = @(t) + ™ (1), t€ I,
olsun. K/K’ kapali hareketi esnasinda U_l), (U_l)) kapali dual regle yiizeyini ¢izerken, N_l), K’

dual sabit kiiresi lizerinde bir dual egri ¢izer. Bu egri (U_l)) dual regle yiizeyinin ortogonal

yoriingesidir.

Eger (U_l)) in bu ortogonal yoriingesi lizerinde bulunan noktalardaki tanjant uzaylar V_)l e

dik 1se (U_l)) e 2- ortokonoidal regle yiizey denir.
4.1.3. Tanim

(U{) silindirik olmayan(m>0) regle ylizey olsun. Eger (U{) in asimptotik demetinin boyutu

olan m+1 sabit ise (U_l)) e kuvvetli konoidal regle ylizey denir.
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4.1.1. Sonuc
Burada daima m = 1 olacagindan (U{) dual regle ylizeyi her durumda kuvvetli konoidaldir.

(U_l)) dual regle yiizeyinin {e;(t), a,(t)} ortonormal bazmi {e;(t), a,(t),az(t)} dual

ortonormal bazina tamamlayalim.

Bu bazin vektorlerinin tiirevi,

€= ae; tKya,, k>0,

a; = -ki€e; 113, twqas,

az = -Kze,+Ta, + wyasz, Ky >0 4.1
seklindedir. Burada

K=Kk, + €k], k,=k, + €k3,

T,=t; + et], T,=t, + €t

W1=V; + &vV], W=V, + €V,

dir.

Merkez regle yiizeyli (U_l)) dual regle yiizeyinin Ul) birim dual vektoriiniin sabit K kiiresi

iizerinde ¢izdigi X dayanak egrisi i¢in
X(t) =& eitn;a,4m,a3, My # 0
seklindedir.

4.2. Dual Uzayda Konoidal Regle Yiizeylerle ilgili Karakterizasyonlar

4.2.1 Teorem

2-regle ylizey (U_l)) ve (U_l)) in asimptotik demetinin boyutu sabit olsun. (U_l)) in asimptotik

demeti V_)l dogrultu uzayma paraleldir.
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fspat.‘
(V)1 V; in ortogonal tiimleyeni olsun. boy(V;)* = 1 oldugundan,
(VD' = Spibs(t)}
alabiliriz.
(V,)L, V, e ortogonal oldugundan
<bs, e;(t)>=0 4.2)
dir. Es.4.2 den tiirev alirsak
<bs, é1(t)>=0 (4.3)
olur. é; in Es.4.1 deki karsiligini Es.4.3 te yerine yazalim. Bazi cebirsel islemlerden sonra
<bs;, ae; tk1a,>=0
=< bs,a,(t) >=0 4. 4)

bulunur. Es.4.4 ve Es.4.2 den (U;) in A(t) asimptotik demeti (V;)* e ortogonal oldugunu
elde ederiz. Buradan da A(t) Il Vl) olur.

4.2.2. Teorem

(U{) silindirik olmayan(m>0) 2-konoidal dual regle yiizey olsun. Eger (Ul)) kuvvetli
konoidal ise Es.4.1 deki

w; =0

dir.

fspat.‘

A IV, (Vtel)den

<bsz, a,(t)>=0

elde edilir. Burada tiirev alinirsa

<b3a aZ(t)> =0
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olur. Es.4.1 den

<bs, -k;€; t172; tw 23> =0

bulunur. Gerekli islemlerden sonra

w; <bg,az;>=0 4.5

elde edilir.

Simdi, (U, ) kuvvetli konoidal olsun. Bu durumda V; dogrultu uzayi, A(t) nin baz vektorleri

tarafindan gerilir. O zaman (V;)* ve Sp{a3} ayn1 uzay1 gosterir. Sonug olarak Es.4.5 ten
wq = 0
elde edilir.

4.2.3. Teorem

(U{) merkez regle yilizeyli 2-regle yiizey olsun. Eger (Ul)) kuvvetli konoidal ise

ortokonoidaldir.
fspat.‘

Teorem 4.2.1 den (Ul)) in A(t) asimptotik demetinin Vl) dogrultu uzayma paralel oldugunu
biliyoruz. (Ul)) in ortogonal yoriingesinde bulunan noktalardaki tanjant uzayr A(t) ye

ortogonaldir ve dolayisiyla Vl) e de ortogonal olur. O halde Tanim 4.1.2 den (Ul)) in

ortokonoidal oldugunu elde ederiz.

4.2.4. Teorem

(U{) silindirik olmayan(m>0) kuvvetli konoidal 2-regle ylizey olsun. Eger (Ul))
ortokonoidal ise o zaman Es. 4.1 deki

Wyr= 0

dir.
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(U{) ortokonoidal olsun. Bu durumda (U{) merkez regle yilizeye sahiptir ve az(t), t€ I,

merkez tanjant vektorii vardir. (U, ) ortokonoidal oldugundan @; L V; dir. (V,)* = Sp {bs}

olmak tizere,

< bs, a3(t) >= A, (A sabit)
dir. Burada tiirev alindiginda
<bs, a3;(t)>=0

olur. Son esitlik ve Es. 4.1 den
<bs, -Kye,+ T3, + Wya3>=0
ve buradan da

w,<bs,a;>=0

oldugu goriiliir. Sonug olarak Teorem 4.2.2 den
w, =0

elde edilir.

4.2.5. Teorem

(U_l)) merkez regle ylizeyli 2- konoidal dual regle yiizey olsun. Eger (U_l)) 2-ortokonoidal ise

(1)1=O

dir.

fspat.‘

(U_l)) merkez regle yiizeyli oldugundan a;(t) merkez tanjant vektorii vardir.

(U,) 2-ortokonoidal olsun. O halde a5 LV, ve (V,)* L A(t) oldugundan a3 € (V,)* dir.

Buradan
< a3(t0)r aZ(t) > = Oa

=>< az(ty), d,(t) >=0,
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=< az(ty), —K1€; + 112, + waz3 >=0
elde edilir. Buradan da

w,=0

bulunur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde dual uzayda konoidal, ortokonoidal ve kuvvetli konoidal regle yilizey tanimlar1 ve
bunlarla ilgili baz1 karakterizasyonlar verildi. Dual uzayda kiiresel hareketler geometrik
olarak daha da yakindan mercek altina alinir ise dual konoidal regle yiizeyler i¢in baska

karakterizasyonlar da elde edilebilir.
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