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OZET

OKLIDYEN OLMAYAN UZAYLARDA SABIT ACILI YUZEYLER

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde Oklid uzayinin temel tanimlari verildi.

Ikinci boliimde; Lorentz uzaymin énemli tanimlar ve teorem verildi.

Ucgiincii boliimde; 3-boyutlu Oklid uzayinda sabit agil1 yiizeyler incelenmistir.

Dérdiincii  bolimde 3-boyutlu  Oklid uzayinda sabit agili yiizeylerin bir
karakterizasyonu incelenmistir.

Besinci boliimiin ilk kisminda sabit spacelike dogrultulu, timelike sabit acil
yiizeyler incelendi. ikinci kisminda ise, sabit spacelike dogrultulu, spacelike sabit agili

yiizeyler incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Sabit agili yiizeyler, Oklid uzay1, Lorentz uzay:



SUMMARY

CONSTANT ANGLE SURFACES IN NON-EUCLIDEAN SPACES

This study consists offive sections.

In the first section, the basic definitions of Euclidean space was given.

In the second part, the most important definitions and theorems of Lorentz space
were given.

In the third section, fixed-angle surfaces in 3-dimensional Euclidean space have
been examined.

In the fourth section, a characterization of constant angle surfaces for Euclidean 3-
space was investigated.

In the first part of the fifth section, timelike constant angle surfaces with fixed
spacelike direction were examined. In the second part of the fifth section, spacelike

constant surfaces with fixed spacelike direction were examined.

Keywords: Constant angle surfaces, Euclidean space, Lorentzian space



SEMBOLLER LiSTESI

E3 : 3 boyutlu Oklid Uzay
R  :3boyutlu Lorentz uzay:
x(M) @ Vektor alanlarinin ctimlesi

T, (M) : p noktasindaki tanjant vektorlerinin ciimlesi

[,] : Lie operatorii

D : Riemann konneksiyonu
v - Levi Civita konneksiyonu
Sp - Sekil operatorii

K(p) : Gauss egriligi
H(p) : Ortalama egriligi

| : Birinci temel form

p

11 - Tkinci temel form

p

Vi



1. GIRIS

Sabit a¢ili yiizey, birim normali sabit bir dogrultu ile sabit ag1 yapan yiizey olarak
adlandirilir. Bu kavram son zamanlarda bir¢ok uzayda arastirmacilar tarafindan ¢alisilmaya
baglanmistir. Bu tip yiizeyler helislerin genellestirilmis bir tiirtidiir.

Munteanu, M.l ve Nistor, A.l. [22] Oklidyen 3-uzayda sabit acili yiizey
calismislardir. Bu arastirmacilar Oklidyen 3-uzayda sabit acili yiizeylerin tamami igin bir
siniflandirma elde etmistir.

Yakin zamanda sabit acili yiizeyler S2 X R veya H? X R carpim uzaymda da
calisilmistir. [2,3,4]. Burada S? ve H? sirastyla birim 2-kiireyi ve hiperbolik diizlemi
gostermektedir. Carpim uzaylarinin farkli geometrik ozellikleri bakimindan ylizeyler
konusu H. Rosenberg ve W. Meeks [6,10] tarafindan ele alinmistir. Bu aragtirmacilar
calismalarinda bir M? yiizeyinin genel durumunu ve M? X R carpim uzayinda minimal
yiizey 6zelliklerini ele almiglardir.

Sabit ac1l1 yiizeylerin bir¢ok alanda uygulamalar1 mevcuttur. Ornegin sivi kristaller
teorisinde ve katmanli sivilarin incelenmesinde P. Cermelli ve A.J.Di Scala [1] bu
yiizeyleri ele almiglardir. [5] de R. Howard sabit acili yiizeylerin geometrik 6zelliklerini
kullanarak bir M yiizeyinden sonsuz uzaklikta bulunan bu 151k kaynagini sinirli ve yerlesik
hale getirilmesini ¢alismistir.

Bu caligmada ise oklidyen 3-uzayda ve Minkowski 3-uzayda sabit acili yiizey
kavrami aciklanmaya ¢alisilmistir. Yiizeyin incelenen bu 6zelligine gore bir siniflandirma
yapilmigtir. Ornegin konik yiizeyler sabit ag1 6zelligini tastyan 6zel bir yiizey tipidir. Bu
sabit ac1 Ozelligi verilen bir ylizeyin birim normali ile sabit bir dogrultusunun yaptig

acinin sabit olmasidir.



2. OKLID UZAYINDA TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 2.1 : Bos olmayan bir climle A ve bir K cismi iistiinde bir vektor uzayr V
olsun. Asagidaki 6nermeleri dogrulayan bir f:A X A -V fonksiyonu varsa A ya V ile
birlestirilmis afin uzay denir.

A))P.QREAigin f(P,Q) +f(Q,R) = f(P,R)

A,) V PEA ve Va €V icin f(P,Q) = a olacak bigimde bir tek Q € A noktasi
vardir [10].

Tanim 2.2 : Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzayi da V olsun. V de bir
i¢ carpim islemi olarak
(,:VYXV >R

x = (X1, ., Xp)

x; - xl = n= Xi i {
( y) < y) i=1 iYi y=(y1,---1yn)

Oklid i¢ ¢arpimi tanimlanirsa bu islem yardimi ile A da uzaklik ve ac1 gibi metrik

kavramlar tanimlanabilir. Boylece bu afin uzay Oklid uzayr adin1 alir [10].

Tanim 2.3: d:E" X E™" > R

(x,y) = d(x,y) = lIxyll =

olarak tamimlanan d fonksiyonuna E™ Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve

d(x,y) reel sayisina da x,y € E™ noktalar1 arasindaki uzaklik denir [10].



Tannm 2.4 : d:E"XE™ - R

() > d(x,y) =[xyl
bigiminde tanimlanan d fonksiyonuna E™ Oklid uzayinda Oklid metrigi denir [10].

(xy yZ)
Iy IIyZIl

Tamm 2.5 : V x,y,z € E™ igin Xyz acisinin Ol¢iisli; cosf = esitliginden

hesaplanan 6 reel sayisidir [10].

Tamm 2.6 : E™ de bir agik alt ciimle U olmak tizere f: U — R fonksiyonun
k-ymc1 mertebeden biitiin kismi tiirevleri var ve siirekli iseler f fonksiyonuna C*

siifindan diferensiyellenebilirdir denir [10].

Tamm 2.7 : M bir topolojik n — manifold olsun. M iizerinde C* smifindan bir

diferensiyellenebilir yap1 tanimlanabiliyorsa M ye C* smifindan diferensiyellenebilir

manifold denir [10].

Tamim 2.8 : [ € R agik alt ciimle olmak tizere diferensiyellenebilir
a:l >R
t - a(t)
fonksiyonu verilmis olsun. (I, @) koordinat komsulugu ile tanimlanan a(l) € E™ e

E™ de bir egri denir [10].

Tamm 2.9 : M bir diferensiyellenebilir manifold ve bir P € M noktasindaki tanjant

vektorlerin uzay1 Ty, (P) olsun. Ty (P) vektor uzayina M nin P noktasindaki tanjant uzay1
denir [10].
Tamim 2.10 : M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M iizerinde bir vektor

birebir : . .
= PUM T, (P) olarak tanimlanan y fonksiyonuna denir ve M iizerinde
orten Pe

alani diye x: M

vektor alanlarinin climlesi y(M) ile gosterilir [10].

Tanmm 2.11 : X, Y ey(E") vektor alanlart verilmis olsun. VP eE" igin

Xp= (X5 X)) e T (PYIr. Y =(y,,...,y,) vektor alam C* smifindandir denir, eZer



y, :E" > IR,1<i <n, koordinat fonksiyonlar1 C* sinifindan, yani y, e C*(E",IR) ise bu

durumda Y nin X e gore kovaryant tiirevi D, Y = (Xp YA SA ]) seklinde tanimlanir

[10].

Tamm 2.12 : Tn(P) nin cebirsel duali Tga(P) ile gosterilir ve E™ in P € E™
noktasindaki kotanjant uzay1 adini alir. Tgn(P) nin her bir elemanina P € E™ noktasinda

kotanjant vektor ad1 verilir [10].

Tanmm 2.13 : V,xV,x..XV. den IR ye biitiin r-lineer fonksiyonlarin ciimlesini
L(Vl,VZ,...,Vr;IR)z{ﬂf :VlXVZ...XVrﬂ)IR} ile gosterelim. Bu ciimle IR
tizerindeki bir vektor uzayidir. Bu vektdr uzayma dual vektdr uzaylarinin ¢arpimi denir.

L(Vl,VZ,...,Vr; IR):V;@V; ®...®Vr* tensor uzaymnin her bir elemanina r. dereceden
tensor denir. Eger V, =V, =..=V. =V ise V, ®V, ®...QV, uzayma kovaryant tensor

uzay1 bu uzaym her elemanina da kovaryant tensor denir. T'(V yada ®" (V)) ile gosterilir

[10].

Tamim 2.14 : Kovaryant tensorler igin verilen tanimda V yerine V* (V nin dual
uzay1) alinirsa (V*)* uzay1 V ye izomorf oldugundan V* iizerinde s-lineer fonksiyonlarin
vektor uzayini elde ederiz. Bu uzaya kontravaryant tensor uzayi denir. Yani

LOWV5SVS L VSR =VRVE ..VR=RQ2V =T,(V")
bu uzayin elemanlarina kontravaryant s-tensor denir [10].
Tamm 2.15 : Reel sayilar cismi iizerinde tanimli n- boyutlu vektor uzay1 V ve V

nin duali V* olsun.
L(Vr,V*S;IR):{ﬂf:VrXVﬁMHR} vektéor uzayma r. dereceden

kovaryant ve s. dereceden kontravaryant tensér uzayr denir ve T"(V) Q To(V*) =
K" (V) ®K®* (V)
veya Ty seklinde gosterilir [10].

Tanm2.16 : f e ®"V',g € ®™V" olmak iizere file g nin tensdrel garpimi

f® gV Wy, ..,v) EVT veV (U, ..., Uy) € V™ icin



fQRg Wi, e,V Uy, i, U) = fF(V1, e, 1) g(Ug, oo, Uy)

seklinde tanimlanir [10].

Tanmm 2.17 :
A TYV) @ THV) »A2 V*
(f,9) = fAg =40 ®9)
seklinde tanimli A fonksiyonuna dis carpim fonksiyonu ve f A g alterne tensoriine

de f ve g tensorlerinin disg carpimi denir [10].

Tanim 2.18 :
x=R*XR?> R3
(a,B) » ax B =y(axp)
seklinde tanimli X i¢ islemine vektorel ¢arpim islemi ve a X f§ vektoriine de

vektorel garpim denir [10].

Tanmim 2.19 : M bir C* manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarinin uzayr y(M)
olmak tzere ;
D:x(M) xx(M) - x(M)
(X,Y) > D(X,Y) = DyY
fonksiyonu i¢in;
1) DixigvZ = fDxZ + gDyZ ,¥X,Y,Z € x(M),V f,g € C”(M,R)
2) Dx(fY) =fDyY + (Xf)Y,VX,Y € x(M),V fe C*(M,R)
ozellikleri saglaniyorsa D ye M manifoldu iizerinde bir afin konneksiyon ve Dy e

de X e gore kovaryant tiirev operatorii denir [10].

Tammm 2.20 : n-boyutlu bir €* manifold M ve M iizerinde bir konneksiyon D
olsun.
Tor: x(M) X x(M) — x(M)
(X,Y) > Tor(X,Y) = DyY — DyX — [X,Y]
olarak tanimlanan vektor degerli tensdre M iizerinde tanimli D konneksiyonun

torsiyon tensorii denir [10].



Tamm 2.21 : V bir K cismi tizerinde vektor uzayi ve [,]:V XV — V dontisimii
1) 2-lineer
2) Alterne V X,YeV icin [X,Y] = —[Y,X]
3) VXY, ZeV igin
X, [V, Z]] + [V, [X, Y]]+ [Z,[X,Y]] =0

sartlarin1 sagliyorsa [,] dontisiimiine, V tizerinde bir Lie operatorii denir [10].

Tammm 2.22 : E™ in bir hiperylizeyi M ve M nin birim normal vektoér alan1 N
verilsin.

E™ de Rieman konneksiyonu D olmak iizere V X € y(M) icin S(X) = DyN
seklinde tanimli S doniisiimiine M iizerinde sekil operatorii veya M nin Weingarten

dontistimii denir [10].

Tamim 2.23 : M, M nin bir yar1 Riemann altmanifoldu olsun. V ve V sirastyla M ve
M iizerindeki Levi Civita konneksiyonlari olmak iizere V X, Y € y(M) i¢in
VY = VyY + h(X,Y)
esitligine M nin Gauss denklemi denir [10].

Tanmm 2.24 : E™ de bir hiperyiizey M olsun. M nin bir P noktasindaki sekil
operatorii S(P) olmak tizere;
K:M - R
P - K(P) = det S(P)
bi¢ciminde tanimlanan fonksiyona M nin Gauss egrilik foksiyonu ve K(P) degerine
de
M nin P noktasindaki Gauss egriligi denir [11].

Tammm 2.25 : E™ de bir hiperyiizey M olsun. M nin bir P noktasindaki sekil
operatorii S(P) olmak iizere
H:M - R
P - H(P) =1z (S(P))
biciminde tanimlanan fonksiyona M nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H(P)
degerine de M nin P noktasindaki ortalama egriligi denir [11].

Ozel olarak H=0 i¢in, M yiizeyi minimal yiizey olarak adlandirilir.



Tamm 2.26 : M ve M birer C* manifold ve f: M — M bir C* fonksiyon olsun.
Eger f nin, f, jakobian matrisi V peM noktasinda reguler ise f ye M den M igine bir

immersiyon (=daldirma) denir [10].

Tamm 2.27 : Y u,v € R(U,X) parametrizasyonu ile verilen
X:UcE? > E"
(w,v) > X(w,v) = (X (w,v), X,(w,v), ..., X,(u,v))
ile belirli olan y(U) yiizeyi goz oniine alinsin. Lineer bagimsiz {x,, x,,} climlesi yiizeyin

vektor alanlarinin bir bazidir. Yiizeyin birim normal vektor alani ,

ile belirlidir.

Xy Xxy
[Earpe M|

I = (ds)? = E du® + 2Fdudv + Gdv?

esitligine ylizeyin I.temel formu ya da metrigi denir [11].

Tamim 2.28 : E™ de M bir (n — 1) altmanifold bir P noktasinda M nin tanjant uzay1
Ty (P) olduguna gore M tizerinde Weingarten dontisiimii  S: Ty, (P) = T, (P) idi. S ile
tanimlanan II. temel form M {izerinde ikinci dereceden bir kovaryant tensér olarak

VX, Y,€Ty (P) igin

”(Xp' Yp) = (S(Xp)' Yp)

seklinde tanimlanir [11].



3. LORENTZ UZAYINDA TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 3.1 : V bir reel vektor uzay: olsun. Her a,beR ve u, v, weV igin <,>
doniigsiimiine, agagidaki 6zelliklere sahip ise V vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer
form denir [16].

1) (wv) =(v,u)

2) {(au + bv,w) = a{u,w) + b(v,w),

(u,av + bw) = a{u, v) + b(u, w)

Tanmim 3.2 : (,), V vektor uzay1 lizerinde bir bilineer form olsun. Bu bilineer form
ic degisik durum altinda incelenebilir [16].

A)

i)EgerVv eV v+ 0igin(v,v) > 0ise(, ) bilineer formuna pozitif definit,

ii) Eger VvEV v#0 igin (v,v) <0 ise (,) bilineer formuna negatif definit
denir.

Her iki duruma birlikte bilineer formlar igin definit durum adi verilir.

B)

i)EgerVv €V igin(v,v) = 0ise (,) bilineer formuna pozitif semi - definit,

i) Eger Vv €V i¢in (v,v) <0 ise (,) bilineer formuna negatif semi-definit,
denir.

Her iki duruma birlikte bilineer formlar i¢in indefinit durum adi verilir.

C)
VYW e Vigin <v,w>=0 iken v=0 ise (,) anondejenere bilineer form denir.

Bu duruma ise bilineer formlar i¢in nondejenere durum denir.

Tanim 3.3 : V bir reel vektor uzayi ve

() VXV >R

simetrik, bilineer form olsun. W <V olmak tizere;

() :WxW >R

negatif definit olacak sekilde en biiyilk boyutlu W alt uzaymin boyutuna, < , >

simetrik bilineer formun indeksi denir ve bu indeks genellikle V ile gosterilir [16].



Tamm 3.4: M, C* manifold ve
() X(M)xX(M)—C*(M,R)
X,Y)><X,Y>

seklinde tanimli simetrik, bilineer, nondejenere fonksiyonuna M {iizerinde metrik

tensor denir. Bu metrik tensoriin indeksine M manifoldunun indeksi denir [16].

Tanmm 3.5 : M, C” manifold ve <, > de M lizerinde sabit indeksli metrik tensor

olmak tizere (M, <, >) ikilisine bir Semi-Riemann manifoldu denir [16].

Tamm 3.6 : (M, <, >) bir Semi-Riemann manifoldu ve boy M = n olsun. Eger
n>2 ve V=1ise (M, <, >) ikilisine bir Lorentz manifoldu denir [16].

Bundan sonra Lorentz manifoldunu M ile gosterelim.

Tammm 3.7 : <, > | :R"XR" — R dontistimii

V)_'(:()(1!)(21'-")(n)ER” v/?:(yl’yZV“’yrl)ERn lgln

<X’?>|L:_X1-y1+zxi-yi
i=2
ya da
XY= &%y, &=
< >L .Z:‘ {1 ,  2<Zi<n ise
seklinde tanimlanir.
Burada <, >| fonksiyonuna R" de bir Lorentz i¢ carpimi ve bu i¢ c¢arpim ile

birlesen R™ e de bir vektdr uzay denir. Bu vektoér uzayma n — boyutlu standart Lorentz

uzay1 denir ve L" ile gosterilir.

R™ {izerinde ki Lorentz i¢ ¢arpiminin {el, €)1 en} bazina karsilik geldigi matris,

-1 0..0
S=| 0 1..0
0 0..1
seklindedir [9].



Bundan sonra aksi belirtilmedikge, < , >| Lorentz i¢ ¢arpmmm < , > ile

gosterecegiz ve <, > = g gosterimini de kullanacagiz.

Tamm 3.8 : Bir M Lorentz manifoldu tizerinde bir tanjant vektor v olsun. Eger;

<v,Vv> >0iseV ye space-like (uzay - benzeri) vektor,

<v,Vv> <0isev ye time-like (zaman - benzeri) vektor,

<v,v > = 0ise v ye null veya light-like (155k - benzeri) vektor,
denir [13].

Tammm 3.9 : Time-like (zaman-benzeri) ve light-like (1sik-benzeri) vektorlere

causal vektorler denir [9].

Tanmm 3.10 : M bir Lorentz manifoldu olsun. M manifoldunun bir noktasindaki

null vektorlerinin climlesine; null konisi denir [16].

Tamm 3.11 : Bir L™, n-boyutlu Lorentz uzayinin biitiin time-like (zaman-benzeri)

vektorlerinin cimlesi £ olsun U e/ igin
Cu)={ver | (uv)<0}
olmak tlizere C(u) ya u ‘yu ihtiva eden L™ nin bir time-konisi (zaman — konisi)

denir [16].

Tamm 3.12 : L™, n-boyutlu bir Lorentz uzay1 olsun.

vX,Y € L icin ()?, 17) =0

ise X ve Y vektorlerine Lorentz anlaminda diktirler denir [3].

Sonu¢ 3.1 : Her ikisi de timelike (zaman-benzeri) olan iki vektor birbirine dik
olamaz. Benzer diisiince her ikisi de spacelike (uzay-benzeri) olan iki vektor i¢in de
gecerlidir [3].

Sonuc¢ 3.2 : 0 vektérii biitiin vektdrlere diktir [1].

Tamm 3.13 : 4-boyutlu Lorentz uzayia Minkowski uzay1 denir [16].

10



Tanm 3.14 : L™, n-boyutlu Lorentz uzayinda bir vektor, w ve (,) ise L™ {izerinde

bir Lorentz i¢ ¢arpimi olsun. W nin normu;

||\Tv|| |.= ‘<\TV,\TV>‘ seklinde tanimlanir [4].

Bundan sonra aksi belirtilmedikge, ||||_ yerine || : || ifadesini kullanacagiz.
Teorem 3.1 : X e L" olmak tizere;
i) [X]>0 dur.
ii) [X||=0< X bir null vektsriidiir.
iii) X bir time-like (zaman-benzeri) vektor olsun. Bu taktirde,
%112 = —(X, X) olur.
iv) X bir space-like (uzay-benzeri) vektor olsun bu taktirde,

1212 = —(X,X) olur [2].

Tanim 3.15 : 5(=(X1,X2,X3),V =(yl,y2,y3) el® 3-boyutlu Lorentz uzaymda
olmak tizere;
Al P x P -3
(X' Y) - (XAY)| L = (—(x2y3 — X3¥2), X3Y1 — X1¥3, X1Y2 — X2Y1)
seklinde tammli A | operatdriine L° de Lorentz anlaminda vektorel ¢arpim denir.

Bunu matris formunda
& €, e
XAY| =det] X, X, X,
Yi Y2 Y3
seklinde ifade edilebilir [14].

Bundan sonra aksi belirtilmedikge A | sembolii yerine A sembolii kullanilacaktir.

Tamim 3.16 : L™, n-boyutlu Lorentz uzayinda bir agik alt ciimle U olmak {izere;

f:U->R

fonksiyonunun Kk-yincit mertebeden biitiin kismi tiirevleri var ve siirekli iseler f

fonksiyonuna C*-smifindan (k-yinci smiftan) diferensiyellenebilirdir denir. Ozel olarak, f
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sadece siirekli ise C°-sinifindandir denir. U iizerinde tanimli C'-sinifindan fonksiyona U

tizerinde 0-form adi1 verilir. Ayrica,

C(U,R)= {f ‘ f :U — R ve f fonksiyonu C* —Slmﬁndan} ve

C*(UR)={f | f:U>R,feC"(UR)keN]

seklinde gosterilir [1].

Tamm 3.17 : M bir Lorentz manifoldu olsun. Eger;
v,:C*(M,R) >R
f-Vv, [f],VP e M,vf eC*(M,R)

operatorii, V f,geC”(M,R) ve A,neR igin

1) \7p [Kf +ug] = kVp [f]+u\7p [g]

2) V, [fg]=a(p)v, [f]+T(P)V, [g]
aksiyomlarini sagliyorsa, bu operatére Lorentz manifoldunun P € M noktasinda bir

tanjant vektorii denir [1].

M Lorentz manifoldunun bir P € M noktasindaki tanjant vektorlerinin ctimlesi:
Tu(®)={9, | v,:C"(M,R) >R}
ile gosterilir. Bu ciimle lizerinde i¢c ve dis islem, sirasiyla, asagidaki gibi

tanimlanirsa  T,,(P) bir reel vektér uzayr olur. T,(P) vektor uzaymma, M Lorentz

manifoldunun P noktasindaki tanjant uzay1 denir.

Ic islem :
+:Ty,(P)xT,(P) > T,(P)

(V,.W,) >V, +W, :C*(M,R) >R

(V, +W, )[f]=v,[f]+W,[f], VfeC"(MR)
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Dis islem:
. RXTy(P) - Ty(P)
(A, By) - A7,
C®(M,R) - R
(A, B,)[f] = A3, [f], Vf € C™(M,R), A1€R

Tamm 3.18: M bir Lorentz manifoldu olsun.

11
X: M - 5. T,(P)

orten

olarak tanimlanan X fonksiyonuna, M Lorentz manifoldu iizerinde bir vektor alanm
denir.

M Lorentz manifoldu {izerinde tanimlanan vektor alanlarmin ctimlesi x(M) ile
gosterilir. Bu ciimle toplama ve skalarla carpma islemine gore bir reel vektor uzayidir.
x(M) vektor uzayina, M Lorentz manifoldu tizerinde vektor alanlari uzayi denir.

Benzer sekilde L™ , n-boyutlu Lorentz uzayr {izerinde vektér alanlar
tanimlanabilir. L™ tizerinde tanimlanan vektor alanlari ctimlesi ise x(L") ile gosterilir [1].

Tanmm 3.19 : V P € L" i¢in,

0,(P) = a%(P) =(10,..,0)

p

0,(P)= 6%03) =(0,1,...,0)

p

o (P) :a%(P) ~(0,0,...1)

n

p
olacak bigimde, L™ iizerindeki her bir P noktasinda n tane vektor (tanjant vektor)
secelim. Bu vektorlerin L™ deki dagilimi ile n tane vektor alani elde edilir. Bu sekilde

tanimlanan,

o0 0 9
ox, Ox, oX,

vektor alani n-lisine, L™ iizerindeki dogal baz vektor alanlari sistemi veya kisaca
dogal baz alan sistemi denir.

L™, n-boyutlu Lorentz uzayindaki bu dogal baz alan sistemi igin;
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o 0 . -1 , i=1lise
.. = a’a =\ -y 1S|, Sn Ve i: - -
9i < i 1> <6x. ax.> J = { 1 , 2<i<nise

[ J

olmak tizere ;

esitlikleri vardir [16].

Tanmm 3.20 : Grad: Cw(L”,R)ax(L”)
f = Grad (f)

oyle ki, L™ de {Xl, ) ST Xn} bir koordinat sistemi olmak tizere,

: 0

0 -1 , i=1ise
Grad = L e=
rad (f) = 3. e, o S {

1 , 2<i<nise
seklinde tanimli Grad fonksiyonuna, L™ de (Xl, ) ST Xn) koordinat sistemine gore

koordinat fonksiyonu denir ve genellikle V = Grad seklinde gosterilir [16].

Tamm 3.21 : L™, n -boyutlu Lorentz uzayinda bir
f:L™ >R
reel degerli fonksiyonu verilmis olsun. f fonksiyonunun P € L" noktasinda ve V

yoniindeki tirevi; v, [f]= <§f , \7p> seklinde tanimlanir [16].

Tamm 3.22 : Xey(L") vef eC*(L",R) olsun. VP eL" i¢in
(X(ENP) =X, [f]
olmak iizere, X[f] eC” (L”, R) fonksiyonuna f in X vektor alan1 yoniindeki tilirevi

denir [16].

14



Tanmm 3.23 :X,Yey(Ll") vektér alanlar1 verilmis olsun. VPel' igin
X, =(Xp: Xp, 000 X, )p eT.(P)dir. Y= (Y1, Yz Y,y ) vektor alant igin

y,:L" >R,1<i<n

koordinat fonksiyonlar1 C”-sinifindan iseler, Y vektor alanina C”-siifindandir
denir.

Bu durumda, Y nin X e gore kovaryant tiirevi,
_ Sy X) =S N i
DXY_X[Yi]_<Vyi,X>_Za X, 1<i<n
k=1 Uk

seklinde tanimlanir. Burada D ye Y vektor alaninin X vektor alani yoniindeki,

Lorentz anlaminda kovaryant tiirevi denir [1].

15



4.3-BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA SABIT ACILI YUZEYLER

E3 |, 3-boyutlu Oklid uzayinda ¢, ), standart flat metrik ve V da Lie konneksiyonu
olsun.

E3 uzaymda bir yonlendirme goz Oniine alalim ve bunu sabit k dogrultusu ile
gosterelim. E3 de izometrik olarak daldirilmis bir M yiizeyini ele alalim ve bu yiizeyin
birim normalini de N ile gosterelim.

6 = (N, k) , 8€[0,m) olmak iizere birim normal ve sabit dogrultu arasindaki ac1
olsun. Bir vektor eger N’ ye ortogonal ise M’ ye tegettir.

E3 uzaymda Gauss ve Weingarten formiilleri

VY =VyY +h(X,Y)
VN =—AX
seklindedir. Burada X ve Y, M ye tegettir. Ayrica V , M {zerindeki Levi Civita
konneksiyonu ve h, bir simetrik (1-2) tensor alanidir ki bu tensor alam1 1. temel form
olarak adlandirilir. A ise M nin sekil operatoriidiir. Buradan M ye teget her X ,Y icin
(h(X,Y),N) = g(X,AY)
elde edilir. g ise (, ) skaler ¢arpimin M ye kisitlanmigidir.
k sirasiyla teget ve normal bilesenleri cinsinden U, M ye teget olmak tizere
k=U + cos N (4.2)
seklinde yazilir. Buradan || U || = sinf oldugundan
Il = I UII° + cos?0 || NII®
elde edilir.

6 # 0 i¢in, M de birim vektor alanini , e; = ﬁ seklinde tanimlanir .

e, ise e;’e ortogonal ve M iizerindeki bir birim vektor alani olsun.

Boylece M nin her noktasinda tanimlanan {e;, e,} ortonormal bazi elde edilir.

Bundan sonra aksi belirtilmedik¢e 6 sabit kabul edilecektir.

Onerme 4.1 :Yukaridaki hipoteze gore [ey, e,] || e, dir [22].

Ispat: 1k olarak [e;,e,] yi hesaplayalim ve sadece e,’ ye bagl oldugunu
gosterelim. Burada

[ere2] =V e;€2 — v e;€1 (4.2)

bagintisin1 géz dniine alalim.



(4.1) esitliginden ve e;” in tanimindan k = sinf e; + cosf N esitligine vez

uygulanirsa
0=V _k=sin6V,e; +cosdV,N (4.3)
olur. (N, e;) = 0 ifadesinden e,’ ye gore tiirev alinirsa
(Ve,Noe)+(V,e,N)=0 (4.4)
elde edilir.

Weingarten formiiliinden;

% e,N = —pe, — ey, p,AeC”(M) (4.5)
yazilabilir. (4.2) ve (4.5) den

Vel =coth (pe; + Aey) (4.6)
olur. Bu noktada 6 ¢§ oldugunu g6z 6niine alalim. 6 =§ (yani cot@ + 0)

durumu ayrica incelenecektir.

(4.4), (4.5) ve (4.6) ifadelerinden p = 0 bulunur ve dolayisiyla

Ve =Acotbe, 4.7)

tekrar Weingarten dontlislimii g6z Oniine alinirsa

Ve, N =—ae; —ve,, a, yeC®(M) (4.8)

yazilabilir. Ayn1 metot ile (4.1) ifadesine V, , uygulanir ve (4.1) ve (4.8)
kullanilirsa

Ve = cotf (ae; +yey)
elde edilir.
e; birim oldugundan a = 0 olur. Ayrica sekil operatdriin simetrik olmasindan

dolay1, yani (A.,,e;) = (ey,A.,) , oldugundan y = 0 olur. Béylece 4., =0 ve

Vee;=0 (4.9
dir.

(e1, e,) = 0 ifadesinden e;’ e gore tiirev alinir ve (4.9) kullanilirsa
(Veene)=0 (4.10)
elde edilir.

Gauss formiilii géz oniine alinirsa;

0=(4,,,e;) = (h(ey, e;),N) = (V e,€2, N)

yazilabilir. Buradan

Ve, =0 (4.12)
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olur.

(4.2), (4.7) ve (4.11) ifadelerinden Lie Operatorii igin,

[e, ex] = Velez -V e, €1
=0 — Acotb e, (4.12)
= —Acotl e,

bagintisi elde edilir. Bu ise [e;, e;] || e, oldugunu verir.

Onerme 4.2: M’ nin V Levi Civita konneksiyonu icin asagidaki bagmtilar
mevcuttur [22].

Ve16’1 = 0 \
Velez = O L
Ve,e1 = A cotb e, I (4.13)
Ve,e2 = —Acotbe; )
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5. 3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA SABIT ACILI YUZEYLERIN BIR
KARAKTERIZASYONU

Onerme 4.1 den bir M yiizeyinin her bir noktasinda bir lokal koordinat sistemi

secelim ve bu ylizeyi parametrik olarak
r=rv)=xWr),yuv),z(uv))

seklinde gdsterelim. Oyle ki burada teget vektorleri igin - 7, = e; ve 7,]|e, dir.

B, M flizerinde bir diferensiyellenebilir fonksiyon olmak ilizere 1, = f(u,v)e,
seklinde olsun. Ayrica M iizerindeki metrik

g = du? + B?(u, v)dv? (5.1)

seklinde yazilabilir.

Hatirlatma 5.1: Bu yiizey i¢in /. temel formun katsayilar1 E =1,F =0,

G = f?(u,v) seklindedir [22].

Onerme 4.2 den u ve v koordinatlarma gére M nin Levi Civita konneksiyonunu
yazilabilir.

Bu r parametrizasyonu;

Tyu = 0 (52)
_ Bu

Tw = FT'U (53)

kismi diferensiyel denklemlerini saglar. Burada g,

Pu—PB Acosd =0 (5.4)

denklemini saglar ve sonug olarak

Ty = %r,, — B2Acotd 1, + B2AN. (5.5)

elde edilir.

VouVar N = V4,Ve, N Schwartz esitsizligini kullanarak ve M yiizeyinin birim
normalinin kismi tiirevlerinin ifadesi M: N, = 0 ve N, = —An, dir. Buradan A ya bagh
olarak

Ay +A2cotd =0 (5.6)

kism tiirevli diferensiyel denklemi yazilabilir.

Simdi M yiizeyinin r’ ye bagli parametrizasyonunu yazmak i¢in A ve f

fonksiyonlarimi bulalim.



Hatirlatma 5.2: N,, = 0 oldugundan II. temel formun katsayilari e = f = 0 olur
Ki bu ise M nin Gauss egriliginin sifir olmasi1 demektir. Dolayisiyla M yiizeyi lokal olarak
flattir denilir [22].

Hatirlatma 5.3: M yiizeyinin Gauss doniisiimiinden faydalanilarak bu yiizeyin
sabit bir dogrultu ile sabit bir a¢1 yaptig1 sOylenebilir.

Yani Gauss doniisiimii S? kiiresinde bir gember iizerinde yatar. Ayrica S? de hig
bir i¢ noktaya sahip olmadigindan bu yiizeyin Gauss egriligi 6zdes olarak 0 dir [22].

Onerme 5.4 : 1 ve 8 fonksiyonlari

tan6
u+a(v)

B(w,v) = o). (u+a(v)), (5.8)

ifadeleriyle verilir. Burada a ve o, M iizerinde diferensiyellenebilir

AMu, v)= (5.7)

fonksiyonlardir veya

Au,v) =0 (5.9)
B(u,v) = B(v) (5.10)
dir [22].

Ispat: (5.6) denkleminin ¢oziimiinden A bulunur ve (5.4) te yerine yazilirsa P
elde edilir.

Onerme 5.5: E3 deki bir M yiizeyinin sabit agil1 bir yiizey olmasi icin gerek ve
yeter sart onun asagidaki yiizeylerden birine lokal olarak izometrik olmasidir.

(i) M > E3, (u,v) > (ucos 8 (cosv,sinv) +y(v),u sind) (5.11)

y(v) = cos 6 (— f;a(r) sint dt, f;a(r) costdrt ) (5.12)

burada «, I araliginda bir diferensiyellenebilir fonksiyondur.

(if)  x sin@ — zcosO = 0 diizleminin agik bir pargasi

(iii) y X R silindirinin agik bir par¢asina ki burada Yy ., R% de
diferensiyellenebilir egridir. Ayrica 6 bir reel sayidir [22].

Ispat: ilk olarak biitiin bu yiizeylerin E3 te sabit acili bir yiizey tanimladigim
ispatlayalim. (ii) ifadesinden agiktir ki (iii) deki 6 = g olur. (i) ifadesinden n, ve r,

teget vektorlerini

1, = (cosOcosv ,cosOsinv ,sinf)
1, = ((u+ a(v))cosO(—sinv, cosv),0)

seklinde yazilabilir.
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Boylece N = (—sinf(cosv, sinv),cosf) birim normal vektorii ve sabit bir k
dogrultusu arasindaki 6 agisi sabittir.

Tersine E3 deki sabit acil1 bir yiizey dnermenin ifadelerini sagladig ispatlanabilir.

e; = 1, oldugundan (4.1) den

k =sinfr, + cosO N

elde edilir.

Hatirlatma 5.1 kullanilarak ve bir 6nceki bagmtidan kolayca (r,,k) = sinf ve
(1, k) = 0 oldugu gosterilebilir. Boylece r(u, v) nin bileseni , z(u, v) = usiné dir.

Bu noktada M nin parametrizasyonu,

r(u,v) = (h(u,v),using) (5.13)

olur ve burada h(u,v) = (x(u,v),y(u,v)) € R? dir.

Onerme 5.4 ile verilen A ve § icin iki durum vardir.

Durum I : r,,,, = 0 oldugundan h,,, = 0 yazilabilir.

Diger bir deyisle e; = r,, = (hy, sinf) bir birim vektoérdiir. Bu ise |h,| = cosf
olmas1 demektir. Boylece h, = cosf f(v) olur ki burada herhangi bir v igin f(v)eR? ve
|f(v) | = 1dir. Yani f, ST cemberinin bir parametrizasyonudur.

Yukaridaki ifade de integral alinirsa

h(u,v) = ucostf (v) + y(v)
elde ederiz. Burada y, R? de diferensiyellenebilir foksiyondur.

= bBu

Ardindan 1, = (ucos6 f'(v) +y'(v),0) ve r, = 5 Ty oldugundan
y'(v) = cosb a(v) f'(v)

yazilabilir.
Genelligi bozmadan kabul edebilir ki f nin S i¢cin dogal bir parametrizasyonu olsun yani
f(v) = (cosv, sinv) olarak almsin. Bu yiizden (5.8) de verilen ¢ fonksiyonu sabittir,
yani, u = cos@ dir. M nin bir parametrizasyonu olarak

r(u,v) = (ucosf(cosv,sinv) + y(v),sinf)

elde edilir ki, burada y , (5.12) ile verilen fonksiyondur.

Durum Il : r,,, = 0 ve 1, = 0 oldugundan h,,, = 0 ve h,,, = 0 olacaktir. Burada
U€ER olmak iizere

h, = cos6 (cospu, siny)

R? de bir sabit vektordiir. Boylece
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h(u,v) = ucosO(cospu, siny) +y(v),

dir ki burada y, R? de diferensiyellenebilir bir egridir.

Hatirlatalim ki r;, ve 7, birbirine ortogonaldir. Sonug olarak

y(v) = a(v)(—sinu, cosu), aeC®(I) (5.14)

yazilir. M ylizeyi ;

r(u,v) = (ucosB(cosy, sinp) + y(v), usinB)

olarak yazilabilir. Burada vy , (5.14) esitligindeki gibi alinmustir.

(x,y) diizleminde p acisimin bir donmesi M icin asagidaki sekilde parametrize
edilir.

r(u,v) = (ucos, a(v), usind) (5.15)

Burada x sinf — zcosf = 0 diizlem denklemi ele alinabilir.

0 Sabit acis1 goz Oniine alindiginda asagidaki durumlar s6z konusu olacaktir.

1) Bu durumlardan ilki 6 = 0 olmasidir. Bu durumda N normali k dogrultusu ile
cakisir. 1, ver,, M ye teget olduklarindan (r;,, k) = 0 ve (r,, k) = 0 olur. Bu ylizden

(r, k) =sabit elde edilir. Bu (x,y) diizlemine paralel olan bir diizlemin
denklemidir. Bu da r(u,v) = (u,v,0) olarak parametrize edilebilir.

2) ikinci olarak @ =§ olmast durumu ele alinabilir. 8 =§ halinde k yiizeye
tegettir. Bu durumda M,

r(u,v) = (y(v),u),

olarak parametrize edilebilir ki burada y(v)eR? dir. Simdi teorem tam olarak
ispatlanmus olur.

(5.12) deki a fonksiyonlari igin (5.11) ile parametrize edilen sabit acili yiizeylerin

orneklerini verelim.

5.1. Ornekler

Asagidaki dort 6rnekte 6 = % olarak alinmistir.

Dalw) =1
r(u,v) = ((1 +u)cosv — 1, (1 + u)sinv + cosv — 1,u)
2) a(v) =v

1
r(u,v) = — ((u + v)cosv — sinv, (u + v)sinv + cosv — 1, u)

V2
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3) a(v) = cosv

sin?

% v + sinvcosv
_ u

r(u,v) =— <ucosv - ,usinv + >

V2
4) a(v) = 2sinv

1
r(u,v) = — (ucosv — v + cosv sinv,u sinv + sin’v,u)

V2

Simdi asagidaki sonuglar1 verebiliriz.

Onerme 5.6 :

1) 3-boyutlu Oklid uzaydaki sadece minimal sabit acil1 yiizeyler k sabit dogrultusu
ile 6 agisi yapan diizlemlerdir.

2) 3-boyutlu Oklid uzaydaki sifirdan farkli sabit ortalama egrilikli sabit agil
yiizeyler silindirik yilizeylerdir.

1eG-2fF+gE
2  eG-F?

5.1 ve 5.2 kullanilarak;

Ispat: H = ortalama egrilik formiiliinii g6z 6niine alalim. Hatirlatma

1_9 (5.15)

T 2R )
elde ederiz.
Biitiin minimal yiizeyler i¢cin g=0 olmalidir. Simdi tekrar k sabit dogrultusu ile 6

acis1 yapan diizlemlere uygun A1=0 durumunu gbz oniine alalim.

A

(5.15) ifadesinden A=sabit olur. Fakat A, (5.6) denklemini sagladigindan 6 = 3

alinmalidir. Bu 6zel durumlarda y X R silindirikal yiizeyini bulabiliriz ki , y, R? de

diferensiyellenebilir bir egridir.
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6. SABIT SPACELIKE DOGRULTULU TIMELIKE SABIiT ACILI YUZEYLER

M bir timelike yiizey olsun ve a da k sabit spacelike dogrultu ile N = (n4,n,, n3)
birim normali arasindaki sabit ag1 olsun. Genelligi bozmadan sabit dogrultulu reel eksen
olarak ele alinir.

a acis1 i¢in asagidaki iki durum s6z konusudur.

a) Eger |n.| > 1ise g(N, k) = cosh a dir.
b) Eger |n,| < 1ise g(N, k) = cos a dir.

Simdi bu durumlari inceleyelim.

a) |ny] > 1 oldugunu kabul edelim. k spacelike birim vektor oldugundan M
lizerinde

e, timelike birim vektor alan1 géz oniine alinirsa

k = sinhae, + coshaN (6.1)
dir.

Yardimcei Teorem 6.1. : e,, M iizerinde e;’e ortogonal olan bir birim vektor alani
olsun. y(M) in {e;, e, } ortonormal bazi gozoniine alinirsa

D,,N = Ae,, D,e; = —Acotae,, 1= A(u,v)

D, N =D, e; =D, e, =0

dir [23].

Ispat: (6.1) esitligini ﬁez uygulanirsa

D,,k = sinha D,, e, + coshaD,,N (6.2)

elde edilir. e,[g(N, e;)] = 0 oldugundan

g(De,N,e1) + g(N, Doyer) = 0 (6.3)

yazilabilir.

Ciinkii e,[g(N, e;)] = 0 dir. Burada agike¢a soylenebilir ki D,,Nex(M) dir. Bu

yiizden
D, N = Aye; + Ae, (6. 4)
olur. (6.2) ve (6.4) ifadelerinden
D, e, = —cotha(A,e; + Aey) (6.5)

elde edilir. @ = 0 olmas1 durumunu daha sonra incelenecektir. (6.3) ifadesinden
kolayca

D,,N = Ae, ve D,,e; = —Acothae,



oldugunu sdylenebilir. Simdi de (6.1) ifadesini D, , uygulanirsa
De, k = sinha D, e, + cosha D, N
elde edilir. e;[g(N, N)] = 0 oldugundan ;
De1N = pye; + Uzez, py, Uz€R
(6.6) ve (6.7) ve e;[g(N,N)] = 0 ifadelerinden
D, e; = —pycothae,
elde edilir. M nin S sekil operatoriiniin simetrik olmasindan dolay1
9(S(e1) e2) = g(e1,S(e2)),
po =24 =0

oldugu sodylenebilir. Dolayistyla

D, N =D, e; =0
olur. R} , 3-boyutlu Lorentz uzaymin {e;, e,, N} bazina uygun olarak
D, e, = aje; + aze; +azN , a;,a3,a3 €ER
yazilabilir. Basit hesaplamalar ile

D, e; =0

bulunur. Simdi asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonug 6.2:

D, e; = D, e, =0
D,,e; = —Acothae,
D,,e, = —Acothae,
dir. M timelike regle yiizeyi

r=r(,v) = (x,v),yuv),z(uv))

(6.6)

(6.7)

(6.8)

seklinde ifade edilebilir. : M — R bir diferensiyellenebilir fonksiyon olmak iizere

=6, = ﬁ(u' 17)62

oldugunu kabul edelim. Sonug 6.2 den

1
Ty =0, Tou = ,Bu[—grv , T = —Acothar,
Ve
1
Tyy = —AB%cothar, + Eﬁvrv — AB:N
elde edilir.
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Tuv = Ty V€ Nyy = Ny,

oldugundan

B, + ABcotha =0, A, —A%cotha =0 (6.9)

diferensiyel denklemi elde edilir. (6.9) denklemi ¢oziiliirse

A, v) = =22, B(w,v) = () (u+ I (W) (6.10)
ve

Aw,v) =0, B(uw,v) = B(v) (6.11)

elde edilir.

Simdi M yiizeyi i¢in bir siniflandirma verilsin. (6.10) ifadesi (6.9) denklemlerinin
bir ¢6ziimii olsun. g(r,, k) = —sinha ve g (1, k) = 0 oldugundan

r(u,v) = (—usinha, h(u,v))
yazilabilir ki burada h(u, v) € R dir. g (r,,7,) = —1, oldugundan
g(hy, hy) = yii — z;; = —cosh’a
dir. Boylece
h, = (coshaf,(v),coshaf,(v))
elde edilir. Burada f(v) = (f,;(v), ,(v)) € R? ve ||f(v)|| = 1 dir. Boylece
r(u,v) = (—usinha ,ucosa f;(v) + y,(v),ucoshaf,(v) + y,(v))
yazilabilir.
Tyy = Tyy oldugundan
02;1 = coshaocli—];1 r'(v)
dd];z = coshacil—iz I'(v)

oldugu kolaylikla sdylenebilir. Genelligi bozmadan eger f(v) = (coshv,sinhv)

aliirsa

r(u,v) = (—usinha ,ucosa coshv + y;(v),ucosha sinhv + y,(v))  (6.12)

oldugu sodylenebilir. Burada

v v

y(v) = (yl(v),yz(v)) = cosha f sinht I'(v)dr, f cosht I'(v)dt

0 0
(6.11) ifadesinin (6.9) denkleminin bir ¢6ziim oldugunu kabul edelim. 8, =0
oldugundan 7,, =0 olur. r,, =0 ve 1,, =0 oldugu i¢inde h,, =0 ve hy,, =0

denilebilir. Buise h,’ nun R? de bir sabit vektdr olmasi demektir.
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Kabul edelim ki « bir sabit olmak tizere;
h, = (coshacoshu, —coshasinhy)
olsun. Dolayisiyla
h(u,v) = (coshacoshu + y,(v), —coshasinhu + y,(v))
yazilabilir . ;, ve 7, ortogonal oldugundan
Y() = (y2(v),72(v)) = (sin h uI'(v), —coshul (v))
elde edilir. Bu son denklemden
r(u,v) = (—usinha, ucoshacoshu + sinhul (v), —ucoshasinhu — coshul’ (v))
oldugu goriiliir. Lorentz transformasyonu goz dniine alinirsa
r(u, v) = (ucosha, —I'(v), —usinha)

yazilabilir. Bu ifade de

sinhax + coshaz = 0 (6.13)

Lorentz diizlemi i¢in bir parametrizasyonudur.

Ozel Durum: Eger a = 0 ise 0 zaman k = N dir. Burada M nin birim normalinin
bir sabit oldugunu sdylenebilir. k=(1,0,0) alinirsa M, (y, z)-diizlemine paralel bir Lorentz
diizlemi olur.

b) |ny| <1 oldugunu kabul edelim. k bir spacelike birim vektor oldugundan M
tizerinde e; spacelike birim vektdr alan1 goz oniine alinirsa

k = sinae, + cosaN (6.14)
dir.

Yardimer Teorem 6.3: e,, M iizerinde e;’e ortogonal olan bir birim vektor alani
olsun.
x(M) nin {e;,e,} ortonormal bazi1 g6z 6niine alinirsa
D,,N = Ae,, D,,e; = —Acotae, , A = A(u,v)
D, N= D, e;= D, e,=0
dir [23].

Sonug 6.4:
D, e, =D, e, =0, D,e =—Acotae, , D,e,=—Acotae,
dir.

r=r(,v) = (xu,v),yuv),z(uv))
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ylizeyine 1, = e, 1, = B(u,v)e, olacak sekilde goz Oniine alinirsa yukardakilere

benzer sekilde
1
Tyu = 0,17, = ﬁuErv,ruv = — Acotar,
ve
1
T,y = — AB?cotar, — Eﬁvrv + AB%N
elde edilir.
Tww = Tou V€ Ny = Ny
oldugundan
By + ABcota = 0, A, — A2cota = 0 (6.15)

diferensiyel denklemleri elde edilir. Bu diferensiyel denklemin ¢oztiimii

Aw,v) =0, B(w,v) =BW) (6.16)
seklindedir. (6.16), (6.15) denklemi igin bir ¢6zlim ise

r(u,v) = (usina, ucosacosv + y;(v),ucosa sinv + y,(v)) (6.17)
M nin bir parametrizasyonudur. Burada

v v

Y@ = (y1(v),y,(v)) = cosa j sinht I'(7)dr, j cosht I'(7)dt

0 0
dir. Eger (6.16) , (6.15) denkleminin bir ¢6ziimii ise
r(u,v) = (usina, ucosacoshy + sinhul’ (v) , —ucosasinhyu — coshul’ (v))
elde edilir. Lorentz transformasyonu yardima ile
r(u,v) = (ucosa, —I'(v), usina)
olur. Bu ise
sinax + cosaz =0 (6.18)

Lorentz diizlemi i¢in bir parametrizasyonudur.
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Ozel Durum :
1) Eger a =0 ise k = N dir. Béylece M, (y,z) -diizlemine paralel bir Lorentz
diizlemidir.

2) a= g ise 0 zaman k, M ye tegettir. Yani

r(w,v) = (u,71(v),7.(v)) (6.19)
olur ki burada y(v) = (y,(v),y,(v)) € R? dir. Bu durumda M silindirikal bir
yiizeyin bir pargasidir. Sonug olarak (6.12), (6.13), (6.17), (6.18) ve (6.19) ifadeleri g6z
Oniine alinirsa agagidaki teoremi verilebilir.
Teorem 6.5: Her M sabit spacelike dogrultulu timelike sabit acili yiizey asagidaki
yiizeylere esdegerdir [23].
i) r(u,v) = (—usinha,ucoshacosh v + y;(v),ucosha sinh v + y,(v))

v v

y() = (y1(v),y2(v)) = cosh a fsinhr I'(t)dr, fcoshr I'(t)dr
0 0

i) r(u,v) = (usina,ucosacoshv + y,(v), ucosa sinhv + y,(v))

v v

y() = (y1(v),y2(v)) = cosa j sinht I'(1)dT, j cosht I'(t)dt
0 0

lii) sinhax + coshaz =0
veya
sinax — cosaz = 0
denklemleriyle verilen bir Lorentz diizlemi
iv) (y,z) —diizlemi paralel bir Lorentz diizlemi

v) Silindirik yiizeyin bir pargasi.
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6.1. Sabit Spacelike Dogrultulu Spacelike Sabit Acih Yiizeyler

M bir spacelike yiizey olsun . @ da sabit spacelike k dogrultusu ile N = (n4, n,, n3)
birim normali arasindaki sabit a¢1 olsun. Genelligi kaybetmeden sabit dogrultu birinci reel
eksen olarak alinabilir. & agis1 i¢in bir durum s6z konusudur. Yani

g(N, k) = sinha
olmasidir. Simdi bu durumu inceleyelim :
k spacelike bir birim vektor oldugundan M iizerindeki e; spacelike vektor alani i¢in
k = coshae; + sinhaN (6.1.1)
yazilabilir.

Yardimar teorem (6.1.1) : e,, e;'e ortogonal olan M iizerinde bir birim vektor
alani olsun. y(M) in {e;, e,} ortonormal bazi i¢in

D,,N = Aey, D,,e; = —Atanhae,, 1 = A(u,v)

D, N =D, e, =D, e; =0

dir [22].
Ispat : (6.1.1) esitligine D,, uygulanirsa,
D,k = coshaD,,e;, + sinhaD,,N (6.1.2)
elde edilir.

ez[g(N, e;)] = 0 oldugundan
g(De,N,e;) + g(N,D,,e;) (6.1.3)

olur, buradan e,[g(N,N)] = 0 oldugundan D,, € A(M) oldugu gbriiliir. Boylece

D,,N = Ase; + 2e, (6.1.4)
elde edilir.

(6.1.2) ve (6.1.4) den

D,,e; = —tanha(d,e;, + Aey) (6.1.5)

elde ederiz. « = 0 olmas hali daha sonra incelenecektir.

(6.1.3) esitliginden D,,N = Ae, ve D, e; = —Atanhae, oldugu kolayca gbriiliir.
(6.1.1) esitligine D, , uygulanirsa

D, k = coshaD, e, + sinhaD, N (6.1.6)
elde edilir. e;[g(N,N)] = 0 oldugundan

D, N = pieq + uze; , pi,p; ER (6.1.7)

30



yazilabilir . (6.1.6) , (6.1.7) ve e;[g(eq,e1)] =0 dan

D, es = —p, tanhae, (6.1.8)
bulunur.

M nin S sekil operatorii simetrik oldugu icin g(S(eq),e;) = g(e1,S(ez)), U, =
A1 = 0 oldugu goriiliir. Buradan D, N = D, e; = 0 elde edilir. Rj iin {e;, e, N} bazina
gore aq,a,,a; € R olmak lizere 56281 = a,eq, + aye, + azN seklinde yazilabilir.

Basit hesaplamalar ile D, e, = 0 bulunur.

Simdi asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonu¢ 6.1.2: D, e; =D, e; =0, D,,e; = —Atanhae, , D, e, = Atanhae,
dir [22].
M spacelike yiizeyi
r=ruv) = (x(w,v),y(uv),z(uv))
olarak ifade edilebilir.
B:u — R bir diferensiyellenebilir fonksiyon olmak tizere biz r, = e,
1, = B(u,v)e, kabul edilebilir.

Sonug 6.2.2 den
w=0, n, = [)’u%rv , Tyy = —Atanhar,
ve
T,y = AB*tanha 7, + %,Bvr,, + AB%N
elde edilir.
Ty = Tyu V€ Ny, = Ny, oldugundan
B, +ABtanha = 0,1, — A*tanha = 0 (6.1.9)
diferensiyel denklemi elde edilir.
Bu denklem ¢oziiliirse
Au,v) = -8 Blw,v) = () (u+ I'(V)) (6.1.10)
u+I (v)
veya
Alu,v) =0, B(u,v) = B(v) (6.1.11)
bulunur.

Simdi M igin bir siniflandirma verilebilir. (6.1.10), (6.1.9) denklemi igin bir

¢Oziimii olsun.
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g, k) = cosha ve g(r,, k) = 0 oldugundan
r(u,v) = (ucosha, h(u,v))
elde edilir. Burada h(u, v) € R? dir. g(r,,7,) = 1 oldugundan
g(hy, hy) = yii — zii = —sinh’a
yazilabilir. Boylece
h, = (sinhaf;(v),sinhf,(v))
elde edilir ki burada f(v) = (fi(v), ,(v)) € R% ve ||[f(v)|| = 1 dir. Dolayisiyla
r(u,v) = (ucosha, usinha fi(v) + y,(v) ,usinha f,(v) + y,(v))

elde edilir. r;,,, = 1, oldugundan

dy; | dfy
E = smha%F(v)
dys_ . df

. 2
o sinha %F(v)

oldugu kolayca goriilebilir.
Genelligi bozmaksizin eger f(v) = (coshv, sinhv) alinirsa
r(u,v) = (ucosh a, usinh @ coshv + y;(v) ,usinh a sinhv +y,(v)) (6.1.12)

bulunur ki burada

v v

y(v) = (y1(v),v2(v)) = sinha fsinhr I'(t)dr, fcoshr I'(t)dr,
0 0

dir.

Simdi de (6.1.11), (6.1.9) denklemi i¢in bir ¢6ziim olsun. B, = 0 oldugundan
T,y = 0 olur.

Ty =0 ve n,, =0 oldugundan h,,, = 0 ve h,,, = 0 oldugu sdylenebilir. Bu ise
h, nun R% de sabit bir vektdr olmast demektir.

u bir sabit olacak sekilde h, = (sinh a sinh u, —sinh a coshy) oldugunu kabul
edelim.

Boylece ;

h(u,v) = (usinh a sinh u + y,(v) ,—usinh a cosh u + y,(v))
yazilabilir.
1, Ve 1, ortogonal oldugundan;
y(@) = (r1(v),y2(v)) = (cosu I'(v), —sinh uI'(v))
elde edilir. Bu son denklem

r(u,v) = (ucosh a,usinh a sinhy + coshu I'(v) ,— usinh a cosh u — sinh u I'(v))
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oldugunu verir.

0 sinhu coshu
1 0 0

Lorentz transformasyonu formu uygulanarak;

[0 cosh u sinhu]

r(u,v) = (I'(v),—sinh a, cosh a)

elde edilir.

Bu ifade de
cos ay +sinhaz =0
Lorentz diizlemi i¢in bir parametrizasyonudur.

Ozel durum :Eger a = 0 ise 0 zaman k = e, dir. Béylece k, M ye teettir.

Burada ;

r(u,v) = (u, coshul’ (v), sinhul’ (v))
olarak yazilir. Bu durumda M silindirik yiizeyin bir kismidir.

Sonug olarak asagidaki teoremi verilebilir .

Teorem 6.1.3: Sabit spacelike dogrultulu her spacelike sabit agili M ylizeyi

asagidaki ylizeylere esdegerdir [22].

(i) 7r(u,v) = (ucosh a,u sinh a cosh v + y,(v),u sinh a sinhv + y,(v)),

burada

v v

y(v) = (y1(v),v2(v)) = sinha fsinht]"(r)dr,f cosht I'(t)dt |,
0 0

dir.
(i) r(u,v) = (u,y1(v),y,(v)) silindirikal yiizeyin bir parcasidir ki burada

y(@) = (r1(v),y2(v)) = (cos uI'(v), —sinh p I'(v)) ,
dir.
(iii) cosh ay + sinh az = 0 denklemine sahip bir Lorentz diizlemi.

(*) denkleminden M spacelike sabit acil1 yilizeyinin ortalama egriligi;

H= 1/1
_Zg

dir ki burada & = g(k, k) dir.
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Boylece asagidaki sonug verilebiilir.
Sonuc¢ 6.1.4: Minimal spacelike sabit acili yiizey yukaridaki diizlemlere karsilik
gelir.
Ornek 6.1.1:
a) (6.2.12) de I'(v) = 1 ve a = 2 alinirsa
M:r(u,v) = (ucosh(2),cosh(v) (usinh(2) + 1) — 1,sinh (v)(usinh(2) + 1)
(Sekil 6.1)
parametrizasyonu elde edilir.
b) (6.2.12)de I'(v) =vve a =2

u cosh(2),cosh(v) (usinh(2) — 1) + 1 + vsinh(v),

M:r(u,v) = ( sinh(v)(usinh(2) — 1 + vcosh(v) ) (Sekil 6.2)

Sekil 6.1. Sabit spacelike dogrultulu timelike sabit agil1 yiizey

Sekil 6.2. Sabit spacelike dogrultulu spacelike sabit agil1 ylizey
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7. SONUCLAR

Sirastyla S2 X R , H> X R ve E3 uzaylan icin elde edilen asagidaki sonuglari
karsilastiralim. Boylece asagidaki ifadeleri verebiliriz. M nin sabit acili bir ylizey olmasi
icin gerek yeter ve sart bu ylizeyin asagidaki sekilde bir immersiyonu ile verilmesidir.

1) "M —> S?2XR

(u,v) = (cos(ucosO)f (v) + sin(ucos)f (v) X f'(v), usinf)

Burada f:1 — S? birim hizh bir egridir.

S? birim kiiresinde bir ve " x "', R® deki vektdrel garpimdir.

2) M- H XR

(u,v) = (cosh(ucos8)f(v) + sinh(ucos8)f(v) K f'(v), usind)

Burada f:1 —» 7, H? hiperboloid modeli iizerindeki birim hizli bir egridir ve
buradaki “’[X°” da R3, 3-boyutlu Lorentz uzayinda vektdrel carpimdir.

3) M - E3,

(u,v) = (cosl f(v) + y(v),usinb)
Burada f:I — R?, S! birim ¢emberinin bir parametrizasyonudur veya f bir birim

sabit vektordir ki y'(v) L f(v) dir.

Hatirlatma 1: Bu durumlarin hepsinde R boyunca 3. bilesen her zaman

z(u,v) = usinf dir [22].

Hatirlatma 2: S? X R deki M yiizeyi K = cos?6 > 0 sabit Gauss egriligine

sahip bir yiizeydir. M yiizeyi # X R de almirsa K = —cos?6 < 0 olur. E3 de
ise K = 0 olacaktir [22].
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