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1.GIRiS

Dogada, hidrodinamikte ve pek ¢ok bilim dalinda, akiskanlarin hareketleriyle ilgili
karsilagilan olaylar aciklamak i¢in bu olaylar1 ifade eden denklemlerle ilgili problemlerin
coziimleri ve ozellikleri incelenmektedir. Akis hareketleriyle ilgili 6rnegin atmosferik
hareketlerde, okyanusta suyun hareketlerinde, endiistride; gaz yogunlugunun dagilimi gibi,
cevrenin insasinda; dogal havalandirma, merkezi 1sitma gibi olaylarin incelenmesinde

karsilasilmaktadir.

Benard problemi diisey dogrultuda alttan 1sitilan akislarin cesitli hareketleriyle ilgilidir.

Daha fazla ayrint1 i¢in [4] kaynagina bakilabilir.

Bir cismin 0< x, <1 bolgesinde x, =0 ve x, =1 kat1 yiizeyleri ile sinirh bir tabakada olan

homojen sikistirtlamaz akisla dolu oldugunu diistinelim.

T, ve T, sabitler olmak iizere, akis tabakasi alttan 1s1t1lsin, alt tabakadaki sicaklik 77, tist
tabakada ise 7, <7 olsun.u = (u,,u,) akisin hizini, p basincini, T sicakligini

gostermektedir.

Bu tezde; Benard Problemini 2-boyutlu uzayda ele alacagiz [6, 24].
Problemde yer alan sistem:

ou

§+(u.V)u—vAu+Vp:en(T+Tl) . Qx(0,7) (1.1
oT

S+ (u.V)T-K AT =0 . 0x(0,7) (1.2)
Vu=0 . 0x(0,7) (1.3)

denklemlerinden olusur. Burada Q =(0,1)x(0,1), >0 dur.

(1.1) - (1.3) denklemleri asagidaki sinir kosullariyla birlikte diisiiniilecektir.
x,=0vex,=1 ‘deu=0 (1.4)
x,=0°‘daT=T, vex,=1“de T=T =To-1 ,ayrica (1.5)
X, yoOniinde periyodik sinir kogsullar1 saglansin, yani

p,u,T,0u/dx, ,dT/dx, * ler x, yoniinde periyodik fonksiyonlar olsun, (1.6)

Genel bir ¢ fonksiyonu i¢in peryodiklik ,



¢ x=0 = ¢ x=1 (n=2)

biciminde tanimlanir

Burada

du _[u,
o \u, )’

ou du
= +

Vu=—+—
ox, ox,

9

WV)u=(u0)u; = (

0 d
v=(=, 2
(axl ox, )
2 2
A= a_ + a_
ox;  ox;
dir.

(1.1) denkleminde

u,0,U; +u,0,U,

u,0,u, +u,0,u,

O=T+T,—x,(T,-T,)=T+T, +x,

doniisiimii uygulanir

p yerine

p—(x,+% (T, =T = p—(x,+ %, /2)

Sa

alinirsa, (1.1)-(1.3) denklemleri

ou
ot

26

—+(uV)u-vAu+Vp=e,6

o (u.V)O-u,-k AO=0

ot

biciminde ifade edilir. Bu denklemler i¢in sinir kosullarimi yeniden diizenlersek,

R

x,=0vex,=1"deu=0, =0 * dur.

Bunun yaninda (1.4),(1.6) kosullari, T yerine ¢ alinarak saglanacaktir.

Ayrica u(x,0)=u, ,

6(x,0) =6,

(1.7)

(1.8)

(1.9

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)
(1.15)

baslangi¢ kosullar1 goz 6niine alinacaktir. Yukarida tanimlanan problemin ¢dziimlerinin

varlik tekligi incelenecek daha sonra yutan kiimesinin varligr yani (1.11)-(1.15)

probleminde yer alan sistemin dissipatif oldugu gosterilecektir. Daha sonra bu sistemin

yerel olmayan ¢ekicisinin varligi gosterilecektir.



2.ON BILGILER VE TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ¢alismada kullanilacak temel kavramlar, lemmalar, teoremler, ¢esitli notasyon

ve esitsizlikler verilecektir.
2.1.Temel Tammlar

Tanim

X bir vektor uzay: olmak iizere X x X iizerinde taniml (,)X her x,ye X ve

a,be Cigin

i) (x.y), =(¥x),
ii) (ax+by,z), =a(x,z), +b(y.2),
iii)  (x,x), =0 ancak ve ancak x=0,

1v) (x,x)y >0, u#0 icin

kosullarini saglayacak sekilde bir doniisiim ise X uzayinda bir i¢ carpim olarak adlandirilir
[21].

Tanim

X bir vektor uzayi ve |||| X iizerinde ,/(x, x)x = ||x||x ile taniml1 bir norm olmak iizere i¢

carpimdan dogan bu norma gore X uzayi tam ise Hilbert uzay1 adin1 alir [1].
Tanmim

Q c R" olmak tizere K kiimesi

K={x:u(x)#0}

fle tanimlansin. Eger K, Q da kompakt ise K ya u nun kompakt destegi denir ve suppu ile
gosterilir [12].



Tanim

X normlu uzaymin duali olan X ' uzayindaki bir {¢,} _, dizisi Vxe X ve n — oo i¢in

neN
#, (x) > ¢(x) oluyorsag, dizisi ¢ ye zayif yildiz yakinsaktir denir ve ¢, Lgb

seklinde gosterilir [5].
Tanim

X normlu uzaymndaki {x,},_, dizisi Vge X' i¢in n — oo iken ¢(x,) — ¢(x) oluyorsa x,

dizisi xe X e zayif yakinsaktr denir ve x, ——>x yada x, — x seklinde gosterilir [5].

Tamim

X normlu uzayimndaki {x, } _, dizisi n — oo i¢in ||xn —x” — 0 oluyorsa x, dizisi xe X e

giiclii yakinsaktir denir ve x, — x seklinde gosterilir [5].

Tamim

X veY , K cismi tizerinde Banach uzaylar1 olsun.

a) Eger xe X igin”x”y <C ||x||X esitsizligi saglanacak sekilde C sabiti varsa X uzay1 Y

uzayina siirekli gomiilmiistiir denir.
b) Siirekli gomiilmeye ek olarak X deki her sinirli dizi Y de prekompaktise X c Y

gomiilmesine kompakt gomiilme denir [5].

Tanim

11(Q)=H,(Q)®G, (Q)
seklinde yazilir burada
H,(Q)={ue L'(Q): divu=0,un|,, =0}

G, (Q)={ue ' (Q):u=Vp,pe L, (Q)icinVpe L' (Q)}



. 2 . .
dir. P:L*(Q)— H_(Q) ya Helmholtz-Leray projeksiyonu olarak adlandurilir [7].

2.2.Fonksiyon Uzaylar
Tanim

Bir Q bolgesi lizerinde tanimli k ve k ya kadar olan mertebelerden tiirevleri siirekli olan

fonksiyonlar uzay1 C* (Q) ile gosterilir [12].
Tanim

Bir Q bolgesi iizerinde her mertebeden tiirevleri siirekli olan fonksiyonlarin uzayr C” (Q)

ile gosterilir [12].
Tanim

Bir Q bolgesi tizerinde her mertebeden tiirevleri siirekli olan ve kompakt destege sahip

fonksiyonlar uzayr C; (eo)ile gosterilir [1].
Tanim

Q,R"de bir bolge,u,ve L, (Q) , & bir katli indis olsun. Eger Vge C; (Q) icin
[uD?gdx = (=1)" [ vodx
Q Q

esitligi saglanacak sekilde bir v fonksiyonu varsa v fanksiyonuna u nun € bolgesinde

|0!| =, +...+ 0, = k. mertebeden zayif tiirevi denir. Burada k pozitif tamsayidir [5].

Tanim

p pozitif gercel say1 ve Q , R" de bir bolge ve xe R"olmak iizere

Hu (x)‘p dx < oo

Q
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kosulunu saglayan, dlgiilebilir fonksiyonlar uzayina L” (Q) uzayi denir. Bu lineer vektor

uzay1 lizerindeki norm

1
)4 = ||M||L”(Q) = (Hu (x)‘p dxjp
Q

seklinde tanimlanir [1].

Ju

Tamim

p =co olmak iizere  da hemen hemen her yerde sinirhi Olciilebilir fonksiyonlar uzayi

L (Q) ile gosterilir. Bu uzay iizerindeki norm

el =ee] - , =e55 sup‘u(x)‘
xeQ

seklinde tanimlanir [1].
Tanim

X Banach uzay1 olmak lizere 1 < p <o ve —oo < a <b < oo olacak sekilde (a,b)

b
den X e tanimlanmus olan olgiilebilir ve J-H f (t)Hi dt < ookosulunu saglayan f

fonksiyonlarinin uzayr L” ((a,b);X ) ile gosterilir ve iizerindeki norm

1
b P
= 10l |

biciminde tanimlanir. p =0 oldugunda L~ ((a,b);X )uzayl (a,b) den X e tanimlanmis

olan ess sup” f (I)HX < oo kosulunu saglayan odlciilebilir fonksiyonlarin uzayidir ve
te(a.b)

tizerindeki norm
71y = es3supll £ (1)

seklinde verilir [25].



Tanim

X bir Banach uzay1 ve 0 <T < oo olsun.

(@) C"([0,T],X) , m=0,1,... uzayr u:[0,7]— X uzayma tamml biitiin siirekli

fonksiyonlardan olusur ve bu fonksiyonlar [0,7] aralifinda m-yinci mertabeden siirekli

tiirevlere sahiptirler ve bu uzaydaki norm

u (o)

def m
Jue] = D_max
= osi<t

seklinde tanimlidir.

Burada sirasiyla t=0 ve t=7" sinir noktalarinda u fonksiyonlart tiirevli olmalidir.
(b) 1< p < olmak iizere, L, (O,T; X ) uzay1 u :]0,7[— X Ool¢iilebilir fonksiyonlarindan

olusmaktadir. Bu uzaydaki norm

def (T, » /ﬂ
o, 2 [t | <

seklinde tanimlidir.

Tanim

k>0 tamsayl, 1< p<oo olmak iizere kendisi ve k. mertebeden tiim genellestirilmis
tiirevleri L (Q) sinifina ait olan tiim fonksiyonlar uzayina whr (Q) Sobolev uzay: denir.
p=2ise Wk’z(Q)sz (Q),

p=0ise H'(Q)=0L(Q)

ile gosterilir. Bu uzay tizerindeki norm

1
2. U D7 de,, (1< p<oo)
”u”Wk»P(Q) =qlad<k\ 0
Z ess sup, ‘Dau‘ (p=o0)

|al<k

ile tammmlanmistir [5].



Tanim

S(t) yar1 grubu igin, eger her Bc V smirh kiimesi igin en az bir t =#(B) Vt >1(B)

S (1) B < A olacak sekilde varsa, A c V kiimesine V ’de yutan kiime denir [19].

2.3.Kullanilan Esitsizlikler

Young Esitsizligi

I<p,q<e l+l =1olsun. Bu durumda
p

ab<ea” +C(€)b (a,b>0,e>0)

Cle)=(ep) "¢
esitsizligi saglanir ya da 6zel olarak

14 bq
+— (a,b>0)
)2

bicimindedir[5, 24].

ab <

Cauchy-Schwarz Esitsizligi

H bir reel lineer uzay
(..): HxH — R i¢ carpim, ue H ve ||u|| = (u,u)“2 i¢ carpima karsilik gelen norm olmak
tizere Cauchy-Schwarz esitsizligi u,ve H ig¢in

e} < el

biciminde ifade edilir [5].

Holder Esitsizligi

1<p,q<eo , Loy otsun. Eger ue L,(Q),ve L, (Q) ise
P q

£|“V| dx < ||u||Lp(Q) ||v||Lq(Q)



olur [5].

Ladyzhenskavya Esitsizligi

1 1
5 5 1
L <cluf |l . Vue H

J

esitsizligi saglanacak sekilde bir ¢ sabiti vardir.

Uniform Gronwall Lemma

g h.y fonksiyonlar1 J¢,,+eo[ aralifinda ii¢ pozitif lokal integrallenebilir fonksiyonlar ve y'

It,,+oo[ araliginda lokal integrallenebilen ve ayrica

%Sgy+h, Vit>t, 2.1

sartin1 saglayan bir fonksiyon,

t>1, i¢in
.[ g(s)ds<a,, .[ h(s)ds<a,, .[ y(s)ds < a, 2.2)

t t t

olsun. Bu durumda

YV 1>1, igin y(t+r)< (& +a, j exp(a,) esitsizligi saglanr,
r
buradar, a;, ay, a3 pozitif sabitlerdir. 2.3)

Ispat: t, <t <s<t+r olsun. (2.1) esitsizligini exp [— .[ g(7) dz‘j ile garpalim ve

i(y (s)exp(—j g(7) dZ'D < h(s)exp(—j g (Z')df] <h(s) esitsizligini elde edelim.

ds

Esitsizligin her iki yanini s’den t+r’ye integralleyelim,

y(1+r)< y(s)exp(t]r g(Z')dfj+(Tjrh(f)dfjexp(rf ¢ (T)dfj

s s s

y(t+r)<(y(s)+a,)exp(a)

son esitsizlikte s lizerinden t’den t+r’ye integral alirsak (2.3) esitsizligine ulasirniz[15].
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2.4.ilgili Teorem ve Onermeler

Onerme [25]

m=0,1,... ve 1< p <o X,Y Banach uzaylar1 olsun. Bu durumda

(@) C"([0,T],X) uzay

m
Jed] = 2 max
=0 0<t<T

normuyla Banach uzayidir.

u® (t)‘

(b) C([O,T], X) , I (O,T; X) uzayinda yogundur ve C([O,T], X) cl’ (O,T; X) suireklidir.
(¢) X ayrilabilir bir uzay ve 1< p <oo olmak iizere L’ (0,7; X ) uzay da ayrilabilirdir.
(d) 1£g<r<e, X Y siirekli gomiilme ise

L (0,7;X)c L' (0,T;Y) de aym zamanda siireklidir.

Onerme

ue ' (0,7;H (Q)) ve %e C(0.7;H'(Q)
ise ue C([0,T];H* (Q)) dir [19,22] .

Onerme

X Banach uzayi, 1< p <o 1 +l =1 olsun. X ', X uzaymnin duali olmak iizere
P 9

L’ (a,b; X ) uzaymun dual uzayr L' (a,b; X ') dir[5, 25].

Teorem (Alaoglu Teoremi) [19]

X bir ayrilabilir Banach uzay ve {f, } X" da sirli bir dizi olsun. Bu durumda { £}

dizisinin zayif yi1ldiz yakinsak bir alt dizisi vardir.



Sonuc(Alaoglu Teoremi Sonucu)

X yansimali bir Banach uzay1 ve {x,} X de sinirh bir dizi olsun. Bu durumda {x, } X de

yakinsak bir alt diziye sahiptir.
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3.BENARD PROBLEMIN COZUMLERININ VARLIK TEKLiGi

Benard problemi ¢esitli arastirmacilar tarafindan cesitli sinir kosullar1 altinda incelenmistir

[2, 3, 10, 16].

Bu kisimda (1.11)-(1.14) ile verilen Benard probleminin ¢éziimlerinin varlik ve tekligi
asagida belirtilen sinir kosullar altinda incelenmistir. Oncelikle problemde ele alinan

uzaylar verilecektir [6, 24].
3.1. Fonksiyon Uzaylan

Bu boliimde 6ncelikle kullanilacak uzaylar ve notasyonlar verilecektir.

Q=(0,1)x(0,1) = R? bir bolge olsun.

v,={oeH'(Q):i=12 6

0. 3.1)

x=0 =
V, ={ue v} divu =0} dir. (3.2)

Bu uzay iizerindeki i¢ carpim ve norm

) ={((wu))}” (3.3)

((u,v)) = .[Vu.Vvdx ,

bi¢ciminde tanimlanir. V, uzay1 tammmlanan bu i¢ carpim ve norma gore bir Hilbert uzaydir.

Ayni1 notasyonla V ve V; deki ((,)) i¢ ¢arpim notasyonunu ve |||| ile de V,, V’deki normu

gosteriyoruz.
H,=L(Q) (3.4)
2
H,={u=,u)e (B@), dine=0 , w|  =uw|  =0u|_ =u|_] (3.5)
olmak iizere iizerindeki i¢ carpim ve norm
(u,0)=[ubdx , |u| ={(u,u)}> (3.6)
Q

bi¢ciminde tanimlanir.

H=H xH,, (..) ve || notasyonlari ile ayn1 zamanda H ve H, lizerindeki skaler ¢carpimi

ve normu gosterecegiz. Burada
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A, i=1,2 ’ler siirsiz lineer operatdr olmak iizere.
A :D(A)—H,
(Au,0)=((u,0)) , Yu,0e D(A) (i=1,2) (3.7)
biciminde tanimlansin.
D(A)=V,NH*(Q)", D(A,)=V,NH*(Q) olsun.
D(A)=D(A)xD(4,) dir.
A’ler self-adjoint, pozitif ve bu operatorlerin tersi kompakt, self-adjoint lineer
operatordiir.
Ayrica B, ve B, bilineer operatorleri

B :D(A)XD(A)— H, , B,:D(A)xD(A,)— H, olmak iizere

1 2

(B, (u,)w) =((u.V)8,w) = j[(u.V)ﬁ]wdx , Vu,8,we D(A)) (3.8)
Q
(B,(w, o) = [[(uV)@lydx , Vue D(A), Vope D(A,) (3.9)
Q

biciminde tanimlansin. Bu notasyonlarla birlikte, (1.11)-(1.12)’denklemleri,

du

E+1)Alu+PlBl(u,u)—620=O (3.10)
de

E-I—K'AZQ-I-PZBZ(M,Q)—MZZO (3.11)
6(0)=6, , u(0)=u, (3.12)

biciminde ifade edilebilir. Burada P; I’ (Q) dan H, (i=1,2) ye dik izdiisiim
operatoriidiir. ¢ ve ¥ test fonksiyonlar1 olmak iizere (3.10)ve (3.11) denklemlerini

sirasiyla bu test fonksiyonlari ile skaler carpar € iizerinden integral alirsak

%(u,qo)+(1)A1u,(p)+b1 (u,u,p)=(e,8,9) (3.13)
(0.9)+ (VA0 ) b (1.0.) = (.0) (.14

denklemleri elde edilir.

Burada sirasiyla b; ve b; ticlineer formlari

2
b, (u,v,w)= z jua.v.w uv,weV;

[l R R
Lj=1Q



(x,y,2 ZJ.xaiyZ,

i,j,=1Q

biciminde tanimlanir. Uclineer formun baz1 6zellikleri asagida verilecektir.

Uclineer Formun Ozellikleri

Onerme [24, 19]:

ue H, v,weV olsun. Bu durumda
b(u,v,w)=-b(u,w,v)
dir.

Ispat: b(u,v,w) = J-Zu (9,v;)w;dx

Qi,j=1

= —I Zm: 9, (uw,)v,dx

Qi,j=1

=—IZ(8u)wv +u, (9w, )v,dx

Qi,j=1

=—b(u,w,v)
Onerme [22, 19]:
ue H, ueVolsun. Bu durumda
b(u,u,u) =0 dir.

2

Ispat: b(u,u,u) ZIulaiujujdx Zju —8 ()’ dx

iL,j=lQ i,j=l1Q

2 l 2 l 5
Zzia dx ,;ZQalulujdx

i,j=1
Vu=0 ve ue C; (Q) oldugundan,

=—z J-uujﬂidszo

u =laq

dir.

(3.15)
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Onerme [19]:

ue H, 8¢V olsun. Bu durumda

b(u,0,6)=0 dir.

Ispat: Uclineer formun tanimindan

b(u,6,0)= iju.a.ﬁ.ﬁ.dx

L
i,j=1Q

Vu=0 ve ue C; (Q) oldugundan

:—z [w6nds=0 (3.16)

tjmﬂ

dir.
Onerme [19]:

u periyodik fonksiyon ve Yue D(A)=H(Q)NV igin.
b(u,u, Au)=0 (3.17)
dir.

Ispat: Periyodik durumda Au =—Au ve iiclineer formun tanimindan

b(u,u,Au) =—iJ‘ui (aiuj)Aujdx
iL,j=1Q

- ZZ: J"‘i (04, ) 9u dx

ij.k=10

yazilir.

Kismi integrasyon uygulandiginda,

=— Z ja u0u;0,u, dx+ ZZ: ja (uau )akujdx

i
i,.j.k=1¢ i,j,k=1¢0



elde edilir.

ik
i,j.k=19Q i,j.k=1¢Q i,j.k=1¢

=—ijulalu18uﬂdx+ Iauauaudx+ZIu8 u;0,u,dx

ou 0, u;dx+ ZZ: Iulalku 0, dx

z]k 10 i,j.k=1Q

= ZZ: J.ui% "+ 22: J.a u,0u ;0 u dx
isJ Q Q

i,j,k=1

Il
'—o

QJ

:

[l
N | =
g
0 —_—
Qv
—_——
=
—_
Q)
:
v
l\.)l'—*
b‘—z

dir. Burada

2 2
> J.akuiaiujakujdx .[ 0, 14014,0,U; 40,14,0,14.0, 1,
Q

i,jk=1Q i=1

2
Z 0,u,0,u,0,u, +0,1,0,u,0, U, +0,u,0,u,0,u, +09,u,0,u,0,u,

j=

—_

2
= > [0,14,0,2,0,14, +91,0,4,0 1, +0,14,0,14,0 10, +3,14,0,14,0,14, +
Q

k=1
+0,u,0,u,0 U, + 0,1,0,U,0,u, +0,U,0,u,0,it, +0,1,0,1,0,U,

bu ifade diizenlendiginde
= I 4)" 40100, (94 +0.16) +(9ps )" (Oph +0.05)+924)" (O +0,1,) +(015) eldle
edilir.
J- (0 ”1 +(9, ”2)
Q
divu =0 oldugundan
= I(alul + a2”2)((81”1 )2 —0,u,0,u, + (azuz )2) =0
Q

dir.
3.2.Benard Probleminin Coziimlerinin Varhgi

Bu kisimda Benard probleminin ¢oziimlerinin varligi incelenecektir. Oncelikle (3.10)-

(3.12) problemine karsilik gelen varyasyonel problemi elde edelim. Sirasiyla (3.10) ve
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(3.11) denklemlerini ¢ ve ¥ test fonksiyonlariyla carpalim € bdlgesi lizerinden integral

alalim. Buradan

%(u,¢)+l)(Vu,V¢)+bl(u,u,(x‘)):(ezﬁ,gb) (3.18)
%(0,;//)+K(V&,Vl//)+b2(u,0,l//) = (u,.v) (3.19)

denklemleri elde edilir. Siireklilikten (3.18) ve (3.19) sirasiyla Vv, eV, , Vv, eV, i¢in

saglanacaktir. Boylece problemin zayif ¢oziimii asagidaki manada saglanacaktir.

Tanim

u,€ H, , € H,, >0 olsun. ue L’(0,7,V,)nL" (0,7, H,) ,
0e [’(0,7,V,)nL"(0,7,H,) fonksiyonlari eger V@, test fonksiyonlart igin
(3.18) ve (3.19) u sagliyorsa (QX(O,T)) tizerinde (3.10) , (3.11) probleminin zayif

¢Oziimii denir.
Zayif ¢oziimlerin varlig ile ilgili agagidaki teorem verilecektir.

3.2.1.Teorem[8, 23]:

u,€ H, , g, H, ve 7>0 ise (3.10)(3.12) probleminin en azindan bir zayif ¢oziimii

vardir.

Ispat: Problemin zayif ¢oziimlerinin varligini ispatlamak icin iyi bilinen Feado-Galerkin

metodu kullanilacaktir [13, 22, 17]. {w,} € D(4)) , {W,} = D(A,) dizileri, H; ‘nin ve

H’(Q)’mn ortonormal bazi olan elemanlarin dizileri olsunlar.

Her mi¢in u,,60, yaklasik ¢oziimlerini

u, (f)=igim(t)w,« : Qn(f)=i§,«m(t)v‘v,», (3.20)



bi¢iminde tanimlayalim. (3.18) ve (3.19) denklemlerinde u yerine u, , € yerine 6, , ¢

9 .
yerine w; , ¥ yerine w, yazalim

(u:n (t),wj)+v((um (t),wj))+b1 (um (t),um (t),wj)=<en0m,wi> , j=1,....m (3.21)

(0,; (r),v;kj+ x((@m (z),v;kjjwz (um (1).6, (z),v;kj =<u’,w, >, k=1,...m (3.22)

dir. Burada u , u, 'nin 2. bilesenidir. Bunun yaninda
u,(0)=u,, , 6,0)=6,, (3.23)

dir. Burada u,, , 6,

Om

sirastyla u, ve 6, ‘m H, ve H, uzaylarina dik izdiisiimiidiir.

(3.21),(3.22) den

m

) € @+03 () O+ S 00w W) (D80 =<0, Y 8O w, > (3:24)

i=1 i=1 il=1 i=1

m

58, G0+ K () + D0, 7,8 (02, (=< Y 000, > (3.25)

i=1 il=1 i=1

denklemleri elde edilir. (3.24) ve (3.25) denlemleri g, (t), g, (t) i=1,....m ,k=1,....m

fonksiyonlar i¢in lineer olmayan bir diferansiyel denklem sistemi verir.

1<i, j <m olmak iizere bu (3.24),(3.25) diferansiyel denklem sistemini (wl., wj) , (W, w,)

elemanlarina sahip singiiler olmayan matrisler ile sirasiyla carparsak

g+ 0,8, O+ @8, 18, =B, <edw, > (3.26)
j=1 k=1 j=1

gL+ @8, O+ 38,18, (1= B, <ul,w, > (3.27)
j=1 k=1 j=1

denklem sistemi elde edilir. Baslangi¢ kosullari

8O =(u,,w;) , &, (0)=(6,w,) (3.28)
bicimindedir. Boylece (3.26),(3.25) denklemleri (3.28) baslangi¢ kosullariyla birlikte
[0,7,] araliginda maksimal bir ¢oziime sahiptir [18]. Daha sonra u,, ve 6, ile ilgili bazi 6n

degerlendirmeler elde edilecektir. Bu degerlendirmeler géz oniine alindiginda

7, = Tolmalidir.
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Simdi sirasiyla (3.24),(3.25) diferansiyel denklem sistemi g, (¢), g, (?) ile carpilarak

taraf tarafa toplanirsa
(u:n (t),um)+ v((um (t),um))+b(um (t),u, (t),u, ) =<e O,u, >

(6,(1).6,)+x((6,(1).6,)) +b(u,,(1).6,(1).6,) =<u;.6, >

elde edilir. Denklemde yer alan bu terimler yeniden diizenlenirse,

ou" d
2 , m —- m’ m
( ar " j dt(u ")

or 2 dt

(Alu'",u'" ) = ((u'",um)) = .[Vu'".Vumdx = ||u||2
Q

b(u" ,u",u")=0

()
ot

(A,0".0")=((6".0"))=[Ve" Vo dx=|6|

m

ld
2di

bu",0",0")=0
Yukaridaki diizenlemelerden

1d 2
24 =(c O
2 dr (€,6014,)

n-m?’""m

2
+0

u

m

um

m m

1d
L P arfo [ =(u2.0,

denklemleri yazilir.

Her iki denklemin sag tarafina Cauchy-Schwarz ve Young esitsizlikleri uygulanirsa

2 dt 2 20
2 dt 2K

yazilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda

ol | <, [

0,
dt v

m

2 |2

(3.29)

(3.30)
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bu denklemlerin sol taraflarina Poincare esitsizligi uygulanirsa
ol f < e
dt v
el exlef <o f
dt K

elde edilir.

Elde edilen denklemler taraf tarafa toplanir ve diizenlenirse
2
J+4(

elde edilir. Burada

“+l,)<0 (3.31)

0,

um

<+

(v—%j:,b’l , (K—%j:ﬁz olmak iizere min(f, 5,)=f dir.

vk 21 olmalidir.

Simdi elde edilen denklemin sol tarafindan son iki terim ihmal edilir ve 0’dan 7 ’ya

integrallenirse

6, (1) < (|u, (0] +

6,(0) ) vre (0.7)

‘um (t)‘2 +
yazilir.

u, O <lu,| . |6, (0)f <|8)| (3.32)

9

esitsizlikleri saglanacagindan [19]

(O |6, (1) <o +61)

e

bulunur. u, , & smrhidir ve bu sinir m’den bagimsizdir.

Boylece u, e L (0,7,H,) , 8,€ L"(0,7,H,)
elde edilir. u,, ve 6, iizerinde yeni degerlendirmeler elde etmek i¢in yukaridaki

denklemlerin yeniden diizenlenmesiyle

lu,, () +]6, () + B[ |, (2 dz+B,[|6, (7)] dz<|u, () +|6, (0)f

( 0

(3.33)
)
esitsizligi elde edilir. (3.33) esitsizligini O dan 7 ya integre eder ve sol tarafinin ilk iki

terimi ihmal edilirse ve (3.32) deki esitsizlik kullanilirsa

B[l @) do+ B[ |6, () dr<|u,| +|6)f (3.34)

( (

T T
) 0
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bulunur. Boylece (3.34) den

Jlua(@f de <4 {uf +lar )

0 1

: 1
[Ig.@f dr<—(ju[ +/af)
0 B

2

esitsizlikleri yazilir. Boylece u, € H, , 6, € H, oldugu dikkate alinirsa
u,el’0,7,H), 8 eL0,7,H,)

elde edilir.

Boylece {u,} , L'(0,7,V)NL(0,7,H,) deve
{6,},, » L'0.7,V,)nL"(0,7.H,)
de smurh dizilerdir. Bundan dolayr {u,} ve {6,} yakinsak bir alt diziye sahiptirler. Bu

diziler ayn1 sembolle gosterilebilir, yani
u, —u ya ’(0,7,V) de zayif yakinsaktr, L (0,7, H,) de zayif yildiz yakinsakur. (3.35)
6, — 0 ya [’(0,7,V,) de zayif yakmsakur, L”(0,7,H,) de zayif yildiz yakinsaktr. (3.36)

Boylece [22] 3. boliimde Teorem 3.1 ve daha sonra Teorem 2.2 kullanilirsa

{u,} —>u [}0,7,H,) de giglii (3.37)
{6.}—6 L[}0,7,H,) de giglii (3.38)
olarak yakinsaktir. (3.35)-(3.38) , (3.21) ve (3.22) de Navier Stokes denklemleri i¢in elde

edilen sonuclara benzer sekilde dikkate alinirsa [22]

(' (1).w, )+ 0((u(e).w,)) +b(u(t).u(t). w,) =<e,b.w, > (3.39)
(6/(1).w, )+ x((0(r).w, ) +b(u(2).0(2). w, ) =<u,.w, > (3.40)
esitlikleri elde edilir. Ayrica siireklilikten bu esitlikler @ =w, , ¥ =w, igin gegerlidir.

(' (1).0)+0((u(r). @) +b(u(t).u(t).0) =<e,8.0>

(6'(e).w)+x((6(1).w)) +b(u(r).6(c).¥) =<u,.y >

Boylece ispat tamamlanir.
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3.3 Benard Probleminin Coziimlerinin Tekligi
Bu kisimda Benard Problemi’nin tekligi incelenecektir.

Teklik ispat1 i¢in kabul edelim ki {z,d} , {v,n} (3.10)-(3.12)’ probleminin iki ¢6ziimii

olsun. Bu durumda u =z—v , 8 =9 —n olmak iizere,

d
?L; +VAu+ BB (z,2)- BB (v,v) =¢,0

de
= kA,0+ P,B,(z,0)— P,B,(v,1) = u,

denklemleri saglanir. Bu denklemler sirasiyla u ve @ ile carpilirsa,

l1d

ST u|2 +l)||u||2 +(PB,(z,2),u)—(PB,(v,v),u)=(e,0,u)

1 d
55'6"2 + k6| +(P,B,(z.5).0)— (PB,(v.1).6) = (u,.6)

elde edilir. Bu denklemler diizenlenirse

li u|2 +l)||u||2 +b, (z, z,u)—b1 (v,v,u) = (ezﬁ,u) (3.41)
2 dt
Slel + ] +.(2.6.0)=b. (v7.6) = (1,.6) (3.42)

yazilir. Burada iiclineer formun 6zelliklerinden

b (z,z,u)—=b,(v,v,u) =b(z,z,u)—b,(v,v,u)+b,(v,z,u) — b, (v, z,u)
=b(z—v,z,u)+b(v,z—v,u)
=b,(u,z,u)+b,(v,u,u)

= _bl (u7 u, Z) 5

b,(z,0,)—b,(v,n,6)=b,(z,0,0)—b,(v,,60)+b,(v,0,0)—b,(v,0,0)
=b,(z—v,0,0)+b,(v,0—-1,0)
=b,(u,6,0)+b,(v,0,6)
=b,(u,d,0)

yazilir.

Simdi buldugumuz sonuglar1 (3.41) ve (3.42) denklemlerinde yerine yazalim ve sag tarafa

Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulayalim. Boylece
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1

i+ ol -y .2 =

1d
Lo+ elof ~b,00.6.0) =

elde edilir.

Simdi her iki denklemi de 2 ile ¢arpip taraf tarafa toplayalim.

%(W +|6[’ ) +20|Ju|” + 26| < 2|, (u,u, 2)| +2[b, (u, 5, 6)| +4|u||6]
Elde edilen bu esitsizlikte, Poincare esitsizligi uygulanirsa

b b

|b1 (u,u, z)| < |u Vu Vu|||z||
v A
SZ(W”/) +W|”|2”Z”4

0,(1.8.0)| <[ -b, 0.8 < ] ]| 51 |1

Ky 1 2

<S1ef+ e

S S1of o 2l + o ol
2 2K\ 2 2v

Simdi elde ettigimiz esitsizlikleri yerine yazarsak,

g e 2 2 <28+ ZA L e g 5

d 3v v 27 1 1 1
(10 o+ (22l Sl ekl + g o+ 3 of

d 3k0—-0 27 1 1
(410 o+ (Pl < el 5+l 3o

d 3kv—-v 27 1
(W 1t + el + (222l s 1 +16F ) 254 + 1ol +3) 3.

3vk > v olmak iizere soldaki son iki terim ihmal edilir ve ze L*(0,7,V,)NL" (0,7;H,),

oe L’(0,7, V,)NL*(0,7;H,) oldugundan,
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T
[l de <20l g el ey <
0

T
[181" dr <2081, . 100, <
0

27
7|

oldugundan f(¢)=
20

z”4 +||5||4 +% , [0,7] araliginda integrallenebilirdir. Boylece

, d 0 2 2
(3.43)°den E{exp(—}[ f(s)dsJ{|u| +|6] }}so dir. (3.44)

u(0)=0, 6(0)=0 oldugundan, (3.44)’den z=v , 0 =7 dir. Yani ¢6ziim tektir.

Simdi ue C([0,7],H,) , 8€ C([0,7],H,) oldugunu gosterelim.

u,eV, , 6,€V, olmak iizere (3.39) denklemini ele alalim,

(us, (). w, )+ 0((u,, (). w,)) + b (w,, (1)1, (1) w,) =< e, 8. w, > (3.39)
w O)=u, (3.45)

Denklemin her iki tarafin1 g’ (¢) ile ¢arpalim ve j=1,...,m "ye kadar toplam alalim.

(u:n(t),ig;m(t) .V%J+v{(um(t),ig;m(t) .w,.DH?[um(t),um(t),ig;m(t)meenaig;m(t)m >

A A A
Bu esitlikten
(0, ()1, (1)) 0 (1, (6) o, (1)) 4 (1, ().t (1), (1)) =< €,0.0, (1) > (3.46)
elde edilir. Bu esitligin sol yaninda ki en son terim g6z Oniine alinsin.

b(u,(t).u,(2).u, (1)) = J-(um.Vum.u:n)dt

Q

<sup|Vu,| I u, . dt
teQ o

M,

SM1|um

’
um

bu son esitsizligin sol tarafina Young esitsizligi uygulanirsa

1
oM,

2

’

uWL

s%w + (3.47)

elde edilir.
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Boylece (3.46) dan

1
oM,

’

1d
u, (1) + UEZHMW () <le,

u,, (1)

u (t)‘+%‘um (t) ’

esitsizligi yazilir. Bu esitsizligin sag tarafindaki ilk terime Young esitsizligi
uygulandiginda

1
oM,

‘2

u,, (1)

2 1
“ggu Hﬁg

2+%‘u:n(t)‘2+%‘um(t)‘2+

elde edilir.

Denklemin her iki yanin 2 ile ¢carpip benzer terimleri ayni tarafa toplayalim, buradan

u,, (1)

2, (1) + <, (0 <

i (O ¢, 0

1

yazilir. Bu esitsizlik diizenlenirse,

i

elde edilir.

M, fu,, (o)

m

(0 0, (0] <

Simdi denklemin her iki yan1 0’dan 7 ’ya integrallenerek

IR IAPINT: 2 2
1=y | 0 v ol (2 <0l 0) a
1/0

yazilir. Bu esitsizlikte (3.32) kullanilir ve sag tarafta esssup alinirsa
(1—MLJ 0 u, (t)‘z dt+vH H < v||u0 | +jesszs£1:p e, ‘di+M Iesoiil:p‘ ‘ dt
yazilir.
Aynca u, e L”(0,7,H,) , 6, L"(0,7,H,) oldugu dikkate alinirsa,
[l—ij uw, (t)‘2 dt <v|uy|| +Cr+M,Cyr <0

Ml 0
elde edilir. Burada C, = ess sup|e,16?m|2 , =ess sup‘ (¢ ‘ dir. M, >1 olmak iizere,

O<t<t 0<t<t

w, (1)e L’ (0,7;V,) saglanir. (3.48)

Ayrica u, € *(0,7,V,) oldugu dikkate ahnirsa u,, € C([0,7]; H,) saglamr [22, 19].
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Simdi de benzer diisiinceyle (3.40)-(3.49) denklemini ele alalim,
(6?,; (t),wj)+ K((Gm (t),wj))+b(um (1).6, (t),wj) =<u,,w; >

9,(0)=6,, (3.49)

m

Denklemin her iki tarafin1 g’ (¢) ile ¢arpalim ve j=1,...,m "ye kadar toplam alalim.

[anu),ig;m(t)m}{(em(t),ig;m(r).w,j}b(um<t>,en<r>,i§;m<t>.w,]=<um AL

J= J= J=

(er,n ([),9; (t))+ K((em (t)’er:l (t))) +b(um (t) ’em (t)’e/:l (t)) =< un’er:l (t) > (350)
elde edilir. Bu esitsizligin sol tarafindaki en son terim géz Oniine alinsin.

b(u,(1).6,(1).6, (t))zj(um.vema’n)dt

>“m m
Q

teQ

<sup|V6,|[u,6,dt
Q

0,

<M/

uWL
bu son esitsizligin sag tarafina Young esitsizligi uygulanirsa

Ml, 2 1

2

sl + 5 (3.51)
elde edilir. Boylece

’ 1d , M) L,
6, (1) + x5 {6, (0] <lu][6 (0] + =, (0] + TR ()

esitsizligi yazilir. Bu esitsizligin sag tarafindaki ilk terime Young Esitsizligi

uygulandiginda,

, 1d 1 1, M/ L,
6, (1) + x5 {6, (] < Sl [+ 6L (0 + e (0] + TR ()
elde edilir.

Denklemin her iki yanini 2 ile ¢arpip benzer terimleri ayni tarafa toplayalim, buradan

1

2 &, (1) +M|u, (1)[ + v

m

60 + 6, () <l [+

yazilir. Bu esitsizlik diizenlenirse

)

elde edilir.

2
+M,;

u, (1)

u

n

6 (0 + 50, ()] <
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Simdi denklemin her iki yan1 O’dan 7 ’ya integrallenerek

(1_ I,Jj 6, ()f ar+ ), () < ] (O + o 1]
Ml 0 0 0

u, (t)‘zdt

yazilir. Bu esitsizlikte (3.32) kullanilir ve sag tarafta esssup alinirsa

i

1 gp 0 s el 6 < sl + Jesssap aro o
Ml ) o Osist ¢

) 0<r<t

yazilir.

Aynca u, e L”(0,7,H,) , 6, L"(0,7,H,) oldugu dikkate alinirsa,

i

s 2 2
elde edilir. Burada C, =ess sup|u,Z , C,=ess sup‘um (t)‘ dir.
\ 0<r<r 0<r<t

[1— 1,] o (r)fdzszc||90||2+c3r+M;c4r<oo
Ml 0

M/ >1 olmak iizere , &, (t)e L*(0,7;V,) saglanir.

58 sup‘um (t)‘zdt

(3.52)

Ayrica 6, € I7(0,7,V,) oldugu dikkate alimirsa 6, € C([0,7], H,) elde edilir. Boylece

V7 >0 igin u, € C([0,7].H,) , 6, € C([0.7],H,) dur.
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4. YUTAN KUME VE YEREL OLMAYAN CEKICi

Sistemin yutan kiimesinin varligini ispatlamak amaciyla & icin bir degerlendirmeyi elde

edecegiz.
Bunun i¢in asagidaki lemmayi elde edelim.

4.1. Maksimum Prensibi

u ve 6

ou

§+(u.V)u—vAu+Vp=620 (1.11)
aa—f+(u.V)¢9—u2—m0:O (1.12)
u(x,0)=u, , 8(x,0)=6, (1.15)

Baslangi¢ kosullariyla verilen problemin ¢éziimleri olsun ve hemen hemen her xe Q
—-1<0(x,0)<1 4.1
olsun bu durumda hemen hemen her x€ Q, hemen hemen her ¢ i¢in
—1<0(x,1)<1 (4.2)
dir.

Eger {u,0} , her ¢ >0 i¢in tammlanmigsa ve (1.11)saglantyorsa, o zaman

6(.,t)=6(.,1)+6(.,1) (4.3)
dir, burada hemen hemen her yerde —1< é(x,t) <1 ve t - oo iken H, (= I? (Q)) olmak

iizere 5(.,t) — 0 dir. 4.4)

Ispat:
Ispat T icin verilen denklem goz oniine aliarak yapilacaktir. Varlik teklik sonuclar1 T icin

dikkate alindiginda (4.1)-(4.2)

Hemen hemen her xe Q

T, <T(x,0)<T, 4.5)
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Hemen hemen her xe €, hemen hemen her t icin
T, <T(x,t)<T, (4.6)

bi¢ciminde ifade edilir.

(4.6) esitsizligini gosterelim. Bunun i¢in oncelikle varlik sonucunu ve

(T-T,) {T-T1,,0} 0  I<ty (4.7)
— = -7, = .
0), = max 0 T—T, , T>T,

0 T <T
T-T) = T,-T,0 . 4.8
(r-1) =max{r-ro}={y 1] 4

tanim1 goz oniine alindiginda x, =0 ve x, =1 de (T —7;), =0 olur. Ayrica x, yoniinde

fonksiyon periyodik oldugundan (T —T7,), ’'nin L*(0,7;V,) uzayma ait oldugu kolayca ifade

edilir.
Simdi
%—T+(u,V)T—KAT =0 denkleminin her iki yamm (7 —T;), ile garpip Q iizerinde
t
integre edersek,
oT
(E,(T—TO)J+((u.V)T,(T—T0)+)—K(AT,(T—TO)+):O (4.9)
yazilir. Her bir terim g6z Oniine alinirsa
I(T-T,) d (T -T)
—_——(T-T1,)) |=—\T-T,) .(T-T,) )-|(T-T,) ,———=
N ARG ANE (AN
esitliginden
o(T-T,), oT-T,),) d
e N L e U IRCEAY
yazilir.
o(T-T,
M’(T_TO)+ :li (T_To)+2 (4.10)
ot 2dt
elde edilir.

(V)T =T,),) = [ud T (T=T,), =3 [ud, (T -T,) (T -T,), dx

i=l i=1
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yazilir. Diizenlenirse
:ijulla( lZj.ai(ul(T— ) x——z.[au (T-T,) dx
izlglzl 21:19 l zlg
elde edilir. V.u =0 oldugundan son terim sifirdir. Ayrica
2
=lZIui(T—To)if7,»ds=0 4.11)
i=1 90
elde edilir. Tanimdan
2
—~(AT,(T =—>" [ ( (T-T,), dx
Q

i=1

yazilir. Bu esitligin sag tarafi diizenlenirse

=3 [0,(0,(T-1,).(7-1;),)ae+ 3 [0,(T,), ,(TT,), ds

i=l O
elde edilir. Green 6zdesligi kullanilirsa

2

:_Zzl J- ai(T_T())+ (T_TO)+77idS+ZJ'V(T_TO)+ :V(T_T())erx

i=l 30 i=l

elde edilir. Buradan

(AT (T -T),)=|(T-T,),

4.12)

yazilir. Simdi (4.10),(4.11),(4.12) esitlikleri (4.9) da yazilirsa

YK H(T -T, )+H2 =0 esitligini elde etmis oluruz. Bu esitligin sol tarafina

(||u|| < c||Du||) poincare esitsizligi uygulanirsa

1d 2 2
S (r-1,),| +K|(T-T1,),| <0 (4.13)

ve V¢ >0 igin

AT axke
dt[ 2K

(r-1,),|]<0

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlikten

(7-1,), (1)|<|(T-1T;), (0)| > bulunur. (4.14)
Ayrica ‘(T -T;), (t)‘ t’nin azalan bir fonksiyonudur ve (4.5) de =0 icin

‘(T -T,), (t)‘ =0 dir. Boylece her 7> 0 igin sifir olur. Yani her t>0 i¢in T'(.,7) <7, elde
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edilir, (4.5) esitsizliginin 1. yanimn ispati i¢in, (T —7;) yi dikkate alinarak benzer metod

uygulanir. Yani

%—f+(uv)T KAT =0

denkleminin her iki yamini (7 —7;) ile carpalim ve Q iizerinde integre edelim.

(%f(T T)j +((w.V)T(T-T;)_)-K (AT.(T-T;)_)=0 (4.15)

S en) | n)ren)-[(r-n) o) |

(4.16)

==Y (T—ﬂ)iﬂidSZO 4.17)

Q

=—ja (T-T) (T-T) cu+ja (T-T) 0,(T-T) dx

=—[9,(T~1,)_(T~T,)_nds+[V(T~T,)_: V(T ~T;)_dx

Q

=WT—KLW (4.18)

Simdi (4.16), (4.17) ve (4.18) i yerine yazalim.

1d

S (T=1) )[+k|T-1) [ =0

elde ederiz. Poincare esitsizligini kullanirsak, (||u|| < c||Du||)
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%% (7-1,) [ +K|(T-7) | <0 (4.19)

esitsizligini elde etmis oluruz.

Gronwall Lemmay1 kullanarak,

%I%(em (T-T, )i) <0 esitsizligi elde edilir. Boylece
0

‘(T_Tl )_ (t)‘ < ‘(T —Tl)_ (0)‘6—1@

esitsizligi bulunur. Ayrica (4.14) esitsizligi bu esitsizlikle birlikte diisiiniilerek taraf tarafa

toplanirsa,

(7-1,), () +|(7=1)_(0)| <{|(7~17,), (0)|+[(T ~T,)_(0)[} ™

Aynica T=T+T , T =(T-T,), —(T-T,)_olsun.

Yani T

T=T+T,T=(T+T,),—(T-T,)_

bi¢iminde yazilsin. Bu durumda 7, <7 (x,1)<T, (4.20)
oldugunu gostermeliyiz.

T=T-T=T-(T-T,), +(T-T;)_ seklinde tanimlayalim. Buna gére yukaridaki (4.20)
esitsizliginden

L<T—(T-T,),+(T-T)_<T,

Oldugunu gostermeliyiz.

I'=T-T=T-(T-T,),+(T-T,)_

esitligini irdeleyelim.

L=T,-1=T1<T

Bu durumda (4.7) ve (4.8) dikkate alinarak

() T<T <T,=>T=T—-0+T,-T=T,=T=T,

(@) T <T<Ty=T=T-0+0=T=>T=T=T<T<T,

(iii) T, <T,<T=>T=T-T+T,+0=T, =T =T,

t =0 icin T — 0 saglanir.

T=(T-T,),-(T-T).
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~

<T <T, o zaman sunu goriiriiz,

T, <T(x,¢)<T, hhh. ve T(.,t)—>0, [*(Q) da
7 (..1)
O zaman (4.3) ve (4.4) ten (4.19) esitsizligini kullanarak,
‘5 (.,1)

esitsizligini elde ederiz.

<{[(r-1,), (0)|+|T-7,) (0)]}e™ 4.21)

<{|(6-1), (0)]+|(6+1)_(0)[}e™ (4.22)

4.2. Yutan Kiime

Problemin yutan kiimesinin varligini gostermek i¢in Lemma 4.1 Maksimum Prensibinde

‘(9 (t)‘ icin verilen diizgiin kestirimini kullanacagiz.

L7(0,00;H,) de € nin normunu|6’|m ile gosterelim.

e é(.,t) +6(.,1) esitligi dikkate alinirsa (4.2),(4.22) den

@) <|6@)|+ e @) yazihr.

()| < |Q|% +{|(6-1), (0)|+|(B+1)_(0)[} ™ elde edilir. Bu esitsizlikten

6] < |Q|y2 +{|(6-D,0)|+|6+D_0)]} (4.23)
yazilir. Boylece

limsup|8(1)| <> (4.24)
bulunur. Burada |Q| notasyonu Q nin hacmini gostermektedir. Simdi u icin diizgiin bir

degerlendirme elde edelim.

ﬂ+(u.V)u—vAu =e,0 (4.25)
dt
‘% (WY)0— kA0 =1, (4.26)

denklemlerini sirasiyla u ve @ ile carpalim

(%,u)+((u.V)u,u)—V(Au,u) =(e,0,u) 4.27)

@—f,e}r ((uV)6,0) - k(A6.6) = (u,.6) (4.28)
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Gerekli diizenlemelerden sonra iiclineer formun 6zellikleri de kullanilarak,
1d, p 2
——\u| +0\Vul =(e,0,u
1d, p 2
——10 +x||6|| =(u,,0
LD+ el = .0

denklemlerini elde ederiz.

(|€0| S||q0||, V@eV, ) oldugundan, (4.29)
1d
L ol = 0.0
<[6] |
<16).Ju]
<[6] [l
Oy 1.2
s5||u|| +2—v|¢9| (4.30)
1d
L2168 4 ol = .0
<us] |6)
<|ul.J6)
<ul-Jé]
Ky2 12
s5||9|| +Z(|u| (4.31)
(4.30) ve (4.31) denkleminin her iki yanini 2 ile carpip diizenleyelim,

d 1

Ll ol <Lt 432
d 1

2 6f + xlof’ < L 433
Gronwall Lemmasi uygulanirsa,

lu@[ <[uO)| e™ +%|¢9|2 (1-e™) (4.34)

elde edilir.

Bu ifadenin sag tarafi daha da biiyiitiirliirse,
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lu@[ <[u(O) e™ +$|0|i (1-e™) (4.35)

elde edilir.

(4.34) esitsizliginde (4.24) goz Oniine alindiginda

i Lo o)
limsup|u(0)|” = TS (4.36)
elde edilir.
. o
11msup|u(t)| <— 4.37)

Bu sonug (3.57) ile birlikte diisiiniildiigiinde H’de bir yutan kiimenin varligi ispatlanmistir.

Ciinkd, (4.24) ve (4.36)’dan, Vu, € H i¢in ve V& >0 i¢gin

o/
@< ——+e¢ (4.38)
(%
o) <[0f?+e (4.39)

Saglanacak sekildet > ¢ icin bir ¢, =1, (u,,€) vardir. Bundan dolay1

B,=<(u,0)e H,

u| < w+ £ |19| < |Q|% + & ¢ kiimesi S(z) yar1 grubu icin H’de bir yutan
<= .10 <

kiimedir.

Simdi (4.32) denklemini r > ¢,i¢in #’den ¢+ e kadar integralleyelim,
T L o] s <L ] lofas
dt g v

t

t+1 t+1
e+ f +0 [ Juf'ds <Jucof +- [ 6fds elde edii

Yukaridaki esitsizligi ilk terimi ihmal edilir ve vile boliiniirse,

t+1
1

1 t+1
[l ds S;|u(t)|2 +— [l6c)f s

yazilir. (4.38) ve (4.39) den
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t+1 | | /
j||u(s>|| dss— e | o (|g| z+g) (4.40)
esitsizligi elde edilir.

Daha sonra (4.33) denklemi i¢in benzer islemler yapilirsa,

t+1 d ) t+1 ) 1 t+1 )
!EM +x! o)l ds <— j lulds
esitsizliginden

1+l t+1
oe+nf +x [ oo ds <ol +- [luf'ds

denklemi elde edilir.

Boylece t >1,i¢in (4.38) ve (4.39) esitsizliklerini kullanarak,

t+1 % ’
Q
K‘J- ||9(s)|| ds < (|Q|/ +€) %(%+8]

t+1 % ’
j||0(s)|| ds<— (|Q|/2+ )+%[%+5] (4.41)

4.2.1. Onerme: S(t) yar: grubu icin, A — V yutan kiimesi vardur.

Ispat: g_btt + (u.V) u—0vAu =e,0 4.42)

Denkleminin —Auile L*()*’de i¢ carpimini alalim.

Bu esitsizlik diizenlenir ve sag tarafina Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa
LAy R 4ol auf < 6] | A+ b, (s, A (4.43)
2dr" M :

t

bulunur. Sag taraftaki son terim i¢in Holder ve Ladyhenskaya esitsizlikleri uygulanirsa
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|b1 (u,u, Au)| =

N S VL I |
| M-W-M% S22 ]2 2 > A2 | A
Q
1 3

< G Jul? |2
elde edilir. Bu esitsizligin sol tarafina Young esitsizligi uygulanirsa
1d 1 3
S+ <6+ C e

4

<o+ Lo+ (ol [+

1 LAY
(ol

4(”
3

yazilir.

4
2TC

<Zauf + 2|6 + Zjauf + 225
4 v 4 4v

bu esitsizligin sag tarafinin ii¢iincii terimime (4.29) esitsizligi uygulanirsa
v 1 C,

<l + L + S

bulunur. Boylece gerekli diizenlemelerden sonra

d 2 2C
ol + ol <=6 + =

esitsizligi elde edilir.

Simdi bu esitsizlik icin

2C
=1, y=l g =25

uygulanirsa

(4.38),(4.39),(4.40) ve (4.41)’den, Vt > ¢, i¢in,

=a, (€)= [| | ] a;(€),

2 Y
a2=a2(€)=;(|g|2+€j >

2 ) )
* Il 2, h= —|6’|2 secilerek Uniform Gronwall Lemma
)

(4.44)



2
1| o
vl U

a; =a, (’9)

Buradan

+r

7)dt

o st + 2t ||
yazilir. Boylece V¢ >1,(B,€)+1 igin

e (O < (e (] 2 )-(e)

e ()] < (s +0)-(e")

elde edilir.

2
+E| +— (|Q|2 +ej esitlikleri elde edilir.

39

(4.45)

Benzer sekilde (4.28) deki 2. denklem —A#@ ile carpilir ve u ya paralel sekilde islemler 8

icin yapilir.Boylece H daki herhangi sinirh B kiimesi i¢in, S(#)B t > ¢, i¢in V nin siirht B,

kiimesi tarafindan igerilecek sekilde bir #, vardir. Boylece S(¢) V de yutan kiimeye

sahiptir. V < H kompakt gomiilmesi dikkate alindiginda S(¢) kompakttir [9, 14, 15].

4.3. Yerel Olmayan Cekici’nin Varhg:

Teorem 3.2°den [24] (1.11)-(1.15) sistemi Yerel Olmayan Cekici’ye sahiptir.
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4]

5. SONUC VE ONERILER

Benard Problemi fiziksel olarak 1s1 iletiminin akis hareketlerini belirler. Bu problem bilim
adamlar1 tarafindan cesitli sinir kosullar1 altinda incelenmistir. Sistemde yer alan 1s1
denklemi i¢in maksimum degerler verilerek problemin ¢oziimlerinin varligi, sistemin yutan
kiimesinin varlig1 ve yerel olmayan cekicilerin varligi hakkinda 6nemli sonuglar elde
edilmistir [6]. Matematiksel olarak 6nemli olan bu sonuglar tezde literatiirde var olan
kaynaklardan arastirilarak ¢alisilmistir. Boyle cesitli akis hareketlerini ifade eden pek ¢ok
modeller giiniimiizdeki bilim adamlar tarafindan 6nerilmektedir. Bu modellerin inceleme

ve arastirilmasindan tezde incelenen arastirma 1s18inda yeni sonuglar elde edilebilir.
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