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OZET

ILETiSiM AGLARI VE ZEDELENEBILIRLiK OLCUMLERI
CELIK, Giirdal

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali

Tez Danigmani: Prof. Dr. Alpay KIRLANGIC

Ikinci Danismani: Yrd. Dog. Dr. Refet POLAT
Mart 2014, 27 sayfa

Bir iletisim agmin bazi merkezlerinin veya baglanti hatlarinin bozulmast
sonucunda, agdaki iletisim kesilene kadar gecen siirede agin dayanma giiciiniin
Olglimiine o agin zedelenebilirlik degeri denir. Bir iletisim aginin merkezleri bir G
grafinin tepelerine, baglanti hatlar1 ise grafin ayritlarina karsilik getirilebilir ve
bdylece bir iletisim ag1, bir G grafi ile modellenebilir. Bu durumda, bir iletisim
aginin zedelenebilirlik degerini dlgmek i¢in, graflar iizerinde tanimlanmis bazi
Olgtimler kullanilmaktadir. Bir G grafinin, zedelenebilirlik degerinin 6lgiilebilmesi
icin baglantililik (connectivity), biitinlik (integrity), sacilma (Scattering),
dayaniklilik (toughness) sayisi ve ¢atlak derecesi (rupture degree) gibi 6lgtimler

tanimlanmustir.
Birinci boliimde, bazi temel graf tanimlari verilmistir.

Ikinci boliimde, zedelenebilirlik (vulnerability) tanimi verildikten sonra, tepe
baglantililik (vertex connectivity) sayisinin tanimi verilmis ve bu 6l¢iimiin bazi
graflar i¢in neden ayirt edici olmadigi belirtilmistir. Ardindan, graflarda
zedelenebilirlik degerini belirlemek i¢in, biitiinliik (integrity), ayrit biitiinliik (edge
integrity) ve tepe komsu biitiinliik (vertex neighbor integrity) oOlclimleri ele

alinmustir. Ayrica, bu konularda literatiirde yer alan sonuglar listelenmistir.

Uciincii boliimde, K, (n=2,3,4) tam grafinin ve E,' (p=1,2, 3 ve t=3) aga¢
grafinin kartezyen carpimlari olusturulmus ve elde edilen (K2 x E1®), (K2x E2%), (K2
x E3%), (Ksx E1®), (Kax E2%), (Ksx E3®), (Kax E1®), (Kax E2%), (Ka X E3®) graflarinin

biitiinliik (integrity) degerleri hesaplanmistir.

Anahtar Sozciikler: Zedelenebilirlik, Tepe Baglantililik Sayisi, Biitlinliik Degeri,
Ayrit Biitiinliik, Tepe Komsu Biitiinliik
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ABSTRACT

NETWORKS AND VULNERABILITY MEASURES

CELIK, Giirdal

Master Thesis, Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Alpay KIRLANGIC
Co-Supervisor: Yrd. Dog. Dr. Refet POLAT
March 2014, 27 pages

As a result of a disruption in various centers or connections of a network,
measuring the staying power of the network until the communication is corrupted,
is called; the vulnerability value of the network. Centers of the communication
networks could be corresponded to the vertices of a G graph, although,
communication lines could be corresponded to the edges of the graph. Thereby, a
communication network can be modelled with a graph G. In view of the
circumstances, some measurements which are defined on graphs, are used to
measure the vulnerability value of a communication network. Some measure
like; connectivity, integrity, scattering, toughness and rupture degree, are described
in order to measure the vulnerability value of a graph G.

Some fundamental graph definitions are given in the first section.

In the second chapter, after primarily describing the wvulnerability, the
definition of vertex connectivity number is given and the reason of the measurement
not being distinguishing is specified for some graphs. Subsequently, integrity, edge
integrity and vertex neighbor integrity are given in order to determine the value of
vulnerability in the graphs. Additionally, the results in the literature are listed about
these themes.

In the third chapter, cartesian products of K, (n=2,3,4) and E,' (p=1,2,3 and
t=3) tree graph are formed, and the integrity values obtained of the (K2 x E1®), (K2 X
E23), (Kax E33), (Kzx E13), (Kz x E23), (Kzx E33), (Kax E13), (Kax Ezs), (Kax E33)
graphs are calculated.

Keywords: Vulnerability, Vertex Connectivity, Integrity, edge integrity,
vertex neighbor integrity.
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1.GIRIS

Iletisim cagmmizin vazgegilmezleri arasinda yer almaktadir. Gelisen
teknolojiyle birlikte giinlimiizde insanlar ve sistemler arasindaki iletisimin hizl,
kesintisiz ve giivenilir olmasi 6nem arz etmekte, bu bilesenlerin siirdiiriilebilirligi
adina agin dayanikliligr ise iizerinde calisilmasi gereken Onemli bir unsur
olmaktadir. Saniyede milyarlarca veri iletimi saglayan ve insanligin hayatini
kolaylastiran iilkeler arasi fiber optik internet kablolar1 giiniimiiz iletisim aglarinin
en onemli 6rneklerinden bir tanesi olarak gosterilebilir. Dolayisiyla bu baglantinin
bir anlik duraksamasi bile kiiresel anlamda biliyilk maddi kayiplara yol
acabilmektedir. iletisim aglarindaki olasi1 zararlar baz1 merkezlerin veya baglanti
hatlarinin zarar gormesi sonucu olusmaktadir. Burada, onemli olan soru,
herhangi bir problem karsisinda agin ne kadar zarar gordiigii ve iletisim
tamamen kesilmeden ne kadar siire daha islevini yerine getirecegidir.

Bu sorularin cevaplarini arastirmak ve ¢oziimler tiretebilmek i¢in bir iletigim
ag1 graflar ile modellenmektedir. Bu modellemede iletisim aginin merkezleri grafin
tepelerine, baglant1 hatlar1 ise grafin ayritlarina karsilik gelir. Iletisim ag1 graf ile
modellendiginde, bu agin dayanma giicli bazi parametreler kullanilarak
hesaplanabilmektedir. Bu hesaplamalar ile sistemimizi nasil modellersek daha az
zarar gorecegini ve iletisimi bazi olumsuzluklara ragmen en uzun siire nasil
saglayabilecegimizi gorebiliriz. Elde edilen sonuglar ile sistemi ayakta tutabilmek
icin veya daha dayanikli yapilar olusturmak i¢in ne yapilmasi gerektigine karar
verilebilir.

1.1 Temel Graf Tanimlar:
Bu kisimda, oncelikle bazi1 tanimlar verilmistir.

Tanmm 1.1.1. (Harary, 1972) Bir G grafinin, her bir tepesinden grafin diger
tiim tepelerine ulagilabiliyorsa, bu grafa baglantih (connected) graf denir.

Tamm 1.1.2. (Harary, 1972) Bir G grafinin, her bir tepesinden grafin diger
tiim tepelerine ulasilamiyor ise, bu grafa baglantisiz (disconnected) graf denir.

Tamim 1.1.3. (Harary, 1972) Bir G grafinin herhangi bir v tepesinin derecesi
o tepeye bitisik olan ayritlarin sayist olarak tanimlanir ve deg(v) ile gosterilir.
Derecesi sifir olan tepelere izole tepe denir.

Tamm 1.1.4. (Harary, 1972) p tepeli bir G grafinin, tiim tepe derecelerinin en
kiigligline, G grafinin en kiiciik tepe derecesi denir ve 3(G) seklinde gosterilir.



Tamm 1.1.5. (Harary, 1972) p tepeli bir G grafinin, tiim tepe derecelerinin en
bliyligline, G grafinin en biiyiik tepe derecesi denir ve A(G) seklinde gosterilir.

Tamm 1.1.6. (Harary, 1972) p tepeli bir G grafinin, tim tepe dereceleri
birbirine esit ise bu grafa diizenli (regular) graf denir.

Tamm 1.1.7. (Harary, 1972) Ug tepeleri 1 dereceli, i¢ tepeleri ise 2 dereceli
olan grafa yol graf (path graph) denir ve p tepeli bir yol graf Pp ile gosterilir.

Tamm 1.1.8. (Harary, 1972) Tim tepeleri 2 dereceli olan grafa ¢evre graf
(cycle graph) denir ve p tepeli bir yol graf C, ile gosterilir.

Tamim 1.1.9. (Harary, 1972) p tepeli bir G grafinin, tiim tepeleri p-1 dereceli
ise G grafina tam graf (complete graph) denir ve K ile gosterilir.

Tamm 1.1.10. (Harary, 1972) (p+1) tepeli birlestirilmis bir G grafinin, Sadece
bir tepesi p dereceli diger tiim tepeleri 1 dereceli ise bu grafa yildiz graf (star graph)
denir ve Kypile gosterilir.

Tammm 1.1.11. (Bondy and Murty, 1976) Bir G grafinda (u,v) tepe g¢ifti
arasinda en az k tane birbirinden ayrik yol varsa G grafi k-baglantili graf olarak
adlandirilir.

Tamm 1.1.12. (Bondy and Murty, 1976) Baglantili bir G grafini, baglantisiz
bir graf, ya da tek bir izole tepeden olusan bir graf haline getirmek igin graftan
atilmasi gereken en az tepe sayisina grafin tepe baglantilillik (vertex connectivity)
sayis1 denir ve k(G) ile gosterilir.

Tamm 1.1.13. (Bondy and Murty, 1976) Baglantili bir G grafini, baglantisiz
ya da tek bir izole tepeden olusan bir graf haline getirmek i¢in graftan atilmasi
gereken en az ayrit sayisina grafin ayrit baglantihlik (line connectivity) sayisi
denir ve 2(G) ile gosterilir.

Tamm 1.1.14. (Bondy and Murty, 1976) G bir graf ve ScV(G) olsun. G
grafindaki her bir ayritin en az bir u¢ noktasi, S kiimesinin bir elemani ise bu
kiimeye ortii kiimesi, bu kiimeler i¢inde en az elemana sahip olan kiimenin eleman
sayisina da grafin ortii sayis1 (covering number) denir ve a(G) ile gosterilir.

Tamm 1.1.15. (Bondy and Murty, 1976) G bir graf ve ScV(G) olsun. S
kiimesindeki tiim tepeleri ikiserli olarak ele aldigimizda bu tepeler G grafinda bir
ayrita sahip degilse, bu kiimeye bagimsiz kiime denir. Bir G grafi en az bir bagimsiz
kiimeye sahiptir. Bu kiimeler i¢inde en ¢ok elemana sahip olan kiimenin eleman



sayisina G grafinin bagimsizlik sayis1 (independence number) denir ve S(G) ile
gosterilir.

Tamm 1.1.16. (Chvatal, 1973) Bir G grafinin kesim tepesi S ve G — S grafinin
bilesenlerinin sayist m(G — S) olmak iizere, bu grafin dayamkhhk (toughness)
say1st

7(G) = mln{ 1 dir.

(G S)

Tamm 1.1.17. (Bondy and Murty, 1976) G, p-tepeli bir graf olsun. G grafinin,
birbirine komsu olan tepeleri farkli renkte olacak sekilde, grafin tiim tepelerini
boyamak i¢in gerekli olan en az renk sayisina, bu grafin kromatik sayisi1 (chromatic
number) denir ve y(G) ile gosterilir.

Tammm 1.1.18. (Harary, 1972) (Graflarda kartezyen carpim islemi):
Herhangi iki G ve H grafinin kartezyen ¢arpim1 G x H seklinde gosterilir. G’nin
tepeler kiimesi Ve ve H’nin tepeler kiimesi Vi olmak iizere G x H’nin tepeler
kiimesi bu kiimelerin kartezyen ¢arpimidir. Kartezyen ¢arpimi isleminden olusacak
yeni grafin ayritlart su sekilde belirlenir. G ve H grafinin herhangi iki tepesi u=(u,
Uz) ve v=(Vv1, v2) olsun. Eger, ui=v1 ve Uz ile v2 komsu ise ya da uz=v2 ve uz ile vz
komsu ise bu iki tepe ayritla birlestirilir. G’nin tepe sayisi p ve H’nin tepe sayisi n
ise G x H grafinin tepe say1s1 p x n’dir. G grafinin ayritlarinin sayis1 x ve H grafinin
ayritlarinin sayist y ise G X H grafinin ayritlarinin sayisi (pxy) + (nxx) olacaktir.

Kzi K3:

=

(a,x) (a,z)

Kg x Kgi
(b,x) (b,z)

Sekil 1.1.1. K3, Kz ve K3 x K3 kartezyen ¢arpimi sonucu olusan graf.



Tamm 1.1.19. (Cormen et al., 1990) p pozitif bir tamsay1r olmak iizere,
binomial aga¢ By rekiirsif olarak tanimlanan bir agagtir. Bp agaci, Sekil 1.1.2°de
goriilebilecegi gibi iki tane Bp.1 grafinin birbirine bir ayrit ile baglanmasiyla
olusturulur.

Uﬁsu
By
Bn-z B:l
®
Bo B, B, B;

Sekil 1.1.2. Bq, By, B, B3 ve B, graflari.

Tamm 1.1.20. (Cormen et al., 1990) E,' grafi t adet bacag: bulunan ve her
bacaginda p tane tepesi bulunan bir graftir. Ep' grafinin tepe sayis1 n=pt+2 dir.

® @ === @ ® 1
Ep' ® * ° o ® —— @ ® e 2
® —0 —- -—__._.: t

1 2 3 4 ===p2 pl1 P

Sekil 1.1.3 E;! grafi



2. ZEDELENEBILIRLiK OLCUMLERI

Bu boliimde, 6ncelikle zedelenebilirlik kavraminin tanimi verilmis ve iletisim
aglarin1 modelleyen graflarin zedelenebilirlik degerini belirlemek igin kullanilan iKi
Olciim ele alinmistir. Aslinda bu ol¢limler, bir G grafinin ne kadar zedelendigini
ortaya koymak i¢in sorulan sorulara yanit aramaktadir.

Tamm: (Barefoot et al., 1987a) Zedelenebilirlik (Vulnerability), bir iletisim
agmin bazi merkezlerinin veya baglanti hatlarinin bozulmasiyla, agda iletisim
tiimiiyle kesilene kadar agin dayanma giiciiniin 6l¢timiidiir.

Bu tanimi kullanarak, bir iletisim aginin zedelenebilirlik degerini belirlemek
icin ¢esitli Olglimler tanimlanmistir. Bu Ol¢limlerden bazilari, tepe baglantililik
(vertex connectivity), biitiinliik (integrity), sag¢ilma (scattering), dayaniklilik
(toughness) ve catlak (rupture degree) derecesidir.

2.1 Tepe Baglantiilik Sayis1

Zedelenebilirlik tanimini, kullanarak bir iletisim aginin (veya ag1 modelleyen
grafin) zedelenebilirlik degerini arastirmak i¢in su soru sorulabilir:

Soru: Bir iletisim aginda (ag1 modelleyen grafda), iletisimin tiimiiyle
kesilebilmesi (grafin baglantisiz graf olmasi ya da tek bir izole tepe haline gelmesi)
icin agdan (graftan) ¢ikarilmasi gereken en az merkez (tepe) sayis1 nedir? (Bondy
and Murty, 1976)

Aslinda, bu soru bir G grafinin tepe baglantililik (connectivity) sayisina
karsilik gelir ve tepe baglantililik sayisi, bir G grafinin zedelenebilirlik degerini
arastirmak i¢in kullanilan en temel 6l¢iimdiir. Asagidaki iki grafi ele alalim.

Vi V2

V3

V7
» Vi

Vs

Sekil 2.1.1. G ve H graflar

Sekil 2.1.1°de verilen G grafinin V1, v4 Ve v7 tepeleri H grafinin ise vy, V3 ve vs
tepeleri atildiginda graflar baglantisiz hale gelecektir. Yani G ve H graflarinin tepe



baglantililik sayis1 k(G) = «(H) = 3 olup, geriye kalan graflar (bilesenler) Sekil
2.1.2°de gosterilmistir.

Va Vs

® @ V2

Ve
V7
Vi

o @

Vs Ve

G - {vy, Va4, V7} H - {vy, v3, vs}

Sekil 2.1.2. G - {v1, V4, V7} ve H - {v1, v3, vs} graflar

Elde edilen 3 degeri, sadece graflardan atilacak tepe sayisi olup, bu degerler
geriye kalan grafin yapisi (6rnegin bilesenlerin boyutu, sayisi, ayrit sayist gibi)
hi¢bir bilgi vermemektedir. Ancak, bir iletisim aginin zedelenebilirliginin
analizinde geriye kalan grafin yapisinin miimkiin oldugunca ¢ok bilinmesi
gereklidir.

Kabul edelim ki, G ve H gibi iki grafin baglantililik sayilar1 birbirinden farkl
olsun. Bu durumda graflarin yapilar1 bilinmese bile, bu graflarin birbirinden farkli
graflar oldugu kolayca sodylenebilir. Ancak, G ve H gibi iki grafin baglantililik
sayilar1 ayni ise ve bu graflarin yapilari bilinmiyorsa, bu iki grafin birbirinden farkli
graflar oldugunu kesin olarak séylemek zordur. Bu durumda, baglantililik sayisinin
verilen iki G ve H grafi i¢in ayirt edici olmadigi soylenebilir. Gergekten, yukaridaki
ornekte, k(G) = k(H) = 3 olup, tepe baglantililik sayis1 Sekil 2.1.1°deki graflar
arasinda ayirt edici bir 6l¢glim degildir.

Yukaridaki bilgilerin 15181inda, baglantililik sayis1t verilen bir grafin
baglantisiz yapilabilmesi icin grafdan en az, kag tane tepe atilmasi gerektigini
belirtirken geriye kalan graf hakkinda higbir bilgi vermemektedir. Ancak, geriye
kalan grafin yapist hakkinda da bilgiye sahip olunsaydi, bu grafin ne kadar
zedelendigi hakkinda daha ¢ok bilgi edinilebilirdi.

Sonu¢ olarak, graflarin zedelenebilirlik degerini arastirmak igin tepe
baglantililik sayis1 yeterli bir 6l¢iim degildir. Bu nedenle, graflarin zedelenebilirlik
degerlerini belirlemek igin asagidaki gibi bagka sorularda sorulabilir:

=

[letisim aginda zarar goren ayritlarin sayisi.

Iletisim ag1 zarar gordiikten sonra geriye kalan alt agin sayisi.

3. lletisim ag1 zarar gordiikten sonra iletisimin devam ettigi ve en ¢ok merkeze
sahip alt agin eleman sayisi.

4. lletisim ag1 zarar gordiikten sonra iletisimin devam ettigi ve en az merkeze sahip

alt agin eleman sayisi.

no



5. lletisim aginda bozulan merkezlerin sayisinin, geriye kalan alt aglarin sayisina
orant.

Yukaridaki gibi sorular daha da ¢ogaltilabilir. Bu sorulardan, bir ya da bir kag1
ele alinarak bir iletisim aginin zedelenebilirlik degerini aragtirmak igin yeni
Olgtimler olusturulmustur. Biitiinliik kavrami da bu 6l¢iimlerden birisidir.

2.2 Biitiinliik

Bir iletisim aginin zedelenebilirliginin analizinde, agin zedelenebilirlik degerini
elde etmek igin asagidaki iki soru Barefoot ve arkadaslari tarafindan ele alinmustir.
(Bagga et al., 1992; Barefoot et al., 1987a)

1. Agda, bozulan merkezlerin sayis1 kag tanedir?
2. Agda, halen iletisimin siirdiigii en ¢ok elemana sahip alt agin eleman sayisi
nedir?

Barefoot, Entringer ve Swart (Barefoot et al., 1987a) bu iki soruyu temel
olarak almig ve bu sorularin yanitlarinin es zamanl olarak en kiiglik olmasini
amaglayarak biitlinliik (integrity) kavramini asagidaki gibi tanimlamiglardir.

Tamim 2.2.1. (Barefoot et al., 1987a) G bir graf ve G nin tepelerinin herhangi
bir alt kiimesi S olsun. G — S grafinin en biiyiik boyutlu bileseninin eleman sayisi
m(G — S) olmak iizere bir G grafinin tepe biitiinliik (vertex integrity) degeri

1(G) = Srcr%}(r(l}){lsl +m(G - S)}

seklinde tanimlanmaistir.

Sekil 2.1.1°deki graflar arasinda baglantililik 6l¢timiiniin ayirt edici olmadig:
belirtilmisti. Ancak, bu graflar i¢in I(G)=4 ve I(H)=5 olup, biitiinliik 6l¢iimiiniin bu
graflar arasinda ayirt edici oldugu goriilmektedir. Diger bir degisle, baz1 graf
tiirlerinin zedelenebilirlik degerini arastirmak i¢in biitiinliik 6l¢iimii baglantililik
sayisina gore daha iyi bir dl¢timdiir.

Bir G grafinin biitlinliik degeri, ¢esitli graflar i¢in arastirilmis ve elde edilen
sonuglarin bazilar1 asagida listelenmistir. Listelenen bu sonuglarin bir kismi da

Bagga ve arkadaslar tarafindan hazirlanan bir 6zet makalede yer almistir (Bagga
et. al., 1992).

Teorem 2.2.2. (Barefoot et al., 1987a; 1987b)
a) K, tam grafinin tepe biitlinliik sayis1 p’dir;

b) Kp bos grafinin tepe biitiinliik sayis1 1°dir;
¢) Kjip yildiz grafinin tepe biitiinliik degeri 2’dir;



d) P, yol grafinin tepe biitiinliik degeri [2,/p +1 ] — 2°dir;
e) Cp cevre grafinin tepe biitiinliik degeri [2\/51 — 1°dir;
e 1o ISP 5 .
f) Cp_pr komet grafinin tepe biitiinliik degeri, eger r < ./p +1 — 3 lIse,
1(P,)’dir; aksi halde [2,/p — r] — 1"dir;
9) Kp,r iki pargali tam grafin tepe biitiinliik degeri 1 + min{p, r}’dir;

Teorem 2.2.3. (Goddard and Swart, 1990a) G, p tepeli bir graf olsun.

a) I(G) = 1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul G nin bos graf olmasidir.

b) I(G) =p — 1 olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul G grafinin tam graf
olmamasi ve G grafinin en az 5 tepeli bir kusaga sahip olmasidir.

c) I(G) = p olmasi i¢in gerek ve yeter kosul G grafinin tam graf olmasidir.

Bir G grafinin biitiinliik degeri i¢in bazi alt ve iist sinirlar, gesitli graf
parametreleri kullanilarak asagida verilmistir.

Teorem 2.2.4. (Goddard and Swart, 1990a; 1990b) Herhangi bir G grafi igin,
a) I(G) <a(G) +1;

b) 1(G) = &(G) + 1;

c) I(G) = x(G);

d) 1(G) = (p — x(G))/B(G) + k(G);

e) I(G) = 2\/T—p — 1, eger G tam graf degil ise.

Teorem 2.2.5. (Goddard and Swart, 1990a; 1990b) Herhangi bir G grafi igin,

a) k(G) = a(G) olmasi igin gerek ve yeter kosul [(G) = k(G) + 1 olmasidir.
b) 1(G) = a(G) + 1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul G grafinin indirgenmis
alt-graf olarak 2K, yi icermemesidir.

Asagidaki teorem, bir G grafinin ve tiimleyeninin tepe biitiinliik degerlerinin
toplami ve ¢arpimi i¢in alt sinirlar vermektedir.

Teorem 2.2.6. (Bagga et al., 1992) p tepeli, herhangi bir G grafi i¢in

a) I(Q)+I1(G) =p+1;
b) 1(G).I(G) = p.

Teorem 2.2.7. de, iki grafin toplaminin biitiinliik degeri verilmektedir.
Teorem 2.2.7. (Goddard and Swart, 1988) Herhangi bir G ve H grafi i¢in

I(G + H) = min{I(G) + [H|,I(H) + |G|} *dir.



Bu teoremden, herhangi bir G grafi i¢in I(G + K,.) = I(G) + r oldugu kolayca

goriilebilir. (Bagga et al., 1992)

Asagidaki teoremlerde, iki grafin kartezyen ¢arpimlari ele alinmis ve elde

edilen graflarin biitiinliik degeri hakkinda bilgi verilmistir.

Teorem 2.2.8. (Bagga et al., 1992) Herhangi bir G ve H grafi igin,
max{I(|G|H), I(|H|G)} < I(G x H) < min{I(G[H]), I(H[G])} ’dir.

Teorem 2.2.9. (Bagga et al., 1992) Herhangi bir G grafi igin,
~1(G) < I(Kz x G) < 2I(G)’ dir.

Teorem 2.2.10. (Atic1 ve Kirlangig, 2000) p bir tamsay1 olmak iizere p > 3,
Lyp+1]veb= [2/p+ 17 degerleri bir tamsay1 olsun. Oyleyse,

21(P) — 1 1 —a—-21)i
(Ko x Py) = (P)—1, n+ Sa(b a 2)156,
21(Pr), diger durumlarda.

Teorem 2.2.11. (Atict ve Kirlangig, 2000) p bir tamsay1 olmak iizere p > 3,
L \/EJ veb = FZ\/E—I degerleri bir tamsay1 olsun. Oyleyse,

a) p=3veyap=4igin, [K2 x Cp)=2I(Cp)-1=5.
b) p = 5i¢in,

ZI(Cp)—l, p+1 Sa(b—a—%) ise,

|(K2 X Cp) =
21 (Cp), diger durumlarda.

Teorem 2.2.12. (Goddard and Swart, 1988) p > r > 2 olsun. Bu durumda,
I(Kyp-1x Kir1) = min{p+r-1, 2r} *dir.

Teorem 2.2.13. (Goddard and Swart, 1988) p >r > 2 ise,

— _ . I‘(p—]) P H
I(Kpx Ky) =pr 1r£1jai(p] I_—p | °dir.
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2.3 Aynt Biitiinliik

Bir iletisim aginin merkezleri yerine baglant1 hatlarinin da bozulabilecegi
diistiniilebilir. Bu durumda, iletisim agin1 modelleyen graftan tepeler yerine
ayritlarin atilmasi gereklidir ve geriye Kalan agin yapisini arastirmak igin de yine
yukaridaki sorular kullanilabilir.

Bu diisiinceyle hareket ederek, bir G grafinin ayrit biitiinliik 6l¢iimi
tanimlanmustir.

Tamm 2.3.1. (Barefoot et al., 1987a) G bir graf ve G nin ayritlarinin herhangi
bir alt kiimesi S olsun. G — S grafinin en biiyiik boyutlu bileseninin eleman
sayist m(G — S) olmak {iizere bir G grafinin ayrit biitiinliik (edge integrity)
degeri

I'(G) = Srgrllsi(ré){ISI +m(G —S)}

seklinde tanimlanmustir.

Bu konuda ¢esitli arastirmacilar tarafindan elde edilen sonuclar asagida
listelenmistir.

Teorem 2.3.1. (Bagga et al., 1994)

a) K, tam grafinin ayrt bitiinliik sayis1 p’dir;

b) Kp bos grafinin ayrit biitiinliik sayis1 1°dir;

¢) Kjip yildiz grafinin aynit biitiinliik degeri p + 1°dir;

d) P, yol grafinin ayrit biitiinliik degeri [2\/5 ] — 1’dir;

e) C, cevre grafinm ayrit biitiinliik degeri [Zﬁ]’dir;

f) Qp p-kiip grafinin ayrit biitiinliik degeri 2P *dir;

0) K, iki pargali tam grafin ayrit biitiinliik degeri p + r’dir;

Asagidaki teorem bir agac grafin ayrit biitiinliik degerini grafin maksimum
tepe derecesine bagli olarak vermektedir.

Teorem 2.3.2. (Bagga et al., 1994) T, p tepeli bir agag graf ve A(T), grafin
maksimum tepe derecesi olsun

a) Eger A(T) > p/2ise, I(T)=A(T) +1;
b) Eger A(T) < p/2 ise, I(T) < (p+3)/2.

Asagidaki teoremde bir G grafinin ayrit biitiinliigi ile biitiinliik ve maksimum
tepe derecesi arasindaki iliskiler verilmistir.
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Teorem 2.3.3. (Beineke et al., 1996) p tepeli herhangi bir G grafi igin,

a) I(G)=A(G)+1;
b) Eger G baglantili bir graf ise, I(G) > 2,/p — 1;
¢) G grafinin ¢ap1 2 ise I(G)=p.

Tamm 2.3.2. Bir G grafinin ayrit biitiinliigii grafin tepe sayisina esit ise bu
grafa giivenilir (honest) graf ad: verilir. (Bagga et al., 1994)

Teorem 2.3.4. (Bagga et al., 1994)

a) p tepeli, bir G grafinin ayrit baglantililigi A>2 olmak {izere,
1(G) = min {[2\/p. 1], p}.
b) Capi1 2 olan her graf giivenilir graftir.
Asagida iki grafin kKartezyen ¢arpimu ile ilgili sonuglar verilmistir.
Teorem 2.3.5. (Beineke et al., 1996) Herhangi bir G ve H grafi igin,

a) I(GxH) < I(G).IV(H) |;
b) 1(GxKp)=p. I(G);
¢) I(GxH) = I(G).(3(H) + 1).

Teorem 2.3.6. (Bagga et al., 1994) Herhangi bir G ve H grafi igin,

a) 1(GxH) = max {(1+ §(G)).I'(H), (1+3(H)). I(G)};
b) I(GxH) < min {IGI. I(H), IHL.I(G)}.

Iki grafin kartezyen carpiminin ayrit biitiinliigii icin asagidaki kesin sonuglar
elde edilmistir.

Teorem 2.3.7. (Bagga et al., 1994; Beineke et al., 1996)

a) Herhangi bir p ve r pozitif tamsayilari igin, I'(Ppx Pr) = [3(pr)?*—(p+1)71;
b) Her p pozitif tam sayis1 i¢in, | (Psx Pp)=3I (Pp);
¢) Herhangi bir G grafi igin I'(P2x G)=2I' (G).

Teorem 2.3.8. (Bagga et al., 1994)

a) Herhangi bir G grafi igin, I'(C3x G)=3I(G);
b) Herhangi bir G grafi igin, I'(Cax G)=41(G);
¢) Herhangi bir p pozitif tam sayis1 icin (p= 3), I (Csx Cp)=51(Cp).
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Yukaridaki c¢alismalarin bazi1 aga¢ graflarin da ayrit biitiinlik degerleri
belirlenmistir.

Teorem 2.3.9. (Kirlangig., 2001) p pozitif bir tamsay1 olmak {izere, Bp bir
binomial agag olsun. Bu takdirde,

2(0+2)/2 _ 1, eger p ciftise,
20-D/2 4 2+1/2 _ 1 egerp tekiise.

I (Bp) :{

Teorem 2.3.10. (Kirlangig., 2001) k bir tamsay1 olmak tizere, 1 < k < p i¢in,

. t+2 ..
((E2)-= [2pt+21,eger [kt+ %—I > [2/pt+2 1 —1,herkigin,
[2{pt+271 —1,diger durumda.
2.4 Tepe Komsu Biitiinliik

1996° da Cozzens ve Wu, tepe komusuluk biitiinliik olarak isimlendirdikleri
yeni bir graf parametresi tanimlamiglardir. Bu parametre tanimlanirken casus (spy)
aglar ele alinmistir. Casus aglarda, herhangi bir casusun yok olmasiyla onunla
iletisimde olan diger casuslarinda yok oldugu gbéz Oniine alinarak, bu aglar
modelleyen graflarda zedelenebilirlik dl¢limii aragtirilmistir. Ele alinan graflarda
bir tepenin ¢ikarilmasiyla ona komsu olan tiim tepeler de graftan ¢ikarilmaktadir.

Tamim 2.4.1. (Cozzens and Wu, 1996) Bir G grafinin herhangi bir tepesi u
olsun. u ‘nun agik komsulugu N(u)={v € V(G) | {u,v} € E(G)} ve kapali komsulugu
N[u]={u}U N(u) ’dur.

Tamm 2.4.2. (Cozzens and Wu, 1996) S € V(G) olsun, G grafindan N[S]
kiimesindeki tiim tepelerin ¢ikartilmasiyla geriye kalan graf G/S seklinde gosterilir
ve kalan alt graf (survival subgraph) olarak isimlendirilir.

Cozzens ve Wu bir G grafinin tepe komsuluk biitiinliigiinii asagidaki gibi
tanimlamastir.

Tamm 2.4.3. (Cozzens and Wu, 1996) G bir graf ve G nin tepelerinin
herhangi bir alt kiimesi S olsun. G/S grafinin en biiyiik boyutlu bileseninin eleman
sayist ®(G/S) olmak iizere bir G grafinin tepe komsu biitiinliik (vertex neighbour
integrity) degeri

VNI(G) = Srgr{,i(lg;){lsl + w(G/S)}

seklinde tanimlanmustir.
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Bu konuda elde edilen sonuglarin bazilar1 asagida listelenmistir.

Teorem 2.4.1. (Cozzens and Wu, 1996) P, grafi, p tepeli bir yol graf olsun.
Oyleyse,

[2p+3 1 —4, p=2ise,
vm(pp):{ Vp Sl

Teorem 2.4.2. (Cozzens and Wu, 1998) p= 3 olmak iizere, Cp grafi, p tepeli
bir ¢evre graf olsun. Oyleyse,

[2Vn71 =3, p > 4ise,
VNI(Cp)= 2, p = 4ise,
1, p = 3 ise.

Teorem 2.4.3. (Cozzens and Wu, 1998) p tepeli ¢evre grafinin k inc1 giicii
Cp<olsun ( p> 3 ve k< p/2). Bu durumda,

FZ\/E—I — 2k + 1), 1Sk<@ise,

p .
I—m 1, diger durumlarda.

VNI(Cp¥)=
iki grafin kartezyen carpiminin tepe komsu biitiinliik degeri icin asagidaki sonuglart
verebiliriz.

Teorem 2.4.4. (Gambrell, 2000)

a) Herhangi G ve H graflari i¢in, VNI(GxH) > max {VNI(G), VNI(H)};
b) Herhangi bir G grafi i¢in, VNI(GxPp) < p.VNI(G),

Teorem 2.4.5. (Kirlangig, 2004) a=-1+L/2p + 41, b=-4+ [/2p + 41 ve
p>34 olsun. Bu durumda K2xPp grafinin komsu biitiinlik degeri VNI(K2xPp)

1
J a+b, pSE(ab+4a+b—2)ise,

1 1
a+b+1,p> E(ab+4a+b—2)vep£ E(ab+4a+2b+2)ise,
la+b+2, diger durumlarda.
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Teorem 2.4.6. (Kirlangig, 2004) a =L/2pl, b= [./2p1 — 4 ve p>39 olsun.
Bu durumda K>xCp grafinin komsu biitiinliik degeri VNI(K2xCp)

.

N =

a+b-1, p < = (ab + 3a) ise,
1 1 .
a+b, p>E(ab+3a)vepsz(ab+4a)we,

1 1
a+b+1, p> > (ab+4a) vep < > (ab+4a+b+4)ise,
\a + b + 2, diger durumlarda.

Buraya kadar, zedelenebilirlik konusunda 2.2, 2.3 ve 2.4’te yer alan biitiinliik,
ayrit biitlinliik ve tepe komsu biitiinliik tanimlar1 ve bu konularda elde edilen baz
sonuglar verilmistir. Literatiirde yer alan ¢alismalara bakildigi zaman iki grafin
kartezyen carpiminin tepe biitiinliik, ayrit biitiinliik ve tepe komsu biitiinliik degerini
veren kesin bir sonu¢ bulunmamaktadir. Bu durum tez calismamizda, baz1 6zel
graflarin kartezyen carpimlarinin biitiinliik degerini arastirmak i¢in bizi motive etti.
Calismalarimiz sonucunda elde ettigimiz bulgular, B6liim 3 de verilmistir.
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3. Kn (n=2,3 ve 4) ve Ep' (p=1,2,3 ve t=3) GRAFLARININ
KARTEZYEN CARPIMI ve BUTUNLUK DEGERI

Bu boliimde, Kn (n=2,3 ve 4) ve Ey' (p=1,2,3 ve t=3) graflar1 ele alinmis ve
bu graflarin kartezyen ¢arpimindan elde edilen yeni graflarin biitiinliik degerleri
hesaplanmustir.

3.1 K2 x Ep® (p=1,2,3) Grafimin Biitiinliik Degeri

Bu kisimda, sirastyla p=1, 2 ve 3 alinarak, K2 X Ey® graflarinin biitiinliik
degerleri hesaplanmustir.

3.1.1 K2 x E1® Grafinn biitiinliik degeri

Kz, E1® ve Kz x Eq® graflar Sekil 3.1.1.1°de sirastyla gosterilmistir.

1]

o

(a) (b)

(a,x)

(b,x)

(c)

Sekil 3.1.1.1 (a) K2 tam grafi (b) E1® grafi (c) K2 x Eq® grafi

Tepe biitiinliik tanimia gore, her SCV(Kz x E1®) alt kiimesini ele alarak, {|S|
+ m((Kz x E1®)-S)} toplamini minimum yapan en uygun S kiimesinin bulunmasi
gereklidir. Bu durumda, tiim S alt kiimeleri tek tek ele alindiginda, iki durum ortaya
cikar:
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Durum 1: S kiimesi, Sekil 3.1.1.1 (¢)’deki (a,y) ve (b,y) tepelerinden olussun.
S={(a,y), (b,y)} ise bu kiimedeki tepelerin graftan ¢ikarilmasi ile olusan yeni graf
Sekil 3.1.1.2 (b)’deki gibidir.

(a,x) law)

Pk

(a)

(b,x)

(a,z) (a.t) a,w)
{b,z) (b,t) (b,w)
(b,x)

Sekil 3.1.1.2 (a) K2 x E1® grafi (b) (K2 x E1®) - {S} grafi

Bu durumda, 1S|=2 ve m((Kz x Ei®) - S)=2 olup, K2 x E:® grafinin tepe
biitiinliik degeri

l1(Kz2 x E1®)=4. (3.1)

Durum 2: Sc V(K2 x E1?) olmak iizere S#{(a,y),(b,y)} olsun. Bu durumda,
S kiimesi nasil segilirse segilsin, daima {|S|+m((K2 x E1®)-S)} degerinin en az 4
oldugu goriilebilir ve

l2(K2 x E1®) > 4. (3.2)
(3.1) ve (3.2) den, I(Kz x E1®)=min{ 11(Kz x E13), I2(K2 x E1®)}=4 "diir.
3.1.2 K2 x E2° Grafimin biitiinliik degeri

Kz, E2®ve Kz x E2® graflan Sekil 3.1.2.1°de sirasiyla gosterilmistir.
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(a) (b)

(=2

(a,x)
(a,m)

()
(b,m)
(b,x)

Sekil 3.1.2.1 (a) K, tam grafi (b) E2® grafi (c) K, x E2® grafi

I(K2 x E2®) degerini elde etmek igin, her SCV(Kz x E;*) alt kiimesi igin, tiim
S alt kiimeleri tek tek ele alindiginda, iki durum ortaya ¢ikar:

Durum 1: Sekil 3.1.2.1 ( ¢ )’deki Kz x E2® grafindan, (a,y) ve (b,y) tepeleri

atilsin. Geriye kalan graf, Sekil 3.1.2.2 (b)’deki graf olup, bu graf bir tane Ko, 3

tane de Cs alt grafi yani toplam 4 bilesen igerir. Su anda, S={(a,y), (b,y)}
oldugundan |S|=2 ve m((Kz x E2®) — S)=4 olup,

l1(K2 x E2%)=6. (3.3)

(a)

(a,m)

(b,m)

(b,m)

"'
(a,x)
(a,m)
(b) I
(b,x)
.-_-—

Sekil 3.1.2.2 (a) K2 x E2® grafi (b) (K2 x E2%) - {S} grafi
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Durum 2: ScV(Kz x E2%) olmak iizere, S#{(a,y), (b,y)} olsun. Bu durumda,
S kiimesi nasil segilirse segilsin, daima {|S|+m((K2 x E2®)-S)} degerinin en az 6
oldugu goriilebilir ve

l2(K2 x E2®) > 6. (3.4)
(3.3) ve (3.4) den, I(Kz x E2®)=min{ 11(K2 x E2%), l2(K2 x E2®)}=6 “dr.
3.1.3. K2 x E3® Grafinin biitiinliik degeri

Bu kisimda, K ve E3® graflarmin kartezyen ¢arpim isleminin sonucu olusan
Kz x E3® grafi ele almmustir (Sekil 3.1.3.1).

@

.
[ 31

(a) b)) e

oS 9§— 9=
®-

[ X

=2

Sekil 3.1.3.1 (a) K2 tam grafi (b) Es® grafi (¢) K2 X E3® grafi

I(K2 x E3®) degerini elde etmek igin, her ScV(K; x E3®) alt kiimesini ele
alarak, {|S|+m((K2 x E3®)-S)} toplamini minimum yapan en uygun S kiimesi
arandiginda, iki durum ortaya ¢ikar:

Durum 1: Sekil 3.1.3.2 (a) daki K2 x Es® grafindan, (a,y) ve (b,y) tepeleri
atilsin. Geriye kalan graf, Sekil 3.1.3.2 (b) deki graf olup, bu graf bir tane Kz, 3
tane de Cs alt grafi yani toplam 4 bilesen igerir. Su anda, S={(a,y), (b,y)}
oldugundan |S|=2 ve m((Kz x E3®) — S)=6 olup,

l1(K2 x E3®)=8. (3.5)
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(a,x)

(b)

(b,x)

Sekil 3.1.3.2 (a) K2 x E3® grafi (b) (K2 x E3®) - {S} grafi

Durum 2: S © V(K2 x Eg®) olmak iizere, S#{(a,y), (b,y)} olsun. Bu
durumda, S kiimesi nasil segilirse secilsin, daima {|S|+m((K2 x E3®)-S)} degerinin
en az 8 oldugu goriilebilir ve

l2(K2 x E3®) > 8. (3.6)
(3.5) ve (3.6) dan, I(Kz x Es®)=min{ 11(K2 x E3%), l2(Kz x E3®)}=8" dir.
3.2K3xEp® (p=1,2,3) Grafimmn Biitiinliik Degeri

Bu kisimda, sirasiyla p=1, 2 ve 3 almarak, K3 X Ep® graflarimin biitiinliik
degerleri hesaplanmistir.

3.2.1 K3 x E1® Grafimin biitiinliik degeri

Ks, E1® ve Kz x E1® graflar Sekil 3.2.1.1°de sirastyla gosterilmistir.

(a) (b) (c)

Sekil 3.2.1.1 (a) Kstam grafi (b) E1® grafi (c) Ks x Eq® grafi
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Her ScV(Ks x E1®) alt kiimesini ele alarak, {|S|+m((Ks x E1®)-S)} toplamini
minimum yapan en uygun S kiimesi arandiginda, iki durum ortaya ¢ikar:

Durum 1: Sekil 3.2.1.2 (a)’daki grafdan, (a,y), (b,y) ve (c,y) tepeleri atilirsa,
geriye kalan graf, Sekil 3.2.1.2 (b)’deki graf olup, I1S|=3 ve m((Ks x E:®) — S)=3
’diir. Bu durumda,

l1(K3s x E1®)=6. (3.7)

(a)
(a, (aJ
(b) (b,x) ® (b,w)®
(c,x (cit) (c,w

Sekil 3.2.1.2 (a) K3 x E1® grafi (b) (Ks x E1®) - {S} grafi

Durum 2: Sc V(Ksx E1®) olmak iizere, S#{(a,y), (b,y),(c,y)} ise, S kiimesi
nasil secilirse segilsin, daima {|S|+m((Ks x E:®)-S)} degerinin en az 6 oldugu
gorilebilir ve

I2(K3 x E1®) > 6. (3.8)
(3.7) ve (3.8) den, I(Ks x E1¥)=min{ I1(Ks x E1%), l2(Ks x E1®)}=6 dur.
3.2.2 K3 x E2® Grafinin biitiinliik degeri

Ks, E2® ve K3 x E3 graflar1 Sekil 3.2.2.1°de sirastyla gosterilmistir.
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a
b c

(a,x)

(c) ‘

(c,x)

Sekil 3.2.2.1 (a) Kstam grafi (b) E2® grafi (c) K3 x E2® grafi

Sc V(K3 x E2®) olmak iizere S={(a,y), (b,y) ve (c,y)} olsun. Bu kiimedeki
tepelerin graftan ¢ikarilmasi ile olusan yeni graf Sekil 3.2.2.2 (b)’deki gibidir.

(a,x)

(b)

(c,x)

Sekil 3.2.2.2 (2) Ks x E2® grafi (b) (Ks x E2®) - {S} grafi

Buradan, I(Ks x E1®) degerini bulmak igin yapilan islemlere benzer sekilde
hareket ederek 1(Ks x E2®)=9 oldugu elde edilir.
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3.2.3 K3 x E3® Grafimin biitiinliik degeri

Ks, E3® ve Kz x Eg® graflar1 Sekil 3.2.3.1°de sirastyla gosterilmistir.

[ 3]

3 9— @@=
[ B

Qv

(©)

Sekil 3.2.3.1 (a) Kstam grafi (b) E3® grafi (¢) Ks x Es® grafi

ScV(Ks x E3®) olmak iizere S={(a,y), (b,y),(c,y)} olsun. Bu kiimedeki tepelerin
graftan ¢ikarilmasi ile olugan yeni graf Sekil 3.2.3.2 (b)’deki gibidir.

(b)

Sekil 3.2.3.2 (a) Kz x Es® grafi (b) (Ks x Es®) - {S} grafi

Buradan, 1(Ks x E1®) degerini bulmak icin yapilan islemlere benzer sekilde
hareket ederek 1(Ks x Es®)=12 oldugu elde edilir.
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3.3 Ka x Ep® (p=1,2,3) Grafimin Biitiinliik Degeri

Bu kisimda, sirasiyla p=1, 2 ve 3 alinarak, Ks4 x Ep® graflariin biitiinliik
degerleri hesaplanmustir.

3.3.1 K4 x E1® Grafinin biitiinliik degeri

Ka, E1® ve Ka x E1® graflar1 Sekil 3.3.1.1°de sirasiyla gosterilmistir.

(a) (b)
Sekil 3.3.1.1 (a) K4 tam grafi (b) E1® grafi (c) Ks x E1® grafi
Sc V(Ka x E1®) olmak iizere, S kiimesini olustururken iki durum ortaya ¢ikar.

Durum 1: S={(a,y), (b,y), (c,y), (d,y)} olsun. Bu kiimedeki tepelerin graftan
cikarilmasi ile olusan yeni graf Sekil 3.3.1.2 (b)’deki gibidir.

4 (at) glaw)
’ b,t)
(b) (b,w)
. (et (c,w)
> (d,z) (d,®) (d,w)

Sekil 3.3.1.2 (a) K4 x E1® grafi (b) (K4 x E1%) - {S} grafi
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Bu durumda, 1S|=4 ve {m((Ks x E1®) - S)}=4 olup K4 x E:® grafinin tepe
biitiinliik degeri

l1(Ks x E1%)=8. (3.9

Durum 2: Sc V(Ka x E1®) olmak iizere S#{(a,y),(b,y), (c,y), (d,y)} olsun. Bu
durumda, S kiimesi nasil segilirse secilsin, daima {|S|+m((K4 x E1®)-S)} degerinin
en az 8 oldugu goriilebilir ve

I2(Ks x E1%) > 8. (3.10)
(3.9) ve (3.10) dan, I(Ks x E1®) = min{ I1(Ka x E1®), 12(K4 x E1®)}=8 *dir.
3.3.2 K4 x E2® Grafimin biitiinliik degeri

Ka, E2® ve Ka x Ep® graflan Sekil 3.3.2.1°de sirastyla gdsterilmistir.

a d
(@) g (b) .x
b [

(ax) (ay)
(a:2) (a,t) (a,w) (ak) Jg(al) @ (am)
b,k
[b ' l:b,Z) (brt} [b,W} [ ] b,l {b,m}
(©)
) , , k A :
(c,%) = (c,2) (et (c,w (c cl) (c,m)
(d,x (d2) \d(d1) NQdw) N (k) \g (dINg (dm)
(d,y)

Sekil 3.3.2.1 (a) K4tam grafi (b) E2® grafi (c) Ka x E2® grafi

I(K4 % E2%) degeri icin, en uygun S kiimesi olarak, S={(a,y), (b,y), (¢,y), (d,y)}
secilir ve bu tepeler graftan c¢ikarilirsa, olusan yeni graf Sekil 3.3.2.2 (b)’deki
gibidir.
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- (a,2) (a,t) (a,w) (a,k)
[b b;'!f (b,Z) {th} b,w] (b-k}
(a)
(%) = (c.2) (ct (c,w (c.k
(d,x X, X (d,z) (d,t) (d,w) (d.k)
(d.y)
(a,x)
(a,z) (a,t) (a,w) (a,k)
(b (b,z2) (b,t) (bw)f |(bk)
(b)
[C,X [C,Z} [C,t [ch {C!k
(d,x (d,z) (d,t) (d,w) (d,k)

Sekil 3.3.2.2 (a) K4 x E2® grafi (b) (Ka x E2°) - {S} grafi

(a,l)
(b1

cl)

(d1)

(a.l)
(bl

cl)

(CH))

(a,m)
(b,m)

(c,m)

(d,m)

(a,m)
(b,m)

(c,m)

(d,m)

Buradan, 1(Ks x E1®) degerini bulmak icin yapilan islemlere benzer sekilde
hareket ederek 1(Ks x E2®)=12 oldugu elde edilir.

3.3.3 K4 x E3® Grafimin biitiinliik degeri

Ka, E3® ve Ka x E3® graflan Sekil 3.3.3.1°de sirastyla gosterilmistir.

@ % )
b c

3 ¢ — @9~

Sekil 3.3.3.1 (a) K4tam grafi (b) E3® grafi (c) Ka x E3® grafi
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I(Ks x E3®) degeri igin, en uygun S kiimesi olarak, S={(a.y), (b.,y), (c.y), (d,y)}
secilir ve bu tepeler graftan cikarilirsa, olusan yeni graf Sekil 3.3.3.2 (b)’deki
gibidir.

(o) (} e ‘—* V’f* .
“’.‘!ﬁ@—ﬁ‘ S
@m\%%ﬂg s

/

|\

/

i

/

/

A TN\
(1)
S

(a)

-

<4Ava

alvVa
s
A
\_§
| \ o
,.-a

(d,x

S
TN

Sekil 3.3.3.2 (a) K4 x E3® grafi (b) (K4 x E3®) - {S} grafi

Buradan, 1(Ks x E1®) degerini bulmak icin yapilan islemlere benzer sekilde
hareket ederek 1(K4 x E3®)=16 oldugu elde edilir.
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4. SONUC

Bu calismada, zedelenebilirlik kavramu ile ilgili temel tanim ve teoremler
verilmis, bir iletisim aginin zedelenebilirlik kavrami igin iki parametre ele
alinmustir. Oncelikle, iletisim aglarmin zedelenebilirlik degerini dlgen en temel
parametrelerden biri olan baglantililik 6l¢iimii ele alinmis ve baglantililik sayisi
ayni olan graflar arasinda, bu Ol¢limiin ayirt edici olmadig: ifade edilmistir.
Ardindan baglantililik sayisina bir alternatif olarak biitiinliik 6l¢iimii ele alinmis ve
bu konuda yapilan ¢aligmalar listelenmistir. Bu ¢alismalarin sonunda K, (n=2,3 ve
4) ve Ep' (p=1,2,3 ve t=3) graflarinin kartezyen ¢arpimlar1 sonucu olusan 9 farkh
graf i¢in baglantililik ve biitlinliik degerleri hesaplanmustir. (Bkz. Cizelge 4.1)

Kn (n=2,3.4) tam grafinm ve Ept (p=1,2, 3 | Baglantilihk | BUtunlik

ve t=3) aga¢ grafinin kartezyen garpimlar1 | sayisi (k) Sayisi (I)
Kox E? 2 4
Kox E23 2 6
K:x E3 2 8
Ks:x Ei? 3 6
Ksx E? 3 9
Ksx E5? 3 12
Kax Ei? 4 8
Kax EJ? 4 12
Kax E3? 4 16

Cizelge 4.1 (KzX E13), (KzX E23), (KzX E33), (K3X E13), (K3X E23), (K3X E33), (K4X E13),
(Kax E2%), (Kax E3®) graflarmin baglantililik ve biitiinliik degerleri.

Bu caligma sonucunda, kartezyen carpimi sonucu elde edilen Kn X Ep
graflarinin zedelenebilirlik degerlerinin analizinde, n sabit olmak lizere p sayis1 artis
gosterdiginde baglantililik sayisinin bu graflar arasinda ayirt edici olmadigi, ancak
biitiinliik sayisinin bu graflar arasinda ayirt edici oldugu gozlemlenmistir. Diger bir
deyisle, literatiirdeki diger caligmalara paralel olarak, bazi graf tiirlerinde
zedelenebilirlik 6l¢iimii olarak baglantililik sayis1 yerine biitiinliik 6l¢limiiniin
kullantminin daha i1yi sonuglar doguracagi gézlemlenmistir.
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