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KOSE YAKINLARINDAKI AKIS CIZGI TOPOLOJISI

Emrullah ERTUNC

Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
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Tez Damismani: Dog. Dr. Ali DELICEOGLU
OZET
Bu tezde dikdortgensel kavitini icerisindeki akis yapilar1 ve kose civarindaki akis

cizgileri incelenmistir.
Tez ti¢ boliimden olusmaktadir.

Birinci boéliimde, tez boyunca kullanacagimiz temel tanimlar, teoremler ve bazi 6zel

yontemlere yer verilmistir.

Ikinci boliimde, dikdortgensel kaviti ele alinmustir. Akig fonksiyonunun katsayisini
bulmak icin ciftdiklestirme (biorthogonality) o6zelligi kullanilmistir. Kaviti
icerisinde akis yapilar1 Stokes denkleminin analitik ¢6ziimden elde edilmistir.
Akis fonksiyonunun yakinsakhigr kaviti icerisindeki cesitli noktalar alinarak
karsilastinnlmistir.  Ayrica farkli goriintii oranlan icin akis yapilan gosterilmistir.
Bunun i¢in Giircan [1], Joseph and Sturges [2] ve Driesen ve ark. [3] makaleleri

incelenmistir.

Ugiincii  béliimde, dikdortgensel kavitinin  kidse civarindaki akig yapilar
incelenmistir. ~ Kose civarinda Stokes denkleminin kutupsal koordinatlardaki
¢Ozlimii dikkate alindi. Daha sonra i¢ bolgedeki ¢6ziimden yararlanilarak eslestirme
(matching) yapild1 ve katsayilar hesaplandi. Bu sayede bir 6nceki boliimden elde
edilemeyen girdap akis yapilan goriildii. Eslestirmeden Onceki ve sonraki akis
yapilar karsilastirildi. Bunun i¢in Phillips(1989) makalesi incelendi.

Anahtar Kelimeler: Kaviti, Girdap, Akis Yapisi, Eslestirme, Ciftdiklestirme, Girinti ve

Cikint1 Kosesi.
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ABSTRACT

In this thesis, the flow structure within the rectangular cavitiy and the flow lines

around the corner are investigated.
The thesis consist of three sections.

In the first section, general definitions and theorems which will be used in thesis and

some specific methods are introduced.

In the second section, the rectangular cavity is considered. To find coefficients of
the streamfunction is used biorthogonality feature. Flow structure within the cavity
have been the analytical solution of the Stokes equation for lid-driven cavity. Also
convergence of the stream function is compared by taking different point in the cavity.
Flow structures are shown for different aspect ratios. For this, Gurcan [1], Joseph and

Sturges [2], and Driesen at all. [3] of articles were examined.

In the third section, flow structure in near the corners of the rectangular cavity were
investigated. Solution of Stokes equations in polar coordinates are taken into account
near the corner. Then, matching has been by using solution of inner region and
then the coefficients stream function was evaulated. In this way, eddy flow structure
which can not be obtained from the previous section were observed. Flow structure
that is matching before and after were compared. For this, Phillips [4] article were

investigated.

Keywords: Cavity, Eddy, Flow Structure, Matching, Biorthogonality, Reentrant and

Salient Corner.
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GIRIS

Endiistrinin bircok tiiretim alanlarinda akis problemleri ile karsilasilir. Bu
akiskanlarinda kaviti icinde (dikdortgensel, sektorel,...v.s) olanlar1 verecegimiz 6rnek
problemlerde ortaya ¢ikar. Bunlar tabaka (coating) akislari, miirekkep piiskiirtmeli
yazicilar, hava akimlar1 ve okyanus akintilari, boru icindeki siv1 akislari, kavitilerdeki
akis, damarlardaki kan akisi, akcigerlerdeki havanin dolasimi, galaksideki yildiz
hareketleri, elektrik {iretimi, hava tahminleri, gemi {iretimi ve kanat etrafindaki hava
akintilarinin modellenmesinde ve hesaplanmasinda sik¢a kullanilir (daha detayl
bilgi icin bkz. Summers and Thompson [5], Thompson [6], Aidun ve ark. [7], Shankar
and Despande [8], Sharif [9], Oztop and Dagtekin [10], Bilgil [11]).

Kapak ile siiriilen kavite akisi, dinamik akiskanlar alanindaki heseplamalarda en ¢ok
calisilan problemlerden birisidir. Basit bir geometrisi olmasina ragmen, kapak ile
suriilen kavite akist Reynolds sayisina bagh olarak, kavitilerin kose bolgelerindeki

akisin donerek oldukga cesitli akis yapilari ortaya ¢cikakmaktadir.

Literatiirde en cok calisilan kavite akislar;; diizglin dért duvar tarafindan
sinirlandirlmis dikdortgensel veya ic ice gecmis iki daire arasinda kalan sektorel
kavitilerle sinirlandirilan akiskanin, karsilikli iki duvar veya tek duvarin hareketi ile
olusturdugu akislardir. Diizgiin geometrilere sahip bu akis problemleri analitik olarak
¢oOziilebildigi gibi ayn1 zamanda spektral ve coklu grid metodu, sonlu elemanlar, false
transient, sonlu farklar gibi ntimerik tekniklerlede coziilebilir. Kavitelerdeki Stokes

akis problemi biharmonic denklem,
Vi =0
tarafindan yonetilir. Burada iy bilinmeyen, akis fonksiyonu olarak adlandirilir. Bu

denklem akis bolgesinin geometrisine gore kartezyen, silindirik,...v.b. koordinatlarda

ifade edilebilir. Dikdortgensel yada buna benzer kavitilerdeki Stokes akis problemi
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icin biharmonik denklemin kartezyen koordinatlarda alinmasina ragmen bu tez
calismasinin bir kisminda oldugu gibi bu denklemi kutupsal formda almak uygun

olcaktir.

Stokes akis problemi iizerine uzun yillardir bir¢ok bilim adami ¢alisma yapmasina
ragmen analitik ¢c6ziimii sadece diizgiin geometriler icin elde edilebildi. Ayrica Jeffrey
[12] donen iki silindir arasinda kalan iki boyutlu sonlu bir bolge i¢in biharmonik
denklemi cozerek ilk akis cizgisi resmini elde eden arastirmaci oldu. Bu tezde de

dikdortgensel kaviti icin Stokes akis probleminin ¢6z{imii incelenmistir.

Smith [13] yar1 sonsuz seritsel bir bolgede biharmonik denklemi ¢ézmek icin
bir algoritma gelistirdi. Smith analitik ¢oziimii kompleks olan 6zfonksiyonlar
(Papkovich-Faddle 6zfonksiyonlar1) ve kompleks olan 6zdegerlerin sonsuz serisi
olarak aldi. Ele alinan bu serinin bilinmeyen katsayilarin1 bulmak icin ciftdiklestirme
(biorhogonality) yontemini kullandi. Joseph and Sturges [2, 14] bu metodu
dikdortgensel kavitiye uyguladi. Daha sonra Driesen ve ark. [3] kavitiyi dikdértgensel
alt bolgelere ayirip her bir kaviti icerisinde farkli akis fonksiyonlar olusturup
ciftdiklestirme (biorthogonality) yontemini kullanarak lineer denklem sistemine
indirgedi ve bilinmeyen katsayilar1 bu sekilde elde etti. Son olarak Gurcan [1] ayni
problemin ¢6ziimiinii ciftdiklestirme (biorthogonality) metodunu kullanarak akis
yapilarini detayh bir sekilde elde etti. Kavitinin goriiniim orani olan A parametresini
azar azar degistirerek farkli akis yapilari ve girdap (eddy) olusum mekanizmasini elde

etti.

Ayni problemin ¢6ziimiinii Shankar [15], sonsuz serinin katsayilarini bulmak
icin ciftdiklestirme (biorthogonality) sartim1 kullanmak yerine en kiiciik kareler
metodunu kullandi. Elde ettigi sonuclar ile Joseph and Sturges [2] tarafindan bulunan
sonuclarn karsilastirdi ve kendi sonuclarinin onlarinki kadar dogru oldugunu gordii.
Shankar ayrica goriiniim orani olan A'nin artirilmasi ile kdse girdaplarinin geliserek
yeni bir girdap olustugunu gosterdi. Bu girdap olusum mekanizmasi daha énce Shen

and Floryan [16] tarafindan tarif edilmisti.

Srinivasan [17] ayn1 problem icin kose singiileritesini inceledi. Analitik ¢oziimii

elde etmek icin Shankar [15]'1n metodunu kulland: ki bu ¢6éziim hareketli kapak
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ve sabit duvarlarin olusturdugu koselere yakin yerlerdeki singiileritiye sahipti. Bu
¢Ozlim seri kisaltmalarindan dolay1 koselere yakin yerlerde bir miktar hata verdi. Bu
hatayi, ¢6ziime kiiciik r'ler icin bir lokal ¢c6ziim ekleyerek minimize etti. Buradaki r
kose noktasina olan radyal mesafenin 6l¢iistidiir. Srinivasan [17] bu calismayla tist
sinir kosullarinin koselere yakin bolgeler icin yatay hiz bileseni agisindan Shankar’in
metodundan daha iyi sonuclar elde etti. Fakat ayni kdse bolgeleri icin ¢ = 0 sartin
ayni1 yakinlikta elde etti. Ayrica kavitinin koselere yakin i¢ kisimlarda akis fonksiyonu

Y icin oldukca dogru sonuclara ulasti.

Diger yandan Phillips [4] dikdortgensel kavitinin kdse civarindaki akis yapisim
inceledi. Bunun icin kose yakinlarinda Stokes akis probleminin ¢6ziimiinii ele
aldi. Ilk once akis bélgesini alt dikdortgensel bolgelere ayirdi.  Bilinmeyen
katsayilan ciftdiklestirme (biorthogonality) yontemiyle elde etti ve akis yapilarini
olusturdu. Daha sonra girinti (reentrant) ve c¢ikinti (salient) koselerinde akis
yapilarini incelemek icin biharmonik denklemi ikinci mertebeden sistemler olarak
kutupsal koordinatlarda ifade etti. Adjoint problem elde ederek (bkz boliim 1.3)
bir yontem gelistirdi. Bu yontem aslinda dikdortgensel kavitinin kdse civarini bir
daire dilimi olarak ele alip orada bir akis fonksiyonu olusturmustur. Buradaki
akis fonksiyonunu ele alinan daire diliminin yayi {izerinde dikdortgensel kavitideki
Y akis fonksiyonu ile esitlenmistir. Dolayisiyla kose civarindaki singiileritiler yok
olmus ve akis girdaplar rahathikla goriilmiistiir (bkz béliim 3). Tezin 3. béliimiinde
dikdortgensel kaviti icin akis cizgileri ve ayni kavitinin kosesindeki akis cizgileri

karsilastirilmistir.



1. BOLUM

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu béliimde tez calismasi boyunca kullanacagimiz genel tanimlar, metodlar ve

bunlarla ilgili teoremler verilecektir.

1.1. Hamiltonian Sistemler

Tanim 1.1.1. y akis fonksiyonu olmak tizere

oy oy
(=——, j=——0r 1.1
x oy Y ox (1)
seklinde tanimlanan sistemlere Hamiltonian sistemler denir.
Tanim 1.1.2. Hamiltonian sistemlerin akis fonksiyonu v olsun.
oy oy
E(%J’o): ﬁ(xo,J/o)ZO (1.2)

sartini saglayan (x,, J,) noktasina Hamiltonian sisteminin kritik noktasi denir.

Teorem 1.1.1. Hamiltonian sistemler korunumlu (conservative) bir sistemdir.

ispat:
Y(x,y)=c
alinip zamana gore tiirevi alinirsa ;
d¢_3¢dx+6zpdy
dt Jdxdt dydt
_SU2y, v o)
~9xdy dy\ dx
=0
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olur. Bu da y(x, y) akis fonksiyonu zamandan bagimsiz oldugunu, yani korunumlu

oldugunu verir. m

Hamiltonian sistemlerde kritik nokta civarinda akis yapilarn iki tanedir. Bunlar eyer

(saddle) ve merkez (center) dir. Dolayisiyla asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 1.1.2. Hamiltonian sistemlerin jakobiyen matrisi

l/)yx l/’yy ) 1
= 3
/ (_lpxx _wxy (13)
ve determinanti

|]|:l/)xx¢yy_(l/)xy)2 (1.4)

olsun. Eger
(i) [J|<0 ise, kritik nokta eyer (saddle) noktasi,

(i) J|>0 ise, kritik nokta merkez (center) noktasidir.

Yani (x,, ) kritik noktasindaki akis yapisini bulabilmek icin Jakobiyen matrisinin

determinantinin isaretine bakilarak yorum yapilabilir.

Tanim 1.1.3. Eyer noktalar1 ¢ fonksiyonunun birinci mertebeden kismi tiirevlerinin
sifir oldugu fakat fonksiyonun yerel minimum veya yerel maksimum olmadigi

noktalardir (bkz. sekil 1.1).

Tanim 1.1.4. Merkez noktasi i fonksiyonunun birinci mertebeden kismi tiirevlerinin
sifir oldugu ve sadece yerel minimum veya yerel maksimum oldugu noktalardir (bkz.

sekil 1.2).

Tanim 1.1.5. iki egrinin tegetsel olarak birlestigi noktaya kése (kusp) noktas: denir

(bkz. sekil 1.3).

Tanim 1.1.6. |J|=¢,, ¢, —(Q/ny)z =0 olsun. Eger

(i) Sifir, cebirsel ¢carpani iki ve geometrik carpani bir olacak sekilde bir 6z deger ise,
kritik noktaya basit (simple) dejenere noktasi,

(ii) Sifir, hem cebirsel hem de geometrik carpani bir olacak sekilde (J=0) bir 6zdeger

ise kritik noktaya basit olmayan (non-simple) dejenere noktasi denir.



Sekil 1.1. Eyer (saddle noktasi)

Tanim 1.1.7. Yeni kritik noktalarin dogmasi veya yok olmasi akisin nitel degisikliklere
(sekil olarak) ugradigini gosterir. Dinamik sistemlerdeki bu degisiklige catallanma

(bifurcation), degisikligin oldugu noktaya ise ¢atallanma noktasi denir.

Bu catallanmalarin 3 cesidi vardir. Bunlar eyer-diigiim (saddle-node) ¢atallanmasi,

transcritical catallanmasi ve pitchfork catallanmasidir.

Tanim 1.1.8. Saddle-Node ¢atallanmasinin genel formu r bir parametre olmak tizere
X = r + x? seklindedir. Burada f(x)=r + x? = 0 olmak iizere x = +/—r olur ki r'nin
durumlarina goére {i¢ durum incelenir. r <0, r =0 ve r > 0 dir. Burada kritik nokta ilk

durumda iki iken son durumda sifir olur.

Tanim 1.1.9. Genel formu x = rx — x? seklinde olan sistemlere Transcritical

Catallanmas1 (Bifurcation) (TB) denir. r parametresine gore farkli durumlar soz



Sekil 1.2. Merkez (center) noktasi

konusudur. Burada f(x)= rx —x?= 0 olmak lizere
rx—x’=0—-x(r—x)=0—-x=0vex=r
dir. Dolayisiyla kritik nokta her zaman ikidir. Sadece yerleri degisir.

Tanim 1.1.10. Genel formu x = rx — x3 seklinde olan sistemlere Pitchfork

catallanmasi denir.
f(X)=rx—x*=0—x(r—x*)=0—x=0ve x =++/7

olmak tizere tic durum incelenir. Dolayisiyla r nin biiytikliigiine ve kii¢iikliigiine bagh
olarak yapinin degismesi ilk basta tek kritik nokta mevcut iken daha sonra kritik nokta

tice cikiyor.



Kusp Noktasi

Sekil 1.3. Kose (Kusp) Noktas1

1.2. Sifirdan Farkh Reynolds Sayilh Navier-Stokes Akisi

Navier-Stokes denklemleri, ismini Claude-Louis Navier ve George Gabriel Stokes’tan
almis olan, sivilar va gazlar gibi akiskanlarin hareketini tanimlamaya yarayan bir dizi
denklemlerden olusur (Bilgil [11]). Oncelikle akiskanin siirekli oldugu kabul edilir.
Yani akiskanin tamaminin ayni 6zellikte oldugu, icinde farkli bicimlerin (formlarin)

olmadigi kabul edilir.

Bu denklemler, akiskan icerisindeki birim kiitleye etki eden momentum (ivmelenme)
degisimlerinin basin¢ degisimleri ve siirtiinme kayiplarina neden olan viskoz
kuvvetlerinin (stirtinmeye benzer) toplamina esit oldugunun dogrulugunu ortaya
koymaktadir. Bu viskoz kuvvetler molekiiller arasi etkilesimlerden meydana
gelmekte ve akiskanin akmaya ne kadar direncli (viskoz) oldugunu gostermektedir.
Boylece, Navier-Stokes denklemlerinin, verilen aiskanin herhangi bir bolgesindeki
kuvvetler dengesinin dinamik ifadesi oldugu séylenebilir (Bilgil [11]).

Bu denklemler en kullanish denklemlerin basinda gelmektedir. Ciinkii, gerek
akademik gerekse ekonomik bir¢ok fenomenin fizigini aciklamaktadir. Hava
alkimlarinin ve okyanus akintilarinin, boru icindeki sivi akislarinin, kavitilerdeki
akisin, damarlardaki kan akisinin, galaksideki yildiz hareketlerinin, elektrik

tiretiminin, hava tahminlerinin, gemi {iretiminin ve kanat etrafindaki hava



akintilarinin modellenmesinde ve hesaplanmasinda sikca kullanilir.

iki boyutlu Navier-Stokes denkleminin genel sekli asagidaki gibidir :

guon, ,ou__1op u(32”+32“) (1.5)
ot ox oy padx ox2 0y2
@+ua—v+v2=—la—p+v(&+azl}) (1.6)
ot ox 0dy poy dxz 0dyz
u ov_, (1.7)
ox 0dy

Burada u ve v sirasiyla x ve y yoniindeki hiz bilesenleri, p yogunluk, P basing,
ve v kinematik viskositedir. Co6ziim yontemlerinde sagladigi sadelik ve bazi
parametrelerin akisa olan etkisini tayin edebilmek adina genellikle bu denklem boyut

analizi ile boyutsuz hale getirilebilir.

1.3. Ciftdiklestirme (Biorthogonality) Metodunun Uygulanmasi

Simdi biharmonik denklemin c¢6ziimiinii ele alip ciftdiklestirme metodunu
aciklayahm. Biharmonik denklemin ¢6ziimiinii degiskenlerine ayrilabilir olarak
Y(x,z) = ¢(x)e** olup Alar kompleks ve ¢(x) fonksiyonu biharmonik denklem

icinde asagidaki sekilde tanimlanir.

d* d? d? d?
— 2 P ——+ A | = ——+ A% || ——+A? =0. 1.
e B Fao g [P PR 08

Ayrica u=¢" + A%¢ dersek (1.8) denklemi
u=¢ +22¢, u"+A*u=0 (1.9)

seklinde yazilir (Shankar [18]). Diger yandan —1/2 < x < 1/2,z < 0 sinirlar iginde
asagidaki sartlar verilsin.

(i) Y(x,z) coziimii x ==*1/2 de kendisi ve tiirevi sifira esit olsun.

(ii) z = —00, Y(x, z) — 0 olmali. (1.9) denklemini yeniden diizenlersek

2

9 tu=29, (1.10
d2
—Wu:/lzu (1.11)
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yazilir. U’ = (¢, u) (Friedman 1956) seklinde vektor olarak tanimlanirsa (1.10) ve

(1.11) denklemlerinin standart formu AU = A?U 6zproblemi sekline elde edilir.

_a
A:( dx? dz) (1.12)

0 —a=

Burada A operatorii

seklinde alinmistir. U’ = (¢, u) ve V' = (y, v) vektor halinde tanimlayip (Friedman
[19]) iki vektor alahm. Sonra bu iki vektoér arasindaki i¢ carpim asgidaki gibi

tanimlanir.

(v,U) =f {p(x)y(x)+ u(x)v(x)}dx.

Ayrica sinir sartlari olarak ¢ (+3) = ¢'(£3) = v(+3) = v’(3) = 0 olsun.
(V,AU)=(U,AV)
seklinde A adjoint operatérii vardir. Bu adjoint operatorii

d2
. (=L 0
i(F )
dx?

seklindedir (Shankar [18]). Bu durumda A’nin ézvektorii U , 6zdegeri A ve A'nin

ozvektori V , 6zdegeri u olmak tizere asagidaki esitlikler yazilabilir.
(V,AU)=(V, 2U) = A*(V,U) = (U,AV) =(U,u*V)=u*(U, V)

dir. Buradan ise (A2 —u?)(V,U) = 0 olur ki A # u iken (V,U) = 0 dir. Bu ifade bizim
aradigimiz diklik (biorthogonal) ifadesidir (Shankar [18]).



2. BOLUM

DIKDORTGENSEL KAVITI iCIN SINIR DEGER PROBLEMI

2.1. Giris

Bu boliimde bir dikdortgensel kaviti icerisindeki akis yapilan (girdap, homoklinik,
heteroklinik, ...) yavas viskos akislar i¢in Stokes denkleminin analitik ¢éziimiinden
elde edilmistir. Bunun i¢in dikdortgensel kavitinin tist kapagi hareketli diger kenarlar1
ise hareketsiz olan sinir deger problemi g6z 6niine alinmistir.

Dikdorgensel kaviti icerisindeki Stokes akis problemi iizerine bir¢ok bilim adami
calismigtir. Ornegin; Smith [13] yar1 sonsuz seritsel bir bélgede biharmonik denklemi
¢Ozmek icin bir algoritma gelistirdi. Smith bu calismasinda akis fonksiyonunun
analitik ¢oziimiinii kompleks 6z fonksiyonlar (Papkovich-Faddle) ile kompleks 6z
degerlerin sonsuz bir serisi seklinde ifade etti. Elde edilen bu serinin katsayilarini
bulmak icin sinir kosullarini kullanarak bir denklem sistemi olusturdu. Bu denklem
sistemini de ciftdiklestirme (biorthogonality) yontemini kullanarak ¢6zdii. Daha
sonra Joseph and Sturges [2] bu metodu dikdortgensel kavitiye uyguladi. Joseph and
Sturges [2] bu sayede A goriiniim oranini (aspect ratio) degistirerek farkli akis yapilari
elde etti.

Shankar [15] ayni problemin c¢oziimiinii, sonsuz serinin katsayilarini bulmak
icin ciftdiklestirme (biorthogonality) sartim1 kullanmak yerine en kiiciik kareler
metodunu kullandi.  Elde ettigi sonuclarla Joseph and Sturges [2] tarafindan
bulunan sonuglan karsilastirdi ve kendi sonucglarinin diger calismalardan daha
dogru oldugunu gordii. Giircan [1] dikdortgensel kaviti icerisindeki akis yapilarini
kavitinin goriiniim orani olan A'nin degistirilmesiyle olusan akis modellerini Joseph
and Sturges [2]'in gelistirdigi ciftdiklestirme(biorthogonality) 6zelligini kullanarak

detayl bir sekilde ortaya koydu. Ayrica Giircan [1] kavitinin goriiniim orani olan A
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parametrisini kullanarak girdap (eddy) olusum mekanizmasini elde etti.

Diger yandan Driesen, ve ark [3] tarafindan yapilan ¢calismada kaviti icerisindeki akis
yapilarini elde etti. Ele aldig1 kavitiyi sonlu sayida dikdortgensel alt bolgelere ayirdi.
Bu alt bolgelerdeki akis fonksiyonlarin ¢oziimiinii 6zfonksiyonlarin serisi olarak
aldi. Bu serilerdeki katsayilar1 bulmak icin sinir sartlarini, eslestirme kosullarini
kullandi.  Ciftdiklestirme (biorthogonality) metodu yardimiyla lineer denklem
sistemine indirgenerek katsayilar elde etti. Bu sayede kaviti icerisindeki herhangi bir

boélgedeki akis yapilarini elde etti.

2.2. Modelin Formulasyonu

Bu kisimda tek kapagi hareketli dikdortgensel kaviti icerisindeki iki boyutlu
sikistirilmaz akis problemi géz 6niine alinacaktir. Sikistirllmaz akisin yogunlugu
p, viskozitesi ) olmak {izere kararh bir Newtonian akis, Navier-Stokes denklemi ve

siireklilik denklemi tarafindan yonetilir. Bu denklem,
puNu=—VP+nVu (2.1)

ve stireklilik denklemi,

V.u=0 2.2)

seklindedir.  (2.1) denkleminde u ve P sirasiyla akiskan icin hiz ve basing
degiskenleridir. Burada pu.Vu atalet terimi, —VP basing terimi ve nVu
viskos terimi olarak adlandirilir.  Ayrica atalet terimlerinin, basing ve viskos
terimlerine gére dnemsenmeyecek kadar kiiciik oldugu kabul edilir. Bdylece
(2.1) denklemindeki atalet terimi dikkate alinmazsa Navier-Stokes denklemi Stokes
denklemine indirgenir.

—~VP+nVu=0 (2.3)

(2.3) denklemine curl operatorii ile basing gradient terimi V P elimine edildi. Boylece,
VAVZu =0 (2.4)

elde edilir. ¢ akis fonksiyonu (stream function) oldugundan hiz bilesenleri,

AL

= LU= 2.5
oy ox 25
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seklindedir. Burada u ve v sirasiyla x ve y yoniindeki hizlaridir. Sinir sartlari ise

0
%zOvetﬂ:sabit (2.6)

seklindedir.  Boylece (2.4) denklemi y icin asagidaki biharmonik denkleme
indirgenir.

vy =0. (2.7)

2.3. Cozim Yontemi

(-1,h) oy (1,h)

(1) 20 (1,-h)

Sekil 2.1. Ust kapagi haraketli kaviti i¢in sinir deger problemi

Sekil 2.1'deki gibi —1 < x < 1, —h < y < h sinirlan arasinda kalan, sadece iist
kapak hareketli diger taraflar duvar olan bir dikdortgensel kaviti diisiinelim. Bu kaviti

icerisindeki akis fonsiyonu Papkovich-faddle 6zfonksiyonlarinin bir serisi olarak,
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Z ¢ sinh(A,,y) . cosh(A,,y)
Y(x, a
V)= "sinh(A, 1) " cosh(A,,h)
smh s y cosh(/ls 2Y)
smh(ls nh cosh (Asnh)
sinh(u, , x) cosh(,ua nX
en }’l
n__oo Hf; " sinh(u, ,) cosh(u, )
Ws sinh(u; , x cosh snX
) 8n e hy, e (2.8)
n__oo ,u§ " sinh(u;, n) cosh(u, n)

dir (Giircan [1]).
Burada 1y akis fonksiyonu V*) = 0, Stokes denklemini saglamasi gerektiginden

dolay1 6zfonksiyonlar (Papkovich-Faddle Ozfonksiyonlari),

sin(A, ,)cos(A, ,x)—xcos(A, ,) sin()ta'nx)]
s.n | COS(Ag ) sin(A, , x)—x sin(A, ,)cos(A, , x)] 2.9

,[sin()ta,n)cos(ka,n%)—zcos()L )sm(/l
|

)

h "h
—%si n(A cos( )] (2.10)

seklinde elde edildi (Giircan [1]). Sinir sartlari
i )x==%1 icin (yan sinirlar)

oYELY) 2.11)

+1,1)=0
Y(£1,y)=0ve P

ii )y=h i¢in (list sinir)

M =1 (2.12)

Y(x,h)=0ve oy

iii )y=-h icin (alt sinir)

9ylx,—h) _ 2.13)

Y(x,—h)=0ve oy

dir. Ozfonksiyonlara sinir kosullarini uygulanarak 6zdegerler.
(2.14)

sin(2A, ,)=—2A,,
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sin(2A; ,)=2A; , (2.15)

seklindeki denklemlerin kompleks kokleri olarak elde edildi. Burada ayrica,

= Aa,n (2.16)
Ua,n / .

Us = As,n (2.17)
s,n / .

seklindedir. Baska bir deyisle 6zfonksiyonlarin genel formu;
@an(x)=cicos(A, ,x)+ cx8in(A, , X)
@5 n(x)=cysin(A; , x)+ ¢, x cos(A ,, x)
seklinde oldugu aciktir. Bu denklemlere (2.18) sinir kosulu uygulandiginda yani;

@an(1)=0 ve % =0 sartlar yerine yazildiginda;

(pa,n(l) =0 COS()La,n) +C Sin(la,n) =0

a¢a,n(x = 1)
ox

elde edilir. Burada katsayilar matrisini olusturdugumuzda asikar ¢6ziim olmamasi

=—csin(A, )+ ¢ (sin(/la,n) +AgncC os(Au,n)) =0

icin(c, #0, ¢, # 0) katsayilar matrisinin determinanti sifir olmalidir. Yani

cos(Ay,,) sin(A,.,) o
_Aa,n Sin(la,n) Sin(Aa,n) + Aa,n COS(Aa,n) B

olmalidir.
Bu determinantin degerinden ise sin(24,,) = —24,, elde edilir. Benzer sekilde

simetrik olan 6zfonsiyon i¢in uygulanirsa sin(2A4; ,) = 21, ,, 6zdegerleri bulunur.

Simdi (2.8) akis fonksiyonunun katsayisim1 bulmak i¢in Giircan [1], Driesen ve ark
[3], Joseph and Sturges [2]'den yararlanilarak bir operatér yardimiyla giftdiklestirme
(biorthogonality) o6zelliginden lineer denklem sistemi elde edilerek katsayilar

bulunacaktir.



Tablo 2.1. sin(24,, ,,) + 24, , = 0 denkleminin ilk 40 kokii verilmistir.
Burada A, , =a, +ib, dir.

a,

b,

a

b,

2.1061961

1.1253643

21

65.166714

2.7820694

5.3562686

1.5515743

22

68.309115

2.8055834

8.5366824

1.7755436

23

71.451452

2.8280415

11.699177

1.9294044

24

74.593734

2.8495344

14.854059

2.0468524

25

77.735965

2.8701416

18.004933

2.1418907

26

80.878152

2.8899332

21.153413

2.2217229

27

84.020298

2.9089714

24.300342

2.2905522

28

87.162409

29273114

27.446202

2.3510482

29

90.304488

2.9450026

30.591295

2.4050125

30

93.446537

2.9620894

DS o|olN|o| o s w =] s

33.735814

2.4537192

31

96.588559

2.9786116

—
\S]

36.879894

2.4981022

32

99.730557

2.9946054

—
w

40.023629

2.5388668

33

102.87253

3.0101035

[—
=~

43.167088

2.5765588

34

106.01448

3.0251357

—
(S}

46.310323

2.6116089

35

109.15642

3.0397293

—
(2]

49.453372

2.6443934

36

112.29834

3.0539090

[—
~

52.596267

2.6751044

37

115.44024

3.0676978

[—
<]

55.739031

2.7040651

38

118.58213

3.0811166

—
©

58.881683

2.7314406

39

121.72400

3.0941846

[\
(=)

62.024240

2.7573953

40

124.86586

3.1069199
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2.4. Kaviti icerisindeki akis modellerinin elde edilmesi

Ele alinan kavitinin sag ve sol kapaklar (x=%1 boyunca) alt kapagi da (y=-h boyunca)
hareketsizdir. Ust kapak ise (y=h boyunca) saga dogru hareketli olarak incelenecektir.
(2.8) akis fonksiyonundaki bilinmeyen katsayilar1 bulmak icin simnir kosullar
kullanildi. Sinir sartlari,

(i) x==%1 icin (yan sinirlar)

1,0(:|:1,y)=0vew=0, (2.18)
Jx
(ii) y=h icin (iist sinir)
oPlx, h) 2.19)

1/J(x,h)=OveT=1,



Tablo 2.2. sin(2A; ,)—2A; , = 0 denkleminin ilk 40 kokii verilmistir.
Burada A; , =a, +ib, dir.

a

b,

ay

b,

3.7488381

1.3843391

21

66.7379232

2.7939647

6.9499799

1.6761049

22

69.8802915

2.8169386

10.1192589

1.8583838

23

73.0226000

2.8389034

13.2772736

1.9915708

24

76.1648556

2.8599441

16.4298705

2.0966257

25

79.3070640

2.8801353

19.5794083

2.1833976

26

82.4492303

2.8995430

22.7270357

2.2573202

27

85.5913587

2.9182255

25.8733842

2.3217140

28

88.7334530

2.9362353

29.0188310

2.3787576

29

91.8755164

2.9536190

32.1636169

2.4299583

30

95.0175517

2.9704187

Do ©|oN|o| o s w =D

35.3079025

2.4764027

31

98.1595616

2.9866725

—
\S]

38.4518000

2.5188996

32

101.3015480

3.0024145

[a—
w

41.5953897

2.5580677

33

104.4435131

3.0176761

[—
['5N

44.7387310

2.5943908

34

107.5854585

3.0324858

—
[9)]

47.8818688

2.6282542

35

110.7273859

3.0468695

—
(2]

51.0248375

2.6599700

36

113.8692966

3.0608510

[a—
~

54.1676642

2.6897944

37

117.0111918

3.0744522

[—
oo

57.3103703

2.7179402

38

120.1530727

3.0876933

—
©

60.4529732

2.7445863

39

123.2949403

3.1005929

D
(=]

63.5954870

2.7698846

40

126.4367955

3.1131680

(iii) y=-h icin (alt sinir)

Y(x,—h)=0v

ayY(x,—h)
e oy

=0

dir. Burada (2.18) sinir sart1 y(x, y) akis fonksiyonuna uygulanirsa ;

110(1»)/): Z
l/)(—l,y)z i

oo

n=—oo

n=—oo

Wan(Y)

2
a,n

®gn(Y)

2
a,n

(eatfu)+ D 0

n=—o0o s,n

(~ent fu)+ > "

n=—o00 s,n

W n(y)

W n(y)

(g,+h,)=0

(~g,+h,)=0

17

(2.20)

elde edilir. Ayrica w, ,(y) ve w;,(y)fonksiyonlari sadece y = h olmasi durumunda
sifir oldugundan e, f,,,g,, h, katsayilar sifirdir.
Dolayisiyla y(x, y) akis fonksiyonu,

_ 5 Panl®) [ sinh(A,,,y)
V= 2, 5 st !

' LA
+ 2 | sinh(A, 1)

cosh(A, ,¥)
" cosh(A, ,h)

cosh(/ls’ny))

2.21
"cosh(A; , h) s

n=—oo
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sekline indirgenir.

Daha sonra (2.19) sinir sartini (y=h) yerine yazilirsa;

w(x, h)= Z {Qb;:(x) (@, +b,)+ ¢;Z(X) (¢, +dn)} o, (2.22)
61/J3(3JC/, h) _ nzz { ¢jl,:(:) (a,coth(A, ,h)+b, tanh()ta’nh))}
+ Z { Pl (¢, coth(A, ,h)+d, tanh(ls'nh))} =1 (2.23)

seklindeki denklemler elde edilir.

(2.20) sinir sartini (y=-h) yerine yazilirsa,

S a,n\X s,nlX
%U(x,—h) = Z {% (—a,+b,)+ ¢7L2( ) (—c, + dn)} =0, (2.24)
OYx,=h) [ Pan(x)
Y :ZOO{ ” (@, coth (A, ,h)—b, tanh(aa,,,h))}
+ Z { ¢5An C COth(As,nh)— dn tanh()ts_n h))} =0 (2.25)
bulunur.
az(pa,n(x)

n n 0 x?
¢l,u = ¢a.n(x)r ¢2,(l = }% ) (226)

32¢s,;
Pr =0, a(x), ¢ = ;gn (2.27)

olmak {izere yukarida smir kosullarindan elde edilen denklemleri yeniden
diizenleyerek vektorel formda yazilirsa,

(2.19) ve (2.20) denklemlerinden ;

o o7, coth(A, ,h) tanh(2, , h) or,

DI O O ) R G ) |

oo or coth(A; , ) tanh(A; , h) ot _(1
nzm{(c"” o1, o) T )Ell) e

ve

(2.21) ve (2.22) denklemlerinden;
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& o, coth(A, , h) tanh(, , h) oL,

3 o no S e{m (5 (5 ) ]

o o1 coth(As , h) tanh(A; , h) ot (L _(0

DI R I G S R G et | S

seklinde vektorel bir denklem elde edilir. ~ Ozfonksiyonlarin giftdiklestirme
(biorthogonality) 6zelliklerini kullanarak, bir operator (adjoint operatérii) yardimiyla
katsayilar daha basit sekilde elde edilir. (Giircan [1], Driesen ve ark. [3], Joseph and
Sturges [2]).

Adjointler,

70 = Aam [sin(A, ) €OS(Ay X ) — X COS(A g 1) SIN(A 4y X)] =2 COS(A g 1) COS(A g (X)),

)’Zfa =Aam [sin(?ta,m) cos(Ag X)) —x coS(Ay ) sin(la_mx)] ,

7= Agm [ Asm(€OS(Ag 1) SIN(A 1y X) — X SIN(A g 1) COS(A g, X))| +28I0( A ) SIN(A (1)),
13 = Ay [Asm(COS(Ag 1) SIN(A g 1 X) — X SIN(A 1) COS(A gy X)) (2.30)

seklinde olmak iizere adjoint operatorii asagidaki sekilde alinir.

+1
f (ym y;")A(:) dx. (2.31)
-1

A= %)

seklindedir. Simdi yukarida vektorel halde bulunan (2.25) ve (2.26) denklemlerindeki

Burada A matrisi ;

bazi terimleri yok etmek icin adjoint operatorii uygulanir.
Ornegin (2.25) denklemi igin ;

+1

m my[0 —1 ¢nu
f(rl,s 7/2,3)(1 2 )(qﬁi{a)dx:o»
_1 ’
+1

m my(0 —1 "a
f(rl,s 7,2,3)(1 2 )((p(l)' )dx:O,
3
+1

" w0 —1 ¢"S
fire ot 2)eE)eron.

-1



+1

m my[0 —1 ns
J(Yl,s 7’2,5)(1 2 )((P(; )dx:Nm,n-

-1

benzer sekilde (2.26) denklemi icin ;

+1
m m 0 -1 ¢na
J(’rl,a Tz,a)(l 2 )(qbi{ )dx:Km ’
-1 a
+1
m m 0 -1 ¢na
J(’rl,a Tz,a)(l 2 )( (1), )dx = Lm,n ’
|
+1
m m 0 -1 ¢ns
J(YI,u Yz,a)(l ) )((p;n )dx:O,
-1 s
+1

J (T ré’;)(? _21) (‘b(;) dx=0

-1

elde edilir.

20

O halde (2.25) ve (2.26) vektorel haldeki denklemlere adjoint operatorii uygulandiktan

sonra bu denklemler yeniden diizenlenirse ;

& th(A,,, b tanh(A,,, h
(@ + b)) K+ D {(an(%—l)ﬁ-bn(%—l))hmn}=4,
a,n a,n

n=—oo

= coth(A; , h) tanh(A; , h)
st $ [0 (00 ) )

s,n

> coth(A, ,h) tanh(A, , h)
(=am+bp) Ky + Z {(an (/12— +1)—bn (Az— +1))Lm'n} =0,

n=—oo

& th(2, , h tanh(A, ,
(—Con +dp) My + > {(c,,(%+1)—dn(%+1))Nm,n}=o
s,n s,n

n=—oo

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)
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dir. Burada K,,,, M,,, L, ,,, N, ,, ifadeleri;

+1

0 —1\(¢” 0, m # n ise
K. = m m La d =

-1

+1
0 —1 ¢n 0, m;énise
M, = | (115 73 it |dx=
|

r n =162 ,, 22 (A3, €08 (Ra,m =23 ,, 0% (Aa,n)) .

Lm " :f (/},in ,)/;n )(0 _1) (¢1’a) dx = (Aam+ranPAa,m—Aan) » m ;é nise
’ a o 2 .

| L2 0 —COSZ(Aa,m)(glilm +c0s* (A, ), m=nise

+1

=162, A2 (22 sin(A;,,)—22 , cos?(A; ) :
0 —1 ¢n s,m”vs,n\"\s,n , — s,m ! , m ;é n ise
Ny, = J (Tfs 73,1)( )( 1,5) dx = { N Y < e iy

J A —sin’(A; ) (542, +sin°(A,,)), m=nise
seklindedir.
Artik N=100 alinarak lineer denklem sistemi haline getirilip sonlu sayidaki katsayilar
bulundugundan dolay1 kaviti igerisindeki akis modelleri elde edilir.
Simdi dikdortgensel kaviti deki gériiniim orani olan h degeri degistirilerek asagidaki
farkh akis yapilar goriildii (bkz. sekil 2.2 ve 2.3). Gurcan [1] kavitinin h parametrisini
degistirmek kaydiyla girdap (eddy) olusum mekanizmasini gosterdi. Detayl bilgi icin

Gurcan [1], Gurcan [20], Gurcan [21], Gurcan [22]’e bakiniz.

Y akis fonksiyon serisi sonsuz sayida katsay: icermektedir. Joseph ve Sturges [2]
yaptig1 calismada gelistirdikleri ciftdiklestirme (biorthogonality) seri ¢oziimiiniin
niimerik olarak yakinsadigini gosterdi.

Asagidaki tablolarda h=2 icin kaviti icerisinde farkli noktalarda v akis fonksiyonunun
degeri ve ¢ akis fonksiyonunun u ve v hiz bilesenleri N nin durumlarina gore aldg:
degerler gosterilmistir. Tablo 2.3 ve 2.4 baktigimizda alinan noktalar dikdortgensel
kavitinin i¢ bolgesinde oldugundan dolay1 N degerinin kiiciik oldugu yerde bile hizla
yakinsamaktadir. Yani alinan datalar yeterlidir. Ayni durum u = % hiz bileseni icin

tablo 2.7,2.8,2.9ve v = —g—f hiz bileseni i¢in tablo 2.10, 2.11, 2.12 de gosterilmistir.
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Fakat dikdortgensel kavitinin kdse civarini inceledigimizde ayni sonuclar elde
edilememektedir. Ciinkii kose civarinda singiiler noktalar vardir. Tablo 2.5, 2.6
da kose civarindaki noktalarda farkli N durumlarinda vy akis fonksiyonunun
degerleri verilmistir. Ayrica ayni noktalar icin u = Z—lﬁ hiz bileseni tablo 2.13, 2.14,
2.15deve v = —% hiz bilesenini de tablo 2.16, 2.17, 2.18 de gosterilmistir. Bu
tablolar inceledigimizde N degerinin cok fazla alinmasi durumda akis fonksiyonu
bir noktaya yakinsamaktadir. Fakat bu yakinsama cok yavas oldugundan dolay:
datalan artirmaya ihtiya¢ duyulacaktir. Ayrica h=2 icin kose civarindaki ikinci
girdap yapisinin merkezi olan (-0.9968,-1.9969) noktasinda ) akis fonksiyonunun
u ve v degerleri farkli N ler icin tablo 2.19, 2.20, 2.21 de gosterilmistir. Bu tablolar
inceledigimizde herhangi bir yakinsama goriilememektedir. Clinkii bu nokta késeye
cok yakin oldugundan dolay: singiiler noktalar artacaktir. Bu da girdap (eddy)
yapilarinin goriilememesini veya ¢ok fazla datalar ile goriilebilecegini verir. Fakat
bu datalan hesaplamak kolay degildir. N=200 alinip dikdértgensel kavitiyi 500x500
tipinde 1zgaralara ayirip incelenebilir. Bunun icin 250 bin ayr1 noktada islem yapacak
programa ihtiyac duyulacaktir. Bu da hig kolay degildir. Biitiin bu sorunlardan dolay1
Phillips [4] tarafindan gelistirilen yontem 3. bdéliimde incelenmistir. 3. bolimiin
sonunda dikdortgensel kavitideki u ve v hiz bilesenleri ile Phillips [4] yontemiyle

iyilestirmeden sonra elde edilen u ve v hiz bilesenleri karsilastirilmistir.

Tablo 2.3. i ¢dziimiiniin ¢esitli noktalarda farkli N degerleri ve h=2 icin degerleri

N=10 N=20 N=40
(—0.6222,—1.5111) | 0.10795798E-03 | 0.10789698E-03 | 0.10788711E-03
1/(—0.5556,1.3333) -0.10014830 -0.10002888 -0.10001019

1(—0.5111,0.2222) | -0.12145450E-01 | -0.12150711E-01 | -0.12151445E-01
10(0.0222,—1.5556) | 0.23791438E-03 | 0.23773470E-03 | 0.23770603E-03
1/(0.0889,1.0222) -0.12723791 -0.12721890 -0.12721528

1/(0.6000,0.1333) -0.87168602E-01 | -0.87048641E-01 | -0.87030043E-01
10(0.6222,—1.4222) | 0.13826523E-03 | 0.13817345E-03 | 0.13815872E-03
1/(0.6667,1.6889) -0.10056059 -0.10000626 -0.99917774E-01




Tablo 2.4. i ¢oziimiiniin ¢esitli noktalarda farkli N degerleri ve h=2 icin degerleri

N=70 N=90 N=110
(—0.6222,—1.5111) | 0.10788780E-03 | 0.10788513E-03 | 0.10788808E-03
1(—0.5556,1.3333) -0.10001037 -0.10000526 -0.10001063

(—0.5111,0.2222)

-0.12151745E-01

-0.12151964E-01

-0.13011847E-01

1(0.0222,—1.5556)

0.23770672E-03

0.23769888E-03

0.23770722E-03

1(0.0889,1.0222)

-0.12721684

-0.12721593

-0.12721725

1(0.6000,0.1333)

-0.87030094E-01

-0.87025015E-01

-0.87030325E-01

(0.6222,—1.4222)

0.13815935E-03

0.13815534E-03

0.13815967E-03

1/(0.6667,1.6889)

-0.99909839E-01

-0.99884896E-01

-0.99909006E-01

Tablo 2.5. i ¢oziimiiniin ¢esitli noktalarda farkli N degerleri ve h=2 icin degerleri

N=10

N=20

N=40

0.9778,—1.9556)

-0.70832488E-08

-0.51247795E-08

-0.46877638E-08

0.9556,—1.9556)

-0.17376048E-07

-0.11454755E-07

-0.10345762E-07

-0.19801128E-07

-0.98115788E-08

-0.85177203E-08

0.9333,—1.9111)

0.36015859E-07

0.43566107E-07

0.44147101E-07

0.9111,—1.9556)

-0.82728637E-08

0.43578891E-08

0.51708324E-08

Y=
Y=
1(—0.9333,—1.9556)
Y=
Y=
Y=

0.9111,—-1.9111)

0.11471505E-06

0.12431479E-06

0.12482038E-06

Tablo 2.6. i ¢coziimiiniin ¢esitli noktalarda farkli N degerleri ve h=2 icin degerleri

N=70

N=90

N=110

0.9778,—1.9556)

-0.46508593E-08

-0.46492095E-08

-0.46491475E-08

0.9556,—1.9556)

-0.10291211E-07

-0.10289303E-07

-0.10289709E-07

-0.84967647E-08

-0.84950529E-08

-0.84961068E-08

0.9333,—1.9111)

0.44160235E-07

0.44163633E-07

0.44160814E-07

0.9111,—1.9556)

0.51776176E-08

0.51795179E-08

0.51779279E-08

Y=
Y=
1(—0.9333,—1.9556)
Y=
Y=
Y=

0.9111,—1.9111)

0.12483192E-06

0.12483663E-06

0.12483280E-06

durumdaki u hiz vektorii degeri

Tablo 2.7. h=2 icin dikdortgensel kavitinin farkli noktalarda N=20 ve N=40 oldugu

N=20

N=40

— Oy(—0.6222,—15111)

3.416463800066776E-004

3.415984182809973E-004

— Fl

= %{“m -0.128933178911233 -0.128849427519851
=02 T3 336102670793183E-002 | -3.336131542896623E-002
u = O [ 7 890562737775056E-004 | 7.889219499354701E-004
y = SO0 02 -0.190835393123772 -0.190820874887876
y = OO0 | 5 003785612638778E-002 | -2.003830702765445E-002

y
—0y(0.6222,-1.4222)
u= )

3.357085784128344E-004

3.356469003728409E-004

y
| — J(0.6667,1.6889)
=

-3.962141060652729E-002

-3.940379123486661E-002
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(a) (b)

L<
-~
AN

(©) (d)

1@

~

Sekil 2.2. (a) h=0.75 icin kaviti icerisindeki analitik ¢coziimden elde edilen akis
cizgileri, (b) h=1.55 icin kaviti icerisindeki analitik ¢cziimden elde edilen
akis cizgileri, (c) h=1.65 icin kaviti icerisindeki analitik ¢oziimden elde
edilen akis cizgileri, (d) h=1.85 icin kaviti icerisindeki analitik ¢6ziimden
elde edilen akis cizgileri
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(© (d)

Sekil 2.3. (a) h=1.6297 icin kaviti icerisindeki analitik ¢coziimden elde edilen akis
cizgileri, (b) h=3.028 icin kaviti icerisindeki analitik ¢c6ziimden elde edilen
akis cizgileri, (c) h=4.425 icin kaviti icerisindeki analitik ¢6ziimden elde
edilen akis cizgileri, (d) h=5.672 i¢in kaviti icerisindeki analitik ¢6ziimden
elde edilen akis cizgileri (Detayh bilgi icin bkz. Gurcan [1])
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Tablo 2.8. h=2 icin dikdortgensel kavitinin farkli noktalarda N=70 ve N=90 oldugu
durumdaki u hiz vektorii degeri

N=70 N=90
u =V | 3.415986055605360E-004 | 3.415854142828661E-004
y = SHE0SPOLI) -0.128843677514430

0(—0.5111,0.2222
Bp:L] )

-0.128820330058691

y
= QU0.0222-15556)

-3.336193979735302E-002

-3.336205516374981E-002

i

y
— 01(0.0889,1.0222)

7.889195754055170E-004

7.888824935104407E-004

il

il

y
, — JP(0:60000.1333)

-0.190821444592052

-0.190817456768057

y
, — 2006222, -14222)

-2.003871426531998E-002

-2.003886166673646E-002

Fl

y
— 0y(0.6667,1.6889)

3.356453500414506E-004

3.356282840889758E-004

dy

-3.936972467180693E-002

-3.930436558688765E-002

Tablo 2.9. h=2 icin dikdortgensel kavitinin farkli noktalarda N=100 ve N=110 oldugu

durumdaki u hiz vektorii degeri

— 0y(—0.6222,—1.5111)

N=100

N=110

dy
— 0(—0.5556,1.3333)

3.416005964189091E-004

3.415992150885391E-004

y
, — QUC05TIT02222)

-0.128846012750617

-0.128843303216905

y
1 — JY0.0222-15556)

-3.336204481131836E-002

-3.336208416990749E-002

dy
710(0.0889,1.0222)
Fl

u=

7.889246054558770E-004

7.889205962796346E-004

y
1, — JP(0:60000.1333)

-0.190822146838263

-0.190821751645046

Jy
U= 01(0.6222,—1.4222)

-2.003877206773508E-002

-2.003880533857627E-002

dy
210(0.6667,1.6889)

u=

3.356475751799090E-004

3.356457100254151E-004

dy

-3.937266943889599E-002

-3.936427343285833E-002

Tablo 2.10. h=2 icin dikdortgensel kavitinin farkli noktalarda N=20 ve N=40 oldugu

durumdaki v hiz vektorii degeri

N=20 N=40

= w06z 1SN |4 289866910026551E-004 | -4.289360482409758E-004
= —ZP05756,1.3357) 0.286783442466580 0.286788165864466

= JUCOSII02222) | 3 873714990890569E-002

dx
—_ 0y(0.0222,-1.5556)

3.873892427458836E-002

dx
—__ 0y(0.0889,1.0222)

1.933245569240471E-005

1.932902454152840E-005

ox
___ 2y(0.6000,0.1333)

-4.426036988762105E-002

-4.426214187843693E-002

ox
—_ 0y(0.6222,~1.4222)

-2.927631041023703E-002

-2.927818328726909E-002

dx
2(0.6667,1.6889)

5.363606972147294E-004

5.362877722322288E-004

dx

-0.307780414543433

-0.308113944164542




Tablo 2.11. h=2 icin dikdortgensel kavitinin farkli noktalarda N=70 ve N=90 oldugu

durumdaki v hiz vektorii degeri

N=70 N=90
= Q02D |4 289374272845505E-004 | -4.289235783637982E-004
= 2P0 1.3359) 0.286791365074152 0.286792593024016

ox
) — _ JYCO05I11,02222)

3.873980433463847E-002

3.874034306446792E-002

ox
__ 0y(0.0222,-1.5556)

1.932894934972124E-005

1.932800061623499E-005

ox
__ 2y(0.0889,1.0222)

-4.426264161266612E-002

-4.426314939829632E-002

dx
—__ 3y(0.6000,0.1333)

-2.927891494331634E-002

-2.927947219008637E-002

— dx
—_ 0y(0.6222,—1.4222)

5.362883515086831E-004

5.362683292606428E-004

dx
—_ J9(0.6667,1.6889)
V= ox

-0.308159318720171

-0.308251461776227

Tablo 2.12. h=2i¢in dikdortgensel kavitinin farkli noktalarda N=100 ve N=110 oldugu

durumdaki v hiz vektorii degeri

N=100 N=110
= JEO2 1D |4 289397489719946E-004 | -4.289383504022603E-004
= — JY(T0.5556,1.3333) 0.286791806103683 0.286792073994838

ox
—_ Jy(-05111,0.2222)

3.873989663691355E-002

3.873999173374026E-002

ox
—_ 0y(0.0222,~1.5556)

1.932907520377282E-005

1.932897199600331E-005

ox
—__0y(0.0889,1.0222)

-4.426266414249668E-002

-4.426273942310111E-002

dx
—__ 3y(0.6000,0.1333)

-2.927897547350046E-002

-2.927906605183269E-002

dx
—_ 0y(0.6222,-1.4222)

5.362914315499051E-004

5.362893479344067E-004

dx
01)(0.6667,1.6889)
ox

-0.308154498448873

-0.308166166125891

Tablo 2.13. h=2 i¢in dikdortgensel kavitinin kdse civarindan alinan farkli noktalarda

N=20 ve N=40 alinarak elde edilen u hiz vektoriiniin degeri

N=20

N=40

2)(—0.9778,—1.9556)
u = a

-9.372339081988150E-008

-9.989582204746444E-008

y
— Jy(—0.9556,—1.9556)
u= ]

-1.167708981958952E-007

-1.324124041371225E-007

Y
— Jy(—0.9333,~1.9556)
u= ]

1.854309295193546E-007

1.695347030136150E-007

y
— Jy(—0.9333,—1.9111)
U= ]

2.382588015970638E-006

2.370176652458198E-006

Yy
— Jy(—09111,—1.9556)
u= ]

9.603625630204842E-007

9.578023277866990E-007

y
U= JY(=0.9111,—1.9111)
= 2y

4.673334963160142E-006

4.665562622761624E-006




Tablo 2.14. h=2 i¢in dikdortgensel kavitinin kdse civarindan alinan farkli noktalarda

N=70 ve N=90 alinarak elde edilen u hiz vektoriiniin degeri

N=70 N=90
y = “HTEI) | 1.014003600207648E-007 | -1.014847287025273E-007
u = JEOBOLING [ 340791968347531E-007 | -1.340881244369854E-007

y
— Jy(—0.9333,—1.9556)

U= - 1.698678239382003E-007 | 1.699091345790311E-007
u="Y2r 20 | 2,.369932413902003E-006 | 2.369968441724405E-006
=20 =0 | 9.581710540617968E-007 | 9.582375574709352E-007
u="Y20 =00 | 4,.665539656664753E-006 | 4.665594135820430E-006

Tablo 2.15. h=2 i¢in dikdortgensel kavitinin kdse civarindan alinan farkli noktalarda

N=100 ve N=110 alinarak elde edilen u hiz vektoriiniin degeri

N=100 N=110
u =TI | 1.014847287025273E-007 | -1.015068844891144E-007
2(—0.9556,—1.9556)

u: a

-1.341163221792382E-007

-1.341155335421770E-007

y
— Jy(—0.9333,—1.9556)

U= - 1.698638054940435E-007 | 1.698692196052905E-007
u="YESEIN | 2.369928804191417E-006 | 2.369935572204250E-006
=TS | 9.581738318996289E-007 | 9.581824403389629E-007
u="Y20 =20 | 4.665547204141132E-006 | 4.665557638432452E-006

Tablo 2.16. h=2 icin dikdortgensel kavitinin kdse civarindan alinan farkli noktalarda

N=20 ve N=40 alinarak elde edilen v hiz vektoriiniin degeri

N=20

N=40

— JY(-0.9778,-1.9556)

V=

3.468785299585460E-007

3.153600299951552E-007

dx
— 21P(—0.9556,—1.9556)

1.557523673415545E-007

1.323813589609594E-007

dx
__ 0y(—0.9333,-1.9556)

-3.354502985648270E-007

-3.271927871053074E-007

dx
___Jy(—0.9333-1.9111)

-2.639366384359882E-006

-2.640780880382282E-006

ax
___ Jy(-09111,-1.9556)

-9.477914288760624E-007

-9.167452616960917E-007

dx
—__Jy(091I1,-1.911])
— dx

-4.672200322098796E-006

-4.664809020585987E-006

Tablo 2.17. h=2 i¢in dikdortgensel kavitinin kdse civarindan alinan farkli noktalarda

N=70 ve N=90 alinarak elde edilen v hiz vektoriiniin degeri

N=70

N=90

01(—0.9778,—1.9556

3.132313457516993E-007

3.131579938558410E-007

dx
01(—0.9556,—1.9556

1.331775156774770E-007

1.332008105916608E-007

X
—0.9333,—1.9556

(
__ W

-3.257310873750506E-007

-3.257328226026500E-007

)
)
)
)

ox
_ 00933319111

-2.640730245997710E-006

-2.640794245179879E-006

dx
— J1P(—0.9111,—1.9556)

-9.167855359499339E-007

-9.168014684550685E-007

dx
_ _51[1(—0.9111,—1.9111)
— dx

-4.664746539644688E-006

-4.664799181560036E-006




Tablo 2.18. h=2 icin dikdortgensel kavitinin kose civarindan alinan farkli noktalarda

N=100 ve N=110 alinarak elde edilen v hiz vektoriiniin degeri

N=100

N=110

___ Jy(—0.9778,-1.9556)

3.131579938558410E-007

3.131640311563058E-007

ax
__ 2y(—0.9556,-1.9556)

1.332296194512033E-007

1.332291250383073E-007

ox
—__ Jy(-0.9333,-1.9556)

-3.257035473784937E-007

-3.257056694565269E-007

dx
—__ J0y(-0.9333-19111)

-2.640730952968497E-006

-2.640741038517907E-006

dx
—_ Jy(—09111,-1.9556)

-9.167775305106006E-007

-9.167807391868112E-007

dx
—_ Jy(-09111,-L.9111)

ox

-4.664753738443792E-006

-4.664763981529698E-006

Tablo 2.19. (-0.9968,-1.9969) noktasinda h=2 ve N nin farkli degerleri icin ¢ nin u ve
v hiz bilesenleri

x=-0.9968 y=-1.9969

N=20

N=40

u

-2.661694786705960E-009

-6.161581906498859E-010

\%

-6.052083207601484E-009

-1.344139138484224E-009

Tablo 2.20. (-0.9968,-1.9969) noktasinda h=2 ve N nin farkli degerleri i¢in ¢ nin u ve

v hiz bilesenleri

x=-0.9968 y=-1.9969

N=70

N=90

u

-1.201385765780709E-010

-6.701181421795618E-011

A%

-4.580943457063029E-010

-3.129394476236374E-010

Tablo 2.21. (-0.9968,-1.9969) noktasinda h=2 ve N nin farkli degerleri icin ¢ nin u ve

v hiz bilesenleri

x=-0.9968 y=-1.9969

N=100

N=110

u

-6.029531198383934E-011

-5.683246783116649E-011

\%

-2.743179529551999E-010

-2.383658270852155E-010




3. BOLUM

Kose Civarindaki Girdap Akis Yapisi

Bu boliimde kose civarindaki girdap akis yapisi incelenecektir. Bunun ic¢in Stokes
denkleminin ¢6ziimii ele alindi. Stokes denklemi lineer oldugundan degiskenlerine
ayrilabilir probleme indirgenip 6zdegerler ve 6zfonksiyonlar1 bulundu. Burada
o0zdegerler karmasik, seri de sonsuz oldugundan dolay1 serinin koseye yakin
boélgede yakinsamasi icin ¢ok sayida terim gerektigi goriildii. Buradan sinira yakin
bolgedeki akis cizgilerinin diizgiin yapida olmadig1 gézlemlendi. Bunun icin kdseye
yakin bolgelerde Stokes denklemini kutupsal koordinatlarda ¢oziimii dikkate alindi
(Moffatt [23]). Daha sonra i¢ bolgelerdeki ¢coziimlerden yararlanilarak yani eslestirme
(matching) yapilarak akis fonksiyonunun katsayilari belirlendi. Bu sayede girinti ve
cikint1 koselerindeki akis cizgileri daha net elde edildi. Bunun i¢in Timothy N. Philips

[4] makalesi incelendi.

3.1. Stokes Denkleminin Kutupsal Koordinatlarda Coziimii

Sekil 3.1'de gosterildigi gibi V%) = 0 Stokes denklemini —a ile a acilariyla
sinirlandirlmis kosede (Moffatt kosesi) cozmek icin kutupsal koordinatlardan

yararlanildi (Moffatt [23])). Stokes denklemi kutupsal koordinatlarda;

Vi =(Vyy =0 3.1)

T T 8r2  rdr r2o02 '
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22 18 1 22 Y
2 J e T, —
(V2)? = (3r2+ o+ ) Y(r,0)=0 (3.3)

seklindedir.
Simdiy(r, @)= r* f(0)yapisinda oldugunu kabul edip degiskenlerine ayrilabilirlikten

cozelim. Bu islem 6nce

02 18 1 o7
2 — —_—— —
Vw)_(a Ty rzaez)w(r’e)
02 18 10%),
(8r2 Trar T rzaez)r 116)

=AA— 1)r*—2f(9)+77m— f( 9)+ -1 f"(6)
=" AA=1)f(0)+ " PAf(0)+ rl— f"(0)
=[A*f(0)+ f"(0)] r" 2. (3.4)

seklinde alinip sonra bu ifadenin karesi alinirsa;

(V2> =Viy(r, 6)
g2 10 1 02 . _
:(ﬁ+75+ rzaez)([ﬂszw ©)]r)

= R(A—2Pf(0)+((A—27 +22) f(0)+ F(0)

2
=(W”2)(%+M 2) )f(@ )=0 (35)

dir. Burada A degerleri;
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@) 45 +A2=0

(i) 4 +(A—2)2 =0

diferansiyel denklemleri ¢oziilerek elde edildi.

(3.5) diferansiyel denkleminin karakteristik denklemi;
(r* +A3)(r*+(A—2))=0
seklinde olacaktir.Burada A # 0, 1,2 olmak {izere;
I, =FAl ve r3, = F(A—2)i olarak elde edilir.
Buda bize genel ¢ozlimiin;
f(8)=c,cos(A0)+ c,sin(A8)+ c5cos((A—2)0)+ ¢, sin((A—2)0)

seklinde oldugunu verir.

Sonug olarak aradigimiz f(0) ifadesi A =1, A = 0,2 ve A # 0,1,2 icin degisecektir.
Biz burada A # 0,1,2 durumunu inceleyecegimiz icin diger durumlar dikkate
alinmamagtir. Ayrica Stokes denkleminin ¢éziimii y(r, 8) = r* f(0) ifadesinde A’'nin

durumlarina gore belirlenmis olacaktir. Burada sinir sartlary;
fFrn/4)=f(Fr/4)=0 (3.6)

dir. Simdi sekil 3.1deki gibi —n/4 ile + /4 arasinda alinan kosede(Moffatt Kosesi)
(3.6) sinir sartlar1 altinda problemini ¢ozelim (Moffatt(1964)). f(6) ya (3.6) sinir

sartlar1 yazilirsa ;
£.(0)= cos(7(Ar—2))cos(A;0)—cos(FA)cos((Ar—2)0), k=tekise 3.7)
T sin(Z (A —2))sin(A,.0) —sin(ZA,)sin(A, —2)8),  k =cift ise '
elde edilir.
A (k=1,2,3,...) icin bu denkleminin kokleri;
. T k
Sln(E(Ak_l)):(_l) (Ax—1) (3.8)

seklindedir. (3.8) denkleminin biitiin kdkleri kompleksdir.
Bu denklemin ilk 10 tane kokii tablo(3.1) de verildi.



Tablo 3.1. sin(5(A; — 1)) = (—1)¥(A; — 1) denkleminin ilk 10 kokii verilmistir.

Burada A, = a; +ib; dir.

ay

by

3.73959328359529

1.11902448365292

5.80825062961740

1.46392806249506

7.84513496948545

1.68163463088189

9.86882573170913

1.84238391965234

11.8855520481964

1.97019942430647

13.8980905530332

2.07641573726756

15.9078903891008

2.16733251792852

17.9157899924847

2.24682795401416

QIR N[O W~ B

19.9223114647032

2.31746447562466

p—
(=)

21.9277984480167

2.38102577015350
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Ayrica ileriki kisimda kullanilacagindan dolayi (3.3) denkleminin acilimina bakilirsa ;

ot rar a0

:(5_2+1i+18_2)(3_2+1i+i5_2)
or2 radr r2002)\2dr2 ror r2002
r‘1{7‘—4+2r3 o +2r° o —2r o —r? 62+ o A
or4 or3 or2002 0020r or2 002 dr 004

=0 (3.9

(v2¢)2=( ¢ 1o 19 )2

elde edilir.

3.2. Kose Civarindaki Akis Cizgilerinin Eslestirme Yontemiyle (Matching
Yontemi) lyilestirilmesi

Bu kissmdaki amag ikinci béliimdeki dikdortgensel kavitinin késeye yakin yerlerdeki
singiiler noktalarda akis fonksiyonunun degerini hesaplamaktir. Ciinkii akis cizgileri
koseye yaklastikca singliler noktalar ortaya cikmaktadir. Dolayisiyla (2.21) akis
fonksiyonu bu noktalarda iraksamaktadir. Bu problemi Phillips [4] Singular Matched
Eigenfunnction Expansion’ isimli makalesinde c¢Ozmiistiir. Bu yontem asagida
aciklanmistir. Bunun i¢in daire dilimi seklinde bir bolge (D bdlgesi)

D:{(r,H)IOSrSR,—ESHSE}
4 4

ele alahm. Kose civarinda y/(r, 8) akis fonksiyonunu kutupsal koordinata cevirerek

islemler yapildi. Ilk olarak Geymonat & Grisvard [24] biharmonik denklemi ikinci
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mertebeden sistemler halinde kutupsal koordinatlarda asagidaki sekilde diizenledi.
Sonra 6zfonksiyon problemi olusturulup bu probleme bagh olarak adjoint problem
elde edildi (Phillips [4]). Daha sonra inceledigimiz D bdlgesinde ele alinan akis
fonksiyonu ile kavitinin i¢ bolgesindeki noktalar eslestirilip (matching yontemi) akis
fonksiyonunun katsayilar elde edildi (Phillips [4]). Biharmonik denklemi ikinci

mertebeden sistemler halinde kutupsal koordinatlarda

0
(ro-Yy—Lyp=0 (3.10)
seklinde verilmistir.
Burada
0 1
b= ~(Zn+1) —2(&-1) .11
ve
Y=l v =[¢ (r2)y]. (3.12)

Simdi (3.10) denklemini elde edelim. Bunun icin (r%)qu ifadesini acilirsa

d 7 0
(TE)ZQP:(TE)(FEWJ
o o ¢
:(rﬂ)(ra) _(ra%)

=(r—=)r

0 0
=(TE)(rE) _(ri)(lp,r—w)
., a ] ¢
"E)(”E)_ﬂ@y”_rrwﬁw

a Y, r—y
=(r—)lr3¢ bry —w]
3’- rrrr r

rzwrr_”/"r"'lp
= l l (3.13)

T
r4wrrrr+2r3¢rrr+r2wrrfrwr+w
r

=

—

bulunur. Ayrica (3.10) denkleminin L1 operatorii acilirsa



r

0 1 i
L= __(38_022"'1)2 —2(56—922—1)_ [(r%)z%l

0 1 %
) )l
P2, —r Y

r
g NESR RN
[ Py = 4y ]

-
—4Y000—2Y90—Y =21V r00+27Y 09 =2 00 +2r2Y 1, =211 +2Y
L T
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(3.14)

elde edilir. O halde (r%)zi/) — L1 ifadesi (3.9)'dan dolayi sifir oldugu aciktir. Diger

yandan biharmonik problemin ¢éziimii y(r, 0) = Z,Zl a, r* fi.(0) seklindedir (Moffatt

[23]). Ayn1 problemin ¢6ziimiinii ikinci mertebeden sistemler olarak,

P(r,0)=> arr™ £i(0)
k=1

seklinde ald (Phillips [4]).

Daha sonra (3.15) denklemi (3.10) denkleminde yerine yazilirsa,

Lfk = )kak

ozproblem (eigenproblem) elde edilir. Burada f;’nin genel formu [ fr

seklindedir. Sonra v fonksiyonuna (3.6) sinir sartlar1 uygulanirsa,

cos(5 (A —2))cos(A0)—cos(FA;)cos((Ar—2)0), k=tekise

fk(9)={. ; . R -
sin(7 (A —2))sin(A;0)—sin(;A;)sin((A, —2)0),  k=ciftise

elde edilir. Daha sonra (3.16) 6zprobleminin adjoint problemi ;
Lgi=28k
seklinde alinirsa g 'larin genel formu [gk fk]T seklinde olur (Phillips [4]).

8k(0)=2£(8)+[(Ax— 17 —2] £l 6)

(3.15)

(3.16)

AR

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)
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dir.

71'71')

Simdi Béliim (1.3) den dolayr (3.16) denklemini soldan g, (6) ile carpip (—%,%
araliginda integralini alirsak o©zfonksiyonlar birbirlerine dik (biorthogonal)

oldugundan ;

gr(O)L f.(0)d0 =0, k#micin (3.21)

A PEE]

4

elde edilir. k = m oldugu durumda ;

gr(0)f.(0)d6 =d, (3.22)

|
B S»m

dir. Burada d,

—12_1lZ_ s — = i
dk:{4[(ak 1) I]i 2cos(3(Ac—1)), k=tekise 3.23)
4

4[(Ae—1P2—1]Z+2cos(3(A—1)), k=giftise
seklindedir.
Dikdortgensel kavitinin sol alt bolgesindeki akis cizgilerini incelemek icin (3.15)
akis fonksiyonunun sonlu sayidaki terimini g6z oniine alalim. Aksimetrik olarak
yakinsayan bu seride en etkili terimler baslangi¢ terimleridir. Bu ylizden serinin
sadece sonlu sayidaki terimini almak yeterlidir. Bu seriye kesilmis seri (truncated
series) denir (Phillips [4]). Akis fonksiyonunun sonlu sayidaki katsayilarini bulmak
icin r = R'de yani yay lizerindeki akis fonksiyonu (bir 6nceki boliimde ele alinan akis
fonksiyonu (2.21)) ile ele aldigimiz kesilmis seri ((3.15)) eslestirildi (Phillips [4]). Bu
sayede kose civarinda daha dogru akis cizgileri elde edildi. Bu esletirmeyi (Phillips [4])

asagidaki sekilde aldi.

K

_ 11p(R,0)

2 : A1 _1lP

Z (lkR fk(e) R [q(R,H)] (3.24)
Burada

%y oy
— — 2 —
pr.0)=yveq(r0)=r"—"—r——"+y.

Ayrica iy olarak aldigimiz ifade (2.21)'deki denklemin kutupsal koordinatlardaki
seklidir. Simdi (3.24) denkleminin her tarafim g,.(r,0) ile carpip (—%, §) arahginda

integralini alinca sol taraftaki ifade de 6zfonksiyonlar birbirine dik (biorthogonal)
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oldugundan dolay1 k # m oldugu durumlarda sifir gelir. Dolayisiyla sol kisimdan

sadece k = m oldugu durum kalir. Yani

R*d,,a,, = J [P(R,0)g,(0)+q(R,0)f,n(6)]d6 (3.25)
bulunur. (3.25) denkleminin sag tarafindaki integral analitik bir cozimii

olmadigindan dolay1 integrali alinamaz. Bundan dolay1 (m = 1,2,...,K) degerleri
icin niimerik integral kullanilir (Gauss-Legendre Yontemi,...). Niimerik yontemler

sonucunda m =1,2,..., K icin a,, degerleri bulunursa (3.15) akis fonksiyonu

K
YP(r,0)= ar’ fi(6) (3.26)
k=1

seklinde elde edilir (Phillips [4]). Daha sonra gerekli datalar bulunarak kose
civarindaki (D bolgesi) akis girdap yapilar elde edildi. Asagida dikdortgensel
kavitinin farkli goriiniim oranlan icin yukarida bahsedilen yontem kullanildi.
Ornegin tablo 3.2 ve 3.3 de h=1 degeri icin (3.26) denklemindeki serisinin ilk iki
katsayis1 elde edilmistir. Tablo 3.2 ve 3.3 de goriildiigii gibi (3.26) denkleminin
katsayis1 sektorel kavitinin yaricapi olan r den bagimsiz olarak yakinsamaktadir. h=1
icin dikdortgensel kavitinin sol alt késesi icin bu yontem kullanilirsa akis cizgilerinin
oldukca iyilestigi goriilmiistiir. Baska bir deyisle kose civarindaki singiiler noktalar
ortadan kaybolmustur (bkz. sek. 3.2-(a)-(b)-(c)). Bu da yontemin oldukg¢a kullanish
oldugu anlamina gelmektedir. Buna benzer olarak kavitinin h=0.4, h=0.8, h=1,
h=1.2, h=1.63, h=1.75, h=1.8, h=2, h=2.5, h=3 goriintii oranlar i¢in kse civarindaki
akas cizgilerinde iyilestirmeler gosterilmistir.

Kavitinin yiiksekligi olan h parametresini 3 olarak aldigimizda analitik ¢6ziimden
elde edilen akis cizgileri sekil 3.4-(a) da gosterilmistir. Bu dikdortgensel kavitinin
sol alt kosesindeki ilk girdap yapisina yaklasilmis akis cizgileri sekil 3.4-(b) de
gosterilmistir. Diizgiin olmayan bu akis yapilar1 Phillips [4] yontemiyle daha net
sekilde elde edilmistir. Merkezi (-0.731,-2.725) olan birinci girdap yapisi1 goriilmtistiir
(sekil 3.4-(c)). Diger yandan sekil 3.5 (b)-(c) de analitik ¢c6ziimden elde edilen
akis cizgilerinin sol alt kdsesine yaklastikca olmasi gereken ikinci girdap yapisi ve
ticlincli girdap yapis1 goriilememistir. Bununla beraber Phillips [4] yontemiyle r

parametresini kiiciilterek (-0.983,-2.984) merkezli ikinci girdap yapisinin var oldugu
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gortilmistiir (sekil 3.5-(c)). Ayni sekilde r parametresini daha ¢ok kiiciiltiilerek
(-0.9995,-2.9995) merkezli ticlincii girdap yapisi goriilmiistiir (sekil 3.5-(d)). Fakat
ticlincii girdap yapisina baktigimizda akis cizgilerinin digerleri kadar diizgiin
bir yapida olmadig1 dikkat cekmistir. Bunun sebebi de Phillips [4] yonteminde
aldigimiz r yarigaph daire diliminin yay iizerinde eslestirme yapildigindan dolay
diizensiz gelmistir. Ciinkii dikdortgensel kavitinin kdse civarinda singiiler noktalar
oldugundan dogru bir eslestirme yapilamamistir. Dolayisiyla Phillips [4] yontemi
analitik ¢6ziimden elde edilemeyen girdap yapilarini gormemizi saglamistir. Bu da
yontemin oldukc¢a kullanish oldugu anlamina gelmektedir. Benzer bicimde sekil
3.9 (a) da h=1.63 goriiniim orani i¢in analitik ¢oziimden elde edilen akis ¢izgileri
verilmistir. Bu dikdortgensel kavitinin sol alt kosesine yaklastigimizda olmasi
gereken girdap yapisi goriilememistir (sekil 3.9-(b)). Fakat Phillips [4] yontemini
uyguladigimizda merkezi (-0.981,-1.616) olan girdap yapis1 goriilmiistiir (sekil
3.9-(c)).

h=1 icin dikdoértgensel kavitinin N=100 oldugu durumdaki ¢ akis fonksiyonunun
u ve v hiz bilesenlerinin farkli noktalardaki degerleri tablo 3.8 de gosterilmistir.
Phillips [4] tarafindan gelistirilen yontemle iyilestirmeler yapildiktan sonra ki u ve v
degerleri (M=4 alinarak) tablo 3.9 da verilmistir. bu iki tabloyu karsilastirdigimizda
Phillips [4] tarafindan gelistirilen yontemle sadece 4 terimle N=100 oldugu terime
yakinsadig1 goriilmiistiir.  Ayrica koseye cok yakin noktalarda bile yakinsama
ilk terimde dahi elde edilebildiginden dolay1 singiiler noktalarin ortadan kalktig:
gorilmiistiir. Dolayisiyla kdse civarinda olusan sonsuz tane girdap (eddy) yapilarinin
birkaci kolaylikla goriilebilmistir (bkz. sekil 3.5).

Benzer durum h=2 alindiginda tablo 3.10 ve 3.11 de gosterilmistir. Yine iyilestirilmis
fonksiyonun az datalar icin yakinsadig goriilebilmektedir. Bu da bize bu yéntemin

kullanish oldugunu gosterir.



Tablo 3.2. h=1icin a, = b; + i ¢, seklindedir.

rla

by

%]

r=0.10

-8.571635986976647E-003

-1.571984463160238E-002

r=0.15

-8.571643528865072E-003

-1.571985643001854E-002

r=0.20

-8.571658277100266E-003

-1.571986359786638E-002

r=0.25

-8.571667188979667E-003

-1.571986469256700E-002

r=0.30

-8.571672120781748E-003

-1.571986416006773E-002

r=0.35

-8.571674780764657E-003

-1.571986339619819E-002

r=0.40

-8.571676171704746E-003

-1.571986279853098E-002

r=0.45

-8.571676879888185E-003

-1.571986243300974E-002

Tablo 3.3. h=1icin a, = b, + i ¢, seklindedir.

rla,

b,

G

r=0.10

-1.478180635410304E-003

-2.045314224484181E-003

r=0.15

-1.478070595350023E-003

-2.044073223962520E-003

r=0.20

-1.477841105088035E-003

-2.043696720720687E-003

r=0.25

-1.477738772157469E-003

-2.043617792105376E-003

r=0.30

-1.477696293774803E-003

-2.043599277181319E-003

r=0.35

-1.477678148883031E-003

-2.043594965482665E-003

r=0.40

-1.477670333948142E-003

-2.043593835120031E-003

r=0.45

-1.477666533105004E-003

-2.043593470539490E-003

Tablo 3.4. h=2icin a, = b, + i ¢, seklindedir.

rla

by

Cy

r=0.10

4.156441815477287E-006

2.199584802476319E-004

r=0.15

4.156749345835194E-006

2.199590642909352E-004

r=0.20

4.156977909891174E-006

2.199591970814856E-004

r=0.25

4.157087938335287E-006

2.199592184405726E-004

r=0.30

4.157140312989388E-006

2.199592183035845E-004

r=0.35

4.157165336527243E-006

2.199592163608179E-004

r=0.40

4.157176874595977E-006

2.199592155046237E-004

r=0.45

4.157181860357763E-006

2.199592164816894E-004

Tablo 3.5. h=2icin a, = b, + i ¢, seklindedir.

rla,

b,

G

r=0.10

-7.125398070780605E-006

1.971602529597169E-005

r=0.15

-7.118202835981133E-006

1.968209032278528E-005

r=0.20

-7.120379295175977E-006

1.967593857279329E-005

r=0.25

-7.121408303452461E-006

1.967474295338215E-005

r=0.30

-7.121807905454060E-006

1.967442293257917E-005

r=0.35

-7.121969617800484E-006

1.967430923345002E-005

r=0.40

-7.122034821595956E-006

1.967426233632128E-005

r=0.45

-7.122068334914651E-006

1.967423701893414E-005

39



Tablo 3.6. h=3 i¢in a, = b, + i ¢, seklindedir.

rla

by

Cy

r=0.10

1.782304250455645E-006

-6.672825692187511E-007

r=0.15

1.782318585337922E-006

-6.673642458101648E-007

r=0.20

1.782311700639903E-006

-6.673713666715934E-007

r=0.25

1.782310242508154E-006

-6.673717114776418E-007

r=0.30

1.782309993891790E-006

-6.673716012935818E-007

r=0.35

1.782309948651107E-006

-6.673716519818524E-007

r=0.40

1.782309913187451E-006

-6.673717770482207E-007

r=0.45

1.782309893682645E-006

-6.673718539154379E-007

Tablo 3.7. h=3 icin a, = b, + i ¢, seklindedir.

rla,

b,

G

r=0.10

4.368716212236548E-007

6.400261947021009E-008

r=0.15

4.393461795335798E-007

6.573962710551421E-008

r=0.20

4.395018900455553E-007

6.574747670500999E-008

r=0.25

4.395098524100937E-007

6.573484615323093E-008

r=0.30

4.395093880207245E-007

6.573269622634526E-008

r=0.35

4.395091907144400E-007

6.573390935326154E-008

r=0.40

4.395093587497688E-007

6.573512815359778E-008

r=0.45

4.395095707257668E-007

6.573562863493782E-008

40
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Sekil 3.2. (a) h=1 icin kaviti icerisindeki analitik ¢c6zltimden elde edilen akis cizgileri,
(b) h=1 icin kavitinin sol alt kdsesindeki analitik ¢6ziimiin akis ¢izgileri, (c)
h=1 icin Phillips [4] yontemiyle elde edilen kose civarindaki akis cizgileri
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Sekil 3.3. (a) h=2 icin kaviti icerisindeki analitik ¢c6zltimden elde edilen akis cizgileri,
(b) h=2 icin kavitinin sol alt kdsesindeki analitik ¢6ziimiin akis ¢izgileri, (c)
h=2 icin Phillips [4] yontemiyle elde edilen kdse civarindaki akis cizgileri
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Sekil 3.4. (a) h=3 icin kaviti icerisindeki analitik c6ziimden elde edilen akis cizgileri,
(b) h=3 i¢in kavitinin sol alt kosesindeki analitik ¢6ziimiin akis cizgileri, (c)
h=3 i¢in Phillips [4] ydntemiyle elde edilen kose civarindaki akis ¢izgileri
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(c) (d)

Sekil 3.5. (a) h=3 icin kaviti icerisindeki analitik ¢c6zlimiin sol alt késenindeki ilk
girdap merkezine yaklasilmis akis cizgileri, (b) h=3 icin kaviti icerisindeki
analitik ¢6ziimiin sol alt kosenine daha cok yaklasilmis akis cizgileri, (c) h=3
icin Phillips [4] yontemiyle elde edilen kdse civarindaki ikinci girdap akis
cizgileri, (d) h=3 icin Phillips [4] yontemiyle elde edilen kose civarindaki
ticlincii girdap akas cizgileri

-0.995
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Sekil 3.6. (a) h=0.4 icin kaviti icerisindeki analitik ¢coziimden elde edilen akis ¢izgileri,
(b) h=0.4 icin kavitinin sol alt kbsesindeki analitik ¢c6ziimiin akis ¢izgileri, (c)
h=0.4 i¢in Phillips [4] yontemiyle elde edilen kose civarindaki akis ¢izgileri
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Sekil 3.7. (a) h=0.8 i¢in kaviti icerisindeki analitik coziimden elde edilen akis ¢izgileri,
(b) h=0.8 icin kavitinin sol alt k6sesindeki analitik ¢c6ziimiin akis cizgileri, (c)
h=0.8 i¢in Phillips [4] yontemiyle elde edilen kdse civarindaki akis ¢izgileri
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1.2

(b)

Sekil 3.8. (a) h=1.2i¢in kaviti icerisindeki analitik ¢6ziimden elde edilen akis cizgileri,
(b) h=1.2icin kavitinin sol alt kosesindeki analitik ¢c6ziimiin akis ¢izgileri, (c)

h=1.2 i¢in Phillips [4] yontemiyle elde edilen kdse civarindaki akis ¢izgileri
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Sekil 3.9. (a) h=1.63 icin kaviti icerisindeki analitik coziimden elde edilen akis

cizgileri, (b) h=1.63 icin kavitinin sol alt kdsesindeki analitik ¢c6ziimiin akis

cizgileri, (c) h=1.63 icin Phillips [4] yontemiyle elde edilen kise civarindaki

akas cizgileri
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Sekil 3.10. (a) h=1.75 icin kaviti icerisindeki analitik ¢6ziimden elde edilen akis
cizgileri, (b) h=1.75 i¢in kavitinin sol alt kosesindeki analitik ¢c6ziimiin akis
cizgileri, (c) h=1.75icin Phillips [4] ydontemiyle elde edilen kose civarindaki
akas cizgileri
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Sekil 3.11. (a) h=1.8 icin kaviti icerisindeki analitik coziimden elde edilen akis
cizgileri, (b) h=1.8 i¢in kavitinin sol alt kosesindeki analitik ¢6ziimiin akis
cizgileri, (c) h=1.8 i¢in Phillips [4] yontemiyle elde edilen kose civarindaki
akis cizgileri
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Sekil 3.12. (a) h=2.5 icin kaviti icerisindeki analitik ¢cdziimden elde edilen akis
cizgileri, (b) h=2.5 i¢in kavitinin sol alt kdsesindeki analitik ¢6z{imiin akis
cizgileri, (c) h=2.5 i¢in Phillips [4] yontemiyle elde edilen kose civarindaki
akas cizgileri



Tablo 3.8. h=1 i¢in ¥ nin u ve v hiz bilesenleri

xy)

u

\%

(-0.8326,-0.8230)

-2.956266929715531E-003

3.071542556479773E-003

(-0.9239,-0.9224)

-6.949953884722151E-006

6.085087280949061E-006

(-0.9785,-0.9379)

1.551822861148798E-005

-6.435257725633024E-005

u ve v hiz bilesenleri

Tablo 3.9. h=1 icin Phillips [4] yontemiyle iyilestirilmis fonksiyonun

xy)

u

\%

(-0.8326,-0.8230)

-2.956267452576281E-003

3.071543076292173E-003

(-0.9239,-0.9224)

-6.949841852616212E-006

6.084457791525942E-006

(-0.9785,-0.9379)

1.551832963318633E-005

-6.435255253106884E-005

Tablo 3.10. h=2 icin Y nin u ve v hiz bilesenleri

xy)

u

\%

(-0.8834,-1.8835)

1.315045594555261E-005

-1.309739862521188E-005

(-0.9504,-1.9505)

6.489079667400751E-009

-8.799009488709113E-009

(-0.9971,-1.9972)

4.219903307277416E-011

-3.575763811473142E-010

u ve v hiz bilesenleri

Tablo 3.11. h=2 icin Phillips [4] yontemiyle iyilestirilmis fonksiyonun

x,y)

u

A%

(-0.8834,-1.8835)

1.315046065857166E-005

-1.309740077297313E-005

(-0.9504,-1.9505)

6.484923569569696E-009

-8.790714080651662E-009

(-0.9971,-1.9972)

3.824873886618878E-011

-3.030160971053178E-011
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