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Bu calismada, ilk olarak graflarin derece dizisi iizerine insa edilmis yeni bir graf ¢arpimi olan
derece carpim grafi tanimlanmig ve ozellikleri incelenmistir. Daha sonra da bu ¢arpim grafi iizerinde
bagimsizlik sayisi, klik sayisi, kromatik sayisi, klik ortii sayisi, diameter, radius, Wiener indeks, Randic
indeks gibi graf parametreleri incelenmistir. Son olarak da derece ¢arpim grafinin miikemmel graf oldugu
elde edilmistir.
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In this study firstly, we define a new type of graph product namely degree product which is
based on the degree squence of graphs. Then we examine properties over this new graph. Further we
discuss relations among this product and some graph parameters such as independence number, clique
number, chromatic number, clique cover number, diameter, radius, Wiener index, Randic index. Finally
we show that the degree product of graphs are actually perfect graphs.

Keywords: Degree product, Graph product, Perfect gpraphs.



ONSOZ

Bu calisma Selguk Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Boliimii Ogretim Uyesi
Dog. Dr. A. Dilek MADEN yé&netiminde yapilarak, Selguk Universitesi Fen Bilimleri
Enstitiisii’ne Yiiksek Lisans Tezi olarak sunulmustur.

Calisma siiresince kilavuz olan ve yardimlarini esirgemeyen danisman hocam
saymm Dog. Dr. A. Dilek MADEN’e, bu tezin ilhamin1 veren sayin hocam Prof. Dr.
A. Sinan CEVIK e, her zaman yanimda olan ve desteklerini esirgemeyen sevgili aileme

tesekkiirii bir borg bilirim.

Nurettin Talha DINC
KONYA-2014

Vi



ICINDEKILER

L0 /21 PRSPPI v
ABSTRACT .t r et e e a e et e e e et e te e e re e ae e e nre et anes v
[0)0 (510 720U Vi
ICINDEKILER .........oovoiieeeeeeeee ettt Vil
SIMGELER VE KISALTMALAR .......oovitototeteteeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeteeeeee oo en e enenns Viii
Lo GIRIS .ottt 1
2. ON BILGILER VE TEMEL TANIMLAR .........cccccevoiuiieieieieieeeeeiesee e 3
2.1, Grafin TANIMI .....ooeiiiiiiiicc e e e e e e e e e e e s sra e e e e e e areeeeesanes 3
2.2. Graflarda UzaKI1K ...........ccooiiiiiiiiiie ettt ae e aeenree s 5
2.3. YOI VE DBVIT ..ottt ettt et et te et ne e te e teeneenne s 6
2.4. BAZl OZE1 GIATIAT ... eoeeeeeeeeee ettt ee et ee e 7
2.5. Alt Graf ve Indirgenmis Alt Graf .........ccccoeiiviieiiieiiieeesce e, 9
3. GRAF PARAMETRELERI ......coooiiiiiiieoeeeeeeeeeeeee e 10
3.1. BaBImSIZIIK SAYIST ..ooiviiiiiiiiiiiiici 10
3.2, KK SAYIST 1.ttt 10
3.3 Kromatik SAYIST ...ccviiiiiiiiiiiiiiie i 11
3.4, KIEK OFtll SAYISI ...ocveviiviieceeieecieseee ettt esae s ea st 12
3.5. Eccentricity, Diameter V& RAIUS .........ccccviieiieiicie e 12
3.6, WICHET INACKS ...ttt ettt e e ee e 13
3.7. RANAIC INACKS ...ttt 14
3.8. Diizensizlik ve Esitlik INAEKST ......cvverererceccecceceeeececeee e 14
3.9. MUKemmEl GIaf...........oooiiiiiiiciiic e e 15
4. GRAF CARPIMLARLI ..ottt e e e e 16
4.1. Kartezyen CarpIMi.........ccoccuiiiiiiiiiiin i e 16
4.2, SErONZ CATPIML...cviiiiiieiee et e e e nne e ree e 17
4.3. LeXiCOgrafik Carpim.........ccccoiiiiienieieieie et 19
5. GRAFLARIN YENi CARPIMI ... 22
5.1. Graflarin Derece Carpiml ........cccecviiieiiiiiiiiiieie e 22
6. DERECE CARPIM GRAFI UZERINDE GRAF PARAMETRELERI ............. 31
7. SONUCLAR VE ONERILER ...........cccoooiiitiiiieeeeeeeeeeeee e 37
KAYNAKLAR ..ottt ettt et et be e e sbeeetesntesbeesbesnsesaeas 38
L0 Y7€) )Y I 15O 40

vii



SIMGELER VE KISALTMALAR

SEMBOLLER ANLAMI
A ; A kiimesinin eleman saysi
c altkiimesidir
m boyut (E nin eleman sayist)
> bliyiik ya da esittir
> bilyiiktiir
der(e;) ; e, kosesinin derecesi
¢ elemani degildir
€ : elemanidir
# : esit degildir
= X esittir
a(G) ; G grafinin bagimsizlik sayisi
dia(G) ; G grafinin diameter sayisi
t(G) : G grafinin diizensizlik indeksi
e(G) : G grafinin esitlik indeksi
0(G) ; G grafinin klik ortii say1si
w(G) ; G grafinin klik sayisi
7(G) : G grafinin kromatik sayis1
rad (G) : G grafinin radius sayisi
R(G) : G grafinin Randic indeksi
G : G grafinin tamamlayicisi
W(G) : G grafinin Wiener indeksi
GOH ; G ile H grafinin derece ¢arpim grafi
GXH : G ile H grafinin kartezyen garpim grafi
GeH : G ile H grafinin lexicografik ¢arpim grafi
GoH : G ile H grafinin strong ¢arpim grafi
A(G) : G nin noktalarinin derecelerinin maksimumu
o(G) : G nin noktalarinin derecelerinin minimumu
K. iki pargal1 graf (kiimelerin eleman sayisi r ve S)
- kapsar
e kenar
E kenar kiimesi
Vv kose
\Y kose kiimesi
< kiigiik ya da esittir
< kiiciiktiir
n mertebe (V nin eleman sayisi)
E, n mertebeli bos graf
C, n mertebeli devir graf
K, n mertebeli tam graf
P, n mertebeli yol graf
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SEMBOLLER ANLAMI

£(G) : U kdsesinin eccentricity sayisi
{e;.e;} veyaee;, ug koseleri € ve e; olan kenar
D,., : u¢ koseleri u ve v olan yiiriime
d(u,v) : u¢ koseleri U ve v olan ylirlimenin en kisa
uzunlugu
D,, : uc koseleri U ve v olan yiiriimenin uzunlugu
G=(V,E) : V kose kiimeli E kenar kiimeli bir G grafi
V, xV, : V, ile V, kiimesinin kartezyen ¢arpim kiimesi



1. GIRIS

Matematigin diger alanlarindan farkli olarak Graf Teorisi nin baslangici 18.
yiizyila uzanir.

18. yiizyilda Prusya daki Konigsberg kasabasi Pregel Nehri ile iki bolgeye
ayrilmaktaydi ve nehrin iginde iki adacik bulunmaktaydi. Bu nehirdeki adalar1 kasabaya
baglayan yedi kopriiye dair o bolgenin insanlar1 arasinda yayilan alisagelmeyen bir

matematik efsanesi dolasmaktaydi. Bu efsane su sekildeydi:

Sekil 1.1 Konigsberg iin kdpriileri

“Kasabanin bir yakasindan gezinti yapmak i¢in ¢ikan biri tiim kopriileri bir kez
gecerek basladigi noktaya donebilir”

Bu efsanenin bir yalandan ibaret oldugu Leonhard Euler (1707-1783) tarafindan
gosterilmistir. Leonhard Euler bu problemin ¢6ziimii i¢in ugrasirken Graf Teorinin ilk
adimlarin1 ve temellerini atmistir.

Iki nesne arasinda daima bir iliskiden s6z etmek miimkiindiir. Bu iliski
nesnelerin boylari, agirliklari, renkleri vs. hakkinda olabilir.

S6z gelimi yukaridaki gibi adalar arasindaki kopriileri ele alalim. Adalar1 bir
nokta ile temsil edelim ve eger iki ada arasinda bir kdprii varsa bu iki aday1 temsil eden
noktalar1 bir ¢izgi ile birlestirelim. Yok, eger adalar arasinda bir kdprii yok ise noktalari
dylece birakalim. Ornegin A, B, C ve D adalari icin A ile B, A ile D, C ile D, A ile C ve
B ile D arasinda bir koprii olsun. Bu kdpriiler Sekil 1.2. deki gibi gosterilebilir.



Bir graf, iste yukaridaki gibi bir sekildir. Nokta sayisi sonsuz olabilir. Baz1
noktalar, “... iliskisi var” anlamina gelen bir ¢izgi ile birlestirilir. Cizgilerin boyu veya
sekli hi¢ onemli degildir, var ya da yok olmalari 6nemlidir. Noktalarin konumu da
onemli degildir. Bu 6zellikleri nedeniyle bir grafin sonsuz farkli seklinin ¢izilebilecegi
agiktir.

Graflarin uygulama alanlar1 oldukga genis oldugu i¢in 18. yiizyildan giliniimiize
kadar graflar iizerine ¢esitli caligmalar yapilmistir. Onemli bir yere sahip olan bu
calismalardan biri de graf ¢arpimlaridir.

Graf ¢arpimlari basitce anlatilmak istenilirse herhangi iki graftan yeni bir graf
elde etmek graflar {izerinde bir genisleme yapmaktir. Ornegin kimyadaki herhangi iki
atomdan yeni bir element elde etmeye benzetilebilir.

Klavzar ve Imrich [13] e gore graf carpimlarinin temel 6gesi olan “graflarin
kartezyen carpimi” ilk olarak 1912 yilinda Alfred North Whitehead (1861-1947) ve
Bertrand Russell (1872-1970) tarafindan tanimlanmistir. Daha sonralar1 1960 yilinda
Gert Sabidussi (1929- ) [21] tarafindan tekrar ele alinmig ve yeniden diizenlenmistir.
Kartezyen graf ¢arpimindan ilham alinarak giiniimiize kadar yiizlerce graf carpimi
tanimlanmis ve bunlar iizerine teorem ve uygulamalar kurulmustur. Ornek olarak [11],
[17] ve [22] verilebilir.

Bu ¢alismada da daha 6nceden tanimlanmis ve {izerine ¢alismalar yapilmis graf
carpimlarindan esinlenerek yeni bir graf ¢arpimi tanimlanmistir. Bu yeni graf ¢arpimi
tizerinde de graf parametreleri incelenmistir.

Calismamizin 2. Boliimiinde graf teorinin temel tanim ve teoremlerine;
3. Boliimiinde Graf Teori de kullanilan genel parametrelerin tanimlar1 ve drneklerine;
4. Boliimiinde onceki graf carpimlar1 ve teoremlerine yer verilmistir.

5. Boliimde calismamizin ana konusu olan yeni graf carpiminin tanimi ve
ozellikleri; 6. Boliimde ise yeni tanimladigimiz graf ¢arpimi lizerinde graf parametreleri

incelenmis ve esitlikler elde edilmistir.



2. ON BILGILER VE TEMEL TANIMLAR

Bu boliimde Graf Teori de kullanilan bazi temel tanim, teorem ve ornekler

verilmistir. Daha detayl bilgi almak i¢in [1], [2], [9] ve [27] referanslarina bakilabilir.
2.1. Grafin Tanim

Tanmm 2.1.1. V , elemanlan1 késeler olarak adlandirilan bostan farkli bir kiime, E de
elemanlar1 kenarlar olarak adlandirilan ve V nin bir ya da iki elemanli alt

kiimelerinden olusan herhangi bir kiime olsun. Bu sekilde tanimlanan G =(V,E)

ikilisine graf ad1 verilir.

Kose kiimesi ve kenar kiimesi sonlu olan bir graf, sonlu graf olarak adlandirilir.
Bu durumda V ={v,v,,V,,...,v.} olmak iizere |V| =n sayisina grafin mertebesi;
E={e.e,6,,..,€,} olmak iizere |E| =m sayisina da grafin boyutu denir.

Graflar somut olarak gosterilirken, her bir kose bir nokta ile temsil edilir. Her bir
{vi,v;} kenariise v; ve v, kosesine karsilik gelen noktalari birlestiren bir dogru pargast
ya da basit bir egri ile temsil edilir. {v;,v;} kenarinda, v, ve v; ye kenarin u¢ noktalart

denir. Tek elemanli bir {v} kenarinin u¢ noktalari, ayni ve v dir. Boyle bir kenara ilmik

adi verilir.
Ayni1 ug noktalar kiimesine sahip olan kenarlar ise katli kenarlar olarak adlandirilir. Bir

e={v;,v;} kenarinda v, ile v; koseleri i¢in komsudur denir.

Bir kenar yukarida goriildiigii gibi, kullanihisindaki sadelik bakimindan

e (1=12,..,m) ile gosterilebilir.

Ornek 2.1.1. Kose kiimesi V :{u,V,W,Z} olan ve kenar kiimesi e =uv, €, =uw,
e=W, e =W, e=wWz, e=wz olmak izere E={e,e,e,;¢€, 6,6} olarak

tanimlanan bir G = (V, E) grafinin somut gosterimi Sekil 2.1.1. deki gibidir.



katli
kenarlar

ilmik —

Sekil 2.1.1.

Sekil 2.1.1. de dikkat edilirse, bir kiime igerisine ayni isimli bir eleman birden

fazla yazilamayacagindan, grafin kenarlar1 yeniden adlandirilmistir.

Katli kenarlar bulunduran graflar soyut olarak gosterilirken, boyle bir karisikliga
meydan vermemek i¢in grafin kenarlarini yeniden adlandirmak bu nedenle akillicadir.

Bir graf, ilmik ya da katli kenarlar bulundurup bulundurmamasina gore isim alir.

Tamim 2.1.2. Katli kenarlar ya da ilmik bulunduran graflara pseudo-graf; yalniz katl
kenarlar bulunduran graflara ¢ogul-graf; katli kenarlar ve ilmik bulundurmayan
graflara ise basit graf adi verilir.

Sekil 2.1.2. de sirasiyla pseudo-graf, ¢ogul-graf ve basit grafa birer 6rnek

verilmistir.

Sekil 2.1.2. Sirasiyla pseudo-graf, cogul-graf ve basit graf

Bu caligma basit graflar {izerine oldugundan, bundan boyle “basit graf” yerine

“graf’ ifadesi kullanilacaktir.

Tammm 2.1.3. G bir graf, veV (G)olsun. v kosesi ile ¢akisik olan kenarlarin sayisina
V kosesinin derecesi denir ve der(v) gosterilir.

Her bir ayrit komsu oldugu kdseye tam olarak 1 derece kazandirirken, bir ilmik
ise komsu oldugu koseye 2 derece birden kazandirir. O dereceli bir kdse izole kise

olarak adlandirilir. Derecesi 1 olan kdseye ise pendant kose ad1 verilir. Bir G grafinin



en az dereceli kosesine minimum dereceli denir ve &(G) ile gosterilir. En ¢ok
dereceli kosesine ise maksimum dereceli denir ve A(G) ile gosterilir. Herhangi bir

grafin derecelerinin kiigiikten biiyiige dogru yazilarak olusturulan diziye derece dizisi
denir. Sekil 2.1.3. de koseleri dereceleriyle adlandirilmis G grafinda 6(G) =1,

A(G) =5 ve derece dizisi (1,1,1,2,2,3,3,4,5) dir.

Sekil 2.1.3. Koseleri, dereceleriyle adlandirilmis bir graf

2.2. Graflarda Uzaklik

Tamm 2.2.1. u ve v, bir G grafinin herhangi iki kdsesi olsunlar. G nin u kdsesi
ile baslayip v kosesi ile biten, (u=Vv,€,V,,&,,...,&,V, =V) sonlu dizisine bir u-v
yiiritmesi denir.

Burada i=12,...,.k olmak lizere e =v, ,v, dir. u ve v koselerine yiirlimenin

ug koseleri adi verilir. Ug koseleri u ve v olan bir yirime D, , ile gosterilir.

Yiiriimedeki kenarlarin sayisi olan K, yiiriimenin uzunlugu olarak tanimlanir.

Herhangi bir D,

u,v

yliriimenin uzunlugu ‘ D,,

ile gosterilir. Baslangi¢ kosesi U bitis
kosesi v olan bir yiirimenin en kisa uzunlugu d(u,v) ile gosterilir. Hi¢ kenar
icermeyen, uzunlugu 0 olan bir ylirimeye asikdr yiiriime denir.

Bir yiiriimenin kenarlari, kdselerden kolayca anlasilacagi igin yiirimede sadece
koseler de gosterilebilir. A=uyuu,..u, ve B=vVyv,.yv, iki A ve B yirimesi
olsunlar. Bu yiiriimenin esit olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul, 0<i<k, 0<i<I i¢in
k=1 ve u; =v,, olmasidir. Aksi halde bu yiiriimeler farklidir.

u—V ylirimesinde eger U=V ise yiirime kapali, U=V ise yilirime ag¢tk olarak

adlandirilir.



2.3. Yol ve Devir

Tamm 2.3.1. Bir yiirimede hi¢ kenar tekrar etmiyorsa bu yiiriimeye gezi adi verilir.
Hicbir kosenin tekrar etmedigi bir yiliriimeye ise yol denir. Herhangi bir G grafin tiim
koseleri i¢in birbirinden farkli iki kdseyi baglayan bir yol bulunabiliyorsa bu G grafina
baglannli graf denir. Hi¢ kenar tekrar etmeyen bir yiirimede bazi koseler tekrar ediyor
olabilir. Tersine; koselerin tekrar etmedigi bir yiirimede hi¢ kenar tekrar etmeyebilir. Her

yol bir gezidir. Ama her gezi bir yol degildir.

Sekil 2.3.1.

Sekil 2.3.1. deki G grafinda (v,,V,,V,,V,,V;,V,,V,) bir v, —v, yiiriimesi olup bu
ylriime bir gezi degildir. (v;,V,,Vs,V,,V,,V,) bir v, —v, gezisi olup bu gezi bir yol
degildir. (v,,V,,Vv,) bir v, —v, yoludur.

Tanimdan dolay1 her yol bir yiirimedir. Bu ifadenin tersi dogru degildir.

Tamim 2.3.2. Bir G grafinin asikar olmayan bir kapali gezisi, G nin bir ¢evresi olarak
adlandiritlir. n tane farkl v, kosesinden olusan (v,,V,,V;,...,V,) Nn=>3 gevresi de devir
adin1 alir. n uzunlugunda bir ¢evrim n—devir adini alir. Bir 3-devir, ii¢gen olarak da
adlandirilir.

Yol ve devir olan n mertebeli bir graf sirasiyla P, ve C, ile gosterilir. Sekil 2.3.2.

de ve Sekil 2.3.3. de 4 ya da 4 ten az mertebeli yol ve devir graflar1 gosterilmistir.

& *—eo —o—o —o—o0o—o
Pl PZ P3 P4

Sekil 2.3.2. Mertebesi 4 ya da 4 ten az olan yol graflar



o = A

C1 Co Cs Cy

Sekil 2.3.3. Mertebesi 4 ya da 4 ten az olan devir graflar

2.4. Baz1 Ozel Graflar

Tamm 2.4.1. Bir G grafi verilsin. G nin her bir kogesi r dereceli ise yani G grafi
icin der(v;)=r, (i=12,..n) ise, G grafina r-regiiler ad1 verilir.

3-regiiler graflar, kiibik graf olarak adlandirilirlar. Sekil 2.4.1. de, biitiin 4
mertebeli regiiler graflar gosterilmistir. G, grafi, kiibik graftir. Diger yandan en iyi

bilinen kiibik graf muhtemelen Sekil 2.5.2. de gosterilmis olan Petersen grafidir.

G,: G,: G,: G:
@ ] *—

Sekil 2.4.1. 4 mertebeli regiiler graflar

Sekil 2.4.2. Petersen Grafi

Tamim 2.4.2. Karsilikli olarak tiim koseleri birbirine komsu olan grafa tam graf denir,

n mertebeli bir tam graf, K, ile gosterilir. Bir tam graf, kose kiimesi iizerinde

tanimlanabilecek biitiin kenarlar1 bulundurur. Bu nedenle n mertebeli ve m boyutlu bir



tam graf icin m = (nJ =n(n-1)/2 esitligi gegerlidir. Bir tam grafin her bir kosesi n—1
2

dereceli olup bu yiizden regiiler bir graftir.
Hig kenar bulundurmayan graf da bos graf olarak adlandirilir, n mertebeli

bir bos graf E_ ile gosterilir. Sekil 2.4.3. de swasiyla K ve E, graflan

gosterilmistir.

Sekil 2.4.3. Sirasiyla 6 mertebeli tam graf ve bos graf

Tamim 2.4.3. Bir G grafi verilsin. G ile ayn1 kdse kiimesine sahip H grafinin herhangi
iki u ve v kosenin komsu olmasi ancak ve ancak G grafinda u ve v kosesinin komsu
olmamasina bagli ise bu H grafi G grafinin tamamlayicisi olarak adlandirilir ve G ile
gosterilir.

n koseye sahip bir G grafi ile G tamamlayicisinin birlesmesiyle K tam grafi

olusur. K tam grafinin tamamlayicis1 E bos grafidir.

Tamim 2.4.4. Bir G grafi verilsin. Eger G nin koselerini k >1 tane, maksimum
mertebeli bagimsiz ve ayrik kiimeye ayirmak miimkiinse G ye k-parcalt graf
denir, k =2 ise 6zel olarak G ye iki-parg¢alt graf ad1 verilir.

Kose kiimeleri V, ve V, olan iki-pargali graflar, V, =r ve V, =solmak

lizere K, ile sembolize edilirler. Sekil 2.4.4. (a) da iki-pargali bir graf verilmis ve

iki-pargali olusunun kolayca goriilebilmesi i¢in Sekil 2.4.4. (b) de yeniden

diizenlenmistir. Verilen grafin kose kiimeleri V, ={v,,v,,v;,Vv,} ve V, ={v,,v,,V.}

dir. O halde G grafi bir K, ; grafidir.
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Sekil 2.4.4. iki-pargali bir graf

2.5. Alt Graf ve Indirgenmis Alt Graf

Tammm 2.5.1. G ve H iki graf olsun. G grafinin kdse kiimesi V (G), kenar kiimesi
E(G); H grafinin kése kiimesi V(H), kenar kiimesi E(H)olmak iizere; eger
V(G)cV(H) ve E(G)cE(H) oluyorsa H grafina G grafinin alt grafi denir ve

H < G ile gosterilir. Sekil 2.5.1. (b) de verilen graf, (a) grafinin alt grafidir.

Tamm 2.5.2. G ve H iki graf ve G grafinin kése kiimesi V (G), kenar kiimesi E(G);
H grafinin kdse kiimesi V(H), kenar kiimesi E(H)olmak iizere V(H) <V (G) ve
E(H) c E(G) olsun. Eger H grafi “H grafindaki her bir u,v kose giftlerinin H

grafinda uv kenarini olusturabilmesi i¢in gerek ve yeter sart uv kenarmin G grafinda
bir kenar olmasidir.” sartin1 saglarsa H grafina G grafinin indirgenmis alt grafi denir.
Diger bir deyisle H grafindaki koselere gakisik olan her bir kenar G grafinda da aym
koselere ¢akisik ise H grafi G grafinin indirgenmis alt grafi olur. Sekil 2.5.1. (c) de

verilen graf, (a) grafinin indirgenmis alt grafidir.

(a) (b) (©)

Sekil 2.5.1.
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3. GRAF PARAMETRELERI

Bu boliimde Graf Teori de kullanilan bazi temel parametreler verilmistir. Daha

detayli bilgi almak i¢in [1], [2], [9] ve [27] referanslarina bakilabilir.
3.1. Bagimsizlik Sayisi

Tamm 3.1.1. Bir G grafi verilsin. G nin karsilikli olarak birbirine komsu olmayan
koselerinin kiimesine bagumsiz kiime denir.
Bir G grafinin bagimsiz kiimelerindeki maksimum eleman sayisi, grafin

bagimsizlik sayist olarak adlandirilir ve bu deger a(G) ile gosterilir.

a(G) =max{\V,|:V, bagimsiz kiime}

Ornek 3.1.1. Sekil 3.1.1. deki G grafinda V,={v}, V,={v,,v.}, V,={v,,v},
V, ={v,,v;, o}, Vi ={v,,V;,V,,V,,V,;,V,} G grafinin bagimsiz kiimelerinden bazilaridir.

V,, kiimesi G nin bagimsiz kiimelerinin en genisidir. O halde «(G) =6 dir.

Sekil 3.1.1. G grafi i¢in a(G)=6 dir

3.2. Klik Sayis1

Tammm 3.2.1. Bir G grafi verilsin. G nin karsilikli olarak birbirine komsu olan
koselerinin kiimesine klik kiimesi denir.
Bir G grafinin klik kiimelerindeki maksimum eleman sayisi, grafin klik sayist

olarak adlandirilir ve bu deger w(G) ile gosterilir.

W(G) = max{\V;|:V, klik kiime}
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Ornek 3.2.1. Sekil 3.2.1. deki G grafinda V,={v,,v,,v.}, V,={v,,v,},
V, ={v,,v;, V., Ve}, V, ={V,,V,,V,, V.,V } G grafinin klik kiimelerinden bazilardir. V,

kiimesi G nin klik kiimelerinin en genisidir. O halde w(G) =5 dir.

Sekil 3.2.1. G grafi i¢in w(G)=5 dir

3.3. Kromatik Sayisi
Tanmm 3.3.1. Bir G grafi verilsin. G grafinin birbirine komsu olan koselerini farkl
renkte boyamak icin gerekli olan en az renk sayisit kromatik sayr olarak adlandirilir ve

2(G) ile gosterilir.

Ornek 3.3.1. Sekil 3.3.1. deki G grafinin komsu koselerini farkli renge boyamak icin
gerekli olan en az renk; kirmizi (k), mavi (m), yesil (y) oldugundan y(G) =3 diir.

G:

Sekil 3.3.1. G grafi i¢in y(G)=3 diir
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3.4. Klik Ortii Sayis1

Tanmm 3.4.1. Bir G grafi verilsin. V(G) kose kiimesini maksimum klik kiimeleri ile

parcalanmasina G grafinin klik értiisii denir. Bu par¢alanmanin minimum sayist ise

Klik értii sayist olarak adlandirilir ve 8(G) ile gosterilir.

Klik 6rtii sayst i¢in 6(G)= ;(((_3) esitligi gegerlidir.

Ornek 3.4.1. Sekil 3.4.1. deki G grafinda V,={v,,v,,v,}, V,={v,,V,, o},

V3 ={V1, Vs, Ve, Vig, Vis} Vi ={V2:Va: V0 Vs} Ve ={vs, V71, Ve =16 V7, Ve, Vol
V, ={v;,V5,Vo} G grafinin klik kiimelerinden bazilanidir. V,, V,, V, klik kiimeleri ile

V (G) kose kiimesini minimum sayida pargalayabilecegimizden 8(G) =3 olarak bulunur.

Vi
Vi

Sekil 3.4.1. G grafi igin &G)=3 diir

3.5. Eccentricity, Diameter ve Radius

Tamim 3.5.1. Bir G grafi verilsin. G grafindaki herhangi bir u eV (G) kosesinin diger

koselere olan en kisa mesafelerinin en biiyiik degeri; U kosesinin eccentricity si olarak

adlandirilir ve g(u) ile gosterilir.

Tamm 3.5.2. Bir G grafi verilsin. G grafindaki eccentricity lerin maksimum degeri G

grafinin diameter 1 olarak adlandirilir ve dia(G) ile gosterilir.

Tamm 3.5.3. Bir G grafi verilsin. G grafindaki eccentricity lerin minimum degeri G

grafinin radius u olarak adlandirilir ve rad(G) ile gosterilir.
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Ornek 3.5.1. Sekil 3.5.1. de G ve H grafinin koseleri eccentricity degerleri ile
adlandirilmigtir. G grafi i¢cin maksimum eccentricity degeri dort oldugundan
dia(G) =4, minimum eccentricity degeri iki oldugundan rad(G)=2 dir. Aym sekilde
H grafi i¢in maksimum eccentricity degeri ti¢ oldugundan dia(H)=3, minimum

eccentricity degeri iki oldugundan rad(H) =2 dir.

rad(H) =2
dia(H) = 3

Sekil 3.5.1.

3.6. Wiener indeks

Tanmm 3.6.1. Bir G grafi ve u,veV(G) verilsin. Z d(u,v) toplami1 G grafinin

u,veV (G)

Wiener indeks i olarak adlandirilir ve W (G) ile gosterilir.

Ornek 3.6.1. Sekil 3.6.1. deki G grafinda d(x,y)=1, d(x,t)=1, d(x,z2)=2,
d(y,z)=1, d(y,t)=2, d(z,t) =1 olduguna gore
Y. d(u,v)=d(x y)+d(xt)+d(x,z)+d(y, z) +d(y,t) +d(z,t)

u,veV (G)

=1+1+2+1+2+1=8 olur. Buradan da W (G) =8 olarak bulunur.

y Z

Sekil 3.6.1. G grafi i¢in W(G)=8 dir
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3.7. Randic indeks

Tammm 3.7.1. Bir G grafi ve u,veV(G) verilsin. u ile v koseleri komsu olmak

1
u,v;fe) JJder(u)der(v)

ve R(G) ile gosterilir.

kosuluyla toplam1 G grafinin Randic indeks i olarak adlandirilir

Ornek 3.7.1. Sekil 3.7.1. deki G grafinda der(v,)=2, der(v,)=2, der(v,)=3,
der(v,) =1, olduguna gore

5 1 B 1 N 1 N 1
u,VEV(G)\jder(u)der(v)_\jder(vl)der(vz) Jder(v,)der(v,) /der(v,)der(v,)

1 1 1 1 1
+ =——=+—=+—F=+—1= olur.
Jader(v,)der(v,) V4 V6 6 3
Buradan da R(G) :l+£+i=M olarak bulunur.
2 6 3 6

Vi

=

Y,
v, 3

Sekil 3.7.1. G grafi igin R(G)zw dir
3.8. Diizensizlik ve Esitlik indeksi

Tanmm 3.8.1. Bir G grafi verilsin. G grafinin birbirinden farkli dereceye sahip kose

sayis1 diizensizlik indeksi olarak adlandirilir ve t(G) ile gosterilir.

Asagidaki esitlik indeksi tanimi bizim tarafimizdan tanimlamistir.

Tammm 3.8.2. Bir G grafi verilsin. G grafinin ayn1 dereceye sahip maksimum kdse

sayist egitlik indeksi olarak adlandirilir ve e(G) ile gosterilir.
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Herhangi bir G grafinin V(G) kose kiimesini

A ={ueV(G): der(u)=a, acZ" U{0}} kiimeleriyle V(G) =LkJA =AUAU..UA,

Kk
ﬂA = olacak sekilde parcalayabiliriz. Bu parcalama sayesinde t(G)=k ve

i=1

e(G) = max|A| oldugu kolaylikla goriiliir.

Ornek 3.8.1. Sekil 3.8.1. deki G grafinda der(v,)=3, der(v,)=4, der(v,)=3,
der(v,)=2, der(v;)=3, der(v,)=4, der(v,)=3 olduguna gére G grafinin V(G)
kose kiimesini; dereceleri esit olan koselere sahip A ={v,} A, ={v,,v;,v.} A ={v,,v }

kiimeleriyle pargalayabiliriz. Buradan da t(G) =3 ve e(G) =3 olarak bulunur.

Sekil 3.8.1. G grafi i¢in t(G)=3 ve e(G)=3 diir

3.9. Miikkemmel Graf

Tanmm 3.9.1. Bir G graft verilsin. G grafinin biitiin indirgenmis H alt graflar i¢in

7(G)=w(H) esitligi saglaniyorsa G grafi W-miikemmel graf olarak adlandirilir.

Tanmm 3.9.2. Bir G grafi verilsin. G grafinin biitlin indirgenmis H alt graflar i¢in

0(G) = a(H) esitligi saglaniyorsa G grafi o -miikemmel graf olarak adlandirilir.

Tamim 3.9.3. Bir G grafi verilsin. G grafi hem “w-miikemmel” hem de “« -miikem-

mel” oluyorsa G grafina miikemmel graf denir.
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4. GRAF CARPIMLARI

Bu boliimde Graf Teori de kullanilan temel graf ¢arpimlar1 verilmis ve lizerinde
bazi graf parametreleri incelenmistir. Daha detayl bilgi almak i¢in [10], [11] , [17],
[18] ve [22] referanslarina bakilabilir.

4.1. Kartezyen Carpim

Tamm 4.1.1. G grafinin kose kiimesi V(G), H grafinin kose kiimesi V(H) olmak
tizere V(G)xV(H) kartezyen kiimesinden a=(u,v,) ile b=(u,,v,) elemanlarin
alalim. Eger

i) u=u,vevyv,eE(H) veyaii) v, =v, ve uu, € E(G)
durumlarindan biri gergeklesiyorsa a=(u,,v,) ile b=(u,,v,) koseleri komsudur.

Bu sekilde olusan grafa G ile H grafinin kartezyen carpim grafi denir ve

GoH ile gosterilir. Sekil 4.1.1. de basit iki grafin kartezyen ¢arpimi verilmistir.

|

—

Sekil 4.1.1. Kartezyen garpim grafi

Teorem 4.1.1. ([19]) G ve H iki graf olmak iizere
a(GoH) > a(G)a(H) (4.1)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. [19] da; Lemma 2.7 ve Tablo 1 den ispat1 yapilmustir.
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Teorem 4.1.2. ([5]) G ve H iki graf olmak iizere

w(GoH ) > max {w(G), w(H)} 4.2)
esitsizligi gecerlidir.
Ispat. Kartezyen carpim grafi degismeli oldugundan genelligi bozmaksizin
max {W(G),w(H)} =w(G) alalim. G grafinin maksimum elemana sahip klik kiimesi
Co ={Up Uy, Uy} Ve VeEV(H) igin K ={(U,V),(U,,V),.... Uy V)]  Kiimesi
KcV(GoH) olsun. 1<i<j<w(G) ve i=j icin yu; eV(GoH) olacagindan K
kiimesi GoH c¢arpim grafinin maksimum klik kiimesidir.

O halde w(GoH ) > max{w(G),w(H)} dir.

Teorem 4.1.3. ([5]) G ve H ikigraf ve w__ =max{w(G), w(H)} olmak iizere

W (G,0G, ) > (W;axj+(ala2 ~1)(cqat, + Wy 1) dir. (4.3)

Ispat. [5] de; Teorem 14. den ispat1 yapilmistir.
4.2. Strong Carpim

Tamim 4.2.1. G grafinin kose kiimesi V(G), H grafinin kose kiimesi V (H) olmak
tizere V(G)xV(H) kartezyen kiimesinden a=(u,,v,) ile b=(u,,v,) elemanlarin
alalim.
Eger

i) u =u, ve vv, e E(H) veyaii) v, =v, ve uu, € E(G) veya

iuu, € E(G) ve vyv, e E(H)
durumlarindan biri gergeklesiyorsa a =(u,,v,) ile b=(u,,v,) koseleri komsudur.

Bu sekilde olusan grafa G ile H grafinin strong ¢arpim grafi denir ve GXH
ile gosterilir.

Sekil 4.2.1. de basit iki grafin strong ¢arpimi verilmistir.
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R = /A\‘/g{' S
AN
Sekil 4.2.1. Strong garpim grafi

Teorem 4.2.1. ([19]) G ve H iki graf olmak iizere
a(GRH)>a(G)a(H) (4.4)

esitsizligi saglanir.
Ispat. [19] da; Lemma 2.7 ve Tablo 1 den ispat1 yapilmistir.

Teorem 4.2.2. ([5]) G ve H iki graf olmak {izere
W(GXH)=w(G)w(H) (4.5)

esitligi saglanir.

Ispat. flk 6nce W(GXIH)>W(G)W(H) esitsizligini gsterelim.

G grafinin maksimum elemana sahip klik kiimesi C; ={u;,U,,...,U, } Ve H
grafinin maksimum elemana sahip klik kiimesi C,; ={V;,V,,...,V,,;,} olsun.
1<p<r<w(G), 1l<qg<s<w(H) i¢in a=(u,V,)eC:xCy,, b=(u,v,)eC;xC,
koseleri Tanim 4.2.1. e gore i) u, =u, ise v,v, e E(H), ii) v, =v, ise uu, € E(G),
ii)u u, € E(G) ve v,v, e E(H) durumlarindan birini gergeklestirdiginden a=(u,,V,)
ve b=(u,,v,) koseleri komsudur. Yani C,xC, kimesi GXH c¢arpim grafinin

maksimum klik kiimesidir. Boylece W(G H)>w(G)w(H) oldugu goriiliir.
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Tersine w(GXH )<w(G)w(H) oldugunu gsterelim.
GXH carpim grafinin maksimum klik kiimesini n < |\/ (G)| , m< |V (H )| olacak sekilde
C = {(uy, Vy), (U, V), ooy (U, Vi )y oo (U, V), (U V), (U Vi), sy (U, V) Olarak alalim,
1<p<r<n i¢in uu €E(G) oldugundan m<w(G) ve 1<g<s<m igin
V,V, € E(H) oldugundan m<w(G) olacaktir. Béylece nm<w(G)w(H) bulunur,
Buradan da w(GXH ) <w(G)w(H) oldugu griiliir.

O halde “w(GXH)=w(G)w(H) dir.”

Teorem 4.2.3. ([5]) G ve H iki graf olmak iizere

W (G,KG,)> (lewzj (@, ~1) (e, + ww, —1) (4.6)

esitsizligi gecerlidir.
Ispat. [5] de; Teorem 14. den ispat1 yapilmistir.
4.3. Lexicografik Carpim

Tamim 4.3.1. G grafinin kose kiimesi V(G), H grafinin kose kiimesi V (H) olmak
tizere V(G)xV(H) kartezyen kiimesinden a=(u,,v,) ile b=(u,,v,) elemanlarini
alalim.
Eger

i) uu, € E(G) veyaii) u, =u, ve v\v, € E(H)
durumlarindan biri gergeklesiyorsa a = (u,,v,) ile b=(u,,v,) koseleri komsudur.

Bu sekilde olusan grafa G ile H grafinin lexicografik carpim grafi denir ve
GeH ile gosterilir.

Sekil 4.3.1. de basit iki grafin lexicografik ¢arpimi verilmistir.
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Sekil 4.3.1. Lexicografik ¢arpim grafi

Teorem 4.3.1. ([19]) G ve H iki graf olmak {izere
a(GeH)=a(G)a(H) 4.7

esitligi gecerlidir.
Ispat. [19] de; Lemma 2.7 ve Tablo 1 den ispat1 yapilmistir.

Teorem 4.3.2. ([5]) G ve H iki graf olmak iizere
W(GeH)=w(G)w(H) (4.8)

esitligi gecerlidir.

Ispat. flk 6nce W(G oH ) >W(G)wW(H) esitsizligini gosterelim.

G grafinin maksimum elemana sahip klik kiimesi C; ={u,u,,...,U,} ve H
grafinin maksimum elemana sahip klik kiimesi C,; ={V;,V,,...,V,,;)} olsun
1<p<r<w(G), 1l<qg<s<w(H) i¢in a=(u,V,)eCsxCy,, b=(u,v,)eC;xC,
koseleri Tanim 4.2.1. e gore i) ¢,9, €E(G) veya ii) g,=g, vehh eE(H)
durumlarindan  birini ~ gergeklestirdiginden a=(u,v,) ve b=(u,v,) koseleri
komsudur. Yani C,xC,, kiimesi GeH c¢arpim grafinin maksimum klik kiimesidir.

Boylece W(G e H )>w(G)w(H) oldugu gbriiliir.
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Tersine w(GeH)<w(G)w(H) oldugunu gosterelim.
GeH carpim grafinin maksimum klik kiimesini n < |V (G)| , m< |\/ (H )| olacak sekilde
C = {(uy, Vy), (U, V), ooy (U, Vi )y oo (U, V), (U V), (U Vi), sy (U, V) Olarak alalim,
1<p<r<n igin uu, €E(G) oldugundan n<w(G) ve 1<g<s<m igin
h,h, € E(H) oldugundan m<w(G) olacaktir. Boylece mn<w(G)w(H) bulunur.
Buradan da w(GeH ) <w(G)w(H) oldugu gbriiliir.

O halde “w(GeH)=w(G)w(H) dir.”

Teorem 4.3.3. ([5]) G ve H iki graf olmak iizere
W1W2
W (G, *G,)> . | (a2, 1) (e, +Ww, —1) (4.8)

esitsizligi gecerlidir.
Ispat. [5] de; Teorem 14. den ispat1 yapilmistir.

Bu sekilde ¢arpim graflari iizerinde parametre incelemelerine benzer olarak daha
detayli bilgi almak icin [6], [8], [12], [14], [15], [20], [23] ,[24], [28] referanslarina
bakilabilir.
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5. GRAFLARIN YENI CARPIMI

4. boliimde graf carpimlarinin en 6nemli {i¢ tanesi gosterilmistir ve lizerlerinde
graf parametrelerinden birka¢1 degerlendirilmistir. Bu boliimde bu graf ¢arpimlarindan
esinlenerek yeni bir graf carpimi “derece ¢arpim”  olusturulmus ve Ozellikleri

incelenmistir.
5.1. Graflarin Derece Carpim

Tammm 5.1.1. G grafinin kose kiimesi V(G), H grafinin kése kiimesi V(H) ve
u,u, eV(G), v,v,eV(H) olmak tizere V(G)xV(H) kartezyen kiimesinden
a=(u,v,) ile b=(u,,v,) elemanlarmi alalim.
Eger,

i)u, =u, = der(v,)=der(v,) veya

if)v, =v, = der(u,) =der(u,) veya

iii)v, #V,, U, #u, = [der(u,)=der(u,) veya der(v,) =der(v,)]
sartlarindan biri gergeklesiyorsa a=(u,,Vv;) ile b=(u,,v,) koseleri komsudur.

Bu sekilde olusan grafa G ile H grafinin derece ¢arpim grafi denir ve GOH

ile gosterilir.

5. ve 6. boliimiin tamaminda
G grafinin kose kiimesini A = {u eV(G): der(u)=a, aeZ" u{O}} kiimeleriyle
k k
NA=2, V(@G) =[JA=AUAU..UA
i=1

i=1

H grafinin kose kiimesini B, ={V eV(H): der(v)=b, beZ" U{O}} kiimeleriyle
| |
(B,=@, V(H)=[JB,=B,UB,U..UB
j=1 j=1

olacak sekilde parcalanmistir.

Sekil 5.1.1. de P, yol grafiile P, yol grafinin derece ¢arpimi verilmistir.
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ae ® 1 (a)I)
(©3) (a,2)
be O ¢2 = (@2 @3)
(c,]) (b, 1)
ce o3 °
3 (b2
P P POP

Sekil 5.1.1. P, yol grafi ile P, yol grafinin derece ¢arpim

Onerme 5.1.1. G ve H iki graf ve |V(G)|22, |V(H)|22 olmak tizere GOH c¢arpim

grafinda pendant kése bulunmaz.

Ispat. Durum 1. Farzedelimki 1<r<k, 1<s<I i¢in |A|=1 ve |B|=1 olsun.
|A| =1= A ={u} ve |BS|=1:> B, ={v} alalim. O zaman A xB, cV(G)xV(H)
kiimesi sadece tek bir a = (u,v) kdsesinden olusur. Ayrica 1<i < |V (G)| , 1<) < |V (H )|
i¢in b=(u;,v;) kosesini alalim. der(u) = der(u;), der(v) =der(v;) oldugu agiktir.
a=(u,v) kosesiyle b=(u;,v;) koseleri Tanim 5.1.1. e gore

i) u=u; = der(v)=der(v,)

i) v=v; = der(u)=der(u;)

) u=u ,v=u, = [der(u) # der(u,) veya der(v) = der(vj)]
durumlarindan birini gergeklestirdiginden a = (u,v) kosesi GOH carpim grafinda higbir

kose ile komsu degildir. O halde der(a,)=0 olur.

Durum 2. Farzedelim ki 1<r <k, 1<s<I i¢in |A|=1 ve |B|>2 olsun.
A ={u}, B,={v,v,,...,v,} alalm. O zaman A xB cV(G)xV(H) kiimesi i¢in
|A xB,|>2 olacaktir. a=(u,v,)e A xB, kdselerini ve 1<i<N(G)|, 1< j<|V(H)|

i¢in b=(u;,v;) eV(G)xV (H) koselerini alalim.
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O halde der(u) = der(u;), der(v,) =der(v,) veya der(v,)  der(v,) olacaktir.

a=(u,v,) koseleriyle b=(u;,v;) koseleri Tanim 5.1.1. e gore
i) u=u; = v,V €B; ikender(v,)=der(v;) veya der(v,) = der(v;)
i) v, =v; = der(u) = der(u)

der(u) = der(u,) veya
Ut Vo %V, = V,,V; € B iken der(v,) =der(v,) veya der(v,) = der(v;)

durumlarindan birini gergeklestirdiginden a = (u,v,) koseleri GOH ¢arpim grafinda ya
higbir kose ile komsu degildir ya da b=(u,v,) koselerinin en az iki tanesiyle

komsudur. O halde der(a,)=0 veya der(a,)=>2 olur.

Durum 3. Farzedelim ki 1<r <k, 1<s<I i¢in |A|>2 ve |B,|>2 olsun.

A:{ul,uz,...,up}, Bs:{vl,vz,...,vq} alalim. a:(up,vq)eAst koselerini  ve

1<i S[V(G)| , 1< SI\/(H)| igin b= (u;,v;) eV(G)xV(H) kdselerini alalim.
O halde der(u,)=der(u;) veya der(u,)=der(u;); der(v,)=der(v;) veya
der(v,) = der(v;) olacaktir.
a=(u,,v,) koseleriyle b= (u;,v;) koseleri Tamim 5.1.1. e gore
i) u,=u, = v,,v; B ikender(v,) =der(v,) veyader(v,) = der(v;)
i) v, =v; = u,v, €A ikender(u,)=der(u) veyader(u,) = der(u,)

u,,v, € A ikender(u,)=der(u;) veyader(u,) = der(u;)
veya

i) u =u,v, #v, =
V,,V; € B, iken der(v,) = der(v,) veya der(v,) = der(v;)

durumlarindan birini gergeklestirdiginden a=(u,,v,) koseleri GOH carpim grafinda
ya higbir kose ile komsu degildir ya da b=(u;,v;) koselerinin en az iki tanesiyle

komsudur. O halde der(a,)=0 veya der(a,)=2 olur.

Buradan goriildiigii tizere GOH ¢arpim grafinda pendant kose bulunmaz.

Teorem 5.1.1. G ve H iki graf olmak iizere GOH ¢arpim grafinin baglantili olmasi

i¢in gerek ve yeter sart |A| >2 veya ‘B j‘ > 2 olmalidir.
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Ispat. Farzedelim ki |A|=1 ve |B,|=1 olsun. (1<r<k,1<s<l)
|A|=1=A ={u} ve |B|=1=B ={v} alalm. O zaman A xB <=V (G)xV(H)
kiimesi sadece tek bir a = (u,v) kosesinden olusur. Ayrica 1<i< |V (G)| , 1< < |V(H)|
icin a; =(g;,h;) kosesini alalim. der(u) = der(y;), der(v) = der(v;) oldugu aciktir.
a=(u,v) kosesiyle a; =(g;,h;) koseleri Tanim 5.1.1. e gore

i) u=u; = der(v)=der(v,)

i) v=v; = der(u)=der(u;)

) u=u ,v=u, = [der(u) # der(u,) veya der(v) = der(vj)]
durumlarindan birini gergeklestirdiginden a = (u,Vv) kosesi GOH carpim grafinda higbir
kose ile komsu degildir. Boylece GOH ¢arpim grafi baglantisiz olur.

O halde |A| > 2 veya ‘Bj‘ >2 ise GOH ¢arpim grafi baglantilidir.

Tersine farzedelim ki GOH ¢arpim grafi baglantisiz olsun.
Onerme 2. den a=(u,v) eV(GOH) igin der(a)=0 dir. a=(u,v) e A xB, ve
b=(g;,h;) € AxB; olmak iizere a=(u,v) kosesi b=(g;h;) koseleriyle komsu
olmadigindan der(u) = der(u;) ve der(v)=der(v;) olur. Bylece A :{u}:>|A| =1

ve B, ={v}=|B;|=1 bulunur.
O halde GOH ¢arpim grafi baglantili ise |A|>2 veya ‘Bj‘ > 2 dir.

(@) (a2) (a3) (ad) (a5)

a e 1
2
O 3 =
4 / \
b e 3 b1 (B2 B3 B4 (B
PP EOP

Sekil 5.1.2. P, yol grafiile P, yol grafinin derece ¢arpim baglantilidur.
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Onerme 5.1.2. G ve H iki graf ve |V(G)|=n, V(H)|=m olmak iizere GOH ¢arpim

grafi icindeki A x B, kiimesinden olusturulan indirgenmis alt graflar tam graftir.

Ispat. A ={u,,u,,...,u.}, B, ={V;,V,,...\,} (1<r <k, 1<s<l)olsun.

der(u,) =der(u,) =...=der(u,) ve der(v,) =der(v,)=...=der(v,) oldugu agiktir.
1<p<i<g, 1<qg<j<h i¢in a=(u,,v,) koseleriyle b=(u,v;) koseleri

Tanim 5.1.1. e gore

i) u,=u; = der(v,)=der(v,)

i) v, =v; = der(u,)=der(u)

i) u, #U; v, #u; = [der(u,)=der(u) veyader(v,) = der(v,) |

durumlarindan birini  gergeklestirdiginden biitin a= (u,,v,) Kkoseleri tiim
b=(u,v;) koseleri ile komsudur. Yani GOH ¢arpim grafi i¢indeki A x B, kiimesindeki

her bir kose birbiriyle komsudur.

O halde GOH carpim grafi icindeki A xB, kiimesinden olusturulacak

indirgenmis alt graflar “ gh” koseye sahip tam graftir.

Teorem 5.1.2. G ve H iki graf olmak iizere GOH graf ¢arpiminin tam graf olabilmesi

icin gerek ve yeter sart G ve H graflarinin regiiler graf olmasidir.

Ispat. Farzedelim ki G ve H graflan regiiler iki graf olsun.
V(G)={u,,u,,...u}, V(G)|=n, der(u,) =der(u,) =...=der(u,),

V(H) ={v,,V,,...V,}, V(H)|=m, der(v,) =der(v,) =...=der(v,) olmak iizere
1<p<i<n,l<qg<j<migin a=(u,,v,) ve b=(u;,v;) koseleri

Tanim 5.1.1. e gore

i) u, =u, = der(v,)=der(v,)
i) v, =v; = der(u,)=der(u)
i) u, #u; ,v, 2u;, = [der(up):der(ui) veya der(vq):der(vj)]

durumlarindan birini gergeklestirdiginden biitiin a = (u,Vv,)koseleriyle tim b= (u;,v;)
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koseleri komsudur. Yani GOH c¢arpim grafi i¢indeki tiim koseler birbirleriyle komsudur.

O zaman G ve H graflar regiiler graf ise GOH ¢arpim grafi tam graftir.

Tersine GOH carpim grafi |V(G)|=n, |V(H)|=m olacak sekilde nm koseye
sahip tam graf ve a=(u,,v,), b=(u;,v;) eV(GOH) olsun. 1<p<i<n, 1<g<j<m

) koseleriyle komsu oldugundan Tanim

icin biitin a=(u,,v,) koseleri tim b= (u;,v;

5.1.1. e gore der(u,) =der(u,)...=der(u,), der(v,) =der(v,)=...=der(v,) olacaktir.

O zaman GOH ¢arpim grafi tam grafise G ve H graflar regiiler graflardir.

O halde “G ve H graflan regiiler graftir < GOH carpim grafi tam graftir.”

Sekil 5.1.3. de 4-regiiler ve 3-regiiler iki grafin derece carpimi1 K, tam grafina izomorf

oldugu gosterilmistir.

G ug o (a,])
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I\Ne¥2 22295771\
L %7
RS K
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Sekil 5.1.3. 4-regiiler G ile 3-regiiler H grafinin derece ¢arpimu.

Onerme 5.1.3. G ve H iki graf olmak iizere GOH ¢arpim grafi igindeki A xB;
kiimeleri tarafindan olusturulan indirgenmis tam alt grafdaki koselerin dereceleri

birbirine esittir ve a=(u,v) € A xB; icin der(a) =|A xBy] dir.

Ispat. |V(G)|=n, |V(H)|=m olsun. V(GOH) kiimesini asagidaki gibi ayr1 ayri

indirgenmis tam alt graflarin kdse kiimelerinin birlesimi seklinde diisiinebiliriz.
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(-

AxB, U AxB,
A,xB U AxB,

U AxB, U .. U AxB
U AxB, U .. U AxB

- C

VEMITIAxB U AXB, U .. U AxB, U .. U AxB

AxB U AxB, U .. U AxB, U .. U AxB

a=(u,v)e AxB, kosesi Onerme 5.1.2. den AxB, kiimesindeki biitiin

koselerle komsudur.

Ayrica a=(u,v) € A xB, kosesi i inci satirdaki
A x B, kiimesinden (|A|—1)|Bl| tane , A xB, kiimesinden (|A|—1)|Bz| tane,...,

A x B, kiimesinden (|A|—1)‘Bj_1‘ tane , A xB. , kiimesinden (|A|_1)‘Bj+1 tane,...,

j+1

A x B, , kiimesinden (|A|—1)|BH| tane , A xB, kiimesinden (|A|—1)|B|| tane koseyle

komsudur.

Ayrica a=(u,v) € A xB; kosesi ] inci siitundaki
A xB; kiimesinden (‘Bj‘—1)|Ai| tane , A, xB; kiimesinden (‘Bj‘—1)|A2| tane,...,
A, xB; kiimesinden (|B;|-1)|A_,| tane , A,;xB; kiimesinden (|B;|-1)|A_| tane,...,

A ;xB; kimesinden (|Bj|-1)|A_| tane , A xB; kimesinden (|B;|-1)|A| tane

koseyle komsudur.

O halde GOH ¢arpim grafi igindeki indirgenmis tam alt graflardaki biitiin
koselerinin dereceleri birbirine esittir ve  a=(u,v) e AxB; igin der(a)z‘AxBj‘

oldugu agikca goriiliir.

Sonu¢ 5.1.1. G ve H iki graf ve |V (G)|=n, V(H)|=m olsun.

GOH graf c¢arpimi i¢indeki indirgenmis tam alt graflardaki herhangi bir

a=(u,v) € A xB, kosesinin derecesi
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(\Axsj\—1)+
der (@) = (1A |-1)[B .-+ (|A|-1)[B, [ +(1A-D)]B,.|+.+ (A-D[B, 4
(\Bj\—1)|A&|+...+(\Bj\—1)|AH|+(\BJ.\—1)|A+l|+...+(\8j\—1)|A1|

Bj+1

=(|AxB;[-1)+(|A-1)(m~[B;[)+(|B;| 1) (n-|A])

=|A|(m+1)+\Bj\(n+1)—(|A|\Bj\+n+m+1)

O halde der(a):|A|(m+1)+‘Bj‘(n+1)—(‘AxBj‘+[\/(G)|+[\/(H)|+1) olarak

bulunur.

Ornek 5.1.1. Sekil 5.1.4. deki G grafinin kose kiimesini A ={b,c}, A ={a,d}; H
grafinin kose kiimesini B, ={1,4}, B, ={2,3} kiimeleriyle parcalarsak (a,1) € A xB,

kosesinin derecesi der((a,1))=2(4+1)+2(4+1)—(4+4+4+1)=7 olarak bulunur.

G,

Sekil 5.1.4. G ile H grafinin derece ¢arpimu.
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Onerme 5.1.4. G ve H iki graf x,yeV(GOH) olmak iizere GOH graf carpiminda
d(x,y)=1 veya d(x,y)=2 dir.

Ispat. G ve H iki graf olsun. x=(u,v,)eA xB, y=(u,Vv,)eAxB ve
X,y €V (GOH) olmak iizere

Farzedelim ki x ile y kosesi ayni indirgenmis tam alt graf icinde olsun.
O halde x ile y kosesi komsu olacagindan d(x,y) =1 dir.

Farzedelim ki x ile y kosesi farkli indirgenmis tam alt graflarin i¢inde ve
birbirine komsu olsun. O halde x ile y kosesi komsu olduklarindan d(x,y)=1 dir.

Farzedelim ki x ile y kosesi farkli indirgenmis tam alt graflarin iginde ve
birbirine komsu olmasin. z=(u,,v;) € A xB; veya z=(u;,V,) € A xB, olacak sekilde
en az bir kose bulabiliriz ki xz € E(GOH) ve yz e E(GOH) olacagindan d(X,y)=2
dir.
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6. DERECE CARPIM GRAFI UZERINDE GRAF PARAMETRELERI

Bu boliimde derece carpim grafi {izerinde graf parametreleri incelenmis ve
esitlikler bulunmustur. Ayrica derece ¢arpim grafinin miikemmel graf oldugu

ispatlanmustir.

Teorem 6.1.1. G ve H iki graf olmak iizere
a(GOH):t(G)t(H) (6.1)

esitligi saglanir.

Ispat. ilk once a(GOH ) >t(G)t(H) esitsizligini gosterelim.
K={u,..,u :u €A,..,u A, der(u)=..=der(u,)}
L={v,...v,:v,€B,,..,v, €B, der(v)...=der(v,)}
kiimelerini alalim. Buradan t(G) =|K| =k ve t(H) :|L| =l oldugu aciktir.
1<p<r<k, 1<q<s<l i¢in a=(u,,v,) e KxL, b=(u,,v,) e KxL koseleri Tanim

5.1.1. e gore

i) u,=u, = der(v,)=der(v,) veya
i) v, =v, = der(u,)=der(u,) veya
i) u, U, v, =V, = [der(u,)=der(u,) veyader(v,) = der(v,) |

durumlarindan birini gergeklestirdiginden KxL kiimesindeki koseler GOH ¢arpim
grafinda birbirleriyle komsu degildir. Yani KxL kiimesi GOH c¢arpim grafinin

maksimum bagimsizlik kiimesidir. Buradan da «(GOH ) >t(G)t(H) oldugu goriiliir.

Tersine a(GOH ) <t(G)t(H) oldugunu gosterelim.
GOH c¢arpim grafinin maksimum bagimsizlik kiimesini k SI\/(G)| I S|V(H)| olacak
sekilde S ={(Uy,Vy), (U, V,)see, (U, V), (U, W), (U, V), (U, ), o, (U, V) Olarak
alalim. 1< p<r<k igin der(u,)=der(u,) oldugundan k<t(G) ve 1<q<s<I i¢gin
der(v,) = der(v,) oldugundan I <t(G) olacaktir. Boylece kI <t(G)t(H) bulunur.

Buradan da o(GOH ) <t(G)t(H) oldugu goriiliir.
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Teorem 6.1.2. G ve H iki graf olmak tizere
W(G<>H )=e(G)e(H) (6.2)

esitligi gecerlidir.

Ispat. ik énce W(GOH )>e(G)e(H) esitsizligini gdsterelim.

Maksimum elemanlara sahip A ={u,,u,,...,u .} ve B; ={v,,v,,...,v,} kiimelerini
alalim. Buradan e(G) = |A| =n ve e(H) :‘Bj ‘ =m oldugu agiktir.
1<p<r<n, 1<g<s<m i¢in a=(u,v,)e AxB;, b=(u,,Vv,)eAxB; koseleri

Tanim 5.1.1. e gore

i) u,=u, = der(v,)=der(v,) veya

i) v, =v, = der(u,)=der(u,) veya

i) uy =u, ,v, zv, = [der(up) =der(u,) veya der(v,) :der(vs)]
durumlarindan birini gergeklestirdiginden A xB; kiimesindeki biitiin koseler GOH
carpim grafinda birbirleriyle komsudur. Yani A xB; kiimesi GOH ¢arpim grafinin

maksimum klik kiimesidir. Buradan da W(GOH ) >e(G)e(H) oldugu goriiliir.

Tersine w(GOH ) <e(G)e(H) oldugunu gdsterelim.
GOH c¢arpim grafinin maksimum klik kiimesini n < |V(G)| , m< [\/(H)| olacak sekilde
C = {(Uy, V), (U, Vs ), ey (U, Vi )y (U, V), (U, V) e (U, Vi), sy (U, )} 0larak alalim,
1<p<r<n igin der(u,)=der(u,)oldugundan n<e(G) ve 1<q<s<m igin
der(v,) =der(v,) oldugundan m<e(G) olacaktir. Bdylece mn<e(G)e(H) bulunur.

Buradan da w(GOH ) <e(G)e(H) oldugu goriiliir.

Teorem 6.1.3. G ve H iki graf olmak tizere
Y(GOH) =e(G)e(H) (6.3)
esitligi gecerlidir.
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Ispat. K tam grafi i¢in »(K, )=n oldugu agiktir. GOH carpim grafinda “kl > tane
indirgenmis tam alt graf ve e(G)e(H) maksimum elemana sahip A x B, kiimesinin
eleman sayist oldugundan y(GOH) >e(G)e(H) dir.

Tersine aeA,xB,, beAxB, isin |A xB|>|AxB| ve a ile bkomsu
olsun. O halde a ile b farkli renkte olmalidir. (1< p<r<k, 1<qg<s<l)

Eger ‘Ap X Bq‘ =|A xB,| ise minimum kullanilabilecek renk sayis ‘Ap x Bq‘ kadardur.

Aksine ‘Ap X Bq‘ >|A x B, ise minimum kullanilabilecek renk sayisi ‘Ap X Bq‘ kadardur.

Buradan da y(GOH) <e(G)e(H) oldugu goriiliir.

Teorem 6.1.4. G ve H iki graf olmak {izere
O(GOH) =t(G)t(H) (6.4)
esitligi gecerlidir.

Ispat. E, bos grafi icin y(E,)=1 oldugu agiktir. G ve H basit iki graf, olmak iizere

GOH carpim grafinin tamamlayicisinda “kl > tane indirgenmis bos alt graf olusur. O
halde t(G) =k t(H)=1ise y(GOH)=t(G)t(H) dir.

Buradan da 8(GOH) >t(G)t(H) dir.

Tersine x,yeV(GOH) i¢in ae A xB , be A xB; olsun ve A xB,, A xB;

kiimelerinde birbirlerine komsu olmayan koseler bulunabileceginden farzedelim ki a

ile b koseleri komsu olmasin. (1< p<r<k,1<qg<s<lI)

abg E(GOH) = abe E(Cﬁ) olur. a ile b koseleri GOH carpim grafinin
tamamlayicisinda komsu olduklarindan farkli renkte olmalidirlar ve her bir A xB,
kiimesi i¢in farkli bir renk kullanmamiz gerekir. O halde ;((Gm) <t(G)t(H) olur.

Buradan da 8(GOH) <t(G)t(H) dir.

Onerme 6.1.1. G ve H iki graf olmak iizere
rad (GOH) = dia(GOH ) = 2 (6.5)
esitligi gegerlidir.
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Ispat. Onerme 5. den x,yeV(GOH) i¢in GOH graf garpiminda d(x,y)=1 veya

d(x,y) =2 oldugundan rad(GOH) =dia(GOH) =2 oldugu kolaylikla goriiliir.

Teorem6.1.5. G ve H ikigraf, V(G)|=n, V(H)|=m olmak iizere

W (GOH )= mn(mn-l)—zk:il‘p’ ZBJ‘J—m(k _1)(n—I)

i=l j=1

esitligi gecerlidir.

(6.6)

Ispat. Onerme 5 den X,y eV (GOH) icin GOH ¢arpim grafinda X ile y kosesi komsu

olduklarinda d(x,y) =1, komsu olmadiklarinda d(X,y)=2 dir.

O halde GOH carpim grafinin wiener indeksini

W (GOH) = 2“|V (GZOH )U —|E(GOH )@ +|E(GOH)| = 2(IV (GZOH )|j—|E(G<>H )| seklinde

yazabiliriz.

|E(G<>H)|=[|A1>< Bl|}+...+[|Alx B,|J+.”+[|A2x Bl|)+...+[|A2 * B'|]+...+[|A* * B'U
2 2 2 2 2

+(|A-1)(m~B,)+(|A|-1)(m~B,)+.+(|A|-1)(m-B))
+(|Az|'—1)(mf'31)+(|Az|.—1)(m—.Bz)+---+(|Az|'—1)(mfBu)

+(|Al-1)(m-B,)+(|A|-1)(m=B,) +.+(|A|-1)(m-B)

k|
Buradan da |E(GOH)|= ZZ(‘A * B"‘J+ m(k —1)(n—1) olarak bulunur.
2

i=1 j=1

V(G)|=n ve V(H)|=m oldugundan (I\/(G:H)q:(mn}w dir.

2
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O halde “W (GOH ) = mn(mn—1) —Zk:iUA ZB"‘]— m(k—1)(n—1) olur.

i=L j=1

Sonu¢ 6.1.1. G ve H regiiler iki graf ve |V (G)|=n ve |V (H)|=m olsun.
mn
W(G<>H)=( , ] (6.6)

esitligi gecerlidir.

Ispat. G regiiler oldugundan V(G)=A , |[A=n ve H regiiler oldugundan V(H)=B ,

|B|=m olacaktir. O halde

W (GOH ) =mn(mn-1) - lezl:( j m@-1)(1-1)
:mn(mn_]_)_[an:w
2 2
_(mn
%

Teorem 6.1.6. G ve H iki graf , |V(G)|=n, M(H)|=m olsun. a; =(u;,v;) € A xB,

koseleri igin der(a;) = x; olmak lizere

N PP S (LY
R(GOH)_”JZ;( , xij+2i1; . pz; . +Z e (6.7)
i#p J¢q
esitligi gegerlidir.

Ispat. Eger u,v eV (GOH) igin u ile vkdseleri ayn indirgenmis tam alt graf icinde ise

RY(GOH) = ! = _r olur.

u,VE\;GOH) w/der(u)der(v) U,VE%OH) der(u)




Rl(GOH):[|A1>2<Bl|]Xli+(|A&;BZ|]X%+..,+(|A&:BIUX%

+(|A2 x Bl'ji+£|A2 * BZ|ji+...+[|AZ 5 B'qi
2 X,y 2 X5y 2 Xy,

+(|AkxBl|ji+[|AkxBZ|]i+m+[|Akal|]i
2 Xt 2 X2 2 X

ZI:@A *8 ‘]X— olarak bulunur.
j=1 ij

k
Buradan da R*(GOH )=>"

i=1

Aksine u,veV(GOH) igin u ile v koseleri farkli indirgenmis tam alt graf i¢inde ise

2 1
i (GOH):u,ve\/z(GOH)»\/der(U)der(V) o
(AxBlIAxB,| |AxB[IAxB  [AxB[lAxB]
Jrax, Jexs
|A1><B||A2><B| |A1><Bl||A3><B| |A1><Bl||A1><Bl|+
RZ(GOH):%

A ><B,||Ak xBy| |A ><B|||Ay x B,|
+ +

Xkl Xkl XkI Xk2

\A Xkl Xll \] XkI X2I

|Ak><B|||A1><BI|+|Ak><B,||A2><B||+

|A< x BI”A( x B(I—l)‘
+ +
xkal Xy (1-1)
|A\< x BIHAYk—l) x BI‘

+

«/ X Xkt

Buradan da R*(GOH)==

O halde R(GOH) = R'(GOH) + R*(GOH) seklinde bulunabilir.

A|><B‘

T

xB;| \AXB\ |
P

i#p j#q

AXBj‘ 1 1& |‘
PllL s

X il j-1

olarak bulunur.

dir.

36
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Sonu¢ 6.1.2. G ve H graflar regiiler iki grafve|V(G)|=n ve [\/(H)| =m olsun.
aeV(GOH) i¢in

R(GOH) = mn 1 6.8
( )_[ZJder(a) (6.8)

esitligi gecerlidir.

Ispat. G regiiler oldugundan V(G)=A , |A/=n ve H regiiler oldugundan V (H)=B ,

|B|=m olacaktir. O halde

L (|AxB)1 14 l|AxB| \AxB\ \AxB\
R(GOH
o= 33 LSRR S0
i=p i=q

1 L /AxB 1 mn 1
=ZZ( 2 Jder(a) :( 2 Jder(a)

Teorem 6.1.7. G ve H iki graf olmak tizere GOH graf ¢carpim1 miikemmel graftir.

Ispat. G ve H iki graf, GOH ¢arpim grafindan F indirgenmis alt graflarin1 alalim.

F indirgenmis alt graflari A xB; kiimesindeki koseleri tarafindan tretilen
indirgenmis tam alt graf olsun. O zaman F tam graf oldugundan y(F)=w(F) ve
O(F) = a(F) oldugu agiktir.

Aksine F indirgenmis alt graflari A xB,; kiimesindeki koseleri tarafindan

tiretilen indirgenmis tam alt graf olmasin. O zaman GOH c¢arpim grafi tanimindan
2(F)=w(F) ve 8(F) = a(F) oldugu agiktir.

O halde “G ve H iki graf olmak iizere GOH ¢arpim grafi miikkemmel graftir.”
7. SONUCLAR VE ONERILER

Bu c¢aligmamizda tanimladigimiz yeni graf carpimimin graf parametreleri

arasinda esitlikler bulunmus ve miikemmel graf oldugu gosterilmistir.

Tezimiz orijinal bir calisma oldugundan daha ileriye gétiiriilebilir. Ornegin

komsuluk matrislerinden 6zdeger iizerine bagintilar bulunup, sinirlar gelistirilebilir.
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