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: X degismeli Banach cebirinin maksimal idealler uzay1

iii



OZET

AGIRLIKLI ORLICZ UZAYLARININ SOYUT HARMONIK ANALIZI

Agirlikli Orlicz uzaylarimin soyut harmonik analizinin incelendigi bu tez galigmasi
temel olarak Girig, Genel Kisimlar ve Bulgular olarak diizenlenmistir. Ilk iki bolim
hazirlik agamasi niteliginde olup, ¢caligmanin esas kismini tigiincii boliim olusturmaktadir.

Birinci boliimde, tez calismasinin amaci ve igerigi agiklanmigtir. Ikinci boliimde ise
tezde kullanilan 6énemli tanim ve teoremler verilmigtir.

Tez caligmasinin esas kismini olugturan iigiincii boliim ise iki kisima ayrilmaktadir.

Birinci kisimda, ilk olarak Orlicz uzaylarinin taniminda 6nemli rol oynayan ® Young
fonksiyonlari tizerinde durulmustur ve literatiirdeki farkl isimlerle anilan bu fonksiy-
onlarin aralarmdaki iligkiler incelenmistir. Tkinci olarak G yerel kompakt degismeli
grup, w agirhik fonksiyonu ve ® Young fonksiyonu olmak iizere L2(Q) ile gosterilen
agirlikli Orlicz uzayr tanitilarak bu uzayin Banach uzayr oldugu gosterilmis ve &
Young fonksiyonuna ve w agirlik fonksiyonuna gore kapsamalar incelenmigtir. Daha
sonra ise L2 (G) uzaymin soyut harmonik analizine iligkin kompakt destekli fonksiy-
onlarin yogunlugu, otelemeler altinda degismezligi ve Gtelemelerin siirekliligi gibi
temel oOzellikleri incelenmisgtir.

Tez galigmasinin esas amacini olugturan ikinci kissmda LE (@) agirlikh Orlicz uzayimin
noktasal ¢arpim ve girigim (convolution) iglemine gore Banach cebiri olmasi i¢in
gerek ve yeter kogullar aragtirilmig ve bu Banach cebirlerinin ozellikleri incelenmigtir.
Ote yandan, bu Banach cebiri agirlikli Orlicz cebiri olarak adlandirilmstir. Ozellikle
girisim iglemine gore Banach cebiri yapisi bizim i¢in ayrica onemlidir. Ciinkii, bu tez
caligmasi Banach cebiri yapisindan gelen yaribasitlik, maksimal idealler uzayi, sinirh
yaklagik birimin varlhigi ve kapali ideallerinin belirlenmesi gibi temel ozelliklerinin in-
celenmesi tizerinde yogunlagmigtir. Buna baglh olarak Banach cebiri yapisi ile yerel
kompakt topolojik grup arasindaki iligki de belirlenmistir.

v



SUMMARY

ABSTRACT HARMONIC ANALYSIS OF WEIGHTED ORLICZ SPACES

This thesis is about the abstract harmonic analysis of weighted Orlicz spaces and
consists of three part; Introduction, General Sections and Results. The first two
parts are related to preliminary process and the third part is the main part of the
thesis.

In the first part, it is explained the aim and content of the thesis. In the second
part, we recall main definitions and theorems which are used through the thesis.

The third part is the main part and it splits into two sections.

In the first section, firstly we give the different definitions of the functions ® which
are used to define the Orlicz space in the literature and investigate the relationships
between these functions. Secondly, given a locally compact Abelian group G, a
weight function w and a Young function ®, then the weighted Orlicz space, denoted
by L2(G), is introduced and it is shown that L®(G) is a Banach space and it is
investigated the inclusions with respect to weight function w and Young function .
Also, we studied abstract harmonic analysis properties of the space Li(G) such as,
density of continuous compactly supported functions space, translation invariance
and continuity of the translations.

The second section is the main goal of this thesis and in this section it is studied
to find a necessary and sufficient conditions for the Banach algebra structure of
the weighted Orlicz space and it is investigated properties of these Banach alge-
bras. On the other hand, these Banach algebras are called weighted Orlicz algebras.
Especially, the Banach algebra structure with respect to convolution is important.
Because, in this thesis it is concentrated on the properties such as, existence of the
identity and bounded approximate identity, characterization of the maximal ideals
space, semisimplicity and determining the closed ideals of the weighted Orlicz al-
gebra which comes from the Banach algebra structure of the algebra L®(G). In
connection with this, we investigate the relationship between the Banach algebra
and the locally compact topological group.



1. GIRIS

Bu ¢alismada G yerel kompakt degismeli grup olmak iizere, & Young fonksiyonu
ve G iizerindeki w agirlik fonksiyonu tarafindan belirlenen L2(G) agirhkhi Orlicz

uzaylarinin soyut harmonik analizi tizerine ¢aligilmigtir.

Genel olarak (agirlikli) Orlicz uzaylar klasik (agirlikli) Lebesgue uzaylarinin genellestir-
mesidir. Lebesgue uzaylarinin soyut harmonik analizine iligkin 6zellikleri incelenmis
fakat Orlicz uzaylarinin harmonik analizi ile ilgili ¢caligmalar kapsamli olarak ele

alinmamistir. Bu tez calgsmasinin amaci bu alandaki boslugu doldurmaktir.

G yerel kompakt grup ve 1 < p < oo olmak iizere LP(G) Lebesgue uzaylarimin girigim
(convolution) iglemine gére Banach cebiri yapisi ve buradan gelen 6zelliklerin ince-
lenmesi harmonik analizin temel konularindan biridir. Bu kapsamda p = 1 olmak
tizere L'(G) uzaymm ve agirhkhi Ll (G) uzaymin Banach cebiri yapisi ve bu cebir
yapisindan gelen ideal teorisi, genellegtirilmis spektral sentez, ¢arpanlara ayrilabilme

ozelligi gibi pek ¢ok ilging problemler ortaya ¢ikmaktadir.

Diger taraftan, 1 < p < oo ve G yerel kompakt grup olmak iizere LP(G) = {f :
G — C| [, |f(@)[P.de < oo} Lebesgue uzayr ve w agirhk fonksiyonu i¢in L2 (G) =
{f : G = C|fw € LP(G)} agulikh Lebesgue uzaylarmin fonksiyonel analizdeki
onemi ¢ok iyi bilinmektedir. Genel olarak Banach cebirlerinde yansimalilik ortak
bir 6zellik olmamasina ragmen L! (G) uzaymdaki girigim cebiri teorisini 1 < p < oo
i¢in yansimali olduklar1 da bilinen LP(G) ve LP (G) Lebesgue uzaylarima genisletmek
¢ok daha ilgi gekicidir. Ne yazk ki, p > 1 ve G kompakt degil iken LP(G) girigim
islemine gore Banach cebiri degildir. Ancak, G yerel kompakt grup olmak iizere
LP(G) uzaymin girigim iglemine goére Banach cebiri olmasi igin gerek ve yeter kogul

G nin kompakt olmasidir, Saeki ([35]).
Ote yandan, w agirhk fonksiyonu olmak iizere LP (G) agirlikh Lebesgue uzayimin
girigim islemine gore Banach cebiri olmasi igin yeterli kogullar verilmig ve L2 (G)

Banach cebirinin 6zellikleri aragtirilmistir. ( Kerman [17], Kuznetsova [21, 22] )

Orlicz uzaylarinin, Lebesgue uzaylarinin genellegtirmesi oldugu diigtintiliirse, agirlikh



Lebesgue uzaylarinin girigim iglemine gore Banach cebiri yapisini ve bu cebir yapisina
baglh olarak elde edilen harmonik analizi ile ilgili ozelliklerini agirlikli Orlicz uzay-
larina genellestirmek énemlidir. Bu tez ¢aligmasinda da Kerman [17], Kuznetsova
[21, 22] galigmalarindan esinlenerek agirlikli Orlicz uzaylarinin soyut harmonik anal-

izine iligkin yukarida bahsedilen 6zellikleri incelenmigtir.

Orlicz uzaylari ilk olarak W.Orlicz tarafindan 1932 yilinda tamtilmigtir ([27]). Orlicz
uzaylarinin yapisi ile ilgili caligmalar ise ilk olarak 1950 yilinda Morse ve Transue,
[26], tarafindan yapilmig, Luxemburg ise 1955 yilinda o-sonlu élgiiler i¢in ¢aligmigtir
[25]. Daha sonra ise 1961 yilinda Krasnosel’skii ve Rutickii, Orlicz uzaylar teorisini
R™ tizerinde, Lebesgue Ol¢lisii ve N-fonksiyonlar igin kurmus ve Orlicz uzaylarinin
pek cok oOzelligini incelemistir. Orlicz uzaylarimin daha genel teorisi ise Rao ve Ren
([30], [31]) cahigmalarinda ® Young fonksiyonu ve (X, S, u) 6l¢ii uzayi iizerinde in-

celenmigtir.

Boylece, bu son calisma temel alinarak G yerel kompakt degismeli grup ve u, G
tizerinde Haar olgiimii ve ® Young fonksiyonu olmak iizere L®(G) ile gosterilen

Orlicz uzay1

L*(G) = {f : G — R| f olgiilebilir ve Jo > 07/ O(alf(x)])du(x) < —i—oo}
G

seklinde tanimlanmaktadir. Yine ¥ fonksiyonu, ® Young fonksiyonunun tamlayanini

gostermek tizere her f € L*(G) igin

17 1lo = sup { /G | (2)g()ldn(z) : /G W (g(x))du(z) < 1}

normu ile L?(G) Orlicz uzay1 Banach uzay1 olmaktadir. [30]

Hudzik, Kaminska ve Musielak [15] ¢calismasinda G yerel kompakt degigmeli grup ve
® Orlicz fonksiyonu olmak iizere L®(G) Orlicz uzayinin girigsim islemine gore Banach

cebiri olmasi igin gerek ve yeter kogullar1 belirlemistir.

Bu tez galigmasinda ise w, G iizerinde agirhk fonksiyonu olmak iizere L2(G) ile

gosterilen ve

L2(G) = {f : G — C|f ol¢iilebilir ve Ja > 0,/ O(a.|f(x)w(x)])du(z) < +oo}
G
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seklinde tanimlanan agirhklh Orlicz uzaylar: tamitildi ve her f € L®(G) icin

1 llew = [[fwl]le

normu ile birlikte agirlikli Orlicz uzayinin girigim islemine gore Banach cebiri olmasi

i¢in yeter kogul verilmistir.

Burada, girigim iglemine gore Banach cebiri olan L®(G) uzaymim L} (G) Banach
cebirine benzer sekilde soyut harmonik analize iliskin 6zellikleri incelenmistir. Ik
olarak, ® Young fonksiyonu ve w agirlik fonksiyonu olmak tizere C.(G) kompakt
destekli fonksiyonlar uzaymin L®(G) uzaymda yogun oldugu ve f € L2(G) olmak
iizere G grubundan L%(G) uzayma giden z — L, f 6teleme fonksiyonunun siirekli

oldugu gosterilmistir.

Sonra, LE(G) agirlikhi Orlicz cebirinin yaklagik birime sahip oldugu, yani en az bir

(ey) aginn

Vf € Ly(G) I f xev = fllow — 0

olacak sekilde var oldugu gosterilmistir. Ayrica LE(G) agirhkh Orlicz cebirinin bir-

iminin ve || - ||¢, normuna gore smirh yaklagik biriminin varligi aragtirilmigtir.

Daha sonra, G yerel kompakt degismeli grubuna bagh olarak w agirlik fonksiy-
onu ve ¥ tamlayan fonksiyonu tarafindan belirlenen genellestirilmis karakter uzayi
tanimlanmig ve bu genellestirilmig karakter uzay: ile Lg(G) agirlikli Orlicz cebirinin
maksimal idealler uzayinin ayni oldugu Banach cebiri yapisindan gelen klasik teknikler
kullanilarak belirlenmistir. Yine L®(G) degismeli Banach cebirinin radikal cebir
yapisi ve yaribasitligi aragtirilmigtir. Son olarak, L2(G) agirhikli Orlicz cebirinin
kapali idealleri ile otelemeler altinda degismez kapali alt uzaylar1 arasindaki iligkiler

ve genel ideal teorisi L. (G) uzayimdakine benzer olarak ¢ahgilmigtir.

Boylece, w = 1 6zel durumunda L®(G) Orlicz cebirlerinin biriminin ve simirh yaklagik
biriminin varligi, maksimal idealler uzaymin ¥ tamlayan fonksiyonu tarafindan be-
lirlenen genelestirilmig karakterler aracihigiyla belirlenmesi, yaribasitligi ve kapali
ideallerinin belirlenmesi gibi yeni sonuclar da elde edilir. Ote yandan, ® N-fonksiyon

olmak iizere L*(G) Orlicz cebirinin yaribasitliginin ve smirh yaklagik biriminin



varliginin bu tez ¢alismasindan bagimsiz olarak ve farkli tekniklerle Akbarboglu
ve Machsoudi [1] tarafindan da ¢aligildigr gézlemlenmistir. 2009 yilinda baglanan
ve Haziran 2013’de tamamlanan bu tez ¢aligmasina konu olan problemin w = 1
0zel durumunun bagimsiz olarak ¢alisilmig olmasi ise caligilan konunun giincelligi ve

gelecegi agisindan memnuniyet vericidir.

Yine, 1 < p < 0o olmak iizere ®(z) = “%p ozel durumunda L2 (G) = L2 (G) agirhkh
Lebesgue uzaylari elde edilmektedir ve L2 (G) uzaymin girisim iglemine gore Ba-
nach cebiri yapisi ve bu Banach cebirinin sinirh yaklagik biriminin varligi, maksimal
idealler uzaymin belirlenmesi Kuznetsova [21, 22] ¢aligmalarinda incelenmigtir. Bu
tez galigmasinda ise ®(x) = % ozel durumunda LP (G) agirhikli Lebesgue cebirinin
benzer ozelliklere sahip oldugu farkli teknikler kullanilarak gosterilmistir. Ayrica,

L? (G) Banach cebirinin idealleri ile ilgili yeni sonuglar da elde edilmistir.



2. GENEL KISIMLAR

Bu boliimde tezde kullanilan 6nemli tanim ve teoremler verilmigtir.

Oncelikle Hahn- Banach teoreminin agagidaki sonuglarii verelim.

Teorem 2.0.0.1. X normlu uzay ve z € X olsun. Bu durumda X* dual uzay:

olmak tizere

|f(2)]

z|]| = sup ‘=
otrex | fl]

gecerlidir.

Teorem 2.0.0.2. X normlu uzay ve Y C X alt vektor uzay1 olsun. Bu durumda
r € X olmak iizere x € Y ise en az bir f € X* siirekli lineer fonksiyoneli f|y = {0}
ve f(x) # 0 olacak sekilde vardir.

Tanim 2.0.0.3. (X, || - ||) bir normlu uzay ve X, K cismi {izerinde bir cebir olsun.

Eger her xz,y € X icin

[yl < [l=[l-1]yl|

esitsizligi saglanirsa X cebirine K cismi tizerinde bir normlu cebir denir. Bundan
bagka, her x,y € X i¢in x.y = y.z kosulu da saglanirsa X’e degismeli normlu cebir
denir. Eger bir e € X elemani, her z € X icin e.x = x.e = x olacak sekilde varsa X’e
birimli normlu cebir, e elemanina da X’in birimi denir. (X, || - ||) normlu uzaymm

Banach uzay1 olmasi durumunda ise X cebirine Banach cebiri denir.
Tanim 2.0.0.4. (B, ||-||s) normlu uzay ve (A, ||-||4) bir Banach cebiri olmak iizere
i) (B,]|-||s) Banach cebiridir.
ii) B C A idealdir ve B = A du.
i) IM > 0,¥f € B,|[f[|la < M||fllz

iv) 3C > 0,Vf, g € B,||f.9lls < C[|fl|allglls

kogullar1 saglanirsa (B, || - ||5) ,(A, || - ||a) Banach cebirine gore bir Soyut Segal ce-
biridir denir.(Burnham,[6] )
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Tanim 2.0.0.5. (X, ||-||) normlu cebirinde bir {e, }er ag1 verilsin. Eger her x € X
i¢in lim,es €4.2 = x oluyorsa {e, faer agl, X normlu cebiri i¢in sol yaklagik birim; her
x € X i¢in limyer x.€, = @ oluyorsa {e, }acr agl, X normlu cebiri igin sag yaklagik
birimdir denir. Yine eger her iki ozellik birden saglaniyorsa X normlu cebirinin

yaklagik birimi vardir denir. (Hewitt and Ross [11])

Tanim 2.0.0.6. X degismeli Banach cebiri olsun. X itizerinde tanimhi kompleks
degerli ve sifirdan farkli tiim ¢ : X — C siirekli lineer homomorfilerin uzayr A(X)

ile gosterilir ve

AX)—=C, p—opx),reX

fonksiyonlarim stirekli yapan en zayif topoloji ile birlikte A(X) uzay1 yerel kompakt
topolojik uzaydir ve A(X) uzay tizerindeki bu topoloji Gelfand topoloji olarak ad-

landarilir.

A(X) uzaymdaki sifirdan farkh, siirekli ve lineer ¢ homomorfilerine, X cebirinin

maksimal idealleri karg1 geldiginden A(X) uzayma maksimal idealler uzay1 da denir.
( Kaniuth [16])

Tanim 2.0.0.7. X degismeli Banach cebiri olmak iizere X cebirinin radikali rad(X)

ile gosterilir ve

rad(X) = [ [{kerelp € A(X)}

olarak tammlanir. A(X) = @ olmasi durumunda rad(X) = X olarak tanimhdir ve
bu durumda X cebirine radikal cebir denir. Eger rad(X) = {0} ise de X cebirine
yari-basit cebir denir. ( Kaniuth [16] )

Teorem 2.0.0.8. X degismeli Banach cebiri ve x € X olmak iizere z € rad(X)

olmasi icin gerek ve yeter kosul lim,_,o ||2”||% = 0 olmasidir. (Loomis, [24])

Tanim 2.0.0.9. (A, || - ||4) bir degismeli Banach cebiri, (X, || - ||) Banach uzay ve

X uzay1 A tizerinde bir cebirsel modiil olsun. Eger her a € A ve x € X i¢in

lla.2|| < llaf|a[|z]]



kosulu saglaniyorsa, X modiiliine A iizerinde bir sol Banach modiilii veya bir sol

Banach A-modiilii denir. Benzer sekilde sag Banach A-modiilii de tanimlanir.

Tanim 2.0.0.10. G yerel kompakt grup olmak tizere f : G — C fonksiyonu icin

{reG|f(x)#0}

kiimesinin kapamgima f fonksiyonunun destegi denir ve bu kapanig kiimesi supp(f)

ile gosterilir.

G lzerinde tanimh, karmasik degerli, siirekli ve kompakt destekli tiim fonksiyon-
larm vektor uzayr C.(G) ile ve yine G iizerinde tanimli, karmagik degerli, siirekli ve

sonsuzda sifir olan tiim fonksiyonlarin vektor uzayr da Cy(G) ile gosterilmistir. (

Rudin [34]), ( Treves [37] )

Tamim 2.0.0.11. (X, || - ||) bir normlu uzay ve G yerel kompakt degismeli grup
olsun. Her f € X ve her z,y € G icin

L.f(y) = fly — )

seklinde tamimlanan L, fonksiyonuna 6teleme fonksiyonu denir. Eger, her f € X ve
herz,y € Gigin L, f € X ise X uzayina Stelemeler altinda degigmezdir (invaryanttir)
denir. (Reiter ve Stegeman [32])

Teorem 2.0.0.12. GG yerel kompakt degismeli grup olmak iizere her f € C.(G)
fonksiyonu asagidaki anlamda diizgiin siireklidir: Her € > 0 i¢in en az bir birimin U

komsulugu vardir ki,

y—wel = [f(x) - fy)l <e

saglanir. (Deitmar ve Echterhoff, [9])

Tanim 2.0.0.13. G yerel kompakt degismeli grup olmak tizere G tlizerinde tanimli,
sifirdan farkl, pozitif, her z € G ve G’deki her E Borel kiimesi i¢in pu(x+ E) = pu(E)
kosulunu saglayan regiiler Borel 6l¢imii 4 Haar olgiimii olarak adlandirilir ve pozitif

skaler ile garpima gore tek tiirlii belirlidir. (Folland, [10])



Ayrica, Orlicz uzaylarinin dual uzayi belirlenirken G yerel kompakt grubu tizerindeki

p Haar 6lglimiintin lokalize edilebilir oldugu kullamilmigtir. (Segal [36])

Onerme 2.0.0.14. G yerel kompakt grup ve e, G grubunun birim elemani olmak

iizere agagidakiler esdegeredir:
i) En az bir x € G igin {x} tek nokta kiimesinin 6l¢iisii sifirdan farklhdir.
ii) {e} kiimesinin 6lgiisii sifirdan farkhdir.
iii) Haar 6lgiisii sayma olgiisiiniin bir katidir.
iv) G diskret gruptur.

( Deitmar ve Echterhoff [9] )

G grubunun diskret olmasi durumunda ise p sayma o6l¢iisti olarak alinabilir.

Tanim 2.0.0.15. G yerel kompakt degismeli grup, o da G tizerinde karmasgik degerli
bir fonksiyon olsun. Eger, her xz,y € G i¢in |a(x)| =1 ve a(x +y) = a(x) + a(y)
kosullar1 saglamiyora o ya G grubunun karakteri denir. G grubunun tim siirekli
karakterlerinin kiimesi G ile gosterilir. Bu G kiimesi © € G ve a1, as € G olmak
tizere (o + ag)(x) = aq(z)as(x) iglemine gore bir grup olusturur. bu gruba G nin

karakter grubu (veya dual grubu) denir. (Rudin [33])

Tanim 2.0.0.16. G yerel kompakt degismeli grup ve w G tlizerinde agirlik fonksiy-
onu olsun. Eger v : G — C siirekli fonksiyon olmak tizere her z,y € G igin y(z) # 0,
v(x)] < w(z) ve y(z +y) = v(z) + v(y) kosullarim sagliyorsa v ya G iizerinde w-
sinirl1 genellegtirilmis karakteri denir. G tizerindeki tim w-siirh genellestirilmis

karakterlerin kiimesi G(w) ile gosterilir. ( Kaniuth, [16] ).

Buradan, w agirlik fonksiyonu her z € G igin w(z) > 1 kogulunu saglamak tizere G
grubunun her siirekli karakterinin GG tizerinde bir w-sinirh genellestirilmig karakter
oldugu aciktir. Ayrica Ll (G) Banach cebirinin maksimal idealler uzaymm w smirh
genellegtirilmig karakter uzayi ile aym oldugu biliniyor. ( Kaniuth, [16] )

Simdi Orlicz uzaylarinin temel yapisi ile ilgili baz1 tanim ve teoremleri verelim.

Tanim 2.0.0.17. ( Young Fonksiyonu )

® : [0,4+00) — [0, +00] olmak iizere



i) Konveks
ii) ®(0) = lim,_,o+ ®(x) =0
iii) limg 400 P(x) = 00

kogullarini saglayan ® fonksiyonuna Young fonksiyonu denir. [30], [31]

Ornek 2.0.0.18. Asagidaki ®; ve ®, Young fonksiyonudur.
1) @i(z) =% (@>1),2>0

2) 0 < a < b < oo olmak tizere

r—af ,a<zxr<b

Tanim 2.0.0.19. (X, X, u) dl¢ii uzay1 ve ® Young fonksiyonu olmak tizere Le ()

ile gosterilen Orlicz sinifi

T%() = {f : X — K| folcillebilir, /X (| (2))dp(z) < oo}

seklinde tanimlanir.

Burada (X, X, 1) 6l¢ii uzay1 genelligi bozmamak adina p 6lglistintin, F € X, u(F) >
0=3F X FCFEO<u(F)< +oo kogulunu sagladig1 varsayilmigtir.
Simdi, L® (1) Orlicz smifinin yapist ile ilgili bazi temel 6zellikleri incelemek igin

gerekli olan agagidaki tanimlar: verelim.

Tanim 2.0.0.20. (X, 3, ) 6lcii uzay: ve ¢ Young fonksiyonu olmak tizere p(X) <

o0 ise en az bir K > 0 sayist ve en az bir xg > 0 sayist
her x > ¢ i¢in ®(2z) < K.®(z)
olacak sekilde varsa ya da pu(X) = oo ise en az bir K > 0 sayisi
her z > 0 i¢gin ®(2z) < K.®(z)

olacak sgekilde varsa ® Young fonksiyonuna A, kosulunu saglar denir ve bu durum

® € A, ile gosterilir.



10

Boylece, (X, X, 1) 6l¢ii uzayr ve & Young fonksiyonu olmak iizere & € A, ise ffi’(,u)

bir vektor uzayi olur.

Uyar1 2.0.0.21. ® & A ise L® (1) Orlicz sinifi vektor uzayr olmak zorunda degildir.

Ornek 2.0.0.22. Her z > 0 icin ®(z) = " — 1 Young fonksiyonu almsim. Burada,
her x > 0 igin ®(22) < K.®(x)

olacak sekilde bir K > 0 sayis1 yoktur. Dolayisiyla ® ¢ A, dir. Ote yandan,
X = (0,1) olmak fizere (0,1) araligindaki acik alt kiimeler tarafindan olugturulan

Borel sigma cebiri ¥ ve u Lebesgue oOl¢iisti igin Fl’(u) Orlicz smifi gbzoniine alinsin.

Burada f: (0,1) = K, f(z) = 3 In(z) fonksiyonu icin

A¢wuwww<w

oldugundan f € L® () olur. Fakat

1
| vel@hiue) = o
0
oldugundan ise 2f & Eq/’(u) elde edilir. Boylece ffi(,u) vektor uzayi degildir.
Ote yandan, iv@(u) siifinin vektor uzayi yapist ® € Ay kosulundan bagimsiz olarak

asagidaki gibidir.
Yine, ® Young fonksiyonu olmak iizere [Afi’(u) Orlicz siifi f € E‘f’(u) icin

i) « skaler ve |a| = 1ise af € ffi(,u)
ii) |g| <|f| ve g olgiilebilir ise g € ﬁ(u)
kosullarini saglar. Boylece asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 2.0.0.23. Le (u) Orlicz smifinin vektor uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

[Afi’(u) sinifinin pozitif skalerler ile carpim iglemine gore kapali olmasidir. Yani,

E‘f’(u) vektor uzayidir < Va > 0,Vf € E‘f’(p),af € [Afi)(,u).

Buradan, Z‘f’(u) Orlicz simfinin tanim gozoniine almirsa da [, (| f(x)])du(x) < oo

ise her a > 0 i¢in
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/X B (o] f(2))dpu(x) < oo

olmasi Orlicz siifinin bir vektor uzay1 olmasi igin gerek ve yeter koguldur. If:‘i(,u)
siifinin vektor uzayi olmasi icin verilen bu kosul @ Young fonksiyonunun konvek-

sliginden elde edilmistir.

Buradan yola ¢ikarak ise agagidaki tanim verilir.

Tanim 2.0.0.24. ¢ Young fonksiyonu ve (X, ¥, ) 6lgli uzay1 olmak tizere L® ()
Orlicz smifi olsun. Bu durumda L?(p) ile gosterilen ve en az bir o > 0 igin af €
[Afi’(u) kogulunu saglayan tiim f : X — K olgiilebilir fonksiyonlarindan olusan uzay

Orlicz uzay1 olarak adlandirilir. Yani,

L) = {f : X — K|f 6lciilebilir ,3a > 0,/ (ol f(x)|)dpu(x) < o0}

olarak tamimlanir. Burada L®(p) Orlicz uzay1 bir vektor uzayidir. Ayrica, ® Young

fonksiyonu A, kogulunu saglarsa

L®(n) = L®(p)

gecerli olur.

Ayrica, Orlicz uzay1 da Lebesgue uzaylarinda oldugu gibi hemen hemen heryerde
esitlik bagintisina gore belirlenen fonksiyonlarin denklik siniflarindan olugmaktadir.

Ote yandan, her f € L®(u) icin

o . flz
1 = inefi > 0] [ o) <1y
b
seklinde tamml || - || fonksiyonu L®(u) Orlicz uzay1 iizerinde bir normdur ve bu
norm (gauge) Luxemburg normu olarak adlandirihir ve (L®(u), || - ||3) bir Banach

uzayidir.

Ayrica, f € L®(u) olmak iizere

171 <1 [ @(1f@)du) <1
gegerlidir. (Rao ve Ren ,1991)
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Yine Orlicz uzay iizerinde bir diger norm da agagidaki gibi tanimlanir. Bu normu

tanimlamak icin gerekli olan tamlayan Young fonksiyonu tanimini verelim.

Tanim 2.0.0.25. ¢ Young fonksiyonu olmak iizere her y > 0 icin

U(y) := sup{z.y — ¢(z)[z > 0}

olarak tanimhi ¥ fonksiyonuna ® Young fonksiyonunun tamlayani denir ve ¥ de bir
Young fonksiyonudur. Bu durumda, (®, V) ikilisine de tamlayan Young fonksiyon
¢ifti denir. Ayrica, (®,¥) tamlayan Young fonksiyon c¢ifti i¢in Young esitsizligi

gecerlidir :

vy <O(x)+¥(y),  xy=0.

Tanim 2.0.0.26. (X, 3, u) dl¢ii uzay1r ve (®,¥) tamlayan Young fonksiyon gifti
olmak iizere L®(u) Orlicz uzay iizerinde her f € L®(u) icin

1f]le = sup{ /X | (@)o(e) du(z) v € L¥(X), /X U(Jo(2))du(x) < 1}

bir normdur ve bu norm Orlicz normu olarak adlandirihr. Ayrica, L®(u) Orlicz

uzay1 tizerindeki Orlicz ve Luxemburg normlar: igin

1o <11+ fle < 21 - I3

denkligi gegerlidir. ( Rao ve Ren, [30] )



13

3. MALZEME VE YONTEM

Bu tez calismasinda genel olarak cesitli Fonksiyonel Analiz ve Harmonik Analiz’deki
temel teoremler ve metodlar kullanilmigtir. Ayrica, degismeli Banach cebirleri igin

Gelfand Teorisi yontemleri kullanilmistar.
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4. BULGULAR

4.1. L2(G) UZAYI VE BAZI OZELLiKLERI

Bu boliimde G yerel kompakt degismeli grup, w G iizerindeki agirlik fonksiyonu
ve ® Young fonksiyonu olmak iizere LE(G) ile gosterilen agirlikh Orlicz uzaylar:
tanitildi. Daha sonra L2(G) agirhkh Orlicz uzaylarn arasimdaki kapsamalar ince-
lendi ve L®(G) uzaymin dual uzay: belirlendi. Sonra, C.(G) kompakt destekli ve
siirekli fonksiyonlar uzaymin L2 (G) uzayinda yogunlugu, L2 (G) uzaymim telemeler

altinda degismez oldugu ve oteleme fonksiyonunun siirekli oldugu gosterildi.

Orlicz uzaylar1t ® fonksiyonu aracihigiyla tanimlanmaktadir ve ® fonksiyonlar1 da
literatiirde farkl isimlerle adlandirilmaktadir. Bu boliimde, oncelikle & fonksiyon-

larinin tanimlar1 ve aralarindaki iligkiler verildi.

4.1.1. @ Fonsiyonlar1 ve Aralarindaki Iligkiler

Orlicz uzaylar1 ilk olarak W.Orlicz tarafindan 1932 yilinda, LP (1 < p < o0)
Lebesgue uzaylarinin genellesmesi olarak verilmigtir. Bu genellesmede L? uzay-
lar1 tanimindaki 2P fonksiyonu yerine N-fonksiyonu diye adlandirilan daha genel
bir konveks ® fonksiyonu alinmig ve bu uzay iizerinde bir norm tanimlanmigtir. Or-
licz uzaylarina iliskin ayrintili ilk ¢aligma ise 1961 yilinda Krasnosel’skii ve Rutickii
tarafindan ”Convex Functions and Orlicz Spaces” isimli kitapta yapilmig ve bu ki-
tapta da ® fonksiyonu N-fonksiyon olarak alinmigtir. Bununla birlikte bazi kay-

naklarda N-fonksiyonu Young fonksiyon olarak adlandirilmaktadir [20].

Ote yandan, Orlicz uzaylarma iligkin uygulamalar: da kapsayan daha genig caligmalar
1991 ve 2002 yillarinda Rao ve Ren tarafindan verilmistir [30], [31]. Bu ¢aliymalarda

ise ® fonksiyonu N-fonksiyondan farkli olarak Young fonksiyonu diye alinmistir.

Ayrica, Orlicz uzaylarinda son yillarda, 6zellikle bileske operatorleri tizerine yapilan
baz1 ¢aligmalarda ( [19], [2], [29] ) ® fonksiyonu Rao ve Ren ¢aligmasindaki Young
fonksiyonundan farkh olarak tanimlanmig fakat yine Young fonksiyonu olarak ad-
landirilmigtir. Ote yandan bu gekilde tanimlanan ® fonksiyonu Young fonksiyonun-

dan daha giiclii kogullara sahiptir ve ozellikle p = +o0 limit durumu i¢in L*° uzayi
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Orlicz uzayindan elde edilememektedir. Bu nedenle, bu caligma boyunca bu &

fonksiyonu, Young fonksiyonu yerine Zayif Young fonksiyonu olarak adlandirilacaktir.

Yine cesitli kaynaklarda (6rnegin, bkz. [8] ) ® fonksiyonu bu tanimlardan farkh

olarak verilmig ve Orlicz fonksiyonu olarak adlandirilmigtir.

Simdi, yukarida bahsedilen ® fonksiyonlarinin tanimim verip aralarindaki iligkileri
inceleyelim. Ote yandan, N-fonksiyonu ve Young fonksiyonu R iizerinde ve ® fonksiy-
onu ¢ift fonksiyon olarak tanimlanmaktadir. Bu calismada ise diger tamimlarla

uyumlu olmasi bakimimdan ¢ fonksiyonunun tanmim kiimesi [0, +00) olarak almmigtir.

Tanim 4.1.1.1. ( N-fonksiyon )
¢ : [0, +00) — [0, 400) fonksiyonu

(i) ¢(0)=0

(ii) ¢ > 0 i¢in @(s) artan fonksiyon
(iii) ¢ > 0 i¢in ¢ sagdan siirekli
(iv) limy 4o p(t) = 400

kosullarini saglamak tizere

seklinde tanmimh @ : [0, +00) — [0, 4+00) fonksiyonuna N-Fonksiyon denir. [18]

Ote yandan N-fonksiyonunun denk tanimi agagidaki gibi verilmektedir. Biz de &

i¢in bu tamimi kullanacagiz.

Tanim 4.1.1.2. ( N-fonksiyon )
® : [0, +00) — [0, +00) fonksiyonu

i) Konveks
ii) Stirekli

2(z) =0

iii) lim, o 2

iv) limgyoe —— = +00
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kogullarini saglarsa & N-fonksiyonu olarak adlandirilir. [18]
Ornek 4.1.1.3. 1) &;() = 2, (a > 1),2 > 0

2) Py(z)=€e"—2x—1,2>0

fonksiyonlar1 birer N-fonksiyondur.

Tanim 4.1.1.4. ( Young Fonksiyonu )

® : [0, +00) — [0, +00] olmak tizere
i) Konveks
ii) ®(0) = lim, o+ ®(z) =0
iii) limg o ®(2) = 400

kogullarim saglayan @ fonksiyonuna Young fonksiyonu denir. [30], [31]

Ornek 4.1.1.5. Asagidaki ®; ve @5 Young fonksiyonudur.
1) @(z) =2, (@>1),2>0

2) 0 <a<b<oo, 1<p<ooolmak iizere

(x—a)? ;,a<z<b
o0 ,x>b

By(z) = {

Tanim 4.1.1.6. (Zayif Young Fonksiyon)
® : [0, +00) — [0, +00) fonksiyonu i¢in

i) konveks

i) ¢(x)=0<2=0
i) limg 400 P(x) = 400
iv) stirekli

saglanirsa @ fonksiyonuna Zayif Young fonksiyonu denir.

Ornek 4.1.1.7. 1) ®(z) =¢* — 1,2 >0
2) ®(x) = cosh(z) — 1,2 > 0 birer Zayif Young fonksiyonudur.
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Tanim 4.1.1.8. (Orlicz Fonksiyonu)
® : [0,400) — [0, +00] fonksiyonu

i) konveks
ii) ®(0) =0
iii) limg 400 P(x) = 400
iv) & fonksiyonu ozdes olarak 0 veya +oo degil

(Fz,y € (0,400), ®(z) # 0 ve (y) # +00)

v) & fonksiyonu bg = sup{z > 0|®(x) < +00} noktasinda soldan siirekli
kogullarini saglarsa ® fonksiyonuna Orlicz fonksiyonu denir. Ayrica, by sayisina
benzer gekilde ag sayis1 da

ag = inf{z > 0|®(z) > 0}
olarak tanimlanir.
Boylece @ Orlicz fonksiyonu artan bir fonksiyon olup, ag ve bg sayilari igin 0 <
ap < by < 400 gegerlidir. Ayrica agagidaki onerme de verilir.

Onerme 4.1.1.9. @ : [0, +00) — [0, +-00] Orlicz fonksiyonu olmak iizere agagidakiler

saglanir.
(i) ap =0 (P(z) =0 2 =0)
(i) b = +00 < Vo > 0,P(x) < 00

Ispat : (i) =: ap = inf{z > 0|]®(z) > 0} = 0 oldugu kabul edilsin. Eger = = 0 ise
®(x) = 0 oldugu agiktir. Tersine ®(z) = 0 iken = 0 oldugunu gosterelim. Kabul
edelim ki z > 0 olsun. A = {z > 0|®(z) > 0} denirse inf A = 0 olmasindan

Ve >0,32' € A2’ <¢

elde edilir. Bu durumda ¢ = x > 0 almirsa 2’ < ¢ = x olacak sekilde en az bir

' € A bulunur. Boylece ®(2') > 0 olur. Burada 0 < 2’ < z oldugundan en az
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bir a € [0,1] vardir ki 2/ = .o yazilir. Ayrica ®(z) = 0 ve ¢ fonksiyonu konveks
oldugundan
0<P(a') = Plax) < a.®(z) =a.0
elde edilir. Boylece ®(z') = 0 olup ®(z’) > 0 olmas ile ¢elisir.
«: Tersine ® fonksiyonu i¢in ®(z) = 0 < 2 = 0 oldugunu kabul edelim. Bdylece
Orlicz fonksiyonu tanimindan ®(z) > 0 < = > 0 gegerlidir. Bu durumda her n € N

icin ®(£) > 0 olur. Burada A = {2 > 0|®(x) > 0} denirse her n € N i¢in + € A

oldugundan infimum tanimi geregi

infA<—

S

ve boylece ag = inf A = 0 bulunur.

(i1) =: Kabul edelim ki by = sup{z > 0|®(z) < +o0} = +o0 olsun. Burada
B = {x > 0|®(x) < +o0} denirse B iistten simirh kiime olmadigindan
Vo >0,32" € B, >
gegerlidir. Burada 2’ € B oldugundan ®(z’) < oo dir. Yine en az bir a € [0, 1] sayist
x = a.x’ olacak sekilde vardir. Ayrica ® fonksiyonunun konveksligi de kullanilirsa,
P(x) = Pla.a’) < a.®(2') < +o00
bulunur. Boylece istenen elde edilir.
<: Her x > 0 igin ®(z) < +o0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda B = {z >

0|®(z) < 400} denirse (0,400) C B olur. Buradan ise by = sup B = +o0o elde

edilir. Bu ise istenendir.

Simdi, N-fonksiyonu, Young fonksiyonu, Zayif Young fonksiyonu ve Orlicz fonksiy-

onlar1 arasindaki iligkileri inceleyelim.

Teorem 4.1.1.10. & N-fonksiyon ise Zayif Young fonksiyonudur.

Ispat : ® N-fonksiyon olsun. Buradan @ : [0, +00) — [0, +-00) konveks, siirekli ve
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lim <I>(x) =0ve lim (b(I) = 400
z—0 X r—+00 I

®(x)

= 400 olmas! tanimindan

kosullarinm saglar. Oncelikle limy 1o

=)y

T

VM > 0,3xy > 0,2 > xp =

yazilir. Burada x,; > 1 olarak kabul edilebilir. Boylece her z > x,; > 1 igin

O(z) > Ma>Maxy >M

elde edilir. Yani lim, . ®(z) = 400 olur.

€)

= (0 olmas1 tamimindan

Diger taraftan ise lim,_,o

Vg>0,36€>0,0<x<6€:>%x)<5

olur. Burada d. < 1 kabul edilebilir. Bu nedenle 0 < x < §. < 1 saglayan her z i¢in

bulunur. Bu ise lim, ,o+ ®(x) = 0 olmasidir. ® N-fonksiyonunun 6zel olarak z = 0
noktasinda siirekli oldugu kullanilirsa da ®(0) = lim, ,o+ ®(z) = 0 bulunur. Ayrica
® N-fonksiyonu kesin artan oldugundan her x > 0 i¢in ®(x) > 0 veya bagka bir
deyigle x = 0 i¢in ®(z) = 0 elde edilir. ® N-fonksiyonu siirekli de oldugundan bir

Zayif Young fonksiyonu olarak bulunur.

Teorem 4.1.1.11. & Zayif Young fonksiyonu ise Orlicz fonksiyonudur.

Ispat : ® zayif Young fonksiyonu olsun. Buradan @ : [0, 4-00) — [0, +00) konveks,
stirekli , sedece sifirda sifir olan ve lim, ., ®(x) = oo saglayan bir fonksiyon olur.
Burada & fonksiyonunun identikal olarak ne sifir ne de sonsuz olmadigr gortliir.
Ayrica @ fonksiyonu sadece sifirda sifir oldugundan ag = 0 ve her = € [0, 4+00) i¢in
®(x) < 400 oldugundan ise by = +o0 elde edilir. Ustelik lim, , ., = 0o olmasi
bize ® fonksiyonunun by = 400 da soldan stirekli olmasini verir. Bu nedenle ® bir

Orlicz fonksiyonu olarak bulunur.
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Teorem 4.1.1.12. ® Orlicz fonksiyonu ise Young fonksiyonudur.

Ispat : ® bir Orlicz fonksiyonu olsun. Orlicz fonksiyonu tanmmdan ® konveks ve
®(0) =0, lim, 100 P(z) = +o00 kogullari saglanir. ®’nin Young fonksiyonu oldugunu
gostermek i¢in ¢ Orlicz fonksiyonunun 0 da sagdan siirekli oldugunu gostermek

yeterlidir. Yani

Ve>0,30. >0,0<2<0.=>0<P(x) <e

oldugu gosterilmelidir. Bunun i¢in herhangi bir € > 0 alinsin. Bu durumda

ag = inf{x > 0|®(z) > 0}

say1si icin iki durum sozkonusudur.

Birinci durum: ag > 0 olsun. Infimum tammindan her z € (0, ag) icin ®(z) = 0 bu-
lunur. Buradan ise d. = ag > 0 olmak iizere her 0 < x < . sayisi i¢in ®(z) =0 < ¢

oldugu gortiliir. Boylece ® Orlicz fonksiyonu 0 da siirekli olur.

Ikinci durum: ag = 0 olsun. Bu durumda ise Ozellik 4.1.1.9°den z > 0 icin ®(x) > 0
oldugu biliniyor. ® Orlicz fonksiyonu 6zdeg olarak sonsuz olmadigindan bg > 0 olur.
Buradan en az bir zy € (0,+00) igin 0 < ®(zy) < 400 olur. Buradan ise € > 0

sayisl i¢in

dz. € (0,4+00),0 < ®(z.) < 400

elde edilir. Gergekten, eger ®(zg) < € ise x. = xo alimirsa yukaridaki ifade dogru

olur. Eger ®(zg) > eise 0 < a = < 1i¢in z. = a.xg olmak iizere ®

3
2.9(zo)
fonksiyonunu konveksliginden yine

B(2.) = B(anz0) < a.B(xg) < g <c

bulunur. O halde ® fonksiyonunun artan oldugu da diigiiniiliirse 6. = z. > 0 i¢in

0<x<0.=0<P(x) <P() =P(x.) <¢

elde edilir. Bu ise ® fonksiyonunu 0 noktasinda sagdan siirekli olmasidir.
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Ote yandan, yukarida verilen teoremlerin terslerinin dogru olmadigini kargit 6rneklerle

gosterelim.

® Zayif Young fonksiyonu ise N-fonksiyon olmayabilir. (bkz. Ornek 4.1.1.13)

Ornek 4.1.1.13. Her z > 0 icin ®(z) = e* — 1 olarak tanimlanan ® 'nin bir Zayif
Young fonksiyonu oldugunu gormek kolaydir. Fakat
) T—1
lim ﬂ ¢

= lim
x—0 x—0 €T

— 140

oldugundan ®(x) = e* — 1 bir N-fonksiyon degildir.

® Orlicz fonksiyonu ise Zayif Young fonksiyonu olmayabilir. (bkz. Ornek 4.1.1.14)

Ornek 4.1.1.14. a > 0 sabit bir reel say1 olmak iizere

<z <
@(x):{o ,0<z<a

r—a ,r>a
seklinde tanimli @ fonksiyonu bir Orlicz fonksiyonudur. Hatta ® fonksiyonu siirekli
olmasina ragmen sifirdan farkhl z noktasinda sifir oldugundan ( 6rnegin z = a > 0

icin ®(a) = 0) ® fonksiyonu zayif Young fonksiyonu degildir.

® Young fonksiyonu ise Orlicz fonksiyonu olmayabilir. (bkz. Ornek 4.1.1.15)

Ornek 4.1.1.15.

T ,0<xr<1
Q)(gj):{—i-oo 1<z

fonksiyonu konveks, ®(0) = 0 = lim,_,o+ ®(z) ve lim, ;o () = +oo kogullarim
sagladigindan bir Young fonksiyonudur. Fakat bu & fonksiyonu identikal olarak 0

veya oo dan farkl olmasina ragmen

be = sup{z > 0|®(z) < +o00} =1

noktasi igin lim, ,, - ®(z) = lim,;- ®(z) = 1 # +oo = ®(1) oldugundan ¢
fonksiyonu by = 1 noktasinda soldan siirekli degildir. Bu nedenle ® Orlicz fonksiy-

onu olamaz.
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Boylece adi gegen ® fonksiyonlar: i¢in agsagidaki sonug elde edilir.
Sonug 4.1.1.16. & fonksiyonu i¢in asagidakiler gegerlidir.

i) N-fonksiyon = Zayif Young fonksiyon = Orlicz fonksiyon = Young fonksiyon

ii) N-fonksiyon # Zayif Young fonksiyon # Orlicz fonksiyon # Young fonksiyon

Daha 6nce L® Orlicz uzaylarmim, 1 < p < oo olmak iizere LP Lebesgue uzaylarimin
genellesmesi oldugundan bahsedilmisti. Simdi ise ® fonksiyonlarimin yukarida be-
lirtilen farkli tanimlar1 goz ontine alindiginda, Orlicz uzaylarindan elde edilen L

Lebesgue uzaylarinin neler olacagini verelim.

Eger ® N-fonksiyon olarak alinirsa 1 < p < 400 igin LP uzaylar elde edilir. Fakat
Banach fonksiyon uzaylar1 hatta Banach cebirleri L' ve L* uzaylar1 Orlicz uza-
ylarimin 6zel durumu olarak elde edilemez. Bu nedenle N-fonksiyon tanimlamasi

oldukca kisitlayicidir.

Eger ® Zayif Young fonksiyonu alinirsa bu durumda 1 < p < +o00 i¢in LP uzaylar

elde edilmesine ragmen p = 400 limit durumu i¢in L*° uzay1 elde edilemez.

Ote yandan @ fonksiyonu Young veya Orlicz fonksiyonu alimirsa 1 < p < +o0 icin LP
uzaylarmin timii elde edilir. Bu nedenle biz de bu ¢alisma boyunca agirlikhi Orlicz

uzaylarini tanimlarken ® fonksiyonunu Young fonksiyonu olarak alacagiz.

Ayrica Orlicz uzaylar: taniminda ® Young fonksiyonu ile birlikte ¥ tamlayan Young
fonksiyonu ( Tanim 2.0.0.25 ) da kullanihir. Simdi ® Young fonksiyonu ve ¥ tamlayan

Young fonksiyonu olmak tizere 6rnekler verelim.

Ornek 4.1.1.17. 1 < p < +oo olmak fizere her = > 0 icin ®(z) = % Young
fonksiyonunun tamlayani

% + % = 1 olmak {izere her z > 0 i¢gin ¥(x) = ’”7: Young fonksiyonudur.
Burada p = 1 olmas1 durumunda ise ®(z) = x Young fonksiyonunun tamlayani

<zx<
qj(x):{o 0<z<l1

+o00 z>1

fonksiyonudur.
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Ornek 4.1.1.18. ®(z) = ¢* — x — 1 i¢in ise ¥(z) = (1 4 z)In(1 + z) — z dir.

4.1.2. L2(G) Agirliklhi Orlicz Uzay1

Bu boliimde, & Young fonksiyonu, G yerel kompakt degismeli grup ve w agirhk
fonksiyonu olmak iizere LE (G) ile gosterilen agirlikh Orlicz uzaylar tanitilda, Oncelikle,
bu tez calismasi L2(G) agirlikh Orlicz uzaylar ve ozellikleri iizerine oldugundan
calisgmanin bundan sonraki kisimlarinda da kullanilacak olan bazi temel tanimlamalar:
verelim. Bu ¢aligsma boyunca G yerel kompakt degismeli grubu, p G tizerinde Haar
Ol¢iimiinii, w ise G iizerinde agirlik fonksiyonunu gosterecektir. Burada w agirhik
fonksiyonundan, G tizerinde tanimli, pozitif degerli, Borel 6l¢iilebilir ve her x,y € G

icin

w(r +y) < w(@)wy)

esitsizligini saglayan fonksiyon anlagilacaktir. Ayrica, w agirlik fonksiyonu genelligi

bozmamak i¢in siirekli olarak kabul edilebilir. ( [16], [32] )

Tanim 4.1.2.1. G yerel kompakt degismeli grup ve p G iizerinde Haar ol¢timii
olsun. w agirlik fonksiyonu ve ® Young fonksiyonu olmak iizere L2 (G) ile gosterilen

agirlikli Orlicz uzay1 asagidaki gibi tanimlanir:

L2(G) = {f : G — K| f olcilebilir, 3o > 0,/ O(alf(z)w(z)|)du(z) < —|—oo}
a

Burada K, reel sayilar (R) veya karmagik sayilar (C) cismini, @ > 0 sayist ise f
fonksiyonuna baglh bir sabiti géstermektedir. Aslinda burada agirlikli Orlicz uzay:
L3(G), en az bir o > 0 i¢in [, ®(aw(x)|f(z)|)du(z) < +o0o kogulunu saglayan f
fonksiyonunun, Lebesgue uzaylarinda oldugu gibi hemen hemen heryerde egit olma
bagintisina gore belirledigi denklik simiflarindan olugmaktadir. Ayrica, L®(G) Orlicz

uzay1 ve LE(G) agirlikh Orlicz uzayr tamimlar1 gozoniine alinirsa

fe LG & fwe L*(G)

oldugu elde edilir. Béylece agirlikli Orlicz uzayimin bir vektor uzayi oldugu kolayca

goriiliir. Ote yandan, asagidaki 6nerme gecerlidir.
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Onerme 4.1.2.2. Her f € L2(G) icin

1 llow = sup { | @@l v e 16, [ w(o)lint) < 1} < to0

seklinde taniml ||| ., fonksiyonu L2 (G) agirlikli Orlicz uzay tizerinde bir normdur.

Ispat : L2(G) bir vektor uzayidir ve f € L2(G) < w.f € L*(G) gecerlidir. Ayrica,

| lle ve || - || tammlarndan f € L2(G) igin
1 llew = [lfwlle
olur. Boylece (L*(G), || - ||s) Orlicz uzaymin normlu uzay oldugu kullanilirsa, her

f,9 € L2(G) ve her a € K igin

o |[fllew = [lfwlle =0,
o llafllew = ll(af)wlle = lal[|fwlle = |al-|[f]louw
o |[f+gllew = [[(F+g)wlle = [[fwtgwlle <[|fwlle+|lgwlle = [[fllewtglle.w

saglandigr kolayca goriiliir. Son olarak ise f € LE(G) igin ||f]lew = 0 & f =0

oldugunu gosterelim. Eger f = 0 ise || f||s,» = 0 oldugu agiktir. Tersine, ||f||¢., =0

oldugunu kabul edelim. Buradan ||fw||ls = 0 elde edilir. Burada (L%(G),]|| - ||s)

normlu uzay oldugundan fw = 0 (h.h.) veya diger bir deyisle u({x € G | f(x)w(x) #
0

0}) = 0 bulunur. w agirhk fonksiyonu tanmmmimdan her x € G igin w(z) > 0 dir.

Boylece her x € G i¢in

{red|flx)#0} C{reClwl) =0} U{rec G| flr)w(r)# 0}

olduguna da dikkat edilirse

p{z e G| f(z) #0}) < p(fr € Gl w(x) = 0}) + p({z € G | f(x)w(z) # 0}) =0
olarak bulunur. Buradan f = 0 (h.h.) elde edilir. Boylece (L®(G), || - ||#.w) normlu

uzay olur.

Ote yandan (L®(G),|| - ||¢) Orlicz uzaymm Banach uzay: olmasi ve her f € L®(QG)
i¢in ||f||e.w = ||fw||e oldugu kullamhrsa (L2 (G),|| - ||ow) agirhkh Orlicz uzaymin
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Banach uzay1 oldugu elde edilir. Ayrica f +— fw doniigiimi ile de L2(G) agirhikh
Orlicz uzay1 L®(G) Orlicz uzayma Banach uzay1 olarak izomorftur. Yine (LE(G), ||

||p,w) uzay1 taniminda

f € Lu(G) & || fllew < +o0

oldugu gortliir.

Not 4.1.2.3. Daha onceden belirtildigi gibi Orlicz uzaylar1 Lebesgue uzaylarinin
genellestirmesidir. Benzer sekilde agirlikli Orlicz uzaylarinin da agirhikli Lebesgue

uzaylarinin genellegtirmesi oldugunu gosterelim.

G yerel kompakt degismeli grup ve w agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda 1 <

p < 400 olmak tizere L2 (G) ile gosterilen agirlikli Lebesgue uzay:

1/p
(G = {f: G—>(C]folguleb1hrve||f||pw:(/ F(x |”dx) < oo}

seklinde tanimlidir. Ayrica p = 400 ise

L@(G)={f:G— C| f olgilebilir ve ||f||cow = esssupzec|f(z)w(x)] < oo}

seklinde tanimhidir ve esasen sinirl fonksiyonlar uzay: olarak adlandirilir. Burada,
1 < p < o0 igin 1—1) + % =1 (p = lise ¢ = o0) olmak tizere LP (G) uzaymin dual
uzaymm L? _,(G) oldugu biliniyor. Yine, Hanh-Banach teoreminden her f € L? (G)

icin

Il = st = [ 15omterpas)” =sup{ [ i@yt ol < 1}
biliniyor.

Simdi ise w, G yerel kompakt degismeli grubu iizerinde agirlik fonksiyonu olmak
tizere L®(@) agirlikh Orlicz uzaymda ®(z) = %,JJ >0, (1 < p < o0) Young

fonksiyonunu gozoniine alahm. Bu durumda, L®(G) uzayr tanimindan

feLl:@) & 3a> O,/ Mdu(az‘) < 400
G
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gegerlidir. Bu ise [, |f(z)w(x)[Pdu(x) < +o0o olmasma denktir. Béylece, fw €
LP(G) yada f € LP(G) olur. Buradan L®(G) = L? (G) oldugu elde edilir.

Dikkat edilecek olursa, L2(G) agirlikli Orlicz uzaymnda f fonksiyonuna bagh olarak

bulunan o > 0 sayiis1 ¢(z) = %p aracihgl ile LP (G) agirhikh Lebesgue uzaylarina
gegildiginde onemini yitirmektedir ( @ = 1 olmaktadir). Bu durum ®(z) = £

P
Young fonksiyonunun A, kogulunu saglamasindan kaynaklanmaktadir. Asgagidaki

not ile bu durumu gorebiliriz.

Not 4.1.2.4. Rao ve Ren [30, sf.46]’daki Teorem 2 ve [30, sf.48]’deki Sonug 3

gozoniine alinirsa ® Young fonksiyonu As kosulunu saglamak tizere

/G &(| f(x)w())du(z) < 00 & Ja > 0, / & (0| (x)w())du(z) < 0o

G
esdegerligi elde edilir.

Ayrica 1 < p < oo olmak iizere ®(z) = ‘%p, x > 0 Young fonksiyonununun tamlayani

%—i—% = 1licin ¥(z) = % fonksiyonudur. Boylece, ||+ || tammindan her f € L2(G)

icin
7l = llw-flle = sup{/ jwle)- 7o) o)l de / b(oto)ir <1}
= Sup{/ lw(z).f( x)|dx / o d < 1}
e
_ 1/q U( ) d v <1
= sup< ¢ w(z).f(x). v zi =7l <
e q q
= ¢ lw-fllp = 411 £llp.0
bulunur. Dikkat edilirse burada || - ||ow Ve || - ||pw agirhkll normlar esit degildir.

Fakat bu iki norm egdegerdir.

Ozel olarak p = 1 durumunda ise ®(z) = 2 Young fonksiyonu icin L®(G) agirhikl
Orlicz uzay1 L! (G) Lebesgue uzayidir ve bu durumda her f € L2(G) icin || f||¢.. =

|| f]]1. olur.

Yine p = 400 ise
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0 ,0< 2 <1
@(x)—{+oo r>1

Young fonksiyonu icin LE(G) = L°(G) esasen sinirh fonksiyonlar uzay: elde edilir

ve yine burada || - |[ecow = || - ||o.w esitligi gecerli olur.
Uyar 4.1.2.5. Ote yandan L®(G) agirlikh Orlicz uzaymda

i) w agirlik fonksiyonu her z € G igin w(z) = 1 olarak segilirse L?(G) Orlicz

uzayl

ii) w=11iken 1 < p < 400 olmak iizere ®(z) = %, x > 0 Young fonksiyonu i¢in

de LP(G) Lebesgue uzaylar
elde edilir.

Not 4.1.2.6. Orlicz uzay1 L?(G) iizerinde || - [|¢ Orlicz normundan basgka || - ||3
Luxemburg normunun var oldugu biliniyor. Benzer sekilde, agirlikli Orlicz uzay1
L2 (@) iizerinde de yukarida tanimlanan ||- || ., normundan bagka, Orlicz uzaymdaki

Luxemburg normuna benzer sekilde her f € L2(G) igin

13, = inf {b >0: /G‘I’(M;U(x)’)du(:c) < 1} < 400

normu da tanimlanir ve bu iki norm arasinda her f € L2(G) igin

A3 < [[fllew < 2[[fl3,.

denkligi meveuttur. Dolayisiyla (L (G), || f].,,) uzayr da Banach uzay: olarak elde

edilir.

4.1.3. L2?(G) Uzayinda Kapsamalar

Bu boliimde G yerel kompakt degismeli grup, w; ve ws G tizerinde iki agirlik fonksiy-
onu, ®; ve ®, de iki Young fonksiyonu olmak iizere L2} (G) ve LE2(G) uzaylar

arasindaki kapsamalar incelendi. Bunun i¢in gerekli tanimlari verelim.

Tanim 4.1.3.1. w; ve wy G iizerinde iki agirlik fonksiyonu olmak iizere en az bir

¢ > 0 sayist her x € G i¢in

wy(x) < cawg(x)
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olacak sekilde varsa w; < ws ile gosterilir. Eger w; ve wq agirlik fonksiyonlar: igin
hem w; < wy hem de wy <X wy ise wy ve wq agirliklar: esdegerdir denir ve bu durum

wy ~ wy ile gosterilir.

Ornek 4.1.3.2. R iizerindeki wy (z) = (1 + |z|), 2 € R ve wy(z) = el*l, z € R agirhk

fonksiyonlari i¢in ¢ = 1 olmak tizere w; < ws oldugu kolayca goriiliir.

Tanim 4.1.3.3. &, ve &, iki Young fonksiyonu olmak tizere

i) Eger bir ¢ > 0 sayist

Vo >0 icin ®(x) < Py(cx)

olacak gekilde varsa ®; fonksiyonu ®, fonksiyonunundan énde gelmektedir

denir ve bu durum ®; < P, ile gosterilir.

ii) Eger bir ¢ > 0 sayis1 ve en az bir T' > 0 sayis1 (T' = T'(c))

Vx> T i¢in ®(x) < Oy(cx)

olacak gekilde varsa ®; fonksiyonu ®, fonksiyonunundan 7" > 0 igin onde

gelmektedir denir ve bu durum ®; < ®o(7" > 0) ile gosterilir.

Burada eger &1 < &5 ve ®5 < &y gegerli ise $; = Py yazilir.

Asagida bu durumlar i¢in ornekler verilmigtir.
Ornek 4.1.3.4. ®y(z) = ¢* — 2 — 1,2 > 0 ve ®y(x) = cosh(z) — 1,z > 0 Young
fonksiyonlari olmak iizere
Vx> 0igin &1(x) = e® —x — 1 < cosh(2z) — 1 = &y(22)
oldugundan ¢ = 2 > 0 i¢in ®; < P, olur.

Ornek 4.1.3.5. ®y(z) = z,2 > 0 ve k > 1 olmak fizere ®y(z) = e — 1,2 > 0

Young fonksiyonlar: i¢in

Vo >0 i¢in &4(x) < @2(%1‘)

oldugundan ¢ = % > 0 i¢in ;1 < P, olur.
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Not 4.1.3.6. Yukaridaki iki ornekten de goriilmektedir ki &; < &, tanimindaki

¢ > 0 sayist igin ¢ > 1 veya ¢ < 1 olabilir.

Ornek 4.1.3.7. Yine ®(z) = e* —z—1,2 > 0 ve ®y(z) = cosh(z)— 1,2 > 0 Young

fonksiyonlar1 alinirsa

Vo > 0igin cosh(z) —1<e" —2z—1

oldugundan ¢ = 1 i¢in ®, < ®; olur. Ornek 4.1.3.4’den ise &; < P, oldugu biliniyor.
Boylece &, = P4 elde edilir.

Ornek 4.1.3.8. young fonksiyonu olmak iizere her k& > 0 i¢in ®;(z) = k.x,xz >0
seklinde tanimh ®; young fonksiyonu igin ® « ¢, dir.

Uyar1 4.1.3.9. &, ve &, Young fonksiyonlar: olmak iizere

®1<®2=>¢1<©2(T>0)
oldugu aciktir. Fakat tersi dogru degildir.

Ornek 4.1.3.10. 1 < p < +oo olmak iizere ®;(x) = 2?.In(1 + z),z > 0 Young
1

ecP

fonksiyonu olsun. Bu durumda ¢ > 0 olmak iizere en az bir T = T'(¢) = > 0

[

vardir ki

Vo > T igin &1(x) < $y(c.x)

olur. Béylece @1 < ®5(T" > 0) elde edilir.
Ote yandan, her ¢ > 0 sayisi icin en az bir 2 > 0 sayisi

Oy (x) > Py(c.2)

olacak bigimde bulunur. ( érnegin z = % icin ) Dolayisiyla ®; < &, degildir.

Ornek 4.1.3.11. 1 < p; < py < +oo olmak iizere ®;(z) = 27 ve By(zx) = a2
1
Young fonksiyonlar diigiiniiliirse ¢ > 0 alindiginda 7' = T'(¢) = (C%Q)P?*Pl > 0

olmak tizere

Vo > T(c) igin 2P < (c.x)P?

gergeklenir. Boylece @1 < ®o(T > 0) elde edilir. Yine bu fonksiyonlar igin ®; < &,
gecerli degildir.
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Teorem 4.1.3.12. ®; ve &, Young fonksiyonlari, w; ve wy agirlik fonksiyonlari

olmak tlizere

D) < By ve wy < wy = Ly?(G) C Ly (G)

olur.

Ispat : Herhangi bir f € L32(G) almsm. Agirhikh Orlicz uzayr tammindan en az
bir av > 0

/G Doawa(2).|f(2))du(z) < +oo

olacak gekilde vardir. Ayrica, wy < wy ise en az bir ¢ > 0 sayis1 her = € G i¢in

wi(x) < dwq(x) (4.1)

olacak sekilde bulunur. Yine ®; < ®, oldugundan en az bir ¢ > 0 sayis1 vardir ki

her y > 0 i¢in

Py (y) < Po(cy) (4.2)

e
c.c

gerceklenir. Buradan, g = > 0 denirse (4.1) esitsizligi ve ®; Young fonksiy-

onunun artan oldugu kullanilirsa her z € G

Oy (Bw (2).1f(2)]) < D1 (B.cwi(x).[ f(2)]) = @1(%.w2(x).]f(m)|)

elde edilir. (4.2) den dolay ise her z € G i¢in

(% o)./ (2)]) < Dale T (e[ (2)]) = Dalerwa(a) | ())

bulunur. G iizerinden integral alinirsa da § > 0 sayis1 i¢in

/G By(Bun(2).|f (2)))dz < / Bo(cwn()| ()] < +oo

G
elde edilir. Bu ise f € L3 (G) olmasidir.

Uyar: 4.1.3.13. Teorem 4.1.3.12’in tersi dogru degildir. Yani

L2(G) C LE(G) % @1 < §y ve wy < wo
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Ornek 4.1.3.14. G kompakt yerel kompakt degismeli grup olsun.w; ve wy, G
tizerinde stirekli agirlik fonksiyonlar1 olsun. Bu durumda
xpl :Ep2
(bl(x):_a @2(1’):—, 7$€Z 07<1<p1 <p2<+00)
b1 P2
Young fonksiyonlar icin LE(G) = LPY(G) ve L22(G) = LP*(G) oldugu biliniyor.
Burada p(G) < +oo oldugundan LP*(G) C LP'(G) olur.

Diger taraftan, w; < wo olmasina ragmen ®, 5 fonksiyonlari i¢in ®; < $5 kogulu

saglanmaz. Gergekten, eger ®; < @5 oldugu kabul edilirse

de > 0,Vz > 0, P (z) < Py(cx)

olur. Buradan ise

p1 p2
Vx>0, T < (cz)

=Vr>0 pr-c”
P P2 IR

elde edilir. po — p; > 0 oldugundan son esitsizlikte x — co i¢in limit alinirsa

. 1 P1 .cP?
+o0o = lim — < < 400
r—0+ P2~ P1 D2

celigkisi bulunur.

Uyar: 4.1.3.15. Teorem 4.1.3.12'de ®; < &, yerine &; < (7" > 0) alinwrsa

Teorem dogru olmaz. Yani

Oy < By(T > 0) ve wy < wy A L22(G) € L2(G)
dir.

Ornek 4.1.3.16. G = R ve a,b € R sabit olmak fizere her = € R icin wy(x) = a ve

wy(x) = bolsun. ®q(z) = mpill, Oy(x) = %2 (1 < p1 < pa < +00) Young fonksiyonlar

icin Ornek 4.1.2.3’den L2 (R) = L”(R) ve L2(R) = LP?(R) elde edilir. Ayrica,

1/p2 . .
c= (i—f) olmak {lizere her t > 1 i¢in

Qi(t) " p 1 @i<1]2 1

- _ 22 .
Do(ct)  py (ct)pr  tr27PLpp P2 T py ((&)1@2)”
p1

yani 7' =1 i¢in &1 < ®o(7 > 0) olur.
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Ote yandan, f (x) = W’ x € R fonksiyonu igin

Jlr@rane) = [ ——duw) = [~ ) = o0

b2

o B 1 [ 1 P2
Jr@ran = | i) = || ) < o f > 1
oldugundan f € LP*(R) ve f ¢ LP*(R) dir. Yani LP*(R) € LP*(R) olur.

Kapsamalar ve Normlar Arasindaki Ilisks
Bu kisimda Ly (G) ile L3 (G) uzaylar arasindaki kapsamalar, bu uzaylar tizerindeki

| ||®y w0 Ve ||+ ||@yw, normlart aracihigy ile incelendi.

Onerme 4.1.3.17. &, ve ®, iki Young fonksiyonu, w; ve wq de iki agirlik fonksiyonu

olmak tlizere

L¥2(G) C LY(G) & e > 0,Yf € L2(G), || flloron < || f]] @200

dir.

ispat: «: Yeterlik kogulu saglansin. Bu durumda en az bir ¢ > 0 sayisi her f €
L2(G) icin

ey < el fllasm, < 400

olacak sekilde vardir. Boylece f € L2!(G) elde edilir.

=: Lw,G) C Ly (G) kapsamasi gegerli olsun. Bu durumda her f € L32(G) i¢in
f € LH(G) olacagmdan || f||e,,w, < +oo olur. Boylece her f € L32(G) i¢in

LA = 11w+ 1]

olarak tammlanabilir. Burada (L®2wq(G), ||| - |||) normlu uzaydir. Bu uzaym bir
Banach uzay1 oldugunu géstermek icin (f,), L22(G)'de Cauchy dizisi alindiginda,

Cauchy dizisi tanimindan

Ve > 0,dN. e N,Vm,n > N, — ||fn - mefbhwl + an - fm||<1>2,w2 <e
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saglamr. Buradan (f,), L3!(G) ve L22(G) uzaylarinda Cauchy dizisi olur. (LE(G), ||-

||y wy) Ve (ng(G), || - ||®.w5) Banach uzay1 oldugundan

3f € L(G), Nwifu —wiflle, = Ifa = fllayw, — 0, n = 00

ve

El.f S Li;(G>7 Hw2fn - w2f||<1>2 - ||fn - fH‘I’z,wz - 07 n — oo

elde edilir. ||wy f, — wi f||le, — 0 oldugundan (f,,) dizisinin en az bir (f,,) alt dizisi

wi(x) fo, () = wi(x)f(x), n = +oo0 h.h.h.x € G

ve aslinda buradan da

fo. () = f(x), n = +o0 h.h.h.x € G

hemen hemen heryarde yakisamas: gerceklesecek sekilde bulunur. (Rao ve Ren L®

Uzaymin tam oldugu gosterilirken yapildu.)
Diger taraftan |Jwsf, — wsf||s, — 0 olmasimdan dolay1 (f,,) alt dizisi i¢in de

|wa fr, — w2f||<1>2 — 0,n — 400

gegerli olur. Yine buradan bir (f,,, ) slt dizisi

() =nsee f(2), hhohow € G

olacak sekilde bulunur. Boylece ( fnkt) alt dizisi hem f fonksiyonuna hem de f
fonksiyonuna G iizerinde hemen hemen heryerde yakmsar. Bu ise f = f olmasim

. . . @ . .
gerektirir. Buradan ise f € L;2?(G) igin

|||fn_f||| - ||fn _f||<1>1,w1 + ||fn_f||‘1>2,w2 — 0,n — +00

elde edilir. Yani (f,) Cauchy dizisi (L32(G), ||| -]||) normlu uzaymda f fonksiyonuna
yakinsar. Boylece (L32(G), ||| - ]||) Banach uzay: olur.

imdi ise 7 : (L2 (G). 1| - [l = (L2211 - llopu). TF = f. f € L2(G) doniisiimii
gozoniine alalim. 7' dontigiimiiniin lineer, birebir ve orten oldugu kolayca gortliir.
Ayrica her f e LE2(G) icin
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TP lzws = (1o < Al

oldugundan ise T siirekli olur. Hem tanim uzay1 hem de goriintii uzay1 Banach uzayi
oldugundan acik doniigiim teoremi geregi 7! doniisiimii var ve siirekli olur. 7!

doniigiimiiniin stirekliliginden ise en az bir ¢ > 0 vardir ki her f € L$2(G) icin

e < (A< e 1o,
elde edilir. Boylece ispat biter.

Asagida ilerde kullanacagimiz bir sonucu verelim.

Sonug 4.1.3.18. G yerel kompakt degismeli grup, w agirlik fonksiyonu ve ® Young
fonksiyonu olsun. Eger L2(G) C LL(G) ise en az bir ¢ > 0 sayst her f € L2(G)

icin

1w < e[ fllow

olacak sekilde vardir.

w Agrlik Fonksiyonuna Gore Kapsamalar
Bu kisimda ® Young fonksiyonu, w; ve ws de agirlik fonksiyonlari olmak ftizere

L3H(G) ile L22(G) uzaylan arasindaki kapsamalar ®; = ®, = & icin incelendi.

Teorem 4.1.3.19. ® Young fonksiyonu, w; ve wy agirlik fonksiyonlar: olmak tizere

w; X Wy = Lg;Q(G) - L$1 (G)

gecerli olur.

ispat 1wy ve wy agirhik fonksiyonlar: i¢in w; < wy kabul edelim. Bu durumda

Teorem4.1.3.12’de &; = &5 = ® alinirsa istenen elde edilir.

Sonug 4.1.3.20. ¢ Young fonksiyonu ve w;, wy de G tlizerinde agirlik fonksiyonlar:

olsun. Bu durumda
w1 = Wy = L?;l (G) = L32(G)

gecerlidir.
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Not 4.1.3.21. Boliim 4.1.6'da baz kosullar altinda Sonug¢ 4.1.3.20’in tersinin de
dogru oldugu gosterilecektir. (Sonug 4.1.6.4)

Uyar:1 4.1.3.22. ¢ Young fonksiyonu ve G kompakt grup olmak tlizere w; ve wy

agirlik fonksiyonlar: siirekli oldugundan
@ @ @
Ly (G) = L, (G) = L¥(G)
elde edilir.
® Young Fonksiyonuna Gore Kapsamalar
Bu kisimda @, ve ®, iki Young fonksiyonu ve w G iizerinde bir agirlik fonksiyonu

olmak tizere L3!(G) ile L2 (G) uzay: arasindaki kapsama iligkileri wy = wy = w igin

incelendi.
Onerme 4.1.3.23. &, ve ®, iki Young fonksiyonu, w da agirlik fonksiyonu olsun.
Bu durumda

d; <y = L2(G) C L2(G)
gecerlidir.
ispat : Kabul edelim ki &; < &5 olsun. Teorem 4.1.3.12’de w; = wy = w alinirsa
istenen elde edilir.

Uyar1 4.1.3.24. Onerme 4.1.3.23 in tersi dogru degildir. Yani

Ly (G) C Ly (G) # 1 < @y

( bkz. Ornek4.1.3.14 )

Uyar1 4.1.3.25. Onerme4.1.3.23 de ®; < D, yerine &1 < ®o(7T" > 0) alinirsa énerme

dogru olmaz. Yani

D) < Oo(T > 0) A& L*2(G) C L2(G)

( bkz. Ornek 4.1.3.16 )
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Teorem 4.1.3.26. G kompakt grup ve ®,, ¢, iki Young fonksiyonu olmak ftizere
Oy < Oy(T > 0) ise L22(G) C L2(G) olur.

Ispat : ®; < ®y(T > 0) olmasmdan en az bir ¢ > 0 ve en az bir T = T, > 0 say1s1
her x > T igin

Oy (x) < c.Py(x)

olacak sekilde vardir. Simdi f € L22(G) alinsin. Buradan en az bir a > 0 sayis

| wulalf@yu@inte) < o
olacak sekilde bulunur.Eger A = {z € Glaw(z)|f(z)| < T}

denirse ®; fonksiyonu artan oldugundan her x € A igin

@y (aw(@)|f(2)]) < @(T)

olur. Buradan ise

/G &1 (ol f(@)wl() )du(z) = / &1 (o f(x)w(x))dpx) + / @y (alf (2w (@) du(z)

G\A

< / &\ (T)dpu(x) + / e (ol fl@)w())du(z)  (4.3)

G\A

< &(D)u(G) +c /G Do f(2)w(a)])dpu(z) < oo
bulunur. Boylece f € L21(G) elde edilir.

Lemma 4.1.3.27. G yerel kompakt degismeli grup, w agirlik fonksiyonu ve ® Young
fonksiyonu olmak {izere xy > 0 i¢in ®(xy) > 0 olsun. Bu durumda, en az bir ¢ > 0

say1sl

her = > z i¢in ®(z) > c.x

olacak sekilde bulunur.
Ispat : ® Young fonksiyonu konveks ve ®(0) = 0 oldugundan her a € [0,1] ve her
x > 0 igin

O(a.r) < a.d(x) (4.4)
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olur. Bu durumda her x > g icin o = % < 1 denirse (4.4) esitsizliginden

O(w0) < L0 ()
i
P (20)

o

bulunur. Buradan ise ¢ = > ( olmak tizere her x > z icin

cx < P(x)
olur.

Sonug 4.1.3.28. G kompakt grup ve ® Young fonksiyonu ise L2(G) C L (G)

gecerlidir.

Ispat : G kompakt ve w agirhg siirekli oldugundan LE(G) = L*(G) ve LL(G) =
L1(G) olur. Ayrica ® Young fonksiyonu oldugundan en az bir zy > 0 igin ®(xy) > 0

olur. Lemma 4.1.3.27°den ise en az bir ¢ > 0 sayis1 her x > g icin

O(z) > cx

olacak sekilde vardir. Bu ise ®;(z) = z,2 > 0 olmak {izere

&, < (T > 0)

olmasidir. Boylece, Teorem 4.1.3.26’den

L*(G) € L*(G) = LY(G)
elde edilir.

Ayrica, G keyfi yerel kompakt degismeli grup olmak iizere ® Young fonksiyonu
D(z)

lim, o+ =~ > 0 kosulunu saglarsa da Ly(G) C L. (G) kapsamasi gegerli olur.

Asagidaki teorem bunu gostermektedir.

Teorem 4.1.3.29. G yerel kompakt degismeli grup, w agirlik fonksiyonu ve ® Young

fonksiyonu olmak tizere lim, o+ ¥ > 0 olsun. Bu durumda L2(G) C L (G) olur.

D(z)

Ispat : @ Young fonksiyonu igin lim, o+ —— > 0 oldugundan en az bir ¢; > 0

say1s1 ve en az bir xy > 0 sayisi

0<z<zy=P(x)>cr.x (4.5)
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olacak sekilde bulunur. Ote yandan xq > 0 icin ®(z9) > 0 dir. Boylece Lemma
4.1.3.27°den en az bir ¢y > 0 sayisi

x>z = P(r) > 01 (4.6)

olacak gekilde vardir. Eger ¢ = min{cy, co} > 0 denirse 4.5 ve 4.6 den

r>0=d(z)>cx

bulunur. Bu ise ®(z) = x,z > 0 olmak iizere

o <P

olmasidir. Béylece L2 (G) = L1 (G) oldugu da kullanilirsa Teorem 4.1.3.23’den

kapsamasi elde edilir.

4.1.4. L2(G) Uzaymin Dual Uzay1

Bu boélimde G yerel kompakt degismeli grup, w agirlik fonksiyonu ve ® Young
fonksiyonu olmak iizere L2 (G) agirhkli Orlicz uzayimin dual uzayi belirlendi. Oncelikle
L2(G) uzaymm dual uzaym incelerken gerekli olan A, kogulu tanmmim ( Tanim
2.0.0.20 ) G yerel kompakt degismeli grubu i¢in agagidaki gibi verilebilecegini be-

lirtelim.

® Young fonksiyonu olmak tizere G kompakt iken en az bir K > 0 ve en az bir

xo > 0 sayilar1 her x > x; i¢in
d(2x) < K.9(x) (4.7)

olacak gekilde varsa ve G kompakt degil iken ise her z > 0 igin (4.7) estsizligi
saglaniyorsa ® Young fonksiyonu A, kogulunu saglar denir ve bu durumda ® € A,

yazilir.
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Ornek 4.1.4.1. 1) 1 < p < oo olmak tizere ¢(x) = “’%, x > 0 Young fonksiyonu i¢in
P e AQ dir.

2) &(x) = e” — 1,z > 0 Young fonksiyonu igin ise & ¢ A, dir.

Burada, ¥ Young fonksiyonu ® Young fonksiyonunun tamlayani olmak tizere ® € A,
ise (L2(G),]] - |le)* dual uzaymn (LY(G), ||-]|$,) Orlicz uzay1 oldugu biliniyor. (bkz.
Rao ve Ren [30])

Benzer sekilde, (Le(G), || - ||ow) agwhkh Orlicz uzaymm dual uzay1 da LY, (G) ile
gosterilen ve £ € LY(G) kogulunu saglayan g : G — K 6lgiilebilir fonksiyonlarmdan

olugan uzaydir ve bu uzay iizerindeki norm

g
lgllow = || 2|
w v

seklinde tanimhdir.
Bunu gostermeden once Holder esitsizligi olarak adlandirilan agagidaki egitsizligi

verelim.
Teorem 4.1.4.2. &, ¥ tamlayan Young fonksiyonlar1 ve w, G {lizerinde agirhik

fonksiyonu olmak tizere her f € L2(G) ve her g € LY, (G) i¢in f.g € L'(G) olur ve

/ F@ g (@) < N1l se-l19]15 s

gecerlidir.

Ispat : f € L2(G) ve g € LY ,(G) almsm. Bu durumda w.f € L®(G) and
w™t.g e LY(G) olur. L*(G) ve L¥(G) Orlicz uzaylar igin Holder esitsizliginden
( Rao ve Ren [30] ) (wf).(w™g) € LY(G) ve

[ @ g@lduta) = [ 1@ duta) < -l 1o all

bulunur. Boylece, [|w.flle = || fllow ve ||’w_ 915 = llglly,,-1 oldugundan istenen
elde edilir.
Simdi, L2(G) agirlikh Orlicz uzaymin dual uzaymm elde edildigi agagidaki teoremi

verelim.
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Teorem 4.1.4.3. G yerel kompakt degismeli grup ve w, G iizerinde agirlik fonksiy-

onu olsun. ® ve ¥ tamlayan Young fonksiyonlar: olmak tizere ® € A, ise
(Lan(G) |1 Nloaw) ™ == (L2 (G, ] - 15,-1) gegerlidir.

ispat : Teoremin ispat1 icin

T (L (Gl s) = <L‘I’< - )
0 o Tl /f (2), f € L3(G)

doniigiimini tanimlayalim. 7' doniigiimiinin iyi tanmimli, yani her g € LY, (G) igin

T(9) € (LE(G),|| - ||ow)* oldugu Holder esitsizliginden kolayca goriiliir.

Simdi bu 7" dontigiimiiniin bir izometrik izomorfi oldugunu gosterelim. 7" doniigtimiiniin

lineer oldugu agiktir. 7" nin ortenligi icin ise

VE € (Ly(G), ] - low)™, 39 € Ly (G), T(g) = F

oldugu gosterilmelidir. Bunu gostermek igin herhangi bir F' € (L2(G), || - |low)*

siirekli lineer fonksiyoneli alinsin. F' siirekli oldugundan en az bir M > 0 sayist

Vf € Ly(G), [F(f)] < M| fllow (4.8)

olacak sekilde vardir. Ote yandan f € L®(G) & f = w.f € L*(G) oldugu kul-

lanilirsa

Fo(L*(@)l-lle) — K

=
1
=
=
I
=
=

lineer fonksiyoneli tanimlanir. Bu tanim gozontine alinirsa, her f € L*(G) igin

f= 5 olmak iizere (4.8) esitsizliginden

[F(DI = 1FO] < MIf llow = M.JJw.fllo = M.J|flle
elde edilir. Bu ise F' lineer fonksiyonelinin siirekli (smirll) olmasidir. Boylece Fe
(L®(G),]| - ||e)* olur. Ote yandan, (L®(G),|| - |ls)* = (L¥(G),]|| - ||3) ( Rao ve Ren
[30] ) oldugu kullanilirsa F' € (L®(G), ]| - ||o)* siirekli lineer fonksiyoneli icin bir tek
g€ (LY(Q),| - |l3) fonksiyonu
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F) = /G Fadr, f e (L2(G). || - la) (4.9)

ve

LF[| =195
olacak sekilde vardir. Eger g = w.g denirse g € Lg_l(G) olur ve her f € L®(G) icin
(4.9) esitliginden

F(f) = F /f ).9(2)dulx)
),

=/f 28 dute) = [ 1) 9(wiuta)

elde edilir. Béylece T'(g) = F olur. Ayrica, ||F|| ve ||F|| norm tanmimdan ||F|| =

IIE|| = ||3]3 olur. g = w.§ oldugu kullanihrsa da || - _; norm tanimindan

115
U, w

~||0 g o [¢]
1E[ = lglle = 1171l = l9lly 0

bulunur.Boylece T" doniigtimii bir izometri olur.
Teorem4.1.4.3’den ise agagidaki sonug elde edilir.
Sonug 4.1.4.4. (¢,V) tamlayan Young fonksiyon ¢ifti olmak {izere & € A, ve

U e A, ise L2(GQ) agirlikh Orlicz uzayr yansimah ( refleksif ) dir.

Ispat : ® € Ay ve ¥ € A, oldugunu kabul edelim. (L2(G), || - ||¢w) uzaymmn
yansimal (refleksif) olmasi demek, (L2(G), || - [low)* = (L2(G), || - |low)*)* ikinci

dual uzayimi gostermek iizere

7 (LG [ Nlow) = (Ly(G), 1] llogw)™ (4.10)
fo= GUE) = F(f),YF € (Ly(G), ] - |low)”

seklinde tanimli j dontigtimiiniin lineer, orten ve normu koruyan bir dontigiim ol-

masidir.
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Yukaridaki gibi tanimli j doniigtimiintin lineer oldugu agiktir. Ayrica, Hanh- Banach

teoreminden her f € L2(G) igin

13O = 111

gecerli olur. Son olarak j doniigimiiniin 6rten oldugunu, yani

VH € (L2(G), || - llaw)™, 3f € LE(G),j(f) = H

k%

saglandigini gosterelim. Bunun igin herhangi bir H € (L2(G),|| - ||a.)** alalm.

Buradan H : (LE(GQ),|| - |lew)* — K siirekli ve lineer fonksiyonel olur. Teorem
4.1.4.3den (Ly(G), || - [low)* = (Ly-1(G), ] - |[§,,-1) oldugu veya diger bir deyisle
(L2(G), || - |low)* dual uzaymdaki her F siirekli lineer fonksiyoneli bir tek g €
L?_,(G) tarafindan

(L1 (G [ 15 ,0-1) = (LG ] [low)® (4.11)
g — F(f) /f u(z),Yf € LE(G)

seklinde belirlendigi ve || F|| = |[Fy|| = ||g][§ -1 gegerli oldugu biliniyor.

Eger,

S (LEA@) | Mlgu) = K (4.12)
g = Slg)=H(E,)

seklinde tammlamrsa, H nin siirekli ve lineer olmasmdan her g € LY, (G) i¢in

15(9) = [H(E)| < [[H||[[Fy[] = [[H]]-l|g]lg -1 < +00

gergeklenir. Boylece S lineer doniigiimii siirekli ,yani S € (LY ,(G), || |]‘\’I,7w,1)* olur.

Yine Teorem 4.1.4.3’in ispatina benzer sekilde, § = w.g € LY(G) olmak iizere

S (LY (G gur) — K (4.13)
g = S(3) =5()
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déniigiimii tanimlansm. S’nin siirekli ve lineer olmasmdan S € (LY(G),]| - ||ow)*
elde edilir. (LY(G),]| - [|ow)* = (L2(G),|| - ||e) ( Rao ve Ren [30] ) oldugundan
ise S € (LY(Q),|| - |Jog)* siirekli lineer fonksiyoneli icin bir tek f € (L2(G), ]| - ||s)

fonksiyonu

/f (2),Y9 € (L*(G), I - [low)

ve ||S]| = ||f]|e olacak sekilde vardir. Boylece, f = £ € L2(G) denirse her F €
(L(G), |- o)™ igin

) = [ Fe)i@au) = [ 5@ g@dnte) = £ = FU)
olur. Burada H ve j déniigiimiiniin tanimlar1 gozoiine alinirsa her F' € (L2(G), || -

| ,w)* igin

bulunur. Boylece j doniigtimiiniin orten oldugu elde edilir.

4.1.5. C.(G), L?(G) Uzayinda Yogundur

Bu béliimde, L2(G) uzaymin soyut harmonik analizine iligkin temel 6zelliklerinden

kompakt destekli fonksiyonlar uzaymim L®(G) uzayimda yogunlugu gosterildi.

Teorem 4.1.5.1. G yerel kompakt degismeli grup, w agirlik fonksiyonu ve ®, A,
kogulunu saglayan bir Young fonksiyonu olmak iizere C.(G) kompakt destekli siirekli

fonksiyonlar uzay1 LE(G) uzaymmda yogundur. Yani C. (G)” low _ = L2(G) gegerlidir.

ispat: Kompakt destekli siirekli fonksiyonlar uzaymin L® (G) uzaymda yogun oldugunu

gostermek igin herhangi bir f € L2(G) alinsim. Gosterilecek olan

Ve > 0,3k € C(G), ||f — kllow < €

IRIES

dir. feL2(G)iginwf € L*(G)=C.(G) " oldugundan (Rao ve Ren, [30] )

Ve < 0,3k, € Co(G), |[wf — kulo <§ (4.14)
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saglanir. supp(f) = K denirse w agirhk fonksiyonu siirekli oldugundan K kompakt

kiimesi uzerinde sinirh olur. Yani

dB >0, Vx € K, w(z) < B

gerceklenir.

Eger g(x) = ((w)) € G denirse supp(g) € K ve w nm siirekli olmasindan g €

C.(G) C L*(G) oldugu kolayca goriiliir. Ayrica CC(G)HIHCP = L?(G) oldugundan

Ve > 0,3k € C.(G), supp(k) C K,||g — kllo < =— (4.15)

2B

olur.

ki, k, g € C.(G) yukaridaki fonksiyonlar olmak tizere supp(g — k) C K ve her z € K
icin de w(x) < B oldugu kullanilirsa,

< sup{ / 9(a) = k@)ool [ ot <1

19
— B. k 'p. & _¢
llg — Hq> 2 5 5

bulunur. Bu son esitsizlikten ve (4.14) ifadesinden ise her f € L2(G) igin,

(4.14)
f =kllow = [[w(f =F)lle = [lwf —wk|le < |[wf—k|le+|[k —wk[ls <

DO |
_|_
Do ™

elde edilir.

4.1.6. L2(G) Uzaymda Otelemeler

1 < p < oo olmak tizere LP(G) agirlikhi Lebesgue uzaymin Gtelemeler altinda

degismez oldugu ve dtelemenin siirekliligi biliniyor [22]. Bu boliimde, f : G — C
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olgiilebilir fonksiyonunun L, dtelemesi her 2,y € G i¢in L, f(y) = f(y — z) seklinde
olmak iizere LE(G) agirlikh Orlicz uzaymm 6telemeler altinda degismez oldugu ve
f € L2(G) olmak iizere G grubundan L2(G) uzayma giden x — L, f 6telemesinin
stirekli oldugu gosterildi.

her z,y € G i¢in L, f(y) = f(y — ) seklinde tanimh L, 6telemeleri altinda degismez

Teorem 4.1.6.1. G yerel kompakt degismeli grup, w agirlik fonksiyonu ve ¢ Young

fonksiyonu olmak tizere f € L2(G) olsun. Bu durumda

i) Her x € G igin L, f € L2(G) ve ||Lof||ow < w(z).||f||.w olur.

ii) Eger ® € A, ise G grubundan L2(G) uzayma giden x — L,f fonksiyonu

sirekli olur.
Ispat : i) w agirhik fonksiyonu igin

w(x +y) <w(z)w(y),z,y € G

saglandigindan, her = € G i¢in

1ol = N Lefllo = sup { [ o0 = aotlds: | witotlay <1
= sup{ [ futy-+a). £t + ol s [ wiloty+ahay <1}
ssup{/ w(y)aw(a).f )0y + 2)|dy - /G\I/(|v(y—|—x)\)dy§1}

(@)
)

— w(z).5u {/ ()10t +2)ld: [ Wty <1}

= w(@).|[w.flle = w(@).[|f|lew

olur. Bu egitsizlikten 7) sikki elde edilir.

i1) Bu gikkin ispat1 i¢in x — L, f fonksiyonunun e € G birim elemaninda siirekli
oldugunu gostermek yeterlidir. Oncelikle g € C.(G) i¢in x — L,g fonksiyonunun
e € GG de siirekli oldugunu, yani

Ve > 0,3V e V(e),Vz € V,||Lyg — g||low < €
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oldugunu gosterelim. ¢ > 0 alinsin. G yerel kompakt bir grup oldugundan birimin

bir K7 € V(e) kompakt komgulugu vardir.

Ote yandan, g € C,(G) fonksiyonu icin K, = supp(g) € G kompakt oldugundan her
x € G igin supp(L,g) = = + K5 kiimesi de kompakt olur.

Eger K = K1 UKy U (K + Ks) denirse K C G kompakt kiimesi igin u(K) < oo olur.
Béylece, Teorem 4.1.3.28’den LY(K) C L'(K) olur. Sonug 4.1.3.18’den en az bir
¢ > 0 sayist her f € LY(K) igin ||f]|1 < c||f||w olacak sekilde bulunur. Buradan,
Jo ¥ (|lv(y)])du(y) < 1 saglayan her v € LY(G) fonksiyonu igin

loxall < eloxlle < 2elloxrlly < 2elollf < 2¢ (4.16)

olur. Diger taraftan, w agirhik fonksiyonu K kompakt kiimesi iizerinde smurh (
yvani,3B > 0, Vy € K, w(y) < B ) ve her x € K; i¢in supp(L,g — g) = (x +
Ky) UK, C (K + Ks) UK,y C K oldugundan her z € K igin (4.16) esitsizliginden

[ 10 Lagt) = 9w dn(s) = [ 0 (Lagt) = 90 ldn(r
= [ BilLg — gl o))

< Bl|Lag — gl / ()l du(y)
K

= BU|Lag — gllse-llv-xaclls

< 2.¢.B.)|Lug - gl

bulunur. Buradan [, ¥(|v(y)|)du(y) < 1saglayanv € LY(G) fonksiyonlar iizerinden

supremauin alinirsa

1Lag — gum_sup{ [ 100)-(Lagto) = s eotlauts) [ w<|v<y>r>du<y>@.1}>
< 2.c.B.||L.g — gl]~ (4.18)

elde edilir. Teorem 2.0.0.12’den en az bir V' € V(e) komgulugu V' C K; ve her x € V

icin
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Lo — glle < ——
| L9 — 9| 5o B

olacak gekilde bulunur. Béylece, (4.17)’den her z € V igin

€
L,g— w < 2cB.||L,g— 9llec < 2.c.B.—— = 4.19
129 = gllow < 2.0.B.||Log = glloe < 2.0.B.5—= =¢ (4.19)

elde edilir. Boylece g € C.(G) olmak tizere = — L,g fonksiyonu e € G de siirekli

olur.

Simdi f € L2(G) ve ¢ > 0 almsm. Ote yandan w agirlik fonksiyonu yerel smirh
oldugundan K’ C G birimin kompakt komsulugu i¢in en az bir A > 0 sayis1 her
z € K’ i¢in w(z) < A olacak sekilde vardir. Boylece, ¢ > 0 sayisi icin Onerme

4.1.5.1’den en az bir g € C.(G) fonksiyonu

19
||f_9||<1>,w < m

olacak gekilde bulunur. Ote yandan, ispatin kompakt destekli fonksiyonlar igin

(4.20)

yapilan kismindan g € C.(G) i¢in en az bir V' C K’ birimim komsulugu

£
2
olacak gekilde vardir. (4.20) ve (4.21) egitsizlikleri kullanilirsa da her z € V' igin

HL:EQ - 9H<I>,w < (4'21)

||fo - f||<I>,w = ||er —L,g+L,g—g+9g— f||<1>,w
<N Laf = Lagllow + 1 Lzg — 9llow + 119 = fllow
= (w(z) + )|If = gllow + [|L29 — gllow
19 19

g £
A1)t Sy
<UD tasata=e

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Ayrica, L2(G) uzayimnda L, Stelemesi icin asagidaki énerme de gegerlidir.

Onerme 4.1.6.2. f € L%(G) ve f # 0 icin G den R* ya giden z — ||Lyf]|ow

fonksiyonu igin en az bir ¢ > 0 sayist her x € G igin

() < 1L fllow < ca@)
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olacak sekilde vardir.

Ispat : Herhangi bir f € L2(G) alinsm. Onerme 4.1.6.1’den her z € G icin

1L fllow < w(@)-][ f]]ew

gecerlidir.

Ote yandan, p Haar 6lciimii regiiler oldugundan 0 # f € L®(G) fonksiyonu icin en
az bir K C G kompakt kiimesi || f.xk||ow > 0 olacak sekilde vardir. Boylece

1ol = s [ Ju)Les ol [ el <1}

\
>sup{ [ wtfl - ool [ v <1
> Sup{ K|w(x+u).f(u).v(x+u)|du:/G\Il(\v(u)DduS1}

Y
0
o
e
—N
OLIE
T A
LE
:

(u).v(z + u)|du : /G\IJ(|v(u)|)du§1}

supuiw Sup{/ Hw)v(w - w)ldu /G‘I’(Iv(u)l)du§1}
) el = )Ll

SUPye w(—u) Sup,cx w(—u)

v

v

elde edilir. w agirlik fonksiyonu kompakt kiimede sinirh oldugundan en az bir A > 0

sayist || f.oxklle > Alf-xk||lew > 0 olacak sekilde vardir. Eger

[ fxxlle

SUP,efc w(—u)

c .= maX{Hchp,w,

secilirse istenen elde edilir.

Boylece, wy, wy agirlik fonksiyonlar: ve ® Young fonksiyonu olmak iizere Ly (G) ile

L3, (G) uzaylar arasmdaki kapsama iligkisi i¢in agagidakiler elde edilir.

Teorem 4.1.6.3. ® Young fonksiyonu, w; ve ws agirlik fonksiyonlar: olmak iizere

wy K we & LY (G) C LY (G)
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gecerli olur.

ispat : = wy ve we agirlik fonksiyonlart i¢in w; < wy kabul edelim. Bu durumda
Teorem4.1.3.12’de $; = &5 = & alinirsa istenen elde edilir.

<: LY (G) C L (G) kapsamasmm gegerli oldugunu kabul edelim. Bu durumda
Onerme4.1.3.17°den en az bir d > 0 sayist her f € L2 (@) i¢in

1 ll@w < d-[[f]lo.w, (4.22)

olacak sekilde vardir. Eger f € L (G) fonksiyonu sabitlenirse Onerme 4.1.6.2’den

en az bir ¢; > 0 sayist her x € G i¢in

1
—wa(@) < [[Lafllow, < cr.wa(x) (4.23)
2

olacak sekilde bulunur. Ote yandan f € L3 (G) C LY (G) oldugundan f € L7, (G)
olur. Yine Onerme 4.1.6.2’den f € L3 (G) i¢in en az bir ¢; > 0 sayis1 her 2 € G

icin

1
C—.wl(:p) < ||Lzfllow, < crawi(x) (4.24)
1

olacak gekilde vardir. Boylece (4.22), (4.23) ve (4.24) den her z € G igin

1
C—-wl@) < Lafllow < d|[fllew, < c2.daws(w)
1

olur. Bu ise her z € G i¢gin

wi(x) < ¢1.co.dwsy(x)

olmasidir. Eger ¢ = ¢;.co.d > 0 segilirse wy < wy elde edilir.

Sonug 4.1.6.4. ® Young fonksiyonu ve wy, wo de G tlizerinde agirlik fonksiyonlar:

olsun. Bu durumda

W1 = Wy <= L;{l’/l (G) = L?;Z (G)

gecerlidir.
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4.2. L2(G) UZAYININ BANACH CEBIRI YAPISI VE OZELLiKLERi

Bu boliimde de G yerel kompakt degismeli grup, w agirlik fonksiyonu ve ® Young
fonksiyonu olmak tizere L (G) agirhkh Orlicz uzaymin 6ncelikle noktasal garpim
islemine gore Banach cebiri yapisi ve ozellikleri incelendi. Daha sonra, LE(G)
agirlikli Orlicz uzayimin girigim iglemine gore Banach cebiri yapisi aragtirildi. Girigim
islemine gore Banach cebiri yapisini incelemeden 6nce, LE (G) uzayinin cebir yapisindan
bagimsiz olarak girisim iglemi ile ilgili baz esitsizlik ve kapsamalar verildi. Sonra
baz1 kogullar altinda L®(G) uzaymimn girigim iglemine gore Banach cebiri oldugu
gosterildi ve biriminin, simirh yaklagik biriminin varligi arastirildi. Yine LE(G) Ba-
nach cebirinin maksimal idealler uzay1 belirlendi, radikal cebir olmadig1 ispatlandi
ve bundan faydalanarak L2(G) agirlikh Orlicz cebirinin yaribasit oldugu gosterildi.
Son olarak da L®(G) cebirinin kapali idealleri ile 6telemeler altinda degismez alt
uzaylar1 arasindaki iligki verildi. Bu caligmada, noktasal carpim islemi ve girigim
islemine gore Banach cebiri olarak elde edilen L?(G) cebiri, agirhkh Orlicz cebiri

diye adlandirilir.

4.2.1. L2(G) Uzaymnin Noktasal Carpim Iglemine G6re Banach Cebiri Yapisi

(X, 3, ) olgii uzayi igin Orlicz uzaylarmin noktasal ¢arpim iglemine gére Banach
cebiri yapist Hudzik tarafindan, [14] calismasinda incelenmis ve bu galigmalarda Or-
licz uzayimin noktasal carpim iglemine gore Banach cebiri olmasi i¢in gerek ve yeter

kosullar belirlenmigtir.

Bu boliimde de G yerel kompakt degismeli grup, w agirlik fonksiyonu ve ¢ Young
fonksiyonu olmak iizere L2(G) agirhkh Orlicz uzaymmn || - ||g., normu ile birlikte
noktasal ¢arpim iglemine gore Banach cebiri yapisi Hudzik ([14]) ¢aligmasindaki
yontemlerden faydalanilarak incelendi ve LE(G) uzaymin noktasal carpim iglemine

gore Banach cebiri olmasi i¢in gerek ve yeter kogul belirlendi.

Oncelikle, G yerel kompakt degismeli grup, w agirlik fonksiyonu ve ® Young fonksiy-
onu olmak iizere G'nin diskret olmasi durumunda L2(G) agirhkh Orlicz uzaymin
L (@), L2(G) ve Cy.(G) uzaylan ile kapsama iligkisi verildi. Sonra da w agirlik
fonksiyonu her x € G i¢in w(z) > 1 kogulunu saglamak tizere ve ® siirekli, kesin

artan Young fonksiyonu olmak iizere LE(G) agirlikh Orlicz uzaymin noktasal garpim
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islemine gore Banach cebiri olmasi igin gerek ve yeter kosul aragtirildi. Hudzik [14]
caligmasindan uyarlanan bu metodun bu ¢alismadan bagimsiz olarak L®(G) Orlicz

uzaylari i¢in [1] ¢aligmasinda da kullanildigr gézlemlenmigtir.

Lemma 4.2.1.1. G yerel kompakt degismeli grup, w agirlik fonksiyonu ve ® stirekli,

kesin artan Young fonksiyonu olsun. Bu durumda
i) Ly(G) € Ly (G)
ii) G diskrettir
i) LL(G) C L2(G)

olmak iizere i) < i) = iii) geerlidir. Ayrica, lim, o 22 = +o0 ise iii) = i)

gecerli olur.

Ispat : i) = ii) : Kabul edelim ki L®(G) C L2(G) kapsamas: gecerli olsun fakat G
diskret olmasin. Buradan en az bir K C G kapanigi kompakt kiimesi ve en az bir

(Up) € K agik alt kiime dizisi ikigerli ayrik ve her n € N igin

p(I). (1)

(4.25)

olacak gekilde bulunur. Eger

f=3r%2"xu,
denirse f € L2(G) olur. Gergekten, f fonksiyonu icin supp(f) € K ve K kompakt

oldugundan, w agirlik fonksiyonu K kiimesinde sinirh , yani

JA>0,3B>0,Vxr € K,A<w(z) < B

olur. Boylece, o = % > 0 sayist i¢in 4.25’den

IN

&0 l T T
/G B (e | f(2)w ()] du(z) /G B(0. B\ (x) ) dulz) = 52, / @ B.1f(x) )du)

n

- w, / (2 dpu(x) = S, B2 u(U,)

oo HUE)B(1)

> n:1W = @(1)M<K) < 400
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elde edilir.
Ote yandan, bu f € L®(G) fonksiyonu icin

re U, = |f(x)w(x)] = |w(x)Xy 2" xu, ()] = |w(zr).2"] > A.2"

gecerlidir. Buradan ise herhangi bir M > 0 sayist alindiginda ny € N dogal sayisi
A.2™ > M olmak tizere

Upo C{z € G : |w(zx).f(x)| > M}

olur. Burada, her n € N igin U,, C G agik kiime oldugundan p(U,,,) > 0 dir. Boylece

0 < u(Ung) < p({z € G- [f(2)w(z)] > M})

bulunur. Buradan w.f ¢ L*(G) yada f & L°(G) olur. Bu ise L2(G) C L2(G)

olmasi ile geligir. Boylece i) = i) kismi ispatlanmig olur.

ii) = 1) : Kabul edelim ki G diskret olsun. Bu durumda f € L®(G) alindiginda en

az bir a > 0 sayis1

/G & (0| f(x)w(a))dp(z) < 1

olacak gekilde vardir. Burada, p G iizerindeki sayma 6lgiisii olacagindan

Yeea®(alf(z)w(r)]) <1

olur. Boylece, her = € G igin ®(a|f(z)w(z)|) < 1 bulunur. &~ | & Young fonksiy-

onunun tersi olmak iizere her x € G i¢in

elde edilir. Bu ise f € LY(G) olmasidir.

i1) = 14i) : Herhangi bir f € Ll (G) f # 0 olacak sekilde alnsm. Bu durumda

[ fll1w = Zeec|f(z)w(z)| < 00
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olur. Ayrica ® Young fonksiyonunun konveksliginden her A € [0, 1] igin ®(\.z) <

A.®(z) gecerlidir. Bu esitsizlik A = ‘wl(le?# < 1 icin kullanilirsa da « > 0 olmak
uzere
. P
Sreat( ) < 0, (a) = ZL 5 ol (el < 0(a) < +oc
1w 1w 1w

bulunur. Béylece f € LY (G) elde edilir.

Son olarak ise ® Young fonksiyonu lim, @
iit) = 1) : Bu durumda L! (G) C L2(G) oldugunu fakat G nin diskret olmadigim
kabul edelim. Béylece, [11], Teorem 11.44 ve [20], Teorem 3.17.1 & = x ve &y = &

= +00 kosulunu saglasin.

icin kullanilirsa

O <P (T >0)

olur. Yani, en az bir ¢ > 0 ve en az bir 7" > 0 sayis1

r>T = &(x) < Py(cax) =cx

B(x) _

olacak gekilde vardir. Bu ise lim, o —;

+o00 olmasi ile gelisir.

Not 4.2.1.2. ® Young fonksiyonu stirekli olmak tizere ® fonksiyonunun kesin artan
olmasi ile () = 0 < z = 0 kosulunu saglamasi denktir. (Rao ve Ren [31])
Buradan, Lemma 4.2.1.1’de ¢ Young fonksiyonu i¢in siirekli ve kesin artan olmasi

yerine stirekli ve ®(z) = 0 < 2 = 0 kogulunu saglamasi da alinabilir.

Sonug 4.2.1.3. G = 7Z ve pu, Z lizerinde sayma o0lciisii olmak iizere w, Z iizerinde

®(x)

agirlik fonksiyonu ve ® Young fonksiyonu siirekli, kesin artan olmak tizere lim, oo —

+00 olsun. Bu durumda LE(Z) = I agirlikhi Orlicz dizi uzaylarim gostermek iizere

ILci2cre

1
w

kapsamasi gegerli olur.

Burada 6zel olarak, ® Young fonksiyonu yerine 1 < p < +o0 olmak iizere ®(x) = %

almirsa da agirhikh Lebesgue dizi uzaylar: 7 icin de bilinen
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ILcwr cixe

kapsamasi elde edilir.

Yine daha sonra kullanacagimiz asagidaki sonuc da elde edilir.

Sonug 4.2.1.4. G yerel kompakt degismeli grup, w fonksiyonu her z € G igin
w(z) > 1 kogulunu saglayan bir agirhik fonksiyonu ve ® siirekli, kesin artan Young
fonksiyonu olsun. Bu durumda LE(G) C L*(G) olmast icin gerek ve yeter kosul

G’nin diskret olmasidir.

ispat : Ispat w > 1 olmasi kullamlarak Lemma 4.2.1.1in ispatima benzer sekilde

yapilir.

Ayrica G yerel kompakt degigmeli grup olmak tizere w agirhik fonksiyonu i¢in Cy ., (G) :
{f:G— K|w.f € Co(G)} ve her f € Cy,(G) i¢in

1 loew = sup{[f(x)w(x)| : 2 € G}

seklinde tanimlanirsa asagidaki onerme elde edilir.

Onerme 4.2.1.5. G yerel kompakt degismeli grup, w agirhk fonksiyonu ve ® siirekli,
kesin artan Young fonksiyonu olsun. Bu durumda L2(G) C Cj,,(G) olmast icin

gerek ve yeter kogul G'nin diskret olmasidir.

Ispat : =: Kabul edelim ki L2(G) C Cy(G) olsun. Co(G) C L®(G) ve f €
Cow(G) & fw € Cy(GQ) oldugu kullanirhirsa L2 (G) C L2(G) elde edilir. Lemma
4.2.1.1’den ise G diskret olur.

«: G diskret olsun. L2(G) C Cy.,(G) kapsamasim gostermek igin f € L2(G) ve
f#0almsm. f € L2(G) oldugundan en az bir a > 0

Yea®(a|f (2)w(z)]) < +oo

olur. Ote yandan f # 0 ve G diskret oldugundan en az bir (z,,) C G dizisi
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VneN, f(zn) #0

olacak sekilde bulunur. Ote yandan w agirhk fonksiyonu icin w(z) > 0,z € G

oldugu kullanilirsa

Yl ®(afw(zn).f(2n)]) < X2 B(afw(z).f(2)]) < +00

olur. Béylece, her € > 0 i¢in en az bir K. C (x,,) sonlu kiimesi

Ve € G — K igin ®(a|w(z).f(x)]) < P(a.€)
olacak gekilde bulunur. ( Gergekten, eger en az bir £y > 0 sayis1 her K C (z,,) sonlu
kiimesi i¢in
A, € G — K, |w(zpn, ). f(xn,)] > €0

olacak gekilde var oldugu kabul edilirse

+00 = Yo, ea®(€0) < Lo, ca®(|w(Tn, ) f(2n,)]) < o0

geligkisi elde edilirdi. ) Dolayisiyla, ® Young fonksiyonu ®(z) > 0 < =z > 0

sagladigindan
Ve e G — K., |w(x).f(x)| <e
olur. Buise w.f € Cy(G) ya da f € Cp,(G) olmasidir.
L2(G) uzaymin noktasal carpim iglemine gore Banach cebiri oldugunu gostermeden
once gerekli olan asagidaki yardimei teoremi verelim.
Lemma 4.2.1.6. G yerel kompakt degismeli grup, w agirlik fonksiyonu ve ® siirekli,

kesin artan Young fonksiyonu olsun. g : G — K olgiilebilir fonksiyon olmak tizere

Vfe Ly(G), f.g€ Ly(G)=ge L¥(G)

Ispat : Kabul edelim ki her f € L2(G) icin f.g € L2(G) fakat g ¢ L>®(G) olsun.

Buradan

VM > 0,u(zeG:lg(x))>M)#0
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olur. Boylece, Hewitt and Stromberg [13] galigmasindaki Teorem 20.15’den en az
bir (a,,) € R pozitif kesin artan reel say1 dizisi ve en az bir (A4,) C G ikigerli ayrik

kiime dizisi

1
fo:l&— < +00,Vn € N,0 < pu(A,) < +o0

n

ve

Vo € Ay, ap” < |g(2)]

olacak gekilde bulunur. Eger

1
fexree o XAn
an |[xa, 0w
olarak alinirsa kolayca goriilir ki,
1 1
1llow < S5 — ||| | = 55— < 4o
an || Ixanllew |l an

ve buradan f € L2(G) olur. Hipotezden ise bu f € L2(G) icin f.g € LE(G) yani
|| f-9l|®,w < +o0 elde edilir.

Diger taraftan her z € A, i¢in a,,> < |g(z)| oldugu kullanilirsa her n € N igin

gXAn

— <|f-gllew < +o0
an'HXAnH‘P,w

dw

o, <

bulunur. Buradan ise

lim a, <||f.g|low < +00
n——+oo

olur. Bu ise Erfi'io% serisinin yakinsak olmasi ile celisir.
n

Sonug 4.2.1.7. G yerel kompakt degismeli grup ve & siirekli, kesin artan Young
fonksiyonu olsun. w agirlik fonksiyonu her x € G igin w(z) > 1 kogulunu saglamak
iizere L2 (@) uzaymm noktasal ¢arpim iglemine gére Banach cebiri olmast igin gerek

ve yeter kogul G nin diskret olmasidir.

ispat : =: Kabul edelim ki G diskret olsun. L&(G) uzaymin noktasal ¢arpim
islemine gore Banach cebiri oldugunu gostermek igin herhangi iki f,g € L2(G)

alinsin. Bu durumda, w > 1 oldugundan Sonug 4.2.1.4’den g € LE(G) C L®(G) ve
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Teorem 4.1.3.17'de ®1(z) = 0,0 < 2 < 1 ve = 400,z > 1 ve &3 = & alinirsa en az
bir ¢ > 0 sayst her g € L2(G) i¢in

[l9lloe < cllgllo.w

olacak gekilde vardir. Buradan f € L2(G) ve g € L*®(G) i¢in

llew = su{ [ 1(F0)@) w0 / (o)) < 1}
ap{ [ [ @hlalleatolot@la [ e <1}
|mmowp{//Nf ymi/va)mm< }

= lglloc-[1fllow < C-||9||<I>,w-||f||<1>,w <00

IN

IN

bulunur ve boylece

1f-9llew < cllgllew || f]low
elde edilir.

«: Tersine, L?(G) noktasal ¢arpim iglemine gore Banach cebiri olsun. Buradan her
f,g € L2(G) icin ||f.gllow < |f|lw-]]9|lew < 400 olur. Sabit bir g € L2(G)
alindiginda

Vfe L2(G) icin f.ge L2(G)

gegerli olur. Lemma 4.2.1.6’den ise g € L*°(G) bulunur. Béylece LE(G) C L>(G)
elde edilir. Lemma 4.2.1.4’den ise G diskret olur.

Not 4.2.1.8. Yukaridaki sonug¢ goz oniine alimirsa, Lemma 4.2.1.1’e gore G yerel
kompakt degismeli grup, ® siirekli, kesin artan Young fonksiyon ve w agirlik fonksiy-
onu her € G igin w(x) > 1 kogulunu saglamak iizere L2(G) uzaymm noktasal
carpim iglemine gore Banach cebiri olmasi icin gerek ve yeter kosul LE(G) C L2(G)

olmasidir elde edilir.

4.2.2. Girigim Ile Ilgili Esitsizlikler ve Kapsamalar

G yerel kompakt degismeli grup olmak tizere f,g : G — K oOlciilebilir fonksiyonlari

icin “x* girigim (convolution) iglemi
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(f *g)(x /f:c— dm(y).x € G

seklinde tanimhidir. Eger integral sonlu ise f ve g fonksiyonlar: i¢in girigim islemi iyi
tanimhdir. Bu boliimde, G yerel kompakt degismeli grup, w agirlik fonksiyonu ve
® Young fonksiyonu olmak iizere Banach cebiri yapisindan bagimsiz olarak L2(G)
uzaylarinda girigim iglemi ile ilgili baz egitsizlikler ve kapsamalar verildi. Boylece

Lebesgue uzaylarindaki girigim ile ilgili esitsizlikler, [28], de genellestirilmig oldu.

Teorem 4.2.2.1. ¢, &5, 3 Young fonksiyonlar: ve w G tlizerinde agirlik fonksiyonu

olmak iizere her x > 0 igin
O (). 05 (7) < .05 (2) (4.26)
saglansin.(Burada ®'(z) = inf{y > 0|®,(y) > x} dir.) Bu durumda
feLy(G)vege Ly (G) = frg e LG)

ve

1S gllesw < A ler 191|220

olur.

ispat : &1, Py, 3 Young fonksiyonlar: icin (4.26) esitsizliginin saglandigim kabul
edelim. Eger f € L21(G) ve g € L®(G) almirsa wf € L (G) ve w.g € L**(G)
olur. Rao ve Ren [30]'den ise wf * wg € L*3(G) ve

lwf * wylles < [lwflle,-lwglle, = [[fllerwlgllesmw (4.27)
oldugu biliniyor.

Ote yandan, f € L2 (G) ve g € L®(G) icin

1 % gllagw = sup{ 17 s 9@t nlis] [ ‘Ifs(lh(x)DdarSl}
< sup{ | [ 156 = v)atn)0t) hielps] | \1f3<|h<x>|>dxs1}
< sup{ [ [ 1= st = gt [ \If3<|h<x>|>da:s1}

= w.f1* lwgllle
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gegerlidir. Burada, (4.27) esitsizligi kullanilirsa

1 * gllesw < lfw-f* lwgllley = [[wf * wgl|e
< Mlwflle, [lwglle, = |flle)w-19]lesw

elde edilir. Boylece f * g € L23(G) olur ve ispat tamamlanir.

1

Not 4.2.2.2. 1 < p,q < o0, +% > 1 ve >+ % -1 = % olmak tizere Teorem

42.2.0de @y(z) = 2%, Py(a)

?q ve ®3(z) = £ almrsa Lebesgue uzaylar icin
bilinen asagidaki esitsizlik elde edilir.
Sonug 4.2.2.3. [28] w, G tzerinde tammh bir agirlik fonksiyonu olmak {izere
o felP(G)vege LL(G)ise fxge Ll (G) ve
L gllraw < A fllpaw-[19] g0

olur.

e Ozel olarak w = 1 olmasi durumda ise f € LP(G) ve g € LI(G) ise fxg € L"(G)
ve

I1f = gl < 1 fllp-llgllq
elde edilir.

Teorem 4.2.2.4. & € A, ve U € A, tamlayan Young fonksiyonlar:1 ve w agirhk

fonksiyonu simetrik (her z € G i¢in w(—=z) = w(x) ) olmak iizere
feLy(G)vege Ly(G)= fxgeChyui(Q)

ve
1 * gllocwt < 21 Fll@ |9 w1

olur.

Ispat : ®, ¥ tamlayan Young fonksiyonlar1 hipotezdeki kogullar1 saglamak tizere w

simetrik agirlik fonksiyonu olsun. w simetrik oldugundan her x,y € G igin
w(z) < wlz —y)w (y)

gecerlidir. Buradan ise her z € G igin

W (f * )(z)| < /G
9(y)

[ oo = sta- y>@\ dy (1.28)
— (jwf|* o gl) (@)

L fa- y)g(y)dy]

IA

w(w
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elde edilir.

Simdi f € LY (G) ve g € LY, (G) almsm. Buradan fw € L*(G) ve £ € LY(G) olur.
Holder esitsizligi kullanilirsa, her x € G igin

(7l =lgw™ D@] = | [ @ =t =)o)
< /If(y)w(y)g(:rvLy)@U‘l(rc+y)|dy|

_ /\fw L_o(gw™")(y)ldy (4.29)
< 2| fwllo||Los(gw ™)l

2| fll# w19l w w1 < 400

olur. Boylece, (4.28) ve (4.29) ’den her z € G i¢in

[ (f + g)(@)] < (Jwf]* [w™gl) () < 2| fllow-|lgllw,w

elde edilir. Buradan w™!(f % g) € L>(G) bulunur.

Yine w agirlik fonksiyonunun simetrik oldugu kullanilirsa, Holder esitsizliginden her

[ st =watwis- [ s~ y)g(y)dy‘

(o= - se- y>>g<y>dy\

z,t € G igin

[(fxg)(x) = (f*x9)t)] =

_ / (Lo f(~y) — Lo f(—y))u(—1)g(y)w " (1)|dy
< NEsf — Loof)wllo-lgw ™l
- ||<L_$f—L_tf>||¢,w.||g||@,w4 (4.30)

olur. Burada G grubundan L%(G) uzayma giden z — L,f fonksiyonu Teorem

4.1.6.1’deki anlamda diizgiin stirekli oldugundan

3

(L—af = Lt f)llow <

9wt

bulunur. Boylece f % g fonksiyonunun G iizerinde siirekli olur. Ote yandan G
iizerindeki w agirlik fonksiyonu da siirekli oldugundan % fonksiyonu stirekli bu-

lunur.
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Son olarak f * g fonksiyonunun Cjy,,-1(G) uzaymna ait oldugunu gostermek icin %
fonksiyonunun sonsuzda sifir oldugunu gosterelim. Bunu agagidaki iki durumu in-
celeyerek gosterecegiz. Birinci durumda f € LY(G) ve g € LY, (G) fonksiyonlari

icin f, g € C.(G) olsun. Bu durumda f ve g fonksiyonlar1 i¢in

supp(f * g) € supp(f) + supp(g)

oldugundan fxg fonksiyonu da kompakt destekli yani f*g € C.(G) olur. Boylece, w
agirhik fonksiyonunun kompakt kiimede sinirli oldugu da kullanihirsa fxg € C.(G) C
Co.w-1(G) elde edilir.

Ikinci durumda f ve ¢ fonksiyonlar: kompakt destekli olmasm. Bu durumda,

C'C(G)”.H(I> = L*(G) ve C’C(G)”AH\P = LY(G) olmasindan
3(fn) € CG), || fn = fllow — 0, 71— +00

ve

3(g9,) € Ce(G), |90 — 9llww—r =0, n— 400

olur. Burada (|f,w] * ‘%D C C.(G) dizisi gozoniine alinirsa, Holder esitsizliginden

)@
)@
=[x (2] = |2y + (Ul = Ll ()]

Gn _ EHW + [ faw — fulle. H%HQ

her z € G i¢in

) @) = (Ifwl +

In

o @l = (JZU’* .
+ | (| fow| *

9n
w

) @) = (£l =
21) @) = (1wl +

w

In

< 2. (Ilfawllo-
w w

= 2'||fn||¢,w'||gn - gH\Il,zf1 + 2||fn - fH‘b,w'HgH\If,w*l

saglanir. Boylece

In
w

) @) = (IFwl+

g
sup | (| o 2 @) < 201 fal o llgn=gl w421 o= Fllow- gl

zeG

olur. Burada lim,_, || fr — f|lew = limy— 100 ||gn — g||w -1 = 0 oldugundan

) @) = (1wl

In
w

sup <]fnw\>k g’)(x)‘ —0, n—+4+o0
w

zeG

elde edilir. Bu ise

Ve > 0,3N. € N,Vn > N.,sup <|fnw| R
zeG

In
w

) @) = (Ifwl+

)] <
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olmasidir. Boylece £ > 0 sayist alindiginda K. = supp ( frow * gNS) C G kompakt

w

kiimeleri i¢in
¢ K= | (Ifwl+]|2]) @) <<
olur. Bu ise | fw] * |£| fonksiyonunun sonuzda sifir olmasidir. Béylece |fw|  |£] €

Co(G) elde edilir. Esitsizlik (4.28) den ise £ € Cy(G) elde edilir.

Not 4.2.2.5. Teorem 4.2.2.4°de, 1 < p < oo ve ]13 + % = 1 olmak iizere ®(z) = %p

ve U(x) = ‘%q almirsa agirlikli Lebesgue uzaylar: icin bilinen asagidaki sonug elde

edilir.

Sonug 4.2.2.6. [28] w, G {izerinde tanimh simetrik bir agirlik fonksiyonu ve %—I—% =

1 olmak tizere
o fell(G)vege LI(G)ise fxge Cy,1(G) ve

1 lloow—r < N fllpaw-l19]1g.0

olur.

e Ozel olarak w = 1 olmasi durumda ise f € LP(G) ve g € L4(G) ise fxg € Co(G)
ve

1 * gllee < [1flp-119llq

elde edilir.

4.2.3. L?(G) Uzaymin Girigim islemine Gore Banach Cebiri Yapis:

G yerel kompakt degismeli grup ve ® Young fonksiyonu olmak iizere Hudzik, Kaminska
ve Musielak, [15] calismasinda L®(G) Orlicz uzaymin girigim iglemine gore Banach
cebiri olmast igin gerek ve yeter kogulun L*(G) C L'(G) oldugunu gostermistir.
Buradan yola ¢ikarak biz de w agirhik fonksiyonu olmak iizere L2 (G) agirlikli Orlicz

uzaymin girigim iglemine gore Banach cebiri yapisini inceleyecegiz.

G kompakt grup oldugunda LE(G) = L®(G) Orlicz uzay elde edilir ve bu durumda
L?(@G) Orlicz uzay1 girigim iglemine gore Banach cebiri yapisi [15] caligmasinda in-

celenmigtir.

G keyfi yerel kompakt degismeli grup oldugunda ise L2(G) agirlikh Orlicz uzaymim

girigim islemine gore Banach cebiri yapisi ise asagida incelenecektir.
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Teorem 4.2.3.1. G yerel kompakt degismeli grup, w agirlik fonksiyonu ve ® Young
fonksiyonu olsun. Eger L®(G) C LL(G) ise (LE(GQ), || - ||o.w) uzay1 girisim iglemine

gore degismeli Banach cebiri olur.

Ispat: L2(G) C LL(G) kapsamasmin gecerli oldugunu kabul edelim. Sonug 4.1.3.18'den
en az bir ¢ > 0 sayist her g € L2(G) igin

glliw < cflgllow (4.31)

olacak sekilde vardir. Herhangi iki f,g € L®(G) fonksiyonu i¢in Fubini teoremi,
w(z +y) <w(x).w(y),z,y € G oldugu ve (4.31) esitsizligi kullanilirsa

17 % gllose = llw.(f * 9) u@_sup{/\w W@t | [ vl d$<1}
:sup{ (/f:z:— )v(a:)|dx]/G\If(]v(:c)])d$§1}
<swp{ [ [ W@t - natwet@lagas| [ (o<1}
<sup [ / [w(e = D)~ ge)ldnds | [ w(uo)de <1}
= sup{ [l [ ot~ i - putalde) dy | [ wotehio <1}

sSup{/Lq DHiwflods | [ w(ota dw<1}

= il sup {agll | [ 9ot <1}

< wfllo-lwglls = [ fllew- 9]l < cl[fllowlgllew < oo

olur. Boylece her f,g € L2(G) igin f * g € L2(G) olur ve

1S gllew < el f1]ew- |9l

elde edilir. Yani (L2(GQ),|| - ||ow) uzay1 girigim iglemine gore Banach cebiri olur.
Ayrica G grubu degismeli oldugundan f,g € L2(G) igin f x g = g * [ olacagindan
L2(G) degismeli Banach cebiri olur.

Bu L2(G) Banach cebiri agirlikhi Orlicz cebiri olarak adlandirilacaktir.
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Uyar1 4.2.3.2. Teorem 4.2.3.1’in tersi genel olarak dogru degildir. Yani, oyle ®
Young fonksiyonu ve w agirhk fonksiyonu vardir ki LE(G) uzay1 girisim iglemine

gore Banach cebiri olmasina ragmen L2(G) C LL (G) kapsamasi gegerli olmaz.

Ornek 4.2.3.3. G yerel kompakt degismeli grup ve w, G tizerinde agirlik fonksiyonu
olsun. Bu durumda ®(z) = %, 1 < p < oo Young fonksiyonu igin LE(G) = L2 (G)
olur. Burada w agirlik fonksiyonunun G iizerinde hemen hemen heryerde w™%xw™7 <
w™? egitsizligini saglamasi durumunda L2 (G) agirhikl Lebesgue uzaymin girigim
islemine gére Banach cebiri oldugu biliniyor. ( Kuznetsova, [21] ) Ote yandan G
kompakt olmayan yerel kompakt degismeli grup ( érnegin G = R ) olmak {izere
Lebesgue uzaylarmdaki kapsama ozelliklerinden L2 (G) € L. (G) olur. ( Ornegin,
G = R ve p > 2 olmak iizere f(z) = —— fonksiyonu icin f € LP(R) dir fakat

1
(1422)7

f & L'(R) olur. Buradan ise L},(R) ¢ LL(R) olmaldur.

Not 4.2.3.4. Ayrica, [15] galigmasindan faydalanarak ® Young fonksiyonu ve GG
kompakt olmayan yerel kompakt degismeli grup ise agirhkh uzaylar igin L2 (G) C
L!(G) kapsamasmn gegerli olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun @/, (0) > 0 olmasi
oldugu bulunur. (Burada @', sag tiirev fonksiyonunu gostermektedir.) Boylece,

agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.2.3.5. G yerel kompakt degismeli grup, w agirlik fonksiyonu ve & Young
fonksiyonu olsun. Eger @ (0) > 0 ise L (G) uzay1 girigim iglemine gére Banach

cebiri olur.

Uyar1 4.2.3.6. Ote yandan, ® siirekli Young fonksiyonu i¢in Rao ve Ren [31]
cahgmasimda gosterilmistir ki, ®/, (0) > 0 kosulu saglamyorsa L2 (G) C L (G) kap-
samasi gecerlidir. Gercekten de ® Young fonksiyonu siirekli ve ', (0) > 0 kogulunu
saglandigindan ®(z) = [ @, (t).d¢ seklinde yazihr. Ayrica @, sag tiirev fonksiy-

onunun artan olmasindan dolay:r her z > 0 i¢in
2., (0) = /0 & (0).dt < /0 ' (1).dt = ()
olur. Bu egitsizlikte x yerine | f(z)w(z)| yazihirsa da
¥.0). [ 1f@u@ldu(e) < [ o(1fa)olo)hdula)

bulunur. Buradan L¥(G) C LL(G) ve yine L2(G) uzay1 girigim iglemine gore Ba-

nach cebiri olur. Burada ® fonkiyonunun stireklilik kogulu kaldirilabilir oldugu Sonug
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4.2.3.5’den elde edilir.

Uyar1 4.2.3.7. Rao ve Ren [31] cahgmasinda ® siirekli Young fonksiyonu ve ¢, (0) >
0 ise L2(G) uzaymin girigsim iglemine gére Banach cebiri oldugunu gostermistir.
Fakat L2(G) uzaymm Rao ve Ren calismasindaki tanimi ile bu tez galismasindaki

tanum farkhdir.

Uyar1 4.2.3.8. Eger ® Young fonksiyonu i¢in Sonuc 4.2.3.5’deki @ siirekli ve @/, (0) >
0 kosullar1 kaldirihirsa Teorem 4.2.3.1°deki ispat teknigi kullamlarak L®(G) agirhkh
Orlicz uzaymi Banach L. (G)-modiil oldugu bulunur. Yani f € L2(G) ve g €
L (G) i¢in

||f *g||‘1>,w < ||f||‘1>,w-||g||1,w

esitsizligi saglamir. Burada L2 (G) C LL (G) kapsamasmin gecerli olmasi gerekmez.

4.2.4. L2(G) Agirlikh Orlicz Cebirinde Birim ve Yaklagik Birim

Agrlikhi Lebesgue cebiri L2 (G) nin girigim iglemine gore siirli yaklagik biriminin
varligi Kuznetsova [22] calismasinda incelenmistir. Bu boliimde, L2 (G) agirhkh Or-
licz cebirinin sinirh yaklagik biriminin ve biriminin varligi arastirildi ve gosterildi ki
G yerel kompakt degismeli grup, w agirlik fonksiyonu ve ® siirekli Young fonksiy-
onu ® € A, kogulunu saglamak iizere L2 (G) agirlikli Orlicz cebirinin yaklagik birimi
vardir. Ayrica, G grubu diskret degil iken L2 (@) agirlikh Orlicz cebirinin ||-|| ., nor-
muna gore sinirh yaklagik birime sahip olmadigi ve L2(G) agirhkh Orlicz cebirinin

birimli olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun G'nin diskret olmasi oldugu ispatlandi.

Bundan sonra aksi belirtilmedigi stirece ® Young fonksiyonu siirekli ve ® € A,

oldugu kabul edilecektir.

Teorem 4.2.4.1. L?(G) agirlikhi Orlicz cebirinin kompakt destekli fonksiyonlardan

olugan yaklagik birimi vardir. Yani, en az bir (u,) ag1

Vf € Ly(G), [If * ua = fllow — 0
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olacak sekilde vardir. Ayrica bu yaklasik birim || - ||;,, normuna goére smirhdir.

Ispat: G yerel kompakt grup oldugundan e € G'nin K C G kompakt bir komgulugu
vardir. Eger

V={V|VeV), VCK}

denir ve V kiimesi tlizerinde V1, V5 € Vicin V; > V5 < V) C V5 seklinde bir baginti

tanimlanirsa, (), >) yonlendirilmig kiime olur. Bu durumda her V' € V i¢in

Vv

almirsa, (ey)vey, LE(G) cebirinin yaklagik birimi olur. Gergekten, herhangi bir

f e L2(G) almdiginda z +— L, f fonksiyonu e € G’de siirekli oldugundan
Ve, IW e V.Ve € W, ||L.f — fllow <€

olur. Burada V > W ve V € V olmak tizere Fubini teoremi kullanilirsa,

1f *ev = fllow = [[w.(f xev — flle

~ sup { [ wwltr = e0)) — sl ietlas | [ ety < 1}

=sup{ [ww]|[ so-0X a2 [ e

JRIEOIE 1}
Towldy | [ (otw)hdy < 1}

Jv(y)ldy

= s { /G w(y) 'ﬁ /V (f(y— o) - f(y))da

sop o= { [ ([ wlrtv=a) = sl ) s | [ wiotlay <1}
s [ tar = llste = s 12 = Sl

< ! /5d €
[ xr =
w(V) Jy

VAN

IN

elde edilir. Boylece ey = % ag1 LE(G) agirhkh Orlicz cebirinin yaklagik birimi
olur.
Ayrica yukarida varhgr gosterilen (ey)vey yaklagik birimi || - ||;,, normuna gore

sinirhdir.  Gergekten w agirlik fonksiyonu siirekli oldugundan kompakt kiimede



67

simirhdir. Buradan K C G kompakt kiimesi i¢in de en az bir B > 0 sayisi her
x € K i¢in w(z) < B olacak sekilde bulunur. Béylece her V' € V i¢in
1 1
levlhon = [ Tw@lev(@)ldute) = = [ w@)duto) <~ | Bauta) = B
' G n(V) Jy u(V) Jy
elde edilir.

Not 4.2.4.2. (ey)yey yaklagik birimi || - |1, normuna gore smirli olmasina ragmen
G diskret degil ise LE(G) agirlikli Orlicz cebiri || - ||¢ ., normuna gore simirh yaklagik
birime sahip degildir. G grubu diskret olmasi icin gerek ve yeter kogul ise LE(G)
agirlikli Orlicz cebirinin birimli olmasidir. Simdi bunlar1 gostermek igin gerekli olan

agagidaki onermeleri verelim.

Onerme 4.2.4.3. L2 (@) agirlikli Orlicz cebiri olsun. ¥ tamlayan Young fonksiyonu
icin ¥ € A, olmak tizere L:I;,l(G) dual uzay1 agagidaki sekilde tanimli “o “ iglemine
gore bir LY (G)-modiil olur. Her f € LY(G) veher h € LY, (G) igin ho f € LY_,(G)
carpimi her g € L2(G) i¢in (g,h o f) = (f * g, h) olarak tamimlanir ve acik olarak
girigim ile ifade edilirse de

hof=fxh

seklindedir. Burada her 2 € G icin f(x) = f(—=2) ile tanimhdar.

Ispat : L2(G) agirlikh Orlicz cebiri olsun. Bu durumda
Ly (G)x Ly(G) — Ly (G)
(h,f) = hof

islemini gozoniine alalim.

Ayrica, L2(G) uzaymmn yansimali oldugu ve Teorem 2.0.0.1 kullanilirsa, Holder

esitsizliginden
hof,
lho flly = supltiolol
a20  lglle,
h, f %
— supli_:i_éﬁl
20 |l9lle.
< 2[[flw o1 1f * gllow
470 lglla.,

elde edilir. Ote yandan, f,g € L2(G) icin ||f * gllow < ||f|low-]|9]]ew oldugu
kullamilirsa da

1o fllgw- < 2l1llw - [[fllow
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bulunur. Son olarak da || - ||y, < 2|| - _, oldugundan

1190
o fllww-—r < 2[[ho fl[g w1 < 4lAllwwr|]fllow
ve boylece LY | (G) uzaymm L2 (G)-modiil oldugu elde edilir.
Uyar1 4.2.4.4. L _,(G) ve Ly, (G) uzaylar igin
LY \(G) € L34 (G) = LY(G) € LE(C)
gegerlidir. Gergekten ilk kapsamanin dogru oldugu kabul edilsin. Her f € LY (G)

icin fw € LY(G) oldugundan

<f_w> w e LY(G)
w
olur. Buradan ise (fw)w € L} _,(G) C L>.,(G) ve béylece (fw)w € L2, (G) olur.

Bu ise fw € L>®(G) ya da egdeger olarak f € L:°(G) olmasidir.

Teorem 4.2.4.5. G diskret degil ve ¥ tamlayan fonksiyonu i¢in ¥ € A, ise L2(G)

agirlikli Orlicz cebiri || - ||g, normuna goére simurh yaklagik birime sahip degildir.

Ispat : L2(G) agirlikh Orlicz cebiri olsun. Onerme 4.2.4.3’den LY (@) uzaymm

L2 (@) Banach cebiri iizerinde
hof=fxh f(z)=f(—z),f € Ly(G),h € Ly-(G)

islemine gore Banach L2 (G)-modiil oldugu biliniyor. Kabul edelim ki L?(G) agirhkh
Orlicz cebirinin L?(G) uzaymda siirh yaklagik birimi var olsun. Bu durumda He-
witt ([12] , Teorem 32.22)’'den L} _,(G) o L3 (G) kitmesi L, (G) uzayimmn kapali alt

uzay1 olur. Yani

LV (G) o L3(G) ™™ = LY (G) o L(G) (4.32)

gecerli olur.

Ote yandan, LY ,(G) o L2(G) uzay1 LY ,(G) uzaymda yogundur. Bunu géstermek
igin ise LY (G) o L (G) alt uzaymm K C G kompakt kiime olmak tizere tiim yx
karakteristik fonksiyonlarimin olugturdugu { xx|K C G kompakt } kiimesinde yogun
oldugunu gostermek yeterlidir. Ciinkii, ¥ € Ay oldugundan {xx|K C G kompakt }

kiimesi de L}, (G) uzaymda yogundur.
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Bunun i¢cin K C G kompakt kiimesi alinsin. Boylece e € G birim elemaninin

kapanisi kompakt ve simetrik (V' = —V) bir V' komsulugu i¢in
Xv =x-v € Ly(G) ve xiyv € Ly (G)

alinirsa ve
1 1.
fv= (V) (Xr+v * Xv) = (V) (Xv © Xx+v)

olarak tammlamrsa xy € LY _,(G) ve xx4v € LE(G) oldugundan
fv € Ly (G) o Lyy(G)
olur. Ayrica fi fonksiyonunun tanmimindan kolayca goriiliir ki
Xk < fv < Xx+viv
gecerlidir. Buradan ise 0 < f) — xx < Xx+vev — Xx Ve boylece
Ixx = frllww—r < lIxx = Xxavev]low (4.33)

saglanir. Burada w agirhk fonksiyonu K’ = K + V + V\K kompakt kiimesinde
alttan sifir ile sinirh oldugundan en az bir A > 0 sayist her v € K +V +V\K C K’
icin A < w(x) olacak sekilde bulunur. Boylece agagidaki esitsizlik elde edilir.

1
Ixx — XK—&-V—&-VH\I!,w*l = sup { / ——xk(2) = Xg+viv(@)].Jv(x)|dp
G w(a:)

[ ¥lot@au < 1}
<[ o i N [ et <1}
< s [ g [ #odn <1}

Diger taraftan, K’ C G kompakt oldugundan Sonug 4.1.3.28'den L*(K') C L'(K")
gecerlidir. Boylece, [, ®(|v(z)|)dpu < 1 saglayan v € Ly (G) fonksiyonlar icin

1
Ixre = Xx+vivilew— < 1 lv(x)|dp < +o00
K+V4V\K

olur. (4.33) esitsizliginden ise
1

lIxx = fvllowr < lIxe — xg+v4v|ow1 < 1 lv(x)|dp
K+V4+V\K
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bulunur. fy = ﬁv)(XKJrV * xv) oldugundan p(V) — 0 igin limite gegilirse de
Xv
Ixx = (X+v * =75 |lww-r = 0
vy

elde edilir. Buise L} _,(G)oLy(G) C LY_,(G) alt kiimesinin {yx|K C G kompakt }
kiimesinde yogun olmasidir. Karakteristik fonksiyonlar kiimesi ise L), uzaynda

yogun oldugundan
—Lg_l 5 LE(G)H'H\I;,w—l _ v,

olur. (4.32) esitliginden ise

elde edilir.

Buradan, herhangi bir h € LY_,(G) almwsa en az bir f € L2(G) ve en az bir
g € LY _,(G) fonksiyonu
h=gof=7[xg

olacak gekilde bulunur. Boylece, her x € G i¢in Holder esitsizliginden

mmn:=|ﬁ*munzk/f@—ymwmmw‘

:‘/f ~ )g(w)duly ‘ [ sty

< 2|[Lafllewllgllww— < 2w(@)- || fllewllg]lww

olur. Buradan ise her z € G igin

()]

w(z)

< 2[fllewllgllww-r < o0
ve boylece 2 € L>(G) elde edilir. Buradan

Ly1(G) € Ly (G)
kapsamasi gecerli olur. Uyari 4.2.4.4’den ise
Ly (G) C Ly (G)

bulunur. Lemma 4.2.1.1°den ise G diskret olur. Bu ise hipotez ile celigir.
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Sonug 4.2.4.6. L2(G) agirhkh Orlicz cebirinin birimli olmasi icin gerek ve yeter

kosul G nin diskret olmasidir.

Ispat : «<: Kabul edelim ki G diskret olsun. Bu durumda i, G iizerinde sayma

Olctisiidiir. e, G grubunun birim elemani olmak tizere

Xe: G — {0,1}
1 ,z=e
x HXe(x):{o T #e

seklinde tammmli y. karakteristik fonksiyonu alinsm. y. € LE(G) olmak iizere her

f e L2(G) ve her z € G igin

(= £)@) = [ 3ol = ) @)duy) = Bpecrele = )-10) = £
olur. Boylece x., L2(G) cebirinin birimi olur.
=: L2(G) agirhkh Orlicz cebiri birimli ve birimi de ¢ € L®(G) olsun. Yani, her
€ L2(@)igin fxg=gxf= folsun. Budurumda U, e € G birim elemaninm bir

komsulugu ve keyfi € > 0 alinsin. Teorem 4.2.4.1’den en az bir f € C.(G) fonksiyonu
supp(f) C U ve

1f*g—gllew <e

olacak gekilde bulunur. Burada f % g = f oldugundan

1f = gllow <

olur. || - ||gw norm tammmdan [, ¥(Jv(x)|)du(x) < 1 olmak iizere
e>|[lf—9llow > / w(m)|f(95)—9($)|-|U($)|-d/t(l“)+/ w(@)|f(x)=g(@)|-lv(2)].dp(z)
U a\U

zéww@m@wwmmmm

gegerlidir. Buradan, x € G\U olmak tizere w(x)|g(z)|.|v(x)] = 0 olur. Fakat her
z € Gicin w(z) > 0 dir. Ote yandan v € LY (G) fonksiyonu v(z) # 0 olarak secilirse
her x € G\U ig¢in g(x) = 0 elde edilir. Yani,
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reG\U=g(x)=0

dir. Burada, e € GG birim elemeninin U komsulugu da keyfi oldugundan

supp(g) € {e}

olur. Boylece p({e}) > 0 elde edilir. Aksi halde G {izerinde hemen hemen heryerde
g = 0 olur ki bu g fonksiyonunun L®(G) cebirinin birimi olmasi ile gelisir. Onerme

2.0.0.14’den ise G grubu diskret olarak bulunur.

Yukarida verilenlerinden ¢zel halde w = 1 ise agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.2.4.7. Ozel halde w = 1 i¢in L®(G) Orlicz cebiri olmak iizere agagidakiler

gecerlidir.

(i) L*(G) Orlicz cebirinin kompakt destekli fonksiyonlardan olugan ve || - ||; nor-

muna gore sinirh yaklagik birimi vardir.

(ii) G diskret degil ve ¥ tamlayan fonksiyonu ¥ € A, saghyorsa L®(G) Orlicz

cebiri || - || normuna gore sinirh yaklagik birime sahip degildir.

(iii) L®(G) Orlicz cebirinin birimli olmast igin gerek ve yeter kogul G nin diskret

olmasidir.

Ote yandan, ® N- fonksiyon olmak iizere [1] caligmasimda L®(G) Orlicz cebirinin
sinirh yaklagik birime sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul G diskrettir olarak elde

edilmistir.

Yine L2(G) agirlikh Orlicz cebirinin sahip oldugu yukaridaki ozellikler, 6zel halde
O(z) = %p, 1 < p < oo, almirsa LP (G) agirlikhh Lebesgue cebirleri igin de gegerli

olur.

Sonug 4.2.4.8. [21, 22] 1 < p < oo i¢in LP (G) Banach cebiri olsun. Bu durumda

yukaridaki Teoremlerde ®(z) = %P alinirsa,

(i) LP(G) Banach cebirinin de kompakt destekli fonksiyonlardan olusan yaklagik

birimi vardir.

(ii) Eger G diskret degil ise de ¥(z) = % € A, oldugundan L2 (G)'nin yaklagik

birimi || - ||, normuna gore sirh degildir.
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(iii) LP (@) nin birimli olmas: i¢in gerek ve yeter kogul G diskrettir.

elde edilir.

4.2.5. A(L®(G)) Maksimal idealler Uzaymin é?p(w) Genellestirilmis Karakter-

ler Uzay1 Olarak Belirlenmesi

Bu bolimde G yerel kompakt degismeli grup, w agirlik fonksiyonu ve ® Young
fonksiyonu olmak iizere L2(G) agirlikli Orlicz cebirinin, A(L2(G)) ile gosterilen,
maksimal idealler uzay: belirlenecektir. Ozel olarak belirtilmedikce, bu bolimde ®

siirekli ve ® € A, kogulunu saglayan fonksiyon olarak alinacaktir.

Simdi, L2(G) agirlikh Orlicz cebirinin maksimal idealler uzaymi belirlemek igin

gerekli olan agagidaki tanim ve teoremleri verelim.

Tanim 4.2.5.1. G yerel kompakt degismeli grup, w agirlik fonksiyonu ve (&, )
de A, kogulunu saglayan tamlayan Young fonksiyon cifti olmak tizere v : G — C

fonksiyonu

1) ~ siirekli

2) Vo,y € G, ~(z+y)=v(x)(y)
3) Ve e G, ~(z)#0
4) e L¥(G)

kogullarini saglarsa v fonksiyonuna G' grubunun ¥ ve w tarafindan belirlenen genellestiril-
mis karakteri denir ve G grubunun ¥ ve w tarafindan belirlenen tiim genellestirilmis
karakterlerinin kiimesi Gy (w) olarak gosterilir ve G nin kompakt alt kiimeleri tizerinde

diizgiin yakinsamanin belirledigi topolojiye sahiptir.

Teorem 4.2.5.2. G yerel kompakt degismeli grup ve w : G — R* agirlik fonksiyonu

olsun. Bu durumda, G, G grubunun karakter grubunu gostermek tizere bir 7y €

@(M) icin

~

G — Gow)

a — QY
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dontigimi birebir ve igine olur.

Ispat: G tammndan o € G igin a : G — C siirekli, her z,y € G icin alzy) =
a(x)a(y) ve |a(x)] = 1 gegerlidir. Yine C/?;(w) tanimindan vy, € C/?;(w) i¢in
Yo : G — C siirekli, her z,y € G i¢in vo(zy) = Yo(2)70(y) ve her z € G ve yo(x) # 0
ve 2 e LY(G) gegerli olur.

Boylece, her z € G igin

|(70)(2)] = [e(2)]-[r0(x)] = |70 (2)]

olur. (LY (G),]| " ||w.w-1) normlu uzay oldugundan ise

[lerollww-1 = [ asol Hlew-1 = 11 1ol [le.w-t = [0l lww-r < +o0

bulunur. Buradan a.vy, € é;(ﬂ)) elde edilir. Bu ise o — a.v doniigiminiin iyi
tamml olmasidir. Bu déniigiimiin birebir oldugu ise her z € G igin a(x) # 0

olmasindan kolayca goriiliir.
Teorem 4.2.5.3. L®(G) agirlikh Orlicz cebiri olmak iizere her v € Gy (w) genellestiril-
mig karakteri i¢in ¢, : L2(G) — C lineer fonksiyoneli
olf) = [ Hepalds, f e LYG)
G
seklinde tammlansin. Bu durumda ¢, € A(L2(G)) ve vy — ., doniigtimi Gy(w)'den

A(L2(@)) uzayma birebir oérten olur.

Ispat: L2(G) agirhkh Orlicz cebiri olsun.

T:Gew) — ALE(G))
v TO) =g e(f) = / F @)y @)z, ¥ € LE(G)

dontigimiiniin birebir, orten oldugu gosterelim.
Oncelikle, T" déniigiimiiniin iyi tamimh oldugunu yani, her ~ € @q,(w) icin ¢, €

A(L2(G)) oldugunu gosterelim. v € Gy(w) icin v/w € LY(G) oldugundan her
f e L2(G) igin
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_ /G f @)y (@)da

¢~ lineer fonksiyoneli i¢in Holder esitsizliginden

()] < /G

elde edilir. Boylece ¢, lineer fonksiyoneli siirekli olur. Yani I € @\p(w) igin

€ (LE(G))" olur.

v(x

fayuin) s

gl
dr < 2[|wfllell- llv = 2./ fllew/[7lww-r < +o0

Simdi ¢, lineer fonksiyonelinin her f,g € L®(GQ) i¢in ¢, (f * 9) = o, (f)-0,(9)
kosulunu sagladigimi gosterelim. Gergekten de = € Gy (w) olmak tizere her z,y € G

icin y(z +y) = v(z)v(y) oldugu ve Fubini teoremi kullanilirsa

o (f % g) = / (f * 9)(2) T (@)dx

= Gf(x—y)v_m)(/ag(y)dy)d% (@ =z +y)
T (] )

dz, (v(z +y) = v(z)v(y))

esitligi elde edilir.

Son olarak, ¢, stirekli lineer fonksiyonelinin sifirdan farkl oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in f € C.(G) ve f > 0 olsun. Bu durumda K = supp(f) denirse, bir
~Gy(w) igin Supp(ﬁ.f) = K olur. Buradan ;. € C.(G) igin

[L’
|7| Iv )

dx—/f ).Jy(x)|de >0
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bulunur. Béylece, ¢, € A(LE(G)) elde edilir.
Simdi 7 : Gy (w) — A(L2(@)) déniigiimiiniin érten oldugunu, yani

Yo € A(Lf](G)), dy € @\p(w), Oy =

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in herhangi bir ¢ € A(L2(G)) alinsm. Bu durumda
¢ : L2(G) — C sifirdan farkli, siirekli lineer bir homomorfi olur. Buradan ¢ €
(L2(@))" =~ (LY_1(G)) i¢in en az bir n € LY, (G) vardur ki

VfeL2(G /f

olur. O halde, her z € G igin v(z) = n(z) denirse, v € LY ,(G) ve her f € L2(G)

icin
- [ s [ @ = o)

elde edilir. Burada v € @q;(ﬂ)) oldugu, yani v : L2(G) — C fonksiyonunun
Tanmm 4.2.5.1’daki 1),2),3) ve 4) kosullarm sagladigi gosterilmelidir. Oncelikle,
n e LY (G) oldugundan v € LY, (G) olur. Boylece 4) kosulu saglanir.

7 fonksiyonunun diger ii¢ kosulu sagladigim gostermeden 6nce her y € G igin v(y)
fonksiyonunu ¢ cinsinden belirleyelim. Bunun ic¢in ¢ fonksiyonunun homomorfi

oldugu kullanilirsa, her f,g € LE(G) icin

/sﬁ(f)g(y)@dy = @(f)/ 9W)Y(W)dy = o(f).0(g) = (f * g) = /(f*g)( )y(z)da
G G

z/G(/Gf(:If—y)v(fr ) dy—/(/fx— dy)—)
- /G oLy f)g(y)dy

olur. Bu ifadede, f € LE(G) , f # 0 olacak sekilde sabitlenirse her g € L(G) icin

/ (so(f)@ - so(Lyf)> g(y)dy =0
G

bulunur. Béylece, her y € G igin ¢(L, f) = ¢(f).7(y) elde edilir. Ayrica, f # 0 icin
©(f) # 0 oldugundan
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v(y) Z%, Vyeq

olarak yazilir. Burada 7(y) nin tanimi f # 0 olmak iizere f € L2(G) den bagimsizdir.
Gergekten, f,g € L2(GQ) ve x € G igin

(Lyf * g)(x) = /G L, (x — Dg(t)dt = /G fla—t— y)g(t)dt = /G F(@ — D)glt — y)dt
_ /G f(x — 1) Lyg(t)dt = (f * Lyg)(x)

gecerlidir. Buradan, her f,g € L2(G) igin

Lyf*g:f*Lyg

elde edilir. Ayrica, ¢ fonksiyonunu homomorfi oldugu kullanihirsa her f,g € L2(G)
ve her y € G i¢in

Lyfxg=fxLyg= @(Ly,f*g)=o(f*Lyg) = o(L,f)e(g) = o(f)e(Lyg)

olur. Boylece f # 0 ve g # 0 olmak tizere

o(Lyf) ¢(Lyg)

o(f) ©(g)

elde edilir. Buradan

v(y) = yeG (4.34)

fonksiyonu iyi taniml olur.

Simdi ise (4.34) esitligi ile tammlanan ~ fonksiyonunun her z,y € G i¢in y(z +y) =
v(x)y(y) sagladigim gosterelim. Bunun igin f # 0 ve f € L2(G) alnsin. Burada
her y € G igin L, f € L2(G) gegerli oldugu ve « fonksiyonunun tanim kullanilirsa,

her z € G i¢in

— W(Lx(Lyf))
1) = =0

gerceklenir. Ayrica, her z,y € G icin L,(L,f) = L4, f oldugundan,



———— _ P(Laty(f))
vz +y) )
_ @(La(Lyf)) ¢(Lyf)
o(f) ' oLy, f
_ 90<L:v(Lyf)> W(Lyf)
@(Ly f) - o(f)
= (@) (y)

elde edilir. Boylece 2) kosulu saglanir.

Simdi f # 0, f € L2(G) olsun. Buradan her z € G igin L, f # 0 olur. ¢ € A(L2(G))
oldugundan ise her = € G igin (L, f) # 0 olur. Boylece her z € G igin

_o(Laf)
e) = o(f)

elde edilir. Bu ise y fonksiyonunun 3) kogulunu saglamasi demektir.

#0

Son olarak v : L2(G) — C fonksiyonunun siirekli oldugunu gosterelim. Bunun igin

herhangi bir f # 0, f € L2(G) alinsin. Teorem 4.1.6.1’den

G — LY@

x +— L.f

oteleme fonksiyonunun siirekli oldugu biliniyor. Diger taraftan ¢ € A(L2(G))
oldugundan

¢ : L2(G) — C siireklidir. Boylece, bu iki fonksiyonun bilegkesi olan

G — L2(G)—C

fonksiyonu da siirekli olur. Buradan, her z € G i¢in
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fonksiyonunu siirekli olur. O halde vy fonksiyonu 1), 2) 3) 4) kosullarii sagladigindan
v € Gy(w) elde edilir ki bu da

doniisimiiniin orten olmasi demektir.

Simdi, 7" déniigtimiiniin bire bir oldugunu gosterelim. Bunun i¢in v, n € (/};(w) i¢in

T(v) = T(n) oldugunu kabul edelim. Buradan

Oy =@y = vaL(D(G) ‘Pw(f)_ﬁon(f)zo

+ [ (s <x>n<>)d ~0
= /f )d:c

elde edilir. Boylece 0 = ¢, — ¢, = ¢, € (L2(G))" ~ LY ,(G) olur. Buradan

hemen hemen her x € G igin

V(@) =n(z) = 0= (z) = n(z)
elde edilir. ~ siirekli fonksiyon oldugundan ise her z € G igin y(z) = n(x) yani vy =g

elde edilir. Boylece T' doniigiimii birebir olur.

Teorem 4.2.5.3’den agagidaki yeni sonuclar da elde edilir.

Sonug 4.2.5.4. Eger w = 1 ise L®(G) Orlicz cebirinin maksimal idealler uzay ile

U ve w = 1 tarafindan belirlenen genellestirilmis karakter uzay1 ayni olur. Diger bir

deyigle A(L?(G)) = Gy elde edilir.

Sonug 4.2.5.5. L®(G) ve L®(G) Banach cebirleri ve her x € G igin w(z) > 1 ol-
mak iizere L2(G) C L*(G) olur. Boylece genellestirilmig karakter uzaylar igin de
Gy C é;,(w) elde edilir.

Teorem 4.2.5.3’in bir diger sonucu ise ®(z) = %, 1 < p < oo, alindiginda L (G)
agirlikli Lebesgue cebirinin maksimal idealler uzayimin belirlenmesidir ki ayni sonug

Kuznetsova [21] calismasinda verilmigtir. Fakat kullanilan teknikler ayni degildir.
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Sonug 4.2.5.6. [21] 1 < p < oo i¢in LP (G) Banach cebiri olsun. Bu durumda,

141 =1 olmak iizere Teorem 4.2.5.3’de ®(z) = %p alimirsa Lp,,(G) agirhkh Lebesgue

P q
cebirinin maksimal idealler uzay1 i¢in A(LP (G)) = G,(w) bulunur.

4.2.6. L2(G) Agirlikli Orlicz Cebirinin Yaribasitligi

Agirlikl Lebesgue cebirleri L (G) 'nin radikal cebir olmadigi ve yaribasit cebir oldugu
biliniyor [21]. Bu béliimde L2 (G) agirhkh Orlicz cebirinin radikal cebir olmadig1 ve
bir yaribasit cebir oldugu Banach cebir yapisindan gelen klasik teknikler kullanilark
gosterilmistir. Ayrica, bu béliimiin sonunda L2 (G) agirlikli Orlicz cebirinin L*(G)
Banach cebirinin bir alt cebiri olarak diigiiniilebilecegi gosterilmigtir. Boylece [21]
calismasinda L (G) icin kullamlan tekniklerin LE(G) agirhkli Orlicz cebirleri icin

de gegerli oldugu gozlemlenmigtir.

L2(G) Agubkl Orlicz Cebiri Radikal Cebir Degildir

Teorem 4.2.6.1. L®(G) agirlikh Orlicz cebiri ise L2(G) radikal cebir degildir.

Ispat: L2(G) agirlikh Orlicz cebiri olsun. rad(L2(G)) # L2(G) oldugunu gosterelim.

Bunun igin ise bir f € L2 (G) fonksiyonunun n € N igin

frefafeeenf
—_—

olmak tizere
. nil/n
Tim [ "], >0

olacak gekilde var oldugunu gostermek yeterlidir (Teorem [24]). Simdi e, G grubunun
birim elemanini gostermek tizere U € V(e) komsgulugu simetrik (r € U = —z € U),

U kompakt, olacak sekilde secilsin.

w agirhgr kompakt kiimede siirli oldugundan

0 < M =sup{w(z)|lz € U} < +0
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olur. Ayrica n € N igin nU = U+ U + ...+ U denirse, her x € nU icin x =

ntgne
r1+To+ ...+ T, 1, T0,...,x, € U seklinde yazilir. Buradan, her x € nU igin

w(x) =w(x, +x2+...+x,) < w(x)w(s..... T,)
< w(xy)w(z).. ... w(zy,)
< MM..... M = M"
ve boylece her x € nU igin
w(x) < M" (4.35)
gecerli olur. Diger taraftan her x € G igin
w(e)

w(x) >

(4.36)

w(x~1)

oldugu da agirlik fonksiyonu tanmimindan kolayca goriiliir.

Eger f = xy olarak almirsa her n € N ve [, ¥(|v(z)|)dz < 1 kogulunu saglayan her
v e LY(G) igin (4.35) ve (4.36) "den

17l = sup { [ ot @it [ w(uwis < 1}

> [ ul@). @@l > [ Jﬂ.un(w»v(m)\dm

z!)
_ /‘ xv)" :}:

) dz,  supp(f") = supp((xv)") € nU
(xv)"

)-v(x) (xv)" (z).v(x)
L oz e, [ R
w(e) (

Mn
- / (w) @) fo(o)lds

olur. Burada [, ¥(|v(z)|)dz < 1 kosulunu saglayan her v € L¥(G) fonksiyonlari

dzx

iizerinden supremum alinirsa Orlicz normu tanimindan

w(e)
Mn

1" lew = JOxw) e

elde edilir. Ayrica, Sonug 4.1.3.18’den en az bir ¢ > 0 igin ||(xv)"||e > c||(xv)"|]
oldugu biliniyor. Boylece

w(e)

an”(bu)_ Mn

cl|(xw)"h (4.37)

bulunur. Buradan ise

1/n
n 1/71 & 1/n
1 e = = - 1Ocw)" [l
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ve n — oo i¢in limite gegildiginde

1
. n 1/n . n 1/n
T (177137, > = lim [[xg /" > 0

olur. Boylece f & rad(L2(G)) olur.

L2(G) Agurlikly Orlicz Cebiri Yarbasittir

Teorem 4.2.6.2. L%(G) agirhikh Orlicz cebiri yaribasit cebirdir.

Ispat: L2(G) agirhikh Orlicz cebiri olsun. Teorem 4.2.6.1den LE(G) cebirinin
radikal cebir olmadig1 biliniyor. Boylece en az bir sifirdan farkh ¢ € A(L2(G))
vardir. Teorem 4.2.5.3’den ise en az bir v € C/J;(w) stirekli fonksiyonu vardir ki her
f € L2(Q) i¢in

AN =) = [ 73 @uta)

saglanir. Eger, her a € G i¢in ¢, stirekli lineer fonksiyoneli
eolf) = | f@) @A) . f € LG

seklinde tanmmlanirsa, a.y € C/J;(w) oldugundan ¢, € A(L2(G)) olur.

Simdi, herhangi bir f € rad(L2(G)) C L2(G) alinsm. Buradan 7 € é},(w) C
LY_,(G) olmak tizere Holder esitsizliginden f.7 € L'(G) olur. Boylece, rad(Ly(G)) =
N PEA(LE(G)) ker(¢) oldugu da kullanilirsa, ]?.\7, f.7 fomksiyonuna karsi gelen Fourier

dontisiimiinii gostermek iizere her o € G i¢in

Fte) = [ ()W) aleldnte) = ea(5) =0

elde edilir. A(LY(G)) = G olmas1 ve L'(G) de Fourier déniisiimiiniin tekligi teo-
reminden hemen hemen heryerde f.y = 0 olur. Fakat her x € G igin v(z) # 0
oldugundan hemen hemen heryerde f = 0 bulunur. Alman f € rad(L2(G)) keyfi

oldugundan ise

rad(Ly(G)) € {0}
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ve boylece L2 (@) yaribasit cebir olur.

Teorem 4.2.6.1 ve Teorem 4.2.6.2°de 0zel olarak w = 1 alinirsa asagidaki yeni sonug

elde edilir.

Sonug 4.2.6.3. L®(G) Orlicz cebiri yaribasit cebirdir.

Ote yandan, w = 1 6zel durumunda ® N-fonksiyon olmak iizere L®(G) Orlicz ce-
birinin yaribasit oldugu Akbarbaglu ve Maghsoudi [1] cahgmasinda da gosterilmigtir.
Fakat, Teorem 4.2.6.2'de kullamlan teknik ile [1] ¢aligmasinda kullamlan teknik
farkhdir.

Yukaridaki iki teoremden elde edilen diger bir sonug ise asagidadir.

Sonug 4.2.6.4. [21] Ozel olarak ®(z) = % olmak iizere L®(G) = LE (G) agirlikh
Lebesgue uzayimin girisim iglemine gore degismeli Banach cebiri olmasi durumunda

LP (G) Banach cebiri de bir yaribasit cebir olur.

Not 4.2.6.5. Teorem 4.2.6.1 ve Teorem 4.2.6.2 kullanilan teknikler [21] cahgmasinda
LP (G) i¢in kullanilan tekniklerden farkl olmakla beraber agagida benzer tekniklerin

L2(@G) agirhikh Orlicz cebiri i¢in de caligtigr belirtilmistir.

L2(G) Agurlikl Orlicz Cebiri I¢in £2(G) C LY(G) Alnabilir

G yerel kompakt degismeli grup, w ise her x € G igin w(z) > 1 kogulunu saglayan
agirhk fonksiyonu ve ® Young fonksiyonu olmak iizere LE(G) C L1 (G) ise L2(G) C
LI (G) C LYG) oldugu ve L2(G) uzaymm girisim iglemine gére Banach cebiri
oldugu biliniyor (Teorem 4.2.3.1). Tersi ise dogru degildir, yani L2(G) Banach
cebiri ise LE(G) C LL(G) olmas: gerekmez (Ornek 4.2.3.3). Fakat L2(G) Banach
cebiri ise Kuznetsova [21] ¢alismasindaki teknikler LE(G) agirlikh Orlicz cebirine
uygulanarak, Teorem 4.2.6.7°deki anlamda LT(G) C L'(G) olarak alnabilecegi
gosterilir ve boylece L'(G)'nin Banach cebiri yapisindan gelen ozellikleri de kul-
lanilarak L®(G) Banach cebirinin yaribasit oldugu Teorem 4.2.6.2’dekinden farkh

olarak da elde edilir.
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Oncelikle L2(G) C LY(G) olmasi igin gerek ve yeter kogulu belirten agagidaki gozlemi

verelim.

Lemma 4.2.6.6. (, V), Ay kosulunu saglayan tamlayan Young fonksiyon ¢ifti ol-

mak tlizere agagidakiler esdegerdir.
i) Ler¥G)
ii) Ly(G) € LYG)
iil) L>(G) C LY .(G).

Ispat: i) = ii) : 2 € LY(G) olsun. L®(G) C L'(G) kapsamasini gostermek igin
herhangi bir f € L?(G) alinsin. Buradan fw € L®(G) olur. Holderr esitsizliginden

1se

1= z)|du(x) =
171 /G!f( Y dpu(x) /G
ve boylece f € L'(G) elde edilir.

1
w(z)

f(@)w(x). dp(r) < HfU)H@-H%Hw < +o0

i1) = 74i) : Kabul edelim ki L2(G) C L'(G) olsun. Buradan dual uzaylara gegilirse

(LHG), - 1) € (LG, [ - 1) (4.38)

olur. Ote yandan, Sonug 4.1.3.18'den en az bir ¢ > 0 sayisi her f € L2(@Q) icin

11l < el e

olacak gekilde vardir. Buradan yine dual uzaylara gecildiginde

(L (G [l [10)" € (La(G) 1] Hlow)” (4.39)

bulunur. Boylece (L'(G))* = L*(G) ve ® € A, igin (LY (G))* = LY _,(G) oldugu
kullanihirsa (4.38) ve (4.39) den

L¥(G) = (LY(G))" € (Ly,(G)" = Ly (G)

elde edilir.

i) = i) : L™®(G) € LY (G) oldugunu kabul edelim. 1 € L*(G) oldugundan
1€ LY (G) olur. Buradan ise + € LY(G) elde edilir.

w
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Teorem 4.2.6.7. LE(G) agirlikh Orlicz cebiri ise az bir @ agirhigi, L2(G) C LY(G)

ve L2(G) = L2(G) olacak sekilde vardar.

Ispat: L2(G) agirhkl Orlicz cebiri radikal cebir olmadigmdan A(L2(G)) # 0 olur.
Buradan sifirdan farkh bir ¢ € A(LE(G)) vardir. Diger taraftan Teorem 4.2.5.3’den
en az bir y € GA\I,(w) vardir ki, ‘l—‘ € LY(G) ve

vf e L2(G), of) = /G f(2) 7@ du(z)

seklinde yazilir.

w(x)

Eger w = 27 seklinde almrsa, her 2 € G igin w(x) = Sy > 0 ve
1
woow

olur. Boylece Lemma 4.2.6.6’den L2(G) C L'(G) elde edilir.

Ote yandan, her z,y € G icin y(z 4 y) = v(2)7(y) oldugundan

et ul - R = R h@he) O

bulunur. Béylece w fonksiyonunun G iizerinde bir agirlik fonksiyonu olur.

Wz +y) = wty)  wty) _ w($)|:w(y) w(z) w(y) .

Simdi, w = ‘:’—‘ agirlik fonksiyonu igin L2(G) ile L2(G) uzaymin izometrik izomorf

oldugunu gosterelim. Bunun icin

T:L2(G) — LG
[ T = fh

doniigiimii tanimlansi. 7" doniigimiiniin lineer ve orten oldugu acgiktir. Ayrica, her

f € L2(Q) i¢in

T oo = [1f-lllawa = 155l = H%-f-h!

= [lw-flle = [[flle.w
P

oldugundan 7' dontigiimi izometri olur.
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Son olarak T doniisiimiiniin her f,g € L2(G) i¢in

T(f*g)=T(f)*T(g)
sagladigini gosterelim. Bunun icin herhangi iki f, g € L2(G) alinsim. Girigim iglemi

tanimindan ve her x,y € G igin v(x) = v(x — y).7(y) oldugundan

(T(f*9)(x) = (fxg))(x)=(f*g)(@)|y(x)| = /Gf(ﬂs —y)g()y(z)|duy)
= /Gf(:v =)y =yl lv(W)l-9(y)-du(y)

= /G(fhl)(l‘—y)-(glvl)(y)du(y) = (fIv] * gly]) (=)
= (T(f)*T(9))(x)

olur. Buradan T'(f*g) = T(f)*T(g) elde edilir. Ayrica, T' doniigiimiiniin izometrik

izomorfi olmasindan dolay1 L2(G) uzay1 da Banach cebiri olur.

Boylece, Banach cebirlerinde yaribasitlik 6zelliginin cebir izomorfisi altinda korundugu
da goz oniine alimarak Teorem 4.2.6.7 ve Lemma 4.2.6.6’in sonucu olarak asagidaki

Teorem verilir.

Teorem 4.2.6.8. L2(G) agirhikh Orlicz cebiri yaribasit cebirdir.

Not 4.2.6.9. Bu boliimde ® Young fonksiyonu olmak tizere LE(G) agirhikh Orlicz
cebiri ile ilgili teoremler ® Young fonksiyonu yerine N- fonksiyon veya zayif Young

fonksiyonu alinirsa da dogru olur.

4.2.7. L2(G) Agirhikh Orlicz Cebirinin Idealleri

Bu boliimde, G yerel kompakt degismeli grup ve w agirlik fonksiyonu olmak tizere
Ll (G) cebirinin idealleri igin bilinen baz1 sonuglar, L?(G) agirlikh Orlicz cebirine
genellegtirildi. Burada, LE(G) agirhkh Orlicz cebirinin kapah idealleri ve bir alt

uzayinin ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar aragtirildi.

Tk olarak, L. (G) Banach cebirinde oldugu gibi L2(G) agirhikli Orlicz cebirinin kapali
ideallerinin, L2(G) uzaymim otelemeler altinda degigmez kapali alt uzaylaridan

bagka bir sey olmadig1 gosterildi.
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Teorem 4.2.7.1. L®(G) agirlikli Orlicz cebiri olsun. Bu durumda I alt uzayinin
L2 (@) uzayinda kapali ideal olmast icin gerek ve yeter kosul I 'nin 6telemeler altinda

degismez kapali alt uzay olmasidir.

Ispat : L2(G) agirlikh Orlicz cebiri olsun. L& (G) uzay1 Stelemeler altinda degigmez
oldugundan I = L®(G) olmasi durumunda iddianin dogru oldugu goriiliir. Bu ne-

denle I # L2(@G) icin teoremi ispat edelim.

Gereklik ispat1 igin I C L2(G) kapali alt uzaymm bir ideal oldugunu kabul edelim.
Bu durumda, her z € G ve her f € [ i¢in L, f € I oldugunu gosterelim. Bunun igin
herhangi bir x € G ve f € I alinsin.

L?(G) agirhkh Orlicz cebirinin yaklagik biriminin varhgimdan en az bir (ev)yvey(e) C

L2(G) ag1 her € > 0 igin en az bir Vj € V(e)

lev s 7 =l < s (4.40)

olacak sekilde bulunur. Ote yandan, L2(G) uzayr otelemeler altinda degismez
oldugundan L,ey, € L2(G) ve ayrica I ideal oldugundan da (L,ey,) * f € I olur.
Boylece,

(Lxevo) * f = Lx(evo * f)

oldugu da kullanilhirsa (4.40)’den

[[Loevy * f— Laflle, = [|Lalev, * f) = Laflla,
= |[La(ev, * f = e,
< w(x)lley, * f — flla,

£
< w(x) (@) =¢

elde edilir. Buradan L,f € I olur. I kapali oldugundan ise L,f € I bulunur. Bu

ise gosterilmek istenendir.

Yeterlik ispati igin ise I G L®(G) alt uzaymin kapali ve telemeler altinda degismez

oldugunu kabul edelim. Buradan
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Viel, VYeeG, L,fel

olur. Gosterilecek olan ise I 'min bir ideal olmas1 yani

Viel Yge L2(@Q), fxgel

oldugudur. Bunu gostermek icin herhangi iki f € I ve g € L2(G) fonksiyonu alinsin.
Kabul edelim ki f * g & I olsun. Bu durumda I kapali oldugundan f * g & I olur.
Boylece, Teorem 2.0.0.2'den en az bir F' € (LE(G))* siirekli lineer fonksiyoneli

Flr={0} ve F(f*g)#0
olacak sekilde bulunur. Ote yandan, ¥ Young fonksiyonu, ® Young fonksiyonunun
tamlayam olmak tizee (LY (G))* = LY_,(G) oldugundan ise F € (LY (G))* siirekli
lineer fonksiyoneli bir tek ¢ € LY_,(G) fonksiyonu tarafindan

F() = Py = [ he)e@uta) . he LG

seklinde belirlenir. Buradan, f x g € I C L2(G) fonksiyonu icin de

Fso( )I

[y
*
)

[
T — o
—

ve I' = F, oldugundan

F(fx*g) Z/Gg(y)-F(Lyf)-du(y) (4.41)

elde edilir. Burada I alt uzaymin otelemeler altinda degismez oldugu (yani, her
y € Gicgin L,f € I ) ve F|; = {0} oldugu kullamlirsa F'(L,f) = 0 olur ve (4.41)

esitliginden ise
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F(fxg)=0

bulunur. Bu ise F(f *g) # 0 olmasi ile geligir. O halde f* g € I olmaldir. Béylece,
I kapal alt uzay1 bir ideal olur.

Bu teoremin yeni sonuclar1 olarak ise agagidakiler verilebilir.

Sonug 4.2.7.2. L2(G) agirhikli Orlicz cebiri olsun. Bu durumda I C L®(G) kapah

alt uzay olmak iizere
I'idealdir & Vze G,L,(I)C 1.

Sonug 4.2.7.3. Teorem 4.2.7.1’de 6zel olarak w = 1 alhnirsa L®?(G) Orlicz cebirinin
kapali ve otelemeler altinda degismez alt uzaylari ile kapali ideallerinin ¢akigtig elde

edilir.

Sonug 4.2.7.4. 1 < p < oo olmak iizere Teorem 4.2.7.1'de ®(z) = %p alinirsa L (G)
agirlikli Lebesgue cebirinin kapali ideallerinin L? (G) cebirinin kapali ve 6telemeler

altinda degismez alt uzaylar ile ayni oldugu elde edilir.

Simdi, LY (G) agirhkh Orlicz cebirinin ideallerini LY, (G) dual uzayma bagh olarak

inceleyelim. Oncelikle bunun icin gerekli olan notasyon ve tanimlar: verelim.

Genel olarak L (G) agirhkh Orlicz uzay1 ve LY, (G) dual uzay: i¢in f € LE(G) ve
¢ € LY (@) olmak iizere

(f. ) = /G F(@)o@).du(z) = (J *2)(e)

gosterimi kullamlacaktir. Burada, f fonksiyonu ise her z € G icin f(x) = f(—z)

olarak tanimhdir ve Holder esitsziliginden kolayca goriiliir ki

(s D) < A o[ [

gecerlidir.

Ayrica, Reiter ve Stegeman ([32]) calismasmmda L, (G) ve L2 ,(G) uzaylar igin

verilen tanima benzer olarak asagidaki tanim da verilir.
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Tamm 4.2.7.5. f € LY (G) ve ¢ € LY (G) olmak tizere (f,) = 0 ise ¢ ile f
diktir denir ve bu durumda ¢ 1 f yazilir. Eger, I C L2(G) alt vektor uzay: olmak
tizere her f € I i¢in ¢ L f ise de ¢ L I yazlr.

Ote yandan, L2(G) agirlikh Orlicz cebiri olmalk iizere Teorem 4.2.4.3'de LY, (G)
dual uzaymm Banach L?(G)- modiil oldugu, yani g € LE(G) ve p € LY (G) igin
poge LY (G) ve

v 0 gllwwr < [lgllew |llwwr

oldugu gosterildi. Boylece, ¢ o g ¢carpiminin girigim ile ifadesi p o g = g* ¢ gozoniine

alinirsa asagidaki onerme elde edilir.

Onerme 4.2.7.6. L%(G) agirlikh Orlicz cebiri olsun. Bu durumda, f, g € L2(G)
ve p € LY (@) i¢in

(g% f.0) = ([, %) (4.42)

esitligi gecerlidir.

Ispat : L®(G) girhkl Orlicz cebiri olmak iizere o igleminin tammmmdan f, g € LE(G)
ve p € LY (G) i¢in

([:9x¢)= (g% ], ¥)
elde edilir ( Teorem 4.2.4.3 ).

Teorem 4.2.7.7. L¥(G) agirhkh Orlicz cebiri olsun. I C LE(G) alt vektor uzay
ve ¢ € LY (G) olmak {izere

i) Vg € L2(G) igin g* o LT
ii) Vfelicn fxp=0
i) ¢ LI

kosullar1 verilsin. Bu durumda i) = i1) = éii) gegerlidir.
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Ispat : i) = ii) : Her g € L2(Q) icin § * ¢ LT oldugunu kabul edelim. i) sikkinm
dogru oldugunu gostermek icin herhangi bir f € [ alinsin. Diklik tanimindan her

g € L2(G) icin g * p L f veya

(f,g*xe)=0

olur. (4.42) esitliginden ise her g € L2(G) igin

(g f.@) =

bulunur. Ayrica, L2(G) cebiri degigmeli oldugundan her g € L2(G) igin

(9, fx@0)=(f*xg,0) = (g% f,0) =0

elde edilir. Buradan ise

fre LL3(G)
olur. Bu ise f * ¢ = 0 olmas1 durumunda miimkiindiir. Boylece ii) dogru olur.

i) = iii) : Her f € I icin f % ¢ = 0 oldugunu kabul edelim. Yine (4.42) esitligi
kullanilirsa her g € L(G) icin

(g f,0) =g, fx¢)=0

elde edilir. Burada, (ey)vep) , Lo(G) cebirinin yaklagik birimi olmak iizere g

fonksiyonu yerine g = eyinL®(G) alimirsa her f € I ve her V € V(e) icin

<€V*f7(10>:0

olur. Boylece, Holder esitsizligi kullanilarak, her f € [ igin

f@l—k/f (z)

(@) = (v @)+ (ev = Pla)) p@)duta)
/!f ~ (ev  £)(w) 202 dula /Iev*f P02 du(z)

< ||f_€\/*f||<1>w ||§0||‘I’w 1+<6v*f 90

= |If = ev * fllow-l[@llww
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elde edilir. Ayrica, (ev)yey(e) yaklagik birim oldugundan ise her f € I i¢in

[(Fro)l < I =ev* fllowl[éllwwr =0, V€ Vie)

ve boylece (f,¢) = 0 bulunur. Bu ise ¢ L f olmasidir.

Teorem 4.2.7.8. L®(G) agirhkh Orlicz cebiri olmak iizere I C L2(G) ideal ve
¢ € LY_(G) olsun. Bu durumda asagidakiler esdegerdir.

i) Vg€ L2(G) igin g* o LT
ii) Vfelicn fxp=0
i) oLl
Ispat : L2(G) agirhkh Orlicz cebiri, I € L®(G) herhangi bir ideal ve ¢ € LY (G)
olsun. Teorem 4.2.7.7°den i) = ii) = 4ii) oldugu biliniyor. Dolayisiyla bu ti¢ kosulun
egsdeger oldugunu gostermek igin sadece iii) — 4)’nin dogru oldugunu gostermek

yeterlidir. Bunun igin #i7) kosulunun dogru oldugunu yani, ¢ 1 I oldugunu kabul

edelim. Buradan, her f € I icin

(fip) =0

olur. Diger taraftan, I ideal oldugundan her f € I ve her g € LE(G) icin de

(g% f,0) =0

elde edilir. (4.42) esitliginden her f € I ve her g € L2(G) igin

(fig*xp)=(g9*f,p)=0

ve boylece her g € L2(G) icin

gxp L1

bulunur.

Teorem 4.2.7.8’in yeni sonuglar: olarak ise asagidakiler elde edilir.
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Sonug 4.2.7.9. Teorem 4.2.7.8'de w = 1 almirsa L?(G) agirhkh Orlicz cebirinin
herhangi bir I C L2 (@) ideali ve herhangi bir ¢ € LY (G) fonksiyonu igin agagidakiler
esdegerdir.

i) Vg € L*(G) igin g * o LT
ii) Vfelicn fxp=0
i) oLl

Sonug 4.2.7.10. Teorem 4.2.7.8'de 1 < p < oo olmak iizere ®(x) = % alinirsa
LP (G) agurhikh Lebesgue cebirinin herhangi bir I C LP (G) ideali ve herhangi bir
¢ € L? _(G) fonksiyonu i¢in agagidakiler esdegerdir.

i) Vg€ L2 (G) i¢in g* p LI
i) Vfelicn f*p=0
iii) @ LT

Ote yandan, agagidakgi onerme gostermektedir ki L®(G) agirlikh Orlicz cebiri L (G)

cebirinin bir idealidir.

Onerme 4.2.7.11. G yerel kompakt degismeli grup, w agirlik fonksiyonu ve &
Young fonksiyonu olmak iizere @/, (0) > 0 ise LY (G), Ly (G) 'de idealdir.

Ispat : ® Young fonksiyonu ve @', (0) > 0 olmak iizere Teorem 4.2.3.1'den L (G) C
L (G) olur. Yine aym teoremdeki ispat teknigini kullamlarak f € L2(G) ve g €
Ll (G) icin

1 gllew < [ fllowllgllw < oo

esitsizligi elde edilir. Boylece f* g € L2(G), yani L2(G) uzay1 LL(G) de ideal olur.

Sonug 4.2.7.12. Onerme 4.2.7.11°de 6zel olarak w = 1 almirsa L®(G) Orlicz cebiri

L'(G) cebirinin bir ideali olur.

Sonug 4.2.7.13. Onerme 4.2.7.11’de 6zel olarak 1 < p < oo olmak iizere ®(x) = %

alimirsa L? (@) agirhkh Lebesgue cebirinin de L} (G) nin bir ideali oldugu elde edilir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez caligmasinda, G yerel kompakt degismeli grup, w agirlik fonksiyonu ve &
Young fonksiyonu olmak iizere L®(G) agirlikhi Orlicz cebirleri iizerinde galigilmig ve
L2(G) agirlikh Orlicz cebirinin Banach cebiri yapisindan gelen yaribasitlik, siirh
yaklagik biriminin ve biriminin varligi, maksimal idealler uzay1 ve kapali ideallerin

belirlenmesi gibi temel 6zellikleri incelenmigtir.

Yapilan bu galigmadan, 6zel halde 1 < p < oo olmak tizere LP (G) agirhkh Lebesgue

uzaylar1 i¢in de benzer sonuclarin gecerli oldugu elde edilmistir.

Ileriye doniik olarak, bu cahsmada elde edilen sonuclar kullamlarak Banach cebiri
teorisinden gelen carpanlara ayrilabilme, genellestirilmisg spektral sentez ve regiilerlik
gibi ozellikleri de incelenebilir. Yine, LP (G) uzaylan icin yapilan carpanlar uzayi

calismalar L2(G) agirhkh Orlicz uzayimin carpanlar uzaymna genisletilebilir.

Ayrica, L2(G) cebirinin soyut Segal cebiri yapisi da incelenir ve LE(G)nin soyut

Segal cebiri oldugu asagidaki gibi kolayca gosterilir.

@ stirekli Young fonksiyonu ve @', (0) > 0 ise Teorem 4.2.7.11’den L% (G) uzaymin
Ll (G)’de ideal oldugu ve her f € L2(G) ve her g € L! (G) igin

1 gllow < |l w-llg]1

gergeklendigi biliniyor. Ayrica, Teorem 4.2.3.1’den L2(G) C LL(G) uzay1 || - ||e,,
normu ile birlikte girisim iglemine gore Banach cebiridir. ® € A, olmasi durumunda
ise kompakt destekli fonksiyonlarin L2 (G) uzayinda yogunlugundan m =L (G)
elde edilir. Boylece ® siirekli Young fonksiyonu Ay kogulunu saglamak tizere ®'(0) >
0 ise LE(G) C LL(G) Banach cebiri Tanim 2.0.0.4 ’deki kosullar1 sagladigindan bir

soyut Segal cebiri olur.

Boylece, Soyut Segal cebiri ve Segal cebiri yapisindan gelen teoriler de ¢alisilabilir.
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