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Bu calismada, dik bir manyetik alana maruz birakilan iki boyutlu elektron sisteminin
kenar durum enerjileri belli smir sartlar1 altinda yari klasik yaklagiklik ile incelenmistir.
Tek boyutlu harmonik osilator problemine esdeger olan sistemin enerji 6zdegerleri
Maslov indeksi ile iliskilendirilmistir. Ozdes problem silindir bir yiizey igin yar1 analitik
ve yar1 niimerik olarak hesaplanmistir. Niimerik modelleme ile silindir bir geometri
iizerinde tanimlanan kuantum nokta kontaklar ve kuantum Hall ¢ubugu yapilarinda
sikistirilamaz seritlerin olusum sartlar1 incelenmistir. Sikistirilamaz seritlerin kalinliklar
ve konumlar1 Landau seviyeleri olarak bilinen spinsiz parcacik durumu ve Zeeman
yarilmasi olarak bilinen spinli parcacik durumu i¢in belirlenmistir. Seritlerin kapali
ilmik formunda bi¢imlendigi manyetik alan degerinde Aharonov-Bohm fazni
gozleyebilme sartlar1 ongoriilmiistiir.
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In this work, the edge state energies of the two dimensional electron system ,which is
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certain boundary conditions within semiclassical approximation. The eigenvalues of the
energy of the system which is equivalent to one dimensional harmonic problem is
related to Maslov index. Same problem is calculated semi-analytical and semi-
numerical for a cylindrical surface. The formation condition of the incompressible strips
are investigated for both quantum point concats and quantum Hall bar which is defined
on a cylindrical surface by numerical modeling. The width and the location of the
incompressible strips are obtained for a spinless particle called Landau levels and a spin
particle called Zeeman gap. The observation conditions of Aharonov-Bohm phase are
predicted at the value of the magnetic field where the incompressible strips are formed
as a closed loop.
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1. GIRIS

Kuantum fiziginin uygulama alanlarindan biri olan diisiik boyutlu elektron sistemleri,
yar1 iletkenler fiziginde ¢okca ilgi uyandiran ve gesitli ¢calisma alanlar1 saglayan fizik
fenomenlerinden biri olmustur. En iyi bilinen orneklerinden biri yiiksek mobiliteli
GaAs/AlGaAs gibi farkli band araliginda sahip iki fakli yariiletken metaryelin
Molecular Beam Epitaxy (MBE) teknigi ile secili tek bir dogrultu boyunca katman
katman biiylitiilmesi sonucu arayiizeyde form alan iiggen kuyunun taban durumuna
lokalize edilen iki boyutlu elektron sisteminin (2BES) bi¢imlendigi heteroyapilardir
(Ihn, 2010). Iki boyutlu bir sistem iizerinde yiiksek manyetik alan ve diisiik
sicakliklarda gergeklestirilen Hall direnci Ol¢timleri 3-boyutlu tipik bir metaryelde
gozlenen lineer davranistan farkli olarak, basamak davranisi sergiler. Bu olay tam sayili
kuantum Hall olay1 olarak bilinir ve kuantum Hall platolar1 manyetik alanin bazi
degerlerine karsilik gelirken, platolar arasindaki gecis ise lineerdir. 2BES’nde Slgiilen
kuantum Hall direncindeki plato davranisi ve boylamsal Hall direncindeki lineer
davranis yiiksek manyetik alan varhginda Landau kuantizasyonunun bir neticesidir. Tki
boyutlu elektron sisteminde tasinim, yiiksek manyetik alan varliginda olusan
sikistirilabilir ve sikistirilamaz seritler olarak adlandirilan akim kanallarinda gergeklesir.
Birlikte yasayan bu seritlerin varliklar1 elektronik sistemin i¢sel 6zelliklerinden ziyade
sicaklik ve manyetik alan gibi dis parametrelere baglidir (Siddiki ve digerleri, 2010).
Fermi seviyesinin Landau seviyesi ile ¢akisdig1 sikistirilabilir serit bolgesinde sistem
metal gibi davranirken, Fermi seviyesinin iki Landau seviyesi arasinda uzandigi
sikistirilamaz serit bolgesinde ise sistem yalitkan gibi davranir. Boylece manyetik alanin
aldig1 degere bagl olarak sistem metal-yalitkan fazlar1 arasinda gecis yapar. Hall
direncinin plato davranis1 sergiledigi diizliiklerde sistem sikistirilamaz rejimde iken

ardisik iki plato arasindaki gecis bolgesinde ise sistem sikistirilabilir rejimdedir.

Manyetik alan varliginda siklotron hareketi yapan iki boyutlu elektron sisteminin
kuantum mekaniksel davranisini aciklayan en temel model tek boyutlu harmonik

osilatdr problemidir. Sistemin enerji 6zdegerleri Landau seviyeleri olarak da bilinen



harmonik osilator enerjilerine denktir ve siklotron yoriingeleri Landau seviyelerine
yerlesir. Sonlu 6rnek boyutlar1 dikkate alindiginda 6rnek ortasinda klasik siklotron
hareketi yapan elektron, ornek kenarinda siklotron hareketinin duvardan ardigik geri
yansimalaria sebep olan ve si¢rayan yoriingeler olarak adlandirilan davranist sergiler
(Holcomb, 1999). Klasik mekanikte elektronun siklotron yoriingesi keyfi bir enerji
degerinde olabilir iken kuantum mekaniginde ise Bohr-Sommerfeld kuantizasyonu
secili bir dogrultudaki periyodik bir hareket i¢in eylem integralinin kapali bir ¢evrim
boyunca kuantize olmas1 gerektigini ifade eder. Boyle bir sistemin enerji 6zegerlerini
bazi sinir sartlar1 altinda yar1 klasik bir yaklasiklik olan WKB metodu ile belirlemek
miimkiindiir. Bu yaklasikligin gecerli olabilmesi veya uygulanabilmesi igin ise
potansiyelin yeterince yavas degisiyor olmasi gerekir, elektronun de Broglie dalgaboyu
potansiyeldeki degisime kiyasla bircok kez osilasyon yapabilmelidir. Bu yontem 6rnek
simirlarinda enerji 6zgerlerindeki degisimi ve elektronun o noktada kazandigi faz ile
ilgili bilgi verir. WKB metodunun gegersiz oldugu bazi noktalar vardir ki bunlar klasik
donme noktalar1 olarak adlandirilir. Bu noktalarda potansiyeldeki degisimin lineer
oldugu kabul edilerek ¢oziim iiretilir. Bohr-Sommerfeld kuantizasyonunda (Fuchs ve
digerleri, 2010) ifade edilen Maslov indeksi (Keller, 1958) klasik donme noktalarinda

elektronun kazandigi faz ile iligkili olan bir parametredir.

Geometrik bir faz olma 6zelligi ile birlikte Aharonov-Bohm fazini ¢ift yarik deneyinden
farkli kilan temel fiziksel nicelik, birbirine esit uzaklikta bulunan iki yarigmn tam
ortasina yerlestirilen ve i¢inden I akimi gecen sonsuz uzunluktaki bir telin yarattigi
manyetik alanin varhigidir. Koherant elektron demeti yol iizerinde direkt olarak
manyetik alanin etkisini gormemektedir ancak vektor potansiyelinin varligi ekran
iizerinde girisim deseninin kaymasina neden olur. Bunun sebebi elektronun izledigi yol
iizerinde yoldan bagimsiz olarak kuantum dogasi geregi kazandigi fazdir ki bu faz

Aharonov-Bohm fazidir (Aharonov ve Bohm, 1959).

Ilgi gekici bir diger alan ise diiz 2BES’nin disinda silindir yiizeyler iizerinde iiretilebilen
silindirik 2BES’leridir. Silindir geometriye sahip ylizeyleri iiretebilmek igin MBE
teknigi ile iiretilen heteroyapilar iizerinde 6zel tekniklerle bazi kimyasal yontemler
uygulanarak yiizeyin biikiilmesi sonucu egrilik kazanmasi saglanir (Prinz ve digerleri,

2000), (Mendach ve digerleri, 2006). Dik bir manyetik alana maruz birakilan sistemin



dis ylizeyi iizerinde manyetik alanin dik bileseninin etkin olmasiyla uzaysal olarak
degisen manyetik alan varhi§inda fiziksel bir nicelik 6l¢cebilmek i¢in elektronun diisiik
sicaklik ortalama serbest yolu egrilik yarigapi ile kiyaslanabilir mertebede veya daha
biiyiik olmalidir. Geometrisinden faydalanilan silindirik 2BES’nin tasinim 6zellikleri

bilinmedik ve ilging sonuclar dogurabilir.

Bu calismada Oncelikle, kuantum Hall rejiminde kenar durum enerjileri yariklasik
yaklagiklik cercevesinde 6zel smnir sartlar1 dikkate almarak incelenmistir. Sistemi
karakterize eden en ideal durum ise harmonik osilatdr problemidir ve bu sistemin enerji
0zdegerleri konuma bagli olarak elde edilerek, Maslov indeksi ile iliskilendirilmistir.
Silindir bir geometri tizerinde niimerik olarak tanimlanan kuantum nokta kontaklar ve
kuantum Hall ¢ubugu yapilar1 icin dik bir manyetik alan varhiginda sikistirilamaz
seritlerin konumlar1 ve genislikleri belirlenerek, olusum sartlar1 incelenmistir.
Chklovskii modelinin (Chklovskii ve digerleri, 1992) 6ngordiigii elektron yogunlugu,
serit kalmlhigi, bosaltim seriti gibi nicelikler dikkate alinarak hesap gerceklestirilmis ve
spin ile spinsiz parcacik durumlar1 dikkate alinarak hesaplar sonuclandirilmistir.
Sikistirilamaz seritlerin kapali ilmik formunda bi¢cimlendigi bazi manyetik alan
degerlerinde geometrik bir faz olan Aharonov-Bohm fazinin bazi sartlar altinda elde

edilebilecegi ongdriilmiistiir.



2. GENEL KISIMLAR

Bu boliimde yariiletken fiziginin temelini olusturan 2BES’den bahsedilecektir. Bu
sistemler diistik sicaklik ve yiliksek manyetik alan varliginda kuantum Hall olaymin da
temelini olusturmaktadir. Oncelikle klasik Hall olay1 anlatilacaktir sonrasinda kuantum
Hall olaymnin hangi sartlar altinda vuku buldugu, sistemin iletkenlik ve direng gibi
mekanizmalar1 {lizerinde ne gibi teorik ve deneysel sonuglar1 dogurdugundan
bahsedilecektir. Kuantum Hall olaymi daha iy1 6ziimseyebilmek i¢in yiik tasiyicisi
elektronun, elektromanyetik alan altinda klasik ve kuantum mekaniksel hareketi
irdelenecektir. Kuantum mekaniksel tasvir Landau seviyeleri olarak karsimiza
cikacaktir. Son olarak kuantum Hall olaymin gézlendigi 2BES olusan akim kanallar1

anlatilacaktir.
2.1. iKi BOYUTLU ELEKTRON SiSTEMLERI

2.1.1. Si— MOSFET

Iki boyutlu elektron sisteminin (2BES) gozlendigi yapilardan biri olan Si-MOSFET
eklemi; metal plaka, SiO, yalitkam1 ve p-tipi katkili Si yariiletkeninden olusan bir
kapasitordiir. Metal ve yariiletken metaryeller farkli kimyasal potansiyellere sahip
olduklar1 i¢in bir araya getirildiklerinde sistemin denge durumuna gelme egilimi,
metalden sayica serbest elektronun az oldugu p-tipi katkili Si yariiletken malzemesine

elektron transferi ile gercekleserek bandlarmn biikiilmesiyle neticelenir (Sekil 2.1).
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Sekil 2.1: (a) Si-MOSFET (b) Si-MOSFET sematik band diyagramini gosterir.

Metal plaka ile yariiletken arasinda uygulanan potansiyel fark: kap1 (gate) voltaj1 olarak
adlandirilir ve V, ile gosterilir. Metal plaka yariletkene kiyasla daha yiiksek bir
potansiyelde tutuldugu taktirde elektronlar Si-SiO, arayiizeyine itilir. Si alt katmani p-
tipi katkili oldugu i¢cin valans bandindanki elektronlar arkalarinda birer bosluk birakarak
akseptor seviyesini beslemeye baslar. Uygulanan potansiyel fark V, yeteri kadar yiiksek
ise iletkenlik bandinin minimumu Fermi seviyesinin altina dogru kayar ve bdylece
iletkenlik bandinin minimumu elektronlar tarafindan isgal edilir. Bu bolge inversiyon
(tersilme) tabakasi olarak adlandirilir ve genisiligi 3-5 nm civarindadir (Jeckelmann ve
Jeanneret, 2001). Bu genislik elektronun de Broglie dalgaboyu ile kiyaslanabilir
mertebelerde oldugu taktirde kuantum etkiler ortaya ¢ikar ve elektronlar “iki boyutlu”
olarak adlandirilir. Elektron arayiizey diizlemi boyunca serbest olarak hareket
edebiliyorken kuantum mekaniksel etkilerden dolayr diizleme dik olan dogrultu
boyunca hareketi kuantizedir. Akseptor seviyesinin tamamen dolu oldugu bolge ise
tilketim bolgesi olarak adlandirilir, genisligi 500nm civarindadrr (Jeckelmann ve

Jeanneret, 2001) ve serbest tasiyicis1 yoktur.

Yeteri kadar diisiik yogunluk ve diisiik sicaklikta elektronlar iletkenlik bandmin en alt
durumunu isgal eder, z dogrultusundaki hareketleri smirlandirilmis iken xy
diizlemindeki hareketleri serbesttir. Si-MOSFET yapisinda 2BES’nin yogunlugu
uygulanan V, voltaj1 ile kontrol edilir. Bu yapilar 2BES’ nin uygulanabilirligi agisindan

ideal olmasia karsin elektronlar safsizliklardan veya ylizey piiriizliiklerinden sagilmaya



maruz kalabilir (Stomer,1999). Ayrica elektronlar atomlarin titresiminin kollektif bir
sonucu olan fononlardan da sag¢ilmaya maruz kalabilir. Yeterince diisiik sicakliklarda
elektronlar fononlarla olan etkilesimini ithmal edebiliriz. Bu sagilma mekanizmalari

elektronun mobilitesini diisiiriir. Sonug olarak sistemin ¢alisma performansi azalir.

Iki boyutlu elektron sistemini olusturmanmn en etkili yollarndan bir digeri de
elektronlar1 iki farkli yariletken araylizeyine tuzaklamaktwr. Boylece Si-MOSFET

yapisina kiyasla cok daha verimli 2BES olusturmamizi miimkiin kilar.

2.1.2. GaAs-AlGaAs Heteroyapi

Iki boyutlu elektron sisteminin godzlendigi diger bir yap1 olan GaAs-AlGaAs
heteroyapis1t Si-MOSFET ile benzer 6zelliklere sahiptir. 2BES farkli band araliklarina
sahip olan GaAs (Eg=1.42eV) ve Al Ga, As(E,=1.424+1.274x eV) yaruletkenlerinin

araylizeyinde sekillendirilir. MBE (Moleculer Beam Epitaxy) teknigi (Davies, 1998) ile
orgii sabitleri uyumlu olan GaAs ve AlGaAs metaryellerinin atomik katman-katman
biiyiitiilmesiyle GaAs-AlGaAs heteroyapis1 elde edilir. Bu islem siirecinde GaAs
altkatmani lizerine birkag um kalinliginda GaAs tabakas1 biiyiitiiliir sonrasinda GaAs
tabakas1 ~5um kalinliginda AlGaAs tabakasi ile kaplanir. AIGaAs metaryeli iletkenlik
bandinin minimumunu besleyebilmek i¢in n-tipi katkilidir. Bu katkilama arayiizeyden
0.1um mesafede Si safsizliklarmin AlGaAs tabakasina gomiilmesiyle gerceklestirilir
(Stormer, 1999). Iletkenlik bandina kazandirilan elektronlar kararli durumda
bulunabilmek icin daha diisiik enerjiye sahip olan GaAs yariiletkeninin iletkenlik
bandmma go¢ ederek GaAs kuyusuna diiseceklerdir. Arayiizeyde birikmeye baglayan
elektronlar ile arkalarimda biraktiklar1 pozitif yiiklii donor iyonlar1 arasinda olusan
elektrik alan bandlarm biikiilmesine neden olur ve her iki metaryelde kimyasal

potansiyel dengeye gelinceye kadar bu geg¢is devam eder.
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Sekil 2.2: iki boyutlu elektron sistemin gozlendigi tipik bir kristal yapis1 sematik olarak
resmedilmistir. Sistem dengeye geldikten sonra 2BES, GaAs-AlGaAs araylizeyinde form alan
licgen kuyu igerisinde sekillenir.

Iki boyutlu elektron sisteminin olustugu inversiyon tabakasindaki elektron yogunlugu
donor yogunlugu tarafindan belirlenir. Bu teknik modiilasyon katkilama olarak
adlandirilir. GaAs-AlGaAs arayiizeyinde olusan iiggen kuyuda hapsedilen elektronlarin
z dogrultusu boyunca hareketleri kuantizedir. Diisiik sicaklik (T<4 K) ve diisiik tasiyict
yogunlugunda sadece en diisiik durum elektronlar tarafindan isgal edilimistir ve 2BES
icin enerji spektrumu (Klitzing, 1985),

2

o hkxy
E=E,+— 2.1
2m

ile tanimlanir. Burada m” elektronun etkin kiitlesi, k., iki boyutlu diizlemde elektonun

dalga vektorii ve E! ilk elektronik durumun enerjisidir.

Si-MOSFET yapisina gore GaAs-AlGaAs heteroyapisinin avantajlart:

e Arayiizeye hapsedilen elektronlar pozitif yiikli sabit Si iyonlarindan yeterli
mesafede ayrildigindan sagilmaya maruz kalmadan mobilitiye katki saglarlar.
e GaAs ve AlGaAs yariiletkenleri arasinda ylizey pirizliliiginin oldukca

yumusak olmasidir. Boylece yiizey sagilmalar1 indirgenmis olur.



2.2. KLASIK HALL OLAYI

1879 yilinda Edwin Hall dik bir manyetik alana maruz birakilan ince metalik bir
plakanin enine direncinin Ry manyetik alanla lineer olarak degistigini gostermistir
(Sekil 2.3). Klasik Hall olayinda, Hall direnicinin manyetik alan ile lineer bagimlilig1

diisiik manyetik alan degerleri i¢in gecerlidir.

Sekil 2.3: (a) Klasik Hall olaymi tasvir eden geometridir. Hall ¢ubugu xy diizleminde
uzanmustir, diizleme dik z dogrultusunda manyetik alanin varligi sifirdan farkli enine bir
potansiyel farka neden olur. Vy Hall potansiyelini, V boylamsal potansiyeli karakterize eder.
(b) Manyetik alanin bir fonksiyonu olarak klasik Hall direncini gdsterir.

Tipik bir yik tasmimi Olgiimiinde Sekil 2.3 ile tasvir edilen geometri dikkate
alimdiginda, akim C; ve C, kontaklar1 arasinda akitilirken, boylamsal direng C, ve Cj;
kontaklar1 arasinda, Hall direnci ise C; ve (s kontaklar1 arasinda oOlgiiliir. Lineer

davranis sergileyen Hall direnci,

B
R, =—— (2.2)
qn

ile ifade edilir. Burada q tastyict yiikii ve n' tastyic1 yik yogunlugudur. Lorentz
kuvvetinin bir sonucu olan Hall olayinda, manyetik alan yiik tagiyicilarinin ydriingesini
biikerek Ornegin iki zit kenar1 arasinda birikmesine ve bir yogunluk gradyenti

olusmasma neden olur (Goerbig, 2009). Klasik Hall deneyi iletken metaryelin yiik



tastyici tipini ve tasiyici yogunlugu belirlemek i¢in kullanilan standart bir 6lgiim

teknigidir.

Klasik Hall olaymi1 daha efektif olarak anlayabilmek Drude modeli (Ashcroft ve
Mermin, 1976) ile miimkiindiir. Bu modelde bagimsiz yiik tasiyicilarinin hareket
denklemi,

d_P:_e(EJxﬁ]_B 23)

ile karakteriz edilir. Burada negatif yliklii yiik tasiyicisi elektronlarin tagmimini dikkate

aldik. Denklem (2.3) ile ifade edilen hareket denkleminde E ve B sirasiyla elektrik
alan1 ve manyetik alan1 gosterir, son terim ise g¢arpismalardan kaynaklanan sagilma

stirecidir, t ise sacilma zamanidir. Burada dikkate alinan durum, xy diizleminde hareket

eden iki boyutlu elektronlarm f):(px,py) iletkenlik ve direng gibi makroskobik

niceliklerini karakterize eden hareket denkleminin statik ¢oziimleridir, df)/ dt=0. Bu

durumda E, ve E, sirasiyla,

¢E, =——p,B-Px (2.42)
m T

e P,
m T

(2.4b)

elde edilir. Manyetik alan altinda elektronun siklotron hareketini karakterize eden

siklotron frekansi @, =eB/m ile Drude iletkenligi dikkate alindiginda o, :ncezr/ m,

Denklem (2.4) ve Denklem (2.5) yeniden diizenlenebilir. Ayrica akim yogunlugu

j= —eneC olmak tizere,
o,E, = j, +],(0,7) (2.5a)
o,E, = —j (0, 7)+ jy (2.5b)

elde edilir. Bu asamada 6zdireng tensoriinii yazmak miimkiindiir E = p} .
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1 1 or
p= —[ ) ] (2.6)

Kosegen iizerindeki elemanlar boylamsal 6zdirenci temsil ederken, kdsegen lizerinde
olmayan elemanlar ise Hall 6zdirencini temsil eder. Denklem (2.6) ifadesinden Hall

0zdirenci,

Pu=—""=—— 2.7)

olarak elde edilir. letkenlik tensdrii ise 6zdireng matrisinin tersinden o =p~' elde edilir.

o= [1 _m] (2.9)

l+ov° (o1 1

Yukaridaki ifadeden de agikca goriilecegi iizere Hall 6zdirenci manyetik alan ve

elektron yogunluguna baglidir.

2.3. KUANTUM HALL OLAYI

Diisiik sicaklik (~4K) ve yliksek manyetik alan altinda (~15T) iki boyutlu elektron
sistemleri iizerinde yapilan Hall deneylerinde Hall direnci ile manyetik alan arasindaki
iliskinin lineer olmadigi goézlenmistir. Yik tasyicilarinin bulundugu diizleme dik
manyetik alanin etki ettigi 2BES’nde Hall direnci, belli manyetik alan araliklarinda
sabittir 0yle ki plato olarak adlandirilan diizliikkler formunda bigimlendigi gézlenmistir.
Bu olay ilk kez 1980 yilinda von Klitzing tarafindan Si-MOSFET ornekler iizerinde
gergeklestirilen Hall deneyinde ortaya ¢ikmistir (Klitzing, 1980).

Platolarin degerini karakterize eden Hall direnci, i bir tam say1 olmak tizere R, = h/ie?

degerlerinde kuantizedir, h Planck sabiti ve e elektronun yiikiidiir. Klasik Hall olayinda
sabit olan boylamsal direncin ise giiclii manyetik alan varliginda osilasyonlar yaptigi
gozlenmistir. Bu osilasyonlar Shubnikov de Haas (SdH) osilasyonlar1 olarak bilinir ve
osilasyon genligi artan manyetik alan siddetiyle artar. Hall direncinin plato davranisi

sergiledigi manyetik alan degerlerinde SdH osilasyonlarinin minimumunun R sifira

yaklastig1 gdzlenmistir. Ik plato degerine i=1 karsilik gelen Hall direnci von Klitzing
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sabiti olarak adlandirilir ve 1990 yilindan itibaren standard direng birimi olarak

kullanilir R o, =25812.807€2.
(a) (b)

1500 15000

1000 I . ‘\—- 10000

S _t 7
” = —
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500 6 —5000
% 1 - 2
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Sekil 2.4: (a) Kuantum Hall cubugunun sematik bir resmini tasvir eder. Vy,=R,,/I, Hall
potansiyeli ve V,=R/I, boylamsal potansiyeli temsil eder. (b) Tam sayili kuantum Hall olayimi
gosterir. Ry, Hall direncine karsilik gelen platolar1 ve Ry, boylamsal dirence karsilik gelen
osilasyonlari belirtir.

Iki boyutlu elektron sistemleri {izerinde gergeklestirilen Hall deneylerini farkli kilan ise
kuantum mekanigi dogasidir. Klasik olarak, manyetik alan varliginda elektronlar
siklotron yoriingeleri ¢izerek hareket eder. Kuantum mekaniksel olarak, yiiksek
manyetik alan altinda elektronlar sadece izinli siklotron ydriingelerinde bulunabilir ve
bu yoriingeler Landau manyetik kauntizasyonu olarak bilinir (Aznar, 2007). Kuantum
Hall olaymnin olusum temelinde iki boyutlu elektron sisteminin durum yogunlugunun
yiiksek manyetik alan varliginda & fonksiyonu seklinde kuantize olmasi sonucu enerji
band araligmin olusmasindan kaynaklanir. Ayrica kuantum Hall olaymin
gozlenebilecegi diisiik sicaklik limiti, termal sicakligin Landau enerjisinden ¢ok daha

disiik k,T <<, oldugu limittir.

2.4. MANYETIK ALAN VE ELEKTRIK ALAN VARLIGINDA ELEKTRONUN
KLASIK HAREKETI
Kuantum Hall olaymi anlayabilmek ic¢in 6ncelikle elektronun manyetik alan varliginda

davranisint klasik olarak incelememiz gerekir. Kiitlesi m,, yilikii e (e<0) olan bir

elektronun B =Bk seklinde diizgiin ve homojen manyetik alan altinda xy diizleminde

hareket ettigini diistinelim. Elektronun hareket denklemi,
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d’r
me 7
dt

—evxB (2.9)
ile verilir. Bu denklemi Lagrange denkleminden de elde etmek miimkiindiir.

i:%mev%eK-% (2.10)

Burada A vektdr potansiyelidir ve rotasyoneli manyetik alani B=VxA verir.

Lagrange denkleminden kanonik momentum ifadesini ve sistemin Hamiltonyenini

yazabiliriz.
p=m,v+eA (2.11)
- 1 - =,
H= e (p—eA) (2.12)

[

Denklem (2.9) ifadesinden de agikca goriildiigli lizere hareket denkleminin ¢dzliimii

basittir ve su sekilde verilir.
r =R +p, (cos(m,t),sin(w,t)) (2.13)
V= PO, (—sin(w,t),cos(m,t)) (2.14)

Elektron siklotron hareketi yapar ve xy diizlemindeki izdiigimi yaricapt p olan,

merkez koordinatlar1 R = (X,Y) konumlanmis bir cemberdir (Yoshioka, 1998).
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> X

Sekil 2.5: Siklotron yériingesi {izerindeki bir elektronun 7 =(x,y) konumunu sematik olarak

gosterir. p=(p,,p,) ydriingenin yarigapi ve R = (X,Y) yoriingenin merkezidir.

Iki boyutlu elektron sisteminin dik manyetik alan varhiginda tasmim &zelliklerini
incelemek i¢in x dogrultusunda diizgiin bir elektrik alan varligin1 dikkate almak gerekir.

Bu durumda hareket denklemi elektrik alan ifadesini de icermelidir.

2

med—fze(ﬁ+§x§) (2.15)
dt
Bu denklemin ¢oziimii elektronun siiriiklenme hizi olarak adlandirilan V—d =Ex E/ B’ hiz

terimini igerir.
V= (—=p,, sin(w,t),p,», cos(ow t)+V,) (2.16)

Elektronun hareketi, manyetik alan ve elektrik alana dik olan dogrultu boyunca

siklotron ve siiriklenme hareketenin sabit v,=—E/B siiriklenme hizinin bir

stiperpozisyonudur.

2.5. LANDAU SEVIYELERI

Bir onceki boliimde klasik olarak incelenen elektronun hareketi bu boliimde kuantum
mekaniksel olarak incelenecektir. Diizgiin ve homojen manyetik alan altinda hareket
eden m. kiitleli, —e yiiklii spinsiz bir parcacigin hareketi kuantum mekaniksel olarak

incelenecektir. Sistemin Hamiltonyen operatorii,
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ﬁ:—(ﬁ——A] (2.17)

ile verilir ve A ifadesinin vektdr potansiyeli oldugu bilinmektedir. Burada vektor

potansiyeli belirlenirken, B=Bk manyetik alan degerini verecek sekilde vektor
potansiyelini keyfi bir ayarda segme 0zgiirliigii vardir. Uygun secimlerden biri, secili
tek bir dogrultu boyunca parcacigin momentumunu (p;—hk;, i=x,y,z) oteleme degismez
(translation invariance) birakan ve periyodik sinir sartlarmi empoze edebilecegimiz

Landau ayaridir. Landau ayarinda vektor potansiyeli,
A = (-By,0,0) (2.18)

ile verilir (Dereli, 2009). Vektor potansiyeli x bilesenini igerir ve sadece y dogrultusu

boyunca degisim gosterir. Landau ayarinda Hamiltonyen operatorii

2 2 2
H __m|9 —+ 2 ~ |+ .eh Byi+ ! ~e’B’y’ (2.19)
2m{ 0x~ Oy imc " Ox 2mc

ile verilir. Burada ®, =eB/mC siklotron frekanst olmak tizere Hamiltonyen operatorii

yeniden diizenlenebilir.

n( o? o h 1
H=—— +— |+—® y—+—mo’y’ 2.20
2m[6x2 8y2] i Y 2 Y (2.20)

Hamiltonyenden acikca goriilecegi lizere Hamiltonyen operatorii ile momentumun x

bileseni komutatiftir [H,p,]=0. Bu iliski bize her iki operatdr i¢in de ortak
ozfonksiyon yazabilme kolaylig1 saglar. Momentum operatdriiniin 6zdegeri p, — fik

ise sistemin x dogrultusundaki ortak 6zfonkiyonu serbest dalga olarak tanimlanabilir.
¥(x,y) =" u(y) (2.21)
Onerilen ¢oziimii dzdeger denkleminde yerine yazalim.

HY(x,y) =E¥Y(x,y) (2.22)
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{——— L me?(y- YO)Z}U(Y) = Eu(y) (2.23)

Sonug olarak elde edilen 6zdeger denklemi tek boyutlu harmonik osilator 6zdeger

denklemi ile 6zdestir, sadece Harmonik osilatériin merkezi y=0 noktasindan y =y,
noktasma kaydirilmistir. Burada y,=-7%k, /mo, seklinde tamimlidir. Harmonik

osilatdriin ¢oziimleri,

mao ? o V2
4 _ c . —
o _( ; ] ’N"_(—nl/zn!Z"j (2.24)

burada N, normalizasyon sabiti olmak iizere

u, (y) = N,e O PH (ay—y,)) (2.25)

ile verilir (Dereli, 2009). Burada H_ n. dereceden Hermit polinomudur. Sistemin enerji

Ozdegerleri,
E o, (n+%), n=0,12.. (2.26)

ile verilir. Enerji 6zdegert momentumun x bileseninden 7k  bagimsizdir ve sadece n

kuantum sayist ile iligkilidir, n kuantum sayisi ile isaretlenmis enerji seviyeleri Landau
seviyeleri olarak adlandirilir. Landau seviyeleri, harmonik osilator seviyeleri gibi esit

enerji iiw, aralikhidir ancak her bir seviye k  kadar dejeneredir.

Landau ayar1 bu problemi ¢ozerken kolaylik saglar ve baslangicta iki boyutlu olan
Schrodinger denklemini enerji 6zdegerleri ve Ozfonksiyonlar1 ¢ok iyi bilinen tek
boyutlu harmonik osilatdér problemine indirger. Bu asamada elektronun sonlu bir

diizlemde L, xL,hareket ettigini dikkate alalim. Elektron x ekseni boyunca 0<x <L,
araliginda ve y ekseni boyunca 0 <y <L, araliginda sinirlandirilmis olsun, x ekseninde

sinir sarti,

Y(x,y)=¥Y(x+L,y) (2.27)
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dalga fonksiyonunda yerine yazildiginda asagidaki sart1 saglamasi gerekir.

mo,
h

yoL, = 2nn’, n =0,1,2.. (2.28)

Oyle ki merkez koordinat y, 6rnegin boyutlartyla sinirlandirilmigtir 0<y, <L,,

M
0<n"<—LL 2.29
oy 12 (2.29)

yukaridaki ifade kolayca elde edilebilir. Burada I} =//mm, manyetik uzunluk ve

®, =h/e aki kuantasi olmak tizere her bir Landau seviyesindeki toplam durumlari

sayisl,
. LL
n,, =—I2 (2.30)
2nly
n,, = ook 2.31)
@

Denklem (2.31) ifadesiyle bulunur.

n
V= < 2.32
/b, (2.32)

Burada n. elektron sayisi olmak tizere v ifadesi doldurma faktorii olarak bilinir ve
Landau seviyelerinin doluluk oranini sdyler. Spinsiz parcacik tasviri dikkate alindiginda
sistemin tamamen dolu olan taban durumu v=2 ile ifade edilir ve ardigik diger tiim
durumlar ise doldurma faktoriiniin ¢ift degerlerine sahiptir. Elektronun spin serbestlik
derecesi dikkate alindiginda ise, Zeeman etkisi seviyelerin yarilmasinda neden olur ve
tek degerli doldurma faktorii v=1 olmak iizere seviyeler tek ve c¢ift olarak sirasiyla deger

alir (Dereli, 2009).

2.6. ELEKTRIK ALAN VARLIGINDA LANDAU SEVIiYELERIi
Manyetik alan varliginda elektronun hareketi kuatum mekaniksel olarak incelendi ve

Landau seviyeleri olarak bilinen enerji 6zdegerleri elde edildi. Dis bir elektrik alan
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varliginda elektronun kuantum mekaniksel davranismi dikkate alalim. Sisteme y

dogrultusu boyunca uniform bir elektrik alan E = (0, E, 0) etkidiginde sistemin enerjisi,
V(y)=+eEy (2.33)

Denklem (2.33) ile verilen potansiyel enerjisi kadar artar. Burada da Landau ayarini
seemek uygundur A = (-By,0,0). Landau ayarmda ve elektrik alan varhiginda

Hamiltonyen islemcisi,

1 2 1 2 2
H:Epy +Em(oc(y—y0) +eEy (2.34)

[

formunu alir. Bu ifade kareye tamamlandiginda harmonik osilatdr i¢in yeni bir merkez

tanimlanir. Sistemin enerji 6zdegeri ile yeni merkez arasinda artik lineer bagimlilik

vardir.
eEy
Ye =Yoo~ P (2.35)
mo;
1,
E(y.)=E,+eEy, +§mvd (2.36)

Denklem (2.35) ve Denklem (2.36) ifadeleri sirasiyla harmonik osilatoriin yeni
merkezini ve sistemin enerji 6zdegerini ifade eder. Burada E_ ifadesi Landau
seviyelerine, v, =E/B siiriklenme hizina karsilik gelir. Denklem (2.36) ifadesinde

esitligin sagindaki ikinci terim elektrik alan varliginda elektronun potansiyel enerjisini
temsil eder, liciincii terim ise elektronun elektrik alan varliginda kazandigi kinetik enerji

terimidir.
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Sekil 2.6: Landau seviyelerinin sematik gosterimidir. (a) Elektrik alan yoklugunda Landau
seviyeleri diizdiir. (b) Elektrik alan varliginda yukariya dogru Landau seviyeleri biikiiliir.

I
-
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=
=
I
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2.7. KENAR AKIMLARI

Gergek 2BES ornekleri sonlu boyutlara sahiptir. Manyetik alan varliginda siklotron
hareketi yapan elektronlar 6rnek kenarmda tam bir tur olarak c¢evrimlerini
tamamlayadam sacilmaya maruz kalirlar. Elektronlarn bu hareketi klasik analojide
“sigrayan yoriingeler” (skipping orbits) olarak adlandirilir. Ornegin i¢ kisiminda
yoriingesini tamamlayan elektron dairesel siklotron yoriingesini izlerken, Ornek
kenarindan sagilmaya ugrayan elektron sigrayan yoriingeleri takip eder. Siklotron

frekans1 o, ve ardigik iki ¢arpigma arasindaki ortalama siire T olmak tizere Ornek
kenarinda o, t<<1 ve 0rnegin i¢ kisminda w_ t>>1 iliskisi gegerlidir. Klasik yoriingeler

Sekil 2.7 de gosterilmistir.

X ,

Klasik siklotron hareketi

2BES

Sigrayan yéringeler

Sekil 2.7: Yoriingelerin sematik gosterimidir. Klasik siklotron hareketi 6rnegin ortasinda
resmedilmistir. Duvara ¢arpan ve duvardan yansiyan sigrayan yoriingeler 6rnegin her iki kenar1



19

boyunca zit dogrultularda hareket eder. Ornegin smirlarindaki sigrayan dairesel yoriingeler
sonlu 2BES’nde kenar kanallarina karsilik gelir.

Ornegin iki duvari arasindaki izinli bdlgede, elektronlar yarigapt R ve enerjisi

E =mo’R?/2 olan dairesel siklotron yoriingeleri iizerinde hareket eder. Elektronun

duvara ¢arpmasi durumunda, elektronun izledigi dairesel yoriinge duvardan yansir ve
yoriingesi ayni R yaricapini koruyacak sekilde ancak siklotron merkezi duvara paralel
otelenerek ardisik dairesel yoriingeler lizerinde hareketine devam eder. Yiik tasiyicisinin
isaretinden dolayr karsilikli iki kenar boyunca zit dogrultularda hareket eden ardisik
sigrayan yoriingeler duvara paralel net bir hiza sahiptir ve net bir akim tasirlar. Bu
akimlarin 6rnegin kenari civarinda siklotron yaricapina esit kalinliktaki bir tabakada

akmasi1 beklenir ve kenar kanallar1 olarak adlandirilir (Sekil 2.7).

Bununla birlikte elektron durumlarinin 6rnek smirlarinda nasil davrandigmi belirlemek

gerekir. Bunun i¢in Sekil 2.8 de resmedilmis olan enerji diyagrami dikkate alinabilir.

[En
\ Y

\ N
——
-w/2 w/2

Sekil 2.8: Ornek sinirlarinin y =+w / 2 oldugu 2BES'nde Landau enerji seviyelerindeki
degisimin sematik gosterimidir. Fermi enerjisi Er iki Landau seviyesi arasinda uzanmuistir.
Ornegin iki kenar1 tuzaklama potansiyeli gorevi iistlenmektedir dolayisiyla Landau
enerji seviyeleri 6rnegin i¢inde diiz iken kenara dogru yaklastikca yukariya dogru
biikiilmektedir. Ornegin i¢ kisimlarinda Fermi seviyesinin altindaki Landau seviyeleri
elektronlar tarafindan isgal edilmistir ve tamamen doludur. Ancak 6rnegin smirlarinda
Fermi seviyesinin Landau seviyelerini kestigi noktalarda hala bir miktar girilebilir
durum vardir ve iletkenlik seritleri formunda bi¢imlenen kenar kanallar1 olusur. “Kenar

kanallar” terminolojisi akimi tasiyan kenar durumlarmmin toplam akima katkisini
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belirtmek i¢in kullanilir. Kanal seklinde bicimlenen her bir kuantum durumunun net
akima olan katkis1 ayr1 ayr1 olarak ele alinabilir. Burada dikkat edilecek nokta, olusan
akim kanallarinin Fermi seviyesi civarinda uzandigi ve miimkiin girilebilir enerji
durumlarinin mevcut oldugudur. Sekil 2.8 de Fermi seviyesi n=0, n=1 ve n=2
durumlarimi kesmektedir. Dolayisiyla 6rnegin herhangi bir kenarinda ayni dogrultuda

akan ii¢ akim kanali olusur ve sisteme bakildiginda y=+w/2 noktasinda sayfa
diizleminden igeri dogru akan ii¢ kanal mevcut ise y=-w/2 noktasinda sayfa

diizleminden disar1 dogru akan ii¢ kanal mevcut olur.

2.7.1. Landauer - Biittiker ve Halperin Kenar Durumlarn

Iki boyutlu elektron sistemlerinde tagmimi agiklayan iki temel tasvir vardir. Bunlar
kiilce (bulk) tasviri ve kenar (edge) tasviridir. Kiilge tasvirinde homojen ve sonsuz
2BES dikkate alinir ve akim kiilgeden akar. Kenar tasvirinde ise 6rnegin sonlu boyutlari
dikkate alinir ve akimin 6rnek kenarlari tarafindan smirlandirilan tek boyutlu balistik
kanallardan aktig1 farz edilir. Burada kenar durumlarini agiklayan, Landauer-Biittiker

kenar durumlar1 ve Halperin kenar durumlarindan sirasiyla bahsedilecektir.

Sistemin sonlu boyutlarmi1 dikkate alan ve sacilma mekanizmalarini ihmal eden
Landauer-Biittiker kenar durumlari, tuzaklama potansiyelinin etkisiyle tek parcacik

Landau seviyeleri ornek kenarlarinda biikiilir (Sekil 2.9). Sistemin tek pargacik

Hamiltonyeni,
1 (=~ e—~.Y -
H= —*(pi (ri) + —A(ri)j + VL (1) (2.37)
2m c

ile verilir, V,,, (t) tuzaklama potansiyelidir.
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 eVyuzak(Xo) & En(Xo)

vtuzak

Sekil 2.9: Dis bir ‘tuzaklama potansiyelinin varliginda ardisik Landau seviyeleri ve Fermi
enerjisini gosterir. I¢te parabolik tuzaklama potansiyeli ve siyah kalin ¢izgiler konuma bagl
Landau seviyelerini gosterir. (b) Konuma bagli doldurma faktoriinii temsil eder.

Buradaki en 6nemli yaklasim tuzaklama potansiyelinin manyetik uzunluk 1, 6lgeginde

olduk¢a yumusak degismesidir 6yle ki enerji 6zdegerlerine bir sabit kadar etki eder.

E, (X)) =E, +V(X,) (2.38)

Denklem (2.38) ile verilen ifade de X, = —lszy tek boyutlu harmonik osilatoriin merkez

koordinati, 1, =./#/eB manyetik uzunluk ve k, pargacigin y dogrultusundaki

momentumudur.

Akim kenar kanallar1 tarafindan tagmir ve denge durumunda pozitif ky momentumu
tastyan kenar kanallarmin sayisi ile negatif -k, momentumu tastyan kenar kanallarmin
sayis1 esittir. Sistemde tasman net akim ise sifirdir. Landau-Biittiker kenar durumlari
aciklayan bir tasvir olmasina karsi bazi eksiklikleri vardir. Deneysel olarak gozlenen
kuantize Hall platolar1 arasindaki gegisi agiklayamaz. Dolayisiyla Landauer-Biittiker
modelinin ihmal ettigi safsizliklardan kaynaklanan sa¢ilma mekanizmalarmi dikkate
almak gerekir. Bu asamada ise Halperin tasviri kenar durumlarma empoze ettigi farkl

sinir sartlar1 ile 2BES’lerinde taginim 6zelliklerini agiklar.
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Halperin kenar durumlari, sistemin sonlu olan fiziksel kenarlarinda sonsuz ytikseklikte
potansiyel bariyerleri tanimlar. Schrodinger denklemi bu sistem i¢in analitik olarak
¢oziildiigiinde sistem siirlarinda parabolik silindirik fonksiyonlar1 elde edilir, merkez

koordinata X bagli olan Landau seviyeleri ise Halperin’in empoze ettigi sonsuz duvar

smir sartindan dolayr sadece Ornek kenarlarmmda biikiiliir ve artik Landau enerji

seviyeleri esit aralikli degildir AE(X,)=E, , (X,)—E, (X,)# Ao, . Bohr-Sommerfeld

kuantizasyonu enerji dispersiyonunu su sekilde tanimlar (Salman ve digerleri, 2013),

(Avishai ve digerleri, 2008).

Mz(4n+3)+
®

C

4X " 1
0 — .39
&H(”zp] 239)

Halperin tasviri ve Landau-Biittiker tasviri, empoze ettikleri farkl sinir sartlar1 ile kenar

durumlarini ve 2BES’lerinde taginimi agiklayan teorik modelleridir.



23

3. MALZEME VE YONTEM

Bu boliimde yiiksek manyetik alan ve diisiik sicaklikta 2BES’de gdzlenen kuantum Hall
olaymnin iletkenlik mekanizmasim aciklayan sikistirilabilir ve sikistirilamaz seritlerin
olusumu Chklovskii tasviri ile ele almacaktir. Diiz bir yiizey lizerinde olusturulabilen
2BES’nin, MBE teknigi ile silindir bir geometride  nasil olusturuldugundan
bahsedilecektir. Yavasca degisen potansiyel varliginda sistemin enerji 6zdegerlerini
elde etmenin yontemlerinden biri olan yar1 klasik bir yaklasiklik, WKB metodu

anlatilacaktir. Son olarak Aharonov-Bohm faziyla ilgili teorik bilgi verilecektir.

3.1. SIKISTIRILABILIR VE SIKISTIRILAMAZ SERITLER

Iki boyutlu elektron sistemlerinin tasmmm Ozellikleri temel iki varsayima
dayanmaktadir. Bunlar kiilce (bulk) ve kenar (edge) tasvirleridir. Kiilge tasvirinde
sonsuz ve homojen iki boyutlu elektron sistemi dikkate alinir ve akimin kiilgeden aktig1
varsayilir. Kenar tasvirinde ise sonlu bir sistem dikkate alinir ve akimin kenara yakin
bolgelerde ornek kenarlar1 tarafindan hapsedildigi farz edilir. Bu tasvirde, geri sagilma
mekanizmasinin agirhikli oldugu tek boyutlu balistik kanallarda taginim gergeklesir.
Burada iki boyutlu elektron sistemlerinin tasinim o6zellikleri kenar tasviri dikkate

almarak aciklanacaktir.

Chklovskii tasviri (Chklovskii ve digerleri, 1992), dik bir manyetik alana maruz
birakilan iki boyutlu elektron sisteminde olusan sikistirilabilir ve sikistirilamaz seritlerin
kalinliklarmm1 ve uzaysal dagilimini analitik olarak hesaplayan bir modeldir. Fermi
seviyesi ardisik iki Landau seviyesi arasinda uzanmis ise, girilebilir miimkiin durum
olmadigindan elektronlarin uygulanan dis bir potansiyele karsi yeniden dagilim
gosterememeleri potansiyelin kotii perdelenmesine neden olur. Zayif perdelemenin
oldugu ve malzemenin yalitkan gibi davrandigi bu bolge sikistirilamaz serit
(incompressible strip) olarak adlandirilir. Fermi seviyesinin Landau seviyelerinden
biriyle ¢akigmasi halinde girilebilir miimkiin durumlarin varlig1 elektronlarin yeniden

dagilmasina izin verir ve boylece uygulanan dis bir potansiyel elektronlar tarafindan iyi
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perdelenir. Perdelemenin miikkemmel oldugu ve malzemenin metal gibi davrandigi bu
bolge sikistirilabilir serit (compressible strip) olarak adlandirilir. Bu asamada boyutsuz
bir parametre olan doldurma faktorii (filling factor) parametresini tanimlamak uygun

olacaktir (Chklovskii ve digerleri, 1992).
v=2nln, (3.1)

Burada Iz manyetik uzunluk ve ne elektron say1 yogunlugudur. Sikistirilamaz bolgede
doldurma faktorii bir tamsayiya esittir. Sikistirilabilir bolgede ise doldurma faktoriiniin
degeri bir tamsayr degildir. Doldurma faktoriiniin degeri rejime baglh olarak

degismektedir.

Sikistirilabilir ve sikistirilamaz seritleri Chklovskii tasvirinde ele alalim.

42

Sekil 3.1: 2BES'in olustugu diizenek resmedilmistir. Kalin siyah tabakalar iki metalik iletkeni
temsil eder. Uygulanan negatif kap1 voltaji V, solda yer alirken sag taraf topraklanmustir. Artilar
donor atomlarindan kaynaklanan uniform pozitif arka plandir. Gri bdlge ise dilelektrik sabiti
¢ >> 1 olan yariiletken tarafindan isgal edilmistir (Chklovskii ve digerleri, 1992).

Chklovskii calismasinda kenar durumlarmin elektrostatik 6zellikleri incelemistir ve
sikistirilamaz  seritin  kalinlik ifadesini doldurma faktoriine bagli olarak analitik
metodlarla elde etmistir. Elektron yogunlugunun ara tabakanim (spacer layer) arkasinda
yerellesen donor atomlariin konstrasyonu tarafindan belirlenen 2BES’nin bigimlendigi

GaAs/AlGaAs heteroyapt sistemini ele almistir. Sistem tizerinde konumlandirilmis
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metalik yari-diizlem plakalara negatif gate voltaji -V, uygulandiginda 2BES GaAs-
AlGaAs ara yiizeyinde olusturulur. Burada donor konstrasyonundaki dalgalanmalar
thmal edilmistir. Ayrica 2BES olustugu diizlem ile metalik kapilar (gate) arasindaki
mesafe ve ara tabaka kalinlig1 arasindaki mesafe ihmal edilmistir. Pozitif yiik
yogunlugu (donor tabakasi), metalik kapilar ve 2BES aym diizlemde (z=0) yer
almaktadir (Sekil 3.1).

Yar1 dizlem (z(0) dielektrik sabiti €>>1 olan bir yariiletken tarafindan isgal
edilmistir. Bosaltim (tiiketim) seriti (depleted strip) gate potansiyeli V, tarafindan

belirlenir. Sekil 3.1de de gosterildigi iizere bosaltim seridinin 214 kalinlig1 uygulanan
negatif kapi voltaji tarafindan belirlenir. Burada dikkate alinan sistem klasik bir
kapasitore esdeger olan iki metalik plaka arasinda 213 kalinhigindaki yalitkanin

gomiildiigli ve ayni diizlemde yer alan diizenektir. Bosaltim seriti,

I, = £ 3.2
¢ 4m’n,e (3-2)

ile tanimlanir. Burada n,donor yogunlugudur. Denklem (3.2) ile tanimlanan bosaltim

seriti icin elektron yogunlugu uzaysal dagilimi

1 1/2

X_

n(X):no(Xﬁ-ld] 9
d

ifadesi ile tanimhidir. Elektron yogunlugu ifadesi manyetik alan yoklugunda ve sadece

x|>1, (3.3)

2BES diizlemi {izerine oturmus diizlem kapilar dikkate alinarak elde edilmistir.
Manyetik alan varliginda ise sikistirilabilir ve sikistirilamz seritler olusur. Mitkemmel
perdelemenin oldugu ve sistemin metal gibi davrandigi sikistirilabilir seritlerde
elektrostatik potansiyel tamamen diizdiir. Sikistirilamaz seritlerde ise sistem yalitkan
gibi davranir ve perdeleme ¢ok zayiftir. Analatik olarak elde edilen serit kalinlig1 ifadesi

doldurma faktoriiniin bir tamsay1 degeri i¢in (v=k, k=1,2,3...),

26AE
al = © (3.4)
e dn(x)
dx |,
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ile verilir. Burada dn/ dx| _ifadesi elektron yogunlugunun x koordinatina gore seritin

tam orta noktasindaki x, merkez koordinat degeri igin tiirevini temsil eder. Merkez

koordinat asagidaki ifade ile verilir,

vi+k?
vi—k?

X, =1, (3.5
k degeri k. sikistirilamaz seriti belirtir. Buradaki en dnemli nokta, sikistirilabilir seritin
mitkemmel bir metal oldugu (doldurma faktoriiniin tamsayr olmayan degerlerine
karsilik gelir) ve sikistirilamaz seritin ise miikemmel bir yalitkan oldugu (doldurma

faktoriiniin tamsay1 oldugu degerlerine karsilik gelir) varsayimi yapilir (Sekil 3.2).

) n(x)4

2ny,

ng |-

i

Sekil 3.2: Tam sayili kuantum Hall olayinda kenar durumlarinin yapisini sematik olarak
gosterir. (a)-(c) Tek elektron kenar durumlar tasviridir. (a) iki boyutlu elektron sisteminin kenar
civarinda iisten goriiniisiidiir. Oklar elektronun iki kenar kanalindaki akis dogrultusunu belirtir.
(b) Kenar yakininda artan potansiyel enerji boyunca Landau seviyelerinin adyabatik
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biikiilmesini gosterir. Daireler Landau seviyelerinin yerel doldurma faktoriinii temsil eder. Igi
dolu daireler tamamen dolu olan, igi bos daireler ise bos olan durumlardir. (¢) Smirda mesafenin
bir fonksiyonu olarak elektron yogunlugunu gosterir. (d)-(f) Kendinden tutarl elektrostatik
tasvirdir. (d) Kenar civarinda iki boyutlu elektron sisteminin tisten goriinisiidiir. Golgeli seritler
doldurma faktdriiniin tam say1 olmadig1 (sikistirilamaz serit) bolgeleri temsil eder. Beyaz
seritler ise doldurma faktoriiniin tam say1 oldugu (sikistirilabilir serit) bolgeleri temsil eder.
Oklar elektronun akis dogrultusunu gosterir. (¢) Elektrostatik potansiyel enerji ve Landau
seviyelerinin biikiilmesini gosterir. Daireler Landau seviyelerinin yerel doldurumunu temsil
eder. I¢i dolu daireler tamamen dolu olan, i¢i yar1 dolu daireler kismen olarak isgal edilmis olan
ve i¢i bos daireler ise bos durumlari temsil eder. (f) Bosaltim bolgesinin ortasinda mesafeye
bagli olarak elektron yogunlugunu gdosterir (Chklovskii ve digerleri, 1992).

3.2. SILINDIR YUZEY UZERINDE TANIMLI 2BES

Bir 6nceki boliimden 2BES’nin MBE teknigi ile katman katman biiytitiilen farkli iki
yariiletken metaryelin arayiizeyinde form aldigmni biliyoruz. Burada olusturulan 2BES
diiz bir ylizey tlizerindedir. Giiniimiizde gelistirilen teknikler ile 2BES’ni silindir yiizey
iizerinde de tanimlamak miimkiindiir. Bunun baz1 6rnekleri (Prinz ve digerleri, 2000),
(Friedland ve digerleri, 2009), (Mendach ve digerleri, 2006) gibi ¢aligmalarda yer
almaktadir. MBE teknigi ile epitaksiyel heteroyapilarin biiylitiilmesine dayanan bu
metod, silindir ylizeyi seklinde tiip veya lamel iiretilmesine imkan tanimaktadir. Tiip
seklinde form alan silindir ylizey katmaninda 2BES, GaAs/AlGaAs tek kuantum
kuyusunda gomiilii olarak form alir. Bu islem secili bir asindirma metodu ile cift
tabakali heteroyapinin, egrilik yarigapi » olan silindir yiizeyi seklinde bigimlenen bir

tiipe biikiilmesiyle sonuglanir (Sekil 3.3).

Homojen ve statik bir manyetik alanin etkisi altinda olan silindir formuna sahip
2BES’deki en temel modifikasyon, silindirin dis ylizeyi boyunca manyetik alanin yilizey
uizerindeki dik bilesenin B, = B, cos0 degisime ugramasidir, bu degisim ayni zamanda
doldurma faktoriindeki v degisime de es degerdir. Bu yapida etken bir diger parametre
ise elektronun diisiik sicaklik ortalama serbest yolunun lg=v.t (v; Fermi hizi, t;
sagilma siiresi), egrilik yaricapi r ile karsilastirilabilir olmas1 veya egrilik yarigapimdan
daha biiyiikk olmasi gerekir. Anlagilmasi zor olan bdyle bir yapida, sistemin fiziksel
ozelliklerini arastrmak ve diisiik boyutlu tagmmim o6zelliklerini incelemek 1ilging

sonuglara neden olmaktadir.
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B, =Bcos0
2BES

AlGaAs

InGaAs
AlAs

Sekil 3.3: Silindir geometriye sahip 2BES'nin sematik bir temsilidir.

3.3. YARI KLASIK YAKLASIKLIK

WKB (Wentzel-Kramers—Brillouin) yaklasikligi, potansiyelin yavasca degistigi
sistemlerde zamandan bagimsiz Schrodinger denklemini ¢6zmek i¢in kullanilan yar1
klasik bir yaklagikliktir. WKB metodunun gecerlilik kosulu, potansiyel enerjideki
degisime kiyasla parcacigin de Broglie dalga uzunlugunun ¢ok daha kii¢iik olmas1
halinde saglanir. Burada L potansiyel degisimindeki karakteristik uzunluk skalasi olarak

tanimlanirsa ve A pargacigin de Broglie dalgaboyu ise WKB metodunun gecerliligi

AKLL sarti ile ifade edilir. Par¢acigin de Broglie dalgaboyu A(r)=2mh/p(r) ve r
noktasindaki momentumunu p(r) =/2m(E — V(r)) olmak iizere,

__Mvv]

| |——|E_V(r)| <<1 (3.6)

ifadesi yazilabilir. Bunun anlami dalga uzunlugundaki potansiyel enerji degisimi
parcacigin kinetik enerjisi ile karsilastirildiginda ¢ok daha kiigliktiir. Yukaridaki
ifadeden agik¢a goriilecegi lizere pargacigm enerjisinin potansiyel enerjiye esit oldugu

E=V(r) klasik donme noktalarinda WKB metodu gegersizdir.



29

Tek boyutta zamandan bagimsiz potansiyel varliinda hareket eden tek bir pargacik

dikkate alalim. Parg¢acigin zamandan bagimsiz Schrodinger denklemi,

[—;’— d . +V(x)] y(x) = Ey(x) (3.7)
m dx

> p’(x) _

[§+ = ]\V(x)—O (3-8)

ile verilir. Burada p(x) parcacigin x noktasindaki yerel momentumudur. Schrodinger

+ikx

denkleminin ¢6ziimii bir diizlem dalga iken w(x)=Ae ™, potansiyelin yavasca

degistigi bir sistemde zamandan bagimsiz Schrodinger denkleminin WKB ¢6ziimii,

iS(x)

y(x) = A(x)e’ (3.9)

ile tanimlanir. Burada A(x) ve S(x) dalga fonksiyonunun sirasiyla genligi ve fazidir.

WKB ¢6ziimii Schrodinger denkleminde yerine yazilirsa,

S(x) =1+ j p(x)dx (3.10)
A(x) = ¢ (3.11)
Ip(x)|

faz ve genlik ifadeleri elde edilir. Boylece Denklem (3.9) ifadesinde Onerilen WKB

¢Oziimiiniin en genel hali,

v, (x) = ¢, exp(iij. 2m(E—V(x))dx] (3.12)
p(x)| h

seklinde elde edilir. Bu asamada parcacigin enerjisinin potansiyel enerjiden biiylik veya
kiigiik oldugu iki durum s6z konusudur.

1. E)V(x) ise “klasik olarak izinli” bolge olarak adlandirilir. Bu bolgede

parcacigin momentumu reel ve pozitif bir fonksiyondur. En genel ¢oziim ise

v, (x)ve y_(x) ’in birer kombinasyonu seklinde ifade edilir.
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C _

SN ¥ SR D SR AR IR
w(x)—mexp(hj'xp(x)dx]+Mexp( hJ.Xp(x)dx] (3.13)

2. E(V(x) ise “klasik olarak yasakli” bolge olarak adlandirilir. Bu bolgede

parcacigin momentumunun kompleks olmasi1 Denklem (3.12) ifadesindeki iistel

terimleri reel kilar. En genel WKB ¢6zlimii

c

1 N C. 1 N
y(x)= Tl exp(—%jx‘p(x )| dx j+mexp(gj; [p(x)]dx ] (3.14)

ile ifade edilir (Zettili, 2001).

Onemli bir diger durum ise, pargacigmn enerjisinin potansiyele esit oldugu E=V(x;)
durumdur. Pargacigin momentumunun sifir oldugu x; noktalar: “klasik donme noktalar1”
olarak adlandmrilir. Klasik olarak, parcacik klasik donme noktalar1 arasinda ileri geri
hareket eder. Kuantum mekaniginde ise parcacik potansiyel bariyerinin i¢ine sizabilir.
Bu sekilde hareketini smirlandiran pargacik enerjisini kuantize etmis olur. Parcacigin
momentumu donme noktalar1 civarinda sifira yaklasirken de Broglie dalga uzunlugu ve
WKB dalga fonksiyonu maksar. Bu durum WKB yaklasimmin bu noktalar civarinda
cokmesine neden olur. Sistemin bagil durum enerjilerini belirleyebilmek i¢in E, donme
noktalar1 civarinda dalga fonksiyonu insa edilmelidir. Bu klasik olarak izinli bdlgede
osilasyonlar yapan dalga fonksiyonu ile klasik olarak yasakli bélgede iistel olarak artan
veya azalan davranis sergileyen dalga fonksiyonu arasindaki iliskiyi belirlemekle
miimkiin olur. Pargacigin Sekil 3.3 de verilen bir potansiyel altinda hareket ettigini

dikkate alalim.
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(1) (3)

wX

Sekil 3.4: Potansiyel enerjinin sematik gosterimidir. (1) ve (3) bolgeleri klasik olarak yasakl
bolgelerdir. (2) bolgesi klasik olarak izinli bolgedir. x; ve X, noktalari ise klasik donme
noktalaridir.

Sekil 3.3 dikkate alindiginda her ti¢ bolge icin WKB ¢oziimleri sirasiyla verilir.

|§(]x)| exp (%]l ‘p(x')‘dx'] ,X <X, (3.15)

Wiwks (X) =

Wowks (X) = \/% cXp (% L p(X')dX']

. , (3.16)
+ p(2x) exp(—%jx p(x')dx'],x] <X <X,
Wi (%) = = exp(—l j \p(x‘)hx‘],x > X, (3.17)
Ip(x)| ny,

Buradaki C,, C,, C, ve C, sabitlerini belirleyebilmek igin her ii¢ bolgedeki dalga

fonksiyonlar1 arasindaki iligkiyi belirlemek gerekir. Yariklasik yaklasikligin gecersiz
oldugu klasik donme noktalarinda Schrédinger denkleminin tam ¢oziimlerine ihtiyag

vardir. Bunun i¢in donme noktalar1 civarinda x=x; ve x=x, , WKB ¢o6ziimler1 vy, (x) ile

W, (x) ve y,(x) ile y,(x) arasindaki iliskiyi kurmak gerekir.

Sekil 3.3 ile verilen potansiyel varligt WKB metodu i¢in 1yi bir 6rnektir. Bu potansiyel
altinda hareket eden bir elektronu dikkate alalim. WKB yaklasikligi donme noktalar1
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disinda (E=V(x1)=V(x2)), (1) ile (3) klasik olarak yasakli bolgelerde ve (2) klasik olarak
izinli bolgede gegerlidir. Bu asamada oncelikle y,(x) ve w,(x) arasindaki iliski
belirlenecektir. Klasik olarak izinli bolgeyi temsil eden (2) bdlgesinde WKB
yaklagikligimnin onerdigi ¢6ziim Denklem (3.16) ile 6zdestir ancak denklem siniis

fonksiyonu ile de ifade edilebilir.

Wk (X) = \/%sin(%)}jp(x')dx#a],xl <X <X, (3.18)

Burada a faz faktoriidiir. WKB yaklasikligmin gegersiz oldugu x=x, klasik dénme
noktasi civarinda Schrdinger denkleminin tam ¢oziimlerini elde edebilmek igin |x —x, |
‘nin yeterince kii¢iik oldugu kabuliinii yapmak ile potansiyelin donme noktasi civarinda

lineer davranis sergiledigi kabuliinii yapmak miimkiindiir. Neticede potansiyeli x=x;

civarinda seriye agmak miimkiindiir (sadece ilk iki terim dikkate alinmistir).

V(x) = V(x,) + (x —x,) )

=E+(x-x,)F, (3.19)

X=X,

Burada F, =dV(x)/ dx|X:X potansiyelin x=x, noktasindaki egimidir. Denklem (3.19) ile

ifade edilen potansiyeli Denklem (3.7) ile ifade edilen Schrodinger denkleminde yerine

yazalim,

13
7= (2;1?0] (x-X,) (3.20)

dontistimii yapildig: taktirde,

d’y(2)

R zy(z)=0 (3.21)

cOzlimlerinin Airy fonksiyonu oldugu ikinci dereceden lineer diferansiyel denklem elde
edilir. Pozitif ve negatif argiimanlar icin Airy fonksiyonunun asimtotik davranisini

kullanmak uygundur.
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2(—z)3/2 +§],z <<0

1 .
—\/;|Z|]/4 Sin (E

Ai(z) » (3.22)
1 2 3
——exp| ——z"" |,z>>0
2\/;21/4 p( 3 j
Denklem (3.21) ifadesinin ¢6ziimii,
y(2) =PAi(z) (3.23)

ile verilir, B burada normalizasyon sabitidir. Parcacigm x <x,bolgesinde pozitif ve

X > x, bolgesinde negatif olan klasik momentumunun p’(x)=2m(E-V(x)), X

noktasindaki integrali,
17 2
— x)dx = = (—z)¥? 3.24
. j p(x)dx == (-2) (3.24)

ile verilir. Denklem (3.24) ifadesinden faydalanildig: taktirde Schrodinger denkleminin

y(z) ¢coziimleri,

\/% sin {%1‘2 p(x)dx’ +§] ,X << X,

v(x)= g [
———exp| —— | [p(x)|dx |, x >>x,
2y[p) { o) ]

(3.25)

X

ile ifade edilir. Burada B = (2m#F, )" B//x olarak verilir. Denklem (3.25) ifadesinde

sirastyla klasik olarak izinli bolge Denklem (3.18) ile klasik olarak yasakli bolge
Denklem (3.17) ile temsil edilen dalga fonksiyonlar ile karsilastirildiginda,

[3=2C3,C2=[3,0c=% (3.26)

katsayilar1 arasindaki iligki elde edilir. Dolayisiyla Denklem (3.18) ile ifade edilen
WKB ¢6ziimii,
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2

W (X) = J%sin(% J p(x )dx +§] (3.27)

ile verilir, X, donme noktast i¢cin uygulanan lineer potansiyel yaklagimi x; donme

noktast i¢in de uygulandig: taktirde (2) bolgesini temsil eden WKB ¢6ziimii ile ,(x)

ve y,(x) arasindaki iligkinin sagladigi klasik olarak yasakli ve klasik olarak izinli

bolgedeki WKB ¢oziimleri
Vs (X) = ———sin ljp(x')dx'ﬂp (3.28)
2WKB .
Vp(x)  (7ig

A 1} NP
——cxp| — | [p(x)|dx |,x << X,
2ylp)| {h I ey }

\/% sin(%fp(x')dx'},x >> X,

ile ifade edilir. Denklem (3.29) ifadesi sirasiyla Denklem (3.15) ve Denklem (3.28) ile

karsilastirildiginda,
T
K:2C],K:n,(p:2 (3.30)

katsayilar1 elde edilir. Denklem (3.28) ile ifade edilen WKB ¢6ziimii

v, (x) = \/% sin [% j p(x)dx +§} (3.31)

olarak ifade edilir. Klasik olarak izinli bolge i¢in elde edilen WKB metodunun 6nerdigi
Denklem (3.27) ve Denklem (3.31) c¢oziimleri birbiriyle 6zdestir. Bu iki dalga
fonksiyonu arasindaki iliski  “Bohr-Sommerfeld kuantizasyonu”  bashginda

irdelenecektir.
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3.3.1. Bohr-Sommerfeld Kuantizasyonu
Klasik olarak izinli bolgedeki Denklem (3.27) ve Denklem (3.31) ile ifade edilen WKB
¢Oziimleri birbirlerine denk olan iki ¢oziimdiir ve ortak bir ¢oziimii temsil etmelidir.

Aralarinda,
D,sin¢, =D, sin¢, (3.32)

Denklem (3.32) de ifade edildigi gibi bir iliskinin olmasi ¢, +¢, =(n+1)m sartinin

saglanmastyla gegerli olabilir. Bu sart,
l]z (x)dx = n+l i (3.33)
ni? 2 |

Denklem (3.33) ile ifade edilir. Klasik donme noktalar1 arasindaki bu integral ifadesi

yariklasik hareket eden pargacigin tam bir periyoduna tekabiil eder.
$p()dx =2 p(x)dx =h (n %] (3.34)

Burada n=0,1,2,... gibi degerler alir. Denklem (3.34) ile ifade edilen iligki yariklasik

bir sistemin E, kuantize enerji 06zdegerlerini belirler ve Bohr-Sommerfeld
kuantizasyonu olarak bilinir. Yavagsa degisen potansiyel altinda hareket eden

parcacigin bagil durum enerjisi Bohr-Sommerfeld kuantizasyonu ile elde edilir.
3.4. AHARONOV-BOHM FAZI

3.4.1. Ayar Simetrisi

Newton’un ikinci yasast F=ma, F kuvvetinin etkisi altinda olan yiiklii bir parcacigin
uzayda nasil hareket ettigini belirtir. Eger ki bu kuvvet Lorenzt kuvveti ise yikli
parcacigin elektrik alan ve manyetik alan ile arasindaki etkilesimini tasvir eder. Elektrik
alan ve manyetik alan Maxwell denklemleri ile ifade edilir. Maxwell denklemlerini
(Griffiths, 1999) daha basit olarak hesaplayabilmek i¢in elektromanyetik alanlari,

fiziksel bir nicelik tasimayan ve sadece matematiksel bir obje olarak atfedilen

elektromanyetik potansiyeller; ¢ skalar potansiyel ve A vektdr potansiyel ile ifade

etmek miinkiindiir. Kuantum mekaniginin gelisimiyle birlikte potansiyellere atfedilen
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bu nitelik bir problem dogurmustur ki kuantum mekaniginde bir pargacigin hareketini

tasvir eden Schrodinger denklemi elektrik alan ve manyetik alanlar1 degil, alanlara

karsilik gelen ¢ ve A potansiyellerini igerir. Burada elektromanyetik fenomeni
ilgilendiren temel soru, elektrik alan ve manyetik alan m1 yoksa skalar potansiyel ve

vektor potansiyel olup olmadigidir (Kregar, 2011).

Elektrik alan ve manyetik alan sirasiyla asagidaki formda ifade edilebilir.

_ oA
E=-Vo-—- (3.35)

B=VxA
Denklem (3.35) ile ifade edilen elektrik alan ve manyetik alan Maxwell denklemlerini
saglar. Elektromanyetik potansiyellerin 6nemli bir 6zelligi ise ayni elektrik alan ve ayni

manyetik alani tiiretmek kaydiyla potansiyeli belirleme serbestliginin olmasidir. Skalar

potansiyel ve vektor potansiyel,

ip 0t
ot (3.36)
A=A+Vy

yukaridaki gibi ifade edilen ¢ ve A potansiyellerine doniistiirildiigii taktirde ayni

elektrik alan ve manyetik alana tekabiil eder. Burada x ayar fonksiyonu olarak
adlandirilir ve yukarida ifade edilen doniisim ayar doniistimii olarak bilinir. Farkli
potansiyellerin Maxwell denklemlerini saglamasi denklemleri ayar degismez kilar.
Elektromanyetik potansiyellerin bu 0zelligi onlara herhangi bir fiziksel nicelik
yiliklemeyen ve sadece matematiksel bir obje olarak kabul edilmelerine neden olur. Bu
bakis acgis1 ise “Aharonov-Bohm” etkisi olarak bilinen kuantum fenomeninin Yakir
Aharonov ve David Bohm tarafindan kuramsal olarak aciklanmasi ile degisir (Aharonov
ve Bohm, 1959). Aharonov-Bohm etkisi, uzayda elektrik alan ve manyetik alanin sifir
oldugu bolgede hareket eden bir parcacigin elektromanyetik alanlardan yani onlar1

tiireten potansiyellerden etkilenmesi olarak bilinir.

3.4.2. Elektromanyetik Alanda Schrodinger Denklemi ve Dalga Fonksiyonu

Elektromanyetik alanda yiiklii bir par¢acigmm Hamiltonyen operatori,
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=L (FoeA()) +eo(d) (3.37)
2m

ile ifade edilir. Momentumu operatoriinii fj= —ihV yerine yazalim ve Denklem (3.37)

ifadesini Schrodinger denkleminde ifade edelim.

[L (ihV +eA(T))” + ecl)(f)} w=in2l (3.38)
2m ot

Denklem (3.38) yiiklii bir parcacigin elektromanyetik alanda hareketini tasvir eder.
Schrodinger denkleminde ifade edilen skaler ve vektor potansiyelleri belirleyebilmek
icin B biiytikliiglinde manyetik alan tasiyan uzun bir solenoid dikkate alalim. Solenoid
yeterince uzun ise manyetik alanin solenoid i¢inde uniform oldugunu ve solenoidin
disinda ise sifir oldugunu kabul edebiliriz (polar koordinat sistemi kullanilmistir ve
manyetik alan z dogrultusundadir). Schrodinger denklemini ¢dzebilmek i¢in Oncelikle

baz1 sartlar altinda potansiyelleri belirlemek gerekir. Solenoid yiiksiiz oldugu igin

elektrik alan sifirdir E=-V$=0 ve skaler potansiyel $p=0 olarak segilebilir. Vektor

potansiyel ise solenoidin disinda manyetik alan sifir B=VxA =0 olacak sekilde ve

ayni zamanda Stokes teoremini saglayacak sekilde belirlenmelidir.

qSA-d?:j(ﬁxA).dgzjﬁ-d&q)m (3.39)
C S S

Burada @,, solenoidin i¢inden gecen toplam manyetik akiyr ifade eder. Vektor

potansiyeli,

‘ S

A=—md (3.40)

r

\®}

ile ifade edilebilir. Manyetik alan solenoidin i¢inde hapsedilmis olsa dahi solenoidin

disinda vektor potansiyeli A #0 sifir degildir.

Dikkate alman sistemde yiiklii parcacigi karakterize eden dalga fonksiyonu,

¥ (T, 1) = exp(ig(F)) ¥ (£, t) (3.41)
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rastgele secilen kompleks ek bir faz carpani ile ifade edilebilir. Burada,
e
o(f) = ~ j A(T)-df (3.42)
0

ile tanimlanir. Denklem (3.41) ile ifade edilen dalga fonksiyonu Schrédinger
denkleminde yerine yazildiginda,
5 :
e,
I g i O (3.43)
2m ot
elde edilir. Burada W' dalga fonksiyonu Schrddinger denkleminin bir ¢oziimiidiir.

Vektor potansiyeli varliginda ¢6ziim aynidir ancak exp(ig(r)) gibi bir faz ¢arpani gelir

ve bu faz carpamn fiziksel biiyiikleri, nicelikleri |‘I’|2 = “I’r korur.

3.4.3. Aharonov-Bohm Fazi

Bu asamaya kadar teorik altyapisindan bahsedilen Aharonov-Bohm olayinin deney
diizeneginin nasil kurgulandigi ifade edilecektir. Cift yarik deneyindekine benzer
sekilde, koherent elektron demeti ikiye ayrilir ve her bir demet solenoidin iki farkl
tarafindan gonderilir. Solenoidin diger tarafinda tekrar birlesen koherent elektron

demetlerinin bir girisim deseni olusturmasini bekleriz (Sekil 3.4).

Sekil 3.5: Aharonov-Bohm olayinin sematik gosterimidir. (1) ve (2) elektronun izledigi iki ayr
yolu gosterir. Solenoidin diger tarafinda demetler birlegir.
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Girisim olaymi tasvir edebilmek i¢in (1) ve (2) yollarmi izleyen koherent elektron

demetlerini diizlem dalga formunda ifade edebiliriz.
Y, =aexp(ikx,), V¥, = aexp(ikx,) (3.44)

Burada k elektron dalga vektorli, x; ve x, ise her bir demetin katettigi mesafedir.
Denklem (3.44) ile ifade edilen ¢oziimler tam ¢oziimlere karsilik gelmese dahi elektron
dalgalarinin nasil davranacagini anlamamiza yardimci olur. Eger solenoidin manyetik
alan1 sifir ise solenoidin disindaki vektor potansiyeli de sifira esit olacaktir ve neticede

girisim deseni elektron dalgalarinin katettigi mesafeye bagli olarak degisecektir.
AD, =k(x,—X,) (3.45)

Manyetik alan varliginda ise solenoidin disinda bir vektdr potansiyeli mevcuttur.

Dolayisiyla dalga fonksiyonlarma ¥, ile '¥',, Denklem (3.41) de ifade edildigi gibi ek

bir faz carpani gelir. Girisim deseni artik elektron dalgalari arasindaki mesafeye baglh

degildir, A® =g, —g, fazi kadar girisimde kayma meydana gelir.
€| [ % = g = | € f o g €
AD=—<| A(f)-dr — | A(T)-dr }=—QQA(T)-dr == 3.46
hﬂ() C{()}hgf() S0, (3.46)

C; ve C; solenoidin ¢evresinden dolanan herbir elektron demetinin izledigi yoriingeleri
belirtir. Solenoidin ¢evresinde kapali bir C yoriingesi formunda olusur ve elektron
demetleri arasindaki toplam faz farki solenoidin i¢inden gecen manyetik aki ile
orantilidir. Manyetik alanin siddeti degistikce demetler arasindaki faz farki degisir ve

girisim deseni kayar.

Burada iizerinde durulacak en 6nemli nokta ise klasik elektrodinamikte solenoidin
etrafinda dolanan elektron demetlerinin yoriingeleri ilizerinde manyetik alanin sifir
olmasi halinde elektron ve manyetik alan arasinda bir etkilesimin olmamasini bekleriz.
Kuantum mekaniksel tasvirde elektron dalgalarmin ifade edilmesi halinde ise manyetik
alandan izole edilmis bir bdlgede vektdr potansiyelinin varligi elektronun hareketi
iizerinde Olctilebilir bir etki dogurur. Sonugta alan ve parcacik arasindaki etkilesim yerel

degildir ve potansiyeller alanlardan daha fazla fiziksel nicelik barindirir.
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4. BULGULAR

Bu boliimde diiz bir geometriye sahip olan 2BES’nin enerji 6zdegerlerinin bazi smir
sartlar1 altinda nasil modifiye oldugu yar1 klasik bir yaklasiklikla irdelenecektir.
Sistemin enerji 6zdegerleri Maslov indeksi ile iliskilendirilecektir ve ayn1 zamanda
sistemin 0zfonksiyonlar1 niimerik metodla elde edilecektir. Benzer sinir sartlar1 altinda
silindir bir geometriye sahip 2BES’nin enerji 6zdegerleri yar1 analitik ve yar1 niimerik
metodlarla elde edilecektir. Sikistrilabilir ve sikistirilmaz seritler olarak olusan akim
kanallar1 iki farkh tasvirde dikkate alinarak silindir bir yiizey iizerinde sikistirilamaz
seritlerin kalinlik hesabi yapilacaktir. Istatistiksel veya kuantum mekaniksel olarak tam
taniml1 gercek veya artik olarak sekillenebilen sikistirilamaz seritlerin hangi etken
faktorler altinda nasil olustugu irdelenecektir. Ele alinan tasvirler niimerik metodlarla
modellenecektir ve deneysel olarak gdzlenebilen Aharonov-Bohm fazinin niimerik

sonuglarla nasil iligkilendirilebilegi hakkinda 6ngoriide bulunulacaktir.

4.1. KUANTUM HALL OLAYINDA KENAR DURUM ENERJILERININ
YARIKLASIK ANALIZi

4.1.1. Probleme Genel Bakis
Kuantum Hall olayinda kenar durumlar1 biiylik bir 6neme sahiptir. Bu boliimde kenar

durumlarinin enerji seviyeleri yar1 klasik yaklasiklikla incelenecektir.

Dik bir manyetik alana maruz birakilan §=B2, kiitlesi m, yiikii —e olan serbest bir
elektronun y dogrultusu boyunca sonsuz bir seritte hareket ettigi ve x dogrultusunda

smirlandirildigr iki boyutlu bir sistemi dikkate alallm -w<y<ow, -L <x<0.
Yeterince gii¢lii manyetik alan varlifinda manyetik uzunlugun 6rnek sinirindan kiiciik
oldugu varsayimmi yapmak mimkiindir L _>>1,. Elektronun yar1 diizleme
hapsedildigi —wo<y<ow, —0<x<0 ve x=0 noktasinda sonsuz yiikseklikteki bir
potansiyel duvarin tanimlandigi tek bir kenar sistemi dikkate alinacaktir. Landau

ayarinda A= (0,—Bx,0) Schrodinger denklemi ve smir sartlari sirasiyla,
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ﬁ{pi + (py +%BX] }‘P(X, y)=E¥(x,y) (4.1)
(0,y) =F(~0,y) (4.2)

tanimlanir (Avishai ve Montambaux, 2008). Landau ayar1 y dogrultusunda oteleme
degismezligini korurken, tanimlanan 1y =,/7/me, manyetik uzunluk ve X =k, I}

merkez koordinat degiskenleri ile birlikte Denklem (4.1), X. merkezli tek boyutlu

harmonik osilatér problemine indirgenir.

{—zh—m Lol (x —ch}w(x) ~Ey(x) (43)

Bu asamada x dogrultusunda uygulanan elektrik alan varligi E= (E,,0,0), potansiyel
enerjinin V(x)=+exE,_ kadar artmasina neden olur. Elektrik alanin etkisiyle toplam

potansiyel enerji \~/(x):V(x)+exEx seklinde ifade edilir. Denklem (4.3) dikkate

alindiginda toplam potansiyel enerji ifadesi

1 1
V(x)= Emmi (x-Xg )2 +Emm§ (Xf —Xé) (4.4)

ile tanimlanir. Burada X, =X —¢E, / mo, osilatdriin yeni merkezidir. Sistemin enerji

ozdegerleri ve 6zfonksiyonlari,

1
E (X;)=¢,+eE X, +§mvfl 4.5)

B B

Ous, =0, [X‘IXE] 46

ile verilir. Denklem (4.6) ifadesindeki u,_, normalize osilator dalga fonksiyonlari,

1/2
(1 o
u, (€) ( o ,—n] H,(C)e (4.7)
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n. mertebeden H_({) Hermit polinomlar: ile ifade edilir (Gulebaglan ve dig., 2011).

Sistemin Xg merkezli tek boyutlu harmonik osilator 6zdeger denklemi,

{—% d‘fz +%mw§(x —XEY}w(x) = £,y(x) (4.8)

ile verilir. Burada Denklem (4.8), manyetik uzunluk x =XI; ve enerji biriminde

#*/2ml}, = ho, /2 doniisiim uygulandiginda 6zdeger problemi smnir sart: ile birlikte,

{— dd T+ (x— XE)Z}W(X) =&,y(x) (4.9)
X

Y(0) =y (-0)=0 (4.10)

sirasiyla verilir. Denklem (4.9), tiim niceliklerinin boyutsuz olarak tanimlandigi ve

strekli bir parametre olan merkez koordinat ile ifade edilen, x, merkezli tek boyutlu
harmonik osilatére denktir —oo <x, =X /1, <oo. Kenarmn olmadigi durumu dikkate
almis olsaydik sistemin enerji 6zdegerleri x ’den bagimsiz olarak Landau enerjilerine
E,=2n+1 tekabiil ederdi. Kenar varligi Landau enerjilerindeki dejenerasyonlugu
degistirir ve enerji Ozdegerlerini x’ye bagiml kilar. Merkez koordinat |XE| ‘nin

yeterince kii¢iik olmasi1 halinde osilatdr merkezinin kenara dogru yaklastig1 ve sistemin
ozfonksiyonlarinin kenar civarinda yerellestigi durumlar “kenar durumlar1” (edge states)
olarak adlandirilan durumlara tekabiil eder. Bu calismanin amaci dikkate aldigimiz
Denklem (4.9) ile tanimlanan Schrodinger denkleminin 6zdegerlerinin yar:1 klasik bir

yaklasiklik olan WKB metodu kullanilarak E_(x.) merkez koordinat x, ve enerji

kuantum sayisia n olan bagimliliklarini arastirmaktir.

4.1.2. Yan Klasik Kuantizasyon

Kenar durumlarmim merkez koordinata x, olan bagimliligt WKB eylemi olarak bilinen

yar1 klasik eylem kuantizasyonu tarafindan belirlenir.

S(E,x;)=n(n+y(E,x;)) 4.11)
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Burada v(E,x;) klasik donme noktalar1 ile iliskili olan bir parametredir ve
0<7y(E,x;) <laraligmmda tanimlidir. Maslov indeksi olarak adlandirilan bu parametre
Y(E, (xg),xp)=7v,(x;) kesikli enerji kuantum sayis1 n ve siirekli degisken x;’nin bir
fonksiyonudur. Herhangi bir n kuantum sayis1 i¢cin E_(x;) enerji 6zdegerleri Denklem

(4.11) ifadesinin ¢oziimleridir. Parabolik potansiyel terimini x=0 noktasindaki keskin

duvar varligini dikkate alarak yazalim.
<0,(x—x,)’
(x) = {X (X=X) (4.12)

Parcacigin enerjisinin potansiyel enerjiye esit oldugu E=V(x) noktalar klasik donme

noktalari olarak adlandirilir, Denklem (4.9) dikkate aldiginda x,, =x, +E (x,ve x,

sirastyla sol ve sag donme noktalaridir) olarak belirlenir. Burada ilgilendigimiz
problemin daha acik olarak anlasilabilmesi i¢in bazi tanimlara ihtiya¢ vardir. Bunlar

strastyla parcacigin dalga vektorii, eylem ve eylem kuantizasyonudur.

k(x)=+/E —v(x) (4.13)
S'(X,X')E]k(x")dx",(x] <x<X,) (4.14)

S(E,x;) =S (X,,X,) (4.15)

Oncelikle tek boyutlu harmonik osilatdriin eylemini hesaplamak gerekir. Bunun igin iki

durum s6z konusudur. Harmonik osilator merkezi x, ’nin siirekli degerlere sahip bir

degisken olmasi osilatoriin 6rnegin i¢cinde veya disinda konumlanmasina neden olur

(Sekil 4.1).
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XE Xg
(a) (b)

Sekil 4.1: Harmonik osilatdr potansiyeli ve x=0 noktasindaki sonsuz potansiyel duvarinin
semetik gosterimidir. Ug farkh durum dikkate almmstir. x, <0 ise diisiik enerji blgesi (I)

E < x; ve yiiksek enerji bolgesi (Ila) E > x; ile temsil edilir. x, >0 ise sadece yiiksek enerji
bolgesi (IIb) E > x: sdz konusudur. (IIT) durumu ise arakesit bolgesine karsilik gelir.
WKB metodunun uygulanabilirlik agisindan en kolay kismi eylem hesabidir. Diisiik
enerji bolgesinde (Sekil 4.1, I) klasik dénme noktalari x,=x,-vE, x,=x,++E

olarak tanimlanir ve Denklem (4.14) dikkate alindiginda osilatdr eylemi,

% +E
S(E)= | ./E—(X—XE)de=@ (4.16)
‘o VE 2

olarak elde edilir. Bu durum aslinda x; merkezli tek boyutlu harmonik osilator olarak
karsimiza ¢ikan Landau kuantizasyonudur. Osilator x=0 noktasindaki sonsuz duvar
varligindan etkilenmez, sistemin ¢dziimleri ve enerji 6zdegerleri Landau ¢oziimleri ve
Landau enerjileri ile ortiigiir. Harmonik osilatdr merkezi x; 'nin kenara yaklastig1 ve sag
donme noktas1 x, ’nin duvar lizerinde tanimlandig: yiiksek enerji bolgesinde (Sekil 4.1
IIa, 1Ib) ise,

XE

0
S(Ex,)= | E—(x—fodx:E—EarcsinX—E—7 E-x2 (4.17)

W E 4 2 JE
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eylem ifadesi merkez koordinat x’ye bagli olarak elde edilir. Eylem ifadelerinden
faydalanarak bir sonraki boliimde v (x;) parametresini belirlemeye c¢alisacagiz.

Do6nme noktalarindaki dalga fonskiyonlar: ile iligkili olan y parametresi potansiyelin
yeterince yumusak oldugu ve sa§ donme noktasinin duvardan c¢ok uzakta (6rnegin
icinde) oldugu durumda standard WKB metodu uygulanarak elde edilir. Bu durum
y=1/2 degerini aldigi Landau enerjilerine tekabiil eder & =2n+1. Osilator
merkezinin kenara yaklasmasi halinde ise y parametresinin degeri degisir ve her bir
donme noktasmin y degerine sagladigi katki farklilasabilir. Burada li¢ durum s6z
konusudur.
e E<x; ise y=1/2 degerini alir, bu durum diisiik enerji bdlgesine (I) karsilik
gelir,
e E>x; ise y=3/4 degerini alir, bu durum ise yiiksek enerji bolgeleri (Ila, 1Ib)
ile iliskilidir,
e E=x; olmasi halinde ise y, 1/2 ile 3/4 arasinda yumusakca degisen degerler

alir.

Ucgiincii durum siireksizlige neden olur ve bu durumu onarmak igin orta enerji bolgesine
E ~x; diisiik enerji (I) E<<x; - E=~x; ve yiiksek enerji (Ila, IIb) bolgelerinden

E >>x; — E ~ x; yaklasarak bir ¢dziim {iretmek gerekecektir.

4.1.2.1. Diisiik Enerji Bolgesinden E ~ x, Bélgesine Yaklasma

Diisiik enerji bolgesinde E < x; dénme noktalarinin konumlari ve WKB eylemi,

X, =x, +VE (4.18)
S(E) =% (4.19)

olarak elde edilmistir. Eger tuzaklanmamis harmonik osilator problemini dikkate almig
olsaydik E<<x} sistemin enerji Ozdegerlerinin  E=2n+1 kuantize enerji
ozdegerlerine yaklagmasini beklerdik. Ancak burada bizim ilgilendigimiz asil sorun E

‘nin x; merkez koordinatina asagidan yaklasmasi halinde enerjilerin nasil modifiye
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olacagidir. Enerjilerin x? ’ye yaklagmasi x, sag donme noktasmm x =0 noktasmndaki

duvara daha da yaklagsmasina neden olur. Bunun anlami klasik olarak yasakli bolgedeki

X, <x <0 elektronun dalga fonksiyonunun iistel olarak artan katki ile birlikte

eksponensiyel olarak azalan katkiyr da igermesi demektir ki duvar iizerinde dalga
fonksiyonunun sifir olmasi bu iki dalganin kombinasyonu ile miimkiindiir. Sag dénme
noktasmin arkasindaki duvarin etkisini dikkate alabilmek i¢in x, civarinda standard

WKB islemini uygulamaya ihtiya¢ duyulur. Sol donme noktasinda x, ise tek bir dalga

vardrr (x — —oo limitinde dalgalardan biri yok olur). Dolayisiyla WKB yaklasiminin

onerdigi donme noktalar1 civarindaki lineer potansiyel yaklasimi, x, sol donme noktasi

civarinda birinci Airy fonksiyonun kullanilmasma olanak saglar ve sol donme

noktasinda standart WKB islemi uygulanir. Klasik olarak izinli bolgede x, <x<x, <0,

x, civarinda WKB yaklasimininin sagladig: dalga fonksiyonu

y(x) = \/% sin (s'(x],x) +§j

C , i
y(x)= \/@ cos(S (x,xz)—S+Zj

ile temsil edilir. Burada C bir sabittir. Duvara yakin olan sa§ donme noktasi civarinda

(4.20)

ise potansiyelin lineer olarak degistigini kabul edelim ve bu nokta civarinda
potansiyelin Taylor agilimini dikkate alarak Schrodinger denkleminin ¢dziimlerini bu

potansiyel altinda inceleyelim.
u(x) ~ E+2VE(x - x,) (4.21)

Denklem (4.21) sag donme noktas1 x, civarinda seriye acilan lineer potansiyeli temsil

eder. Bu potansiyeli Schrodinger denkleminde yerine yazdigimizda,

d22 +2\/E(X—X2)}\y(x) =0 (4.22)
X

E

elde edilir. Bu asamada



47

y=y(x)=(4E)" (x-x,) (4.23)

Denklem (4.23) ile ifade edilen degisken doniisiimiiniin gerceklestirilmesi halinde
Denklem (4.22),

d’y(y)

G vw=0 (4.24)
y

olarak elde edilir. Tkinci dereceden lineer diferansiyel denklem olarak karsimiza ¢ikan

diferansiyel denklemin ¢oziimleri Airy fonksiyonlaridir ve sol donme noktast x,’in

aksine x, civarindaki ¢oziim her iki Airy fonksiyonunun kombinasyonundan olusur.

Ww(y) = aAi(y)+BBi(y) (4.25)

y<0 oldugu bolgede (x <x, bdlgeye tekabiil eder) Airy fonksiyonlarinin asimtotik

formu kullanilabilir ve x < x, bdlgesinde dalga fonksiyonu

w(x) = asin (s'(x,xz) + g] +PBcos (s'(x, X,)+ gj (4.26)

ile ifade edilir. Bu dalga fonksiyonu, x, < x <x, bdlgesi i¢gin WKB metodunun onerdigi

¢coziim ile Ortiigmelidir. Aslinda Denklem (4.26) ile ifade edilen fonksiyon Denklem
(4.20) de elde edilen fonksiyon ile 6zdestir ve bu iki fonksiyonu karsilastirdigimizda C,

o ve B gibi sabit katsayilar elde edilebilir. Burada &=S(x,x,)+n/4 tanmmni

yaptigimiz taktirde
cosC(CcosS—PB)+sin(CsinS—a) =0 (4.27)

ifadesi elde edilir. Burada Denklem (4.27) ifadesinde her bir parantez ayr1 ayr1 sifira esit

olmalidir.

CcosS—-pB=0

4.28
CsinS—-oa=0 ( )
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Bu asamada Denklem (4.25) ile ifade edilen dalga fonksiyonunun x =0 noktasindaki

sonsuz potansiyelin varliginda sifira esit olmasi gerektigini hatirlayalim.

¥, = —(4E)"°(x, +VE) >0,

(4.29)
W(y,)=0
v(Y,) =0 kosulunu uyguladigimizda
B=-a A?(y") (4.30)
Bi(y,)

elde edilen ifade katsayilar1 belirlememizde yardimci olacaktir. Denklem (4.28) ile ifade

edilen denklemleri tekrar diizenleyelim,

CsinS—a=0
CcosS+(xA%(y°) =0 (4.31)
Bi(y,)

Al Gns -
Bi(y,)

cosS+ (4.32)

Denklem (4.32), S(E) eylem kuantizasyonunun elde edilmesini miinkiin kilar ve WKB

formatinin agsagidaki gibi degismesine neden olur.
E
S(E) = “7 — i +y(E, x;)] (433)

0 <y <1 araliginda tanimli olan y(E,x;),

Y(E,Xx;) :l—%arctan[iigg] (4.34)

olarak elde edilir. Bu asamada y ve kuantize E_enerji 6zdegerlerini belirleyebilmek

icin dikkate alinmasi gereken iki durum s6z konusudur.

e E<<x; olmasi durumunda y, 1n alabilecegi miimkiin degerler ¢ok biiyiiktiir
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; A
Ally) 155 o (4.35)
Bi(y,) 2

Bu kosulu dikkate aldigimizda ve Airy fonksiyonlarmin asimtotik ifadelerinden
faydalandigimiz taktirde Denklem (4.35) ifadesi elde edilir. Bu ifade Denklem (4.34)

ifadesinde yerine yazildiginda y ifadesi bulunur ve elde edilen y ifadesi Denklem

(4.33) de yerine yazildiginda ise kuantize E_ enerji 6zdegerleri elde edilir. Sonug
harmonik osilatdr problemi ile 6zdesir y=1/2 ve E, =2n+1.
e Enerjinin x;’ye yeterince yaklasmasi halinde ise y, ¢ok kiigiiktir. Airy
fonksiyonlarmin 6zelliklerinden faydalandigimizda,

Ai(y,) _Ai©) _ 1
Bi(y,) Bi(0) 3

(4.36)

ifadesi elde edilir. Sirasiyla Denklem (4.34) ve Denklem (4.33) ifadelerinden y =2/3 ve

E, =2n+4/3 olarak bulunur.

4.1.2.2. Yiiksek Enerji Bolgesinden E ~ x; Bélgesine Yaklasma
Yiiksek enerji bolgesinde E>x;, swrasiyla klasik donme noktalar1 ve eylem
kuantizasyonu,
X, =Xg —\/E,Xz =0,
Xg (4.37)

, nE E X
S(E,x,)=———arcsin—= ——E \/E — x>
(E,xg) 732 > B

NG

ile tanimlidir. Potansiyelin v(X) sag donme noktasi x, civarinda lineer olarak

degistigini diislinelim, Denklem (4.21) yeniden elde edilir.
L(X) =X} — 2XX, (4.38)
Bu potansiyeli Schrodinger denkleminde yerine yazalim,

d’y
dx?

(x; —2xx, —E)y =0 (4.39)
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burada x; —2xx,—E = |2xE |2/ ‘u gibi bir doniisiim uyguladigimiz taktirde,

2

d’y
du’

—uy =0 (4.40)

Denklem (4.24) de elde edilen denklem ile 6zdes bir denklem elde edilir ve boyle bir
denklemin ¢oziimleri Airy fonksiyonlaridir. Denklem (4.40) ¢oziimii

2 2
\V(x):ocAi{—XE 2""‘2‘;3 E}BB{—XE 2XXy E} (4.41)
2

23
| X |2xE|

ile ifade edilir. Sinir sartin1 uyguladigimizda ise y(0)=0,

Al Xe=E f
2/3
E _ _|2XE| J_ _Ai(—W) (4.42)
o [x-p| Bi-W) |
Bi |2x |2/3
- E -
elde edilir. Burada
E _ 2
- _x;} >0 (4.43)
|2XE|

olarak tanimlidir. Airy fonksiyonlarinin asimtotik formunu x <0 durumunu dikkate

alarak yazdigimizda Denklem (4.40) i¢in 6nerdigimiz ¢oziim

2 2
x) oc ausin| BT S 2XXy E+E +Bcos| e R T2 2XXy E+E (4.44)
v R 23
|2x| 4 2% 4

olarak elde edilir. Bu agsamada ise Denklem (4.39) ile ifade edilen lineer potansiyel i¢in

eylemi hesaplayalim.
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0
S(x,0) = J‘\/E—Xé +2xxdx

(E-x2)¥? —(E—x2 +2xx,)"

3xg

(4.45)

S'(x,0) =

Denklem (4.45) ile ifade edilen eylem ifadesinide kullandigimiz taktirde Denklem
(4.44) ile ifade edilen dalga fonksiyonu artik asagidaki formu kazanir.

w(x) o asin[—gs'(x,()) +6+ﬂ + Bco{—as' (x,0)+8+ﬂ (4.46)

Burada ¢ ve & sirasiyla asagidaki gibi ifade edilir.

€ =sign(x;),
s (E-xp 2 W (4.47)
3x;| 3

Sol donme noktasinda ise Denklem (4.20) ile birlikte WKB metodu da dikkate

alindiginda x =x, (x, <x<0), bdlgesi i¢cin taniml1 elektronun dalga fonksiyonu

y(x) = \/% sin (s—s‘(x,oyrgj (4.48)

ile ifade edilir. Bu asamada Denklem (4.46) ile Denklem (4.48) 6zdes denklemleri ifade
etmektedir ve birbirleriyle Ortiismelidir dolayisiyla bu iki denklemi birbiriyle

karsilastirmak miimkiindiir. Ayn1 zamanda bu iki dalga fonksiyonu S (x,0)’m herhangi

bir degeri i¢in esit olmalidir.

—ae cos(8+ 1/4) + Pesin(d + m/4) = —C cos(S+ 1t/4)

) ) (4.49)
asin(d + /4) + B cos(8+ n/4) = Csin(S + 1t/4)
Denklem (4.49) ile ifade edilen denklem seti elde edilir. Buradan,
tan(S+ nt/4) = ecot(d, — 5+ m/4) (4.50)

ifadesi elde edilir. Burada,
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d, = arctan (E] = arctan (— w] (4.51)
p Ai(=W)

ile tamimlanir. Denklem (4.50) ile ifade edilen esitlikten faydalanarak eylem

kuantizasyonu

Bi(—
S = —garctan cot arctanl,(—w)+%W3/2+E z (4.52)
Ai(-W) 3 4)° 4

olarak elde edilir. Denklem (4.11) ifadesini dikkate aldigimizda 0<y(E,x;)<1
araliginda tanimli oldugunu bildigimiz y parametresi

y(E,xE)zi—Earctancot arctanB—l,+%W3/2+E (4.53)
4 = Al 3 4

olarak elde edilir. Merkez koordinatin x, iki farkli degeri i¢in y parametresini ve

kuantize E_ enerji 6zdegerlerini elde etmek miimkiindiir.

n

2 4
sz—\/E,W=0—>y(E,xE)=§,E :2n+g (4.54)

xE=O,W:oo—>y(E,xE):%,En:4n+3 (4.55)

Sekil (4.2), (4.3) ve (4.4) sirasiyla sistemin Landau enerji durumlarini ile taban durum
ve birinci uyarilmis durumda parcacigin bulunma olasiliklarimi gdsterir. Denklem (4.9)
niimerik bir yontem olan sonlu farklar metodu yardimiyla ¢oziilerek sistemin enerji

durumlar1 ve pargacigin bulunma olasiliklar1 hesaplanmastir.
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6
| (a)
5
4
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\
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Sekil 4.2: Enerji durumlari elektrik alan yokken ve elektrik alan varliginda merkez koordinatin
bir fonksiyonu olarak ¢izilmistir.

Sekil 4.2 elektrik alan yokken ve elektrik alan varliginda Landau enerji durumlarmin
(ilk ii¢ enerji seviyesi) konuma bagl olarak nasil degistigini gosterir. Elektrik alan
uygulanmadigi taktirde (Sekil 4.2 (a)) Landau enerjileri 6rnek igerisinde diizdiir, 6rnek
sinirlarinda ise yukariya dogru biikiiliir. Elektrik alan varliginda ise (Sekil 4.2 (b), (c),
(d)) ornek igerisinde diiz olan Landau durumlar1 uygulanan elektrik alanin dogrultusuna
bagli olarak biikiilme gosterirken, 6rnek smirlarindaki enerji durumlarmin yukariya
dogru biikiilme davranigini devam eder ve uygulanan elektrik alanin degeri arttikca
seviyeler daha fazla biikiiliir. Landau enerji durumlarmin 6rnek kenarlarinda yukariya
dogru biikiilmesinin nedeni, o noktalarda konumlandirilan sonsuz potansiyel duvarinin

etksidir.
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l(x)[

|W(X)|2

Sekil 4.3: Taban durumunda farkli merkez koordinatlari i¢in par¢acigin bulunma olasilig
hesaplanmustir.

Sekil 4.3 taban durum dalga fonksiyonunun evrimini merkez koordinatin 6rnek kenarma
yaklastig1 ve ornek kenarini kestigi farkli degerleri icin tasvir eder. Merkez koordinatin
dort farkli degeri igin pargacigin bulunma olasiliklar1 Sekil 4.3 (a) gosterilmistir. Sekil
4.3 (b) de ise merkez koordinatin 6rnek kenarini kestigi farkli degerler i¢in elde edilen
olasiliklar1 gosterir. Merkez koordinat ornek kenarmna yaklastikca parcacigin dalga

fonksiyonunun kenar civarinda lokalize oldugu goriilmektedir.
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4 3 2 1 0

Sekil 4.4: Birinci uyarilmig durum igin farkli merkez koordinatlarinda parcacigin bulunma
olasilig1 hesaplanmustir.

Sekil 4.4 farkli merkez koordinat degerleri i¢in parcacigin birinci uyarilmis durumdaki
bulunma olasihigmni gdsterir. Ornek kenarma yaklastikca dalga fonksiyonunun kenar

civarinda lokalize oldugu goriilmektedir.

4.1.3. Silindir Bir Yiizey Uzerine Radyal Manyetik Alan Varhginda Spinsiz
Parcacik
Dik ve homojen bir manyetik alan varlifinda bir diizlem {izerinde iki boyuta
sinirlandirilmis olan bir elektronun hareketini 6nceki boliimlerde incelemistik. Problem
sec¢ili bir dogrultuda Oteleme degismezligine sahip olan Landau ayarinda ¢oziildigi
taktirde tek boyutlu harmonik osilator problemine kolayca indirgenebilir ve neticede
Landau diizeyleri olarak adlandirilan dejenere durumlar elde edilir. Burada ise
bahsettigimiz bu problemi radyal bir manyetik alan varhiinda silindir bir ylizey

iizerinde harekete smirlandirilmigs olan elektronun davranisini kuantum mekaniksel
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olarak incelenecektir. i¢ ice gegmis olan a yaricapl silindir bir solenoid ve R yarigapli

bir silindir (a < R) dikkate alalim (Sekil 4.5).

Sekil 4.5: I¢ ice gecmis R yarigaplh bir silindir ile a yarigapli bir solenoidin gdsterimidir (a~R).
Kirmizi oklar silindir yiizeyi iizerinde her bir noktadan gegen radyal manyetik alani temsil eder
(Chryssomalakos, 2004).

Silindir ylizeyi lizerinde z ekseni boyunca hareket eden elektron Denklem (4.56) ile
verilen ylizey akim yogunlugu dagilimi tasir (Chryssomalakos, 2004).

j=-2BR o4 (4.56)

2
Hod

Burada p,bos uzay gecirgenligir. Akim yogunlugunun iiretecegi radyal manyetik alan,

Bao—zR(p,O, —2z)—>p<a

fg(f) = . (4.57)
BOR(—,0,0]—> p>a
p
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ve bu manyetik alana tekabiil eden vektor potansiyeli A, B=VxA,
B,R
———(0,pz,0) >p<R
A(F) = (4.58)
—BOR(O,E,OJ —>p>R
p

olarak elde edilebilir. Silindir yiizeyi lizerinde hareketi smirlandirilmis olan kuantum

spinsiz parcacigin Hamiltonyenini yazalim.
A 1 (. q- :
H=—/|p—A (4.59)

Burada hatirlatma olarak silindirik koordinatlarda bir vektoriin diverjansi ve Laplasyen

operatoriinii tanimlayalim.

ﬁxv:li(pr)+li ¢+EV

p Op p 0@ oz
2 2
szli pi +L2 62+6_2
pop\  Op) p Op~ 0z

Denklem (4.60) daki ifadelerden faydalanarak Denklem (4.59) ile ifade edilen

(4.60)

Hamiltonyen,

2 2 2 22
T Lz 2 _+ 82 49802 g B, O (4.61)
2m\ R” dp~ o0z 2m mR  Op

formunu alir. Bu asamada sistem iizerinde bazi sinir sartlarini tanimlayalim. Yiizeyinin
dik bir manyetik alana maruz birakildig1 yarim bir silindir dikkate alalim ve silindirin
¢=0 ile ¢=n noktalarinda sonsuz yiikseklikte potansiyel duvarlari tanimli olsun.

Burada sistemi tanimlayan Hamiltonyen Denklem (4.61) ile verilir ve sistemin 6zdeger

denklemi,

2 2 2 2p2
_n Lz 0 _ az 2B o g Be, 9L SRy (4.62)
2m\ R” dp~ o0z 2m mR 0@
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ile ifade edilir. Sinir sartlarini saglayacak en uygun ¢6ziim bir sinus fonksiyonudur.

y(R,,z) =sin(Ap)Z(z) (4.63)

Denklem (4.63) ile verilen dalga fonksiyonu Denklem (4.62) ile ifade edilen 6zdeger

denklemini saglamalidir. Dolayisiyla ¢6ziim 6zdeger denkleminde yerine yazildiginda,

d’z |\’ qB, A 2B2 2m
i {RZ —-2i hl; zcot(k(p)+ Z_h_EZ (4.64)

elde edilir. Bu asamada z =iz gibi bir doniisiim yapildig: taktirde Denklem (4.64),

2

2 2 2
d'Z {7‘ 2‘1;1;7“ t(k(p)—ﬂiz}Z:EZ (4.65)

dz> | R?

olarak elde edilir. Denklem (4.65) ile ifade edilen denklemi biraz daha diizenledigimiz
taktirde

¢Z_ 1 pyz- {mE——( +Bz)}2 (4.66)

d~2 14 h2 B

Denklem (4.66) elde edilir. Burada, I, manyetik uzunluk olmak tizere o ve 3 gibi baz1

degiskenler de tanimlanmistir. Sirasiyla su sekilde tanimlanmistir.

I =—

qB,

2

hkR cot(Ag), (4.67)

0

N

P= qB,R

Denklem (4.66) ifadesi, z=1,Z gibi bir doniisim uygulandig: taktirde manyetik
uzunluk biriminde elde edilir.

d*z

el (Z-a)Z=¢Z (4.68)
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Denklem (4.68) de ifade edilen sistemin ¢_enerjili durumlari,

:2m123E , A 1

€ - = 4.69
oow ® R? sin’ (o) (4.69)
ile verilir. Sistemin A®, enerji birimindeki enerji degerlert,
E 1 1) 1A
E,=—=—|n+= [+=L"—cosec’(A 4.70
" ho, 2( 2]21{2 (o) (.70
ile verilir.
6
n
—_—0
— 1
—_2
41t
LLIC
2
0 L 1 L 1 L | L 1 L 1 L 1
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

0 (m)

Sekil 4.6: Silindir ylizey iizerinde hareketi sinirlandirilmis olan elektronun ilk ii¢ enerji
durumunu gosterir.

Sekil 4.6’dan da goriilecegi lizere silindir yiizeyi iizerine hapsedilmis olan elektronun
enerji durumlar1 diizlem iizerinde hareketi iki boyuta smirlandirilmis olan elektronun

Landau diizeyleri ile ortlismektedir.

4.2. SILINDIR YUZEY UZERINDE SIKISTIRILAMAZ SERITLERIN
OLUSUMU
Sikistirilamaz seritler 2BES’lerinin tanimli oldugu geometrilerde yiiksek manyetik alan

varliginda kuantizasyonun bir sonucu olarak sekillenen ve akim tasiyan kanallardir. Diiz



60

bir geometriye sahip olan 2BES’lerinde sikistirilamaz seritlerin sistemde nasil
sekillendigi, hangi konumlarda merkezlendigi ve hangi sartlar altinda olustugu (Siddiki
ve Gerhardts, 2004), (Siddiki ve digerleri, 2010) ve (Cicek ve digerleri, 2010) gibi
calismalarda 6ngoriilmiistiir. Bu calismada modellenen sistem ise silindir bir geometriye
sahip 2BES iizerinde tanimli kuantum nokta kontaklardir (QPCs), (Arslan ve digerleri,
2008). Ele alinan model niimerik bir metodla tanimlanacaktir ve bdyle bir sistemde

sikistirilamaz seritlerin nasil olustugu veya yasayacagi irdelenecektir.

Sikistirilamaz seritlerin olusum siirecinde manyetik alanin biiytlikliigiine bagl olarak

serit, gercek (real) veya artik (evanescent) olarak olusabilir. Manyetik uzunluk
I, =+/A/eB, 2B Fermi dalga uzunlugu A, =2mn/k; ve sikistirilamaz seridin kalinlig1 ay

arasindaki iliski seritin gercek veya artik olup olmadigini niteler. Sikistirilamaz seritin

gercek veya artik olma durumu sirasiyla asagida ifade edilmistir.

I, <\, <a, (4.71)
I, <a, <A, (4.72)

Sikistirilamaz serit kalinliginin ay, Fermi dalga uzunlugundan Ar daha biiyiik olmas1
halinde sekillenen gercek sikistirilamaz serit, yiik tasiyicisinin sagilmaya maruz
kalmadan akimin tasindigi miikemmel bir kanaldir. Fermi dalga uzunlugunun serit
kalinligindan daha biiylik oldugu manyetik alan degerlerinde sekillenen artik
sikistirilamaz serit varhiginda ise karsilikli iki seridin yeterince yakin mesafede olmasi
halinde yiik tasiyicisinin bir seritten digerine sagilmaya ugrayabilecegi ve akimin
kayiplarla birlikte tasindigi miikemmel olmayan kanaldir. Eger ki sikistirilamaz serit
kalinlig1 manyetik uzunlukdan Iz daha kiigiik (ax<lg) ise sistem tamamem klasik
davranis sergiler ve Drude modeli ile tasvir edilebilir. Sadece sikistirilamaz serit
kalinligmmn Fermi dalga uzunlugundan daha biiyiik olmasi halinde Hall potansiyeli

kuantizedir. Modellenen sistemin sematik bir tasviri Sekil 4.7 de gosterilmistir.



61

B
RN

ok 4

Sekil 4.7: Silindir bir geometriye sahip 2BES ni tasvir eder. Sol taraftaki figiir modelin {isten
gOriiniimiidiir. Sar1 renkteki ylikseltiler kuantum nokta kontaklari, kirmizi renkteki yiikseltiler
kontaklari, siyah renkteki seritler ise sikistirtlamaz seritleri gostermektedir.

S1

Silindir bir geometride tanimli olan 2BES, z dogrultusu boyunca yonlendirilmis dik bir
manyetik alana (B=B,2) maruz birakilmistir. Bdyle bir geometride yiizey iizerindeki
her bir noktada elektrona etki edecek olan manyetik alanin lokal degeri merkez aciya 0
bagl olarak degisecektir ve yiizey iizerinde uzaysal olarak degisen bir manyetik alan
yaratilacaktir. Dolayistyla Landau kuantizasyonu da manyetik alanin yiizey iizerindeki
dik bilesenine (B=B,cos0) bagh olacaktir. Sistemi niteleyen parametreler ise
manyetik alanin dik bileseni varliginda yeniden sekillenecektir. Bu asamada sistem

parametrelerinden bahsetmek gerekir.

26AE
2’ = ; k (4.73)
e n(x)
dx |,

Denklem (4.73) ifadesi k. sikistirilamaz seritin kalinligin1 belirtir. Burada € dielektrik
sabiti (GaAs i¢in ~12.4¢,), n(x) manyetik alan yoklugunda (B=0) yerel elektron
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yogunlugu, dn(x)/dx| k. sikistrilamaz seritin merkez noktasinda xx konuma bagl
X—Xk g

gradyenti, AEy ise tek parcacik enerji band boslugunu ifade eder.

1, =V, {exp (%j + exp[—(e;—ez“)zﬂ (4.74)

a

Burada 13 Chklovskii’nin tanimladigi ve Denklem (3.2) de ifade edilen bosaltim
seritinden farkli olarak Gaussian fonksiyonu fomunda bi¢imlendirilmistir; a Gaussian
fonksiyonunun genisligini, 6 ve Or sirasiyla Gaussian’in sol ve sag merkezini ve Vj ise
fonksiyonun genligini temsil eder. Gaussian fonksiyonu formunda konuma bagli olarak
empoze edilen bosaltim seriti, silindir 2BES {izerinde niimerik olarak QPCs
tanimlamay1 miimkiin kilar.

Manyetik alan ve 0 agisiyla iligkili olan doldurma faktorii ve manyetik uzunluk ifadeleri

sirasiyla asagida belirtilmistir.

1
V, €
B, cos0O

1
ly oc| —
{JBOCOS@]

Denklem (4.75) de ifade edildigi gibi doldurma faktorii manyetik alan ve merkez agi ile

(4.75)

ters orantil1 iken, manyetik uzunluk karekokiiyle ters orantilidir.

Tasvir edilen sistem Landau seviyeleri ve Zeeman yarilmast olarak bilinen iki ayri

durum i¢in ele alinacaktir.

4.2.1. Landau Seviyeleri
Elektronun spin serbestlik dercesi dikkate alinmadig1 ve sistemin enerji 6zdegerlerinin
Landau seviyeleri ile ortiistiigii durumda serit kalinlig1 ifadesindeki enerji band boslugu,

AE, =hw, olarak ifade edilir (®, =eB/m; siklotron frekansi). Denklem (3.3) ile

verilen elektron yogunlugu n(x) ve enerji band boslugu AEy dikkate alindiginda

Denklem (4.73) ile ifade edilen serit kalinlig1 yeniden diizenlenmelidir.
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1 k 1/2
a, = (agd ] A (4.76)
T (vo -k )

Burada ap etkin Bohr yarigapidir (ap(GaAs)~9.8nm). Sistemi tanimlayan nicelikler ise
Denklem (4.76), Denklem (4.74) ve Denklem (4.75) ile verilmektedir. Bu asamada
seritlerin silindir yiizey iizerinde nasil olusacagi ve hangi niceliklere bagli olarak

degistigini incelemek gerekir.

2BES’nin tanimli oldugu silindir ylizey lizerinde sikistrilamaz seritlerin kalinliklar1

farkli manyetik alan degerlerinde hesaplanmuistir.

4
x 10
"‘

e (A)

05 0 05 05 0 05
6/[n/3]

Sekil 4.8: Farkli manyetik alan degerlerinde silindir yiizey iizerinde form alan sikistirilimaz
seritleri belirtir. (a) 1.7T, (b) 1.8T, (c) 1.9T ve (d) 2T.

Sekil 4.8 de mavi bolgeler gergek sikistirilamaz seritleri betimlerken, kirmizi bolgeler
artik seritlerin hayat buldugu seritleri niteler. Manyetik alanin degeri arttikga artik
seritler yok olup gercek sikistirilamaz seritler olusmaktadir. Sekil 4.8 (d) dikkate
almdiginda 2T manyetik alan degeri i¢in karsilikli iki sikistirilamaz seritin kapali bir
cevrim (loop) formunda olustugu dikkat ¢cekmektedir. Manyetik alanin niifuz ettigi
kapalr bir yoriinge boyunca ilerleyen tek bir elektron dikkate alindiginda, elektronun
izledigi iki yoriinge arasinda manyetik aki sayisina bagli olarak olusacak olan faz farki

nedeniyle Aharonov-Bohm fazi gozlenebilir (A¢=21D/D, ; O toplam manyetik aki, D

manyetik aki kuantasi). Sekil 4.7 ile Sekil 4.8 (d)’yi iligskilendirmek gerekirse S ucundan



64

gonderilen tek bir elektron kapali ¢evrim igerisinden gegen manyetik aki sayisina bagl
olarak D; veya D, ucunda yapic1 veya yikici girisim yaparak sonlanabilir. Aharonov-
Bohm fazinin iletkenlik osilasyonlarmin gbdzlenebilmesi de kapali ¢evrim icerisinden
gecen manyetik aki sayisiyla birlikte sikistirilamaz seritin kalinhi§i ve seritlerin
karsilikli mesafesi gibi bazi kesin sartlara baghdir. Bu sartlarin sikistirilamaz seritlerin
kapali ilmik formunda bi¢imlendigi manyetik alan degerinde (Sekil 4.8 (d)) saglanmasi

mumkiin olabilir.

25x103
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~—
£
@©
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0,0 s | 2 1 1 | 1
-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0
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Sekil 4.9: Farkli manyetik alan degerlerinde merkez a¢inin 6=0 da konumlandig1 durum igin
aciya bagl olarak serit kalinligini gosterir.

Sekil 4.9’dan da anlasilacagi iizere a, > A, oldugu aralik gercek sikistirilamaz seritlerin

olustugu bolgedir ve gergek seritlerin olusumunu manyetik alanin 2T degeri i¢in en 1yi1

sekilde gormek miimkiindiir.
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Sekil 4.10: Farkli merkez ag1 degerleri i¢in sabit manyetik alan altinda (B=1.7T) agiya bagh
olarak seritlerin olusumu gosterir.

Silindir geometrisinin [-7/3,n/3] araliginda dikkate alindig1 ve merkez aginin [0,7/3]
araliginda 6=0 noktasindan baslayarak belli araliklarla kaydirilarak farkli merkez ag1
degerleri i¢in hesaplanan serit kalinliklar1 Sekil 4.10 da gosterilmistir. Merkez
koordinatin kaydirilmasiyla sekillenen sikistirilamaz seritlerin de ag¢i1 dogrultusunda
kaydig1 gozlenmektedir. Boylece silindir yiizeyi lizerinde farkli merkez a¢1 degerlerinde
kapali ¢cevrim seklinde olusan sikistirilamaz seritlerin kapattigr alan da degismektedir.
Alanm degismesiyle birlikte kapali ¢cevrim igerisinden gegen manyetik aki sayisi da
degisecektir. Sikistirilamaz seritlerin kapattigi alanin ve dolayisiyla alanin i¢inden gegen
manyetik aki sayismin degismesiyle Aharonov-Bohm fazin1 goézlemek farkli alanlarda

mimkiin olabilir.
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Sekil 4.11: Manyetik alana bagli olarak farkli merkez ac1 degerlerinde aki hesabini gosterir.

Diiz 2BES’de kapali bi ¢cevrim i¢cinden gegen manyetik aki sayisi, manyetik alana bagl
olarak lineer davranmis sergilerken, silindir ylizey lizerinde tanimli olan 2BES’de
egriligin bir neticesi olarak lineer davranis sergilemedigi Sekil 4.11 de farkli merkez a1

degerleri i¢in gosterilmistir.

4.2.2. Zeeman Yarilmasi
Elektronun spin serbestlik derecesi dikkate alindig1 ve Landau seviyelerinin yarilarak
doldurma faktoriiniin tek ve ¢ift durumlarina tekabiil eden Zeeman yarilmasi altinda tek

parcacik enerji band boslugu sirasiyla tek ve ¢ift durumlar i¢in verilmistir.

AE = g*MBB 4.77)
AE ;= ho, —-g'u,B

Burada g Landé g faktorii ve ps Bohr magnetonudur. ilk durumda doldurma

faktoriiniin tek degerleri incelenecektir.
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4.2.2.1. Tek Degerli Doldurma Faktorii

Tek degerli doldurma faktoriine takabiil eden sikistirilamaz serit kalinligi,

8a,l k ‘/2( g ]‘/2 v,
= 4.78
(ak)tek ( P ] cos 0 (Vé—kz) ( )

ile verilir. Burada doldurma faktoriiniin sirasiyla v=1 ve v=3 degerleri i¢in sikistirilamaz

serit kalmlig1 hesaplanacaktir.

3
18 x10

- \
- ~ ~ \ 9
.-.\Q.\..../.).’. e N\

Sekil 4.12: Farkli manyetik alan degerleri i¢in aginin bir fonksiyonu olarak v=1 ve v=3
doldurma faktorlerine karsilik gelen serit kalinliklar: hesaplanmustir.

Sekil 4.12, v=1 ve v=3 doldurma faktorlerine karsilik gelen sikistirilamaz seritlerin
farkli manyetik alan degerlerinde olusumunu gdésterir. Gergek sikistirilamaz seritin v=1
platosu i¢in manyetik alanin 4T degerinde olustugunu gormek miimkiindiir. Burada
merkez ac1 6=0 degerinde konumlandirilmistir. Doldurma faktériiniin v=3 degeri i¢in
farkli manyetik alan degerlerinde sabit merkez a¢1 degerinde serit kalinlig1 Sekil 4.12 de
gosterilmistir. Burada gercek sikistirilamaz seritlerin olusmadigi agikca goriilmektedir

ve 1y <a, <A, oldugu aralikta artik sikistirilamaz seritlerin varligi s6z konusudur.
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Sekil 4.13: v=1 degerine karsilik gelen sikistrilamaz seritler sabit manyetik alan degerinde farkli
merkez ag1 degerleri i¢in hesaplanmustir.

Sekil 4.13, sikistrilimaz seritlerin sabit manyetik alan altinda farkli merkez ac1
degerlerinde olusumu gosterir. Burada merkez agmin kaydirilmasiyla sikistirilimaz

seritlerin de kaydigmi gérmek mimkiindiir ve a, > A, degerleri gercek sikistirilamaz

seritleri tanimlamaktadir. Farkli merkez a¢1 degerlerinde hesaplanan sikistirilamaz
seritlerin kapattig1 alanla birlikte alandan gegen manyetik aki sayisi da degisecektir.
Boylece yiizey lzerinde degisen bir alan yaratimasiyla Aharonov-Bohm fazinin

gozlenmesi miimkiin kilinabilir.

Kuantum girisim olaymi gozleyebilmek i¢in sikistirilamaz seritlerin kapali ¢evrim
formunda bi¢cimlendigi manyetik alan degerinde, karsilikli iki sikistirilamaz serit
arasindaki mesafenin manyetik uzunluk mertebesinde yeterince yakin olmasi ve serit
boyunca ilerleyen elektronun iki artik sikistirilamaz serit arasindaki sagilmaya maruz

kalmas1 gibi bazi sartlarinda saglanmasi gerekir.
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)

Sekil 4.14: v=3 degerine karsilik sikigtirilamaz serit kalinlig1 sabit manyetik alan altinda farkli
merkez ag1 degerleri i¢in hesaplanmustir.

Sekil 4.14, v=3 doldurma faktorii degerinde sikistirilamaz serit kalinlik hesabi sabit
manyetik alan altinda farkli merkez ag¢i degerleri i¢in hesaplanmistir. Doldurma
faktoriiniin 3 degeri i¢cin farkli merkez ag1 degerlerinde hesaplanan sikistirilamaz

seritlerin artik seritler oldugu goriilmektedir (Ig<ay<Ar).

4.2.2.2. Cift Degerli Doldurma Faktorii

Cift degerli doldurma faktoriine karsilik gelen sikistirilamaz serit kalinlik ifadesi,

T cos0

12 12
(ak)m:(M] [2_ g } (Vz\?kz) (4.79)

ile verilir. Burada v=2 doldurma faktorii degeri i¢in serit kalinlig1 hesab1 yapilacaktir.
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Sekil 4.15: v=2 degeri i¢in farkl farkli manyetik alan degerlerinde agtya bagh olarak kalinlik
hesabin1 gosterir.

Doldurma faktoriiniin ¢ift degerine karsilik gelen ve Zeeman yarilmasmin dikkate
alimdig1 sikistirilamaz serit hesabi1 farkli manyetik alan degerlerinde sabit merkez ag1
06=0 degeri icin hesaplanmistir (Sekil 4.15). Manyetik alanin 2T degerinde gercek

sikistirilamaz seritlerin olustugunu (ax>Ar) gérmek miimkiindiir.
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Sekil 4.16: v=2 degeri igin sabit manyetik alan altinda farkli merkez ag¢1 degerlerinde kalinlik
hesabin1 gosterir.

Sekil 4.16 sabit manyetik alan altinda farkli merkez ac1 degerleri i¢in v=2 degerine
karsilik gelen sikistirilamaz seritlerin kalinlik hesabmi gosterir. Gergek sikistirilamaz
seritlerin a>Ar araliginda olustugu ve merkez acmin kaydirilmasiyla sikistirilamaz
seritlerin kaydirilarak farkli alanlar1 kapattigi goriilmektedir. Sikistirilamaz seridin
kapali ilmik formunda bi¢cimlendigi manyetik alan de§erinde manyetik aki sayisi
dogrudan seritlerin kapattigi alan ile iligkilidir. Bu ¢alismada merkez ag1 parametresi
dikkate almman geometriden dolay1 kritik bir 6neme sahiptir. Yiizey lizerinde olusan
sikistirilamaz seritlerin farkli alanlar1 kapatmasiyla alan icerisinden ge¢en manyetik ak1
sayisindaki degisim (Sekil 4.7) S ucundan gonderilen elektronun manyetik aki sayisina
bagl olarak yapici veya yikic girisimiyle farkli (D; veya D;) kontaklarda sonlanmasina
neden olur. Sikistirilamaz seritin kapattigi alan ve alanin igerisinden gegen manyetik aki
sayisindaki degisimdem faydalanarak Aharonov-Bohm osilasyonlarini gormek miimkiin

olabilir.
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Sekil 4.17: Doldurma faktoriiniin tek ve ¢ift degerlerine karsilik manyetik alana bagl olarak
farkli merkez a¢1 degerleri i¢in kapali ¢evrim iginden gegen manyetik aki sayisi hesaplanmustir.
(a) v=2 degeri ve (b) v=1 degerini gosterir.

Sekil 4.17 doldurma faktoriiniin v=1 (a) ve v=2 (b) degerlerine karsilik gelen farkli
merkez ac1 degerleri i¢in seritlerin kapali ¢cevrim formunda olustu§u manyetik alan
araliginda, ¢evrim igerisinden gegen manyetik aki sayisi hesaplanmistir. Sekil 4.17 (Ia)
ve (Ib) ise diiz 2BES’nde manyetik alana bagli olarak lineer davranis sergileyen
manyetik akmin lineer davranis egiliminden c¢ikip lineer olmayan bir davranis

sergiledigi aralig1 belirten grafiklerdir.

4.3. CHKLOVSKii MODELI

Yiiksek manyetik alan ve diisiik sicaklikta 2BES’nde bigimlenen sikistrilimaz seritlerin
kalinlik hesabr Chklovskii tasviri ile ele alincaktir. Sistemi tanimlayan elektron
yogunlugu, bosaltim bdolgesi, serit kalinligi gibi nicelikler Boliim 3.1 de anlatilan

Chklovskii tasvirinde verilen nicelikler ile 6zdestir. Asagida bu nicelikler belirtilmistir.
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1 12
X~
n(x)=n x| >1,
(x) O(MJ > 14
Ve
l,=—5—, (4.80)
4n'n,e
5 2eAE

a, =
£ onle? dn(x)/dx| __

Burada doldurma faktoriiniin ¢ift ve tek degerleri igin sikistirilamaz seritlerin kalinlik
hesabi silindir bir geometriye sahip 2BES i¢in irdelenecektir. Bu geometrinin sematik

bir temsili Sekil 4.18 de verilmistir.

S

Sekil 4.18: Silindir bir geometri lizerinde dik bir manyetik alana maruz birakilan kuantum Hall
cubugu tasvir edilir. Ok akimin akis dogrultusunu belirtir. 8=0 silindir ylizeyin konumlandigi
merkez agiy1 belirtir.

4.3.1. Cift Degerli Doldurma Faktorii

Doldurma faktoriiniin ¢ift degerine v=2 karsilik gelen sikistirilamaz serit kalinligi,

8a.1 k)"’ g oy
(ay), :( - j [2— } 0 4.81)
k Jeift Vg—kz

T cos0

ile verilir. Burada ag etkin Bohr yarigap1 (~9.8nm), 14 bosaltim bolgesi (~2200 A) ve g
Landé g faktoriidiir. Manyetik alan ve merkez a¢1 bu hesapta degisken parametreler

olarak dikkate alinacaktir.
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Sekil 4.19: Farkli manyetik alan degerlerinde sabit merkez ac1 degerinde (6=0) sikistirilamaz
serit kalinlik hesabini gosterir.

Farkli manyetik alan degerlerinde ag¢inin bir fonksiyonu olarak merkez a¢min 6=0
noktasinda konumladig1 durum i¢in serit kalmhg: Sekil 4.19 da belirtilir. Burada sistem
simetrik bir geometriye sahip oldugu i¢in [-n/3,n/3] arahigi yerine [-m/3,0]
araliginda hesaplar yapilmistir. Gergek sikistirilamaz seritlerin olustugu ax>Ar kosulu
Sekil 4.19 da belirtilmistir.
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Sekil 4.20: Farkli merkez ag1 degerlerinde sabit manyetik alan altinda kalinlik hesabini belirtir.
Sekil 4.20 sikistirilamaz serit kalinlik hesabinin sabit manyetik alan altinda farkli

merkez ac¢1 degerleri i¢in hesaplanmistir.

4.3.2. Tek Degerli Doldurma Faktorii

Doldurma faktoriiniin tek degerine karsilik gelen serit kalinligi,

8a,l k)" g Y
(ak)wﬁ( Bd] ( j v(z)_okz (4.82)

T cos0

ile verilir. Burada doldurma faktoriiniin v=1 ve v=3 degerleri i¢in kalinlik hesab1

yapilmistir.
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Sekil 4.21: Farkli manyetik alan degerlerinde doldurma faktoriiniin v=1 ve v=3 degerleri igin
kalinlik hesabin1 gosterir.

Farkli manyetik alan degerlerinde (sabit merkez a¢i, 6=0) doldurma faktdriiniin tek

degerlerine karsilik gelen sikistirilamaz seritlerin kalinlik hesab1 Sekil 4.21 de

gosterilmistir.
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Sekil 4.22: Sabit manyetik alan altinda farkli merkez ac1 degerleri i¢in doldurma faktoriiniin tek

degerleri st grafik v=1 ve alt grafik v=3 i¢in kalinlik hesabini1 gosterir.

Sekil 4.22 tek degerli doldurma faktorii v=1 ve v=3 i¢in kalinlik hesabinin farkli merkez

ac1 degerlerinde sabit manyetik alan altindaki sonucudur.

Doldurma faktorii v=1 ve v=2 degerleri i¢in yiiksek manyetik alandan diisiik manyetik
alana dogru sikistirilamaz seritlerin kalinliklar1 ve seritlerin gergek veya artik olarak
sekillendigi aralik Sekil 4.23 de gosterilmistir. Mavi seritler ger¢ek sikistirilimaz serit

kalinhigint (1; <A, <a,) temsil ederken kirmiz1 seritler artik sikistirilamaz seritleri (

l; <a, <A;) temsil etmektedir.

0,0
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Sekil 4.23: Soldaki grafik v=1 platosunun tek basina olustugu 4T manyetik alan degerine
karsilik gelen kalinlik hesabidir. Sagdaki grafik ise v=1 ve v=2 platolarmnin bir arada olustugu
daha diisiik manyetik alan (~2T) degerlerinde kalinlik hesabini gdsterir. Diiz ¢izgi v=2
platosuna karsilik gelir, kesikli ¢izgiler ise v=1 platosuna karsilik gelir.

Sekil 4.24 de ise daha diisiik manyetik alan degerlerinde v=1 ve v=2 platolarinda
sekillenen sikistirilamaz seritlerin kalinlik hesabmi gosterir. Burada her iki plato

degerinde sikistirilamaz seritlerin artik olarak olustugu bir aralik mevcuttur.
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Sekil 4.24: Diisiik manyetik alan degerlerinde (<2T) v=1 ve v=2 platolar1 i¢in sikistirtlamaz
serit kalinliklarini gosterir. Diiz ¢izgi v=2 platosuna karsilik gelir, kesikli ¢izgiler ise v=1
platosuna karsilik gelir.

Sekil 4.25 ise diisiik manyetik alan degerlerinde (<1.3T) v=2 ve v=3 plato degerlerine

karsilik gelen sikistirilamaz seritlerin kalinliklarini tesmil eder.
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Sekil 4.25: v=2 ve v=3 platolarmin kalinlik hesabini gosterir. Kesikli ¢izgiler v=3 platosunu
temsil eder, diiz ¢izgiler v=2 platosunu temsil eder. Kirmiz1 seritler sikistiritlamaz seritlerin artik

Chklovskii tasviri dikkate alindiginda silindir bir geometri iizerinde bigimlenen
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olarak olustugu aralig: belirtir.

sikistirilamaz seritlerin kalinlik hesabi elde edilmistir.

9\[9/3]
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu caligmanin ilk asamasinda, dik bir manyetik alana maruz birakilan iki boyutlu
elektron sisteminin enerji 6zdegerleri yar1 klasik yaklasiklik altinda incelenmistir.
Sistemi tasvir eden en uygun ve ideal model tek boyutlu harmonik osilatér problemidir.
Ornek kenarmda sonsuz potansiyel duvar etkisinin de dikkate alindig1 sistemde WKB
metodu kullanilarak, 6rnek icerisinde enerji 6zdegerleri konumdan bagimsiz olarak elde
edilirken kenar civarinda enerji 6zdegerleri konuma bagli olarak elde edilmistir.
Yeterince yliksek manyetik alan varliginda manyetik uzunluk niceliginin de yeterince
kii¢iik oldugunu kabul edersek potansiyelin yavasca degistigi sistemlerde gegerli olan
WKB metodu calistigimiz sistem lizerinde de gecerliligini siirdiirebilir. Kenar civarinda
sonsuz potansiyel duvarmin etkisi analitik olarak parcacigmn dalga fonksiyonunu
yazabilmeyi zorlastirrken, WKB metodu kenar civarinda yar1 klasik olarak dalga
fonksiyonunu yazabilme imkani tanir. Sistemin enerji 6zdegerleri yari klasik yaklasiklik
altinda elde edilir ve Maslov indeksi ile iligkilendirilir. Klasik dénme noktalarinda
parcacigin kazandig faz ile iliskili bir terim olan Maslov indeksi kenar civarinda, 6rnek
icerisinde ve osilator merkezinin kenara yaklastig1 ti¢ farkli durum i¢in farkli degerlere
sahiptir. Ornek ortasinda diiz olan Landau seviyeleri ornek kenarlarina yaklastikca
enerji 0zdegerleri modifiye olarak yukariya dogru biikiilmektedir. Sonrasinda silindirik
koordinatlarda benzer sinir sartlar1 varliginda problem incelenerek enerji 6zdegerlerinin

diiz 2BES ile ayn1 davranis sergiledigi belirlenmistir.

Diiz 2BES’leri iizerinde gergeklestirilen manyeto Ol¢iimleri bu zamana kadar farkh
heteroyapilar iizerinde siklikla ¢alisilan bir alan olmasiyla birlikte sistemin tasinim
ozellikleri de 1yi bilinmektedir. Silindir yiizeyler iizerinde olusturulabilen 2BES’leri ise
diiz 2BES’leri aksine taginim 6zellikleri agisindan ilging sonuglar dogurmaktadir. MBE
teknigi ile olusturulan yliksek mobiliteli heteroyapilar iizerinde tanimlanan standard
Hall ¢ubuklar1 kimyasal asindirmaya maruz birakilarak alt ylizeyin biikiilmesi sonucu

yilizeyin egrilik kazandirilmasiyla silindir yiizey olusturulur. Manyetik alan varliginda
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2BES’nde olusan akim kanallar1 silindir bir yilizey iizerinde uzaysal olarak degisen

manyetik alan varliginda ise lokal olarak farkli 6zelliklere sahip olacaktur.

Calismanin ikinci asamasinda ise niimerik modelleme ile olusturulan silindir bir yiizey
iizerinde tanimli kuantum nokta kontaklar ile standard bir kuantum Hall ¢ubugu icin
sikistirilamaz seritlerin olusum sartlar1 incelenmistir. Silindir yiizeyi iizerinde olusan bir
sikistirilamaz seridin, kanal boyunca artik veya gergek olarak birlikte sekillenebilecegi
belirlenmistir ve dolayisiyla uzaysal olarak farkli noktalarda kanal boyunca tasman
akimin Ozellikleri de farklilik gosterir. Parcacigin spin serbestlik derecesinin dikkate
almmadig1r Landau seviyeleri ile spin serbestlik derecesinin dikkate alindigi Zeeman
yarilmasi i¢in hesaplar gerceklestirilmistir. Kalinlik hesabinda manyetik alan ve
silindirin merkez ac1 degeri degisken parametreler olarak dikkate alinmustir. Oyle ki
sikistirilamaz seritlerin parcacigm spin serbetlik derecesinden bagimsiz olarak kapali
ilmik formunda bi¢imlendigi bir manyetik alan degeri vardwr. Bu manyetik alan
degerinde merkez aciy1 degistirerek sikistirilamaz seritlerin farkl alanlar1 kapattigi bir
cevrim elde edilmistir. Alana bagli olarak ¢evrim igerisinden gecen manyetik aki sayisi
da degisecektir. Geometrik bir faz olan Aharonov-Bohm fazi, manyetik alanmn niifuz
ettigi kapali bir ¢evrim boyunca ilerleyen elektronun manyetik aki sayisina ve
elektronun 1ilerledigi iki yoriinge arasinda kazandig1 faz farkmma baglh olarak
gozlenebilir. Bu calismada ise hem Ornek geometrisinden faydalanarak hem de
sikistirilamaz seritlerin kapali ¢evrim formunda bigimlendigi manyetik alan degerinde
ve farkli alanlar1 kapattig1 merkez a¢1 degerlerinde karsilikli seritlerin yeterince yakin
mesafede olmasi ve manyetik aki sayis1 gibi bazi kesin sartlar altinda Aharonov-Bohm
fazin1 gozleyebilmeyi miimkiin kilar, ¢evrim igerisinden gecen manyetik aki sayisina
bagli olarak elektronun kazandig1 faz yikici veya yapici girisim yaparak farklh
kontaklarda sonlanacaktir. Alan i¢erisinden gecen manyetik aki sayisi diiz bir sistemde
lineer olarak degisirken silindir bir geometride egriligin bir sonucu olarak lineer olarak

davranmadigi farkli merkez ag1 degerleri icin elde edilmistir.

Kuantum mekaniksel bir sistemin kazandigi Aharonov-Bohm fazindan faydalanarak

ileride mekanik kontrollii kuantum anahtar1 yapmak miimkiin olabilir.
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