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OZET

Bu ¢alisma beg boliim halinde diizenlenmigtir. Birinci bolimde E3,3-boyutlu
Oklid uzayinda regle yizeyler ve EN de (k+1)-boyutlu genellestirilmis regle
yiizeylere yer verilmis olup, bu vyiizeylerin integral invaryantlan iizerinde
durulmugtur. Ikinci boliimde 1-parametreli hareketler tanitilmustir. Ugiincii bsliimde
EN  de k. mertebeden helisel hareketler ;homotetik hareketler, simetrik-helisel
hareketler ve simetrik-homotetik hareketler iizerinde durulmugtur.Dérdiincii
bolimde konoidal regle yiizeyler tanitilmugtir.

Beginci  bolim  yitksek  lisans  galismamuzin  orjinal  kismini
olugturmaktadir. Bu béliimde once EN de k. mertebeden helisel hareketlere istirak
eden konoidal aksoid yiizey ¢iftleri tanitilmigtir. Daha sonra ER de k. mertebeden
homotetik hareketlere istirak eden konoidal regle yiizey giftleri ile ilgili teoremler
verilmigtir.
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ABSTRACT

This study has been arranged in five chapters.In the first chapter , the ruled
surfaces in E3 | 3-dimensional Euclidean space and (k+1)-dimensional genaralized
ruled surfaces in the EM are studied and the integral invarants of these ruled
surfaces are given . In the second chapter , 1-parameter motions are introduced. In
the third chapter , helical motions , homothetic motions , symmetric-helical
motions and symmetric-homothetic motions of order k in the Euclidean space ER
are given. In the fourth chapter, konoidal ruled surfaces are introduced.

The fifth chapter is the original part of my M. Sc. Studies. In this chapter,
firstly the pair of konoidal axoids under the helical motions of order k in the EN are
introduced. Then some theorem about the pair of konoidal ruled surfaces under
the homothetic motions of order k in the ED are given.
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L. BOLUM
REGLE YUZEYLER UZERINE

Bu bolimde once E3 de 2-boyutlu regle yiizeyler ve bunlann integral
invaryantlan tamtilacaktir Daha sonra ET de (k+1)-boyutlu genellestirilmis regle
ylizeyler ve bunlarin integral invaryantlan iizerinde durulacaktir.

L1. E3 de Regle Yiizeyler

Tamm L1.1.
Bir MCE? yiizeyi verilsin. YV PEM noktasinda E3 iin tamamen M de kalan

bir dogrusu varsa M ye bir Regle Yiizey ve VPEM noktasindan gegen , M de
kalan bu dogruya da regle yiizeyin dogrultmam denir, [11].

Regle yiizeylerin parametrik denklemini elde etmek i¢in dogrultmanlan
kesen ve yiizey iizerinde bulunan diferensiyelienebilir bir

o:1—E3
t —o(t)

egrisi segilir ve bu egriye regle yiizeyin dayanak egrisi adi verilir. M regle
yiizeyinin o dayanak egrisinin o(t) noktasindaki dogrultman: iizerinde degigken bir
nokta f3 ise

p:IR—-M
(I.1.1) v = B(v) = a(t) + va(t)

seklindedir. Burada
a(t) = (a,(1), ax(t) , a3(t) )
birim dogrultman vektoriinii géstermektedir. Boylece regle yiizey
¢ :Ix IR — E3
t,v)—=gl(,v)= o)+ vat)
doniigiimii ile belirtilmig olur .



Tanm L1.2.
Bir
@:IxIR —E3
I1.1.2) (t, v) = ¢ (t,v) = aft) + va(t)
regle yiizeyi , ¥ t€l igin
@ (tH2n, v) =@ (t,v)
olacak sekilde peryodik ise regle yiizeye kapalidir denir,[11].

Kapali regle yiizeylerin dayanak egrileri de kapah egrilerdir. Bir peryot
sonra her anadogru kendisi iizerine gelir.

Tamm 1.1.3.
Bir ¢ (t,v) regle yiizeyinin ana dogrularinin her birini dik olarak kesen
egriye regle ylizeyin ortogonal yoriingesi denir ve
<a,dp>=0
seklinde bulunur [11].

Tanm L1.4.

Bir g(t,v) regle yiizeyinin komgu iki dogrultmaninin ortak dikmesinin esas
dogrultman tzerindeki ayagina bogaz (merkez veya striksiyon) noktas: adi
verilir,[11].

Tanmm L1.5.

Bir ¢(t,v) regle yiizeyinin ana dofrusu dayanak eZrisi boyunca yiizeyi
olustururken bogaz noktalarinin geometrik yerine regle yiizeyin bogaz (striksiyon)
cizgisi (e@risi) ad1 verilir, [11].

@(s,v) regle yiizeyinin merkez noktasinin v yer vektorii ; dayanak egrisinin
o(s) yer vektori , a(s) dogrultman vektorii ve yer vektoriinin dayanak egrisine
olan v uzakligi cinsinden

d1.1.3) n(s,v) = a(s) + va(s)
seklinde ifade edilebilir. v parametresi regle yiizeyin dayanak egrisinin yer vektorii

ve dogrultman cinsinden bulunur. Regle yiizeyin ilk ikisi , a(s) ve a(s)tda(s) olan
komgsu t¢ dogrusu verilsin.



Sekil L1.1.

PP ve QQ komsu ana dogrulann ortak dikmelerinin anadogrular
tizerindeki ayaklart ofsunlar . fik iki komsu anadogrunun ortak dikmesi ,

(1.1.4) a(s)Ala(s) + a'(s)ds] = a(s) A a'(s)ds

bagintisindan dolayr aAa’ vektériine paraleldir.Limit halde PQ vektorii PP’ ile
cakisacak ve bogaz cizgisinin tegeti olacaktir. Dolayisiyla

(I.1.5) <a,PQ>=0 , <atads,PQ>=0
olacagindan
1.1.6) <a' ,PQ>=0

elde edilir. Aynica (1.1.3) den dayanak egrisinin s-yay parametresine gore tiirevi
alinirsa

dn dv da

=T+ +
ds ds arv ds

olur ve (I.1.6) da yerine yazilirsa

olacagindan



<E T+ﬂ + a>—~0
ds ’ ds o ds ’
1.1.7) <a,T>+vl|a|?=0 ,
<a,T>
V=_——-———-
a1

bulunur . Boylece striksiyon egrisinin yer vektorii igin (1.1.3) den

<3 .T>
— a(s)

21>

(L.1.8) n(s) = afs) -

elde edilir. Eger |ja' || = O ise regle yiizey striksiyon egrisine sahip degildir.Bu hal
regle ylizeyin silindir olmasin1 karakterize eder .Regle yiizey icin striksiyon egrisi
dayanak egrisi olarak alinabilir. Bunun igin (1.1.8) de

1.1.9) v=0 veya <a',T>=0
alinmas: yeterlidir.

Tanmm L1.6.
Bir o(s,v) regle yizeyin bir anadogrusunu kapsayan ve yiizey normaline
dik olan diizleme teget diizlem denir.

Bir g(s,v) regle yiizeyinin

@(s,v) = ofs) + va(s)

denkleminden s ve v ye gore kismf tiirev alindifinda
ps=T+va , @v=a(s)

elde edilir. Buradan
PsA@, = (T + va') Aas) ,
pAp, =T Aa+ va'Aa

olur. Ayrica yiizey normali

QA @y 1

(L.1.10) = =
“cpsA(Pv” ”‘psA(pv”

(TAa+a'Aa)



oldugundan ve p sabit olmak iizere teget diizlemin bir noktasindaki vektorel
denklemi

<upa,N>=0
veya (1.1.10) dan

(1.1.11) det{pa, T + va', a] =0
olarak bulunur.

Tanm L1.7.
Bir ¢(s,v) regle yiizeyinin anadogrulart boyunca teget dizlemleri aym
kaliyorsa regle yiizeye agilabilirdir denir,[11].

Tamm L1.8.
Regle yiizeyin komgu iki anadogrusu arasindaki en kisa uzakhigin bu iki

komgu anadogru arasindaki aglya oranina regle yiizeyin dagilma parametresi
(drali ) denir,[11].

Anadogrularin birim dogrultman vektorii a olan bir regle yiizeyin dagilma
parametresini P, ile gosterelim. Komgsu iki anadogrunun ortak dikmesi
dogrultusundaki bir vektor (1.1.4) den dolay1 aAa’ vektoriine paralel oldugundan
bu dogrultudaki birim vektor ,

aAa' aAa' aAa'
llaAat] [lall [l[| | Sin® | [la]
dir.
a
a+ da
() ©
o X ¥
O

Sekil 1.1.2.



Dayanak efrisinin komgu iki noktast a(s) ve a(s) + do(s) oldugundan
bu noktalardaki anadogrular arasindaki en kisa uzaklik , do vektoriiniin
aAa

vektorii tizerindeki izdiigiimiidiir. Béylece en kisa uzakli

2
aAa'
z=<da, >
]
z= <da,aAa > ,
[
det [da,a,a’ ]
(1.1.12) z=

]

olarak buluruz. Eger anadogrularin kiiresel gostergelerini gozoéniine alirsak bu
gostergelerin yay elementi olan

da
@CL13)  dy=(o=[ds,

komgsu iki dogru arasindaki agi olarak alinabilir. Boylece regle yiizeyin drali igin

P r 7.
a d ’
det[da,a,a']
P, =————— :|la|ds ,
2
da
det[ — , a,a]
ds
(1.1.149) P,= ,
Jja'lj2

bulunur. Regle yiizeyler igin dral , koordinat deBigimlerine gore en basit
diferensiyel invaryanttir,



Teorem I.1.1.

Bir ¢(s,v) regle yiizeyinin agilabilir olmasi igin gerek ve yeter sart dagiima
parametresinin sifir olmasidir,[11].

Bir
@(s,v) = afs) + va(s)
regle yiizeyinin anadogrulannin dik yoriingeleri tegkil ettirilir ve burada de nin tam
diferensiyeli gozoniine alinirsa ,

<a,dgp>=0 ,

<a,do+ dva+ vda>=0

<a,do>+dvlal?=0 ,
1.1.15) -dv=<a ,do>

’

bulunur. Bu ifadenin Regle yiizeyin dayanak egrisi boyunca egrisel integralini
alirsak

(1.1.16) L= f<do,a>=-fdv
(@) ()

elde edilir. Buradan

L,:I—=1R

v—=>L,(v)= -fdv
(o)

seklinde tamimlanmig olan L, fonksiyonuna regle yiizeyin agihm uzunlugu
(adxmm) denir.

Acilm uzunlugu regle yiizeyin integral invaryantidir. Eer kapali regle
ylzeyin ortogonal yoriingelerinin bir tam devri gozoniine alimirsa , adim hig bir
zaman regle yiizeyin striksiyon egrisinin uzunlufunu agamaz , fakat esitlik hali
miimkiindiir. Agilabilir kapal regle yiizeyin agilim uzunlugu sifir ise striksiyon
egrisi bir nokta ve dolayisiyla regle yiizey bir koni olur.



Tamm L.1.9.

Anadogrusunun birim dogrultman vektorii a olan bir g(s,v) regle yiizeyinin
ana dogrularina dik bir dogrultunun bir peryot sonra ilk konumu ile yaptig1 agiya
regie ytizeyin acilim agis1 denir ve A, ile gosterilir,[11].

(s, v) regle yiizeyinin a dogrultman vektoriinii
1117 a; =a,(s)

olacak sekilde bir ortonormal ii¢ ayaklinin ilk bileseni olarak alalim. Dogrultmana
dik olan vektorii a, birim vektorii olarak alirsak
a; = ajAa,
seklinde {a;, a, ,a3} ortonormal sistemini tespit etmis oluruz.Béylece regle yiizeyin
dayanak egrisi boyunca hareket eden uzayi {a, , a, , a;} ¢atisun gerdifi uzay
olarak alabiliriz. Bir tam dénmeden sonra dogrultmanin ilk ve son konumlan ayni
olacagindan a; ve a, ile gosterilen bu konumlar igin
i =a
elde edilir. Aym sekilde ii¢ ayaklinin diger vektorlerinin ilk ve son konumlanni |
sirast ile , a) ,a3 ve @, ,3; ile gosterelim.Boylece sabit sistemi {a(sg) : &, 8, ,33 }
ve hareketli sistemide {o(sy) : a;, a, ,a; }seklinde alalm. Ikinci ve igiincii
eksenlerin ilk ve son konumlan arasindaki ag1 0 ve dontgimii A ise A ya karstik
gelen matris ,
cos®  -sinB
(1.1.18) AB)=
sin@  cosB
olur. Buna gore

a) cosf  -sind a,
a; = |sin@  cos® a3
ve buradan da
a, = a, cos0 - a3 sinf
(1.1.19) a3 =13, sin0 +a8; cos@ , 0=0(s)
yazilabilir. (I.1.19) dan diferensiyel alinirsa

da, = da, cosB - da; sin® + (-, sinb - azcos0)dO
{1.1.20) daz = da, sind - da; cosO + (@, cosO - a3 sin6)de



elde edilir.a, ve 5 sabit sistemde oldugundan
d.1.21) da, =da; =0
bulunur.Dolaysiyla (I.1.20) denklem sistemi

da, = (-8, sinf - d; cosB)do ,
daz = (&, cos0 - d; sinB)d0

olacagindan (1.1.19) dan dolay

da2 = —a3d6
(1122) da3 = a2d9

olur. Buradan d6 ¢oziiliirse
(1.1.23) -d0 = <da, , a;> =- <day, a,>

elde edilir Eger (1.1.23) iin ¢(5,v) regle yiizeyinin dayanak egrisi boyunca
integralini alirsak agilim agisinin A, degeri

(L1.24) A,=- J d6
afs)
veya
(1125) )\.a = f<da2 , a3> = -f<da3 R a2>
(@) ()

olarak bulunur.
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1.2. EM de (k+1) - Boyutlu Genellestirilmis Regle Yiizeyler

ER de diferensiyellenebilir bir
o:1 - ER
t = oft)
egrisi verilmis olsun. Her o(t) noktasinda tanimlanmig bir ortonormal vektor alan
sistemi { e;(t),..., e(t) } olsun. Bu sistem T (E") uzaymmn k-boyutlu bir alt

uzayin gerer, bu uzayr E,(t) ile gosterirsek
1.2.1) Ei(t)=Sp{e;(),...ex()} C Ty (E™
olur.

Tamm L2.1.

Ei(t) altuzayt o egrisi boyunca hareket ederken E de bir (k+1)-boyutlu
yizey meydana getirir. Bu yiizeye E? de (k+1)-boyutlu genellestirilmis regle
yiizey denir. E! de (k+1)-boyutlu genellestirilmis regle yiizey & ile gosterilir , [5].

Tanmm 1.2.1.
Ey(t) altuzayma ® nin o(t) noktasindaki dogrultman uzay1 ve o egtisine de
® nin dayanak egrisi denir. @ igin bir parametrizasyon

k
12.2) D(t,uy,...,u) = ot) + ¥ uj ej(t)

i=1

dir. ® nin t ye ve u; ye gore tiirevleri alinirsa

k
D= 6(0) + 3 i §(t)

i=1
ve
Q.= ei(t) , lIsis=k
bulunur. Burada

k
{a® + 2 v &®, €.}

i=1

sistemini lineer bagimsiz kabul edecegiz.
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Tanmm 1.2.3.

1.2.3) Sp { €1, €6150-,6 }

altuzayina @ nin Ey(t) ye gore asimptotik demeti denir ve A(t) ile gosterilir,[5].
Eger

(1.2.4) boy A(t)=k+m , Osm=sk

kabul edilirse A(t) asimptotik demetinin E,(t) yi ihtiva eden bir
(1.2.5) { 1 €8kt 15+ o8k

ortonormal bazi bulunabilir.

Teorem 1.2.1.

E" de (k+1)-boyutlu genellestirilmis regle yiizey ® olsun. V t €I igin E(t)
dogrultman uzaymin 6yle bir { e,,...,e; } bazi bulunabilir ki , bu baz igin

k
(1.2.6) &= Y e+t Kiay , Ilsism, k>0,
=1
. k
(127) €= 2 ;€ , m< isk
=1
dir, [5].

Burada k1>K,>...>K,,;>0 dir.Bu sekilde tammlanan {e,, ... ,e; } bazina E(t)
nin tabii tagiyic1 bazi veya ® nin asli ¢catis: denir , [8] .

O halde {ey,...,ex } bazt @ nin A(t) asimptotik demetinin (1.2.5) nolu
bazini tek olarak belirler.

® nin sabit bir noktas1 P olsun . P = ®(t,uy,...,u;) ise P noktasindaki teget
uzayin bir bazi

(128) {d(t) + § DH éi(t) ,el,...,ek}

i=1
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olur. Cunkii (1.2.8) sisteminin gerdigi uzay Tp(®) uzayidir. Burada t sabit tutulup
u; ,1s 1 <k , paremetreleri degistirilirse P noktast E,(t) uzaymin noktalanini tarar.

Tamm L2.4.

(129) Sp {el,...,ek,él,...ék,d} c u TP((I))
Pe®

uzayma P nin E,(t) ye gore tegetsel demeti denir ve T(t) ile gosterilir, [5]. Eger
boy A(t)=k+m

kabul edilirse

1.2.10) k+ms= boy T(t) <k+m+1

dir. T(t) nin boyutu i¢in iki ihtimali ayr1 ayn inceleyelim.

Kabul edelim ki V t€] igin boyT(t)=k+m olsun. Bu durumda @ nin a
dayanak egrisinin hiz vektorii A(t) uzaymin igindedir ve

k m
(1.2.11) =3 G+ mja > G, MEIR
i=1 =1

yazilabilir. Herhangi bir P(t) dayanak egrisi i¢in

(12.12) P(t) = a(t) + § u(t) &(t)

i=1

yazilabilir. Buradan tiirev alarak

b N k . .
P =a(t) + 3 (Leituey) ,
=

. k m k
P(t) = X Gie; + X janyy + 2 (Uietusey)
i=1 =1 =1

bulunur. Bu son esitlik ve (Teo.1.2.1.) den
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. k . m m k .
Pt) =3 Gtude;+ I njayg + Zuigi+ 3 ujg;
=1 j=1 i=] t=m+l

*

. m k k k
P) =*+ X u; (3 oyiej +xa) + 2 vy (3 o))

=1 =1 imtl =1
. k . m k m m
P(®) =3 G+ uj+ 3 ujoy; + 3 ujoy; Jej + 3 Ngkes T 2 UsKeBgss

j=1 i=1 i=m+1 s=1 s=1

. k . k m
P(t) =3 (Gituy+ 3 ujoy; )e + 3, (Kugtngag,s
i=1 i=1 s=1

bulunur.
(1.2.13) Kutng=0 , l<s=m
bigimindeki P(t) noktalari igin f’(t) vektorleri Ey(t) igindedir. Ky, 1=s<m , degerleri

sifirdan farkh olduklarindan (I1.2.13) sisteminin ¢oziimii tektir , yani ug , 1<s<m ,
skalarleri tek olarak hesaplanabilir.

Tamim 1.2.5,

(1.2.12) de goruldigi gibi P(t) noktasit ug , l<ssm , ler temsil
etmektedir. Burada bu bilegenlerden (k-m)-tanesi keyfi segilebilir. Belli bir t igin
(1.2.12) ve (1.2.13) esitliklerini saglayan P(t) noktalarinin ctimlesi E,(t) iginde
(k-m)-boyutlu bir uzay1 doldururlar. Bu uzaya @ nin E,(t) icindeki sut (edge)
uzay1 denir ve Ky (t) ile gosterilir, [5].

Tamm L.2.6.

Ky sirt uzayt , dogrultman uzay: olarak o egrisi boyunca @ tarafindan
ihtiva edilen bir yiizey meydana getirir. Bu ylizeye ® nin (k-m+1)-boyutlu sirt
regle yiizeyi denir, {8].

Simdi Vte€l igin boyT(t)=k+m+1 olsun. Bu durumda

aSp{er, - € 8kt1s-»tm}
dir. Bu halde T(t) nin
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(12 14) {el,...,ek,akﬂ,...,akﬂn,akhnﬂ}

seklinde bir ortonormal bazi bulunabilir. n,,,;#0 olmak uzere,

k m
(1.2.15) a(t) = X Cig; + 3 MjAksj + NMme12cm+ ]

i=1 i=1

yazilabilir.

Herhangi bir P(t) dayanak egrisinin (1.2.12) deki ifadesinde t ye gore tiirev
almp , tirev denkleminde (1.2.15) ifadesi yerine konulduktan sonra (Teo.1.2.1)
uygulanarak P(t) tiirev vektorii igin

. k k m
P(t) = 3 GrutY oguyle; + 3 (KUstgaies + N1 B+
i=1 j= s=1
bulunur.
KUgtns=0 , l=s=m
olacak bigimdeki P(t) noktalan i¢in i’(t) vektorleri Sp{e,,...,e, ,0} da yatarlar.
Yukandaki denklem sistemi ( 1.2.13) ile aymdir.

Tanmm L2.7.

1<s=m igin elde edilen m-tane Ky +tn =0 lineer denklemi ile tanimlanan
P(t) noktalarinin doldurdugu (k-m)-boyutlu uzaya & nin E,(t) i¢indeki merkez
uzayi denir ve Z,_ (1) ile gosterilir , [5].

Tanmm L2.8.

Zy_(t) merkez uzayr dogrultman uzay! olarak o egrisi boyunca hareket
ederken @ tarafindan ihtiva edilen bir yiizey meydana getirir. Bu yizeye @ nin
(k-m+1)-boyutlu merkez regle yiizeyi denir ve Q ile gosterilir , [8].

Tamm L2.9.

® (k+1)-boyutlu genellestirilmi regle yiizeyine ait (k-m+1)-boyutlu Q
merkez regle yiizeyinin bir ortogonal yoriingesi r olmak tzere , £ nin dogrultman
uzayina total olarak dik olan bir dogrultman uzay1, r yi dayanak egrisi kabul ederek
bir regle yiizey meydana getirir. Bu yiizeye @ nin (m+1)-boyutlu asli regle yiizeyi
denir ve A ile gosterilir , [5]. A nin dogrultman uzayr F(t) ile gosterilirse
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(1.2.16) boy F,(t) + boy Zy_,(t) = boy E,(t)

bulunur ve ayrica

Fu(t) =Sp{e,,....ep}

Zk_m(t)=Sp {em+1 . .,ek} ,
1.2.17) Ei(t) =Sp{ey,....ex}
oldugu agiktir.

(k+1)-boyutlu ® genellestirilmis regle yiizeyine ait o dayanak egrisi igin

k
(1.2.18) a(t) = X Gi€ + Niyt18k+m+1

i=1

oldugundan agagidaki iki 6nerme dogrudur.

® nin bir Z;_ (ty) merkez uzaymnin olmast igin gerek ve yeter sart
MNm+1(tx)=0 olmasidir.

D nin bir Ky _,(t,) sirt uzayinin olmast igin gerek ve yeter sart
Nm+1{t,)=0 olmasidir.

O halde, sirt veya merkez uzaydan hangisi varsa ona ait regle yiizey igin bir

parametrizasyon
k-m

(1.2.19) O(t,Up15--,U) = L) + 3, Uppaienai(t)
i=1

olacaktir.

m=k ise boyKy ,(t)=boyZy (t)=0 dir. Bu durumda sirt regle yiizeyi ®
nin sirt egrisine dejenere olur, merkez regle yiizeyi ise ® nin striksiyon ¢izgisine
dejenere olur. Boylece sunu soyleyebiliriz :

Sirt regle yiizeyli genellestirilmis regle yiizeyler E3 iin tanjant yiizeylerine
(striksiyon ¢izgisiz yiizey) genellesir, merkez regle yiizeyli genellestirilmig regle
yiizeyler ise E3 iin striksiyon ¢izgili regle yiizeylerine genellesir.
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Tamm 1.2.10.

Sirt regle yilizeyli ® genellestirilmis regle yiizeyine ait bir
{158,848 4m + Ortonormal bazim IR™ nin bir
{e15e 8Bt 15+ s ActmsBhtm+1o--»8nf  OTtOnormal bazina tamamlayalim. Burada
Ay im+1s---8y  vektorlerinin meydana getirdigi  {ag441,---2,} bazina tamamlayica
baz ad1 verilir. Eger ® merkez regle yiizeyli ise tamamlayict ortonormal bazi
{agsmmsay---n} dir, [81,

Burada,
o m n=k-m .
At = -Ki€; T D T + Oi8gamer T 2 YirBlome, - 1sism,
j:l =2
‘ m nk-m
(1.2.20) T Aeamt™ -2 Oy - Y Padkamn, -
'=1 )\=2
i
m n-k-m
Lakﬂn+s= 2 Ogagy + BAgimer T Y Baaliamen -2=s=<n-k-m
j=1 A=2

dir,[5].
Tanmm L2.11.

®, E" de merkez regle yiizeyli bir genellestirilmis regle yiizey olsun.
(1.2.21) D;(t,u)=a(t) + uet) , (Lu)EIxIR, 1si=m

parametrik ifadesi ile tanimlanan ®@; regle yiizeylerine @ nin 2-boyutlu asli regle
yiizeyleri denir, [6].

@, ,1<i<n , nin dogrultman uzay bir boyutludur. Bu uzay b, ile gosterilirse
h;=Sp{e;} dir ve E,(t) igindedir. Burada <e;,e;>=5 ;; oldugundan i=j igin <h;,h;>=0
dir. Bu sekilde tamimlanan h; dogrultmanlanna asli 1sin denir.

Tanim L.2.12,
E™ de (k+1)-boyutlu ® regle yiizeyi

k
D(t,uy,...,u) = ot) + Y uei(t)

i=1
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parametrizasyonu ile verilmis olsun. Eger bir p pozitif tamsaysi igin
(1.2.22) O(t+p,uy,...,up) = P(tuy,...,up)

ise ® ye kapahdir denir. Burada p en kigiik peryodu gosterir. Kapali regle
yiizeyleninin dayanak egrileri de kapahdir, [6].

Tamm L2.13.

(k+1)-boyutlu bir regle yiizey ® olsun. Eger

1- boyA(t)=k+m=sabit , Vtel ,

2- Bir J={t | Ost<p}CI kapali aralifx tizerinde & nin p peryotlu bir asli
gatis1 meveut ise P regle yiizeyine basit kapahdr denir, [6].

Basit kapali bir ® regle yiizeyinin h; dogrultmanlan o kapal dayanak egrisi
boyunca olusan, ® nin 2-boyutlu ®; , 1<ism , asli regle yiizeyi de kapali olur.

Tamm 1.2.14,

m=k i¢in boyKy_m(t)=boyZ;_,(t)=0 oldugundan m=k i¢in & nin merkez
regle yiizeyi striksiyon gizgisinden ibarettir.Bu striksiyon ¢izgisi o olmak iizere @,
(k+1)-boyutlu basit kapal genellestirilmig regle yiizeyine ait ®; , 1=i<k, 2-boyutlu
asli regle yiizeyinin ortogonal yoriingesinin bir peryot sonra ilk ve son noktalarn
arasindaki uzakha ® nin i-yinci a¢ihm wzunlugu denir. ® nin i-yinci agilim
uzunlugu L; ile gosterilirse

p

P
(1.2.23) L= dt  veya Li=-f<da,e>
0 0

dir,[6].

® regle yiizeyinin 2-boyutlu asli regle yiizeyi ®; ,I1sism, nin o dayanak
egrisini kapali dayanak egrisi kabul eden ve ®; nin h; dogrultmanlan ile sabit 6;
agilarim yapan bir kapali regle yiizey WC @ olsun . ¥ nin L agtlim uzunlugu

k k
(1.2.24) L=YL;cos8; , Y (cosh;)?=1

i=1 i=1

dir, [6].
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E" de (k+1)-boyutlu genellestirilmis kapah regle yiizeyinin T(t) tegetsel
demetinin boyutu k+m+1 olsun . n=k+m+1 olmasi durumunda ,1<ism , i¢in @
nin i-yinci agilim agisin1 tanimlayacagiz.

Tamm L2.15.

E™ de (k+1)-boyutlu genellestirilmis basit kapah regle yiizey @ olsun. & nin
T(t) tegetsel demetinin boyutu k+m+1 ise @ nin , ®; 2-boyutlu asli regle yiizeyleri
® nin m-tane A; agthim agisint tamimlar ve

P
1.2.25) AN=fot)dt , lIsism
0
ile ifade edilir, [6].

n=k+m+1 igin (1.2.20) denkleminden

W= -<Aqcim+1 > k4>
bulunur.

Tanmm 1.2.16.
@ , (k+1)-boyutlu regle yiizeyinin o. dayanak egrisi igin

k

o =Y Tie; + Nm+18ktm+1
i=1

olmak tizere m,,;=0 ise

MNm+1
(1.2.26) P;= , l=i=sm
K

ifadesine ® nin i-yinci asli dagilma parametresi denir, [8].

Tanmm L2.17.
ER de (k+1)-boyutlu ® regle yiizeyinin total dagilma parametresi

m
(1.2.27) D=1I P

i=1

ile tanimlantr. Burada P; ler i-yinci asli dagilma parametreleridir, [13].
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Tanim 1.2.18.
E™ de (k+1)-boyutlu bir regle yiizey ® ve @ nin i-yinci agilim uzunlugu L;,
Isi=m , olsun. Bu durumda @ nin agihm uzunlugu

(12.28) L="Y[L,.L|

olarak tanimlanir, [8].

Tanim 1.2.19.
ED de (k+1)-boyutlu bir regle yiizey ® ve @ nin i-yinci agihm agist A, ,
Isism , olsun. Bu durumda @ nin a¢ihim agis1

(1.2.29) A ="V N Ay

olarak tanimlamr,[13].

Tamm 1.2.20.
E™ de (k+1)-boyutlu bir regle yiizey ® ve ® nin asli dagiima parametreleri
Py,...,P, olsun. Bu durumda ® nin dagiima parametresi

(1.2.30) P="Vp,.P,|

ile tanimlanir, [13]

Teorem L2.2.

Regiiler bir (k+1)-regle yiizey @ olsun. Eger ® nin bir Ey(t) , t€l ,
dogrultman uzay: icindeki asimptotik ve tegetsel demetleri ¢akigmiyorlarsa o zaman
® nin dayanak egrilerinin hiz vektorleri {ey,...,e, 8 4m+1} vzayinda bulunur ve ®
bir Zy_,(t) (m>0) merkez uzayina sahiptir. Merkez uzaymnin noktalarinda & nin
tanjant uzaylan A(t) asimptotik demetine diktirler. ® nin Ey(t) dogrultman uzay ,
her P noktasindaki tanjant uzaymnda bulunur,[5].



II. BOLUM

EN DE HAREKETLER

Bu béliimde E™ de 1-parametreli hareketler ve 1-parametreli homotetik
hareketler tanitilacaktir. Bunlann integral invaryantlan ile ilgili bazi teorem ve
sonuglar verilecektir.

I1.1. 1-Parametreli Hareketler

Tanm IL1.1.
ICIR sifir1 igeren bir aralik olsun. t€I igin A(t) pozitif ortogonal matris ve
C(t) de bir siitun matrisi olmak iizere elemanlan

Al C@)
(L1.1) f, =

ile verilen {f;} ciimlesine E" in 1-parametreli hareketi denir, burada A(t) ve C(t)
nin elemanlan t nin diferensiyellenebilir fonksiyonlaridir, [9].

Bir XEE™ noktas! igin
(IL.1.2) £X)=X=A®)X + C(t)

dir. Kisaligin hatint igin A(t) ve C(t) yerine gou zaman A ve C kullanilacaktir.
1- parametreli hareketler igin E yi hareketli E yi de sabit uzay olarak alacagiz.

XEE sabit noktasinn f, altindaki yoriingesi E de bir egridir. Bu X, yoriinge
egrisinin teget vektor alam
ax, _ &)

X=
dt dt

dir. Burada X= £;"1(X,) oldugu agiktir. f; nin inversi



21

olmak tizere df/dt tiirevi de hesaplanarak,

df AAT  LAACH+C

-1

.t
dt 0 0

bulunur. AA‘1=Bt ve -B,C + C=Vt alinarak

Bt Vt
(1L1.3) LIPS

elde edilir ve buradan da
(I1.1.4) X =BX + V,
bulunur.

Tanmm IL.1.2,
(IL.1.3) esitligi ile verilen harekete t-amindaki ani hareket denir, [12].

Tanmm IL.1.3.
Ani harekette B=V,=0 ise bu harekete ani duraklama denir,[12].

Tanim IL1.4.
Ani harekette B(=0 ve V=0 ise bu harekete ani dteleme denir.

Tamum IL.1.5.
X|y,=0 olacak sekilde bir x, noktast varsa ani harekete ani donme ve x,

noktasina da ani dénme merkezi denir.

A&SO(n) oldugundan B=AA-! matrisi bir anti-simetrik matristir.
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(II.1.2) den t ye gore tiirev alarak
(IL1.5) X=AX+AX+C , XeE , XeB

bulunur. Burada XEE ve XEE sabit noktalar ise bu noktalara pol noktalan denir.
Pol noktalar igin X=0 ve X=0 olacagindan

(11:1.6) AX+C=0
elde edilir.

Eger A regiiler ise (II.1.6) bagintisindan
(I.1.7) X=-(A)y! C
bulunur. X nin bu degerini (I1.1.2) de yerine yazarsak
(I1.1.8) X =-(AAH)C+C
sonucu elde edilir.

Tamm IL1.6.
(IL.1.7) ve (I1.1.8) denklemlerini saglayan noktalarin geometrik yerine ,
sirast ile, hareketin hareketli ve sabit pol egrisi ad1 verilir.

(I1.1.5) ve (11.1.6) bagintdanindan pol egrilerinin hiz vektorleri igin
(IL.1.9) X=AX
bagintist elde edilir.
Buna gore pol egrilerinin yay uzunluklan igin
S1%) de = }AX] o
veya

fX|dt=S|Xldt , AESOMm)
s=§
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bulunur. Bu ise hareket boyunca pol egrilerinin birbirleri tizerinde kaymaksizin
yuvarlanmas: demektir.

Tanim IL.1.7.
IR3 deki her u vektorii igin
B(uw)=wu)Au (B=AAT)
ile tammlanan w, vektoriine hareketin donme kismina ait Darboux vektorii denir.
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I11.2. 1-Parametreli Homotetik Hareketler

Tanmm I1.2.1.
t€l, A()ESO(n) , C(t)EIRM, ve h(t)=h(t)l, olmak iizere

h(HA®L)  C(O)

(11.2.1) F,= ., h(t)=0

seklinde tanimh {F; } ciimlesine E" in bir 1-parametreli homotetik hareketi
denir. Burada A(t) , C(t) ve h(t) nin elemanlan t nin diferensiyellenebilir
fonksiyonlandir,[10].

h=hI, oldugundan h’l=(1/h)I,, ve h™h dir. Burada hA=S dersek
Sl= (1/W)AT olur. X €E igin

(11.2.2) F(X)=X=SX + C
ve

(I1.2.3) X=8X+SX + C
bulunur.

Tanmm IL.2.2. i
(11.2.3) egitligindeki X ya mutlak hiz , SX +C ya siiriiklenme hizi ve SX
ya izafi hiz denir.

X€EE ve X€E sabit noktalan igin X=0 ve X=0 olacagindan
(11.2.4) $X + C=0

bulunur.Bu denklem sisteminin ¢oziimii igin S nin regiiler olup olmadigin1 bilmek
gerekir. Bunun igin gu teoremi verebiliriz.
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Teorem I1.2.1.

(IL.2.1) ile verilen homotetik hareketteki S matrisinin determinanti Vi€l
igin sifirdan farklidir , [10].

O halde (I1:2.4) denklem sisteminde detS=0 oldujundan sistemin ¢oziim
uzayinin boyutu sifirdir . Yani sistemin ¢éziimi bir tek noktadan ibarettir.

Tanim I1.2.3.
Bir harekette hareketin Jacobian matrisinin tiirevinin determinant: sifirdan
farkli ise bu harekete regiiler hareket denir.

Sonug 11.2.1.
E" in homotetik hareketleri Vn igin regiiler hareketlerdir.

Sonug 11.2.2.
ED in bir homotetik hareketinin V't aninda hareketli ve sabit uzayda bir tek
pol nokta ¢ifti vardir.

(11.2.4) denkleminde det$=0 oldugundan X ve X igin
(11.2.5) X=-(S)'!C
(11.2.6) X=-S§IC+C
bulunur. Bu denklemleri saglayan X ve X noktalarina hareketin hareketli ve sabit
pol noktalar1 denir. Pol noktalarinin geometrik yerine de , sirastyla , homotetik

harekete istirak eden hareketli ve sabit pol egrileri denir.

Buna gore homotetik hareketler altinda pol egrilerinin iz vektorleri
arasinda

(11.2.7) X=5X

bagintis1 elde edilir. O halde homotetik hareketler altinda pol egrilerinin yay
uzunluklart igin
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%] dt = [lsX]dt .

1| dt = [nAX]at |

) dt = [n] JAXdt ,

] dt = [b] [Xdt , A€SOG),
= ds = |h|ds

bagintist elde edilir. Bu ise homotetik hareket boyunca pol egrilerinin birbirleri
iizerinde kayarak yuvarlanmas: demektir.

(IL.2.1) ifadesinden F, ! ve dFy/dt hesap edilirse
st -slc aF |S C
Ft-1= . _—=
0 1 d¢ 1o o
bulunur. Burada $S-'=H, ve -H,C + C=U, alinirsa
dF H U

. Ft-l =

elde edilir. Aynica F!(X)=X oldugundan X=S-}(X-C) dir. Bu netice (I1.2.3) de
yerine yazilir ve X=0 oldugu gozoniine alinirsa

(11.2.8) X=H,(X-C) + C

bulunur , burada detH=0 dir.



L BOLUM

ER DE k. MERTEBEDEN HELISEL VE
HOMOTETIK HAREKETLE ISTIRAK EDEN
GENELLESTIRILMIS REGLE YUZEYLER

I1L1. ER de k. Mertebeden Helisel Hareketlere istirak Eden
Genellestirilmis Regle Yiizey Ciftleri
EP in bir

(IIL.1.1) X=AX+C , AE€SO0(n)

hareketi igin

(L12)  X-BX-C)+C (B=AA", X=0)

bulunur. B anti-simetrik matrisinin determinanti , n tek ise sifirdir , hatta n nin gift
oldugu baz1 hallerde de sifir olabilir.

Vi€l igin detB(t)=0 ise
(111.1.3) B(t) (P(t)-C(t) ) + C()=0

denkleminin bir tek ¢oziimii vardir. Bu P(t) ¢oziim noktasi hareketin t-anindaki ani
dénme merkezi veya polii olarak adlandinlir. Hareket boyunca P(t) noktalan E de
sabit pol egrisini , E de hareketli pol egrisini olustururlar. Bu durumda E® in 1-
parametreli hareketini , birbirleri lizerinde kaymaksizin yuvarlanan pol egrileri
belirler.

Simdi Vt ve Vn i¢in detB(t)=0 oldugunu kabul edelim.
Tammm HL1.1.

YVt ve Vn igin detB(t)=0 olmak iizere rankB(t)=n-k olsun. e(t) , B(t) nin
cekirdeginde bir birim vektor ise
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(IIL.1.4) B(®) (P(t)-C(t) ) + C(t) = Mt)e(t), MHEIR

denklem sisteminin ¢oziimleri k-boyutlu bir uzayr doldururlar , yani denklem
sistemini saglayan P noktalari EM in bir tek gekilde belirtilen alt uzayim doldururlar.
Bu uzaya hareketin t-anindaki ani eksen uzay: denir ve Ey(t) ile gosterilir ( A(t)=0
ise ani screw eksen uzayl , Mt)=0 ise ani donme eksen uzay: adim alir). Boylece E
ve E de bu hareket altinda birbirlerine kargilik gelen E,(t) ve Ei(t) uzaylan elde
edilir.

Tanim II1.1.2.

GCE egrisini dayanak egrisi kabul ederek , I_Ek(t) ekseni hareket boyunca E
hareketli uzayinda bir (k+1)-boyutlu genellestirilmis regle yiizey olusturur. Bu
yiizeye hareketin hareketli aksoid yiizeyi denir ve ® ile gosterilir.

Tamm II1.1.3.

Ey(t) eksen uzayr hareket boyunca E sabit uzayinda oa=Ad+CCE egrisini
dayanak egrisi kabul ederek bir (k+1)-boyutlu genellestirilmis regle yiizey meydana
getirir. Bu yiizeye hareketin sabit aksoid yiizeyi denir ve ® ile gosterilir.

Tamm I11.1.4. ,

EM deki bu hareketin @ ve & aksoid yiizeyleri , her t igin bu hareket altinda
ortak bir B ({)C® ve E()C® dogrultman uzay: ¢ifti boyunca yuvarlanarak ve
kayarak birbirlerine dokunurlar. Béyle bir hareket E® in k.mertebeden helisel
hareketi olarak adlandinlir, [8].

Burada egrilerin birbirleri {izerinde yuvarlanmasinda kayma yoktur , ancak
hareketin kendisinde kayma vardir. k.mertebeden helisel hareket A=0 igin
kaymaksizin yuvarlanmadir.

Teorem I1L.1.1.

E" in k. mertebeden bir helisel hareketi X=AX + C ile verilsin.

i) Bu hareket alinda meydana gelen ® ve @ aksoid yiizeylerinin asli
catillarini olugturan vektorler

(III 1 5) Aéi=ei ) 1=isk

seklinde birbirlerine kargilik gelirler .
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ii) Bu vektorlerin tiirevleri arasinda agagidaki bagmnti vardir:
(I11.1.6) Ag=¢, , lsisk.

iii) @ ve @ nin , swrasi ile , E ve P; (1sism) asli dagiima parametreleri igin
agagidaki bagint1 vardir;

(1L.1.7) =P} .

ispat:

i) @ ve P nin asli catilart , sirasiyla, {&,,...,&} ve {ey,...,e,} olsun.

f:EM —» ENI
X = fiX)=X=AX+C ,

fo : TR(E™) — TLEM

X - X=X
ve f,=A oldugundan

Ag=e; , Isisk
bulunur. Hatta
UL18)  Afya , lsjsm,
(UL1.9)  Afgym=dgime, . 1shsn-k-m
olmalidir , [8].
ii) {ey,...,e;} sistemini B nin gekirdegini gerecek sekilde segelim. Yani,
(111.1.10) Be=0 , Is=isk

olsun. (II1.1.5) ten t ye gore tiirev alirsak

éi=A€i + Aél , 1=i<k ,

. A A = —a-1
ei—AA lei + Aei (ei—A ei) s
éi=Bei + Aé-l
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elde edilir . Be;=0 oldugundan dolay:
Aéizéi y 1=i<k
bulunur , [8].

iif) @ igin bir parametrizasyon

(—f)(t,ﬁl,...,ﬁk) = (—i(t) + § ﬁiEi(t)

i=1
dir. ® nin asli ¢atis1 igin
. k
€= E aljéj + Kiﬁkﬁ , l=<i<m , Ei>0
=1

esitlifinin her iki tarafina hareketin Jacobian doniigiimii olan A y1 uygulayalim.

K
Agi=A (Y G® + K@y )
=1

k
Agj = 3 GjjAg; + KAy, .
i=1

Burada (II1.1.5) , (1I1.1.6) ve (IIL.1.8) kullanilarak

k
(HI 1.1 1) éi =5 2 ('iljej + k'iakﬁ o I<i=m
j=1
bulunur. Ote yandan ® nin {e,,...,e; } asli gatist igin
k
éi= 2 35 + K4 I<ism , Ki>0
j=1
oldugundan bu son ifade ile (II1.1.11) karsilagtirilirsa
(1IL.1.12) O=ay , K=K, lsism
elde edilir.

d nin @ dayanak egrisi igin

k _
A= Y & + N1 gamt
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olacagindan bu esitligin her iki tarafina A y1 uygularsak,

k _
AG = A( Y 5§ + N Bame1)s
i=1

k_
A = 3 GAE; + Ny Ay
=1

ve burada (I11.1.5) , (I11.1.9) kullanilirsa

k
(L1.13)  AG = Tie; + M1 Bermet
i=1
bulunur.
a=Aa+C , (G=A'(0-0)),
6=Ad + A&+ C |
6=AA(0-C)+ C+AG , AAI=B,
6=B(o-C) + C + Ad
a=he+Ad , Ae=0 ,
(111.1.14) Ad=a

elde edilir.

Ote yandan & nin o dayanak egrisi igin

X
a.= Y Cie; + N1 8m+
=1

oldugundan bu son ifade , (II1.1.14) go6zoéniinde bulundurularak (I11.1.13) ile
kargilagtirilirsa

—

L1.15)  T=t , lsisk ,

(L1.16)  [fimes| = [l

bulunur.

_ ﬁm+l .
P, , l=i=m

Kj

oldugundan (JI1.1.12) ve (II1.1.16) denklemleri kullanilirsa

I
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|p-]| = |P1| R l<ism
elde edilir.

Sonug IIL.1.1.

EM in k. mertebeden helisel hareketine istirak eden @ ve @ aksoid yiizey
giftlerinin dagilma parametreleri , sirastyla , P ve P olmak iizere

P=p
dir, [2].

X=AX + C ile verilen k. mertebeden helisel hareketi gozoniine aldigimizda,
bu hareket igin

A(ttp) = A(t) , C(ttp) =C(1)
ise harekete kapahdir denir. Hareketin kapali olmas1 , herhangi bir & kapal egrisi
igin a=Ad + C resim egrisinin kapal olmasi demektir. Bu durumda, bu egrileri
dayanak egrisi kabul eden hareketli ve sabit aksoid yiizeyleri kapah olurlar .

Teorem I11.1.2.

=AX + C ile verilen k. mertebeden bir helise! harekete istirak eden @ ve
® hareketli ve sabit aksoid yizeylerinin i.agiim uzunluklari, sirasiyla , L; ve L;
olmak tizere

117y Li=L; , lsism=k

dir, [3].

Sonug IIL1.2.
® ve @ , swrastyla , hareketli ve sabit aksoid yiizeyler olsunlar. Bunlarn
agthm uzunluklari L ve L olmak tizere ,
L=L
dir, [2].

Teorem I11.1.3.
k. mertebeden helisel harekete igtirak eden ® ve ® hareketli ve sabit aksoid
yiizeylerinin 1. agilim agilart ,sirasiyla , 7»1 ve A; olmak tizere

(IL1.18) M=% , lsism=k
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dir.

Sonug IT1.1.3.
@ ve & sirasiyla, hareketli ve sabit aksoid yiizeyler ve bunlarin agiim
agilart A ve A olmak iizere
A=A
dir.

Tanmm IT.1.5.

m<is=k igin verilen
k
€= 2 aijej
=1

ifadesindeki katsayilar igin
aij=0
ise @ nin Q merkez (veya sirt) regle yiizeyi silindiriktir denir.

Teorem I1I.1.4.

E in bir k. mertebeden helisel hareketine istirak eden @ ve @ hareketli ve
sabit aksoid yiizeylerinin merkez (veya sirt) regle yiizeyleri Q ve Q olmak iizere ,
Q silindiriktir ancak ve ancak © da silindiriktir, [8].
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II1.2. E™ de k. Mertebeden Homotetik Hareketlere istirak
Eden Genellestirilmis Regle Yiizey Ciftleri

E™ de bir homotetik hareketi , AESO(n) , CEIRY, ve h=hl, olmak iizere
X =FX)=8X+C
veya
X=8X+C
ile tanimlamigtik . Ayrica buradan tiirev alarak

X=8X+$X+C
X=8§1(X-C)+C , X=0, X=§1(X-0)

tiirev denklemleri bulunur. Burada H=$S" alinirsa
X=H(X-C)+C , H=H(®) =H,

elde edilir. Aynca Ht=§S"l konumu pol noktalannin (I1.2.5) ve (11.2.6)
denklemlerinde de diigiiniiliirse hareketli ve sabit pol noktalan igin
X=-H{S)!C
ve
X=-Hylc+c
bulunur.

Vi€l i¢in detH;=0 oldugundan daima bir tek pol noktasi vardir . Bu nokta
E hareketli uzayinda Q ve E sabit uzayinda Q ile gosterilirse , Q ve Q, sirasiyla ,
hareketli ve sabit uzaylarda G ve a hareketli ve sabit pol egrilerini gizerler. O halde
VtEl igin boyle pol egrileri daima vardir. Bu egriler pol noktalan iizerinde kayarak
yuvarlanirlar.

Pol noktalarinda egrilerin hizlan sifir olacagindan
$X + C=0
denkleminden & hareketli pol egrisi igin
a=-$1¢
ve sabit pol egrisi igin de
o=Sa + C
ifadesi elde edilir.
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Simdi & pol egrisinin  G(t) , VtEL noktasina baglanmus bir{€;(t),...,&(t)}
ortonormal vektor alan sistemini g6zoniine alahm . Bu ortonormal vektor alan
sisteminin hareket boyunca degismesiyle meydana gelen bir regle yiizey su sekilde
tanimlanabilir.

Tamm ML2.1.

X=SX + C homotetik hareketi esnasinda { €},--,6 } sistemi o egrisi
boyunca E hareketli uzayinda bir (k+1)-boyutlu genellestirilmis regle yiizey
meydana getirir. Bu yiizeye hareketin (k+1)-boyutlu hareketli genellestirilmis
regle yiizeyi denir. Bu yiizeyi ® ile gosterirsek ® nin parametrik ifadesi

k
D(L,G,....0y) = BE) + 3 T (D)
i=1
seklinde verilebilir. Burada
Sei(t) =¢g(t) , Il=<i<k
denilirse bir { €,,...,e } ortogonal sistemi elde edilir. Bu ortogonal sistemi @ ye
karsihk gelen o pol egrisinin o(t) noktasina baglayahm. Hareket esnasinda bu
ortogonal sistemin meydana getirdigi regle yiizeyi su sekilde tammlayabiliriz.

Tanim IL2.2.

X=SX + C homotetik hareketi altinda {€1,--.,&} sistemi , o resim egrisini
dayanak egrisi kabul ederek E sabit uzayinda bir yiizey meydana getirir. Bu yiizeye
hareketin (k+1)-boyutlu sabit genellestirilmis regle yiizeyi denir (®).

Teorem I11.2.1.

EM de X=8SX + C homotetik hareketi esnasinda meydana gelen hareketli ve
sabit genellestirilmis regle yiizeyleri , dayanak egrileri boyunca birbirleri iizerinde
kayarak yuvarlanirlar , [2].

Tamm I11.2.3.

E™ de (k+1)-boyutilu ® ve & genellestirilmis regle yiizeylerinin birbirleri
iizerinde kaymal yuvarlanmasim saglayan X=SX + C homotetik hareketine E” in
k. mertebeden homotetik hareketi denir , [2].

F.:E" — ERO
X — F(X)=X=SX+C
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Fu: TeEM) — T EM
éi - F*(éi)=Séi=8i 5 I=<i<k .

Dolaystyla
(HIZI) <g;, 8j> = hzﬁ i o lsi,jsk

olur. O halde {e,,...,g,} ortogonal sistemini

(d1L.2.2) e=—— , l=i<k

seklinde normalize edilebilir. Bu ortonormal sistemin gerdigi uzay E,(t) ile
gosterilirse E(t) yi dogrultman uzay1 kabul eden ® regle yiizeyinin parametrik
ifadesi
k
D(t,uy,...,u) = at) + Y, uei(t)

i=1

seklinde verilebilir. Burada {ey,...e;} , E(t) nin bir tabii tastytci bazidir.

@ nin A(t) asimptotik demetinin ortonormal bazi {815 sCioB 1o o Bam )
ve © nin A(t) asimptotik demetinin bir ortonormal bazi {ey,....e,8 41, %4}
olarak alnirsa
(I11.2.3) Sayy=hay,; , I=i=m
elde edilir, [2].

@ ve P nin tegetsel demetlerinin boyutlart k+m+1 olmak iizere bu tegetsel

demetlerin = {&;,....84, 841, BkimoBktmtl} V€ {€1-CloBiits > Bktmo Bkbmt] |
ortonormal bazlan igin

bagintis1 gegerlidir, [2].

@ ve P merkez regle yiizeyli ise bunlarn (G 45,030} V€ {8imizs-an}
tamamlayici ortonormal bazlan arasinda
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(III . 2 . 5 ) S ak.;,m.{.k:hakm_'_x > 2 S)\.sn'k"m
bagntisi vardir,

Teorem IIL2.2.

EM in k. mertebeden homotetik hareketine istirak eden & ve @
genellestirilmi regle yiizeylerine ait asli ¢atilan olusturan vektorler arasindaki
bagnti

Ag=¢ , Isisk
dir | [2].

Teorem II1.2.3.
X=SX + C homotetik hareketine istirak eden @ ve @ genellestirilmis regle
yiizeyleri verilsin. @ ve ® nin asli gatilarini olusturan vektérlerin tiirevierine ait

k K
6= 0y + Kifiesi » &= 3 048 T Kiksi
I i1

esitliklerindeki katsayilar arasinda agagidaki bagintilar vardir | [2] :

8§81+ Gl, = [(Wh) + oL, , i=j , lsism ,

l-('i=l(i 5 l<i<m

Teorem I11.2.4.
X = SX+C homotetik hareketine igtirak eden genellestirilmis regle yiizeyler
@ ve ® olsun . Bu regle yiizeylerin dayanak egrileri & ve o olmak iizere

k _ k
0= G& + N1 Fkeme1 » &= 2 §i€ + N1 8km+1
i=1 i=1

ifadelerindeki katsayilar arasinda

hg=t , lsisk |
Ih -ﬁm+ll = |nm+l|

bagmntilan vardir | [2].
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Teorem 111.2.5,

X = SX+C homotetik hareketine istirak eden ® ve @ genellestirilmis regle
ylizeylerinin i. dagilma parametreleri , sirasiyla , E ve P; olmak tizere
[P =1h| [Py , 1si=m
dir, [2].

Teorem I11.2.6.
X = SX+C homotetik hareketine istirak eden @ ve ® genellestirilmis regle
ylizeylerinin P ve P ile verilen dagilma parametreleri arasinda
P=|hP
bagintist vardir , 2]

Tanim 111.2.4,
X = SX+C homotetik hareketinde , @ ve o pol egrileri kapali ise harekete
kapah homeotetik hareket denir.

Teorem IIL2.7.

X = SX+C kapalt homotetik hareketine istirak eden & ve @ hareketli ve
sabit genellestirilmiy regle yiizeylerine ait i. agiim uzunluklan L; ve L; olmak
lizere

hdl;=dL, , 1sisk
dir, [2].
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111.3. .E“ de k. Mertebeden Simetrik - Helisel Hareketlere
Istirak Eden Genellestirilmis Regle Yiizey Ciftleri

Tamm IIL3.1.

EN de k. mertebeden helisel hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen
hareketli ve sabit aksoidler ® ve @ olsun. ® ve ® nin dogrultman uzaylan ,
sirasiyla , E(t) = Sp{&;,....&} ve Ei(t) = Sp{e;,...,&¢} olmak iizere bu ortonormal
sistemler , helisel hareketler altinda birbirlerine

(11L.3.1) Ag =-¢ , l=isk

ifadesi ile kargilik geliyorsa bu helisel harekete E" de k. mertebeden simetrik
helisel hareket ad1 verilir,[8].

Teorem I11.3.1.

EM de k. mertebeden simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine kargilik
gelen ® ve @ aksoid yizeyleri dayanak egrileri boyunca, birbirleri iizerinde
kaymaksizin yuvarlanir,[14].

Ispat :
® ve @ nin dayanak egrileri pol eérileri olarak segilirse , bu egriler hareket
altinda birbirlerine o = Ad + C seklinde kargilik gelirler. Burada egrilerin
parametrelerine gore tiirev alinirsa
a=Aa+Aa+C
bulunur. Pol noktalarmda Ad + C =0 oldugundan

(I111.3.2) &= Ad

elde edilir. & ve o nin yay uzunluklar , sirastyla , § ve s ile gosterilirse

s=/llofl dt
s=[||Ag)jdt
s=f|lé]dt , AESO() .
s=§

dir.
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Teorem IIL3.2.

k. mertebeden simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine karsiik galen
aksoidler @ ve @ ve bu aksoidlerin dogrultman uzaylan E,(t) = Sp{e,,....6} ve
Ey(t) = Sp {ey,...,ex} olmak iizere

(111.3.3) A& =-¢ , Isisk

1 b

dir,[14].

ispat :
{e},....e} sistemini B nin g¢ekirdegini gerecek sekilde segmistik. (II1.3.1)
bagintisindan tiirev alirsak

Aéi + Aél = 'éi (él = —A‘lei ) R
-AA'lei + Aél = "éi (B = AA'I) y
Be; + Ag; = -¢; (Be;=0) ,

Aéi = -éi 9 1=i<k
bulunur.

Simdi simetrik helisel hareketler altinda K(t) ve A(t) asimptotik
demetlerinin ortogonal bazlarinn birbirlerine nasil kargihk gelecegini gorelim.

A(t) ve A(t) asimptotik demetlerinin boyutunun k+tm ,0=smsk ,
olmasindan dolay1 bu demetlerde él,...,'é'k ve @,.,&  vektorlerinin lineer
bagimsiz olan m tanesi alinirsa A(t) asimptotik demetinin bir bazi
(I11.3.4) {818,841, Ok4m) - Osmsk
olur. Benzer diisiince ile A(t) asimptotik demetinin bir baz1 da
(111.3.5) (€1, €0 Kkt 1> Ckam} » Osmsk

seklindedir.

A() ve A(t) asimptotik demetlerinin  {&,..., 8,8+ Oktm} V€
{€1,-+€1Ckt1r»Cksm] bazlarinda ilk k-tane vektorden olusan {§,....&} ve
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{e},....ex} sistemleri ortogonal oldugundan K(t) ve A(t) nin ortogonal bazlan
sirastyla,

k]

(IIL.3.6) {15 Cu:Tkt15-+ - Yktm)»

WL3T)  {ep ¥t Yicom)

olarak alinabilir,

Teorem I11.3.3

k. mertebeden simetrik helisel hareketler altinda birbirine karsilik gelen @
ve ® aksoid yiizeylerinin Ek(t) ve E, (t) ye gore asimptotik demetlerinin ortogonal
bazlan arasinda agagidaki bagint1 vardir,[14]:

(111.3.8) AV =-Yisj > lsjsm .

ispat :
® nin asimptotik demeti olan A(t) nin (IIL3.5) ile verilen bazina

ortogonallestirme metodu uygulanarak  elde edilen {yj,....YiYk+15-->Yktm}
sisteminin vektorleri

Yi=¢
<€ -y1~
Y27¢€ - 7 Y1
[ly,l
<e, . YI> <eq. V2>
y3=e3- 2 5 1- 3 ) Y2
[y, LA

2

-1 <ek’y->
YR=ek‘§ —==1 ¥

Pyl
. <ék 1 :Yj>
Y1 = €41 - ﬁ . i o

)
oy
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kim-1  <e >
=g A 3
Yk+m = C+m - E.m —ém Y7 Zy i
By

seklinde hesaplanir.

Simetrik helisel hareketler , tanim geregince , A€;=-¢; , l<i<k ,
oldugundan i=jigin <e;, &> =0 dir. Ayrica (Teo.IIL3.2) den A§;=-§;,
I=si<k, dir.Bu neticeler yukandaki formiillerde kullamhrsa

y;i=¢ , lIsisk

bulunur ve buradan da

. <ék+la ei>
Y+l = Gt - i €
j=1

Virt = (A ( g - 5 T g
=l ”éj”Z
bagntist bulunur. Burada parentez igindeki ifade {8,,...,8,6x+1,...6ksy } Dazinmn
ortonormallestirilmesi esnasinda elde edilen ¥ ,; vektoridiir.O halde ¥y, ve vy
vektorleri arasinda

AFk+1 = Vi1
bagintis1 vardir. Buna goére yiys ,..., Yxam vektorleri igin de benzer uygulamayla

AFk12 = -V

A¥k4m = ~Yk+m
bagntilan bulunur.

k. mertebeden simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine kargilik gelen @
ve @ aksoid yiizeylerinin A(t) ve A(t) asimptotik demetlerinin ortogonal bazlarin
normalize edebiliriz. {e,....e; } ve { €,...,& }zaten ortonormal oldugundan

AL3.9)  ayy=— | g =2 | igem
19, i

alinirsa R(t) ve A(t) nin , sirastyla,

(L3.10)  {&1m.osBioBicttsesBirm)s



43

(III311) {el,~~,ek:ak+l,~--,ak+m}

ortonormal bazlan bulunur.

Sonug IL.3.1.
(111.3.10) ve (I11.3.11) deki bazlar birbirlerine

Ag; =-¢; , l=is<k,

(1I1.3.12) Adpij=-a,; , lsism

seklinde kargihik gelirler,[14].

ispat :
(IIL3.1) bagintisindan dolayt A8, =-e; , lsisk , dir. (IIL3.8) den
ak+i=—)j§’i— , ls=sism |
IIYk+i“
-AT.:
ak+i=—#— , ls=i=m ,
”"Ayk+i“

ai=-A—_ | AESO(m) , lsism ,
[Tyl

ak_'_i = —Aﬁk"’l o ISism o
Aﬁk.ﬁ == I<i=m
elde edilir.

k. mertebeden simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine kargilik gelen
® ve ® aksoid yiizeylerinen T(t) = Sp{&,,....,61...64. 0} Ve
T(t) = Sp{e},--.€,E1--»8, 0} tegetsel demetleri igin  boyT(t) = boyT(t) = k+m
ise A(t) ve A(t) nin (II1.3.10) ve (II.3.11) deki bazlan, srrastyla , T(t) ve T(t) nin
de ortonormal bazlar1 olur.

boyT(t) = boyT(t) = k+m+1 olsun . Bu taktirde T(t) ve T(t) nin
(I11.3.13) {815 € Vit 1o+ Yictmo ickme+ >

(111.3.14) (€1 rC Vit 1o oo Yictm Vit 1 }
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ortogonal bazlan elde edilir.

Teorem I1.3.4.

k. mertebeden simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine kargihk gelen
® ve @ aksoid yiizeylerinin T(t) ve T(t) tegetsel demetlerinin boyutlann  k+m+1
ise bunlarn ortogonal bazlan birbirlerine agagidaki sekilde karsilik gelirler,[14]:

A’éi=-ei , 1=i<k s
A¥i+i =-Yiai > lsism
(IIL3.15) AVkim+1 = Yirm+1

Ispat :
® nin T(t) tegetsel demetinin {ey,....e 15 4 +m,®*} bazinin
ortonormallestirilmig sekli  {yq,....YiYit1o- - YitmYiim+1] Olsun. Bu taktirde i=
i¢in <e; ,e;>= 0 oldugundan ortanormallestirme metodundan
yi=¢ , lsisk
elde edilir ve boylece T(t) nin bir ortonormal bazi {e,...,e.,Yik+1,-->Yi+msYitm+1 }
olur.Ayrica yine ortonormallestirme metodu ile
k <ay> m <&y
Yitm+1 = O = 3, Yi- 2 T Yk
=L yill2 = [yl
dir. Burada (I11.3.1) ve (II1.3.8) kullamilarak
k <d,8>

m
Yirmsl = A(A-Y ———§& -3 —— — Yk )
=1 ||§[] =t [ykedff2

Yktmt = AVk+m+1
bulunur.

T(t) ve T(t) nin bu sekilde tanimlanan ortogonal bazlarinda (I11.3.9) ve
— Yxim+l - _ Ykim+l
Ptm+ = 5 Hmrl T T
¥kl [Fitml

kullanthirsa T(t) ve T(t) nin, sirastyla,
(III316) {éla'"’-e.k’ék+1a"'aakﬂn’5k+m+l}’

(HI317) {el,...,ek,ak+1,...,ak+m,ak+m+l}
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ortonormal bazlar elde edilir.

Sonug I11.3.2.

(111.3.16) ve (II1.3.17) deki bazlar birbirlerine

Ag =-¢; , I=i=k

1 s

Aﬁkﬂ == s I<ism R

AByim+1 = Bime
bagmntilariyla karsilik gelirler,[14].

ispat :
(Sonug.1I1.3.1) geregince
Aél' = —ei R 1=<i<k 5
Aak-l-i -4 1<ism
dir.
_ _Yk+m+l
Ytm+1 =~
il

de (II1.3.15) esitligi kullanilirsa

_ Victm+1
Aems1 = A( )

b

[Ficsme

Aim+1 = Algime
elde edilir.

k. mertebeden simetrik helisel hareketler altnda @ ve @ regle yiizeyleri
merkez regle yiizeyli ise 0 zaman tamamlayict ortonormal bazlari , sirasiyla,

{Bim2s--3n} Ve {Bimmizs--»ay} dir. Bu baz vektorlerine simetrik helisel hareketler
altinda karsihk gelen vektorler yyin4 -, 2<hs=n-k-m , ile gosterilirse

Aﬁkﬂn+)\.=Yk+m+A ’ 2<A=n-k-m
yazilabilir ve {yyims2,....y,} Sistemi @ ye karsilk gelen @ aksoid yiizeyi igin
tamamlayici ortogonal bir bazdir. Bu baz normalize edilirse

Yktm+n
(III3 1 8) Pm) = s 2<h=n-k-m

I[Yictmeal
olmak tizere ® igin {ay,49,.-.,8,} tamamlayict ortonormal baz elde edilir.(I11.3.18)
bagintisna A8y = Yeemey, UySulanirsa
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Acrmn
Berman = A (
[y
bulunur. ([& 44/l = 1 oldugundan
Ady i = G, - 2<A=n-k-m

elde edilir.

Sonug 111.3.3.
k. mertebeden simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen @

ve @ aksoidlerinin tegetsel demetleri , T(t) ve T(t) olmak tizere E™ in T(t) ve T(t)
ye gore iki ortonormal baz1 ,sirastyla, {&,,...,6, 81, Bktmps- 185} VE
{€1,-.,€0,8141, > Bty -8y} §eKlinde verilsin Bu iki baz birbirlerine

Ag =-¢; , Ilsisk ,

Ady . =-a,; , lsism |

Adpine = Amen, > 1sA=n-k-m
bagntilariyla doniigtiigiinden k. mertebeden simetrik helisel hareket E™ de
(n-k-m)-boyutlu Sp{ay.m+s,-.,8,} altuzayma gore bir yansimadr,[14].

Teorem IIL3.5.
k. mertebeden simetrik helisel hareketlere igtirak eden aksoid yiizeyleri @ ve
® , bunlarin dayanak egrileri 0. ve o olmak tizere
. ko w i k
=3 G& * Umii@kemel > = 2 Gi€ + NmaiBieme
i=1

i=1

ifadelerindeki katsayilar arasinda

(13.19)  G=t , lsisk,

(111.3.20) ﬁm+l = Nim+1

bagntilar vardir,[14].

ispat :
a=Ad ,
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k_
o=A( E z;i'éi * Nim+18keme1 ) >
i=]

k
o= 3 Gi(-e) + Npe18eme1 |
i=1

ko _
a =3 (-C)e; + M Bt |
i=1

Bu ifadeyi o nin hipotezdeki degeriyle kiyaslarsak
t.’i = ?;i ) 1=i<k

ve

ﬁm+1 = Nm+i
elde edilir.

Teorem II1.3.6.
k. mertebeden helisel hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen ® ve @
aksoid ylizeyleri igin

k k
€= 3 &U'é] + Ei5k+i , = S Qji€; + Ky , lsism
j:] j:l
ifadelerindeki katsayilar arasinda
(111321) 61J = Q‘ij . 1sjsk . 1=i=m R
(111322) ﬁi = Kj , lsism

bagintilari vardir,[14].

ispat :
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bu ifade hipotezde verilenlerle kiyaslanirsa
Oj=oy , K=k , lsism, lsjsk
elde edilir.

Teorem I1L.3.7.
k. mertebeden simetrik helisel hareketlere igtirak eden ® ve @ aksoid
yiizeylerinin i. dagilma paramrtreleri , sirasiyla, P; ve P; olmak iizere

(IL3.23)  P;=P;, , lsism

bagintis1 vardir,[14].

ispat :
- ﬁm+l
= , ls=ism,
K;
- Nm+1 _ r
Pi= (M1 =M > K= K;)
K
§i= P‘ s 1<ism
elde edilir.
Sonug II1.3.4.

k. mertebeden simetrik helisel hareketlere istirak eden ® ve @ aksoid
yiizeylerinin dagilma parametreleri P ve P ise

(Il13.24) P=P
dir,[14].

Teorem IIL3.8.
k. mertebeden simetrik helisel hareketlere istirak eden ® ve ® aksoid
yiizeylerinin i. agilim uzunluklan, sirasiyla, fi ve L; olmak iizere

(3.25)  [Ll=JL] , 1sism

dir,[14].
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ispat : p
Li=-f gt dt , lsism=k ,
0
p-— ——
Li=-f-G®)dt (g=-¢ , lsisk) ,
0
p—
Li=fgit) dt ,
0
Li = - f"i
IL;| = |fi] , 1=sism=k
elde edilir.
Teorem I1I1.3.9.

k. mertebeden kapal: simetrik helisel hareketlere istirak eden ® ve @ aksoid
ylzeylerinin i. agithm agilan , sirastyla | _)\-., ve A; olmak tizere

(IL3.26) [N =[] , 1sism=k
dir,[14].

Sonug IIL3.5.
k. mertebeden simetrik helisel hareketlere istirak eden ® ve ® aksoid
yiizeylerinin agilim acilari arasinda A=A bagmntisi vardir,[14].

Sonug IIL3.6.
k. mertebeden simetrik helisel hareketlere istirak eden ® ve @ aksoid
yiizeylerinin total dagilma parametreleri arasinda D =D bagmtist vardur,[14].
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I11.4. }E“ de k. Mertebeden Simetrik - Homotetik Hareketlere
Istirak Eden Genellestirilmis Regle Yiizey Ciftleri

Tanim II1.4.1.

E™ de k. mertebeden homotetik hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen
hareketli ve sabit regle yiizeyler @ ve ® olsun. & nin dogrultman uzayi
Ek(t) = Sp{€,...&} ve S& =¢; , lsi<k , olmak iizere ® nin dogrultman uzay:
da E(t) = Sp{ey,...,ex} olsun. {&,...,§} ortonormal sistemi ve {e,,....&}
ortogonal sistemi hamotetik hareketler altinda , birbirlerine

(IIL4.1) S&=-g , (SSNg=0 , lsisk

bagintilarint saglayacak sekilde kargiik geliyorsa bu homotetik harekete ER de k.
mertebeden simetrik homotetik hareket ad1 verilir,[1].

k. mertebeden simetrik homotetik hareketler igin h(t) homotetik oramm
VtEICIR igin pozitif kabul edecegiz.

Teorem II1.4.1.

k. mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine karsilik
gelen @ ve @ regle yiizeyleri dayanak egrileri boyunca birbirleri iizerinde kayarak
yuvarlanurlar,[1].

Ispat :

& ve @ nin dayanak egrileri pol egrileri olarak segilirse bu hareket altinda
egriler o= SG+C seklinde birbirlerine karsilik gelirler. Burada egrilerin
parametrelerine gore tiirev alinirsa

&=Sa+8Sa+C
olur. Pol noktalarinda $& + C =0 oldugundan

(111.4.2) & = Sai
bulunur. a ve o nin yay uzunluklan , sirastyla, § ve s olmak iizere
ds=|la| dt ,

ds=||Sql| dt
ds=|hAG|| , S=hA , AESO(m) ,
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ds = |h| flaf| dt ,
ds=hds

bulunur. Bu ise @ ve ® nin birbirleri iizerinde kayarak yuvarlanmasi demektir.

Teorem IT1.4.2.

k. mertebeden simetrik homotetik hareketler altnda birbirlerine kargihik
gelen regle yiizeyler ® ve @ ,bu yizeylerin dogrultman uzaylan
Ei(t) = Sp{&),....&} ve Ei(t)=Sp{ey,....e} ise

(IH43) Sél =~ éi , I=isk
dir,[1].

ispat :
(111.4.1) den tiirev alirsak

Séi + Sél SBo éi . éi = -S’lei ,
-(SS'I)Si + Sél So éi 9 (SS’I)Si =0

S¢;=-¢ , Is=i<k

3

elde edilir.

boyA(t) = boyA(t) =k+m , Osmsk , olsun. A(t) asimptotik demetinde
él,...,ék vektorlerinin lineer bagimsiz olan m-tanesi €.y,...,84y iS¢ A(t) nin bir
bazi
(I1L.4.3) {1, B8k 1s - Cksm] » Osmsk
olur. Benzer olarak A(t) nin bir bazi da
(L44) (&g, Bobirtbim)

olarak bulunur.

{€,...€) ve {g4,...,&} ortogonal oldugundan A(t) ve A(t) nin ortogonal
bazlan

(11.4.5) {81 Bl Vit 1o Tktm )



(II1L.4.6)

seklinde elde edilebilir.

Teorem I11.4.3.
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{€15 €Ykt 1> Yktm)

(111.4.5) ve (111.4.6) daki ortogonal bazlar i¢in

(111.4.7) SYkti == Vi »
bagintis1 gegerlidir,[1].

ispat :

® nin A(t) asimptotik demetinin (Il.4.4)

l<i<=m

ile verilen

ortogonallegtirme metodunu uygulayalim :

Yi=¢€,
<€,¥Y1>
Yo=¢€ - Y1
N\l
<e3,y1>  <€3,Y»”
Y3=€3- Yi- Y2
lly1lP lly2ll2
1 <eYi~
Yk = &~ 2 Vi .
o il

k <ék+1 ’Yi>

Yk+1 = Bk+1 - 2
i=1

Yitm = Eicrm '21
1=

k <€gimYi>

Yi »

il

Yi -
lylP

bazina
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Simetrik homotetik hareketler igin S§; = -¢; , =ik , (i=j igin <g;€>=0)
ve 8¢ =-¢ , lsisk , oldugundan bunlar yukandaki formiiller de kullanilirsa

YiTE, 1=i<k

elde edilir. Se;=-¢; ve S=hA , Ae€SO(n) oldugundan

k <8i’ék+l>

Y1 = By

2

Sl

= <é':ék+l> -
Yierr = (-8) (& '5 —l_._;_ei )
=1 |j&

bulunur. Burada parantez igindeki ifade (I11.4.3) deki bazin ortonormallestirilmesi
esnasinda elde edilen ¥ ,; vektoriidiir. O halde

STk+1 = - Yiert
olur. Benzer islemler yy 5 ,..., ¥y i¢in de yapilirsa

Sg’kﬂ ==Vt > I<i=sm
elde edilir.

k. mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine karsilik
gelen & ve @ regle yiizeylerinin A(t) ve A(t) asimptotik demetlerinin (I1L4.5) ve
(111.4.6) ile verilen ortogonal bazlarim

i YicH Vi
(11148) G=—, I=<i<k s T T 5k+i = — 1<i<m
h [[yicaill ¥4l

seklinde normalize edersek , Z(t) nin
(111.4.9) {€1,--» €1 Akt 1s-»Bhctm )
ve A(t) nin

(IIL4.10)  {ef,.€ 8415 84m)

ortonormal bazlan elde edilir.



54

Teorem 111.4.4
(I11.4.9) ve (111.4.10) daki ortonormal bazlar i¢in
S¢; =-he; , lsisk,
Say,;=-ha,,; , Ilsism
bagintilan gegerlidir,[1].

ispat :
Se;=-g; ve ¢;=¢g/h , ls=isk , oldugundan S§ =-he; , lsisk,
bulunur. (Teo.Il1.4.3) ve (II1.4.8) bagintisindan

Ay = Vi , l=ism,
[yl
STy .
Ay = - ——y']iil—“— R I1<ism s
[I-SFcill
S T
Bi=— | A€S0(m) , h>0
b |7l
Ay = - —h_akﬁ g I<i<sm 0
Sék+i =-h AYeri > l<ism

elde edilir.

k. mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine kargihik
gelen @ ve @ regle yiizeylerinin tegetsel demetleri , sirastyla,

T(t) = Sp{él,...,ék,él,...,ék,?i }
ve

T(t) = Sp{ﬁl,...,Ek,él,...,ék,d}

olmak iizere boyT(t) = boyT(t) = k+m ise A(t) ve A(t) nin (IIL.4.9) ve (II1.4.10)
daki bazlan ayni zamanda , sirastyla, T(t) ve T(t) nin de ortonormal bazlart olur.

boyT(t) = boyT(t) = k+m+1 olsun. Bu taktirde T(t) ve T(t) nin, sirastyla,
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AIL4.11) {8y, 8Tt FitmTitmel b

(III4 12) {sl,...,sk,ykﬂ,...,ykm,ykmﬂ}

ortogonal bazlar bulunur.

Teorem II1.4.5.
(IIL.4.11) ve (111.6.12) deki ortogonal bazlar arasinda

Séi =-g , 1=i<k R
Syki-l = Y+ > l<ism 3

(11.4.13)  SPiemt1™ Ykeme
bagntilar1 vardir,[1].

ispat:
® nin T(t) tegetsel demetinin {ey,..., &, E 11, o By}  bazinin

ortogonallagtirilmis  sekli  {y},....Vio¥k1>---Yirme1}  Olsun.  Bu  taktirde
ortogonallestirme formilleri geregince i=j icin <e;e>=0 oldugundan

Vi=¢§ , lIs=isk
bulunur. Bu durumda T(t) nin bir ortogonal bazi {e|,....e,Yi+1,--YirmYkime1 }
olur. Burada {&y,....8,Yx+1>--Ykem) aymt zamanda A(t) asimptotik demetinin
ortogonal bazi oldugundan (IIL.4.1) bagintist ve (Teo.II1.4.3) geregince

Se;=-¢; , lsi<k,

SYk4j=-Yk+j > lsism

dir. Ayrica
k <daYi> m <d,)’k+j>
Yktm+1 = a-y Yi- 2__—Yk+j
=1 [lyil[? 1 yislP

dir. y;=¢; , lsi<sk , ve SO =a gozoniine alinirsa

kK <a,&>  m <aFq>
Yitms1 =S (0 -3 -2 ﬁkﬁ)

= JElR = (el

bulunur. Parantez igindeki ifade T(t) tegetsel demetinin bazinin normalize edilmesi



56

esnasinda elde edilen ¥;,,,+; oldugundan

S¥ktm+1 = Yktm+1
elde edilir.

T(t) ve T(t) tegetsel demetlerinin yukaridaki gekilde tanimli ortogonal
bazlarinda (II1.4.8) ifadesi ve

ermt+] = > Bml T T
IYictmeall [Fictme1

esitlikleri kullanihirsa T(t) nin

Yk+m+1 - Yitm+1

(L3.14) (&), 8 815 Bictmo Bime1 )

ve T(t) nin de

(III315) {el,...,ek,ak+1,...,akm,akm+l}

ortonormal bazlan elde edilir.

Teorem I11.4.6.
(1I1.4.14) ve (111.4.15) deki ortonormal bazlar arasinda
S&;=-he; , Isi<k,
Sayy; =-hayy; , ls=ism,
Sagimey = haginy
bagintilari vardir,[1].

ispat :
(815 BBkt Do Bkt V€ (€1 rChoBraly-Bkam) Sistemleri sirastyla , A(t)
ve A(t) igin bir ortonormal baz oldugundan (Teo.I11.4.4) geregince
Sg;=-he; , lsisk,
Sa,;, =-ha.,; , lsism
ve (Teo.I11.4.5) geregince

SYitm = Yism+l
dir.

Yitm+l
Pim+l T

b
”Yk+m+1”
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S Fitml

Am+l =
h ¥l

Atmel = T Atm+l »

oldugundan

Sagim+r = h agime
elde edilir.

k. mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine kargilik
gelen regle yiizey gifileri @ ve @ olsun.Bu regle yiizeylerin T(t) ve T(t) tegetsel
demetlerinin bazlar ,sirasiyla, EP in

{él,. . .,ék,ﬁk.p], .. .,—a.km,akhn+l,5km+2,. . .,5,1 }
ve

{€15- -8Bkt 15+ -»Bfctmo A+ 1> Bctm 42>+ -8 }

bazlarina tamamlanabilir.

® ve ® merkez regle yiizeyli olsun. Bu taktirde ® nin tamamlayict

ortonormal bazt {@gipis,.-..4,) dirBu baz vektorlerinin simetrik homotetik
hareketler altinda kargilik geldigi vektorler yyimis » 1sh=n-k-m, ile gosterilirse

S‘ék.;.m_'.)\‘ = yk'*m+}~ s stsn"k-m
yazilabilir ve {yyimi2,---.yy} sistemi ® ye karsihk gelen @ regle yizeyi igin

tamamlayici ortogonal baz olur.

Yitm+
(IIL4.16) Aymin =——— , 2=A=n-k-m

“}’kﬂn+hu

olmak tizere {8y m42,--,%,)} tamamlayici ortonormal bazi elde edilir. (I11.4.16) da
SAimin = Yiemsy, Kullanilirsa

1 Agem,
ak+m+}' = S ('T——_—-) y 25)\.511-1(-111 s
” ak+m+7»”
Stgsmir =N Agiman > [Aemal| =1 , 2shsn-k-m

elde edilir.
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Sonug I11.4.1.

k. mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine karsihk
gelen tegetsel demetler T(t) ve T(t) olsun . E in T(t) ve T(t) ye gore iki
ortonormal bazi sirastyla, {€,,...,€, 3 +1,---» Bkimme-+->8n )} VE{C1s++0»€loBkct 1>+ Bkt +»3n }
olarak verilsin. Bu iki baz arasinda

Se;=-he; , lsi<k |
Sé’k+i =- hak+i s l<i=m ’
Sik.‘.m.;_)\ = hak.*.nﬁ.;\' , I1<A=n-k-m

bagintilar bulundugundan E® de k. mertebeden simetrik homotetik hareket EM in
(n-k-m)- boyutlu Sp{ay,;,+1,.--,8,} altuzaymna gore bir yansimadir,[1].

Teorem H1.4.7.

k. mertebeden simetrik homotetik hareketlere istirak eden regle yiizey
giftleri @ ve @ olsun. Bu regle yiizeylerin asli catilanm {&,,...,8) ve {e;,....e}
olarak alalim. Bu durumda

4=

.k k
€ =205 €t Kian; , &= 04 e KA,
=1 =1

tirev vektorlerinin katsayilar arasinda
(I11.4.17) ag=hO/h)+ay , i,

(I14.18)  o=oy , i#,

(IIL.4.19) K=x; , lsism , lIsj=k

bagmntilan vardir,[1].

ispat :
g;= he; ifadesinde tiirev alirsak

éi=hei+héi , ei=ei/h,

: K

. h

&= &t h (2 o6+ Kias),
j=1
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h k
= (T"‘ Oy ) £; + 2 (1.1_,}16J + Kihak+i , l=<i=m 5
j=Lis

. __h k
(1I1.4.20) 6=(5+ o) 8 + 2 o & + Kjhag;
§=1,i

elde edilir. Diger taraftan ,

Séi=_éi .

éi=-Séi ,
k

El—-S( Eaij’e’j+lclak+l) ,
=1

& =2 Oy + Kihayy;
=1

k
(IL4.21) =0+ 3 GyE; + Kihayy
=11

bulunur.Burada (111.4.20) ile (111.4.21) kargilagtirilirsa

oy = (Wh) + oy,

qi=oy , lsj=k,

K=x; , l<ism
elde edilir.

Teorem 111.4.8.
k. mertebeden simetrik homotetik hareketlere igtirak eden regle yiizeyler ®
ve @ olsun. Bu regle yiizeylerin dayanak egrileri & ve o olmak tizere
k k

0.=Y Ci& + pt1Bamsy » A= Y i€ + Nm+18kem+1
i=1 i=1

ifadelerindeki katsayilar arasinda
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(ll1422) g =-hg

(1A423) Ty = Bl

bagintilart vardir,[1].

ispat :

.
—

a=95a ,

k _
=S5 (3 G& + Mme18ems ) »
i=1

X
o= 3 & S& + Mie Sy -
i=1

k _
a =Y ; (- he;) + M hagns »
i=1

| 4

&= 3 (- hT; )e; + Wiy Bgamer -
=)

Bu ifade .. mun hipotezdeki degeri ile kargilagtinlirsa &; = - hii s Nmt+ = Mmar
elde edilir.

Teorem I11.4.9.
k. mertebeden simetrik homotetik hareketlere istirak eden @ ve @ regle
ylizeylerinin i. dagilma parametreleri ,sirastyla , E ve P; olmak tizere

(IlL4.24)  P,=hP;, , lsi=m

1 2

bagntist vardir,[1].

ispat :

Nm+1
P;= de (I11.4.19) ve (I11.4.23) kullanilirsa
Kj
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hMm
Pi = R
K
M+
Pi = h ,
Ki

elde edilir.

Sonug 111.4.2.
k. mertebeden simetrik homotetik hareketlere istirak eden @ ve @ regle
yiizeylerinin dagilma parametreleri P ve P ise P=hP bagintst vardir,[1].

Teorem 111.4.10.
k. mertebeden simetrik homotetik hareketlere igtirak eden regle yiizeyler @
ve @ ve bunlarmn i. agthm uzunluklan I; ve L; olmak iizere

(111.4.25) dL;=-hdL; , lsism

i

dir,[1].
Ispat :

dL; =-T; dt ifadesinde (II1.4.22) bagintisim kullanirsak
dL,=-(-h%;)dt , lsism ,
dL;=(-h)(-g;dt) , lsism ,
dL;=-hdL; , lsi=m

elde edilir.

Teorem 111.4.11.
k. mertebeden kapali simetrik homotetik hareketlere igtirak eden @ ve @
yizeylerinin i. agthm agilar , sirastyla , _5\1 ve A; olmak Gzere, bunlar arasinda

(IL4.26)  N=A , lsism

bagitis1 vardir,[1].
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Sonug I11.4.3.
k. mertebeden simetrik homotetik hareketlere igtirak eden @ ve @ regle
yiizeylerinin agilim agilari arasinda A=A\ bagmtis1 vardir,[1].

Sonug I11.4.4.
k. mertebeden simetrik homotetik hareketlere istirak eden @ ve @ regle
yiizeylerinin total dagilma parametreleri arasinda D =h™D bagmtist vardir,[1].



IV. BOLUM

KONOIDAL REGLE YUZEYLER

Bu boliimde konoidal , ortokonoidal ve kuvvetli konoidal regle yiizeyleri
tanitacagiz,

IV. Konoidal Regle Yiizeyler

Tanmm IV.1.1.
E™ de (k+1)-boyutlu regle yiizey ® olsun. @ nin her Ey(t) dogrultman
uzaymin parelel oldugu sabit bir EICE" | gq=k , altuzayi mevcutise @ ye

q-konoidal regle yiizey , E9 altuzayina da & nin dogrultu uzay: (Richtraum'u)
denir, [7].

Eger bir @ (k+1)-regle yiizeyi (n-1)-konoidal ise ® ye kisaca konoidaldir
denir ve onun dogrultu uzayi sabit bir dogrultu hiperdiizlem (Richthyperebone)
dir.

Ornek IV.1.1.
E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda dik silindir yiizeyi bir konoidal regle yiizeydir.

Tanim IV.1.2.

Q merkez regle yiizeyli ve dogrultu uzayr E olan g-konoidal bir (k+1)-
regle yiizey ® olsun. E§er ® nin merkez noktalarindaki tanjant uzaylan E1
dogrultu uzayina ortogonal ise @ ye q-ortokonoidal dir denir , [7].

Eger q=n-1 ise ® ye kisaca ortokonoidal diyecegiz.

Teorem IV.1.1.

E™ de g-konoidal (k+1)-regle yiizey ® ve ® nin A(t) asimptotik demetinin
boyutu (k+m) sabit olsun. Bu durumda E9 dogrultu uzaymnin boyutu olan g-sayist
iin ,

av.iy k+ms=q=n-1



64

esitsizlii gegerlidir ve @ nin asimptotik demetleri E9 dogrultu uzayina
pareleldir [7].

Ispat :
Teoremin ispat1igin k+m=q oldugunu géstermeliyiz.
E? dogrultu uzaymnin ortogonal tiimleyeni olan alt vektdr uzayr (E9)t
olmak tzere boy(E?9)'=n-q dur. (E9)' in bir ortonormal bazi {byyy,...,by} olsun.
Ed sabit oldugundan (E9)L de sabittir. Bu durumda @& nin E(t) , t€l ,
dogrultman uzayinn {e,(t),...,e,(t)} dogal tasiyic1 bazi igin,

(Iv.1.2) <bgss, €(D>=0 Isi<k , l=s=n-q

dir. Burada t ye gore tiirev alusak

(Iv.13) <bgss, €(1)>=0 , lsisk , lsssn-q
bulunur.Son esitlikte (1.2.6) ve (1.2.7) bagntilari kullanihrsa

>0,

(Iv.1.5) Dgss > 2>=0 , lsism , lss=n-q

elde edilir. (IV.1.2) ve (IV.1.5) ifadelerinden & nin A(t) asimptotik demeti (E9)*
e ortogonal , dolayistyla E9 ya paraleldir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Tamm IV.1.3.

Silindirik olmayan (m>0) , g-konoidal (k+1)-regle yiizey ® ve ® nin A(t)
asimptotik demetinin boyutu (k+m) sabit olsun . Eger q=k+m ise @ ye kuvvetli
konoidal ( strengkonoidal) denir, [7].

Teorem 1V.1.2.

Silindirik olmayan (m>0) ®, g-konoidal (k+1)-regle yiizeyi , k+m sabit
boyutlu A(t) asimptotik demetine ve {e;(t),....ex(t)} asli gatisina sahip olsun . Bu
taktirde @ kuvvetli konoidaldir ancak ve ancak (I.2.20) ifadesinde

wi=0 , ¥;p=0 , lsism , 2<h=n-k-m
dir,[7].



65

ispat:
(Teo.IV.1.1) ye gore A(t) asimptotik demeti E9 ya parelel oldugundan

her t€l igin (IV.1.5) den

<bgis » Ai()>=0 , Isism , lss=n-q
yazilir ve t ye gore tiirev alinirsa

<byrs» Aai()>=0 , lsism , Iss=n-q
elde edilir . &,,;(t) nin (1.2.20) tiirev denklemlerindeki degerini burada yerine yazar
ve (IV.1.2) ile (I1V.1.5) ifadelerini dikkate alirsak

1=-K~m
Wi(D)<Dgss s Agame (D> + g YinDgss » Akamr()>=0
=2

elde ederiz. Agik olarak yazarsak
Wi<bgrt, Aemir™ F Yo DByt s Bame™ -+ Vi kemy D 180> = 0
Wi<bq+2 > Bgame” + Yi2<bq+2 » Aaman” T F yi(n-k-m)<bq+2aan> =0

Wi<by, B>+ Yia<by, Bgeman> to Yi(n-k—m)<bn ;3> =0

veya matris formunda yazarsak ,

- 1r g o
<bq+l s Acamet” <bqﬂ > Agamaz” - <bqH > 8y Wi 0
<bq+2 s Qo)™ <bq+2 » B - <bq+2 > By~ Yiz 0
(IV.1.6) . . . ,
L<bn » Amel” <bn > Qgam” <bn , 8y > i Yi(n-k-mﬁ LO

lineer denklem sistemi elde edilir.

=):

& kuvvetli konoidal olsun , yani g=k+m olsun . Bu takdirde ® nin EY
doprultu uzayr A(t) asimptotik demetinin  ey,..., 6,841, 8sm baz vektorleri
tarafindan gerilir. O halde E® dogrultu uzaymmn ortogonal tiimleyeni (E9)* olmak
iizere (E9)'=Sp{bys;,....by} ile Sp {asmer-s2n} aym uzayr gosterirler. q=k+m
oldugundan bg,y,...,b,  vektorleri byypip,...by  halini alirlar. {btm+1s----0n}
sistemiyle {2y iyeqs.,3) Sistemi ayni uzaymn bazlan olduklarindan birbirlerine
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kargilik gelirler ve katsayi matrisi I, birim matrisi haline gelir. detl, ;=0
oldugundan ¢oziim tektir. Buna gore lineer denklem sistemi homojen oldugundan

¢oziim sadece agikar ¢oziimdiir Dolayisiyla

w;=0 , y;»=0 , lsism , 2<h=n-k-m

elde edilir.

(<)
w;=0 , yp=0, lsism , 2<hsn-k-m
olsun. Bu sonucun elde edilebilmesi igin (IV.1.6) daki katsayilarin olugturdugu
matrisin regiiler olmasi gerekir. Regiiler olmas igin de herseyden énce kare matris
olmast gerekir ki bu da qg=k+m olmastyla saglanir. O halde ® kuvvetli konoidaldir.

Teorem IV.1.3.
EM de bir @ (k+1)-regle yiizeyi kuvvetli konoidal olsun . Eger @ , Q
merkez regle yiizeyli ise , o0 zaman @ (k+m)-ortokonoidaldir,[7].

ispat:
(Teo.IV.1.1) e gore ® nin A(t) asimptotik demeti @ nin E¥*™ dogrultu
uzayina paraleldir. Aynca (Teo.1.2.2.) ye gore ® nin merkez noktalarindaki

tanjant uzaylart A(t) asimptotik demetine diktirler . O halde ortokonoidallik tanimi
geregi @ (k+m)-ortokonoidaldir.

Bir ® (k+1)-regle yiizeyi p-konoidal ve q-konoidal gibi degisik
mertebelerden konoidal olabilir. Eger EICEP olacak sekilde E9 ve EP dogrultu
uzaylar mevcut ise @ ye ayn1 anda g-konoidal ve p-ortokonoidaldir denir.

Teorem 1IV.1.4.

{e)(®),-...ex()} asli gatisina sahip olan , Q merkez regle yizeyli , silindirik
olmayan (m>0) kuvvetli konoidal (k+1)-regle yiizey @ olsun . Eger @
ortokonoidal ise (1.2.20) tiirev denklemlerinde

f,=0 , 2<As=n-k-m
dir. Bu durumda @ bir (n=k+m+1)-boyutlu Oklid uzayinda bulunur,[7].
ispat:

Bir @ (k+1)-regle yiizeyi kuvvetli konoidal ise g=k+m dir. Aynca @
merkez regle yiizeyli oldugundan ay,41(t) , t€1, merkez tanjant vektori vardur.
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Simdi @ (k+1)-regle yiizeyi ortokonoidal olsun . Bu takdirde g=n-1 olup ®
nin dogrultu uzay: bir hiperdizlemdir. O halde (E9)*=Sp{b} , yani E9 nun
ortogonal tiimleyeni 1-boyutlu bir altuzaydir. (Teo.IV.1.3) e gore ayg,1(t) , t€1,
merkez tanjant vektori E9 dogrultu uzayma diktir, yani ay,,,; vektori Sp{b}
uzayinda bulunur. O halde

<b, agim+1(>=A  (A=sabit)
yazilabilir. t ye gére tiirev alinirsa

<b, agami1 (>=0
olur. ap,,4(t) nin (1.2.20) tirev denklemlerindeki degeri yerine yazilir ve
(Teo.IV.1.2) gozoniinde bulundurulursa

nk-m

-2 Ba<h, apn>=0

=2
veya

Pr=0
elde edilir. Ayrica g=k+m ve g=n-1 oldugundan n=k+m+1 elde edilir ki bu da ®
nin (k+m+1)-boyuttu Oklid uzayinda olmas: demektir.

Teorem IV.1.5.

{e1®),....ex(t)} asli ¢atisina sahip olan , Q merkez regle yiizeyli , silindirik
olmayan (m>0) , (k+1)-regle yizey ® olsun . Eger @ igin (1.2.20) tiirev
denklemlerinde

wi=0 , B,=0 , I<ism, 2<A<n-k-m
ise @ , ortokonoidaldir,[7].

Teorem 1V.1.6.

{e{(®),....ex(t)} asli gatisina sahip olan , Q2 merkez regle yiizeyli , silindirik
olmayan (m>0) , (k+1)-regle yiizey ® olsun . Eger ® , g-ortokonoidal ise (1.2.20)
de

wi=0 , I<ism
dir,[7].

ispat:

Bir @ (k+1)-regle yiizeyi Q merkez regle yiizeyli ise a,,,,+; merkez tanjant
vektorli vardir. @ g-ortokonoidal oldugundan ay.,;, vektorii @ nin E9 dogrultu
uzayina diktir, yani ay,,,.; vektorii E ya ortonormal vektor uzaymnda bulunur. E4



68

sabit oldugundan (E%) de sabittir. O halde a,,,,; merkez tanjant vektorii @ nin
parametrizasyonundaki I parametre araligmin t,El degeri igin sabit olarak
bulunur. Buna gore

<Apimr1(to) » 2y (HD>=0 , lsism
esitliginde t ye gore tiirev alirsak
<tgim+1(to) , Bi(>=0 | l<ism

elde edilir ve a,,;(t) nin (1.2.20) deki degeri yerine yazilirsa
w;=0 , l<i<m
bulunur.

Tamm 1V.1.4,

ED de bir (k+1)-regle yiizey ® ve @ nin bir Ei(t,) dogrultman uzay: t, In
bir e civarinda (Vt€l igin |t-t,|<e) bir Q merkez regle yiizeyine sahip olsun. Eger
Ey(t,) n merkez noktalarindaki tanjant uzaylart @ nin E9 dogrultu uzaymna
ortogonal iseler E,(t,) dogrultman uzayina q-orthoiddir denir, [7].

® nin (n-1)-orthoid dogrultman uzayina kisaca orthoid denir. Bu tamm E3
ortokonoidal i§in yiizeylerinin orthoidal dogrultman uzayr kavramimin direkt bir
genellestirilmesidir. E3 @in sadece donel (helezoni) yiizeyleri orthoid dogrultman
uzayna sahiptir.

Ornek IV.1.2.
E? de Ei(t)=Sp{ X=(0,0,%3) : x;€IR } altuzayi dogrultman uzay1 olarak

a:I=(0,2m) - E3
t — o(t)=(cost,sint,0)

egrisi boyunca olugturdugu yiizeyin denklemi
P, AN)=o(t)+he;

= (cost,sint,0)+A(0,0,1)
=(cost, sint, A)



69

olup ® donistimii E3 de bir 2-regle yiizey (igmn ylizeyi ) gosterir.

Vt€l icin Ey(t) dogrultman uzaylan E? ... y-2=0 , diizlemine parelel
oldugundan @ isin yiizeyi E* de konoidaldir. Ayrica o (t) dayanak egrisi @ nin
merkez regle yiizeyi olup « (t) noktasindaki

- o (t) = (sint, -cost, 0)
merkez tanjant uzayr (vektorii ) t=m igin E2 dogrultu uzayma ortogonaldir. O
halde Ey () dogrultman uzayr @ nin bir orthoid dogrultman uzayidir.

A | E(®) /

0 t 2n

o~

) 70 2
ax/' é[_,.U/// /
X

Sekil IV.1.1

Tamm IV.1.5

ED de qg-konoidal bir (k+1)-regle yiizey ® ve & nin bir dogrultman
uzay1 By olsun. Eger E; nin noktalannnda @ nin tanjant uzaylan E9 dogrultu
uzayina parale] ise E; dogrultman uzayina g-tangoiddir denir, [7].
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® nin (n-1)-tangoid dogrultman uzayma kisaca tangoid dogrultman
uzay1 da denir.

Ornek IV.1.3.

(Ornek 1V.1.2) de t=a/ 2 ve t=3n/2 degerlerine karsilik gelen E;
dogrultman uzaylarmin noktalaninda @ nin tanjant uzaylan E?> dogrultu uzayina
paraleldir . O halde Ey(n/2) ve Eyi(3n/2) dogrultman uzaylarn @ nin tangoid
dogrultman uzaylandir,

Teorem 1V.1.7.

EM de {e;(t),.., e(t) } dogal tastyici baza sahip olan , konoidal basit
kapah (k+1)-regle yiizey @ olsun. Eger ® , E? in bir hiperdiizleminde bulunuyorsa
@ en az iki tane tangoid dogrultman uzayina sahiptir,[7].

Ispat :

Kapali bir I araliginda t; €1, 1=i<2 , igin a4 (t;) merkez tanjant
vektoriiniin - E9 dogrultu uzayina paralel oldugunu gostermeliyiz . Hipoteze
gore @ konoidal ve E™ in bir hiperdiizleminde bulundugundan g=n-1 dir . O
halde EY dogrultu uzaymin ortogonal tiimleyeni sabit bir b vektoriiniin germis
oldugu altuzaydir . a,,,,; vektoriinin E9 ya paralel oldugunu gostermek igin b
vektoriine dik oldugunu gostermek yeterlidir .

O(t,u,...,u)=a)+ E y; &(t)

i=1
ifadesinde @ nin bir kapali o (t) dayanak egrisi igin
k
& (1) = X Gi& + M m+i8kem+l

i=1

dir . Buna gore
<a(t),b>=nyy () <agma(®),b>
olur . Burada ® nin kapalt bir yoriingesi iizerinden integral alirsak

Ipn ® <agmu®, 0>=f<a(t),b>=0
()] L))
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bulunur . Bu nedenle enaziki t;,t,,t;=t,, icin

(1IV.L7) MNeu+1 (8 )< A1 () , b>=0

dir. Gergekten ,

M1 ()< a1 () 5 b>= N1 () || agam41 () I} []b]] cost;

Ost<2n aralifinda t=r/2 ve t=3m/2 degerleri igin cost=0 oldugundan (IV.1.7)
ifadesi dogrudur. O halde @ nin en az iki t€I degeri icin tangoid dogrultman
uzayi vardir .

Tamm IV.1.6.

(1.2.2) parametrizasyonuna ve ( 1.2.20) tiirev denklemlerine sahip olan ve
hig silindirik olmayan dogrultmanlan ihtiva eden bir ®; 2-regle yiizeyinde Z;/«;,
lsism=k , invaryantina ®; nin Blaschke invaryanti denir , [7].

Blaschke invaryantt a ve ¢; , lsi<k, dan elde edilir.

Teorem 1V.1.8.

E™  de bir (k+1)-regle yiizey @ nin kapali ortogonal yoriingeli
dogrultmani ve o(t) striksiyon ¢izgili basit kapali yonlendirilebilen asli 15m
yiizeylerinin Blaschke invaryanti Ost<p periyot araliginda en az iki yerde sifir
degerine sahiptir ( yani en az t;=t, olmak iizere t;, t, igin Blaschke invaryantin
degeri sifirdir).

Eger @ ortokonoidal ise Blaschke invaryantinn sifir oldugu t; ,1<i<2,
degerlerine karsilik gelen dogrultmanlar ® nin orthoid dogrultmanlandir.

Ispat :
@ nin herhangi bir dogrultman uzayinin kapah yoriingesinde i. agthm
uzunlugu

p
L=-Ct) dt=-Ti(H) dt
D 0

dir. Buradan en az t;=t, degeriigin
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& (t)=0 , 1sis2
dir. O halde «;(t)=0 oldugundan @ nin i. Blaschke invaryantt sifirdir .

Eger ® ortokonoidal ise t)€I nin bir &; komsulugunda ve ,E€I nin bir
g, komsulufunda da ortokonoidaldir. O halde t; ve t, ye karsihk gelen
dogrultmanlar da orthoid dogrultmanlar olur.



V. BOLUM

HOMOTETIK HAREKETLERE ISTiRAK EDEN
KONOIDAL REGLE YUZEYLER

Bu bolimde helisel ve homotetik hareketlere istirak eden regle yiizey ciftleri
tzerinde durulacaktir.

V.1. EM de k. Mertebeden Helisel Hareketler Uzerine

E™ in k. mertebeden helisel hareketi igin

{ 61 se-es €k 5 Ak4] 5o-s Bkt » Ek.pnﬂ.l yeevy én }
ile

{ €1, €, et sovos Bom s Beme] 5o > 8 }

ortonormal baz sistemlerinin vektérleri arasinda su bagntilar vardir, [8] :

(V.1.1) Ag=e; , A§=¢; , Be~0 , l=i<k ,
(VIZ) A5k+i=ak+i . 1<ism s
(V13) Aﬁk+m+s= akm+s . lsssn-k“m .

E sabit uzayinin {e; ,..., € , 841 5> 4m > Bkms] >+ 3y § Ortonormal
bazini

(V.1.4) Bagm+s=0 , lsssn-k-m
olacak gekilde segelim .

(V.1.3) den s=1 igin,

3 - a =A-1
Aak+m+1" A 4m+1 ( ak+m+1"A A ims1 )
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elde edilir . Buradan tiirev alacak olursak

Adgime + Adgime) = g+

ve (1.2.20) deki tiirev denklemlerinden ve B=A Al oldugundan

m_ n-k—g _ m n-k-m
Bayimi TA (- 2 Wiy - 2 BaBimin) = =2 Wigkaj - 2 Balkemen,
j:l =2 j:l r=2

yazilir. Bu son esitlikte (V.1.2), (V.1.3) ve (V.1.4) kullanilirsa

(WI'WI )ak+l+ "'+(wm'wm)ak+m+(ﬁ2'—ﬂ-2)ak+m+2+-"+(Bn-k-m"Bn-k—m)an =0

elde edilir ve buradan da

(V.1.5) wi=W; I<jsm |,
(V.1.6) Ba=B) , 2=A=nk-m
bulunur.

(V.1.2) den tiirev alarak
Bays; + ABpyi =i (B =Alagy; , AAT=B)

bulunur. ® igin (1.2.20) deki tiirev denklemleri kullanlirsa

I D — nkm
Bay,i + A (i€ + 2 Tij 8aj + Widamer + 2 Vin, Fcrmed, )
j=1 A=2
m n-k-m .
=-Ki€ + D Tj Uit Wilamrr T 2 Yin Yamen, > 1Sism
i=1 )

olur . Burada (V.1.1), (V.1.2) ve (V.1.3) uygulanirsa
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m
CkiRei + 3 (T4 Take + BF BTt + (WirWidagms
j=L,im

n—i-m i )
+ 2 @icYidama =0 , lsism

A=2

ve boylece

V.1.7) K=K; , WiW; L, YpSYi » Isism | 2<Asn-k-m ,
(V.1.8) Tij:':—ij , Isijsm | izj,

(V.1.9) (T I, =B , lsism

elde edilir.
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V.2. Konoidal Aksoid Yiizey Ciftleri

Teorem V.2.1,
@ kuvvetli konoidaldir ancak ve ancak ® kuvvetli konoidaldir , [4].

Ispat :

@ silindirik ise @ de silindiriktir , [8].

@ , q-konoidal olsun . X=AX+C hareketi esnasinda _F-,k(t) nin ortonormal
bazi i¢in (V.1.1) , (V.1.2) ve (V.1.3) gozoniine alimrsa E9 altuzayr vardir . O
halde E,(t) //E9 ise Ey(t) // E4 dir. Yani ®, q-konoidaldir.

@ , kuvvetli konoidal oldugundan ,(Teo.VI.1.2) den

W;=0, yp=0, lsism , 2<A<n-k-m
ve (V.1.7) den
w; =0, y=0 , lsism , 2<h=n-k-m

elde edilir. O halde (Teo.IV.1.2) den ® kuvvetli konoidaldir. Bu teoremin tersi
de dogrudur.

Teorem V.2.2.
@, (k+m)-ortokonoidal = @ , (k+m)-ortokonoidaldir , [4].

Ispat :

@ , (k+m)-ortokonoidal oldugundan ® , kuvvetli konoidaldir ve merkez
regle yiizeye sahiptir. O halde (Teo.V.2.1) den ® de kuvvetli konoidaldir. ®
merkez regle yiizeyli oldugundan M., = 0 dir. Aynca (I11.1.16) dan
Tim+1 = N+ Oldugundan mp, 20 dir.Bu ise ® nin merkez regle yiizeye sahip
oldugunu gosterir. O halde @ , (k+m)-ortokonoidaldir .

Teorem V.2.3.
@ kuvvetli konoidal olsun . Eer ® ortokonoidal ise ®, ortokonoidaldir,

[4]

ispat :
(Teo.V.2.1) den @ kuvvetli konoidal oldugundan @ de kuvvetli
konoidaldir. @ ortokonoidal oldugundan (Teo.IV.1.4) den
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Bk= 0, 2<h=n-k-m

dir. (Teo.IV.1.6) dan W; =0 dir. Ciinkii g-ortokonoidallik igin gegerli olan bu
ifade g=n-1 igin de gegerlidir. O halde (V.1.5)ve ( V.1.6 ) dan

w;=0 , B,=0 , Ilsism , 2<h=n-k-m

elde edilir . Buradan (Teo.IV.1.5) e gore ® ortokonoidaldir.
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V.3. ER de k. Mertebeden Homotetik Hareketler

E™ in k. mertebeden homotetik hareketi i¢in

{61 s o5 ks Ay s oo ,Ek_,m,ak+m+1 , ,.5“}
ile

{e1, s ek, a1, s Bgam > Bgamed > -5 8n }

ortonormal baz sistemlerinin vektorleri arasinda asagidaki bagintilar vardir:

V3.1 Se;=he; , l=xisk ,
(V32) Sik+i = hak+i , l=ism ,
(V3 3) Sak.pm_;.h = hak.*m.;_)“ 9 ls)»sn—k—m 9

S=hA, h=hl,, A€SO(n) olduundan bu bagmtilar,

(V.3.4) Ag =¢; , lsisk,

(V3.5) Aai=ay; , lsism

(V.3.6) Adpip = Yimin, »  1sAsnk-m
seklini alir .

E sabit uzaymnin {€ ,... ,€, 8t »-- » Bcsm » Actm+l » - » &y | DAZINI
Bay,ps =0 , lsssn-k-m
olacak sekilde segelim . Bu takdirde k. mertebeden helisel hareketler igin elde

ettigimiz (V.1.5) , (V.1.6), (V.1.7), (V.1.8) ve (V.1.9) bagmntlan aym zamanda
k. mertebeden homotetik hareketler i¢in de gegerlidir.
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V.4. Homotetik Hargketlere Istirak Eden Konoidal Regle
Yiizey Ciftleri Uzerine

Teorem V.4.1.

X = SX + C homotetik hareketine igtirak eden ve silindirik olmayan regle
yiizeyler @ ve @ olsun . ® kuvvetli konoidaldir <> ® kuvvetli konoidaldir .

Ispat :

® , g-konoidal olsun . X = SX + C hareketi esnasinda E(t) nin
ortonormal baz igin (V.3.4) , (V.3.5) ve (V.3.6) go6zoniine alinirsa E9  altuzay:
vardir. O halde E(t)/E? = Ei(t) // E¢ dir Buda & nin q-konoidal olmast
demektir.

@ kuvvetli konoidal oldugundan (Teo.IV.1.2) den

w;=0 , =0 , ls=ism , 2<A=n-k-m

ve (V.1.7) den

w;i=0 , ¥;3,=0 , l<ism ,2<As<n-k-m
elde edilir . O halde (Teo.IV.1.2) den @ kuvvetli konoidaldir . Bu teoremin
tersinin dogrulugunun ispati kolayca verilebilir.

Teorem V.4.2,
X = 8X + C homotetik hareketine igtirak eden ve silindirik olmayan regle
yiizeyler @ ve @ olsun. @, (k+m)-ortokonoidaldir <> ® ,(k+m)-ortokonoidaldir .

Ispat :

@ , (k+m)-ortokonoidal ise @ kuvvetli konoidaldir ve merkez regle yiizeye
sahiptir.(Teo.V.4.1) den @ de kuvvetli konoidaldir . ® merkez regle yiizeyli
oldugundan 7T = O dir . Aynca (Teo.lll.2.4) den |bijpuei| = | Mmnil
oldugundan m,;; =0 olur.Buise ® nin merkez regle yiizeye sahip oldugunu
gosterir . O halde @ , (k+m)-ortokonoidaldir. Teoremin tersinin ispat1 kolaylhkla
yapilabilir.
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Teorem V.4.3.

X = SX + C homotetik hareketine istirak eden, silindirik olmayan regle
ylizeyler ® ve @ olsun. @ kuvvetli konoidal olmak iizere @, ortokonoidaldir <>
@, ortokonoidaldir.

ispat :
® kuvvetli konoidal oldugundan (Teo.V.4.1) den ® de kuvvetli
konoidaldir . @ ortokonoidal oldugundan (Teo.IV.1.4) den

B, =0, 2<Asn-k-m

dir . (Teo.1V.1.6) dan W; =0 dir. Cinkii g-ortokonoidallik igin gegerli olan bu
ifade q = n-1 igin de gegerlidir . O halde (V.1.5) ve (V.1.6) dan

w;=0, B, =0, lsism , 2<hsn-k-m

elde edilir . Boylece (Teo.IV.1.5) geregi @ , ortokonoidaldir .Teoremin tersinin
ispat1 kolaylikla yapilabilir.
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