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ABSTRACT

RELATIONSHIP OF BERNSTEIN POLYNOMIALS WITH SOME SPECIAL
FUNCTIONS

DOGRUER DOGAN, Burcu
M:Sc in, Mathmatics )
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet ACIKGOZ

May 2024

49 pages
This thesis consists of five chapters. The first part of the thesis includes the
introduction and the definitions that will be used in the thesis. In the second part of the
thesis, some basic definitions, theorems and identities of Bernoulli, Euler, Genocchi
polynomials, Gamma and Beta functions and Catalan numbers are given. In the third
part of the thesis, definitions and identities related to Bernstein operators and
polynomials are includd. In the fourth chapter of the thesis, the relations of Bernstein
polynomials with Euler, Bernoulli and Gamma-Beta functions are discussed. The fifth
chapter of the thesis includes the findings and conclusions. While finding these
findings and results, the relationships established with some special polynomials were
motivated and the basic definitions, theorems and properties of these polynomials were

mentioned.
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OZET
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ILISKiSi
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Yiiksek Lisans Tezi, Matematik )
Damisman: Prof. Dr. Mehmet ACIKGOZ

Mayis 2024
49 sayfa

Bu tez bes bolimden olusmaktadir. Tezin birinci bolimiinde girise ve tezde
kullanilacak olan tanimlara yer verilmistir. Tezin ikinci bolimiinde Bernoulli, Euler,
Genocchi polinomlarindan, Gama-Beta fonksiyonlarina ve Catalan sayilarina ait bazi
temel tanim, teorem ve oOzdesliklerden s6z edilmistir. Tezin iiglincii boliimiinde
Bernstein operatorii ve polinomlariyla ilgili tanim ve 6zdesliklere yer verilmistir.
Tezin dordiincii béliimiinde Bernstein polinomlarmin Euler, Bernoulli ve Gama-Beta
fonksiyonlariyla olan iliskileri gosterilmistir. Tezin besinci boliimiinde ise bulgu ve
sonuglara yer verilmistir. Bu bulgu ve sonuglar bulunurken bazi 6zel polinomlarla
kurulan iligskiler motivasyon alinmis ve bu polinomlarin temel tanim, teorem ve

ozelliklerinden s6z edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bernoulli polinomlari, Euler polinomlari, Genocchi polinomlart,

Gama ve Beta fonksiyonlari, Bernstein polinomlari, Catalan sayilari.
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BOLUM 1
GIRIS

1.1 Caliymanin Amaci

Bernstein polinomlari, Rus matematik¢i Sergei Natanovich Bernstein tarafindan 1912
yilinda matematik bilimine tanitilmistir. 1950°1i donemler ve sonrasi Bernstein
polinomlar1 bilgisayar biliminde ve dijital sinyal islemede kullanim bulmaya baslad.
1980 yil1 itibariyle bilgisayar grafikleri ve goriintii isleme gibi alanlarda da 6nemli bir
rol oynamaya basladi.Giiniimiiz itibariyle matematiksel analizin yan1 sira bilgisayar
bilimi, miihendislik, fizik, ekonomi ve diger bir¢ok alanda hala kullanilmaktadir.
Ozellikle, veri analizi, sayisal hesaplama, modelleme ve simiilasyon gibi alanlarda
Oonemli bir arag olarak kabul goriir. Ayn1 zamanda bu polinomlarin analitik ve
yakinsaklik teoremine katkis1 oldukga biiyiiktiir. Ozellikle fonksiyonlarin yakinsaklig
ve yaklasim teorisi gibi konularda kullanilir. Bernstein polinomlari, diizgiin dagilmis
agirlikl fonksiyonlar olarak tanimlanir ve bu 6zellikleri, birgok uygulama alaninda
faydali olmalarin1 saglar. Unlii matematik¢i Carl Ludwig Siegel, Natanovich’in
Bernstein polinomlarini tanitip, matematiksel agidan derinlemesine incelenmis ve
bircok uygulamada bagarili bir sekilde kullanilmistir. Bernstein polinomlari
matematiksel analizde ve cgesitli bilimsel ve miihendislik alanlarinda temel bir rol

oynamaya devam ediyor.

Ozellikle Bernstein polinomlari spline fonksiyonlarinin temelini olusturur ve yaklasik
analiz, interpolasyon ve diger alanlarda 6nemli bir rol oynar. Bu polinomlar,
matematiksel analizde ve uygulamalarinda hala biiyiik bir 6neme sahiptir. Natanovigh
bu polinomlarin uygulamasiyla bir fonksiyonun diizgiinliik 6zellikleri ile polinomlarla
yaptig1 yaklagimlar arasindaki bagintiy1 inceleyen bir alan olan yapisal fonksiyonun
teorisinin temellerini atti. Weierstrass yaklasim teoremini ve Bernstein teoremini
kanitladi.Bernstein polinomlarinin zamanla 6nemin arttiran iireteg fonksiyonlarida

bulunustur [1-3,6,9,10-12].



Bu tezde, Bernstein polinomlarinin temel tanimi, 6zellikleri ve 6zdeslikleri verilmistir.
Euler, Bernoulli, Genocchi polinomlar1 ve sayilarma yer verilmistir. Bernstein
polinomlarinin Euler, Bernoulli polinomlariyla olan iligkisi incelenmis ve bu iligkiler
motivasyon alinarak, Bernstein polinomlarinin Catalan sayilariyla olan iligkisi ve
Gama fonksiyonlariyla olan iligkisi bulunmustur.

Bernstein polinomlarinin gosterimi;
n
Bin = () x*(1 = 2)"*

dir [3,6,9,10,11].
1.2 Temel Kavramlar
Bu boéliimde tezde kullanilacak olan temel tanimlar asagidaki gibidir.

Tamm 1.1.1. f,x, n delinmis komsulugunda tanimli olsun ve bir L sayis1 verilsin.
Eger herhangi bir &€ > 0i¢in 0 < |x — x| < € oldugunda |f(x) — L| < € olacak

bi¢imde bir § > 0 varsa f nin x, ’a giderken limiti L dir.

Tamm 1.1.2. Bir fonksiyonun siirekli olmas1 demek, grafiksel olarak fonksiyonun
kesintisiz bir ¢izgiyle devam etmesi oldugu anlamina gelir. Bir fonksiyonun siirekli

olmasi i¢in asagidaki kosullarin saglanmasi gerekir;

o  Tamimlilik: Fonksiyonun tiim tanim kiimesinde tanimli olmas1 gerekir. Yani,
herhangi bir noktada fonksiyonun degeri belirlenmelidir.

o Limitlerin varligi. herhangi bir noktada, o noktaya yaklasan degerlerin
fonksiyon tarafindan alinan limiti olmalidir.

o Limitlerin esitligi: fonksiyonun limit degerleri ile o noktadaki degeri esit

olmalidir. Yani f(a) = lim f(x) olmalidir.
xX—a

Bu kosullar saglandiginda fonksiyon siirekli kabul edilir.

Tamim 1.1.3. f,[a, b] kapali araliginda tanimli bir fonksiyon, y € (a, b) olsun. Eger

i L)~ f()
m——-—
y-Xx y—X

1.1

limiti varsa f fonksiyonu x noktasinda tiirevlenebilir denir.



Tanmmm 1.1.4. Bir f kompleks fonksiyonu bir t, noktasinin belli olan bir K (¢, )

komsulugundaki biitiin noktalarda diferansiyellenebiliyorsa f, t, da analitiktir.

Tamm 1.1.5. f :[a,b] - R taniml ve tiirevlenebilir iki fonksiyon olsun. Her x €
(a,b) icin, f'(x) = f(x) ise f(x) fonksiyonuna f(x) fonksiyonunun ilkeli veya

belirsiz integrali denir.

Tamim 1.1.6. K € R igin |[t| € K bolgesinde

HOOEDWASK (12)
n=0

seklinde ifade edilebiliyorsa F(t,x) fonksiyonuna f,(x) fonksiyonunun iirete¢

fonksiyonu denir.

Tamm 1.1.7. (f,,), A € R kiimesinde tanimli fonksiyonlar dizisi verilsin. Ve > 0
sayis1 her n = ng icin |f,,(x) — f(x)| < € yazilacak sekilde bir n, € N bulunabilirse

(f,,) dizisi f(x) fonksiyonuna diizgiin yakinsak tir.

Tanmm 1.1.8. U(t), R(t) iki kuvvet serisi olmak iizere;

U(t)=Zana, R(t)=2bnm
n=0 n=0
bu serilerin ¢arpimlart;
c M\, " oo t
2@ )| 2 b )= 2 2, G awbmi ) (13)
n=0 n=0

seklindedir. Bu ¢arpima Cauchy ¢arpimi denir .

Tammm 1.1.9. f fonksiyonu,s noktasin1 iceren bir aralikta her mertebeden

turevlenebilir olsun.

N po@E (14)



serisine s noktasinda f fonksiyonundan iiretilen Taylor serisi adi verilir. Taylor

agilminda x = 0 ve f(x) = e* alinirsa ;

o x2 x"
ex=Z—=1+x+—+---+—+---
n! 2! n!
n=0

serisi elde edilir.
z b, (x — )" = by + by (x — 5) + by(x — 5)? + -
n=0

seklinde olan seriye kuvvet serisi denir.

Burada s = 0 alindiginda Maclaurin serisi elde edilir.

(1.5)

(1.6)



BOLUM 2
BAZI OZEL POLINOMLAR VE SAYILAR

Bu boliimde Bernoulli, Euler ve Genocchi say1 ve polinomlarina ait bazi temel tanim,

teorem ve 0zdesliklere yer verilecektir.
2.1 Bernoulli Polinomlari

Bernoulli sayilari rasyonel say1 dizisidir. Bernoulli sayilari, Jakob Bernoulli ve Japon
matematikci Seki Kowa ile neredeyse ayni1 zamanda bulunmustur. Bu sayilar teget ve
hiperbolik teget Taylor dizisi a¢ilimlarinda, Euler-Maclaurin formiiliinde ve Rieman
zeta islevinin bazi1 degerlerine iliskin ifadelerde kullanilmaktadir. Bernoulli
polinomlar1, 6zellikle say1 teorisi, kombinatorik, diferansiyel denklemler ve
matematiksel fizik gibi alanlarda kullanilir. Bernoulli polinomlari, genellikle
kombinatorik ve say1 teorisi problemlerinde, olasilik ve istatistikte kullanilir. Ayrica
matematikte ¢esitli alanlarda ortaya ¢ikan fonksiyonlarin temsilinde de karsimiza ¢ikar

[2,4,7,18].

Tanim 2.1.1. Bernoulli polinomlar1 B,, (x),

F(x,t) = Z B, (x)— |t| < 27 (2.1)

esitligi ile tanimlidir. Ozel olarak x = 0 icin B,(0) = B, elde edilir ve buradaki B,

Bernoulli sayist olarak isimlendirilir [2,4,7,18].

Bernoulli sayilarini iireteg fonksiyonu

t
F(t) = 1= |t| < 2m (2.2)

i[]s
w
=%

chr [2,4,7,18].

(2.2) denklemi kullanilarak



yazilir. Esitligin sag tarafi n! ile ¢arpilip boliindiigiinde
oo n
n t"
— n-k | __
=S (Y (w5
n=0

k=0

elde edilir. Burada t™ katsayilar1 esitlendiginde

B,(x) = Z By, (Z) 5k
k=0

(2.3)

(2.4)

arzu edilen esitlik bulunur ki bu da Bernoulli sayilari ile polinomlari arasindaki iligkiyi

verir [2,4,5,7,18]. Bernoulli polinomlarini hesaplamak i¢in (2.4) bagmntisi kullanilirsa,

n = 0ig¢in
0 0
Bo(X) = (0> Box =1
dirn = 1 igin
Bi(x) = ( )Box1 + ( )leo
=x ——
dir.
n = 2ig¢in



1
— A2 _
X x+6

dir. Bu sekilde n yerine deger verilmeye devam edilerek istenilen Bernoulli

polinomlar1 hesaplanabilir.
2.2 Euler Polinomlari

Euler formiilii karmasik analizde kullanilan matematik formiilii, karmasik {istel

fonksiyon ile trigonometrik fonksiyonlar arasindaki baglantiy1 gosterir [2-4,13,15].

Tanmm 2.2.1. Euler polinomlari E,, (x),

M(x,t) =

ZE (x)—, Itl <7 (2.5)

iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir [2-4,13,15]. Burada x = 0 alinirsa
E,(0) = E,

dir ve E,,, Euler sayist olarak adlandirilir. Euler sayilari

Z —T: It < (2.6)

M(t) =

ile gosterilir [15].

Teorem 2.2.2. n € N olmak iizere Euler polinomlari, Euler sayilar1 cinsinden

E,(x) = Z (Z) X" RE, 2.7)

k=0

seklinde gosterilir [13,15].

Ispat. (2.5) ve (2.6) denklemlerinden,

F(x,t) = e*F(t)



esitligi goriiliir. e** nin Taylor agilimindan faydalanilarak gerekli islemler yapilirsa

i En(x)% = i <i (:) x"‘kEk>:l—r; (2.8)

n=0 n=0
elde edilir [13,15].
Teorem 2.2.3.n € N igin

2,n=0ise

E0=1,(E+1)"+En={0 o

dir [13,15].

Ispat. Gosterim olarak E™ = E,, alindiginda

esitligi elde edilir. Boylece,

e E+Dt 4 oEt — o

bulunur. Taylor agilimi kullanildiginda
[00] tn
Z((E + 1™ + En); =2
n=0 '

elde edilir. Bu esitlikten

2,n=0

n —_
(E +1) +E"_{0,n>0

bulunur. Burada t = 0 iken limit alinirsa

1

EO:ltl—I}(}et+1:

arzu edilen esitlik gosterilmis olur.



Teorem 2.2.4. n € N olmak tizere Euler polinomlarinin simetriklik 6zelligi asagidaki
gibidir [13,15].

E,(1-x) = (-D"E,(x) (2.9)

Ispat. 2.5 de verilen iireteg fonksiyonu kullanilirsa

N t" — 2 (1-x)t
Z)E”(l_x)ﬁ_ etr1°
n=

esitligi elde edilir. Gerekli islemler yapilirsa,

[oe)

2

tn
= (=x — E — —
Tett+1¢ = 2, D () n!

n=0

ifadesi bulunur. Bu esitlikte t™ katsayilari esitlenirse teoremin ispati tamamlanmis

olur.

Teorem 2.2.5. d = 1(mod2), Euler polinomlar1 i¢in Raabe formiilii,

E,(dx) = d™ Z(—nk]sn (x + S) (2.10)

dir [13,15].

Ispat. Euler polinomlariin iirete¢ fonksiyonu kullanilarak

5 (S ()5 (55

k=0




i (dx) —

elde edilir. Burada t™ katsayilar: esitlenirse istenilen sonug elde edilir.

Teorem 2.2.6. Euler polinomlar1 Bernoulli sayilari cinsinden asagidaki gibi yazilir
[13,15].

1 t"

n
E,(x) = (k)2 Bk(x)ma

(2.11)

Ispat. Euler sayilarmin iireteg fonksiyonunu t(et — 1) ile carpilip béliiniirse

2 t(et—l)_ 2t et—1
et+1tlet—1) e2t—1 t

yazilir. Burada u = 2t doniisiimii yapilirsa

o)

o i (2t)" iZ"B tn
a " nl a "nl

n=0 =0

elde edilir. O halde,

Z(n+1)' Z(n+1)n' an?:l_r'l
n=0 n=0

(o] t (00]
Z n_Z n+1)n'

—i iZkB ﬁ ! et 2.12
“ L\ L Gk DG (2.12)

n=0
dir. Burada t™ katsayilari esitlenirse

1 t"
En(X) ( )ZnB m;

10



oldugu goriiliir.

2.3 Genocchi Sayilar: ve Polinomlar:

Genocchi polinomlari, matematik alaninda uzun bir siiredir incelenmesine ragmen
gizemli yapist hala giincelligini korumaktadir. Genocchi polinomlarinin  p-adik
acilimlart Kim tarafindan, niimerik integrasyon yapisi Ryoo tarafindan, Genocchi
polinomlarinin g — benzerleri Araci, A¢ikgéz ve Qi tarafindan tanimlanmis ve bu

polinomlarin Bernstein polinomlari ile iligkisi A¢ikgoz ve Araci tarafindan verilmistir
[2,3,19,20].

Tezin bu kisminda Genocchi sayilar1 ve polinomlari tanimlanacak ve bunlarin analitik

sayilar teorisindeki 6nemli teoremleri ispatlart ile birlikte verilecektir.

Tanmm 2.3.1. G, (x), Genocchi polinomlari

Glx,t) = Z G, (x) Itl <7 (2.13)

iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir [3,11].

(2.13) denkleminde x = 0 yazilirsa

2t
G(0,t) =G(t) =
0,6) =6 =

=ia(o)— ZG It <7

elde edilir. Burada G,,, Genocchi sayilaridir [3,11].

Teorem 2.3.2. n € N olmak iizere Euler sayilarinin Genocchi sayilari arasindaki

iliski asagidaki gibidir. [3,11].

_ Gunr
n+1

Ispat. (2.5) ve (2.13) deki iirete¢ fonksiyonlarindan

(2.14)

n

11



had n+1

i (x)——Z Ea()

=0

yazilir. Burada esit kuvvetlerin katsayilar1 karsilagtirildiginda teoremin ispati

tamamlanmis olur.

Teorem 2.3.3.n € N icin

dG,(x)
dx

=nG,_,(x) (2.15)

dir [3,11].

Ispat. (2.13) in her iki tarafina dd—x tiirev operatorii uygulanirsa

2t (d xt)_d iG()t"
et +1 dx° )" dx . S
n:

elde edilir. Genocchi polinomlar1 diizgiin yakinsak oldugundan terim terime
tiirevlenebilme 6zelligine sahiptir. Bu nedenle yukaridaki esitligin sag tarafinda tiirev

operatdrii ile toplam isareti yer degistirebilir. Oyle ki

2t X tn
EESN =Z< n“)

i Neoras i(j—xcnm)%

n=0 n=0
elde edilir. t™ "nin katsayilar1 esitlenirse teorem ispatlanmis olur.

Teorem 2.3.4. ne N olmak iizere Genocchi polinomlar: simetriklik 6zelligi asagidaki
gibidir [3,11].

Gr(1—x) = (=D™G, (x) (2.16)

12



Ispat. (2.13) denkleminden yola ¢ikilarak

2t =0t _ _ 2(—t)

x(-t) — _ _
et+1 e‘t+1e G(x, —t)

G(1—x,t) =

bagintisi elde edilir. Yukaridaki fonksiyonlaarin yerine seri agilimlari yazilirsa,

—x)— = — +1 —
2, 6= 0= ) DG

bulunur. Yukaridaki esitlikte t™ katsayilari esitlendiginde teorem ispatlanmis olur.
Teorem 2.3.5. n € N olmak tizere

Gpi1(x+ 1)+ G (x) =2(n+ Dx™ (2.17)
dir [3,11].

Ispat. (2.14) denkleminden
(o] tn
GO+ 1,0+ 60D = ) (Gu(x+ 1) +6,(0)
n=0 |

yazilir. Buradan

OO(G( +1)+G())ﬁ— 2 g g 2L pxt _ gppnt
] X ) T et 1° et+1° ~ °°
n=

elde edilir. Bu esitlikte e*t nin seri agilimi yukaridaki son esitlikte yerine yazilirsa

[ee)

Z(Gn(x F1) 4+ Gn(x))% _ Z(an) ‘

n
n=0

+1
|

bulunur. t™ in katsayilar1 karsilastirildiginda, teoremin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 2.3.6. n € N olmak lizere

2, n=1ise

GO=0,(G+1)”+Gn={0 N

(2.18)
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dir [3,11].

Ispat. (2.15) denkleminde her iki tarafin t — 0 iken limiti almirsa

2t
GO = llm

t—>0€t+1=0

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde G,, = G™ sembolik olarak kullanildiginda

b n
ZGnt_=th= 2t

4 n! et+1
n:

elde edilir. Buradan
e(G+Dt 4 oGt — ¢

ifadesini gormek kolaydir. Yukaridaki esitlikte bu fonksiyonlarin seri acilimlar

kullanilirsa
(o] tn
Z(((; F DM G =2t
n=0 )

esitligine ulasilir. Bu bagintida katsayilar karsilastirildiginda teoremin ispati

tamamlanmis olur.

Teorem 2.3.7. d =1 (mod2) ven € Nolmak iizere Genocchi polinomlar1 i¢in
Raabe formiilii asagidaki gibidir [3,11].

G, (dx) = dm Z(_l)an (x + g) (2.19)

Ispat. d = 1(mod2) igin;

> (3 e ()

o) d-1
ky (do)™ 1 2dt k
__1\k ~ _ __1\k x+=)(dt)
(1) ZG"(x+d> n! _d;( 1) edt+1e( Z
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a—

- eSS ot

k=0

bulunur. Yukarida t" katsayr karsilagtirmasi yapilirsa teoremin ispati tamamlanmis

olur.

Teorem 2.3.8. Bernoulli sayilar1 ile Genocchi sayilari arasindaki iligki;

1
G, = 2" (Bn (E) - Bn) (2.20)
seklindedir [3,5,7].

Ispat. Ispat i¢in Bernoulli sayilarinin iireteg fonksiyonu olan

t o th
== By (tl<2m)

esitliginde t yerine 2t ve x = = yazilirsa
2t o1 2T
17 2,5
et —1 2/ nl!
n=0

elde edilmis olur. Bu esitligin sol tarafini elde edebilmek i¢in Genocchi sayilarinin

iirete¢ fonksiyonu et — 1 ile ¢arpilip boliiniirse

2t 2t(ef—1)  2tef 2t

Ms

et+1  e2t—1 T e2t-1 g2t _q
n=0
IR VA SR
_ZB"E n! _ZB" n!
n=0 n=0

-3 (e 3) )

elde edilir. t™ katsayilar1 karsilastirilirsa,
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1
G, = 2n (Bn (E) _ Bn) (2.21)
bulunur ki bu Genocchi sayilari ile Bernoulli sayilari arasindaki iligkiyi verir [3,5,7].
2.4 Catalan Sayilan

Catalan sayilar1 {izerinde S. Eulier (1751) galismalar yapmustir. Catalan sayilari
Belgikali Matematik¢i tarafindan Eugene Charles Catalan tarafindan 1838 yilinda
kesfedildigi i¢in onun admi tasir. Ancak, bu sayilarin bazi Ozellikleri daha Once
ozellikle Euler ve Segner gibi matematikgiler tarafindan incelenmistir. Catalan
sayilari, bircok kombinatorik problemde ve matematiksel yapida ortaya g¢ikar.
Ozellikle parantezleme yollar1 ve parantezleme diizenlemeleri gibi problemleri
cozmek i¢in kullanirlar. Catalan fonksiyonlar1 olarak bilinen bu fonksiyonlar bir¢cok
kombinatorik problemde ve matematikte ¢esitli alanlarda ortaya ¢ikar. Catalan sayilari
bu fonksiyonlarin 6zel bir tiiriidiir ve birgok matematiksel yapiyr modellemekte
kulanilirlar. Genellikle bu fonksiyonlar yinelemeli iligkilerle tanimlanir ve bu
fonksiyonlar dinamik programlama, kombinatorik analiz ve matematiksel modellerme

gibi alanlarda kullanilir [8].

Catalan sayilar1 birgok problemin ¢oziimiinde kullanilabilen 6zel bir say1 dizisidir.
Segner sayilar1 olarak da anilabilir ve ayrica pozitif tamsayilar kiimesinde yer alir.

Catalan sayilari,

C, = ! (Zn) (2.22)

bagmntisi ile verilir [8].
Catalan sayilarmin ilk birkag terimi asagidaki gibidir.
Co=1 C=1,C,=2, C3=5, C, =14, Cs =42, C, =132, C, =429

Catalan sayilari (2.22) denklemine alternatif olarak

cnz(zn)—( 2n ) n>0 (2.23)

n n+1
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seklinde gosterilir. C,, in bir dogal say1 oldugu asikardir ve Catalan sayilarinin her biri,

kendinden 6nceki terimlere baglidir [8].

n
Cpoy = Z CCri =0 (2.24)
i=0

Burada C, = 1 dir. Hesaplamay1 kolaylastiran bagka formiil ise

n
Carr = ) CiCas n>0
i=0

dir [8].
2.4.1 Catalan Sayilarinin Urete¢ Fonksiyolari

Catalan sayilari, tistel ve klasik iireteg fonksiyonlarina sahiptir [21]. Bu ireteg
fonksiyonu araciligiyla, Catalan sayilar1 dogrudan hesaplanabilir. Catalan

fonksiyonlarimin klasik tirete¢ fonksiyonlart;

C(x) = Z Cpx™
n=0

formundadir [21].

Bu ifade C(x) fonksiyonu x degiskenine gore bir iirete¢ fonksiyonudur. Burada x = 0
civarinda seri agiliminda x degiskeninin katsayilar1 C,, olan Catalan sayilaridir. Bu
fonksiyon, tiim dogal sayilar i¢in gegerlidir ve bu sayede herhangi bir n i¢in C,
degerini elde etmek miimkiindiir. Ureteg fonksiyonu Catalan sayilarinin bazi temel
ozelliklerini kolayca ifade etmeyi saglar. Ustel iirete¢ fonksiyonu,

n
|

S
D G =F(®)
n=0

seklinde olsun [21]. Burada F(t) yi elde etmek igin alternatif bir form vermeye

calisacagiz.

(2.23) denkleminden yola ¢ikilarak C,, yerine yazilirsa;
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S (- () o=

n=0
elde edilir ve buradan
et _i(Zn)t" i(Zn )t”
) = n/n! n+1/n!
n=0 n=0

ifadesinde Taylor teoremi kullanilarak,

(2.25)



= (2n)! ¢2n-2
- ; Zn—Dan—in e~V

2‘:: (Zn) $2n-2

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi t ye bagh tiirev alindiginda,
d i(Zn)tZ”‘z _1dd (d(e")
dt 2/ nl  2ldtdt\ dt
n=0
o /2n t2n=3  1.d d (d(e)
2. () -2 ‘ZE%( at )
n=0
15: @n)! % 11d d (d(e*)
34.2!'(2n—3)! n! 32ldtdt\ dt
n=0

> 2m\ 2073 1 g3
Z( ) =3 )

n:

olacaktir. Bu sekilde u. mertebeden tiirevine kadar devam edilirse;

o)

F,(t) = Z(2n>t2;u ;,:ut et”) (2.26)

elde edilir. Buradan yola ¢ikarak;

F,(t)

S
Gul) = i (2(": ”)%

elde edilir ve sonug olarak;
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H,(t) = F,(t) — G,(©)

yazilir. Buradan;

oldugundan

olur.
2.5 Gama ve Beta Fonksiyonlari

Gama fonksiyonu, gama dagilimi ile iliskilendirilen ve faktoriyel fonksiyonunun
genellestirilmis bir versiyonu olan 06zel bir matematiksel fonksiyondur. Gama
fonksiyonlarmin uygulama alanlari kalkiiliis, matematiksel analiz, istatistik, fizik olup
faktoriyel fonksiyonunun karmagik say1r ve tamsayr olmayan reel sayilar igin

genellemesi olan bir fonksiyondur. T' sembolii ile gosterilir [3,17].
I'(n) =f x"le*dx, n>0 (2.27)
0

Beta fonksiyonu, integral formiiliiyle tanimlanan bir matematiksel fonksiyon olup
gama fonksiyonu ile iligkilidir. Jacques Binet tarafindan 6grencileri Euler ve
Legendreye adanan Beta fonksiyonu Euler integralinin ilk tiiriidiir. § sembolii ile
gosterilir [3,17].

1

B(m,n) = f X1 — )" ldx,  (m>0,n>0) (228)

0

Beta fonksiyonu, Gama fonksiyonu ile ilskilendirildigi igin, Beta fonksiyonu
dagilimlarin normallestirme katsayilar1 gibi birgok alanda kullanilir. Ozellikle
matematiksel fizikte ve olasilik teorisinde siklikla karsilasilir. Gama ile Beta arasinda

olan iligski gosterilmek istenirse asagidaki dontisiimiin yapilmasi gerekir.
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x =cos’60; dx=—2cosfsin6

Bu degerler denklem (2.28) de yerine yazilirsa;

0
p(m,n) = L (cos 8)?™~2(sin 6)?""2(—2 cos O sin B)dH

= ZIZ(COS 6)?>m~1(sin 0)*""1do
0

_ T(m)r(n)
T T(m+n)
olur.
X =z igin
r(m) = f zMm le=2dz m>0
0
r'(n) = f z" e~ 2dz n>0
0
dir.

z = x? doniisiimii yapilirsa

dz = 2xdx
ve z = y? doniisiimii yapilirsa

dz = 2ydy

ifadeleri elde edilir. Bu ifadeler I'(m) ve I'(n) de yerine yazilirsa

oo

I'(m) =f x2M=2=%* 2 xdx
0
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(o]
_ a2
= fxzmlexdx
0

I'(n) =f y2n=20-¥*2ydy
0

[ee]

I'(n) = 2] y2n=1e=¥*qy
0

elde edilecektir. Burada taraf tarafa carpma islemi yapilirsa;

rm)r(n) = 4fzf pam2n=1o-1%(0460)2m=1(ginf)2n~1drdo
0 o

=2 (j rz("‘*”)‘le‘rzdr) 2 <j2(c059)2m‘1 (sin@)zn‘1d9>
0 0

olur. Bu ¢arpma isleminde 2 = z alinirsa elde edilen esitlik

=2 <.l-oozm+n—1e—zd>
0

=T(m+n)

olacaktir. Sonug olarak

B(m,n) = i((z)—i(:)) (2.29)
esitligi elde edilir [17].
Teorem 2.5.1. Beta fonksiyonunun simetriklik 6zelligi asagidaki gibidir.
B(m,n) = f(n,m) (2.30)

Ispat. Beta fonksiyonunun tanimi geregi,

1

f(m,n) =f x™ (1 — x)" ldx

0

dir. Buradax = 1 — y = dx = —dy ifadeleri yerine yazilirsa,
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0
=f (1—y)™ty"dy
1

1
=f (1—y)™ty"dy
0

= p(n,m)
esitligi saglanmis olur.

(2.30) denkleminde ispat edilen Beta fonksiyonunun simetrik o6zelligi, Beta
fonksiyonunun parametrelerin yer degistirebilecegi ve sonucunun degismeyecegini
gosteren bir teoremdir. (2.30) denkleminde her iki parametrenin de yer degistirecegi
ve sonucun ayni kalacagini ifade etmektedir. Matematiksel olarak bu, integralin
simetrik oldugu anlamma gelmektedir. Integralde degiskenlerin yer degistirmesi
sonucu degistirmeyeceginden Beta fonksiyonunun hesaplanmasini ve analizini
kolaylastirir [17]. Baska bir deyisle, Beta fonksiyonunun degeri, argiimanlarinin yer
degistirmesi durumunda ayni kalir. Bu simetriklik 6zelligi, Beta fonksiyonunun
integral tanittimindan tiiretilmistir ve bu 6zellik, Beta fonksiyonunun matematiksel
ozelliklerinden biridir. Bu o0zellik Beta fonksiyonunun cesitli matematiksel ve
istatistiksel uygulamalarda kullanimini1 kolaylastirir ve bazi integral hesaplamalarini

daha basit hale getirir.
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BOLUM 3
BERNSTEIN POLINOMLARI VE OZELLIKLERI

Bernstein polinomlari, o6zellikle bilgisayar grafikleri, sayisal analiz, ve CAD
(bilgisayar destekli tasarim) gibi alanlarda yaygin olarak kullanilir. Bernstein
polinomlari, fonksiyon interpolasyonunda diisitk maaliyetli ve hesaplama a¢isindan
verimli bir yontem saglar. Bernstein polinomlari, analitik geometri ve matematiksel
fizikte de kullamilir. Ozellikle egrilerin, yiizeylerin ve hacimlerin matematiksel
temsilleri ile ilgili problemlerde tercih edilirler. Bernstein polinomlari, fonksiyonlarin
belirli araliklarda polinomlarla yaklasimini saglamak i¢in kullanilir. Bir fonksiyonun
Bernstein polinomlari araciligiyla interpolasyonu, Bernstein polinomlarinin temel yap1
taglaridir. Bernstein polinomlari, olasilik dagilimlarini temsil etmek ve istatistiksel
modeller olusturmak i¢in de kullanilabilir. Bu o&zellikler parametrik modellerin

tanimlanmasi ve istatistiksel analizde faydali olabilir [1-3,6,9,10,12,16].
3.1 Bernstein Operatorii ve Ozellikleri

Tanmm 3.1.1. f € C[a, b] fonksiyonu verilsin. a < x < b igin n. dereceden Bernstein

polinomlari,

n

Ba(fi0) = Buf @ = Y F(5) Ben) (31)

k=0

seklinde tanimlanir. Burada  B,(f) Bernstein operatorii olarak adlandirilir

[3,6,9,10,12,16].

k=0,1,2,...,ni¢in

n) (x —a)k(b — x)"7k

Byn(x) = (k b —a)"

(3.2)

dir. n, k negatif olmayan tamsayilar olmak tizere
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n!

(Z)= k!(n.—k)! nzk
0 n<k

(3.3)

dir. Bernstein operatorii [a, b] kapal araligi {izerinde bir fonksiyonun, Bernstein
poliomuna c¢evrilmesini saglar. Bu dontisiim, fonksiyonun belirli bir noktadaki
degerlerini Bernstein polinomu serisinin katsayilarma cevirir. Oncelikle, bir
fonksiyonun Bernstein polinomlari dizisi B, (f) su sekilde ifade edilir;
ok
n
. — _ n _ n—k
Bu(fin) = Y () () xm -

k=0

Bu formiilde f(x), [0,1] araliginda tanimlanmis bir fonksiyondur. B,(f;x) n.
dereceden Bernstein polinomudur ve x degeri, polinomun [0,1] araliginda degerini
hesaplamak i¢in kullanilan degiskendir. Bernstein operatorii, herhangi bir noktadaki

Bernstein polinomunu hesaplamak i¢in kullanilir.
Bernstein operatoriiniin lineer oldugu agiktir.
B (yf + B69) = YBuf + 68,9

Tiim f ve g fonksiyonlar1 i¢in [a, b] kapali araliginda tanimli ve tiim y,d €R igin

By (x) esitliginde( k = 0,1,2,...,n), a=0,b =1 seg¢ilip yerine konulursa,

Bion () = () #*(1 =0 (34

sonucuna ulasihr. Burada By,(x) n. dereceden Bernstein polinomlarin

gostermektedir [1-3,6,9,10,12,16].

Polinomlar, matematiksel ifadelerde hizli bir sekilde hesaplanabilir ve basitce
tanimlanabilirler. Diferansiyel denklemlere ve integrasyon islemlerine uygun olmalari
nedeniyle bir¢ok matematiksel problemin ¢éziimiinde dnemli bir rol oynarlar. Ayrica,

spline egrileri gibi istenilem dogrulukta yaklasimlar olusturmak i¢in kullanilabilirler.

p(t) = cpt™ + oty t"T 2+ ot + g
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{1,t,t%,t3,...,t"} lineer kombinasyon olarak polinomu gésterir. Genel olarak
derecesi n den kiiciik veya esit olan bir polinom fonksiyonunu bu sekilde yazabilir ve

sebebleri basit¢e soyledir.

1.Kolaylik ve Basitlik: Polinom fonksiyonlari, genellikle diger fonksiyonlara gore
daha basit ve daha kolaydir. Bu nedenle, matematiksel ifadeleri temsil etmek igin

siklikla kullanilirlar.

2.Diferansiyellenebilme ve Integrasyon: Polinom diferansiyallenebilme ve
integrasyon gibi temel matematiiksel islemlere uygun olduklar1 i¢in analitik
caligmalarda ve problemlerin ¢6ziimiinde ¢ok yararhidir. Daha yiiksek dereceli

fonksiyonlarla ¢calismak genellikle daha karmasik olabilir.

3. Yaklasik Coziimler: Polinomlar, yaklasik ¢coziimler ve yaklasik degerler elde etmek
icin siklikla kullanilir. Ozellikle karmasik sistemlerde veya fonksiyonlarin analitik
coziimlerinin bulunmasinin zor oldugu durumlarda, polinomlar kullanilarak yaklagik

¢Oztimler elde edilebilir.

4. Interpolasyon ve Yaklastirma: Polinomlar, verilen bir veri kiimesini en iyi sekilde
gecen egrileri olusturmak i¢in kullanilabilirler. Bu, veri analizi, grafik ¢izimi ve
modelleme gibi uygulamalarda yaygin olarak kullanilan bir tekniktir. Bu sebeplerden
dolay1, derecesi n den kiigiik veya esit olan polinom fonksiyonlar:t matematik ve bilim

diinyasinda ¢ok yaygin olarak kullanilmaktadir.
3.2 Bernstein Polinomlar:

n. dereceden Bernstein polinomlari
n
Bin () = () x(1 = )"

seklinde tanimlanir [1-3,6,9,10,12,16].

n. dereceden (n + 1) tane Bernstein polinomu vardir. Birkag Bernstein polinomunu

inceleyecek olursak.

e Derecesi 1 olan Bernstein polinomlari

By,(x) = ((1)>x0(1 —x)1 0 =1—-x
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By (x) = (i)xl(l -t =x

e Derecesi 2 olan Bernstein polinomlari
Boa() = () 20— 20270 = (1 - x)?
By, (x) = (i)xl(l — ) = 2x(1 - x)

2
)xz(l —x)?72% = x?

Bz,z(x) = (2

e Derecesi 3 olan Bernstein polinomlari

Bys(x) = (z)xo(l —x)370 = (1 —x)3

By 5(x) = (i)xl(l —x)31 = 3x(1 — x)?

B,3(x) = (g)xz(l —x)37?% =3x%(1 —x)
3
Bss(x) = (3>x3(1 —x)373 =x3

seklinde gorebiliriz.

Teorem 3.2.1. n. dereceden Bernstein polinomlar1 (n — 1). dereceden iki Bernstein

polinomunun kombinasyonu seklinde tanimlanabilir. Bernstein polinomlarinin

yineleme tanimi;

Bin(0) = (1 = 0)Bino1 (0) + 2 (B-1n-1 (1)) (3.5)

dir [3,6,9,10].

Ispat. Bunu gostermek icin yalmizca Bernstein polinomu tanimimi ve bazi basit

cebirleri kullanmamiz yeterli olacaktir [3,6,9,10].

O halde;

Bin(@(x + (1 = 1) = () 251 = "% = (1 = 0Bn-a(0) + xBpog 01 ()
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— (- (TL ; 1) xk(1—x)m 1k 4y (: : 1) xk-1(1 — x)n—l—(k—l)
= (n; 1)x"(l —x)vk 4 (Z : i)x"(l —x)k

=[(" )+ ()]

= (Z) xk(1 —x)nk

= Bk,n (X)

Negatif olmayan Bernstein polinomlar1 Bernstein polinomlarmin 6zel bir alt
kiimesidir. Bernstein polinomlari, Bernstein fonksiyonlar1 kullanilarak olusturulan bir
polinom serisidir. Bernstein  fonksiyonlar1 birbirinden farkli bir sayida temel
polinomlar arasinda doniisiim yaparak bir polinomu olusturmak i¢in kullanilir. Bu
polinomlar, interpolasyon, yaklasim ve analizde kullanilirlar. Ozellikle, olasilik teorisi
ve yaklasikli hesaplama alanlarinda 6nemlidir. Negatif olmayan Bernstein polinomlari
ozellikle polinom yaklasimlari, spline interpolasyonu ve olasilik dagilimlarmin
modellenmesi gibi alanlarda yaygin olarak kullanilirlar. Bir f(x) fonksiyonu x €
[a,b] i¢in f(x) =0 ise [a,b] araliinda negatif degildir. Bunu gostermek igin

yukaridaki yinelemeli tanim 6zelligini ve tlimevarim yontemini kullanilir.

Bos(x)=1-—x ve By;(x) =x  0<x <1 her ikisinin de bu aralikta negatif
olmadig1 bu sekilde goriiliir. Derecesi k dan kii¢iik tiim Bernstein polinomlarinin
negatif olmadig1 varsayilsin. Sonra Bernstein polinomlarinin yinelemeli tanimi

kullanilarak yazilabilir.
Bk,n(x) = (1 - x)Bk,n—l(x) + ka—l,n—l(x) (3'6)

Esitligin  sagindaki ifadeler 0 < x <1 araliginda negatif olmayan bilesenler
oldugundan By ,(x) nin 0 <x <1 de ifadenin negatif olamayacagini gosterir.
Bernstein polinomlart tiimevarim yontemi yardimiyla 0 < x < 1 araliginda bunu
gormek miimkiindiir. Ciinkii bu polinomlar, [0,1] araliginda tanimlidir ve bu aralikta
herhangi bir negatif deger bulunmaz. Bernstein polinomlar1 n. dereceli polinomlar

olup, n. dereceden bir polinom, [0,1] araliginda tanimli olmasi gereken bir
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fonksiyondur. Bu nedenle, Bernstein polinomlarinin degerleri genellikle [0,1]

araliginda pozitif veya 0 dir [3,6,9,10].

Teorem 3.2.2. n. dereceden (n+ 1) tane Bernstein polinomunun toplami n — 1

dereceli Bernstein polinomlarinin toplamina esittir.

n n-1
Y Ben(@ = Y Binoa (0
k=0 k=0

dir [3,6,9,10].

Ispat. Bu ispat icin yineleme tanimi kullanip ve toplamlar yeniden diizenlenirse

asagidaki gibi olacaktir.

D B = Y [(1 = 2)Bin 1 () + xBie1 1 ()]
k=0 k=0

=(1-—x) +x

n-—1 n
z Bk,n—l(x) + Bk,n—l(x) Z Bk—l,n—l(x) ol Bk,n—l(x)]
k=0 k=1
n-1 n
= (1= ) Bina()+ ) Bigns ()
k=0 k=1

n-1 n-—1
=(1- x) Z Bk,n—l(x) +Xx Z Bk,n—l(x)
k=0 k=0

= Z[(l — %) B 1 (%) + xBj 1 ()]
k=0

n-—1
= Z Bk,n—l(x)
k=0

dir. Bu esitligi sagladiktan sonra asagidaki gibi yazmak kolaydir.

n n—-1 n—-2 1
z Bk,n(x) = Z Bk,n—l(x) = Z Bk,n—z(x) == Z Bk,n(x)
k=0 k=0 k=0 k=0
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=(1l-x)+x=1

Teorem 3.2.3. Bernstein polinomlarinda polinomun derecesi n arttik¢a; n degiskenli
polinomlar elde edilir [3,6,9,10].

Ispat. Bernstein polinomlarmin tanimi geregi

xByn(x) = (n)xk“(l —x)"k (3.7)

k

n
k+1 _ (n-1)—-(k+1)
(k)x (1—x)

n+1
= (n) k+1(1 x)(n+1) (k+1) k+}
+
k k+1
_ )
m+1y Bk+1 n+1(x)
k+1
n!
(n—k)!k! _ n! (n—k)!(k+ 1)!
(n+1)! (n — k) k! n+ 1!

(n+1-k—-1)!(k+1)!

dir. Benzer sekilde

n
)xk(l _ x)nHick

(1 = x)By,(x) = (k

_ (n)xk(l _ x)n+1—k (n_’:l)

k

()

(n+1) Bkn+1(x)
n!
(n—k)! k! _ n! (Tl+ 1 —k)'k'
D~ (n— 1Dk (n+ 1)!
(n+1-k)! k!
n—k+1
BT

olacaktir. Sonug olarak

30



Bin () = () #4127 =
k

k Bk,n(x) = xk(l - x)n—k

1
Bk+1,n(x) = (k + 1)xk+1(1 — x)n_(k+1) = - — Bk+1,n(x)
k+1
= xk+1(1 — x)n—(k+1)
1
(n) Bin (%) + 7= Bran () = x¥(1 — )% 4 x**1(1 - x )= (k+1D)
(k)

= x*(1—x)"*1((1—x) +x)

— xk(l _ x)n—k—l

(n 1) Bkn 1(X)
Bu son denklem kullanilarak daha yiiksek dereceli Bernstein polinomlar1 cinsinden

keyfi bir Bernstein polinomu yazilabilir. Oyle ki

B = (") [(n) Bin ) +

) Bk+1,n(x)
k+1

(n—1)  k!(n—k)!
- k'(n—1-k)! n! Bk,n(x)
nm-1)! ((k+D'(n—k—-1)!

* k!(n—1-k)! n! Bii1n(x)
(n-D! kl(-k)!nh-k-1!
:k!(n—l—k)! n(n —1)! Bk,n(x)
n-1) (k+Dk!'(n—k-1)!
k!(n—1-k)! n(n—1)! Bir1n(t)

= (n ; k) Bin(x) + (%) Biy1n(x)

dir. n arttik¢a polinomun boyutu ve karmasgikligi artar. Ayni zamanda derece arttik¢a
daha diizgiin hale gelir. Buda yiiksek dereceli polinomlarin daha piiriizsiiz egriler veya

yiizeyler olusturdugu anlama gelir. Bernstein polinomunun derecesi arttica Bernstein
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polinomlar1 tarafindan daha iyi yaklasilabilir. Bernstein polinomu bir fonksiyonun
yaklagiminda kullanilan Bernstein yaklasimi veya Bernstein interpolasyonu gibi
yontemlerde &nemli bir rol oynar. Interpolasyon igin kullanildiginda daha diisiik

dereceli polinomlara gore daha az hata verir.

Teorem 3.2.4. n. dereceden Bernstein polinomlarinin tiirevi asagidaki gibidir.

d

aBk,n(x) =n (Bk—l,n—l(x) - Bk,n—l(x)) (38)

Ispat. Bernstein polinomlar1 taniminda her iki tarafin tiirevi alinirsa

d d

2 Ben () = (:) x(1 —x)n*

kn! !
= k!(n—’n_'k)!xk_l(l - x)n_k = %xk(l _ x)n—k—l
n(n—1)! B . n(n— 1)!
G Iy IS A T ey ey

(n—1)! . - (n—1)! .
=n<(’<—1)!(n—k)!tk il " Yoy T S A )

'xk(l _ x)n—k—l

=n (Bk—l,n—l(x) — Bk,n—l(x))
elde edilir. Goriilecegi tizere Bernstein polinomunun tirevi n —1 dereceli iki

Bernstein polinomunun farkiyla carpilan polinomun derecesi olarak ifade edilebilir
[3,6,9,10].

Teorem 3.2.5. Bernstein polinomlar1 simetriktir.
Bk,n(x) = Bn—k,n(1 —x) (3.9)

Ispat. Bernstein polinomlarinin tanimi kullanilarak,

i (Z)xk(l _ x)nk

serisinde k yerine n — k yazip, x yerine 1 — x yazilirsa,

Z) (n ﬁ k) xk(1 = x)nk

Byn(x) = Bp_gn(1—x) (3.10)
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elde edilir. Matematik diinyasinda onemli bir yere sahip olan Bernstein {ireteg

fonksiyonlarmi bizlere 2010 yilinda ilk kez tanitan, derin bilgi birikimiyle M.A¢ikgoz

ve S.Araci tarafindan verilmistir. Bernstein lirete¢ fonksiyonlarini bizlere ulasilabilir

ve anlagilir sekilde aktarilmis olmasit bu polinomlar {izerine yapilan calismalari

hizlandirmis ayn1 zamanda diistinme ve bu polinomlari ¢6zme becerileri gelistirilmistir

[1-3].

Teorem 3.2.6. k ,n € Z, olmak iizere Bernstein polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu

F(txk)—( et=% = ZBkn(x)—

seklindedir [1-3].

Ispat. F, (x, t) fonksiyonun Taylor seri agilimu,
et(l_x) = Z(l — x)n_
n!

n=0

seklindedir. Bu esitligi kullanarak

Fk(x, t) = (

o0
tn tn+k
R k _ n
n!_Z)x A-0"
n=

ve sag taraf (n + k)! ile garpip boliindiigiinde ;

N " (n+ k) X L
k _ n — k _ n
Zx T ICET) Zx ="
n=0 n=0
ve sag taraf (n + k)! ile carpip boliindiigiinde
= 4+ k) (n+k) tn+k
k _ k _ n
Z}x (1 =x)" nlk!(n+k)! Z)x (1= n'k! (n+k)!
n= n=

n+k

oldugu goriiliir. Bu son esitlikte n, yerine n — k esitligi kullanilarak,
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n

= z (Z)xk(l — x)""‘%
n=k

esitligi elde edilir. Bu da ispatlanmasi istenilen esitliktir.

Bu iirete¢ fonksiyonunu kullanarak Bernstein polinomlarmin iirete¢ fonksiyonunun
yineleme iligkisi ve tiirevi bulunmustur. Bernstein polinomlarinin ilk birka¢ terimi

asagidaki gibidir.

*Bpo(x) =1

"Bo1(x) = (1 —x),By,(x) =x

By, (x) = (1 —x)%, By, (x) = 2x(1 — x), By, (x) = x>

*Boz(x) = (1 = x)3 By3(x) = 3x(1 — x)?, By 3(x) = 3x*(1 — x),B33(x) = x*

*Boa(x) = (1 = x)* By 4(x) = 4x(1 — x)3, B, 4, (x) = 6x2(1 — x)?,
33,4(95) = 4x3(1 — x),B4,4(x) = x*

*Bos(x) = (1 —x)° Bys(x) = 5x(1 — x)* Bys(x) = 10x2(1 — x)3,
Bss(x) = 10x3(1 — x)?,By5(x) = 5x*(1 — x), Bs 5 (x) = x°

Bernstein polinomlarin {irete¢ fonksiyonunun x e gore tiirevi alinirsa asagidaki iliski

elde edilir.
et(t0)k  w "
Fk(x, ) k'ext :ZBkn(x)_'
) n=k
d B thetyxk B theltkx* 1kl eXt — klteXttketyt
6_ka(36' B = klext — k!extk!ext
thk—let t—l
T k—1)lextt1

tk—ltxk—let
T (k—=1)ext

= t(Fk—l(xl t) - Fk(xJ t))
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— d ¢n
- de_ka,n(x) F

n

t
=i = (A D — D)

n (Bk—l,n—l(x) - Bk,n—l(x))

gL

buradan yola ¢ikilarak agsagidaki esitlik saglanmistir.

- d
Zd_ kn(x) —t(Fk_l(x,t)—Fk(x,t)) (3.12)

Bu esitlik Bernstein polinomlar1 igin iirete¢ fonksiyonunun bir tiirev 6zelligidir.

Boylece asagidaki yineleme iliskisi yazilmistir [1-3].

1d

T dx —F(x,t) = Fr_q(x, t) — Fe(x, t)

Teorem 3.2.7. Matematikte Ozel sayr dizisi olan Bernstein sayilar1 Bersntein
polinomlariyla iligkilidir. Belirli bir tiirev alma islemi sonucunda ortaya ¢ikarlar.
Bernstein sayilar1 Bernstein polinomlarma karsilik gelen katsayilar1 ifade eder.

Bernstein sayilari;

bu sekilde ifade edilmistir.
Teorem 3.2.8. n € N ve k < n olmak iizere;
1, k =
B"'”_{O, 0<k<n
dir [3,6,9,10].

Ispat. n =1 vek = 0igin
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n=1vek=1igin

n=2vek =0igin

n=2vek=1i¢in

0

=3 ()

2= () 5 e

- (=)

=0

k

=3 () )

=0
By, = ; (]2> (2__11) (-1~
Qe
—1
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buradan yola ¢ikarak genelleme yapilirsa

5 _{1, k=0
kn =0, 0<k<n

olur.
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BOLUM 4
BERNSTEIN POLINOMLARININ BAZI OZEL POLINOMLARLA ILISKiSi

Bu boliimde Bernstein polinomlarinin Bernoulli ve Euler polinomlari ile iligkisine yer

verilecektir.
4.1 Bernoulli Polinomlar: ve Bernstein Polinomlari

Bernoulli polinomlart ve Bernstein polinomlari farkli matematiksel formiilleri olan iki

ayr1 polinom tiiriidiir. Bu polinomlar1 birbiri cinsinden yazmak miimkiindiir.

Teorem 4.1.1. n € N ve n > k olmak tizere
n
n Bk
By(¥) = ) (—1)"Bin() % 1)
k=0

dir [2-3].

Ispat. denkleminde x yerine 1 — x yazarsak, pay ve payday1 x¥ ile ¢arpilirsa;

Bk,n (x) = (n

k)xk(l )"k k=012,..,n

elde edilir.

Teorem 4.1.2. x € [0,1] ve k,n € N olmak iizere Bernoulli polinomlar1, Bernstein

polinomlar1 cinsinden

n—k

BnCO =1 (7) (5 _1) /Bt (42)

=0

seklinde ifade edilir [2-3].

Ispat. Bernstein polinomlarinin taniminda n yerine n + k, x yerine 1 — x ve elde

edilen x™ kuvvet fonksiyonu yerine
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N RELE

ifadesi yazildiginda; ayrica, B;(1 — x) = (—1)/B;(x) esitliginden

k), 1 1
Bunse (0 = . Sk (") 1 00
=0

oldugu goriiliir. Burada, n yerine n — k yazarsak

=13 L )0 e neon

elde edilir. Burada

BIGWERI Y

ozelligi kullanilarak x € [0,1], k,n € N olmak iizere;

a0 =10 (7) (1 1) 0t

=0

seklindedir. Bernoulli ve Bernstein polinomlari, adlarinin benzerligi disinda
matematiksel olarak birbirinden farkli iki tiir polinom ailesidir. Her ikisi de farkli
matematiksel baglamlarda kullanilir ve farkli amaglar i¢in tasarlanmistir. Ancak,
belirli durumlarda, 6zellikle olasilik teorisi ve sayilar teorisi gibi alanlarda, bu iki
polinom ailesi arasinda dolayl: iligkiler veya benzerlikler gézlemlenebilir. Dogrudan
bir iliski olmamakla birlikte, bazi durumlarda Bernoulli polinomlar1 ve Bernstein
polinomlar: arasinda dolayli ilskiler veya benzerlikler gozlemlenebilir. Ozellikle,
belirli yaklasim veya interpolasyon problemlerinde, bu iki polinom ailesi arasinda
matematiksel benzerlikler veya ilskiler ortaya ¢ikabilir. Ancak, genel olarak, bunlar
farkli matematiksel benzerlikler veya ilgkiler ortaya ¢ikabilir ve matematiksel
baglamlarda farkli amacglar i¢in kullanilan polinom ailesidirler. Bernsten

polinomlarinin Bernoulli polinomlariyla arasindaki bagint1 ifade edilmis olur.
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4.2 Euler Polinomlar: ve Bernstein Polinomlari

Euler polinomlar1 ve Bernstein polinomlar: farkli matematiksel formiilleri olan iki ayr1

polinom tiirlidiir. Bu polinomlar1 birbiri cinsinden yazmak miimkiindiir.

Teorem 4.2.1. Euler polinomlarini, Bernstein polinomlar1 ve Bernoulli polinomlari

cinsinden asagidaki sekilde yazilabilir [2,3].

n+1

— DI LS (+3)

E,(x) =

Teorem 4.2.2. Euler polinomlariin bersntein polinomlar1 cinsinden ifade edilebilir

[2,3].

—k
xS oy m—i , n
Bk,n(x)=7[2( )(*, ) EDE@+ () O E L@ @)
i=0
Ispat. Bernstein polinomlarinin taniminda n yerine n—k,x yerine 1—x

yazildiginda

X" = %[Z (7:) E;(x) + E,, (%)

i=0

elde edilir.

n—k i
Bn() =5 [Z (D", ) evE@+ () (—1>n-kEn_k<x)]

Benzer yolla E, (%) =—E,,

1 n+1
Ba() = ) (2= 25%2) ( )Bk+i"""‘
k=0

1. .
x = igin;

n
1 1 1
En (E) = n+1 ;(Zk-‘-z - 22k+3)Bk+1,n+1 (E) Bk+1
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nyerinen + 1, k yerine k + lyazildiginda ;
1 n+ 1y 1"
Beanns(2) = (k1) (5)
. . 1 1
elde edilir ve buradan = 0 ven = 1 igin; E, (E) =1vekE; (E) =0

dir. n € Ny i¢in

1
-rn ()

elde edilir. Boylece

n

1

Fp=—— ;(2“2 = 2%)By 1 nen (3) Bews

dir. Euler ve Bernstein polinomlari, farkli matematiksel baglamlarda kullanilan farkl
tiplerde polinomlardir. Her ikiside polinomlarla ilgili konseptlerin farkli yonlerini
temsil eder. Ancak, her iki polinom ailesi de matematiksel analizde ve
uygulamalarinda onemli roller oynar. Euler ve Bernstein polinomlar1 arasinda
dogrudan bir iliski olmasa da bazi durumlarda Bernstein polinomlari, Euler
polinomlarmin bir temsili saglayabilir. Ozellikle Bernstein polinomlari interpolasyon
veya yaklasim amaglariyla kullanildiginda, uygun kosullar altinda bu polinomlar euler
polinomlarin1 veya onlara benzer fonksiyonlari yaklasik olarak temsil edebilir.
Ornegin bir fonksiyonun Bernstein polinomlarla bir yaklasimmi kullanarak, bu
yaklasim bazen Euler polinomlarina benzer sekilde davranabilir, 6zellikle belirli
kosullar altinda. Ancak bu, genel bir kural degildir ve her iki polinom ailesinin de
kendi baglamlarindaa bagimsiz olarak énemli oldugunu unutmamak gerekir. Bu tiir
iligkiler, matematikteki iki farkli konseptlerin birbirleriyle etkilesim i¢inde oldugunu

ve bazen beklenmedik benzerliklerin veya baglantilarin ortaya c¢ikabilecegini gosterir.
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BOLUM 5
BULGULAR VE SONUCLAR

Beta fonksiyonu ve Catalan sayilar1 arasinda bir iliski, Beta fonksiyonunun integral
formuyla ifade edilebilir. Ilgili integralin hesaplanmasi sirasinda, Beta fonksiyonu ile
Catalan sayilar1 arasinda kombinatorik serinin ortaya ¢iktig1 gézlemlenebilir. Bu iliski
dogrudan Bernstein polinomlari ile iligkili degildir, ancak beta fonksiyonu ve Catalan
sayilar1 arasindaki baglanti dikkate almir. Ozetle Catalan sayilari ile Bernstein
polinomlar1 arasinda dogrudan bir iliski yoktur, ancak Beta fonksiyonu araciligiyla
dolayli bir iligki kurulabilir. Bu iliski, matematikte farkli alanlar arasindaki

beklenmedik baglantilar1 gosteren bir 6rnektir.
Teorem 5.1. m € N igin,

1
Cn = ¥ DM+ Lm+ D

1
J. Bm,Zm (x)dx
0

dir.

Ispat. Bernstein polinomlarmin tamminda n  yerine 2m, k yerine m yazilip esitligin

iki tarafinida (mtll)' ile garpilirsa;
m! 2m !
B — m _ m
Gt D1 Pmam () (m )x A =" D
m!
mBm,Zm(x) = Cpx™(1 —x)™

elde edilir ve her iki tarafin 0 dan 1 e integrali alinirsa;

1

| 1
51| Bram@ = G [ xm1 =

1
— Cmf xm+1—1(1 _ x)m+1—1
0

42



=C,fm+1,m+1)

olacaktir. Burada C,,, yalniz birakilmak istenirse

m! 1
onr Jo Bmam ()

mTBm+1,m+1)

m! 1
_ (m+1)! r2m+2) fo Bm,Zm(x)
rz2(m+1)
1

T (m+ DB(m+Lm+ 1)J0 Bin2m (x)dx.

elde edilir.

Teorem 5.2. n € N olmak iizere Catalan sayilariyla Bernstein polinomlarinin x = %

deki degert;

4n 1
Cn = n+1 Bn.2n (E)
seklindedir.

Ispat. Bernstein polinomlarini iirete¢ fonksiyonunda x = i alinirsa

5 0 ()5 -
kn\5 ) 7 = S5k ¢
£, 7Em\2) mt T 2Rk

elde edilir. Burada n yerine n — k yazilirsa
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— N tn
B Z 2n(n — k)!'k!

n—k=0

olur. Bu esitlik %: ile carpilirsa;

olur. Bu esitligin her iki tarafi n—il ile carpilip; n yerine 2n, k yerine n yazilirsa

1 : (1)_(2n)1 1
n+1 ™"\2) \n/ann+1

4n 1
=g (3)

elde edilir.

Gama ve Bernstein polinomlar: arasindaki iliskiyi kurmak i¢in, Bernstein polinomlari
genellikle Beta fonksiyonuyla iliskilendirilir. Beta fonksiyonu, Gama fonksiyonunu
icerdigi i¢cin, Gamma fonksiyonu ile Bernstein polinomlar1 arasinda dolayl bir iliski
ortaya ¢ikabilir. Ornegin Bernstein polinomlar1 ve Beta fonksiyonu arasindaki iliskiyi
gdz Onilinde bulundurarak, Gamma fonksiyonu bazen Bernstein polinomlarinin
tiirevlerinde veya integralinde kullanilabilir. Ancak, bu iligki genellikle dolaylidir ve
dogrudan bir baglanti olusturulmaz. Sonug olarak, Gamma fonksiyonu ve Bernstein
polinomlar1 arasinda dogrudan bir iliski olmasa da matematiksel baglamlar1 ve bazi

hesaplamalarda kullanim1 dolayisiyla aralarinda dolayli baglantilar kurulabilir.

Teorem 5.3. m € N i¢in, Gama fonksiyonunun Bernstein ile iligkisi asagidaki gibidir.

1 1
'(m+ 1r(2)=rim+ B)WL Bim+1(x)

Ispat. Bernstein polinomlarinin taniminda n yerine m + 1, k yerine m yazilirsa;
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m+1
Bm,m+1 =( m )xm(l_x)1

1
(m+1)2

olacaktir. Esitligin her iki tarafini ile garpilirsa

1 1 (m+1

g B = g ()20

m

x™(1—x)?!

m+1

dir. Bu esitligin her iki tarafi (2;:’) ile garpilip 0°dan 1’e integrali alinirsa

(27::>(mT11)ZBm""“(x) E (zrzl) mi— =0

fol (T)Wll)zlgm,mﬂ(x) = Llmem(l —x)

1

2m> 1 fl
— | B (x)=C J. x™MH1-1(1 — x)? tdx
(m (m+1)2 ), ™t ™)y

(?)ﬁ Lle,mﬂ(x) = CB(m +1,2)

O i o Bramaa 00

(m+1)2

Cm B0m + 1,2)

elde edilir. (3.23) denkleminden faydalanarak

F(m+ 1)r(2)

Blm+12) = =0 =75

yazilir ve Gama fonksiyonunun bernstein polinomlariyla ilskisi asagidaki sekilde

ifade edilir.

(m+1)2
m r(m+1)r()
r(m+3)

_(znT) - fole,m+1(x)
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dir. (2.22) denkleminden yola ¢ikilarak gerekli sadelestirmeler yapildiginda, Gama

fonksiyonuyla Bernstein polinomlar1 arasindaki iliski;

1 1
Pon+1) = PGn+3) 5 fo Bmss ()

seklinde olur.
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