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ÖZET

YÜKSEK LİSANS TEZİ

Genelleştirilmiş Kesirli İntegral Operatörleri Yardımıyla Elde Edilen Bazı

Eşitsizlikler

Çalışmanın birinci bölümü giriş niteliğinde olup eşitsizliğin tarihi hakkında kısa bir

bilgi sunulmuştur. İkinci kısımda konvekslik ve eşitsizliklerle ilgili bazı temel tanımlara ve

bu tanımlar yardımıyla elde edilen bazı eşitsizliklere yer verilmiştir. Üçüncü bölüm olan

bulgular kısmında ise bazı temel matematiksel işlemler yardımıyla ters Minkowski tipli bazı

yeni eşitsizlikler ortaya konmuştur. Bunun için Mittag-Leffler fonksiyonunu içeren yeni bir

birleştirilmiş çift taraflı integral operatör kullanılmıştır.

2023, 31 sayfa

Anahtar Kelimeler: Genelleştirilmiş kesirli integral operatör, konveks fonksiyonlar, inte-

gral eşitsizlikler.

ii



ABSTRACT

MASTER’S THESIS

Some Inequalities Obtained with Generalized Fractional Integral Operators

The first part of the study is the introduction part and a brief information about the

history of inequality is presented in this part. In the second part, some basic definitions about

convexity and inequalities and some inequalities obtained with the help of these definitions

are given. In the third part, the findings, some new inverse Minkowski type inequalities

are obtained with the help of some basic mathematical operations. For this, a new unified

two-sided integral operator is used, which contains the Mittag-Leffler function.

2023, 31 pages

Key Words: Generalized fractional integral operator, convex functions, integral

inequalities.
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Ayrıca tez yazım aşamasında desteklerini esirgemeyen babam Cemal ALADAĞ ile
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ŞEKİLLER LİSTESİ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vi
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ

C(I) : I aralığında koveks fonksiyonların sınıfı
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s : 1. anlamda s−konveks fonksiyonların sınıfı

K2
s : 2. anlamda s−konveks fonksiyonların sınıfı

SX (h, I) : I aralığında h−konveks fonksiyonların sınıfı

SV (h, I) : I aralığında h−konkav fonksiyonların sınıfı

Km (b) : [0, b] aralığında m−konveks fonksiyonların sınıfı

[℘, ϑ] : [℘, ϑ] aralığında Lebesque anlamında integrallenebilen

fonksiyonların sınıfı

Jα
℘+f (ϖ) : f fonksiyonunun α. mertebeden sol taraflı Riemann-
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1. GİRİŞ

Konveks fonksiyonlar eşitsizlikler üzerine inşa edilmiş bir kavramdır. Konvekslik

kavramı M.Ö 250 yıllarında π değerinin Arşimet tarafından hesaplanması ile ortaya çıkan

bir kavramdır. Burada Arşimet konveks bir şeklin çevresinin, bu konveks şekli çevreleyen

başka bir konveks şeklin çevresine göre daha küçük olduğunun farkına varmıştır. Teorik

matematik ve uygulamalı matematikte fazlaca kullanılmakta olan konveks fonksiyonların

iki ana özelliği vardır. Kesin konveks olan fonksiyonlar en çok bir tane minumuma sahip-

tirler ayrıca rastgele alınan yerel minimum küresel yani globaldir. 1905 ile 1906 yılları

arasında ünlü Danimarkalı matematikçi ve mühendis olan J.L.W.V. Jensen’in yayınladığı

iki makale sonrası konveks fonksiyon teorisi çok hızlı bir şekilde gelişmiştir. Bunun ne-

denlerinden birincisi, modern analizin içerisinde yer alan birden fazla alan doğrudan ya da

dolaylı olarak konveks fonksiyonların uygulamalarını kapsamasıdır. İkincisi ise eşitsizlik

teorisi ve konveks fonksiyonların iç içe oluşu ve önemli olan bir çok eşitsizliğin konveks

fonksiyonların uygulanması ile ortaya çıkan sonuçlardır. Konveks fonksiyonlar için eşit-

sizlikleri kapsayan ilk kaynak "Convex Functions: Inequalities" J.Pecaric tarafından 1987

yılında yazılmıştır. Bunun yanı sıra Roberts ve Varberg [18], Niculescu ve Persson [16],

Pecaric [17] gibi bir çok matematikçi konveks fonksiyonlar üstünde eşitsizlikler ile ilgili bir

çok çalışma ortaya koymuşlardır. Yapılan bu çalışmaların belli bir kısmını integral eşitsiz-

likleri oluşturur. Bu çalışmada kullanılacak bir diğer konu ise kesirli hesaptır. Kesirli analiz;

matematiksel analizin eski ve modern bir araştırma konusu aynı zamanda klasik analizin

genellenmiş halidir. Ancak kesirli analiz yapısının karmaşık olması onun klasik analiz gibi

yorumlanmasının önünde büyük bir engel oluşturmuştur. Bu sebepten dolayı kesirli analiz

alanında yapılan çalışmalar 17. yy. sonrasına ertelenmiştir. Kesirli analiz, doğanın gerçek-

liğini çok daha güzel ifade eder. Doğanın daha ayrıntılı ve güzel bir şekilde ifade edilmesi

için kesirli analiz konusunun özellikle bilim ve mühendislik alanlarında ön plana çıkarıl-

ması gerekir. Kesirli analiz kavramı ilk olarak L’ Hospital tarafından Leibniz’e 1965 yılında

yazılan bir mektup ile dy
dx

notasyonunun n = 1
2

için ne olacağı sorulmuştur. Bu soruya

karşılık Leibniz "Bir gün önemli sonuçların ortaya çıkacağı önemli bir paradoks olduğunu"

söylemiştir [11]. Bu karşılıklı mektuplaşmalar ile kesirli analiz kavramı başlamıştır ve yak-

laşık 300 yıl boyunca çok sayıda çalışma ortaya koyulmuştur. L’Hospital’in sormuş olduğu
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sorudan etkilenerek kesirli türev ve kesirli integral konularını ortaya koyan ilk matematikçi

Liouville olarak gösterilir. 19. yy. başlarından itibaren çok sayıda matematikçinin kesirli

türev ve kesirli integral kavramlarını genelleştirmeleriyle birlikte bu konuda geniş çaplı bir

çalışma sahası ortaya çıkmıştır. Geçmiş yıllarda tamsayı mertebeden oluşan modellerin kul-

lanılma nedeni kesirli diferansiyel denklem çözümlerinin bulunamamış olmasıydı. Ancak

kesirli türev ve kesirli integrallerin içinde problemleri çözebilmek için geniş çaplı çalışmalar

ortaya koyulmuştur. Yapılan çalışmalar sonucu keyfi mertebeden türev ve integral kavram-

larının yaşadığımız yani gerçek dünyada karşılaştığımız bir cismi ya da modeli tarif etmede

tamsayı modellerine nazaran daha fazla doğru sonuç verdiği anlaşılmıştır. Günümüzde ise

kesirli analiz; ısı iletimi, mekanik, sayısal analiz gibi birden fazla alanda uygulama alanına

sahiptir.

Bu tezde Farid(2020) tarafından ortaya konan yeni bir birleştirilmiş çift taraflı integral

operatör yardımıyla ters Minkowski tipli yeni eşitsizlikler ve f(x) = lnx fonksiyonunun

konkav oluşundan yola çıkılarak aynı kesirli integral operatörle yeni bir eşitsizlik elde edilmiştir.
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2. MATERYAL VE YÖNTEM

2.1. Konveks Fonksiyonlar ile İlgili Temel Tanım ve Özellikler

Tanım 2.1 (Konveks Küme): X bir vektör uzayı, A ⊆ X ve ℘, ϑ ∈ A olarak seçilsin.

M = {z ∈ X : z = ϖ℘+ (1−ϖ)ϑ, 0 ≤ ϖ ≤ 1} ⊂ A (2.1)

ise A kümesine konveks küme denir [10].

z ∈ M olması durumunda ℘ ve ϑ’nin katsayıları toplamı her zaman 1 sayısını verir. Bu

yüzden (2.1) ifadesinde ℘ ve ϑ’nin katsayıları yerine toplamları 1 sayısını veren herhangi iki

pozitif çarpan (α, β, γ, δ vb.) seçilebilir. Bu tanım aynı zamanda uç noktaları ℘ ile ϑ olan bir

doğru parçasını gösterir [3].

Şekil 2.1. Konveks Küme

Şekil 2.2. Konveks Olmayan Küme
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Tanım 2.2 (J -Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralıık olsun. I’dan seçilen her ℘ ve ϑ

elemanları için f fonksiyonu

f

(
℘+ ϑ

2

)
≤ f (℘) + f (ϑ)

2
(2.2)

şartını sağlıyorsa bu fonksiyona I üzerinde J−konveks veya Jensen anlamında konveks

fonksiyon denir [13].

Tanım 2.3 (Konveks Fonksiyon): I, R’ de bir aralık olsun.f : I → R fonksiyonu I

aralığındaki her ℘ ve ϑ elemanı ve ϖ ∈ [0, 1] için,

f(ϖ℘+ (1−ϖ)ϑ) ≤ ϖf(℘) + (1−ϖ)f(ϑ) (2.3)

şartını sağlıyorsa bu fonksiyona konveks fonksiyon denir. I aralığında konveks olan

fonksiyonların sınıfı C(I) ile gösterilir. Eğer bu eşitsizlikte ϖ ∈ (0, 1) ve ℘ ̸= ϑ için kesin

ise (≤ yerine < geliyorsa) bu durumda f fonksiyonuna kesin konveks fonksiyon denir [16].

Eğer −f fonksiyonu konveks (kesin konveks) fonksiyon ise f fonksiyonuna konkav

(kesin konkav) fonksiyon denir [16].

Sonuç 2.1 Konveks fonksiyon tanımında ϖ = 1
2

seçilirse bu tanım J−konveks fonksiyon

tanımına dönüşür.

Şekil 2.3. Konveks fonksiyon

4



Şekil 2.3’e göre konveks fonksiyondan seçilen herhangi iki elemanın lineer terkibinin

fonksiyon altındaki görüntüsü, yine bu elemanların fonksiyon altındaki görüntülerinin lineer

terkibinden küçük ya da eşit kalıyorsa bu fonksiyona konveks fonksiyon denir.

Tanım 2.4 f fonksiyonu reel sayıların bir I alt aralığında tanımlı fonksiyon olsun. ℘, ϑ ∈ I

olmak üzere,

a) ℘ > ϑ için f (℘) < f (ϑ) oluyorsa f fonksiyonuna I kümesi üzerinde azalan

fonksiyon,

b) ℘ > ϑ için f (℘) > f (ϑ) oluyorsa f fonksiyonuna I kümesi üzerinde artan

fonksiyon,

c) ℘ > ϑ için f (℘) ≤ f (ϑ) oluyorsa f fonksiyonuna I kümesi üzerinde artmayan

fonksiyon,

d) ℘ > ϑ için f (℘) ≥ f (ϑ) oluyorsa f fonksiyonuna I kümesi üzerinde azalmayan

fonksiyon denir [3].

2.2. Bazı Konveks Fonksiyon Sınıfları ve Temel Tanımlar

Tanım 2.5 (Quasi-Konveks Fonksiyon): I , R’nin bir alt aralığı ve f : I → R bir fonksiyon

olsun. I’dan seçilen her ℘ ve ϑ elemanları ve ϖ ∈ [0, 1] için f fonksiyonu

f(ϖ℘+ (1−ϖ)ϑ) ≤ max{f(℘), f(ϑ)} (2.4)

eşitsizliğini sağlıyorsa bu fonksiyona quasi− konveks fonksiyon denir [18].

Eğer f fonksiyonu,

f(ϖ℘+ (1−ϖ)ϑ) < max{f(℘), f(ϑ)} (2.5)

eşitsizliğini sağlarsa f ’e kesin quasi−konveks fonksiyon denir.

Tanım 2.6 (log-Konveks Fonksiyon): I , R’nin bir alt aralığı ve f : I → R bir fonksiyon

olsun. I’dan seçilen her ℘ ve ϑ elemanları ve ϖ ∈ [0, 1] için f fonksiyonu

f(ϖ℘+ (1−ϖ)ϑ) ≤ fϖ(℘)f 1−ϖ(ϑ) (2.6)

eşitsizliğini sağlıyorsa bu fonksiyona log−konveks fonksiyon denir [18].
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Tanım 2.7 (s-Konveks Fonksiyon (Birinci Anlamda)): f : [0,∞) → R, 0 < s ≤ 1 ve

φs + ωs = 1 olsun. Her φ, ω > 0 ile ℘ ve ϑ negatif olmayan reel sayıları için için f

fonksiyonu

f(φ℘+ ωϑ) ≤ φsf(℘) + ωsf(ϑ) (2.7)

eşitsizliğini sağlıyorsa bu fonksiyonuna birinci anlamda s−konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonların sınıfı K1
s ile gösterilir [6].

Tanım 2.8 (s−Konveks Fonksiyon (İkinci Anlamda)): f : [0,∞) → R, 0 < s ≤ 1 ve

φ+ω = 1 olsun. Her φ, ω > 0 ve Her ℘ ve ϑ negatif olmayan reel sayıları için f fonksiyonu

f(φ℘+ ωϑ) ≤ φsf(℘) + ωsf(ϑ) (2.8)

eşitsizliğini sağlıyorsa bu fonksiyona ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonların sınıfı K2
s ile gösterilir [6].

Sonuç 2.2 (2.7) ve (2.8) ifadelerinde s = 1 seçilirse verilen tanımlar ile ilgili tanım aralık-

larında bilinen konvekslik tanımı elde edilir [6].

Tanım 2.9 (h−Konveks Fonksiyon): h ̸= 0 ve h : J → R+ ∪ {0} fonksiyonu verilsin.

I , R’de bir aralık olmak üzere f : I → R+ ∪ {0} fonksiyonu her ℘ ve ϑ elemanları ve

ϖ ∈ (0, 1) için

f(ϖ℘+ (1−ϖ)ϑ) ≤ h(ϖ)f(℘) + h(1−ϖ)f(ϑ) (2.9)

eşitsizliğini sağlıyorsa bu h−konveks fonksiyon denir. Bu türden fonksiyonların sınıfı

SX(h, I) ile gösterilir. Burada, I ve J, R ’de iki aralık ve (0, 1) ⊆ J ’dir. [22].

(2.9) eşitsizliği yön değiştiriyorsa f fonksiyonuna h−konkav fonksiyon denir. Bu türden

fonksiyonların sınıfı SV (h, I) ile gösterilir [22].

Tanım 2.10 (m−Konveks Fonksiyon): f : [0, b] → R ve b > 0 olsun. Tanım kümesindeki

her ℘ ve ϑ elemanları ile ϖ,m ∈ [0, 1]için f fonksiyonu

f(ϖ℘+m(1−ϖ)ϑ) ≤ ϖf(℘) +m(1−ϖ)f(ϑ) (2.10)

eşitsizliğini sağlıyorsa bu fonksiyona m−konveks fonksiyon denir. −f fonksiyonunun

m−konveks fonksiyon olması durumunda f fonksiyonuna m−konkav fonksiyon denir.

Km(b) ile f(0) ≤ 0 şartını sağlayan [0, b] aralığında tanımlı olan tüm m−konveks

fonksiyonlar sınıfı ifade edilir [21].

Tanım kümesi [0, b] olmak şartıyla bilinen konveks fonksiyon tanımı, Tanım 2.10’da m = 1

seçilerek elde edilir.
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Tanım 2.11 ((α,m)-Konveks Fonksiyon): f : [0, b] → R ve b > 0 olsun. Her ℘, ϑ ∈ [0, b]

ve ϖ ∈ [0, 1] için

f(ϖ℘+m(1−ϖ)ϑ) ≤ ϖαf(℘) +m(1−ϖα)f(ϑ) (2.11)

şartını sağlayan fonksiyona (α,m)−konveks fonksiyon denir. Burada (α,m) ∈ [0, 1]2 ’dir

[12].

Tanım 2.12 (Güçlü (α, h − m)- Konveks Fonksiyon): J ⊆ R, (0, 1)’i içeren bir aralık

ve h : J → R+ ∪ {0} fonksiyonu verilsin. f : [0, b] → R negatif olmayan fonksiyonu,

λ ≥ 0, ℘, ϑ ∈ [0, b], ϖ ∈ (0, 1), (α,m) ∈ [0, 1]2 için aşağıdaki şartı sağlıyorsa güçlü

(α, h−m)−konveks fonksiyon denir [25]:

f (ϖ℘+m (1−ϖ)ϑ) ≤ h (ϖα) f (℘)+mh (1−ϖα) f (ϑ)−mλh (ϖα)h (1−ϖα) |℘− ϑ|2

(2.12)

Tanım 2.13 (Geometrik Konveks Fonksiyon): f : I ⊂ R+ → R+ bir fonksiyon olsun. I

kümesinden seçilen her ℘ ve ϑ elemanları ile ϖ ∈ [0, 1] için f fonksiyonu

f(℘ϖϑ1−ϖ) ≤ [f(℘)]ϖ[f(ϑ)]1−ϖ (2.13)

eşitsizliğini sağlıyorsa bu fonksiyona geometrik konveks fonksiyon denir [24].

Tanım 2.14 (Harmonik Konveks Fonksiyon): I , reel sayılar kümesinde pozitif bir aralık

olsun. I üzerinde tanımlı f fonksiyonu, I kümesindeki her ℘ ve ϑ elemanları ile ϖ ∈ [0, 1]

için

f

(
℘ϑ

ϖ℘+ (1−ϖ)ϑ

)
≤ ϖf(ϑ) + (1−ϖ)f(℘) (2.14)

eşitsizliğini sağlıyorsa bu fonksiyona harmonik konveks fonksiyon denir. Eşitsizlik yön

değiştiriyorsa bu fonksiyona harmonik konkav fonksiyon denir [26].

Tanım 2.15 f : [℘, ϑ] → R ve φ : [℘, ϑ] → [℘, ϑ] fonkiyonları verilsin. [℘, ϑ] aralığından

seçilecek her ϖ ve ξ elemanları için

f (tφ (ϖ) + (1− t)φ (ξ)) ≤ tf (φ (ϖ)) + (1− t) fφ (ξ)

şartı sağlanıyorsa f gonksiyonuna φ−konveks gonksiyon denir [4].
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2.3. Bazı Kesirli İntegral Operatör Türleri

Tanım 2.16 (Riemann – Liouville Kesirli İntegral Operatör): f ∈ L1[℘, ϑ] olmak şartıyla

Jα
℘+f ve Jα

ϑ−f Riemann- Liouville kesirli integrallerinin ℘ > 0 ve α ≥ 0 için tanımları

sırasıyla

Jα
℘+f (ϖ) =

1

Γ(α)

∫ ϖ

℘

(ϖ − t)(α−1)f(t)dt, ϖ > ℘ (2.15)

ve

Jα
ϑ−f (ϖ) =

1

Γ(α)

∫ ϑ

ϖ

(t−ϖ)(α−1)f(t)dt, ϖ < ϑ (2.16)

dir. Burada Γ(α) =
∫∞
0

e−tuα−1du olarak bilinen Gama fonksiyonudur. Riemann – Liouville

tanımında α = 0 alınırsa,

J0
℘+f (ϖ) = f (ϖ) (2.17)

J0
ϑ−f (ϖ) = f (ϖ) (2.18)

eşitlikleri elde edilir [19]

Tanım 2.17 (Hadamard Kesirli İntegral Operatör): Hadamard kesirli integralinin α ∈ R+

için sol ve sağ tanımları sırasıyla

Hα
℘+f (ϖ) =

1

Γ(α)

∫ ϖ

℘

f (t)(
Inϖ

t

)(1−α)

dt

t
, ϖ > ℘ > 0 (2.19)

Hα
ϑ−f (ϖ) =

1

Γ(α)

∫ ϑ

ϖ

f (t)(
Inϖ

t

)(1−α)

dt

t
, 0 < ϖ < ϑ (2.20)

şeklindedir. Burada Γ Gama fonksiyonudur [9].

Tanım 2.18 (Katugampola Kesirli İntegral Operatör): [℘, ϑ] ⊂ R sonlu aralık, α > 0 ve

f ∈ Xp
c (℘, ϑ) olsun. Sol ve sağ taraflı Katugampola kesirli integral operatörleri ℘ < ϖ < ϑ

ve ρ > 0 için sırasıyla

ρIα℘+f (ϖ) =
ρ1−α

Γ(α)

∫ ϖ

℘

tρ−1

(ϖρ − tρ)(1−α)
f (t) dt (2.21)

ρIαϑ−f (ϖ) =
ρ1−α

Γ(α)

∫ ϑ

ϖ

tρ−1

(ϖρ − tρ)(1−α)
f (t) dt (2.22)

şeklindedir ([7], [8]).
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Teorem 2.1 α > 0 ve ρ > 0 ise ϖ > ℘ için,

lim
ρ→1

ρIα℘+f (ϖ) = Jα
℘+f (ϖ) (2.23)

lim
ρ→0

ρIα℘+f (ϖ) = Hα
℘+f (ϖ) (2.24)

Benzer sonuçlar sağ taraflı operatörler için de geçerlidir [8].

Tanım 2.19 (Uyumlu Kesirli İntegral Operatör): α ∈ (n, n+1], n = 0, 1, 2, . . . , ϑ ∈ R ve

℘ < ϑ ve f ∈ L[℘, ϑ] olsun. α > 0 için α. mertebeden sol uyumlu kesirli integral

(I℘αf) (t) =
1

n!

∫ t

℘

(t−ϖ)n (ϖ − ℘)β−1 f (ϖ) dϖ, t > ℘ (2.25)

şeklinde ve α. mertebeden sağ uyumlu kesirli integral

(
ϑIαf

)
(t) =

1

n!

∫ ϑ

t

(ϖ − t)n (ϑ−ϖ)β−1 f (ϖ) dϖ, t < ϑ (2.26)

şeklinde tanımlanır.

Eğer α = n+ 1 alınırsa bu taktirde β = α− n = n+ 1− n = 1 olur. Böylece

(I℘αf) (t) =
(
Jα
℘+f

)
(t)

ve(
ϑIαf

)
(t) =

(
Jα
ϑ−f
)
(t) olduğu görülür. Yani α = n + 1, n = 0, 1, 2, . . . , sol ve

sağ uyumlu kesirli integraller sırasıyla sol ve sağ Riemann-Liouville kesirli integrallerine

indirgenir [1].

Tanım 2.20 (Üstel Çekirdekli Kesirli İntegral Operatör): ℘, ϑ ∈ R, ℘ < ϑ ve f ∈ L[℘, ϑ]

olsun. α ∈ (0, 1) için α. mertebeden sol ve sağ üstel çekirdekli kesirli integralleri sırasıyla

ζα℘f (ϖ) =
1

α

∫ ϖ

℘

exp

(
−1− α

α
(ϖ − s)

)
f (s) ds , ϖ > ℘ (2.27)

ζαϑ f (ϖ) =
1

α

∫ ϑ

ϖ

exp

(
−1− α

α
(s−ϖ)

)
f (s) ds , ϖ < ϑ (2.28)

şeklinde tanımlanır [2].

Yeni sağ taraflı ve sol taraflı genelleştirilmiş kesirli integraller Sarıkaya ve arkadaşları tarafın-

dan (2016) şöyle tanımlanmıştır [20].
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Tanım 2.21 ℘, ϑ ∈ R ve p < ϖ < ϑ olsun. φ : [0,∞) → [0,∞) fonksiyonu verilsin.

f ∈ L [℘, ϑ] olmak üzere f fonksiyonunun sırasıyla sol ve sağ taraflı genelleştirilmiş kesirli

integral operatörleri

℘+Iφf (ϖ) =

∫ ϖ

℘

φ (ϖ − t)

ϖ − t
f (t) dt, ϖ > ℘ (2.29)

ve

ϑ−Iφf (ϖ) =

∫ ϑ

ϖ

φ (t−ϖ)

t−ϖ
f (t) dt, ϖ < ϑ (2.30)

olarak tanımlanır.

(2.29) ve (2.30) ifadelerinde yer verilen genelleştirilmiş kesirli integrallerin en önemli

özelliği, Riemann-Liouville kesirli integral operatör, k−Riemann-Liouville kesirli integral

operatör, Katugampola kesirli integral operatör, uyumlu kesirli integral operatör, Hadamard

kesirli integral operatör vb. birçok kesirli integral operatörün genel hali olmasıdır. Bu (2.29)

ve (2.30) kesirli integral operatörlerin önemli özel durumları aşağıda belirtilmiştir.

i) Eğer φ(t) = t olarak seçilirse (2.29) ve (2.30) aşağıdaki gibi Riemann integraline

dönüşür:

I℘+f (ϖ) =

∫ ϖ

℘

f (t) dt, ϖ > ℘ (2.31)

Iϑ−f (ϖ) =

∫ ϑ

ϖ

f (t) dt, ϖ < ϑ (2.32)

ii) Eğer φ(t) = tα

Γ(α)
olarak seçilirse (2.29) ve (2.30) aşağıdaki gibi Riemann-Liouville

kesirli integraline dönüşür:

Iα℘+f (ϖ) =
1

Γ(α)

∫ ϖ

℘

(ϖ − t)α−1 f (t) dt, ϖ > ℘ (2.33)

Iαϑ−f (ϖ) =
1

Γ(α)

∫ ϑ

ϖ

(t−ϖ)α−1 f (t) dt, ϖ < ϑ (2.34)

iii) Eğer φ(t) = 1
kΓk(α)

t
α
k olarak seçilirse (2.29) ve (2.30) aşağıdaki gibi k−Riemann-

Liouville kesirli integraline dönüşür:

Iα℘+ ,k f (ϖ) =
1

kΓk (α)

∫ ϖ

℘

(ϖ − t)
α
k
−1 f (t) dt, ϖ > ℘ (2.35)

Iαϑ− ,k f (ϖ) =
1

kΓk (α)

∫ ϑ

ϖ

(t−ϖ)
α
k
−1 f (t) dt, ϖ < ϑ (2.36)

Burada

Γk (α) =

∫ ∞

0

tα−1e−
tk

k d (t) , R (α) > 0 (2.37)
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ve

Γk (α) = k
α
k
−1Γ

(α
k

)
, R (α) > 0 : k > 0 (2.38)

[14].

iv) Eğer

φ(t) =
1

Γ (α)
t (ϖ − t)s

(
ϖs+1 − ts+1

)α−1 (2.39)

ve

φ(t) =
1

Γ (α)
t (t−ϖ)s

(
ts+1 −ϖs+1

)α−1
, (2.40)

olarak seçilirse α > 0 ve s ̸= −1 reel sayıları için (2.29) ve (2.30) aşağıda verilen sol ve sağ

taraflı Katugampola kesirli operatörlere dönüşür [7].

Iα℘+ ,s f (ϖ) =
(s+ 1)1−α

Γ (α)

∫ ϖ

℘

(
ϖs+1 − ts+1

)α−1
tsf (t) dt, ϖ > ℘ (2.41)

Iαϑ− ,s f (ϖ) =
(s+ 1)1−α

Γ (α)

∫ ϑ

ϖ

(
ts+1 −ϖs+1

)α−1
tsf (t) dt, ϖ < ϑ (2.42)

v) Eğer φ(t) = t (ϖ − t)α−1 olarak seçilirse (2.29), aşağıdaki gibi uyumlu kesirli

operatörlere dönüşür:

Iα℘f (ϖ) =

∫ ϖ

℘

tα−1f (t) dt =

∫ ϖ

℘

f (t) dαt, ϖ > ℘, α ∈ (0, 1) (2.43)

vi) Eğer

φ(t) =
1

Γ (α)

[logϖ − log (ϖ − t)](α−1)

ϖ − t
(2.44)

ve

φ(t) =
1

Γ (α)
t
[log (t−ϖ)− logϖ](α−1)

t−ϖ
(2.45)

olarak seçilirse (2.29) ve (2.30) sırasıyla aşağıdaki gibi sağ taraflı ve sol taraflı Hadamard

kesirli integrale dönüşür:

Hα
℘+f (ϖ) =

1

Γ (α)

∫ ϖ

℘

(logϖ − log t)α−1 f (t)

t
dt, 0 < ℘ < ϖ < ϑ, (2.46)

Hα
ϑ−f (ϖ) =

1

Γ (α)

∫ ϑ

ϖ

(log t− logϖ)α−1 f (t)

t
dt, 0 < ℘ < ϖ < ϑ, (2.47)

vii) Eğer φ(t) = t
α
exp

(
−1−α

α
t
)

olarak seçilirse (2.29) ve (2.30) α ∈ (0, 1) için

aşağıdaki gibi üstel çekirdekli integral operatörlere dönüşür:

ζα℘f (ϖ) =
1

α

∫ ϖ

℘

exp

(
−1− α

α
(ϖ − t)

)
f (t) dt , ϖ > ℘ (2.48)
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ζαϑ f (ϖ) =
1

α

∫ ϑ

ϖ

exp

(
−1− α

α
(t−ϖ)

)
f (t) dt , ϖ < ϑ (2.49)

[2]

Tanım 2.22 (Yeni Bir Birleştirilmiş-Çift Taraflı İntegral Operatör) 0 < ℘ < ϑ olmak üzere

f : [℘, ϑ] → R pozitif fonksiyonu f ∈ L1 [℘, ϑ] şartını sağlasın. g : [℘, ϑ] → R fonksiyonu

(℘, ϑ) aralığında diferansiyellenebilir ve kesin artan fonksiyon olsun. ϕ
ϖ

fonksiyonu [℘,∞)

aralığında artan olsun. ω, α, l, γ, c ∈ C, ℜ (α) ,ℜ (l) > 0, ℜ (c) > ℜ (γ) > 0, p ≥ 0,

µ, δ > 0 ve 0 < v ≤ δ + µ olsun. Bu durumda ϖ ∈ [℘, ϑ] için sol ve sağ taraflı integral

operatörleri şu şekilde ifade edilmiştir [5]:(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,℘+ f

)
(ϖ; p) (2.50)

=

∫ ϖ

℘

ϕ (g (ϖ)− g (t))

g (ϖ)− g (t)
Eγ,δ,k,c

µ,α,l (ω (g (ϖ)− g (t))µ ; p) g′ (t) f (t) dt

Kt
ϖ

(
Eγ,δ,k,c

µ,α,l , g;ϕ
)

=
ϕ (g (ϖ)− g (t))

g (ϖ)− g (t)
Eγ,δ,k,c

µ,α,l (ω (g (ϖ)− g (t))µ ; p) .

ve (
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,ϑ− f

)
(ϖ; p) (2.51)

=

∫ ϑ

ϖ

ϕ (g (t)− g (ϖ))

g (t)− g (ϖ)
Eγ,δ,k,c

µ,α,l (ω (g (t)− g (ϖ))µ ; p) g′ (t) f (t) dt

Kϖ
t

(
Eγ,δ,k,c

µ,α,l , g;ϕ
)

=
ϕ (g (t)− g (ϖ))

g (t)− g (ϖ)
Eγ,δ,k,c

µ,α,l (ω (g (t)− g (ϖ))µ ; p)

Burada

βp (℘, ϑ) =

∫ 1

0

t℘−1 (1− t)ϑ−1 e−
p

t(1−t)dt (2.52)

ve

(c)nk =
Γ (c+ nk)

Γ (c)
(2.53)

olmak üzere

Eγ,δ,k,c
µ,α,l (t; p) (2.54)

=
∞∑
n=0

βp (γ + nk, c− γ)

β (γ, c− γ)

(c)nk
Γ (µn+ α)

tn

(l)nδ

12



genelleştirilmiş Mittag-Leffler fonksiyonu kullanılmıştır. Bazı kaynaklarda
(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,℘+ f

)
(ϖ; p)

yerine
(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,℘+ f

)
(ϖ,ω; p); ve

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,ϑ− f

)
(ϖ; p) yerine

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,ϑ− f

)
(ϖ,ω; p) kul-

lanılmıştır [15].

2.4. İyi Bilinen Bazı Klasik Eşitsizlikler

Teorem 2.2 (Minkowski Eşitsizliği):

k = 1, 2, 3, , , , , , n ℘k ≥ 0, ϑk ≥ 0 ve ϖ > 1 olsun. Bu halde(
n∑

k=1

(℘k + ϑk)
ϖ

) 1
ϖ

≤

(
n∑

k=1

℘ϖ
k

) 1
ϖ

+

(
n∑

k=1

ϑϖ
k

) 1
ϖ

(2.55)

eşitsizliği geçerlidir [13].

Teorem 2.3 (İntegraller İçin Hölder Eşitsizliği):

ℏ > 1 ve 1
ℏ + 1

ϖ
= 1 olsun. f ve g, [℘, ϑ] kapalı aralığı üzerinde tanımlı iki reel

fonksiyon, |f |ℏ ve |g|ℏ , [℘, ϑ] kapalı aralığında integrallenebilir fonksiyonlar ise,∫ ϑ

℘

|f (ξ) g (ξ)| dξ ≤
(∫ ϑ

℘

|f (ξ)|ℏ dξ
) 1

ℏ
(∫ ϑ

℘

|g (ξ)|ϖ dξ

) 1
ϖ

(2.56)

eşitsizliği geçerlidir [13].

Sonuç 2.3 (İntegraller İçin Power-Mean Eşitsizliği): q ≥ 1 olmak üzere eğer f, |f | , g, |g|q

fonksiyonları [℘, ϑ] aralığında tanımlı ve integrallenebilen fonksiyonlar ise

∫ ϑ

℘

|f (ξ) g (ξ)| dξ ≤
(∫ ϑ

℘

|f (ξ)| dξ
)1− 1

q
(∫ ϑ

℘

|f (ξ)| |g (ξ)|q dξ
) 1

q

eşitsizliği geçerlidir [13].

Teorem 2.4 (Young Eşitsizliği):

ℏ, ϖ > 1 olmak üzere 1
ℏ + 1

ϖ
= 1 eşitsizliğini sağlayan her ℏ, ϖ ve her ℘, ϑ > 0

sayısı için
℘ℏ

ℏ
+

ϑϖ

ϖ
≥ ℘ϑ (2.57)

eşitsizliği geçerlidir.
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2.5. Kesirli İntegral Operatörleri Kullanılarak Yapılan Bazı

Genelleştirmeler

Teorem 2.5 m ∈ (0, 1] için η1 : [a, b] → R pozitif, integrallenebilir, (α,m)−konveks

fonksiyonu η1(x) = η1
(
a+ b− x

m

)
şartını sağlasın. η2 : [a, b] → R fonksiyonu (a, b)’de

diferansiyellenebilir, kesin artan fonksiyon olsun. Ayrıca ϕ
x

, [a, b]’de artan fonksiyon olsun.

α, l, γ, c ∈ C, ℜ (α) ,ℜ (l) > 0, ℜ (c) > ℜ (γ) > 0, p,µ, δ ≥ 0 ve 0 < k ≤ δ + µ olsun. Bu

durumda x ∈ (a, b) için

2αη1
(
a+ b

2

)
(1 +m (2α − 1))

[(
η2F

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,b− 1

)
(a, ω; p) +

(
η2F

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ 1

)
(b, ω; p)

]
≤

(
η2F

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,b− η1

)
(a, ω; p) +

(
η2F

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ η1

)
(b, ω; p)

≤ 2Ka
b

(
Eγ,δ,k,c

µ,α,l , η2;ϕ
)

×
[(

η1 (b) η2 (b)−mη1

( a

m

)
η2 (a)−

Γ(α + 1)

(b− a)α

(
η1 (b)−mη1

( a

m

))α
Ib−η2 (a)

)]
eşitsizliği geçerlidir [15].

Teorem 2.6 f, g : [u, v] → R iki diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. 0 < u < v ,için |f ′|

fonksiyonu φ−konveks ve g fonksiyonu kesin artan olsun. Aynı zamanda Ψ
x
, [u, v] aralığında

artan fonksiyon olsun. α, ξ, γ, ζ ∈ C, ρ, µ, v, δ ≥ 0 ve 0 < k ≤ δ+µ olmak üzere x ∈ (u, v)

için ∣∣∣(gFΨ,γ,δ,k,ζ
µ,α,ξ,u+ f ∗g

)
(x, ω; p) +

(
gF

Ψ,γ,δ,k,ζ
v,α,ξ,v− f ∗g

)
(x, ω; p)

∣∣∣
≤ Eγ,δ,k,ζ

µ,α,ξ (ω((g (x)− g (u))µ ; ρ)Ψ (g (x)− g (u)) |f ′ (x)|

+Ku
x

(
Eγ,δ,k,ζ

µ,α,ξ , g; Ψ
)
ϕ (|f ′ (u)| , |f ′ (x)|) (I (u, x; g)− g (u))

+Eγ,δ,k,ζ
v,α,ξ (ω((g (v)− g (x))v ; ρ)Ψ (g (v)− g (x)) |f ′ (v)|

+Kx
v

(
Eγ,δ,k,ζ

v,α,ξ , g; Ψ
)
ϕ (|f ′ (x)| , |f ′ (v)|) (I (x, v; g)− g (x)) .

eşitsizliği geçerlidir [23].
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3. ARAŞTIRMA BULGULARI

Bu bölümde, (2.51) ifadesinde yer verilen birleştirilmiş çift taraflı integral operatör

yardımıyla bazı yeni eşitsizlikler elde edilmiştir.

Teorem 3.1 0 < a < b olmak üzere f, g, h : [a, b] → R fonksiyonları verilsin. f ve h

pozitif fonksiyonları için f, h ∈ L1 [a, b] olsun. g fonksiyonu (a, b) aralığında diferansiyel-

lenebilir ve sürekli artan fonksiyon olsun öyleki r > 0 için gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p) < ∞,

gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hr (x, ω; p) < ∞ şartları sağlansın. Bununla birlikte xϕ (x) > 0 ve ϕ

x
fonksiyonu

[a,∞) aralığında artan olsun. ω, α, l, γ, c ∈ C; p ≥ 0, µ,δ > 0 ve 0 < k ≤ δ + µ olmak

üzere 0 < m ≤ f(y)
h(y)

≤ M şartı sağlanıyorsa x ∈ (a, b) için(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p)

) 1
r
+
(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hr (x, ω; p)

) 1
r

≤ M

M + 1

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ (f + h)r (x, ω; p)

) 1
r
+

1

m+ 1

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ (f + h)r (x, ω; p)

) 1
r

eşitsizliği geçerlidir.

İspat Teorem 3.1 şartları göz önüne alındığında f(y)
h(y)

≤ M, y ∈ [a, x] , x > 0 için

(M + 1)r f r (y) ≤ M r (f + h)r (y) (3.1)

yazılabilir. Öte yandan her a < x ≤ b için g fonksiyonu kesin artan olduğundan ve

xϕ (x) > 0, βp (x, y) > 0, (c)nk > 0 olduğundan Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) fonksiyonu pozi-

tif olur. (3.1) eşitsizliğinin her iki yanı Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) ile çarpılır y’ye göre a’dan

x’e integrali alınırsa

(M + 1)r
∫ x

a

Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) f r (y) dy

≤ M r

∫ x

a

Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) (f + h)r (y) dy

elde edilir. Bu ifade

gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p) ≤ M r

(M + 1)r
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ (f + h)r (x, ω; p)

şeklinde de yazılabilir. Buradan(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p)

) 1
r ≤ M

M + 1

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ (f + h)r (x, ω; p)

) 1
r

(3.2)
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elde edilir. Öte yandan teorem şartları altında mh (y) ≤ f (y) yazılabildiğinden(
1 +

1

m

)r

hr (y) ≤
(

1

m

)r

(f (y) + h (y))r (3.3)

elde edilir. (3.3)ifadesinin her iki yanı Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) ile çarpılır ve y’ye göre a’dan

x’e integrali alınırsa (
1 +

1

m

)r ∫ x

a

Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y)hr (y) dy

≤
(

1

m

)r ∫ x

a

Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) (f (y) + h (y))r dy

ki bu ifade düzenlenirse(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hr (x, ω; p)

) 1
r ≤ 1

(m+ 1)

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ (f + h)r (x, ω; p)

) 1
r

(3.4)

şeklinde yazılabilir. (3.2) ve (3.4) toplanırsa istenen sonuç elde edilir.

Teorem 3.2 0 < a < b olmak üzere f, g, h : [a, b] → R fonksiyonları verilsin. f ve h

pozitif fonksiyonları için f, h ∈ L1 [a, b] olsun. g fonksiyonu (a, b) aralığında diferansiyel-

lenebilir ve sürekli artan fonksiyon olsun öyleki r > 0 için gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p) < ∞,

gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hr (x, ω; p) < ∞ şartları sağlansın. Bununla birlikte xϕ (x) > 0 ve ϕ

x
fonksiyonu

[a,∞) aralığında artan olsun. ω, α, l, γ, c ∈ C; p ≥ 0, µ,δ > 0 ve 0 < k ≤ δ + µ olmak

üzere 0 ≤ θ ≤ f (y) ≤ A ve 0 ≤ σ ≤ h (y) ≤ β şartı sağlanıyorsa x ∈ (a, b) için(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p)

) 1
r
+
(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hr (x, ω; p)

) 1
r

≤ A (θ + β) + β (σ + A)

(A+ σ) (β + θ)

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ [f + h]r (x, ω; p)

) 1
r

eşitsizliği geçerlidir.

İspat Teorem 3.2’de verilen şartlar altında

1

β
≤ 1

h (y)
≤ 1

σ
(3.5)

yazılabilir. (3.5) eşitsizliği 0 ≤ θ ≤ f (y) ≤ A ile çarpılırsa

θ

β
≤ f (y)

h (y)
≤ A

σ
(3.6)

bulunur. (3.6) yardımıyla

hr (y) ≤
(

β

θ + β

)r

(f (y) + h (y))r (3.7)
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ve

f r (y) ≤
(

A

σ + A

)r

(f (y) + h (y))r (3.8)

elde edilir. (3.7) ve (3.8) ifadelerinin her ikisi de Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) ile çarpılır ve elde

edilen sonuç y değişkenine göre (a, x) aralığı üzerinden integre edilirse(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hr (x, ω; p)

) 1
r ≤

(
β

θ + β

)(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ [f (x, ω; p) + h (x, ω; p)]r

) 1
r

(3.9)

ve (
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p)

) 1
r ≤

(
A

σ + A

)(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ [f (x, ω; p) + h (x, ω; p)]r

) 1
r

(3.10)

bulunur. (3.9) ve (3.10) eşitsizlikleri taraf tarafa toplanarak istenen eşitsizlik elde edilir.

Teorem 3.3 0 < a < b olmak üzere f, g, h : [a, b] → R fonksiyonları verilsin. f ve h

pozitif fonksiyonları için f, h ∈ L1 [a, b] olsun. g fonksiyonu (a, b) aralığında diferansiyel-

lenebilir ve sürekli artan fonksiyon olsun öyleki r > 0 için gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p) < ∞,

gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hr (x, ω; p) < ∞ şartları sağlansın. Bununla birlikte xϕ (x) > 0 ve ϕ

x
fonksiyonu

[a,∞) aralığında artan olsun. ω, α, l, γ, c ∈ C; p ≥ 0, µ,δ > 0 ve 0 < k ≤ δ + µ olmak

üzere 0 < m ≤ f(y)
h(y)

≤ M şartı sağlanıyorsa x ∈ (a, b) için

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p)

) 1
r
+
(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hr (x, ω; p)

) 1
r

≤ 1 +M (m+ 2)

(m+ 1) (M + 1)

((
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ (f + h)r (x, ω; p)

) 1
r

)
eşitsizliği geçerlidir.

İspat Teorem 3.3’de verilen şartlar altında

(M + 1)r f r (y) ≤ M r (f + h)r (y) (3.11)

yazılabilir. (3.11) ifadesinin her iki yanı Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) ile çarpılıp a’dan x’e in-

tegrali alınırsa

(M + 1)r
∫ x

a

Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) f r (y) dy

≤ M r

∫ x

a

Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) (f + h)r (y) dy

bulunur. (2.50) ve (2.51) ifadelerinde verilen tanımlar yardımıyla(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p)

)
≤ M r

(M + 1)r

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ (f + h)r (x, ω; p)

)
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elde edilir. İfadenin her iki yanının 1
r

kuvveti alınırsa(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p)

) 1
r ≤ M

(M + 1)

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ (f + h)r (x, ω; p)

) 1
r

(3.12)

bulunur. Diğer taraftan teorem şartları altında(
1 +

1

m

)
h (y) ≤ 1

m
(f (y) + h (y)) (3.13)

yazılabilir. İfadenin her iki yanının r. kuvveti alınarak(
1 +

1

m

)r

hr (y) ≤
(

1

m

)r

(f (y) + h (y))r (3.14)

elde edilir. (3.14) eşitsizliğinin her iki yanı Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) ile çarpılıp a’dan x’e

integrali alınırsa(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hr (x, ω; p)

) 1
r ≤ 1

(m+ 1)

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ (f + h)r (x, ω; p)

) 1
r

(3.15)

bulunur. (3.12) ve (3.15) taraf tarafa toplanarak ispat tamamlanmış olur.

Teorem 3.4 0 < a < b olmak üzere f, g, h : [a, b] → R fonksiyonları verilsin. f ve h

pozitif fonksiyonları için f, h ∈ L1 [a, b] olsun. g fonksiyonu (a, b) aralığında diferansiyel-

lenebilir ve sürekli artan fonksiyon olsun öyleki r > 1 için gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p) < ∞,

gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hr (x, ω; p) < ∞ şartları sağlansın. Bununla birlikte xϕ (x) > 0 ve ϕ

x
fonksiyonu

[a,∞) aralığında artan olsun. ω, α, l, γ, c ∈ C; p ≥ 0, µ,δ > 0 ve 0 < k ≤ δ + µ olmak

üzere 0 < m ≤ f(y)
h(y)

≤ M şartı sağlanıyorsa x ∈ (a, b) için(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p)

) 2
r
+
(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hr (x, ω; p)

) 2
r

≥
(
(M + 1) (m+ 1)

M
− 2

)(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p)

) 1
r
(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hr (x, ω; p)

) 1
r

İspat (3.12) ve (3.15) taraf tarafa çarpılırsa(
(M + 1) (m+ 1)

M

)(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p)

) 1
r
(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hr (x, ω; p)

) 1
r

≤
[(

gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ (f + h)r (x, ω; p)

) 1
r

]2
(3.16)

elde edilir. (3.16) eşitsizliğinin sağ tarafına Minkowski eşitsizliği uygulanırsa[(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ (f + h)r (x, ω; p)

) 1
r

]2
≤

[(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p)

) 1
r
+
(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hr (x, ω; p)

) 1
r

]2
≤

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p)

) 2
r
+
(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hr (x, ω; p)

) 2
r

+2
(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p)

) 1
r
(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hr (x, ω; p)

) 1
r

(3.17)

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.
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Teorem 3.5 0 < a < b olmak üzere f, g, h : [a, b] → R fonksiyonları verilsin. f ve h

pozitif fonksiyonları için f, h ∈ L1 [a, b] olsun. g fonksiyonu (a, b) aralığında diferansiyel-

lenebilir ve sürekli artan fonksiyon olsun öyleki r, s > 0 için gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p) < ∞,

gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ h (x, ω; p) < ∞ şartları sağlansın. Bununla birlikte xϕ (x) > 0 ve ϕ

x
fonksiyonu

[a,∞) aralığında artan olsun. ω, α, l, γ, c ∈ C; p ≥ 0, µ,δ > 0 ve 0 < k ≤ δ + µ olmak

üzere 0 < m ≤ f(y)
h(y)

≤ M şartı sağlanıyorsa x ∈ (a, b) için(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f (x, ω; p)

) 1
r
(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ h (x, ω; p)

) 1
s

(3.18)

≤
(
M

m

) 1
rs (

gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ [f (x, ω; p)]

1
r [h (x, ω; p)]

1
s

)
İspat Teorem 3.5 şartları altında

[h (y)]
1
s ≥ M− 1

s [f (y)]
1
s (3.19)

yazılabilir. Eşitsizliğin her iki tarafı [f (y)]
1
r ile çarpılırsa

[f (y)]
1
r [h (y)]

1
s ≥ M− 1

s [f (y)]
1
r [f (y)]

1
s

≥ M− 1
s [f (y)](

1
r
+ 1

s)

≥ M− 1
s [f (y)] (3.20)

bulunur. (3.20) eşitsizliğinin her iki yanı Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) ile çarpılır ve elde edilen

ifadenin y’ye göre a’dan x’e integrali alınırsa∫ x

a

Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) [f (y)]

1
r [h (y)]

1
s dy (3.21)

≥ M− 1
r

∫ x

a

Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) f (y) dy

elde edilir. Buradan

gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ [f (x, ω; p)]

1
r [h (x, ω; p)]

1
s

≥ M− 1
r

[
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f (x, ω; p)

]
(3.22)

bulunur. Sonuç olarak (
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ [f (x, ω; p)]

1
r [h (x, ω; p)]

1
s

) 1
r

≥ M− 1
rs

[
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ h (x, ω; p)

] 1
r

(3.23)

elde edilir. Diğer taraftan Teorem 3.5 şartlarından

[f (y)]
1
r ≥ m

1
r [h (y)]

1
r (3.24)
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yazılabilir. Buradan

[f (y)]
1
r [h (y)]

1
s ≥ m

1
r [h (y)]

1
r [h (y)]

1
s

≥ m
1
r [h (y)](

1
r
+ 1

s)

≥ m
1
r [h (y)] (3.25)

ifadesine ulaşılır. (3.25) eşitsizliğinin her iki yanı Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) ile çarpılır ve

elde edilen ifadenin y’ye göre a’dan x’e integrali alınırsa∫ x

a

Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) [f (y)]

1
r [h (y)]

1
s dy

≥ m
1
r

∫ x

a

Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y)h (y) dy (3.26)

bulunur. Buradan (
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ [f (x, ω; p)]

1
r [h (x, ω; p)]

1
s

) 1
s

(3.27)

≥ m
1
rs

[
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ h (x, ω; p)

] 1
s

elde edilir. (3.23) ve (3.27) taraf tarafa çarpılırsa istenen sonuç elde edilir.

Teorem 3.6 0 < a < b olmak üzere f, g, h : [a, b] → R fonksiyonları verilsin. f ve h

pozitif fonksiyonları için f, h ∈ L1 [a, b] olsun. g fonksiyonu (a, b) aralığında diferansiyel-

lenebilir ve sürekli artan fonksiyon olsun öyleki r, s > 0 için gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p) < ∞,

gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hs (x, ω; p) < ∞ şartları sağlansın. Bununla birlikte xϕ (x) > 0 ve ϕ

x
fonksiyonu

[a,∞) aralığında artan olsun. ω, α, l, γ, c ∈ C; p ≥ 0, µ,δ > 0 ve 0 < k ≤ δ + µ olmak

üzere 0 < m ≤ f(y)
h(y)

≤ M şartı sağlanıyorsa x ∈ (a, b) için

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p)

) 1
r
(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hs (x, ω; p)

) 1
s

≤
(
M

m

) 1
rs (

gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ [f (x, ω; p)] [h (x, ω; p)]

)
İspat Teorem 3.5 ifadesinde a < x, ω; p ≤ b şartları altında f (x, ω; p) ve h (x, ω; p) ifadeleri

yerine f r (x, ω; p) ve hs (x, ω; p) yazılırsa istenen sonuç elde edilir.

Teorem 3.7 0 < a < b olmak üzere f, g, h : [a, b] → R fonksiyonları verilsin. f ve h

pozitif fonksiyonları için f, h ∈ L1 [a, b] olsun. g fonksiyonu (a, b) aralığında diferansiyel-

lenebilir ve sürekli artan fonksiyon olsun öyleki r, s > 1 için gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p) < ∞,

gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f s (x, ω; p) < ∞, gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hr (x, ω; p) < ∞, gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hs (x, ω; p) < ∞ şartları

sağlansın. Bununla birlikte xϕ (x) > 0 ve ϕ
x

fonksiyonu [a,∞) aralığında artan olsun.
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ω, α, l, γ, c ∈ C; p ≥ 0, µ,δ > 0 ve 0 < k ≤ δ + µ olmak üzere 0 < m ≤ f(y)
h(y)

≤ M şartı

sağlanıyorsa x ∈ (a, b) için

gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ [f (x, ω; p)h (x, ω; p)] (3.28)

≤ 2r−1M r

r (M + 1)r

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ [f r + hr] (x, ω; p)

)
+

2s−1

s (M + 1)s

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ [f s + hs] (x, ω; p)

)
İspat Verilen f(y)

h(y)
≤ M şartından yararlanarak

(M + 1)r f r (y) ≤ M r [f + h]r (y) (3.29)

yazılabilir. (3.29) ifadesinin her iki yanı Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) ile çarpılır ve elde edilen

ifadenin y’ye göre a’dan x’e integrali alınırsa

(M + 1)r
∫ x

a

Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) f r (y) dy

≤ M r

∫ x

a

Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) (f + h)r (y) dy

bulunur. Son ifade düzenlenirse

gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p) ≤ M r

(M + 1)r

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ (f + h)r (x, ω; p)

)
(3.30)

bulunur. Diğer taraftan a < y < x için m ≤ f(y)
h(y)

şartı yardımıyla

(m+ 1)s hs (y) ≤ [f + h]s (y) (3.31)

yazılabilir. (3.31) ifadesinin her iki yanı Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) ile çarpılır ve elde edilen

ifadenin y’ye göre a’dan x’e integrali alınırsa

gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hs (x, ω; p) ≤ 1

(m+ 1)s

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ (f + h)s (x, ω; p)

)
(3.32)

bulunur. Diğer taraftan

f (y)h (y) ≤ f r (y)

r
+

hs (y)

s
(3.33)

olarak belirtilen Young eşitsizliğinin her iki yanı Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) ile çarpılır ve elde

edilen ifadenin y’ye göre a’dan x’e integrali alınırsa

gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f (x, ω; p)h (x, ω; p) (3.34)

≤ 1

r

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p)

)
+

1

s

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hs (x, ω; p)

)
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bulunur. (3.30) ve (3.32) yardımıyla (3.34) ifadesi

gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f (x, ω; p)h (x, ω; p) (3.35)

≤ 1

r

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p)

)
+

1

s

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hs (x, ω; p)

)
≤ M r

r (M + 1)r

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ (f + h)r (x, ω; p)

)
+

1

s (m+ 1)s

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ (f + h)s (x, ω; p)

)
olarak yazılabilir. (y + z)r ≤ 2s−1 (yr + zr) , r > 1, y, z > 0 eşitsizliği kullanılarak

gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ (f + h)r (x, ω; p) ≤

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ (f r + hr) (x, ω; p)

)
2r−1 (3.36)

ve

gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ (f + h)s (x, ω; p) ≤

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ (f s + hs) (x, ω; p)

)
2s−1 (3.37)

elde edilir.(3.35), (3.36) ve (3.37) kullanılarak istenen sonuç elde edilir.

Teorem 3.8 0 < a < b olmak üzere f, g, h : [a, b] → R fonksiyonları verilsin. f ve h

pozitif fonksiyonları için f, h ∈ L1 [a, b] olsun. g fonksiyonu (a, b) aralığında diferansiyel-

lenebilir ve sürekli artan fonksiyon olsun öyleki r > 0 için gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p) < ∞,

gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hr (x, ω; p) < ∞ şartları sağlansın. Bununla birlikte xϕ (x) > 0 ve ϕ

x
fonksiyonu

[a,∞) aralığında artan olsun. ω, α, l, γ, c ∈ C; p ≥ 0, µ,δ > 0 ve 0 < k ≤ δ + µ olmak

üzere 0 < m ≤ f(y)
h(y)

≤ M şartı sağlanıyorsa x ∈ (a, b) için

M + 1

M − n

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ [f (x, ω; p)− nh (x, ω; p)]

)
(3.38)

≤
(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p)

) 1
r
+
(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hr (x, ω; p)

) 1
r

≤ m+ 1

m− n

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ [f (x, ω; p)− nh (x, ω; p)]

) 1
r

İspat 0 < n < m ≤ f(y)
h(y)

≤ M < ∞ şartı yardımıyla

mn ≤ Mn =⇒ mn+m ≤ mn+M ≤ Mn+M

=⇒ (M + 1) (m− n) ≤ (m+ 1) (M − n) (3.39)

yazılabilir. Buradan
(M + 1)

(M − n)
≤ (m+ 1)

(m− n)
(3.40)

elde edilir. Bu eşitsizlik yardımıyla

m− n ≤ f (y)− nh (y)

h (y)
≤ M − n (3.41)

ve bu ifade yardımıyla

(f (y)− nh (y))r

(M − n)r
≤ hr (y) ≤ (f (y)− nh (y))r

(m− n)r
(3.42)
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yazılabilir. Diğer taraftan

1

M
≤ h (y)

f (y)
≤ 1

m
(3.43)

=⇒ m− n

mn
≤ f (y)− nh (y)

nf (y)
≤ M − n

Mn

ifadesi yardımıyla(
M

M − n

)r

(f (y)− nh (y))r ≤ f r (y) ≤
(

m

m− n

)r

(f (y)− nh (y))r (3.44)

yazılabilir. (3.42) eşitsizliğinin her iki yanı Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) ile çarpılır ve elde

edilen ifadenin y’ye göre a’dan x’e integrali alınırsa

1

(M − n)r

∫ x

a

Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) (f (y)− nh (y))r dy

≤
∫ x

a

Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y)h

r

(y) dy (3.45)

≤ 1

(m− n)r

∫ x

a

Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) (f (y)− nh (y))r dy

bulunur. Kesirli integral operatör tanımı yardımıyla

1

(M − n)

[(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ [f (x, ω; p)− nh (x, ω; p)]r

) 1
r

]
≤

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ hr (x, ω; p)

) 1
r

(3.46)

≤ 1

(m− n)

(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ [f (x, ω; p)− nh (x, ω; p)]r

) 1
r

bulunur. Diğer taraftan (3.44) eşitsizliğinin her iki yanı Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) ile çarpılır

ve elde edilen ifadenin y’ye göre a’dan x’e integrali alınırsa(
M

M − n

)(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ [f (x, ω; p)− nh (x, ω; p)]r

) 1
r

≤
(
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f r (x, ω; p)

) 1
r

(3.47)

≤
(

m

m− n

)[
gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ [f (x, ω; p)− nh (x, ω; p)]r

] 1
r

(3.46) ve (3.47) toplanarak istenen sonuç elde edilir.

Teorem 3.9 0 < a < b olmak üzere f, g, h : [a, b] → R fonksiyonları verilsin. f ve h pozitif

fonksiyonları için f, h ∈ L1 [a, b] olsun. g fonksiyonu (a, b) aralığında diferansiyellenebilir

ve sürekli artan fonksiyon olsun öyleki gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ f 2 (x, ω; p) < ∞, gF

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ h2 (x, ω; p) <

∞ şartları sağlansın. Bununla birlikte xϕ (x) > 0 ve ϕ
x

fonksiyonu [a,∞) aralığında artan
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olsun. r, s > 1, 1
r
+ 1

s
= 1, ω, α, l, γ, c ∈ C; p ≥ 0, µ,δ > 0 ve 0 < k ≤ δ + µ olmak üzere

x ∈ (a, b) için

gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ fh (x, ω; p) +g F

ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,b− fh (x, ω; p) (3.48)

≤ 1

r

(∫ x

a

((
Ky

x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
))

(g′ (y)) f 2 (y)
) r

2
dy

+

∫ b

x

((
Kx

y

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
))

(g′ (y)) f 2 (y)
) r

2
dy

)
+
1

s

(∫ x

a

((
Ky

x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
))

(g′ (y))h2 (y)
) s

2
dy

+

∫ b

x

((
Kx

y

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
))

(g′ (y))h2 (y)
) s

2
dy

)
İspat f(x) = lnx fonksiyonu konkav olduğundan

ln (tα + (1− t) β) ≥ t lnα + (1− t) ln β (3.49)

yazılabilir. Bu ifadede

α =
(
Ky

x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)) r

2
(g′ (y))

r
2 fp (y)

β =
(
Ky

x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)) s

2
(g′ (y))

s
2 hs (y)

t =
1

r
, (1− t) =

1

s

yazılırsa

ln


(
Ky

x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l ,g;ϕ
)) r

2 (g′(y))
r
2 fr(y)

r

+

(
Ky

x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l ,g;ϕ
)) s

2 (g′(y))
s
2 hs(y)

s



≥
ln
(
Ky

x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)) r

2
(g′ (y))

r
2 f r (y)

r

+
ln
(
Ky

x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)) s

2
(g′ (y))

s
2 hs (y)

s

= ln
[
Ky

x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) f (y)h (y)

]
.

Bu durumda(
Ky

x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)) r

2
(g′ (y))

r
2 f r (y)

r
+

(
Ky

x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)) s

2
(g′ (y))

s
2 hs (y)

s

≥ Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) f (y)h (y)
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elde edilir. Her iki tarafın [a, x] aralığında y’ye göre integrali alınırsa

∫ x

a

(
Ky

x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)) r

2
(g′ (y))

r
2 f r (y)

r
dy

+

∫ x

a

(
Ky

x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)) s

2
(g′ (y))

s
2 hs (y)

s
dy

≥
∫ x

a

Ky
x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) f (y)h (y) dy

elde edilir. Bu ifade düzenlenirse

gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,a+ fh (x, ω; p) (3.50)

≤ 1

r

∫ x

a

((
Ky

x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
))

(g′ (y)) f 2 (y)
) r

2
dy

+
1

s

∫ x

a

((
Ky

x

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
))

(g′ (y))h2 (y)
) s

2
dy

şeklinde yazılabilir. Öte yandan (3.49) ifadesinde

α =
(
Kx

y

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)) r

2
(g′ (y))

r
2 f r (y)

β =
(
Kx

y

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)) s

2
(g′ (y))

s
2 hs (y)

t =
1

r
, (1− t) =

1

s

yazılırsa

ln


(
Kx

y

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l ,g;ϕ
)) r

2 (g′(y))
r
2 fr(y)

r

+

(
Kx

y

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l ,g;ϕ
)) s

2 (g′(y))
s
2 hs(y)

s



≥
ln
(
Kx

y

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)) r

2
(g′ (y))

r
2 f r (y)

r

+
ln
(
Kx

y

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)) s

2
(g′ (y))

s
2 hs (y)

s

= ln
[
Kx

y

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) f (y)h (y)

]
.

Bu durumda(
Kx

y

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)) r

2
(g′ (y))

r
2 f r (y)

r
+

(
Kx

y

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)) s

2
(g′ (y))

s
2 hs (y)

s

≥ Kx
y

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) f (y)h (y)
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elde edilir. Her iki tarafın [x, b] aralığında y’ye göre integrali alınırsa

∫ b

x

(
Kx

y

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)) r

2
(g′ (y))

r
2 f r (y)

r
dy

+

∫ b

x

(
Kx

y

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)) s

2
(g′ (y))

s
2 hs (y)

s
dy

≥
∫ b

x

Kx
y

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
)
g′ (y) f (y)h (y) dy

elde edilir. Bu ifade düzenlenirse

gF
ϕ,γ,δ,k,c
µ,α,l,b− fh (x, ω; p) (3.51)

≤ 1

r

∫ b

x

((
Kx

y

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
))

(g′ (y)) f 2 (y)
) r

2
dy

+
1

s

∫ b

x

((
Kx

y

(
Eγ,δ,k,c

µ,α′,l , g;ϕ
))

(g′ (y))h2 (y)
) s

2
dy

şeklinde yazılabilir. (3.50) ve (3.51) taraf tarafa toplanırsa istenen sonuç elde edilir.

26



4. SONUÇ

Bu çalışmada birleştirilmiş çift taraflı integral operatör yardımıyla ters Minkowski

tipli bazı yeni eşitsizlikler elde edilmiştir. Arzu eden araştırmacı uygun türden fonksiyon-

ları bu eşitsizliklerde ve alanyazında mevcut diğer kesirli integral operatörleriyle elde edilmiş

ters Minkowski tipli eşitsizliklerde uygulayarak elde edilecek üst sınırların ve böylece

eşitsizliklerin karşılaştırmasını yapabilir. Öte yandan bu çalışmada kullanılan kesirli

integral operatörü yardımıyla alanyazında mevcut farklı lemma ve teoremler

genelleştirilmeye çalışılabilir.
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Serhat ALADAĞ
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