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OZET
YUKSEK LISANS TEZI

Genellestirilmis Kesirli Integral Operatorleri Yardimiyla Elde Edilen Baz
Esitsizlikler

Caligsmanin birinci boliimii giris niteliginde olup esitsizligin tarihi hakkinda kisa bir
bilgi sunulmustur. Ikinci kistmda konvekslik ve esitsizliklerle ilgili bazi temel tanimlara ve
bu tanimlar yardimiyla elde edilen bazi esitsizliklere yer verilmistir. Ugiincii boliim olan
bulgular kisminda ise bazi temel matematiksel iglemler yardimiyla ters Minkowski tipli bazi
yeni esitsizlikler ortaya konmustur. Bunun icin Mittag-Leffler fonksiyonunu iceren yeni bir

birlestirilmis ¢ift tarafli integral operator kullanilmustir.

2023, 31 sayfa
Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis kesirli integral operator, konveks fonksiyonlar, inte-

gral esitsizlikler.

i



ABSTRACT
MASTER’S THESIS

Some Inequalities Obtained with Generalized Fractional Integral Operators

The first part of the study is the introduction part and a brief information about the
history of inequality is presented in this part. In the second part, some basic definitions about
convexity and inequalities and some inequalities obtained with the help of these definitions
are given. In the third part, the findings, some new inverse Minkowski type inequalities
are obtained with the help of some basic mathematical operations. For this, a new unified

two-sided integral operator is used, which contains the Mittag-Leffler function.

2023, 31 pages
Key Words: Generalized fractional integral operator, convex functions, integral

inequalities.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI
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: f fonksiyonunun «. mertebeden sol tarafli Hadamard ke-

sirli integral operator
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sirli integral operator
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kesirli integral operator
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1. GIRIS

Konveks fonksiyonlar esitsizlikler iizerine insa edilmis bir kavramdir. Konvekslik
kavrami M.O 250 yillarinda 7 degerinin Arsimet tarafindan hesaplanmasi ile ortaya ¢ikan
bir kavramdir. Burada Arsimet konveks bir seklin ¢evresinin, bu konveks sekli ¢evreleyen
bagka bir konveks seklin cevresine gore daha kiigiik oldugunun farkina varmistir. Teorik
matematik ve uygulamali matematikte fazlaca kullanilmakta olan konveks fonksiyonlarin
iki ana ozelligi vardir. Kesin konveks olan fonksiyonlar en ¢cok bir tane minumuma sahip-
tirler ayrica rastgele alinan yerel minimum kiiresel yani globaldir. 1905 ile 1906 yillari
arasinda iinlii Danimarkali matematik¢i ve miihendis olan J.L.W.V. Jensen’in yaymladig1
iki makale sonrasi konveks fonksiyon teorisi ¢ok hizli bir sekilde gelismistir. Bunun ne-
denlerinden birincisi, modern analizin icerisinde yer alan birden fazla alan dogrudan ya da
dolayli olarak konveks fonksiyonlarin uygulamalarin1 kapsamasidir. Ikincisi ise esitsizlik
teorisi ve konveks fonksiyonlarin i¢ i¢e olusu ve 6nemli olan bir ¢ok esitsizligin konveks
fonksiyonlarin uygulanmas ile ortaya ¢ikan sonucglardir. Konveks fonksiyonlar i¢in esit-
sizlikleri kapsayan ilk kaynak "Convex Functions: Inequalities" J.Pecaric tarafindan 1987
yilinda yazilmigti. Bunun yan1 sira Roberts ve Varberg [18], Niculescu ve Persson [16],
Pecaric [17] gibi bir cok matematik¢i konveks fonksiyonlar iistiinde esitsizlikler ile ilgili bir
cok calisma ortaya koymuslardir. Yapilan bu ¢alismalarin belli bir kismin1 integral esitsiz-
likleri olusturur. Bu calismada kullanilacak bir diger konu ise kesirli hesaptir. Kesirli analiz;
matematiksel analizin eski ve modern bir aragtirma konusu ayni zamanda klasik analizin
genellenmis halidir. Ancak kesirli analiz yapisinin karmagik olmasi onun klasik analiz gibi
yorumlanmasinin 6niinde biiyiik bir engel olusturmustur. Bu sebepten dolayi kesirli analiz
alaninda yapilan calismalar 17. yy. sonrasina ertelenmistir. Kesirli analiz, doganin gercek-
ligini cok daha giizel ifade eder. Doganin daha ayrintili ve giizel bir sekilde ifade edilmesi
icin kesirli analiz konusunun 6zellikle bilim ve miihendislik alanlarinda 6n plana cikaril-
masi gerekir. Kesirli analiz kavram ilk olarak I Hospital tarafindan Leibniz’e 1965 yilinda
yazilan bir mektup ile g—g notasyonunun n = % icin ne olacagi sorulmustur. Bu soruya
karsilik Leibniz "Bir giin dnemli sonuglarin ortaya ¢ikacagi 6nemli bir paradoks oldugunu"
sOylemistir [11]. Bu karsilikli mektuplagmalar ile kesirli analiz kavrami baglamistir ve yak-

lagik 300 y1l boyunca c¢ok sayida ¢alisma ortaya koyulmustur. L’Hospital’in sormus oldugu

1



sorudan etkilenerek kesirli tiirev ve kesirli integral konularini ortaya koyan ilk matematik¢i
Liouville olarak gosterilir. 19. yy. baglarindan itibaren ¢ok sayida matematik¢inin kesirli
tiirev ve kesirli integral kavramlarim1 genellestirmeleriyle birlikte bu konuda genis capli bir
caligma sahasi ortaya ¢cikmistir. Gegmis yillarda tamsay1 mertebeden olusan modellerin kul-
lanilma nedeni kesirli diferansiyel denklem ¢oziimlerinin bulunamamis olmasiydi. Ancak
kesirli tiirev ve kesirli integrallerin icinde problemleri ¢6zebilmek icin genis ¢capl ¢alismalar
ortaya koyulmustur. Yapilan ¢aligmalar sonucu keyfi mertebeden tiirev ve integral kavram-
larmin yasadigimiz yani gercek diinyada karsilastigimiz bir cismi ya da modeli tarif etmede
tamsay1 modellerine nazaran daha fazla dogru sonug verdigi anlagilmistir. Giiniimiizde ise
kesirli analiz; 1s1 iletimi, mekanik, sayisal analiz gibi birden fazla alanda uygulama alanina
sahiptir.

Bu tezde Farid(2020) tarafindan ortaya konan yeni bir birlestirilmis ¢ift tarafli integral
operator yardimiyla ters Minkowski tipli yeni esitsizlikler ve f(x) = Inz fonksiyonunun

konkav olusundan yola ¢ikilarak ayni kesirli integral operatorle yeni bir esitsizlik elde edilmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Konveks Fonksiyonlar ile Ilgili Temel Tanim ve Ozellikler

Tamim 2.1 (Konveks Kiime): X bir vektor uzayr, A C X ve p, 9 € A olarak segilsin.
M={zeX: z=wp+(1-w),0<w<1}CA 2.1

ise A kiimesine konveks kiime denir [10].

z € M olmasi durumunda o ve ¢’nin katsayilar1 toplam1 her zaman 1 sayisini verir. Bu
yiizden (2.1) ifadesinde p ve 9’nin katsayilari yerine toplamlari 1 sayisini veren herhangi iki
pozitif carpan (o, 3,, d vb.) secilebilir. Bu tanim ayn1 zamanda ug noktalar1 g ile ¢ olan bir

dogru parcasini gosterir [3].

Sekil 2.1. Konveks Kiime

Sekil 2.2. Konveks Olmayan Kiime



Tanim 2.2 (J -Konveks Fonksiyon): I, R’de bir araluk olsun. I’dan secilen her ¢ ve

elemanlart icin f fonksiyonu

(or0) < L) 02

2 2

sartini sagliyorsa bu fonksiyona 1 iizerinde J—konveks veya Jensen anlaminda konveks

fonksiyon denir [13].

Tanim 2.3 (Konveks Fonksiyon): I, R’ de bir aralik olsun.f : I — R fonksiyonu I

araligindaki her o ve 1 elemant ve w € [0, 1] i¢in,

flwp+ (1 -=)d) <@f(p)+ (1 —@)f(V) (2.3)

sartimi sagliyorsa bu fonksiyona konveks fonksiyon denir. I araliginda konveks olan
fonksiyonlarin siifi C(1) ile gosterilir. Eger bu esitsizlikte w € (0, 1) ve p # O icin kesin

ise (< yerine < geliyorsa) bu durumda f fonksiyonuna kesin konveks fonksiyon denir [16].

Eger — f fonksiyonu konveks (kesin konveks) fonksiyon ise f fonksiyonuna konkav

(kesin konkav) fonksiyon denir [16].

Sonuc 2.1 Konveks fonksiyon tanmminda w = % secilirse bu tamim J—konveks fonksiyon

tanumina doniisiir.

t fa)+(1-t) o)

fitas{1-4)b)

Na)

Sekil 2.3. Konveks fonksiyon



Sekil 2.3’e gore konveks fonksiyondan secilen herhangi iki elemanin lineer terkibinin
fonksiyon altindaki goriintiisii, yine bu elemanlarin fonksiyon altindaki goriintiilerinin lineer

terkibinden kiiciik ya da esit kaliyorsa bu fonksiyona konveks fonksiyon denir.

Tamim 2.4 f fonksiyonu reel sayilarin bir I alt araliginda tanmimli fonksiyon olsun. p, v € I
olmak iizere,

a) o > Vigin f(p) < f (V) oluyorsa f fonksiyonuna I kiimesi iizerinde azalan
fonksiyon,

b) o > Vicin f(p) > f(9) oluyorsa f fonksiyonuna I kiimesi iizerinde artan
fonksiyon,

c)p > Digin f (p) < f (V) oluyorsa f fonksiyonuna I kiimesi iizerinde artmayan
fonksiyon,

d) p > Vicin f (p) > f (V) oluyorsa f fonksiyonuna I kiimesi iizerinde azalmayan
fonksiyon denir [3].

2.2. Baz1 Konveks Fonksiyon Siniflar1 ve Temel Tanimlar

Tanmim 2.5 (Quasi-Konveks Fonksiyon): I, R’nin bir alt araligi ve f : I — R bir fonksiyon

olsun. I’dan secilen her o ve ¥ elemanlari ve w € [0, 1] i¢in f fonksiyonu

fwp + (1 = @)0) <maz{f(p), f(V)} 2.4)

esitsizligini sagliyorsa bu fonksiyona quasi— konveks fonksiyon denir [18].

Eger f fonksiyonu,
f(@wp + (1 —@)d) <max{f(p), f(0)} (2.5)
esitsizligini saglarsa f ’e kesin quasi—konveks fonksiyon denir.

Tanim 2.6 (log-Konveks Fonksiyon): I, R’nin bir alt araligi ve f : I — R bir fonksiyon

olsun. I’dan secilen her o ve ¥ elemanlari ve w € [0, 1] icin f fonksiyonu

fl@wp+ (1 —w)d) < fZ(p)f 7 (9) (2.6)

esitsizligini sagliyorsa bu fonksiyona [og—konveks fonksiyon denir [18].



Tanim 2.7 (s-Konveks Fonksiyon (Birinci Anlamda)): [ : [0,00) — R, 0 < s < 1 ve
©® + w® = 1 olsun. Her p,w > 0 ile p ve U negatif olmayan reel sayilart icin icin f

Jfonksiyonu
flep +wd) < o f(p) +wf(0) 2.7)
esitsizligini sagliyorsa bu fonksiyonuna birinci anlamda s—konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin simifi K ile gosterilir [6].

Tamm 2.8 (s—Konveks Fonksiyon (Ikinci Anlamda)): f : [0,00) — R, 0 < s < 1 ve

w+w = lolsun. Her ¢,w > 0 ve Her @ ve V) negatif olmayan reel sayilart icin f fonksiyonu

flop+wid) <o f(p) +w f(V) (2.8)

esitsizligini sagliyorsa bu fonksiyona ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin sinifi K 52 ile gosterilir [6].

Sonucg 2.2 (2.7) ve (2.8) ifadelerinde s = 1 secilirse verilen tamimlar ile ilgili tanim aralik-

larinda bilinen konvekslik tanimi elde edilir [6].

Tamim 2.9 (h—Konveks Fonksiyon): h # 0 ve h : J — R™ U {0} fonksiyonu verilsin.
I, R’de bir aralik olmak iizere f : I — R* U {0} fonksiyonu her p ve O elemanlari ve
w € (0,1) igin

f(@wp + (1 —w)9) < h(w)f(p) + h(l — @) (D) (2.9)

esitsizligini sagliyorsa bu h—konveks fonksiyon denir. Bu tiirden fonksiyonlarin sinifi
SX(h, ) ile gosterilir. Burada, I ve J, R ’de iki aralik ve (0,1) C J ’dir. [22].
(2.9) esitsizligi yon degistiriyorsa f fonksiyonuna h—konkav fonksiyon denir. Bu tiirden

fonksiyonlarm sinifi SV (h, I) ile gosterilir [22].

Tamim 2.10 (m—Konveks Fonksiyon): f : [0,b] — R ve b > 0 olsun. Tanim kiimesindeki

her o ve ¥ elemanlary ile w, m € [0, 1]icin f fonksiyonu
flap+m(l —m))) <wf(p) +m(l —=)f () (2.10)

esitsizligini sagliyorsa bu fonksiyona m—konveks fonksiyon denir. —f fonksiyonunun
m—konveks fonksiyon olmasi durumunda f fonksiyonuna m—konkav fonksiyon denir.
K, (b) ile f(0) < 0 sartim saglayan [0,b] arahginda tanimh olan tim m—konveks
fonksiyonlar sinifi ifade edilir [21].

Tanim kiimesi [0, b] olmak sartiyla bilinen konveks fonksiyon tanimi, Tanim 2.10’da m = 1

secilerek elde edilir.



Tanim 2.11 ((«, m)-Konveks Fonksiyon): f : [0,b] — R ve b > 0 olsun. Her p,v € [0, ]

ve w € [0, 1] igcin
flwp+m(l —w)d) < w®f(p)+m(l—w)f(I) (2.11)

sartin1 saglayan fonksiyona («, m)—konveks fonksiyon denir. Burada (o, m) € [0, 1]2 "dir

[12].

Tanmm 2.12 (Giiclii («v,h — m)- Konveks Fonksiyon): J C R, (0,1)’i igceren bir aralik
ve h : J — Rt U {0} fonksiyonu verilsin. f : [0,b] — R negatif olmayan fonksiyonu,
A >0, 0,0 €[00, w e (0,1), (a,m) € [0,1]* icin asagidaki sarti sagliyorsa giiclii
(v, h — m) —konveks fonksiyon denir [25]:

f@p+m(1—m)9) <h(z®) f(p)+mh (1 — @) f (0)—mAh (@) h (1 - =) |p — I
(2.12)

Tamm 2.13 (Geometrik Konveks Fonksiyon): [ : I C Rt — R™ bir fonksiyon olsun. I

kiimesinden secilen her o ve ¥ elemanlart ile w € |0, 1] icin f fonksiyonu

F(@=0 ) < [f(I7If )7 (2.13)

esitsizligini sagliyorsa bu fonksiyona geometrik konveks fonksiyon denir [24].

Tamim 2.14 (Harmonik Konveks Fonksiyon): I, reel sayilar kiimesinde pozitif bir aralik
olsun. I iizerinde tamml f fonksiyonu, I kiimesindeki her p ve 9 elemanlart ile w € [0, 1]
icin

A
wp+ (1 —w)

esitsizligini sagliyorsa bu fonksiyona harmonik konveks fonksiyon denir. Esitsizlik yon

19) < wf() + (1— =) f(p) (2.14)

degistiriyorsa bu fonksiyona harmonik konkav fonksiyon denir [26].

Tanmm 2.15 f : [p, 9] — Rve ¢ : [p, 9] — [p, V] fonkiyonlar: verilsin. [p, V] araligindan

secilecek her w ve & elemanlari icin

fe(@) + 1 =t)e () <tfle(@)+ (1 -1)fe(E)

sarti saglantyorsa [ gonksiyonuna p—konveks gonksiyon denir [4].



2.3. Baz Kesirli Integral Operator Tiirleri

Tamim 2.16 (Riemann — Liouville Kesirli Integral Operator): f < L[, ] olmak sartiyla

Jg+ [ ve Jg_ f Riemann- Liouville kesirli integrallerinin o > 0 ve o > 0 icin tammlar

sirastyla
S (@)= g | @0 g0 e 2.15)
ve
Ji_ [ (w) = ﬁ /w ﬁ(t — @)@V f(t)dt, @ <V (2.16)

dir. BuradaT'(ar) = [ e"'u*"*du olarak bilinen Gama fonksiyonudur. Riemann — Liouville

tanimunda o« = 0 alimirsa,

Jor f (@) = f (w) (2.17)
Jy-f (w) = [ (w) (2.18)

esitlikleri elde edilir [19]

Tanmm 2.17 (Hadamard Kesirli Integral Operator): Hadamard kesirli integralinin o € R*

icin sol ve sag tammlart sirasiyla

e _ 1 “

o L fy dt
Hy f(w) = F(a)/w (h@)“*“)?’ 0<w<d (2.20)

seklindedir. Burada 1" Gama fonksiyonudur [9].

w>p>0 (2.19)

Tamim 2.18 (Katugampola Kesirli Integral Operatir): [p,9] C R sonlu aralik, o > 0 ve
f € XP (p, V) olsun. Sol ve sag tarafli Katugampola kesirli integral operatirleri p < w < ¢

ve p > 0 icin sirasiyla

1—a w p—1

oI f (w) = 1’1(&) /p (w,;_ttp)u—a) Ft)at (2.21)
11—« 9 p—1

IS f(w) = ? " / (wp_ttp)a—a) F)dt (2.22)

seklindedir ([7], [8]).



Teorem 2.1 o > O ve p > 0 ise w > @ icin,

lim 13, () = Jg f () (2.23)
lim P15 f () = Heo f () (2.24)

Benzer sonuclar sag tarafli operatorler icin de gecerlidir [8].

Tamm 2.19 (Uyumlu Kesirli Integral Operatir): o € (n,n+1],n =0,1,2,...,9 € Rve

o <Vvef € Llp ] olsun. o > 0 icin . mertebeden sol uyumlu kesirli integral

IN® = [ == (@- 0 (@) dmt>p 2.25)

seklinde ve ov. mertebeden sag uyumlu kesirli integral

9
("1.f) (t) = % /t (@—1)" (0 —@) " f(w)dw,t < (2.26)

seklinde tanimlanir.

Eger o« = n + 1 alinirsa bu taktirde 5 = a — n =n + 1 — n = 1 olur. Boylece

1 @) = (Ja.f) @)

ve

("Inf) (t) = (JS5-f) (¢) oldugu gorillir. Yani @ = n+1,n = 0,1,2,..., sol ve
sag uyumlu kesirli integraller sirasiyla sol ve sag Riemann-Liouville kesirli integrallerine

indirgenir [1].
Tamm 2.20 (Ustel Cekirdekli Kesirli Integral Operatir): p,9 € R, o < Y ve f € L[p, 9]

olsun. a € (0, 1) icin . mertebeden sol ve sag iistel ¢ekirdekli kesirli integralleri sirastyla

c;‘f(w):é/wexp(—l;a(w—s))f(s)ds @ @.27)
§©

19 —
ggf(w):é/ exp(—loéa(s—w))f(s)ds w < (2.28)

seklinde tanimlanir [2].

Yeni sag tarafl1 ve sol tarafl1 genellestirilmis kesirli integraller Sarikaya ve arkadaslari tarafin-

dan (2016) soyle tanimlanmistir [20].



Tanim 2.21 .9 € Rvep < w < ¥ olsun. ¢ : [0,00) — [0, 00) fonksiyonu verilsin.
f € Llp, ] olmak iizere f fonksiyonunun sirastyla sol ve sag tarafli genellestirilmis kesirli

integral operatorleri

 [Te(m—t)
ve s
oI f (@) = / % Ft)dt, w < (2.30)

olarak tanimlanir.

(2.29) ve (2.30) ifadelerinde yer verilen genellestirilmis kesirli integrallerin en 6nemli
ozelligi, Riemann-Liouville kesirli integral operator, k—Riemann-Liouville kesirli integral
operator, Katugampola kesirli integral operator, uyumlu kesirli integral operator, Hadamard
kesirli integral operatdr vb. bir¢ok kesirli integral operatdriin genel hali olmasidir. Bu (2.29)
ve (2.30) kesirli integral operatorlerin nemli 6zel durumlar1 asagida belirtilmistir.

i) Eger p(t) = t olarak secilirse (2.29) ve (2.30) asagidaki gibi Riemann integraline
doniisiir:

I+ f (w) = /wf(t) dt, w > p (2.31)

)
Iy f () = / Ft)dt, @ <9 (2.32)

o

i1) Eger p(t) = f(ay Olarak segilirse (2.29) ve (2.30) agagidaki gibi Riemann-Liouville

kesirli integraline doniisiir:

I3 =) = 1o / @t B dt w > p 2.33)
1Y o
1) = /w (t— =) f (1) dt, = < 0 (2.34)
iii) Eger o(t) = mt% olarak segilirse (2.29) ve (2.30) asagidaki gibi k—Riemann-

Liouville kesirli integraline doniisiir:

1 o a_
]g+,kf(w)=m/p (@— 1) f(t)dt, @ > g (2.35)
1 v a_
Ig,kf(w):m/ (t— )i (1) dt, < ¥ (2.36)
Burada
Iy (a) = / 215 d(t), R(a)>0 (2.37)
0

10



veE

Ty (o) = K510 (%) L R(a)>0:k>0 (2.38)
[14].
iv) Eger
o) = gt (= = 0 (= = 1) 239
ve
p(t) = ﬁt (t — )" (' — ), (2.40)

olarak segilirse o > 0 ve s # —1 reel sayilart i¢in (2.29) ve (2.30) asagida verilen sol ve sag

tarafl1 Katugampola kesirli operatorlere doniisiir [7].

Iovs f (@) = w /w (w*t! — ts“)a_ltsf (t)dt, @ > @ (2.41)
K) 9S8 F(a) p )

j e 9
IS s f (w) = %/ (& — wS“)‘H t5f(t)dt, w <o (2.42)

v) Eger o(t) = t(w —t)* " olarak secilirse (2.29), asagidaki gibi uyumlu kesirli

operatorlere doniisiir:

@f@ﬂ:/mﬂlf@dﬁ:/wf®dg,w>gga€®ﬂ) (2.43)
g

o
vi) Eger -
1 [logw —log (w —t)]*!
ve o)
1 [log(t —w) —logw] "
o) = @ - (2.45)

olarak secilirse (2.29) ve (2.30) sirasiyla asagidaki gibi sag tarafli ve sol tarafli Hadamard

kesirli integrale doniisiir:

1 = L f
HY. f () :m/p (log w — logt) 1#(&, 0<p<w<, (2.46)
0
HS f(w) = FLQ)/ (logt —logw)*™" @dt, 0<p<w<9, (2.47)
t

vit) Eger o(t) = L exp (—1=2t) olarak segilirse (2.29) ve (2.30) a € (0,1) i¢in

asagidaki gibi iistel cekirdekli integral operatorlere doniisiir:

cr@ =y [Ceo (-1 @-n) rod >0 2.48)
©

11



9
(gf(w):é/ exp(—l_a(t—w))f(t)dt L w < v (2.49)

w

(2]

Tamim 2.22 (Yeni Bir Birlestirilmis-Cift Tarafli Integral Operatir) 0 < o < ¥ olmak iizere
f o, Y] = R porzitif fonksiyonu f € Ly [p, ] sarti saglasin. g : [p, Y] — R fonksiyonu
(p, ) araliginda diferansiyellenebilir ve kesin artan fonksiyon olsun. % fonksiyonu [p, 00)
araliginda artan olsun. w,a,l,v,c € C, R(a),R() > 0, R(c) > R(y) > 0, p > 0,
6 > 0ve O < v <+ polsun. Bu durumda w € [p,V] igin sol ve sag tarafll integral

operatorleri su sekilde ifade edilmistir [5]:

(o0 f;fff) (=) 050,

¢ _g<t)> v,0,k,c - o) — .
/p g(w)—g(t) Erar (w(g(@m) —g () ;p)gr(t) f(t)dt

K, (E,Zi]?c, g: ¢ )
(9 @) = 9(1) pvéke (0 (m) N
g(w@) —g(t) BV (wig(@) —g()";p).

(gF,f’zf; Cf)( ) osh
P(g(t) —9(@) yoke " e
/w g(t) — g () Eyor (w(g(t) —g (@) ;p) g/ (t) f(T)dt
Ky (Elilic,g; ¢)
¢(g(t) — g (@) ke () —ag(m))*:
g(t)—g(w) Eual ( (g(t) 9( )) ,p)
Burada
By (0,0) = /01 ot (1 — )"t e TD dt (2.52)
ve
(), = w (2.53)
olmak {izere
B (t:p) 254

Bp v+ nk,c—7) (C)nk ng
Z Bvie=7) Tlm+a)l),s
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genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonu kullanilmistir. Bazi kaynaklarda ( Fooke f ) (w

ualso*
yerine ( ngfgff) (w,w;p); ve < Fjgl‘sg Cf) (w; p) yerine ( ngfg Cf) (@, w;p) kul-

lanilmistir [15].
2.4. 1yi Bilinen Baz1 Klasik Esitsizlikler

Teorem 2.2 (Minkowski Egitsizligi):
k=1,2,3,,,,,,n@r>0,v >0vew > 1olsun. Bu halde

( (pr + k) ) (Z Or ) + (Z 19}?) (2.55)
k=1 k=1

esitsizligi gecerlidir [13].

Teorem 2.3 (Integraller Icin Holder Egitsizligi):

h > 1ve l i l = 1 olsun. f ve g, [p,V] kapali araligy iizerinde tanimli iki reel

" ve | g| [, V] kapalr araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise,

/|f rd£<(/ G |*Ld£)é(/:|g<£>|“d£>; (2.56)

esitsizligi gecerlidir [13].

fonksiyon,

Sonuc 2.3 (Integraller Icin Power-Mean Egitsizligi): q > 1 olmak iizere eger f, |f|, g, |g|*

fonksiyonlari [p, V] araliginda taniml ve integrallenebilen fonksiyonlar ise

/:\f(é)g(é)ldi < </:\f(£)|d£>1; (/:If(fﬂ Ig(i)lqdé);

esitsizligi gecerlidir [13].

Teorem 2.4 (Young Esitsizligi):
h,w > 1 olmak iizere % + % = 1 egitsizligini saglayan her h,w ve her p,9 > 0
sayist igcin

h ,19w
Y% s o0 2.57)
h w

esitsizligi gecerlidir.
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2.5. Kesirli Integral Operatorleri Kullanilarak Yapilan Baz1

Genellestirmeler

Teorem 2.5 m € (0,1] i¢in n; : [a,b] — R pozitif, integrallenebilir, («, m) —konveks
fonksiyonu ny(x) = m (a +b— n%) sartim saglasin. 1y : [a,b] — R fonksiyonu (a,b)’de
diferansiyellenebilir, kesin artan fonksiyon olsun. Ayrica % [a, b]’de artan fonksiyon olsun.
a,l,v,e € C,R(a),R({) >0, R(c)>R(y) >0, pu,d >0ve0 <k <+ polsun. Bu
durumda x € (a,b) icin
2°m (a+ 3) [( F¢75kfl> (a,w:p) + ( Forvoke) )(b w.p)]

1+ m(2e—1) panlb » W5 pasla » Ws
(rFe2imem ) (awip) + (wFL0Rm ) (b,ws)
< 2uy (B mi o)

| (m@m @)= mon () m@) - G2 (00— (2)) 1w @)

esitsizligi gecerlidir [15].

IN

Teorem 2.6 f, g : [u,v] — R iki diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. 0 < u < v ,i¢in | f’|
fonksiyonu o —konveks ve g fonksiyonu kesin artan olsun. Ayni zamanda %, [u, v] araliginda
artan fonksiyon olsun. o, &,v,¢ € C, p, p,v,0 > 0ve 0 < k < § + p olmak iizere x € (u,v)

icin

(P 9) @owsm) + (JFLIEE T g) (w,0i)]

< Bl (g (@) = g @)";0) ¥ (g(2) = g (w) |/ (2)]
2 (B85, g 0) 6 (1 @1 @)D (1 (i) — g (w)
+HEIE (w9 (v) = g(@)"50) ¥ (g (v) = g (@) [/ (v)]
kz (BL5S.09) 6 (1 @, 1F 0 (I z,0:9) — g 2)).

esitsizligi gecerlidir [23].
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3. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, (2.51) ifadesinde yer verilen birlestirilmis ¢ift tarafli integral operator

yardimiyla bazi1 yeni esitsizlikler elde edilmistir.

Teorem 3.1 0 < a < b olmak iizere f,g,h : [a,b] — R fonksiyonlar: verilsin. f ve h
pozitif fonksiyonlari icin f,h € Ly [a,b] olsun. g fonksiyonu (a,b) araliginda diferansiyel-
lenebilir ve siirekli artan fonksiyon olsun oyleki v > 0 icin ng)’%ffffr (x,w;p) < o0,

ILL7Q7
F¢7%57k,chr

oF ot (x,w;p) < oo sartlart saglansin. Bununla birlikte x¢ (x) > 0 ve %fonksiyonu

la, 00) araliginda artan olsun. w,a,l,~v,c € C; p > 0, 6 > 0ve 0 < k < 6 + p olmak

iizere 0 < m < % < M sarti saglaniyorsa x € (a, b) icin

I
SlI=

<

(e ()

psasl,at

9 ’67k’ .
(gFj,;,l,a-Fch (ZL’, va))
1
T

M 7Y,0,k,c T 1 ibkc -
S o (gF,fl,z,a+ (f +h) (:U,w;p)> VN (ﬁj;l’ﬁ (f +h) (x,w;p))

<l

esitsizligi gecerlidir.
Ispat Teorem 3.1 sartlar1 goz 6niine alindiginda % < M,y € [a,z],x > 0ig¢in
(M +1)"f"(y) < M"(f +1)" (y) 3.1

yazilabilir. Ote yandan her a < 2 < b icin g fonksiyonu kesin artan oldugundan ve
z¢ (x) >0, B, (x,y) > 0, (¢),,, > 0 oldugundan K (Elji’,]fl’c,g; ng) ¢’ (y) fonksiyonu pozi-
JTNe"

tif olur. (3.1) esitsizliginin her iki yan1 K'Y <E%5’,]f R gb) g (y) ile carpilir y’ye gore a’dan

x’e integrali alinirsa
ar4 1) [ KL (B 0i0) o ) £ () dy
< w [ R (ER050) o () (4 ) () dy

elde edilir. Bu ifade

r

M
’ 75»kvc r . ) 767k7c T .
oFaaad I (@i) < gy aFdial” (£ 1) (@ sp)
seklinde de yazilabilir. Buradan
1

¢ pr M . ; :
(oFpiber @wn)” < g (FLmibe (7 + 0 (e,wi) (3.2)
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elde edilir. Ote yandan teorem sartlari alunda mh (y) < f (y) yazilabildiginden

(1+ D) ww = (5) U +roy 63

m

elde edilir. (3.3)ifadesinin her iki yam KV <E7 bk 19 gb) g (y) ile ¢arpilir ve y’ye gore a’dan

x’e integrali alinirsa
1 y v,0,k,c r
V) [ (B 00) o ) () dy
< (o) [ Ezif“f,m) () (F (0) + b)) dy

ki bu ifade diizenlenirse

I

1
P

(Fothen @wip) < FORE(f+0) (@wip) (G4

1
ey s

seklinde yazilabilir. (3.2) ve (3.4) toplanirsa istenen sonug elde edilir.

Teorem 3.2 0 < a < b olmak iizere f,g,h : |a,b] — R fonksiyonlart verilsin. [ ve h
pozitif fonksiyonlari icin f,h € Ly [a,b] olsun. g fonksiyonu (a,b) araliginda diferansiyel-
lenebilir ve siirekli artan fonksiyon olsun oyleki r > 0 icin Fd);yffffr (x,w;p) < o0

Fjll&ffh’” (x,w;p) < oo sartlart saglansin. Bununla birlikte x¢ (x) > 0 ve %fonks;yonu

la, 00) araliginda artan olsun. w,a,l,~v,c € C; p >0, 6 > 0ve 0 < k < 6 + p olmak

iizere 0 < 0 < f(y) < Ave0 <o < h(y) < [ sarti saglaniyorsa x € (a,b) icin

(Feaster ) + (JFLI0n (@p)

0 o+ A
= ((f—li_fzf;_(g (—l- 9—; ) (gFj,gfff [f+ 1] (%MP))

3=

esitsizligi gecerlidir.

Ispat Teorem 3.2°de verilen sartlar altinda

1 1 1

D 3.5

g hly) o )
yazilabilir. (3.5) esitsizligi 0 < 0 < f (y) < A ile ¢arpilirsa

0 _fly A

< < = 3.6

B hy) ~ o 30
bulunur. (3.6) yardimiyla

r /8 " T
< (525) C0)+h6) 67



veE

A
o+ A

) < ( ) (F () + h ) (3:8)

elde edilir. (3.7) ve (3.8) ifadelerinin her ikisi de K'Y <E7 Ok 0 gb) g (y) ile ¢arpilir ve elde
edilen sonug y degiskenine gore (a, z) aralig1 iizerinden integre edilirse

(oFpaiem ewip) " < (%) (Fpaie [ @wp) + h(@wip)) (39)

ve
( I ¢76k67 (I wp))Tl < | —- ( [‘¢7 Ok, [f (1} (,d'p) + h(l‘ W'p)]r>i (31())
wyonlat » — A 9% w,onl,at s W y Wy

bulunur. (3.9) ve (3.10) esitsizlikleri taraf tarafa toplanarak istenen esitsizlik elde edilir.

Teorem 3.3 0 < a < b olmak iizere f,g,h : [a,b] — R fonksiyonlar: verilsin. f ve h
pozitif fonksiyonlari icin f,h € Ly [a,b] olsun. g fonksiyonu (a,b) araliginda diferansiyel-

lenebilir ve siirekli artan fonksiyon olsun oyleki r > 0 icin Fd);ffffr (x,w;p) < o0,

Fjgl‘sffh” (z,w;p) < oo sartlart saglansin. Bununla birlikte x¢ (x) > 0 ve %fonks;yonu
la, 00) araliginda artan olsun. w,a,l,v,c € C; p >0, 6 > 0ve 0 < k < 6 + p olmak

iizere 0 < m < fE ; < M sarti saglaniyorsa x € (a, b) icin

l
(Fflffff (Jf,w;p)) (Fflfffh’“ (:c,w;p))r

e B (st () i) )

S =

esitsizligi gecerlidir.
Ispat Teorem 3.3’de verilen sartlar altinda
(M +1)" " (y) < M"(f+ 1) (y) (3.11)

yazilabilir. (3.11) ifadesinin her iki yami KY (E7 6,klc, ,gf)) "(y) ile carpilip a’dan x’e in-

tegrali alinirsa

o+ KB 0) 8 ) )y
< o [ Ky (B 0) o 0) (4 b () dy

bulunur. (2.50) ve (2.51) ifadelerinde verilen tanmimlar yardimiyla

r

(i tmim) < gy (GFELE U4 W (i)
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elde edilir. Ifadenin her iki yanimin % kuvveti alimirsa

crr % M c r I
(et r wwn)" < g (Ei 0+ 0 @ win) (3.12)
bulunur. Diger taraftan teorem sartlart altinda
1 1
1+—|h < — h 1
(14 ) 100 < 2 (7 )+ 1) a1

yazilabilir. Ifadenin her iki yamimin r. kuvveti alinarak
1\" 1\"
1+—) Ay < | — h(y))" 3.14
( +m) (y) < (m) (f (y) + 1 (y)) (3.14)

elde edilir. (3.14) esitsizliginin her iki yan1 KY <EZ:2’,]TZ’C, q; q§> g’ (y) ile carpilip a’dan x’e

integrali alimirsa

. L c ,
(gF,(mf;i h (a:,w;p)> < m+1) (gFj;f;i (f+h) (ﬂfaw;p)> (3.15)

Sl

bulunur. (3.12) ve (3.15) taraf tarafa toplanarak ispat tamamlannus olur.

Teorem 3.4 0 < a < b olmak iizere f,g,h : [a,b] — R fonksiyonlar: verilsin. f ve h
pozitif fonksiyonlari icin f,h € Ly [a,b] olsun. g fonksiyonu (a,b) araliginda diferansiyel-

lenebilir ve siirekli artan fonksiyon olsun oyleki r > 1 icin ngg,f ff [z, w;p) < oo,

gng’fffh’” (x,w;p) < oo sartlart saglansin. Bununla birlikte x¢ (x) > 0 ve %fonksiyonu

la, 00) araliginda artan olsun. w,a,l,v,c € C; p > 0, 6 > 0ve 0 < k < 6 + p olmak

iizere 0 <m < % < M sarti saglaniyorsa x € (a, b) icin

3
RN

b 767k7 .
<9F;iz,l,a+cfr (33, w; p)) wa,l,at

. ((M +1)(m+1) 2) (g e r () w;p)> (g FOASRr (1 p)>

M .UﬂaJvaJr ,U,,Oé,l,[l+

Ispat (3.12) ve (3.15) taraf tarafa ¢arpilirsa

b (e ()
1

3=

1
p-

M+ ]- m_l_ 1 c pr crr
(( )( )) <9Fjgff+f (x,w;p)) (gFig,’ifih (%MP))

S =

M
172
< {(gFflfﬂ (f+h) (x,w;p)) } (3.16)
elde edilir. (3.16) esitsizliginin sag tarafina Minkowski esitsizligi uygulanirsa
172
(ot (40 )|

1 192
0.k, ) 0.k, Y
= [(“’Figyl,affr (z, w,p)) + (gFilz,afhr (z,w;p) }
2 2
y 767k7 . T s 757]@7 . r
- (gFj’;lvaff’” (z, w,p)) + <9F57;/,l,a+chr (z, %P))
1

+2 <gF¢’7’5’k’cf’" (x,w; p)) <9F¢’7’6’k’chr (x,w; p)> i (3.17)

moalat moalat

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 3.5 0 < a < b olmak iizere f,g,h : [a,b] — R fonksiyonlar: verilsin. f ve h
pozitif fonksiyonlari icin f,h € Ly [a,b] olsun. g fonksiyonu (a,b) araliginda diferansiyel-

lenebilir ve siirekli artan fonksiyon olsun oyleki r,s > 0 icin gFigf ff I (z,w;p) < oo,

gFii’i ’ffh (z,w;p) < oo sartlart saglansin. Bununla birlikte x¢ (x) > 0 ve % fonksiyonu

la, 00) araliginda artan olsun. w,a,l,~v,c € C; p >0, 6 > 0ve 0 < k < 6 + p olmak

iizere 0 < m < % < M sarti saglaniyorsa x € (a, b) icin

® =

1
(gF,iZ,’ifff (aﬁ,aﬁp)) ' <9Fj;’7’l‘ff+’ch (a:,w;p)) (3.18)

)

@ =

m

N c .
< (Y (ot sl )

Ispat Teorem 3.5 sartlar1 altinda

1
S

W) > M* [f ()] (3.19)
yazilabilir. Esitsizligin her iki tarafi [f (y)]% ile carpilirsa
FOI @) = M o)
> M [f () )
> M~ [f ()] (3.20)

bulunur. (3.20) esitsizliginin her iki yan1 K (EZ:‘;’,’T,’C, g; qb) g (y) ile garpilir ve elde edilen

ifadenin y’ye gore a’dan x’e integrali alinirsa

1
T

| R (B 00) o O U W b1 dy 621

a

1 " .
> M7 KL (B .g:0) o () F (y) dy

a

elde edilir. Buradan

W |

GFOIPNE [ f (,wip)]7 [h (2, w;p)]
> M FIINCS (o wip) (3.22)

wenl,at

bulunur. Sonug olarak

3=

1
s

(FL2C LS i) [ (5]

1
> 1 [qu‘),%é,k,ch (z, w;p)] v (3.23)

@ =

psasl,at

elde edilir. Diger taraftan Teorem 3.5 sartlarindan

[f ()]7 > m7 [h(y)] (3.24)



yazilabilir. Buradan

WP @) > mr @) k)
> mr [h(y) )
> mr [h(y)] (3.25)

ifadesine ulagilir. (3.25) esitsizliginin her iki yam KV (Ew,klc, g; gb) "(y) ile carpilir ve

elde edilen ifadenin y’ye gore a’dan x’e integrali alinirsa

[ (Bt o) o @) 1 @) 1) d
> mi/a K (E,'Iifl 9 ¢> g9 (y) h(y) dy (3.26)
bulunur. Buradan
(FE0fe1f @l (i)t 6.2

1
s

> mes [ FPkep (%w;p)]

wonlat

elde edilir. (3.23) ve (3.27) taraf tarafa carpilirsa istenen sonug elde edilir.

Teorem 3.6 0 < a < b olmak iizere f,g,h : [a,b] — R fonksiyonlar: verilsin. f ve h

pozitif fonksiyonlari icin f,h € Ly [a,b] olsun. g fonksiyonu (a,b) araliginda diferansiyel-

lenebilir ve siirekli artan fonksiyon olsun oyleki r,s > 0 icin ,F ‘b(zl& :f I (z,w;p) < oo,

Fj(zl‘sffhs (z,w;p) < oo sartlart saglansin. Bununla birlikte x¢ (x) > 0 ve ;fonksiyonu

la, 00) araliginda artan olsun. w,a,l,~v,c € C; p >0, 6 > 0ve 0 < k < 6 + p olmak

iizere 0 < m < f( < M sarti saglaniyorsa x € (a, b) icin

(sFeaties @) (Feaisen (v.wip)
M\ .
< () (rmse s ol b (o)

m

Ispat Teorem 3.5 ifadesinde @ < z,w;p < bsartlari altinda f (x, w; p) ve h (z, w; p) ifadeleri

yerine f” (x,w;p) ve h® (z,w;p) yazilirsa istenen sonug elde edilir.

Teorem 3.7 0 < a < b olmak iizere f,g,h : [a,b] — R fonksiyonlar: verilsin. f ve h
pozitif fonksiyonlart icin f,h € Ly [a,b] olsun. g fonksiyonu (a,b) araliginda diferansiyel-

lenebilir ve siirekli artan fonksiyon olsun oyleki r,s > 1 igin ROk, Cf (z,wip) < 00

wanlat
¢)7 75?k7 . ¢ (Sk . ¢ 6k .
gFM;l’affs (x,w;p) < oo, gFu;lafhr (z,w;p) < o0, gFuglafhs (x,w;p) < oo sartlart

saglansin. Bununla birlikte x¢ (z) > 0 ve % fonksiyonu |a,00) araliginda artan olsun.
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—

w,a,l,y,c € C;p>0, 1,6 >0ve0 < k <0+ polmak tizere 0 < m < % < M sarti

~

saglaniyorsa x € (a,b) igin

GFOPORCf (1 wip) b (@, w; )] (3.28)

wa,lat

or— er e o .
M1y (gFulf(f; [f —|—h](m,w;p)>

23—1 S .
+m<Fﬂff+ f +h](33,w;p))

Ispat Verilen % < M sartindan yararlanarak

(M+1)" f"(y) < M"[f+h]" (y) (3.29)

yazilabilir. (3.29) ifadesinin her iki yan1 K (EV Sk 19 (b) g (y) ile garpilir ve elde edilen

ifadenin y’ye gore a’dan x’e integrali alinirsa
1) [ K2 (B8 0:6) o )1 ) dy
< MT/ iy (E”/l 7g,¢) g W) (f+h)" (y)dy

bulunur. Son ifade diizenlenirse

T

GELTE T (wwip) <

wonlat

M
(M +1) < Fjif:? (f+n) (I,w;p)> (3.30)

bulunur. Diger taraftan a < y < x icinm < s E v) sart1 yardimiyla

(m+1)°h*(y) < [f + 1] (y) (3.31)

yazilabilir. (3.31) ifadesinin her iki yanm KY (E"*"S’k’C 9; > ¢ (y) ile ¢arpilir ve elde edilen

Ly I

ifadenin y’ye gore a’dan x’e integrali alinirsa
1
¢:7,0,k.cp s . ¢,7,0,k,c s .
oFaai h® (z,wip) < m+1)° (gFchlcﬁ (f+h) (I,w,p)> (3.32)

bulunur. Diger taraftan
Iy )

r S

fh(y) <

(3.33)

olarak belirtilen Young esitsizliginin her iki yam K'Y ( Zi,klc, g; gb) " (y) ile garpilir ve elde

edilen ifadenin y’ye gore a’dan x’e integrali alinirsa

GFOIPREf (2, wip) b (2, w; p) (3.34)

1 ¢ or 1 s
< - (Feniker o)) + - (JERISAR (r,01p))
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bulunur. (3.30) ve (3.32) yardimiyla (3.34) ifadesi
FOTORe £ (0w p) b (2, w; p) (3.35)
97 p,al,at yWip y Wi p .
1 C prr 1 Cc1.8
< = (B s win) + o (ERITER (i)

MT"
b,v,0,k,c r . ®,7,0,k,c s X
r (M i 1)7‘ <QFM7a,l7a+ (f + h) (-CE) w7p)> + s (m T 1_>S <9Fu,oc,l,a+ (f —+ h,) (x7w’p)>

olarak yazilabilir. (y + 2)" <2571 (y" +2") ,r > 1, y, 2z > 0 esitsizligi kullanilarak
GFLITNE () (wwip) < (GEI0E (70 (mwip) ) 270 (336)
ve
GFOTIEE(f 4 h)* (3,05p) < (gFﬁ;;’;iff (f°+1°) (, w;p>) 27 (3.37)
elde edilir.(3.35), (3.36) ve (3.37) kullanilarak istenen sonug elde edilir.

Teorem 3.8 0 < a < b olmak iizere f,g,h : [a,b] — R fonksiyonlar: verilsin. f ve h
pozitif fonksiyonlart icin f,h € L [a,b] olsun. g fonksiyonu (a,b) araliginda diferansiyel-

lenebilir ve siirekli artan fonksiyon olsun oyleki r > 0 icin gFZ’;’f ’ff fr(z,w;p) < oo,

gF/f’g’f ffhr (x,w;p) < oo sartlart saglansin. Bununla birlikte x¢ (x) > 0 ve % fonksiyonu

[a, 00) araliginda artan olsun. w,a,l,v,c € C; p >0, 1,6 > 0ve 0 < k < 6 + p olmak

lizere 0 <m < % < M sarti saglaniyorsa x € (a, b) icin
ML (e £ 1) i (1) a39)
< (Ftser @wn) + (ELIEN (mwp)]
< DL (Rt f (i) — nh (r.ip)])

Ispat 0 <n <m < % < M < oo sart1 yardimiyla

mn < Mn=— mn+m<mn+MIMn+M

= M+1)(m—-—n)<(m+1)(M—n) (3.39)

yazilabilir. Buradan
(M +1) <
(M —n) = (m—n)

elde edilir. Bu esitsizlik yardimiyla

(3.40)

m—n<? (y)h—(:)h W (3.41)
ve bu ifade yardimiyla
(f () —nh(y)" _,, (f (y) —nh(y))
Oy SO (342)



yazilabilir. Diger taraftan

1 hiy) _ 1
i < ) < - (3.43)
m—n _ [f(y)—nh(y) _M—n

ifadesi yardimiyla

m

M —n

m—n

(5) G -my < rw < (G2) Gw-mwy e

yazilabilir. (3.42) esitsizliginin her iki yan1 KY ( EZ:S/’TZ»C’ g; ¢> g (y) ile garpilir ve elde

edilen ifadenin y’ye gore a’dan x’e integrali alinirsa

ﬁ / K7 (Elji’/lficag; <b> g () (f (y) —nh(y))" dy
< / Ky (L2t 0:0) 9 )b (y)dy (3.45)
1 v .
o [ K2 (EL0) 8 ) )~ () dy

bulunur. Kesirli integral operator tanimi yardimiyla

) [<9Fi’3:z‘fff £ (@sp) = nh (i) ) }

S|

IN

(FL2T (2 ip)) (3.46)

1 . r
e (B U () — b ()

S =

bulunur. Diger taraftan (3.44) esitsizliginin her iki yan1 K (EZ:SJ/]TZ’C’ g; gb) g' (y) ile carpilir

ve elde edilen ifadenin y’ye gore a’dan x’e integrali alinirsa

1
r

M C T
(M_”> <9F’ig’ff*’ [f (2w p) = nh(z,w;p)] )

S =

< (ﬁi’l’{ffffr (z,w; p)) (3.47)

1

m c r|r
< ) [gFj,foi [f (x,w,p) —nh (.T,W,p)] }

m-—-n

(3.46) ve (3.47) toplanarak istenen sonug elde edilir.

Teorem 3.9 0 < a < b olmak iizere f, g, h : [a,b] — R fonksiyonlari verilsin. f ve h pozitif
fonksiyonlari icin f,h € Ly [a,b] olsun. g fonksiyonu (a,b) araliginda diferansiyellenebilir
ve siirekli artan fonksiyon olsun oyleki gFj’;’ffffz (x,w;p) < o0, gFl‘j’z’fffhz (x,w;p) <

oo sartlart saglansin. Bununla birlikte x¢ (x) > 0 ve % fonksiyonu |a, 00) araliginda artan
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olsun. r,s > 1, %+% =1L w,al,y,ceCp>0 1d>0ve0 <k <0+ uolmak iizere

z € (a,b) igcin

GFOVORC Eh (1w p) +g FOV0RC fR (2, w; p) (3.43)

wa,l,at ,a,l,b

S (e (0 @ £ )
w [ (5 (B3t 0)) 0 ) £ ) )
% (/ ((r (B2 9:0) ) (o () 2 (y)>§dy
+/: (565 (Bt g:0) ) (9 v (y)); dy>

Ispat f(z) = Inz fonksiyonu konkav oldugundan

IN

In(ta+(1—1t)8) >tlna+ (1 —1t)Inp (3.49)
yazilabilir. Bu ifadede
o = (K <EZ i/klc, qg; ))E (y)
B = (KL(Ef9:0)) (@) 0 (v)
1 1
t = = 1—t) ==
. a-n=-
yazilirsa
(2 (B2 96)) 2 (0 w)) B 1)
In " s s
N (K2 (BTSN 9:0)) % (/) Ehe ()
ln (K:Zg/ ( Zi’klcv 7 ¢>>§ (y)
>

i (rc2 (B2 ,¢>))5< W)} b ()

~ [k (E”/’“f,g 8)d W) F W)h()].

Bu durumda

(12 (Bt r0)) 0 0 170 (2 (B10)) (0 )

> K (E“fkf,g 925) "(y) f(y)h(y)
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elde edilir. Her iki tarafin [a, 2| araliginda y’ye gore integrali alinirsa

/x (Kg (E,j AL ¢>) )2 (g W) f(v)

r

dy

a

o (s (pitr00)) Wi )

S

> [ (B 00) d 01 W) dy
elde edilir. Bu ifade diizenlenirse

JFOTORE £ (2, w3 p)

wa,l,at

%/w (k2 (B23.0:0)) (6 @) 12 W) dy
o [ (w2 (Bke0)) 6 ) W) dy

S

IN

seklinde yazilabilir. Ote yandan (3.49) ifadesinde

r
2

o = (K; (BN 9:0))" (6@ W)E S W)

yazilirsa

v

N|w
/'\
—~
<
~—
~—

N|w
>
w
—~
<
~—

(15 (1257.00))
S

= [k (B}24 0:0) 0 ) F ) h ()]

+

Bu durumda

(5 (52100)) 0 (5 ()

(3.50)

(9" ()7 1 (y)

+
T S

> K (E”‘s/l ,g,qb) g W) f ) h(y)
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elde edilir. Her iki tarafin [z, b] araliginda y’ye gore integrali alinirsa

Ik (15 (B2t o ¢2);< ST

224, g:6)) (0 ) b ()

/b <K;< mall o

T

dy

+
S

> [ (B 0) o )1 )1 )y
elde edilir. Bu ifade diizenlenirse

GETIT fh (w0 p)

yal,b

(5 (m28t00)) 60 ) P )

r

IN

S

seklinde yazilabilir. (3.50) ve (3.51) taraf tarafa toplanirsa istenen sonug elde edilir.

26
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(3.51)



4. SONUC

Bu calismada birlestirilmig cift tarafli integral operatdr yardimiyla ters Minkowski
tipli baz1 yeni esitsizlikler elde edilmistir. Arzu eden arastirmaci uygun tiirden fonksiyon-
lar1 bu esitsizliklerde ve alanyazinda mevcut diger kesirli integral operatorleriyle elde edilmis
ters Minkowski tipli esitsizliklerde uygulayarak elde edilecek iist siirlarin ve bdylece
esitsizliklerin kargilastirmasini yapabilir.  Ote yandan bu calismada kullanilan kesirli
integral operatorii yardimiyla alanyazinda mevcut farkli lemma ve teoremler

genellestirilmeye caligilabilir.
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