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ONSOZ

Bir sistemin ve sistem bilesenlerinin giivenilirligini tahmin etmek istatistiksel giivenilirlik analizinde
calisilan 6nemli problemlerden biridir. Sistem giivenilirligi analizinde en énemli hususlardan biri sistemin
arizalanma davranisint anlamak ve bu davranis icin uygun stokastik modeli se¢gmektir. Giiniimiizde
sistemlerin karmasik yapis1 ve ilerleyen teknoloji sayesinde sistemlerin dogru calisabilmesi ve kontrol
edilebilir durumda olmasi giivenilirlik konusunu 6nemli bir hale getirmistir.

Bu tez, stres altinda galisan teknik sistemlerin analizini ve performanslarini iyilestirmeye yonelik bir
aragtirma sunmaktadir. Teknolojik gelismelerle birlikte, bir¢ok alanda kullanilan teknik sistemlerin
dayanikliligi ve performansi, 6nemli bir konu haline gelmistir. Endiistriyel sistemlerden akilli cihazlara
kadar, bu sistemlerin giivenilirligi ve dayanikliligi, kullanicilar ve isletmeler i¢in kritik bir dneme sahiptir.

Bu caligma, stres altinda ¢aligan teknik sistemlerin karsilastigi zorluklar1 anlamak ve bu zorluklarin
iistesinden gelmek icin stratejiler gelistirmek amaciyla yapilmistir. Tezin kapsamu, stres altindaki sistemlerin
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Stres altinda calisan teknik sistemlerin analizi
Mine DOGAN
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Modern teknolojinin temelini olusturan ve bircok farkli alanda kullanilan teknik sistemler, farkli
bilesenlerin bir araya gelerek belirli bir amaci gergeklestirmek tizere tasarlandigi ve iglevlerini yerine getiren
yapilar olmasi nedeniyle olduk¢a dnemli bir inceleme alanina sahiptir.

Bu ¢alisma temel olarak stres altinda ¢alisan teknik sistemlerin giivenilirliklerinin hesaplanmasi ile
ilgilidir. Ideal galisma ortamlarinda bulunan sistemler planlandiklari sekilde belirlenen ortalama siire kadar
calisabilirler. Ancak yaslanma, ¢evresel bozulma veya calisma kosullari gibi ¢esitli faktorler nedeniyle bu
ortalama azalabilir.

Calismanin ilk kismu giivenilirlik hesabinda 6nemli bir materyal olan sira istatistiklerine ayrilmistir.
Bu boliimde dagilim fonksiyonunun istege bagli deformasyonunun nasil gergeklestirilecegi fikri iizerinde
durulmustur. Burada ki temel baglam tiim dagilimlarin sabitin dagilim fonksiyonundan tiiredigidir. Tkinci
kisim sistemi etkileyen stresin yap1 iizerine nasil yerlestirileceginin incelenmesine ayrilmistir. Bu inceleme
¢alismada ti¢ temel sekilde gergeklestirilmektedir. Birincisi stres etkisi yapiya sartli ortalama yerine yonlii
ortalama olarak uyarlanmustir. Ikincisinde ise stres faktorleri azalan bir fonksiyon olarak yapiya uyarlanmis
ve son olarak da stresin diferansiyellenebilen olabilecegi dikkate alinarak yapiya uyarlanmugtir. Tim
durumlarda sayisal 6rnekler sunularak uyarlanan yapilarin uygunlugu gosterilmeye caligilmistir.

Anahtar Kelimeler: Teknik sistem, Stres-dayaniklilik modeli, Istatistiksel dagilim modelleri, Sistem

giivenilirligi, Giivenilirlik
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ABSTRACT

Analysis of technical systems working under stress
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Technical systems, which form the basis of modern technology and are used in many different fields, have a
very important field of study because they are structures where different components come together and are
designed to achieve a specific purpose and fulfill their functions. This study is concerned with calculating the
reliability of technical systems operating under stress. Systems in ideal operating environments can operate
as planned for the average specified time. However, this average may decrease due to various factors such as
aging, environmental degradation, or working conditions.

The first part of the study is devoted to order statistics, which is an important material in reliability
calculations. This section focuses on how to perform arbitrary deformation of the distribution function. The
basic context here is that all distributions derive from the distribution function of the constant. The second
part is devoted to examining how the stress affecting the system will be placed on the structure. This analysis
is carried out in three basic ways in the study. First, the stress effect is adapted to the structure as a directional
average instead of a conditional average. In the second, the stress factors were adapted to the structure as a
decreasing function. Finally, they were adapted to the structure while accounting for the possibility of stress
being differentiable. In all cases, numerical examples have been presented to demonstrate the suitability of
the adapted structures.

Keywords: Technical system, Reliability, Stress-strength model, Statistical distribution models, System
reliability

vii



SEKILLER LISTESI

Sayfa
Sekil 2.1.  n bilesenden olugan seri baglt SISTEM .........cccvviiiiiiiieiieie e 9
Sekil 2.2.  n bilesenden olugan paralel bagli SISTEM ........cccveiriiiiiiiiiere e 10
Sekil 2.3, Karma SISEIM JAPISI....eerveerreeriesiirsieseesieesieesreesseesesssesssesseesme e aresssessessseesmeesreenreenneennesnnenneees 11
Sekil 2.4, 3’den 2 GIKISIE F SIStEM YAPIST.ccuviiuiiiiiiiiiiiiieiie ettt et b e 12
Sekil 3.1.  Sabitin dagilim fonkSIYONU .........ccooiiiiiiiiiiiic s 46
Sekil 3.2.  F(t) dagilim fonksiyonun grafifi........cccooriiiiiiiiiiiiiiiiiecce e 47
Sekil 3.3.  Egimi sabit olmayan stres faktoril.........cocovvviieiiiniiiiiiiecee e 49
Sekil 3.4.  Sabit egime sahip Stres faKEOIT .......evveiieiieiiee e 50
Sekil 3.5.  Azaltma faktoriiniin actyla iliskilendirilmesi..........ccvvvirieiiiiniinii e 53
Sekil 3.6.  Azalma faktoriiniin iki strese bagli olarak degiSimi.........covvereeiiniiniiiie e 62

viii



TABLOLAR LISTESI

Sayfa
Tablo 2.1. Baglant1 sekillerinin yap1 fonksiyonlart ve givenilithiKIeri .........cocevvvveneiiiieneiinieneisenecen, 12
Tablo 3.1. Farkli anlarda paralel bagli ve iki bilesenli sistemin givenilitligi ........cccovevrvrvierrniinnenennn, 41
Tablo 3.2. Belirlenen anlarda R™ icin hesaplanan yiizdeliKIer...........cccocvveveveereeeerriseereiesesee s 41
Tablo 3.3. Zamana gore hesaplanan glivenilitliKIET .........ccoviereiiinieiiie e 51
Tablo 3.4. Stres ortamindaki sistemin bazi sartl giivenilirlik degerleri........ccocovrvireiiiieneisieneiseneceen, 52
Tablo 3.5. t=10 alinarak hesaplanan stres altindaki glivenilitliKIer.............cccoooeiiiinininieien s 54
Tablo 3.6.  © i¢in bazi $aY1SAl AEFETIET .....ccviiiiiieiieie e e 57
Tablo 4.1. Normal ve stres durumlarinda a siiresi iizerinden hesaplanan sartli ortalamalar..................... 60
Tablo 4.2. Zamana gore gozlenen stres degerinden hesaplanan model parametreleri ...........cocovcvverennn. 61



1. GIRiS

Givenilirlik genellikle bir bilesenin veya genel olarak belirli bir siire boyunca bir dizi
bilesenin diizgiin isleyisine olan giiven derecesini ifade eder. Giivenilirlik, kullanim bakimindan
yiizdelik olarak olgiildigiinden tiim giivenilirlik iliskileri olasilik teorisine dayanir. Sistem
giivenilirligi tek bir bilesenin giivenilirliginin tahmininden daha karmasiktir. Bu karmasikligi
¢cozebilmek icin baslangigta sistem, kendisini temsil eden bilesenlerine ayrilir. Daha sonra
bilesenlerin giivenilirlikleri bilesenlerin sistemi tanimlama sekillerine gére tanimlanan kurallarla
birlestirilerek sistem gilivenilirligi tahmin edilebilir. Her bir bilesenin giivenilirliginin eldeki
istatistiksel verilere dayanarak ve basarisizlik orani i¢in bir model segilerek hesaplanmasi ve
ardindan eldeki verilere gore parametrelerinin tahmin edilmesi énemli bir siiregtir. Giivenilirligi
artirmak i¢in Sistemlerin ¢ok sayida istatistiksel 6zellikleri incelenebilir.

Giivenilirlik, dogal olarak bir sistemin calisir durumda olma olasihigidir. Bu durumda
giivenilirlik derecesini tespit edebilmek icin, bir bilegsenin basarili ¢alisma siiresi de dikkate
almmalidir. Ilk arizalanma durumuna kadar gecen siire sistemin kesintisiz ¢alisma siiresidir. Bu
nedenle kesintisiz calisma siiresi veya ilk arizalanma ani 6nemli bir tesadiifi degiskendir T.
Matematiksel olarak ifade edilecek olursa bu durum bir bilesenin veya biitiinde sistemin t = 0
aninda sahip oldugu ozellikleri t > 0 iken de gostermesidir. Bu durumda giivenilirlik asagidaki

gosterimle ifade edilebilir,
R(t) = P{T >t}

Burada T ¢alisma veya yasam siiresini gosterir. Bu degiskenin {izerinden zaman faktoriiniin
haricinde herhangi bir olumlu veya olumsuz etkinin olmadig: kabul edilir. Ancak gercekte her
zaman bu durum saglanamaz. Herhangi bir sistemde, bilesenlerinin birlikte ¢alismasi,
performanslar1 ve bireysel 6zellikleri de 6nemlidir [1].

Giivenilirligi tahmin etmek giintimiize kadar olan literatiirde 6nemli bir arastirma alani
olmustur. Literatiire bakildiginda ¢esitli arastirmacilar farkli istatistiksel yontemlerle bu tiirlii
problemlere ¢6ziim bulmaya ¢alismiglardir.

Giivenilirlik analizinde Onemli sorunlardan biri, stres-dayaniklilik modellerinde
giivenilirliginin tahminidir. Tek bir bilesen ilizerinden bakildiginda dogal c¢alisma ortaminda
ortalama ¢alisma siiresi ve dagilimi belli olan bilesenin ¢alistig1 ortamda herhangi bir strese maruz
kaldiginda caligma siiresi kisalabilir. Bu durum sistemi ve dogal olarak sistemin giivenilirligini
direkt olarak etkiler. Ancak her durumda stres altinda g¢alisan bir sistemin giivenilirligini
hesaplamak o kadar da kolay degildir.

Literatiirde istatistiksel dagilimlar1 kullanarak stres-dayaniklilik modelinde giivenilirlik

analizini gergeklestiren ¢alismalar mevcuttur. Su ana kadar stres-dayaniklilik giivenilirligi ile ilgili



yapilan calismalarda genellikle stres ve dayanikliigin Ustel, Weibull, Normal, Gamma, Burr,
Pareto gibi aym dagilim ailesine ait tesadiifi degiskenler oldugu durum incelenmistir. Bu
caligmalarda dagilimlarin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi kullanilmigtir. Literatiirde stres-
dayaniklilik modellemesinin temelleri [2-3] tarafindan yapilan c¢aligmalar ile atilmistir.
Birnbaum’un [2]’de ki ¢aligmasinda, Mann ve Whitney’in [4] tarafindan yapilan ¢aligmadan
faydalanilarak, R=P{Y<X} olasiligina iligkin bir tahmin 6nerilmistir. Birnbaum ve McCarty’in
[3]’de yapilan ¢alismasinda ise R=P{Y<X} olasihgmin giiven araligi iizerine bir c¢aligma
yapilmigtir. Owen vd. [5]’de giivenilirligin tahmini {izerine 6nemli ¢alismalar yapmistir. Calisma
siiresi tistel dagilima sahip bilesenlerden olusan sistem i¢in ¢esitli tahmin yontemleri tartisilmistir
[6-7-8]. Bunu takip eden arastirmalarda stres ve dayaniklilik modelleri igin farkli istatistiksel
olasilik dagilimlar1 kullanilmaya caligildi. Awad ve Gharraf [9]’da stres ve dayaniklilik Burr
dagilimina sahip oldugunda giivenilirligi tahmin etmistir. Stres ve dayaniklilik bagimsiz gama
dagilimma sahip oldugunda giivenilirligi tahmin etmek i¢in bir yontem Constantine vd. [10]
tarafindan tartisilmistir. Baklizi [11]’de giivenilirligi kayit degerlerine dayali olarak tahmin etme
problemini ele almistir. Kundu ve Ragap [12]’de giivenilirligi ortak sekil ve konum parametrelerine
ancak farkli 6l¢ek parametrelerine sahip li¢ parametreli Weibull dagilimi ile tahmin etmistir.

Genel olarak sistem, 6zel olarak teknik sistem: Malzeme, enerji ve bilgi gibi bazi girdileri
belirli bir ama¢ dogrultusunda doniistiiren, tasiyan veya kontrol eden bir dizi birbirine bagh
bilesenlerden olusur. Her sistemin yapisi amaglara bagli olarak farklilik gosterir. Bu farklilik teknik
sistemlerde temel bilesenlerin baglantisi olarak diisiiniilebilir.

Teknik sistemler tamamen ¢iktiya yani iiretime odaklidir. Sistemin optimizasyonu
maksimum {iretimi hedef alir. Bu hedefe ulasabilmek i¢in sistemin bilesenlerinin c¢alisma
stirelerinin maksimum yapilmasi beklenir. Dogal olarak optimizasyon problemi sistemi olugturan
bilesenlerin kesintisiz ¢aligma siirelerinin maksimumuna indirgenir. Problemin ¢oziilebilmesi igin
sistemin iyi tasarlanmis ve Sl¢iilebilir olmasi 6nemlidir [13].

Teknik bir sistem veya bilesen, basing, sicaklik ve nem gibi rastgele olusan gevresel streslere
maruz kaldiginda sistemin yasam siiresi biiyiik 6l¢iide dayanikliligina baglidir. Teknik bir sistemin
calisma performansi, c¢alisma siiresi boyunca olusan dis etkiler nedeniyle, azalma
gosterebilmektedir. Bu nedenle sistemin stres altindaki ortalama kesintisiz ¢aligma siiresinin
hesaplanmasi, sistemin verimli calismasin etkileyen dis faktorlerin goz 6niine alinmasi agisindan
oldukca dnemlidir. Teknik bir sistemin ¢aligma performansinin degerlendirilmesinde, teorik olarak
en dnemli gostergelerden biri siiphesiz ortalama kesintisiz ¢aligma siiresidir. Dogal olarak kesintisiz
caligma siiresi liretim asamasinda planlanir. Ancak stres altinda azalan kesintisiz ¢aligma siiresinin
de dagiliminin olusturulmasi oldukg¢a 6nemlidir [14]. Gergek uygulamalardaki teknik sistemlerin
siirekli ¢aligma siireleri, sadece sistemi olusturan bilesenlerin ¢alisma siireleri ile iligkilendirilmez.

Ik kez ¢alismaya baslayacak bir sistem, iiretim asamasinda cesitli testler yardimiyla hesaplanan bir



caligma Omriine sahiptir. Ancak bu siire sistemin ¢alismaya baglamasindan itibaren dis baskilar
sonucunda beklenenden daha az olabilir. Bu nedenle sistemin ortalama calisma siiresi, maruz
kaldigi stres dikkate alinarak hesaplanmalidir. Bu tiir teknik sistemlere stres-dayaniklilik modelleri
denir. Bu metnin ikinci béliimiiniin ilk agamasinda bu duruma detayli olarak yer verilecektir.

Tiim tahmin teknikleri arasinda stres-dayaniklilik modelinin parametre tahmini literatiirde
en popiiler olanidir. Bu popiilerligin nedenlerinden biri, mekanik bilesenlerin ariza davranigini
temsil etmesi ve gergek degerleri tahmin etmedeki hata payinin diger tahmin tekniklerine gére daha
kiigiik olmasidir. Ote yandan, stres-dayaniklilik giivenirligi yontemi, stres altindaki belirsizlikleri
ortadan kaldirmay1 amaglar ve daha gercekei sonuclar sunar. Giivenilirlik dayanikliligin bir 6l¢iisii,
risk ise maruz kalinan stresin bir 6lgiisiidiir. Stres-dayaniklilik analizinin amaci, dayaniklihigi ve
stresi tanimlanan varlik igin giivenilirlik ve riski dlgebilmektir. S6z konusu bu oOlgiim, stres-
dayaniklilik parametreleri olan giivenilirlik ve riskin tahmin edilmesiyle yapilir. Stres-dayaniklilik
modelleri, bir sistemin stres altinda ne kadar siire boyunca ne kadar kuvvetle ¢alistigi veya bir
sistemin belirli bir siire boyunca calisma olasiliginin ne kadar oldugu ile ilgilenir. Bir birimin giicii
rastgele bir degisken olarak ele almabilir. Belirsizlik nedeniyle, birimin stresi de c¢alisma
baglaminda rastgele bir degisken olarak ele alinmalidir.

Stres-dayaniklilik analizinin bazi kullanim alanlar1 [15]’de agiklanmistir. Sistemlerde,
rastgele stresi (X) olan bir ana bilesenin giivenilirligi, rastgele dayaniklilik (Y) ile iligkilendirilir.
Bilesenin giivenilirligi, dayanikliligin stresten fazla olma olasilig1 ile dlgiiliir. X ve Y’nin iki cihazin
omriinil temsil ettigi ve bir cihazin digerinden 6nce arizalanmasi olasiliginin tahmin edilmek
istendigi durumlarda stres-dayaniklilik iligkileri kullanilmaktadir. Paralel ya da seri sistemlerin
glivenilirlikleri sirastyla P(X < max(Yy, -+, Yy)) ve P(X < min(Y,,-,Yy)) olarak ifade edilmek
tizere, sistemlerin giivenilirlik ¢aligmalarinda bu olasiliklarin tahmini ile ilgilenilir [16]. Sistemin
veya her bilesenin durumu, ¢alisma durumunu veya ariza durumunu gosteren yalnizca iki olasi

degeri alan bir tesadiifi degiskendir, 1 < i <n i¢in i-inci bileseninin durumu su sekilde verilir,

_ {1 eger i — inci basarlllysa}
Xi 0 eger i — inci basarizsa

Caligma siiresinin sonsuz oldugu ger¢ek bir teknik sistem miimkiin degildir. Ancak
ongoriilen toleranslar dahilinde kalan teknik sistemler iiretim asamasinda planlanan ortalama
yasam siirelerine sahip olurlar. Stresler belirli bir esik degeri gegcmedigi takdirde ¢ok uzun siire
caligabilirler; 6te yandan, stresler esigi asarsa, basarisiz olabilirler. Bu nedenle, sisteme uygulanan
stres, ongoriilen toleranslar dahilinde ¢alismasi veya arizalanmasinda énemli bir rol oynar. Stres,
cesitli nedenlerden veya durumlardan kaynaklanabilir. Ornegin basing, yiik, hiz, direng, sicaklik,
nem, titresimler ve voltaj, sistemin ¢alismasinda olumsuz etki yapabilecek olas1 faktorlerdir.

Boylece rastgele gii¢ bilesenlerinden olusan bir sistem, giiciinii rastgele bir degisken olarak alacak



ve ona uygulanan stres de rastgele bir degisken olacaktir. Uygulanan bir stres sistemin
dayanikliligini agtiginda bir sistem basarisiz olur. Bu tiir sistemlere stres-dayaniklilik giivenilirlik
modelleri denir. Bu tiir modeller, yapisal giivenilirlik ¢alismasinda 6nemli bir rol oynar - bir yapinin
giivenligi i¢in dogal bir kriter, giivenilir olmasidir. X ve Y sirasiyla bir bilesene uygulanan stresi ve

dayaniklilig1 ifade ediyorsa, bilesenin giivenilirligi asagidaki gibi ifade edilir,
R=PX<Y)

Bdylece uygulanan stres rastgele bir degisken olacaktir,

P(X<Y)= joof(x)Fy(x)dx

Burada, f (x)= X degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

F,(x)=Y degiskeninin dagilim fonksiyonudur.

Stres-dayaniklilik giivenilirligine iligskin ¢alismalarda siklikla ele alinan bir diger varsayim
ise stres ve dayaniklilik rasgele degiskenlerinin bagimsiz yapida olduklari varsayimdir. Stres ve
dayaniklilik rasgele degiskenlerinin bagimsiz olduklar1 varsayimi altinda gergeklesen caligsmalar
bulunmaktadir [8-17-15-18-19-20].

Stres-dayaniklilik modellemesinde bilesen giivenilirliginden sistem giivenilirligine gecis,
sistem tasarimina bagl olarak elde edilen giivenilirlik fonksiyonu iizerinden saglanmaktadir.
Sistem giivenilirliginin stres-dayaniklilik perspektifinden ele alinmasi ile sisteme iliskin
dayaniklilik rasgele degiskeni, sistemi olusturan bilesenlerin dayaniklilik rasgele degiskenlerinin
bir fonksiyonu olarak ifade edilebilir hale gelmektedir [21]. Stres-dayaniklilik parametresinin
tahmini, giivenilirlik analizinde cok 6nemli bir rol oynar. Ornegin, X degiskeni sistemin maruz
kaldig1 giicii ve Y degiskeni stresi temsil ediyorsa, o zaman R(t) parametresi sistem performansini
Olcer. Ayrica, R(t) parametresi, uygulanan gerilim sistemin giiciinden biiyiikse sistem arizasi
olasiligini temsil eder.

Giliniimiizde, stres-dayaniklilik giivenirligi tahminindeki ¢alismalarin ¢ogu, stresin veya
dayanikliligin veya her ikisinin de zamanla degistigi duruma ve dolayisiyla zamana bagli stres-
dayaniklilik giivenilirligi terimine odaklanmaktadir. Zamana baglh stres-dayaniklilik giivenilirlik
modelleri [22-23-24-25] tarafindan incelenmistir. Zamana bagl sistem giivenilirligi, bir sistemin
¢iktilarinin ilgili bir slire boyunca 6ngoriilen ariza esiklerini agmama olasiligr olarak hesaplanir. En
yaygin zamana bagl giivenilirlik yéntemi, Rice [26] tarafindan gelistirilen ve giinlimiizde hala
yaygin olarak kullanilan Rice formiiltidiir. Giincel literatiirde zamana bagli giivenilirlikte bir¢ok
gelisme gozlemlenmektedir. Ornegin, bilesen giivenilirlik problemleri icin [27-28], Markov

stokastik siirecini kullanarak zamana bagl bir giivenilirlik analizi yontemi gelistirdi. Singh vd.



[29]°da, zamana baglh giivenirligi yaklasik olarak tahmin etmek i¢in zaman serisi modelleme ve
onem Orneklemesi yontemini kullanmigtir.

Sistem giivenilirliginin hesaplanmasindaki bir diger énemli 6gelerinden biri ise sistem
bilesenlerinin bozulmalar1 sonrasi tamir edilebilir olup olmamasidir. Ciinkii giivenilirlik
hesaplamalarindaki bozulma siirelerinin dagilimi bu o6zellige gore degiskenlik gosterebilir.
Onarilabilir bir sistem, ariza durumunda bilesenlerinden en az birinin onarildig1 veya degistirildigi
bir sistemdir. Yalnizca ilk arizaya kadar onarilabilir olarak degerlendirilen bilesenler ve sistemler,
onarilamaz olarak degerlendirilir. Sistem bilesenleri bozulma sonrasi tamir edilebilir 6zellikte ise,
bozulmalar arasi siireler (interarrivel failure time) dikkate alinirken, bozulma sonrasi tamir
edilemez ozellikte ise bozulmalarin gergeklesme siireleri (time to failure) dikkate alinarak dagilim
bulunur [30]. Teknik bir 6geye iligskin giivenilirlik parametreleri sunlardir, ortalama arizaya kadar
gecen siire (MTTF), zaman birimi basina ariza sayisi, ariza sikligi, 6genin (0, t] zaman araliginda
arizalanmama olasilifi, hayatta kalma olasiligi, 6genin t zamaninda calisabilme olasiligl, t

zamaninda kullanilabilirliktir.



2. MATERYAL VE METOT

2.1. Hazard Oram

Hazard orani, asagidaki sekilde tanimlanir [31].

_f®
A = s 2.1)

Burada, F(t) dagilim fonksiyonu, f(t) ise yogunluk fonksiyonudur. Dagilim fonksiyonuyla
yogunluk fonksiyonu arasinda asagidaki iliski, tesadiifi degisken siirekli oldugunda, mevcuttur.

dF(t)
= =/®
F®) = [£,, f(x)dx (2.2)

Bu durumda bir tesadiifi degiskenin dagilim fonksiyonu belli oldugunda hazard orani
rahatlikla hesaplanabilir. Benzer sekilde hazard orani belli olan bir tesadiifi degisken i¢in dagilim

fonksiyonu da elde edilebilir.

F'(®)

A0 =T"F5

F'(t) + A(OF () = A(t)

F(t) = exp(— [ A@)d){[ exp([ A(t)dE)A(t)dt + C} (2.3)

Bu 6zellik bir tesadiifi degisken igin olduk¢a 6nemlidir. Dagilim fonksiyonu belli oldugunda
tehlike oranini hesaplayabildigimiz gibi aksine tehlike oran1 belli olan bir tesadiifi degisken icin de
dagilim fonksiyonunu dolayisiyla meydana gelecek olaylarin olasiliklarini rahatlikla elde
edebiliriz. Giivenilirlik analizinde, olasilik dagilim fonksiyonunun sekli yerine tehlike oraninin

sekline gore bir dagilim se¢mek genellikle daha uygundur [31].

2.2. Anizaya Kadar Gecen Ortalama Siire: Mean Time to Failure (MTTF)

Ortalama ariza siiresi, bozuluncaya kadar gecen ortalama siire veya kesintisiz ortalama

caligma siiresi ifadeleri ayn1 seyi sdylemekle beraber asagidaki esitlikle hesaplanir [31].
E(T) = f t f(t)dt
0

E(T) = [° R(tdt (2.4)



Burada, f(t) yogunluk fonksiyonu, R(t) ise giivenilirliktir. Pozitif deger alan tesadiifi
degiskenlerin ortalamasi yogunluk fonksiyonuyla hesaplanabildigi gibi dagilim fonksiyonu

yardimiyla da hesaplanabilir.

E(T) = ["(1 - F(©)dt (2.5)

2.3. Giivenilirlik

Giivenilirlik, sadece teknik sistemlerle kisitlanacak bir ifade degildir. Aksine daha genis bir
yelpazeyi ilgilendirir. Ornegin iiretim sistemlerinde iiriin kalitesinin iyilestirilmesi, ticari bir
yatirimin optimal gelir diizeyine ulastirilmasi gibi konularda bu yelpazenin igindedir. Literatiire
bakildiginda Shewhart [32]’de istatistiksel siire¢ kontrolii anlayisini ortaya koymustur. ikinci diinya
savagl yillarinda kullanilan savas ekipmanlarinin 6zellikle savas ugaklarinin giivenilirligi daha bir
on plana ¢ikmustir. Wald vd. [33] bir¢ok arastirmaci savas ugaklarinin hasarli ve hassas govde
elemanlarinin verilerine dayanarak geri doniis siirelerinin ortalamasini aragtirmistir.

Teorik olarak bakildiginda istatistiksel olarak giivenilirlik, yapilan deneyin tutarliligidir
diyebiliriz. Dogal olarak bu tutarliligi deneyi yaparken kullanilan 6lgiim araclar1 etkiledigi gibi
veriler analiz edilirken kullanan yontemlerin saglamlilig1 da etkiler. Dolayisiyla giivenilirlik, bir
birimin, belirlenen ¢alisma kosullar1 altinda belirli bir siire boyunca amaglanan iglevlerini tatmin
edici bir sekilde yerine getirme olasiligi olarak da goriilebilir. Buna gore giivenilirlik bir olasilik
Olciisiidiir. Olasilik teorisi, bilesenlerin giivenilirliginin yani sira bu bilesenlerden olusan
sistemlerin giivenilirligini analiz etmek i¢in kullanilabilir [34]. Bu baglamda dort onemli faktor
mutlaka dikkate alinmalidir. Bir cihazin giivenilirligi bir olasilik olarak ifade edilir, cihazin yeterli
performans gostermesi gerekmektedir, yeterli bir performans siiresi belirtilir, sicaklik, nem, stres,

sok ve bunun gibi ¢evre kosullarinin veya ¢alisma kosullarinin 6nemi belirtilir [35].

2.4. Bilesenler Yardimiyla Tanimlanan Sistemler

Teknik sistemler, sistemi olusturan bilesenlerin baglant1 sekillerine gore farkli yapilarda
ortaya ¢ikmaktadir. Temelde bir bilesenin ¢alisma siiresi X bir tesadiifi degiskendir. Dagilimi
belirlendiginde sistemin ¢aligma siiresini veya giivenilirligini hesaplayabilmek igin sistemin
baglanti seklini temsil eden yap1 fonksiyonuna ihtiyag duyulur.

Her bir bilesenin arizali veya calisir durumda olup olmamasini asagidaki sekilde temsil
edelim.

_ (1, i — inci bilesen (;all$lr)
X = 0, i—incibilesen bozuk



Bu durumda X = (xq,x,,...,x,) vektorii sistemdeki makinalarin calisip ¢alismadigini
gosteren bir durum vektdriidiir. Benzer sekilde sistem icinde asagidaki tantmlama yapilir.

_ (1, sistem gallslr)
() = (0, sistem bozuk

Bilesenin ¢aligma olasilig1 p ve bozulma olasiligini q ile gosterelim p =1 — q.

X; (t) i-inci bilesenin t anindaki durumunu gostersin
E[X;(t)] = 0.Pr(X;(t) = 0) + 1.Pr(X;(t) = 1)
=p;(t) i=1.2,..nicin
Benzer sekilde sistem icin, asagidaki ortalama yazilabilir,

ps(t) = E(@[X(®)])

2.5. Tutarh Sistem

Genelde yap1 fonksiyonu analitik olarak verilebilen sistemlere tutarli sistemler denir. Yapi
fonksiyonu tutarl1 bir sistem i¢in olduk¢a dnemli bir aragtir. Analiz ihtiyaglar1 farklilagtikca yap1
fonksiyonu iizerine bu ihtiyaglar1 temsil eden bircok parametre eklenebilmektedir. Ornegin, ¢ (x)
in yukaridaki tanimma bakildiginda degeri sadece sifir veya birdir. Bu yazilimda zaman
parametresi yoktur. Ancak eklenebilir ¢ (x(t)). Bu fonksiyon bu halde p; (¢) ile ilintilidir. Bu terim
ise i-inci bilesenin t anindaki ¢aligma olasiligidir. Bu agidan bakildiginda yap1 fonksiyonu iizerine
ihtiyaca yonelik birgok ekstralar eklenebilir. Ancak temelde yap1 fonksiyonunun saglamasi gereken
en onemli kisitlar sunlardir [34]. ¢(0) = 0, biitiin bilesenler ¢calismadiginda sistem de calismaz.

¢ (1) = 1, biitiin bilesenler ¢alistiginda sistem de ¢alisir.

2.6. Seri Baglanti

Seri baglanti, sistem bilesenlerinden en az birinin arizalanmasi durumunda tiim sistemin
arizalanacagi bir tasarimdir (Sekil 2.1). Temel olarak seri baglantili bir sistem ilk arizalanan
bilesenle beraber bozuk duruma gecer. Kisaca bu durumu, sistemin seviyesi diigiiktiir seklinde ifade
ederiz. Sistemlerin ¢ogu, seviyeleri bir dizi konfigiirasyonda diizenlenen temel alt sistemlere
sahiptir. Ornegin, seri halinde birka¢ bilesenden olusan bir sistem herhangi bir bilesenin

arizalanmasi durumunda tiim sistemin arizalanmasina neden olacaktir.



Sekil 2.1. n bilesenden olusan seri bagl sistem

T; i. bilesenin yagam zamani ve T sistemin yasam zamani olarak ifade edilirse, seri bagli n
adet bilesenden olusan bir sistemin yasam zamani asagidaki sekilde ifade edilir,

T = min{Ty, -, T,}

2.7. Seri Sistemlerin Yap1 Fonksiyonu

Seri sistemlerde bilesen sayis1 arttik¢a sistemin giivenilirligi dogal olarak azalir. Bilesenlerin
giivenilirligi ne kadar yiiksek olursa sistemin giivenilirligi de o 6lgiide yiiksek olur. Sistem
giivenilirliginin, her bir bilesenin giivenilirlikleri ¢arpimi ile elde edildigi diisiiniiliirse, sisteme yeni
bilesenler eklemek sistemin giivenilirliginin azalmasina katki saglar. Bu durumda sistem
giivenilirligi, en kiiclik giivenilirlige sahip bilesenden daha diisiiktiir. Kisaca ¢aligma zamanlari
Xi,.., X, olan n bilesenden olusan bir seri sistemde sira istatistikleri X;.,, X5., .., Xp.n seklinde
gosterilsin. Bu durumda sistemin ¢aligma stiresi X .,, tesadiifi degiskenidir. Yap1 fonksiyonu ise,

asagidaki sekildedir,

X1 =] [x:®
i=1

Bu durumda sistem giivenilirligi asagidaki sekilde olur,

hip@®)] = E(@[X ()] = E([TiL, X: () = [T, E[X: (D] = [TiL, pi(©) (2.6)

Burada h[p(t))] ile sistemin giivenilirligi gosterilmistir. E;(t), i bileseninin t zamaninda

calistyor olmasi olayi olsun Pr[E;(t)] = p;(t),
hlp(t)] = Pr[E.(t) N E,(t) N ...N E,(t)

Pr(E; ()] Pr[Ez ()] ... PrlE, (D] = [Tiz1 pi (1) (2.7)

2.8. Paralel Baglanti

Teknik bir sistem, tim bilesenleri arizalandiginda bozuluyorsa paralel baglantilidir denir

(Sekil 2.2.). Paralel baglantili sistemin sekli asagidaki gibidir,



Sekil 2.2. n bilesenden olusan paralel bagl sistem

T; i. bilesenin yasam zamani ve T sistemin yagam zamani olarak ifade edilirse, paralel bagli

n adet bilesenden olusan bir sistemin c¢alisma siiresi asagidaki sekilde yazilir,
T = max{Ty, -, Ty}

Paralel sistemlerde, sitemin g¢alisir durumda olmasi igin bir bilesenin ¢alisiyor olmasi
yeterlidir. Diger bilesenlerinde ¢alisiyor olmasi sadece sistem giivenilirligini artirir. Dolayisiyla
paralel bir sistemde giivenilirligi arttirmak igin sisteme yeni bilesenler eklemek yeterlidir [36].
Caligma siireleri Ty, -+, T,, olsun. Bu durumda sistemin g¢aligsma siiresi maksimum sira istatistigi
olur,

T = Ton

Bilesenlerin durumunu X; j = 1,---,n ile gosterelim. Tiim bilegenlerin bozuk olma olayini
asagidaki sekilde ifade edebiliriz,
X1 =0}n--n{X, =0}
Bu durumda sistem giivenilirligi asagidaki sekildedir,
R = Tpn(®) = 1 [Ty Fi(0) (28)

Burada F;(t) i-inci bilesenin yasam siiresini gosteren tesadiifi degiskenin dagilim

fonksiyonudur. Sistemin yap1 fonksiyonu asagidaki sekilde ifade edilebilir,

pix®l= | [x©=1-] [n-x©
i=1 1

i=
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n

RIp(O)] = E@IX(©)] =1~ (ﬂ(l - E[xi@)]) =1-[ [n-no1
i=1

i=1
hlp(©)] = [T, pi (1) (2.9)
E{(t) olay1 i bileseninin t aninda basarisiz durumda olmasi olsun Pr[E; (t)] = 1 — p;(t) ve

1—h[p®)] = Pr[E;(t) N E;(t) N ...N E; (t)

n

Pr(E; (OIPr[E5 (O] . PriEz ()] = | [11-mi(©)]

i=1
hlp(®] = 1 = I[iza[1 = pi()] (2.10)

Bu dogrudan yaklasim, seri ve paralel yapilar i¢in uygun, ancak daha karmasik yapilar i¢in
zordur. Her iki sistem karsilastirildiginda, seri sistemlerdeki giivenilirlik bu sistemdeki en zayif
olan tek bir bilesenin giivenilirliginden bile daha kiigiik iken, paralel sistemin giivenilirligi ise en

yiiksek olan bilesenden bile daha yiiksektir [37].

2.9. Karma Sistemler

Karma sistemler, seri ve paralel sistemlerin bir arada bulundugu yapilardir (Sekil 2.3). Bu
tir sistemlerde giivenilirlik hesaplamalar1 yaparken seri ve paralel sistemlerin giivenilirlik

hesaplamalarindan yararlanilir.

1
4 |

—_—

7. .

Sekil 2.3. Karma sistem yapisi

2.10. n'den k cikish sistemler

n bilesenli bir teknik sistemde sistemin ¢aligmasi i¢in en az k tane bilesenin ¢aligmasi
gerekiyorsa sistemn’den k c¢ikish G sistem olarak adlandirilir. En fazla k tane bilesen
bozuldugunda sistem bozuluyorsa bu tip sisteme de n’den k ¢ikisli F sistem denir (Sekil 2.4). Ozel
olarak n bilesenli seri sistem n’den 1 ¢ikisl F sistemidir. n bilesenli paralel sistemde n’den n ¢ikisl

F sistemidir. Ornek olarak, 3’den 2 ¢ikisli bir F sistemi asagidaki sekilde sematize edilebilir,

11



Sekil 2.4. 3’den 2 ¢ikish F sistem yapisi

(X)) =1— (1 —x1x3)(1 — x1x3) (1 — x2%3)

(2.11)

Asagidaki Tablo 2.1°de sik kullanilan bazi baglanti sekillerinin yapi fonksiyonlart ve

giivenilirlikleri verilmistir,

Tablo 2.1. Baglant1 sekillerinin yapi1 fonksiyonlari ve giivenilirlikleri

Sistem Yap1 Fonksiyonu Giivenilirlik
z n
Seri P(x) = nxi = min(xy, Xy, ..., Xp) p (Z X, = n)
i=1 £
= n
Paralel P(x) = Hxi= max(xq, Xy, .., X,) p <Z X, > 1)
i=1 £
o)
( n
1' Z Xi >n—k n
n’den k ¢ikish F B £ p Z X nk
) n i=1
i=1
n
1, z X, >k i
n’denkcikish G | ¢(x) = =t , <Z X, > k)
0’ Z Xl < k i=1
\
Ardisik n’den k n—k+1 k-1
s=[[a-]]a-» P < 1)
cikish F ] L ]
Ardisik n’den k n—k+1 TTk—1
$(0) =1— H(l—nxj) P > 1)
¢ikisli G | | | |
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2.11. Poisson Gelis Akim

Poisson stokastik siirecinin Markov teorisinin gerek baslangici gerekse gelisiminde oynadigi
rol olduk¢a 6nemlidir. Markov modelleri Poisson siirecinin dogal bir uygulama alani olarak
rahatlikla goriilebilir. Bunun rahat anlagilabilmesi i¢in ilk 6nce Poisson dagiliminin tanimini géz
oniinde bulundurmakta biiyiik 6nem vardir. Poisson tesadiifi degiskeni dogal sayilarda deger alan
bir degiskendir. Ger¢ek hayatta Poisson tesadiifi degiskeni ile eslesen degiskenlerin basinda bir
gbzlemde gerceklesen ve ortak bir 6zellige sahip olaylarin sayis1 gelmektedir. Binom dagiliminin
Poisson dagilimina yaklasmasinin reel yagsamdaki drnekleri de bunu desteklemektedir. Yapilan bir
gozlemde ilgilenilen degiskene ait durum ya hi¢ goézlenmez ya da bir veya birden fazla sayida
gozlenebilir. Bu olaylarin gerceklesme olasiliklart n = 0,1,2,:-- igin Poisson dagiliminda

devamdaki sekilde tanimlanir,
PriX =n}=e*1"/n! (2.12)

Bu esitlikte 4 >0 dagilimin parametresi ve X Poisson dagilimina sahip tesadiifi degisken
olarak adlandirilir. Poisson dagiliminin beklenen degeri A parametresine esit oldugundan bu
parametre ortalama gozlem sayisi olarak da yorumlanmaktadir.

Poisson tesadiifi degiskeninin aldig1 degerler reel uygulamalarda genel olarak gézlemlenen
olay sayis1 seklinde kabul edildiginden belli bir zaman dilimi igerisinde ger¢eklesmesi dogaldir. Bu
olgu Poisson dagiliminda A parametresinin yani sira bir gdzlem zamani parametresinin de olmast
gereksinimini ortaya ¢ikartmigtir. Bu gereksinim zamana bagli Poisson siirecinin tanimlanmasini
zorunlu hale getirmistir. Bu durumda Poisson dagilimima sahip X tesadiifi degiskeni belli bir
gozlemde gergeklesen olay sayisini gosterirken X;, t > 0 tesadiifi degiskeni ise baslangictan ¢
zamanina kadar gozlemlenen olay sayisim1 gostermektedir. Bu tesadiifi degiskende kullanilan
zaman parametresinin her bir sabit degeri igin X, tesadifi degiskeni At parametreli Poisson
dagilimina sahiptir. Boylelikle X, tesadiifi degiskeni zamana bagli bir siire¢ olusturur. Her bir

olayin gergeklesme olasiligi ise devamdaki sekilde tanimlanir,
PriX, = n} = e M Q)" /n! (2.13)

Olasiliklar1 bu sekilde verilen {X;: t > 0} siireci Poisson stokastik siireci olarak adlandirilir.
Bu siirecin beklenen degeri At oldugundan bu deger baslangigtan t > 0 anina kadar gergeklesen
ortalama olay sayis1 olarak yorumlanmaktadir. Simdi X, tesadiifi degiskeni ile eslesebilen ve gercek
hayatta gozlenebilen bir takim degiskenleri diisiinelim. Dogal olarak bu degiskenlerin en basinda
belli bir zaman dilimi i¢erisinde bir yere gelen kisi sayisi gelmektedir. Bu reel degisken ise kuyruk

modellerinde temel rol oynamaktadir. Belli bir zaman dilimi igerisinde bir hizmet sistemine gelen
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miisteri hizmet sisteminin gelis akimin1 olusturmakta ve gelen miisteri sayisi veya ortalamasi ise
hizmet sisteminin gelis parametresini tanimlamaktadir.

Bir hizmet sisteminde belli bir zaman diliminde yapilan gozlem hizmet sistemine ait bir
orneklemi olusturur. Iyi gdzlemlenmis bir 6rneklem hizmet sistemine ait daha saglikli bilgi
edinmeyi saglar. Simdi hizmet sisteminden alinmig bir 6rneklemin bazi 6zelliklerini inceleyelim.
Baslangigtan t > 0 anina kadar gézlemlenmis bir sistemde gelen miisteri sayis1 mutlaka ¢ anina,
zaman dilimine baglidir. Bu gozlemin [0, t] zaman araliginda yapilmis olmasiyla [a, a+ t] zaman
araliginda yapilmis olmasi arasinda bir fark yoktur. Bir hizmet sisteminde yapilan gbzlem hangi
anda baglamis olursa olsun incelemede baslangi¢ an1 daima sifir olarak alinabilir.

Hizmet sisteminden alinan 6rnekleme ait bir diger 6zellik ise gdzlem zamanina aittir. Gézlem
zamani arttikca gelen miisteri sayisinin veya olasiliginin artip artmayacagi kesin olarak
sOylenemezken gozlem zamaninin daralmasiyla gelen miisteri sayisinin azalacagi mutlak bir
gercektir. Bu hizmet sistemine gelen miisteri akiminin incelenmesinde olduk¢a Onemli bir
ozelliktir. Gozlem zamani yeteri kadar daraldiginda t an1 sifira ¢ok yakin bir deger alacagindan bu
aralikta sisteme gelen miisteri sayist en fazla bir kisi olacaktir. Ayn1 zamanda At degeri de birden
kiigiik olacagindan bu deger bu aralikta sisteme bir miisterinin gelme olasiligi olarak alinabilir.
Gergekten de yeteri kadar kiigiik [0, t] araliginda gelen ortalama miisteri sayist sifir veya en fazla
bir olacaktir. Bu olasilik servis sistemlerinin gelis akimlarinda gergek olasiligin tahmini olarak
kullanilmaktadir. Gergek olasilik bilinmemekle birlikte sembolik olarak At + O(t) olarak
gosterilebilir. Burada O(t) terimi gercek olasilik ile tahmini degeri arasindaki hatay:
gostermektedir. Tahmini olasilik degeri gibi gergek olasilik degerinin de zaman araliginin sifira
yaklagmasiyla sifira yaklasacaginin kesin olmasindan dolayr O(t) terimi de t ammnin sifira
yaklagmasiyla sifira yaklasacaktir. Ancak bu yaklagmanin hizi zaman araliZinin sifira
yaklagmasiin hizindan daha yiiksektir. Bu durumda yeterince kii¢iik [0, t] araliginda hizmet

sistemine bir miisterinin gelme olasiligi devamdaki sekilde yazilir,
PriX, =1} =t + 0(t) (2.14)

Ayni zamanda [0, t] araliginda hizmet sistemine higbir miisterinin gelmemesi olay1 (2.14)

olayi ile birlikte kesin olay oldugundan bu olayin olasiligi devamdaki sekilde yazilir,
Pr{X;=0}=1—-At —0(t) (2.15)

Yukarida (2.14) ve (2.15) esitlikleri ile verilen olasiliklar Poisson siirecinin (2.13) esitligi ile
tanimlanan olasilik degerinden de elde edilebilir. Bunu gorebilmek i¢in (2.13) ile verilen olasilik

—At

degerinde sirasiylan = 1 ve n = 0 alarak e™"* ifadesini Taylor serisine agmak yeterli olacaktir.

(2.13) esitliginde n = 1 alindiginda devamdaki sonug elde edilir,
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PriX, = 1} = e M (At)

=At {1 —At+ (At)? — (At)3 + -+ }
=At — (At)% + (At)3 + -
=At + 0(t)
Aynt sekilde (2.13) esitliginde n = 0 alindiginda devamdaki sonug elde edilir,
PriX, =0} =eM
=1—-At+ (At)? — (At)3 + -
=1-At+0(t)
Burada 0(t) = +(At)? + (At)® £ --- olarak almnustir. Aym zamanda O(t) devamdaki

ozelligi de saglar,

o(t
£—>0, t—>0

Bu 6zellik O(t) fonksiyonunun sifira yaklasma hizinin zaman araliginin sifira yaklagma
hizindan daha yiiksek oldugunu gostermektedir.

Simdi olasihgm siireklilik 6zelligini  kullanarak (2.14) ve (2.15) olasiliklarinin
diferansiyellerini inceleyelim. Bunun i¢in ilk dnce (2.15) olasiligina fonksiyon artimi uygulayalim.
Bu durumda (2.15) olasilig1 [0, t + h] araliginda hizmet sistemine higbir miisterinin gelmemesi
olasiligi olacaktir. Bu olasiligin hesabi i¢in toplam olasilik 6zelligini [0, t] araligina uygulamaliy1z.
Bu durumda [0, t + h] araliginda hizmet sistemine hi¢bir miisterinin gelmemesi olasilig1 toplam

olasilik 6zelligi kullanildiginda devamdaki gibi yazilir,

Pri{Xiin =0} = Pr{Xisn = 0,(X; = 0veya X; = 1 veya )}

- Z Pr{X,,n = 0,X, = k)
k=0

- Z Pr{X,,p = 0 |X, = K}Pr{X, = k)
k=0

= Pr{X,,n = 0 |X, = 0}Pr{X, = 0} (2.16)

Yukaridaki toplam sartli olasiliklar tiiriinden ifade edilmistir. [0,t + h] araliginda hicbir
miisterinin gelmemesi olasiligi ancak [0,t] araliginda hicbir miisterinin gelmediginin bilindigi
durumda sifirdan farkli deger alabilir. Aksi halde [0, t + h] araliginda higbir miigterinin gelmemesi
olasilig sifir olacaktir. Bu yilizden yukaridaki toplama giren sartli olasiliklarin ilk terimi hari¢ diger
terimleri sifira esittir. ilaveten (2.16) numaral ifadede bulunan sartl olasilik da [0, t] araliginda

higbir miisterinin gelmedigi bilindiginden sarth olasilik sadece [t,t + h] araliginda higbir
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misterinin gelmemesi olasiligidir. Bu durumda aralik uzunlugu h kadar oldugundan sartli olasilik

devamdaki gibi yazilacaktir,
PriX;;n=01X,=0}=1—-2Ah+0(h)

Elde edilen bu son esitlik (2.16) numarali ifadede kullanilirsa ifade devamdaki sekilde

yazilir,
Pr{X;sn = 0} = (1 —Ah + 0(h))Pr{X; = 0}
Pr{X;yn = 0} — Pr{X, = 0} = —Ah Pr{X,; = 0} + O(h)Pr{X; = 0}

Pr{Xesn = 0} — PriX, = 0} _ ~ 0(h)Pr{X, = 0}
- = —APr{X, = 0} + h

Yukaridaki bu ifadede h — 0 limiti uygulanirsa devamdaki sonug elde edilir,

dPr{X, = 0}

d—tt = —APr{X, = 0}
dPr{X, =0

dPr{X, = 0} = —Adt

Pr{X; = 0}

InPr{X, = 0} = —At
Pr{X, =0} = e Mt (2.17)

Simdi ayn1 islemi (2.14) olasiligina uygulayalim. [0, t + h] araliginda bir miisterinin gelmesi
olasiligini [0, t] araliginda higbir miisterinin gelmemesi veya bir miisterinin gelmesi durumlarinin

bilinmesine gore sartl olasiliklar tiiriinden devamdaki sekilde yazalim,
PriXin =1} = Pr{iXepn = 1,(X; = 0veya X; = 1L veya )}

=) PrlXem=1X =k
k=0

= Pr{Xen = 01X, = KJPrX, = 1)
k=0

= PT{Xt+h = 1 |Xt = O}PT{XL- = 0} +
+Pr{Xpp = 11X, = UJPr{X, = 1} (2.18)

Yukaridaki esitlikte yine sartta yazilan olay sifir ve bir durumundan daha biiyiik deger

aldiginda [0, t + h] araliginda bir miisterinin gelmesi olasilig1 sifir olacagindan toplama giren ilk
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iki terimden sonraki terimler sifir olur. (2.18) esitligindeki olasiliklar1 yerine yazacak olursak

istenen olasilik devamdaki gibi elde edilir,
Pr{Xen =1} = (Ah+ O(R))Pr{X, = 0} +
+(1 —Ah+ 0(h)Pr{X, =1} (2.19)

Burada yine [t,t + h] araliginda hesaplanmak istenen olasilik buna esdeger olan [0, h]
araliginda hesaplanmigtir. (2.19) esitligini fonksiyon artimi seklinde diizenlersek ve h — 0 limiti

uygularsak devamdaki diferansiyeli elde ederiz,
PriXe;n =1} —Pr{X, =1} = A Pr{X, = 0} — AR Pr{X, = 1} +
+0(h)(Pr{X, = 0} + Pr{X, = 1})

PriXen = 1} — Pri{X, = 1}
h

=APr{X, =0} —APr{X, = 1} +

+(0(h)/h) (Pr{X; = 0} + Pr{X, = 1}

dPriX, =1} _

T Ae A —APr{X, =1}

d
o Prie =1 -apr{x, =1} = Ae Mt

Yukaridaki homojen olmayan lineer diferansiyel denklemin ¢6ziimiinden devamdaki sonug

elde edilir,
PriX,=1}=Ate rt (2.20)

Ayni iglemler sirasiyla devam ettirildiginde [0, t] araliginda sisteme n tane miisteri gelme
olasiliginin (2.13) esitligindeki gibi elde edilebildigi sonucuna ulasilir. Bu sonug ise gelis akiminin

yapisal 6zelliklerinden yola ¢ikarak elde edilen olasiliklarin Poisson olasiliklart oldugunu gosterir.

2.12. Gelis Anlan

Bir kuyruk sisteminde gelis akiminin gozlenebilmesi ancak gelis anlarinin tespit edilmesiyle
miimkiin olur. Gozlenmeye baglanan bir kuyruk sisteminde miisterilerin sisteme gelme anlar
kaydedilmek suretiyle veya ilk gelis am1 ve gelis anlar1 arasindaki siireler kaydedilmek suretiyle
kuyruk sisteminin gelis akimi belirlenir. Bundan dolay1 bir gelis akiminda gelis anlari, ilk gelis ani

ve ardisik gelisler arasi siireler oldukc¢a 6nemlidir. Gelis akimi gozlenirken gézleme baslama ani t
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,ilk gelis an1 t; ve bunu takip eden gelis anlari ¢, , t3, -~ olmak iizere ardisik gelis anlar1 arasindaki

siireler sirastyla devamdaki gibi ifade edilir,

Ty =1t =t
TZ = tz - tl
Tk = tk - tk—l (221)

Gozleme baslangic an1 genel olarak sifir alindigindan t, = 0 olarak kabul edilir. Gelis anlar1

arasindaki siireler ile k-inc1 gelis an1 arasinda devamdaki iliski mevcuttur,

Burada goz ardi edilmemesi gereken en 6nemli nokta gézleme baslama ani ile gelis anlarinin
ayni1 yapisal 6zellige sahip olmamasidir. Gézleme baslama ani sifir olarak alindiginda mutlaka ilk
gelis an1 sifirdan biiyiik olmahdir. ik gelis aninin gozleme baslama ani1 olarak alinmas1 da gelis
akiminin gézlemlenmesinin saglikli olmast agisindan uygun degildir. Her bir gelis an1 bir tesadiifi
degisken olurken gdzleme baslama am keyfi oldugundan tesadiifi degisken olarak alinamaz. Ornek
birimleri birbirlerinden bagimsiz olmasina karsin gelis anlarina sira numarasi verildiginden bu
tesadiifi degiskenler birbirlerinden bagimsiz degildir. Ancak 6rnek birimlerinin birbirlerinden
bagimsiz olmalarindan dolayr ardisik gelis anlari arasindaki siireler birbirlerinden bagimsiz
olacaktir. Bundan dolayi t;, t,, -+ birbirlerinden bagimsiz tesadiifi degiskenler degilken Ty, T, -+
bagimsiz tesadiifi degiskenlerdir. Genelligi bozmaksizin T; = t; oldugundan bu degisken gelisler
arasi slire olarak degil ilk gelis an1 olarak kabul edilmelidir. T, ve sonraki tesadiifi degiskenler ise
ardisik gelisler arasi siireler olarak alinabilir.

Kuyruk sisteminin gelis akiminda en 6nemli incelemelerden birisi gelis akimini temsil eden
bu tesadiifi degiskenlerin dagilimlarinin belirlenmesidir. Dogal olarak dagilimlarinin
belirlenebilmesi gelis akiminin dagiliminin bilinmesine baglidir. Birbirlerinden bagimsiz olarak
ayni kitleden segilen 6rnek birimlerinin kitlenin dagilimina sahip ve ayn1 olas1 gerekmektedir. Fakat
istisnai bir durum olarak gelis anlar sira istatistikleri oldugundan dagilimlan birbirlerinden farkli
olmaktadir. Buna karsilik ardigik gelisler arasi siirelerde boyle bir yapr olmadigindan ardisik
geligler arasi siireler ayni ortak dagilima sahip olacaktir. Simdi Poisson gelis akiminda ardisik
gelisler arasi siirelerin dagilimi belirleyen devamdaki teoremi verelim.

Teorem 1. Poisson (A) gelis akiminda ardisik gelisler arasi siirelerin tiimii A parametreli

iistel dagilima sahiptir.
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ispat 1. Ardisik gelisler arasi siirelerin dagilimini belirleyebilmek i¢in ilk 6nce keyfi ardigik
iki gelis arasinda gecen siirenin bir x > 0 sayisindan biiyiik olmas1 olayini inceleyelim. Boyle bir
durumda k-inc1 gelis anindan sonra gegen x > 0 siiresince sisteme gelen hi¢bir miisteri olmamustir.
Buna gore t; anindaki miisteri sayis1 olan X, ile t; + x anindaki miisteri sayisi olan X;, 1, tesadiifi
degiskenlerinin sayisal degerleri aynidir. Dolayisiyla ilgilenilen olayin olasiligini devamdaki

esitlikle yazabiliriz;
Pr{T, > x} = Pr{ty — ty_1 > x}
= Pr{X,, — Xt 4x = 0}

= Pr{X, = 0}

— e M

PriT,<x}=1—e™ (2.23)

Yukaridaki esitliklerde Poisson (A) dagilimina sahip iki tesadiifi degiskenin farkinin da yine
Poisson (A) dagilimina sahip olmasi ve olasiliginin sadece gegen siireye bagl olma o6zellikleri
kullanilmigtir. Dikkat edilecek olursa (2.23) esitliginde olasilik k sayisina bagl degildir. Bu tiim k
degerleri icin gelisler arasi siirelerin ayn1 dagilima sahip oldugunu gostermektedir. Boylelikle ispat
tamamlanmis olur.

Ik gelis am gelisler aras1 siirelerden farkli tutuldugundan dolay1 bu tesadiifi degiskenin
dagilimi gelisler arasi siirelerin ortak dagilimindan ayri tutulabilir. Ancak genelligi bozmaksizin
gelisler arasi siirelerin dagilimi ile ayn1 dagilima sahip olarak da kabul edilebilir. Tlk gelis aninin
bu sekilde iki farkli duruma sahip olmasinin nedeni goézleme baslama aninin nasil kabul
edilecegidir. Farkli bir durumda T}, = t; 1 — t; seklinde de secilebilir.

Simdi gelis anlarinin dagilimini imceleyelim. Bunun i¢in (2.22) esitligi ile gosterilen gelisler
aras1 stireler ile gelis anlar1 arasindaki baginttyr kullanalim. Gelisler arasi siirelerin dagilimin
bildigimiz i¢in gelis anlarinin dagilimini bulmakta bu bagintiy1 rahatlikla kullanabiliriz. Buna gore
k-mc1 gelis aninin dagilimi k tane gelisler arasi siirenin toplamu ile elde edildiginden keyfi x > 0

sayis1 i¢in devamdaki olasilig1 yazabiliriz,
Prity, <x}=Pr{Ty + -+ T < x} (2.24)

Yukaridaki esitligi ilk 6nce k = 1 icin kullanalim. Bu durumda T; Ustel (A) dagilimina sahip

oldugundan esitlik devamdaki gibi olur,

Prit, <x}=Pr{T; <x}=1—-e™ (2.25)
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Buradan ilk gelis aninin yogunluk fonksiyonu devamdaki sekilde olacaktir,
fi(x) = Ae ™™ (2.26)

Ikinci olarak (2.24) esitligini k = 2 icin kullanalim. Bu durumda ikinci gelis a1 iki tane
gelisler arasi siirenin toplami seklinde yazilacak ve buna bagli olarak ikinci gelis aninin dagilimi
iki tane tistel dagilimin toplami yardimiyla hesaplanacaktir. Bu hesaplamayi yaparken iki tane iistel

dagilimin konvoliisyonunu devamdaki sekilde hesaplayacagiz,
Prit, < x}=Pr{T, + T, < x}
=Pr{T, <x—T,}
=Pr{T, <x—T;, T; € [0,x]}

=Pr{T, <x—T;| T; € [0,x]} Pr{T; € [0,x]}

X
= fPr{T2 < x —u}re Mduy
0

X
= f(l — e AW p e Mgy

0

X

X
=f7\e‘7‘udu+7\e‘}‘xfdu
0

0
=—e ™41 -Axe™™
Prit,<x}=1— e ™1 +2Ax)
Buradan ikinci gelis aninin yogunluk fonksiyonu devamdaki sekilde elde edilir,
fo(x) = A2xe™™ (2.27)

Simdi k-inc1 gelis animin dagilimini belirleyen devamdaki teoremi ispatlayalim.
Teorem 2. Poisson (A) gelis akiminda k-inc1 gelis aninin yogunluk fonksiyonu devamdaki

gibidir,

fie(x) = Akxk=1 =A% /(| — 1)1 (2.28)
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Ispat 2. Tiimevarim yardimiyla yapalm. k = 1 ve k = 2 igin (2.28) esitligi ile verilen
yogunluk fonksiyonunun dogru oldugunu (2.26) ve (2.27) esitliklerinden biliyoruz. Simdi (2.28)

esitliginin k — 1 i¢in dogru oldugunu kabul ederek k i¢in dogru oldugunu gosterelim,
Prit, < x} = Pr{ty_; + T, <x}
= PT{Tk <Xx-— tk—l}

= PT{Tk <x- tk—l' tk—l € [0, X]}

= fPr{Tk <x—u} W uk2e M/ (k — 2)1) du
0

= f (1 — e oWy Ak~ 1yk=2e =2 /(] — 2)1) du
0
— {)\k_l/(k _ 2)! }f uk—Ze—}\udu _
0
—{Ak=te=2x /(k — 2)! }fuk‘zdu
0

=/ (k—2)}e™ {—— S =

— Ak Lyk—le=Ax /(| — 1))

Buradan tiirev alindiginda k-inc1 gelis aninin yogunluk fonksiyonu (2.28) esitligindeki gibi

elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

2.13. Dogum Siireci

Bir hizmet sistemi gozlenmeye baslanildigi anda, o ana kadar, sistemde ka¢ miisterinin
geldigi biliniyor oldugundan gézleme baslama anindan kisa bir siire sonra sisteme bir miisterinin
gelmesi olasiligl sistemde bulunan miisteri sayisina gore degisebiliyorsa bu tip gelis akimlari
dogum siireci olarak adlandirilmaktadir. Poisson (A) gelis akiminda gdzlem araligi daralirken
sisteme bir miisterinin gelmesi olasiligi (2.14) esitligi ile tanimli olup sistemdeki o ana kadar olan
miisteri sayisina bagl degildir. Dogum siirecinde ise bu olasilik o ana kadar olan miisteri sayisina

bagli oldugundan (2.14) olasilig1 dogum siirecinde devamdaki gibi ifade edilir,
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Pri{Xpon =n+1|X, =n} = A,h+ 0(R) (2.29)

Yukaridaki sarth olasilik yine Poisson akiminda oldugu gibi gozlem araligina baghdir.
Burada t = 0 ani sistemin ¢alismaya basladigi an1 degil gézlemin baslangi¢ anini gostermektedir.
Dolayisiyla X, sistemin gozlenmeye basladigi anda o ana kadar sisteme gelen miisteri sayisini
gostermektedir. Ancak sistem calismaya basladig1 andan itibaren gézlenmeye bagladig: takdirde
mutlaka X, = 0 olacaktir. Bu karmasaya sebebiyet vermemek i¢in dogum siirecinde sartli
olasiliklarda gozlem araligi [¢,t + h] olarak alinmaktadir. Benzer sekilde ayn1 gozlem araliginda
sisteme hicbir miisterinin gelmemesi olasiligi Poisson akimindaki (2.15) olasiligina alternatif

olarak devamdaki sekilde yazilir,
PriXeyen=nl|X;=n}=1-2,h+0(h) (2.30)

Yukaridaki (2.29) ve (2.30) esitlikleri ile verilen olasiliklar Poisson siirecinde A yerine A,
kullanilmasiyla bir nevi genellestirilmis ve siire¢ daha genel bir gelis akimina genisletilmistir.
Dogum siirecinde A,, = A alindiginda Poisson siirecinin elde edilecegi aciktir. Ancak bu genisleme
neticesinde keyfi t > 0 anina kadar sisteme gelen miisteri sayisinin olasiliklari (2.13) esitliginden
farkli olacaktir.

Simdi (2.16) esitligini kullanarak devamdaki diferansiyel denklem yardimiyla bu olasiliklari

elde edelim,
Pr{Xein = 0} = Pr{Xeyn = 0 |X, = 0}Pr{X, = 0}
= (1 —2Aoh + O(h))Pr{X, = 0}

Pri{X,sp = o}h— PriX, =0} _ o Pri, = 0} + O(h)Pr}{lXt =0}

dPr{X; = 0}

Yukaridaki homojen diferansiyel denklemi ¢dzmeksizin t — oo asimptotik durumu igin
inceleyelim. t —» co durumunda kuyruk sistemi yeterince uzun bir zaman dilimi igerisinde
calisirken gozleniyor seklinde yorumlanabilir. Boyle bir durumda, yeterince unun bir zaman
diliminde calisgan bir hizmet sisteminin gelis akimi duragan bir yapiya ulasabilmistir. Gelis
akiminin duragan bir yapiya ulagsmasi miisterilerin sisteme sabit aralikla gelmesi anlamina
gelecektir. Miisteriler sisteme sabit araliklarla geldiginde keyfi bir t > 0 aninda sisteme kag
misterinin gelecegi kesin olarak bellidir. Bu durumda Pr{X, = 0} olasili@i sabit ve
d Pr{X, = 0}/dt diferansiyeli ise sifir olur ve yukaridaki diferansiyel denklem devamdaki sekilde

yazilir,
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Ao Pr{X, =0} =0 (2.31)
Ayni iglemleri Pr{X; = k} olasilig1 igin yapalim,

Pr{Xesn = k} = Pri{Xeyn = k |Xe = k}Pri{X, = k} +

FPr{Xpyn = kX, = k — 13Pr{X, = k — 1}

= (1 -2k + 0(W)Pr{X, = k} + (Ag—1h + O(R))Pr{X, = k — 1}

Pr{Xein = k} — Pr{X, = k}
h

1 @{Pr{& =k} + Pri{X, = k — 1}}

Yine ayni nedenlerden dolay1 t — oo asimptotik durumu i¢in devamdaki esitligi yazabiliriz,
A PriX; = k}+A_1PriX; =k -1} =0
A PriX, = k} = A1 PriX, =k — 1} (2.32)
Elde edilen bu esitlik keyfi k = 1, 2, -+ i¢in gegerlidir. Bu durumda k = 1 igin
MPri{X, =1} =2Pr{X;,=0}=0
ve tim k > 1 i¢in devamdaki esitlik saglanir,
M PriX, =k} =0

Bu esitlik en az bir tg,; degeri ve t < tgp; icin Pr{X, = k} = 0ve t > ty,, degerii¢in A, =
0 oldugundan daima saglanacaktir. t — oo asimptotik durumunda gelisler arasi siirelerin sabit
olacag1 varsayildigindan keyfi k > 1 degeri i¢in [0,t] zaman aralifi yetersiz oldugunda dogal
olarak Pr{X; = k} = 0 olur. Ayn1 sekilde [0,t] zaman aralig1 yeterli oldugunda k-inc1 gelis

anindan sonraki gelis olasiligin1 gdsteren A;, parametresi sifir olacaktir.

2.14. Hizmet Siireci

Stokastik servis sistemlerinde gelis akimi kadar hizmet siiresi ve hizmet ¢ikisi da oldukca
onemlidir. Bu iki kavram bir servis sisteminde sistemden hizmet alarak ayrilan miisteri ile ilgilidir.
Hizmet almak i¢in sisteme gelen miisterinin servis siiresi ve servis siiresini tamamlamis
miisterilerin sistemden ¢ikis1 stokastik servis sisteminin hizmet siirecini olusturmaktadir. Gelis

akimi tek basina incelendiginde gozlem siiresince gelen toplam miisteri sayisini verdiginden
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stokastik servis sisteminin en 6nemli yapisal gostergesi olan sistemdeki miisteri sayisini incelemede
yeterli olmamaktadir. Sistemdeki miisteri sayist sistemden hizmet alarak ayrilan miisteri sayisi da
gbze alinarak hesaplanacagindan hizmet siireci ve sistemin gelis akimi beraber stokastik servis
sistemini  temsil eden ve Dogum-Oliim siireci olarak adlandirilan bir stokastik siireci
olusturmaktadirlar. Sisteme gelen miisteri dogum siireciyle temsil edilirken sistemden ayrilan
miisteri ise 6lim siireciyle temsil edilmektedir. Dogum siirecinde oldugu gibi 6liim siireci veya
hizmet siirecinde de miisterilerin sistemden ayrilma olasiliklari sabit parametreli olmayip degisken
parametrelidir. Sistemde n tane miisteri bulunurken bir miisterinin [¢,t + h] araliginda hizmet
alarak sistemden ayrilma olasiligi pu,,h + O(h) ve ayni aralikta hizmet alan bir miisterinin hizmet
stiresi bitmediginden dolay1 sistemden ayrilmama olasihigi 1 — u,h + O(h) olarak kabul
edilmektedir. Bu kabullenis dogum siireci veya gelis akimi ile hizmet siirecinin yeteri kadar kiigiik
[t,t + h] gOzlem aralifinda ayni yapisal 6zellige sahip olmasindan kaynaklanmaktadir. Gézlem
aralig1 daraldik¢a miisterinin sisteme gelme olasilig1 veya sistemden hizmet alarak ayrilma olasiligi
her iki akimda da lineer olarak sifira yaklagmaktadir. Bu 6zellik gelis akiminin Poisson akimi
oldugunu gosterirken ¢ikis akiminin da ayn1 sekilde Poisson akimi oldugunu hizmet siiresinin ise
tistel dagilima sahip oldugunu gostermektedir.

Simdi £ “sistemde bulunan miisteri sayis1” olmak {lizere £, “sistemde hi¢bir miisterinin
olmamasi ve £, “sistemde k = 1,2, --- tane miisterinin olmas1” olaylarini inceleyelim.

Ly olaymnin yeteri kadar kiiclik bir gézlem diliminde gergeklesebilmesi i¢in gozleme
baglangi¢ aninda sistemde higbir miisterinin olmamasi ve goézlem siiresince de sisteme higbir
miisterinin gelmemesi gerekmektedir. Sistem L, durumundan £, durumuna gegebilecegi gibi
gbzleme baglangic aninda sistemde bir miisteri varken sistemde bulunan bu miisterinin hizmet
alarak sistemden ayrilmasiyla ve bu siire zarfinca sisteme hi¢cbir miigterinin gelmemesi durumunda
L, durumundan da £, durumuna gegebilir. Bu durumda sarth gegis olasiliklart A, gelis ve yy

hizmet parametreleri kullanilarak devamdaki gibi yazilabilir,
Pr{iLly(t + h)|Ly(t)} =1—Agh + O(h) (2.33)
Pr{iLly(t + h)|L,(t)} = pyh + O(h) (2.34)

L}, olaymin yeteri kadar kii¢iik bir zaman diliminde gergeklesebilmesi i¢in gozleme baglama
aninda sistemde bir miisterinin bulunmasi, bu miisterinin bu zaman diliminde sistemden
ayrilmamasi ve bu zaman igerisinde de sisteme hicbir miisterinin gelmemesi gerekmektedir. Sistem
L}, durumundan £, durumuna gegebilecegi gibi, sistemde baslangigta k — 1 miisteri varken sisteme
bir miisterinin gelmesiyle de £;_; durumundan £, durumuna gecebilir. Ayni sekilde sistemde

baslangicta k + 1 miisteri bulunurken gdzlem zamani igerisinde bir miisterinin ayrilmasi ve sisteme
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hi¢cbir miigterinin gelmemesiyle de £;,; durumundan £, durumuna gegebilir. Bu durumda sarth

gecis olasiliklar1 devamdaki gibi yazilabilir,

Pr{ly(t + W)L (D} =1 — (A + )k + 0(h) (2.35)
PriLy(t + B)|Ly_1(D} = Ae_yh + O(h) (2.36)
Pr{Ly(t + W)|Lyx41 (D)} = tgs1h + O(R) (2.37)

Diger farkli durumlar arasi gecisler miimkiin olsa da yeteri kadar kiigiik gbzlem zamani
icerisinde meydana gelme olasiliklari sifir olacagindan dikkate alinmazlar.

Simdi £, olaymin olasiligini (2.31) esitligindeki gibi fonksiyon artimi yardimu ile hesaplayalim,
Pr{Lly(t + h)} = Pr{Ly(t + h)|Ly(t) veya L,(t)}
= Pr{lo(t + )| Lo ()} + PriLo(t + M)[Ly(8)}
= (1= Aoh + 0(M)Pr{Lo(t)} + (u1h + O(R)Pr{L, ()}

PriLo(t + h)i “PrLO} _ ) pr(Lo(0)) + mPriLy (0} +

+(0(R)/M){Pr{Le(D)} + Pr{Li(1)}}

w = —AoPr{Lo()} + uPr{L, ()}

—AoPr{Lo (D} + p Pr{L, ()} = 0

PriLy (1)} = (Ao/u1)Pr{Le()} (2.38)
Aynt islemleri £;, olayinin olasiliginin hesaplanmast icin uygulayalim,

Pri{Lly(t + h)} = Pr{Ly(t + h)|Ly_1(t) veya Ly (t)veya L1 (t)}

= Pr{Ll(t +h)|Lx_1 (D)} +

+Pri{Ly(t + h)| L, ()} +

+Pr{Ly(t + h)|Ly11(t)}

= (Ag_1h + O(R)Pr{L,_1(O)} +

+(1 — (A + w)h + 0(R)Pri{L, (D)} +

+(pr+1h + O(W)PriLys1 (D)}
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PriLy(t + h)} — PriL(t)}

h = A1 Pr{Ly_1 (D)} —

—(Ag + up)PriL ()} +
Fg 1 Prile+1(0)} +
+(0(h)/W{Pr{Li_1 ()} + Pr{Li ()} + Pr{Lis1 (D)}

aPr{L;(t)}
dt

= A1 Pr{Ly_1(0)} — (A + ) Pri{Ly ()} +

41 Prilicy1(6)}

Age—1Pr{Ly_1(O)} = A + ) Pr{Ly (O} + sy 1 Pr{Ly1 ()} =0

Burada k = 1 alindiginda ve (2.38) esitligi kullan1ldiginda devamdaki sonug elde edilir,

AoPr{Lo()} — (A1 + u)PriLy (0} + ppPrily(0)} = 0

AoPr{Lo(t)} — (A1 + p1)( Ao/ 1) Pr{Lly ()} + up Pr{L,(t)} = 0

1
PriL,()} = .U_z Pr{Lo(®)}{ -2 + (A1 + u1)(Ao/11)}

- Mi Pr{fsoa)}{lzfl}

2

AoAy

i Pr{Ly(t)}

Aynt islemler sirasiyla devam ettirildiginde k = 0, 1, 2, --- i¢in devamdaki sonug elde edilir,

Pri{Li ()} = (AoAr ** Ak—1/pa bz -+ i) Pr{Llo()} (2.39)

Burada kolaylik bakimindan (AgA; -+ Ag_q1/Uily - i) = £(k) ile gosterirsek toplam

olasiligin bir olmasi 6zelliginden Pr{L,(t)} olasiligim1 devamdaki gibi elde ederiz,

> pricdo)=1
k=0
Pr{Ly(t)} + Z;lPr{Lk(t)} =1

PriLy(0)} + Pr{LO(t)}ZZo:l{’(k) —1
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Pr{LO(t)}{l + z;e(k)} —1

(o]

Pr{L,()} =1/ {1 + Zkzlf(k)}

Sonug olarak Pr{L; (t)} olasiligi yukaridaki esitligin (2.39) esitliginde yerine yazilmasiyla

elde edilir,
Pri{Li(0)} = £(k)/ {1+ =1 €(k)} (2.40)
Elde edilen bu son esitlikte Ag = A4, = - = A1 = Aveaymsekilde yy =y, = - =, =

u olarak alindiginda ve £(k) = (A/u)* = p¥ ile gosterildiginde Pr{L,(t)} olasilig1 p < 1 sart1

altinda devamdaki formda yazilacaktir,
PriLy @} =p* /{14 pt]
k=1

Pr{L ()} = p* /{1/(1 - p}

=p*(1-p) (2.41)
Dogum siirecinde 1y, = A; = --- = A olarak alindiginda dogum siirecinin bir Poisson akimina
doniisecegini biliyoruz. Simdi ise hizmet siirecinde p; = y, = --- = u alindiginda sistemdeki

hizmet siiresinin iistel dagilima sahip oldugunu gosterelim.

Teorem 3. Hizmet siirecinde p; = y, = --- = p sartt altinda stokastik hizmet sisteminin

hizmet siiresi iistel dagilima sahiptir.
Ispat 3. Hizmet siiresini L ile gosterelim. {L >t + h} € {L > t} oldugundan devamdaki

ortak olasilig1 yazabiliriz,
PriL>t+h}=Pr{L>t+h,L >t}
= Pr{L >t + h|L > t}Pr{L > t}
=(1—uh+0Ch)Pr{lL >t}

dPr{L >t
%= —uPr{L > t}

Pril >t} =e #
PriL<t}=1—e ¥ (2.42)

Boylelikle istenen sonug elde edilmis olur.
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Devamda stokastik hizmet sisteminden ¢ikig akiminin Poisson (1) dagilimina sahip oldugunu
gosterelim.

Teorem 4. Poisson (A) gelis akimina sahip bir stokastik servis sisteminin hizmet siirecinde
Wy = Uy = -+ = W ise sistemden ¢ikig akimi A parametreli Poisson akimudir.

Ispat 4. Stokastik sistemden cikis akiminin Poisson akimi oldugunu gosterebilmek icin
ardisik iki ¢ikis arasi siirenin {istel dagilima sahip oldugunu gdstermek yeterli olacaktir. Bunun igin
ardisik iki ¢ikis arasi siireyi L ile gosterelim. n(t) sistemden gdzlenen son ¢ikistan sonraki t > 0
aninda sistemde bulunan miisteri sayisi olsun. Bu durumda L ile n(t) degiskenlerinin ortak

olasiliklarim1 devamdaki gibi tam olasilik 6zelligini kullanarak yazabiliriz,
Pr{L>t+h,n(t+h) =0} =
=Pr{L>t+h,n(t+h)=0,L>tn(t) =0}
=Pr{L>t+h,n(t+h)=0]|L>tn(t) =0}
Pr{L > t,n(t) = 0}

Burada tam olasilikli olay kullanilirken n(t) > 0 durumu bu sart altinda istenen olasilik sifir
olacagindan yazilimi ihmal edilmistir. {L > t,n(t) = 0} olayinin gergeklestigi bilindigine gore
{L>t+h,n(t+ h) =0} olaymin gerceklesmesi ancak h > 0 gbzlem uzunlugu igerisinde
sisteme kimsenin gelmemesi veya sisteme bir kisi gelmis ise bunun ayni1 gézlem siiresi igerisinde
hizmet alarak sistemden ayrilmasi ile miimkiin olur. Bu durumda istenen olasilig1 devamdaki gibi

yazabiliriz,
PriL>t+h,n(t+h) =0} =
= (1—Ah+ 0(h) + Ah(uh + O(R))Pr{L > t,n(t) = 0}

Bu esitlik fonksiyon diferansiyeli olusturacak sekilde diizenlenerek h — 0 limiti alinirsa

devamdaki diferansiyel denklem ve ¢oziimii elde edilir,

% Pr{L > t,n(t) = 0} = —APr{L > t,n(t) = 0}

Pr{lL > t,n(t) = 0} = Ce ™

Burada C sabitinin tespit edilebilmesi i¢in Pr{L > 0,n(0) = 0} baslangi¢ sartina dikkat
edilmesi gerekmektedir. Sistemden ¢ikislar arasi siire zaten pozitif reel degisken olacagindan

{L > 0} olay1 tam olasilikl1 bir olaydir. Bu durumda ortak olasilik sadece n(t) degiskeninin sifir
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degerini alma olasiligina doniisecektir. Bu ise son ¢ikis aninda gdzlenmeye baslayan sistemde

bulunan miisteri sayisim verecektir. Bu durumun sonucu olarak devamdaki esitligi yazabiliriz,
Pr{L > 0,n(0) = 0} = Pr{n(0) = 0}

= Pr{L = 0}

PriL > t,n(t) =0} = (1 —ple M

Simdi ayni1 iglemleri n(t) = k, k = 1,2, -+ igin yapalim,
PrilL>t+h,n(t+h)=k}=
=Pr{iL>t+h,n(t+h)=0,L>t,n(t)=k}+
+Pr{L>t+h,n(t+h)=0,L>t,n(t)=k—1}
=Pr{L>t+h,n(t+h)=0|L>tn(t) =k}

Pr{L > t,n(t) = k} +

+Pr{L>t+h,n(t+h)=0|L>tn(t) =k—1}

PrilL > t,n(t) =k — 1}

=1 -QA+wh)Pr{L > t,n(t) = k} + AhPr{L > t,n(t) = k — 1}
Bu esitlikten devamdaki homojen olmayan lineer diferansiyel denklem ve ¢oziimii elde

edilir,

% PriL>t,n(t) =k}=—-QA+ wPr{lL >t,n(t) =k} + APr{L > t,n(t) = k — 1}

% Pr{L>t,n(t) =k}+ A+ wPr{l > t,n(t) =k}

= APr{L > t,n(t) = k—1}

Kisalik bakimindan Pr{L >t ,n(t) = k} = v, (t) ile gosterelim bu durumda elde edilen

diferansiyel denklem ve ¢6ziimii devamdadir,
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dvy(t)

P A+ v ) = v (t)

v (t) = p*(1 - p)e™*

Burada v, (t) degiskeni tiim durumlar lizerinden toplanacak olursa ortak olasilik L

degiskeninin olasiligini verecektir,

Zm_ v (t) = z:ZOPr{L >t,n(t) =k}

= Pr{L > t}

— At

PriL<t}=1—eH

Istenen sonug elde edilmis olur.

Yukaridaki sonuca dikkat edilecek olursa sistemden ¢ikis akimi hizmet parametresine bagl
olmaksizin sisteme gelis akimiyla aynidir. Dogal olarak bir stokastik hizmet sisteminde Poisson (1)
gelis akimi arada bir igleme tabi tutularak ¢ikis akimu elde edilmektedir. Cikig akimi da Poisson (1)
dagilimina sahip oldugundan arada yapilan iglem Poisson (A) gelis akiminin &zelligini
bozmamaktadir. Gelis akimina arada yapilan iglem ise servis sisteminde gelis akimina verilen ve
istel dagilima sahip olan hizmettir. Buradan elde edilen 6nemli bir sonug ise gelis akiminin tstel
dagilima sahip olarak bekletilmesi islemi Poisson (1) dagilimimi bozmamasidir. Bu bir Markov
siireci olan Poisson (1) akimiin 6nemli bir 6zelligidir. Kisaca tiim bu ozelliklere sahip olan
stokastik hizmet sistemlerini Markov kuyruk modelleri olarak adlandirmakta ve Markov (4, u)
olarak gdstermekteyiz.

Gozden kagirilmamasi gereken Onemli bir nokta sistemin bos olmadigi durumlarda
sistemden ardisik iki ayrilig an1 arasindaki siirenin sistemden son ¢ikanin hizmet siiresi olmasidir.
Bu durumda Teorem (3) ile Teorem (4) birbiri ile ¢eligkiliymis gibi goziikebilir. Bu algilamadan
kaynaklanan dogal bir yanilgi olup Teorem (4)’{in sistemin bos olmadigr durumda degil keyfi

durumda gegerli oldugu unutulmamalidir.

2.15. En Kii¢iik Kareler Yontemi

En Kiigiik Kareler yontemi regresyon modeli belirlendiginde model parametrelerinin, model
katsayilariin, hesaplanmasinda kullanilan en etkili yontemlerden biridir. Y6ntemin temel fikri,

artik kareler toplaminin minimum olmasi ve bdylelikle tahminden kaynaklanan hatalarin minimum
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yapilmasidir. Cevap degiskeninin i-inci degeri Y; ve modelden tahmin edilen degeri ¥, olmak iizere

i-inci hata teriminin degeri €; asagidaki sekilde ifade edilir.
g=Y, -V,

Bu durumda artik kareler toplami (AKT) asagidaki sekildedir,

n
AKT = Z &’
i=1

Model parametrelerini hesaplayabilmek i¢in agagidaki optimizasyon probleminin AKT’ye

bagl olarak ¢oziilmesi gerekir.

ﬁ = arg;nin”Yi — 17l||

Burada S regresyon model parametrelerinin vektoriidiir. | || operat6riiniin nasil secilecegi
aragtirmacinin veriyi nasil analiz edecegine bagli olarak degisir. Genelde kullanilan Oklid

metrigidir.

0AKT _ dete
B 9p

Regresyon modeli Y = XB + € olarak secildiginde yukaridaki ifadenin alacagi sekli

gosterelim,

OAKT _ a(Y —XB)'(Y —XB) _

o op 0

—YIX — XY 4 2XXB =0
2XEXB = 2XtY
g =XtX)"1xty (2.43)

Yukarida ¢oziilen optimizasyon probleminin en 6nemli 6zelligi hata toplamlariin sifir
olmasidir. Literatiirdeki baz1 kaynaklarda bu varsayim olarak gecer. En kiigiik kareler yontemi
temel olarak bakildiginda parametrik olmayan bir yontemdir. Kisaca dagilimdan bagimsiz
uygulanir. Bundan dolayr {izerine koyulan bazi kisitlar aslinda optimizasyon probleminin
¢cOzlimiiniin varligini garanti etmek i¢indir. Ancak temelde veri normal dagilima sahip olmasa da
yontem uygulanabilir. C6ziim global bir minimumu verir. Tahminlerin ger¢egi yansitmasi igin bazi

durumlarin istenmesi dogaldir. Bunlarin baginda verinin normal dagilima sahip olmas1 gelmektedir.
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Saglanmasi gereken en Onemli ikinci sartta aciklayici degiskenlerin aralarinda korelasyon
olmamasidir. Agiklayici degiskenler arasindaki korelasyon Xt X matrisinin determinantini kiigiiltiir.
Bu durum matrisin singiiler olmasimi saglar. Dolayisiyla tersinin alinmasi giiclesir. Hata
terimlerinin sabit varyansli olup olmama durumu igerigi itibariyle tartigmalidir. Hata terimleri
regresyon modeli belirlendiginde hesaplanan sayisal degerlerdir. Dogal olarak sabit bir varyansa
sahiptir. Ancak stokastik modellerde bu anlayis degisebilir.

En kiigiik kareler yontemi temelde amag¢ fonksiyonuna baglidir. Amag fonksiyonu hata
teriminin segilisine gore farklilik gosterir. Yukaridaki ¢ziimlerde hata terimi ¢; = Y; — ¥, seklinde
secilmistir. Simdi hata terimini asagidaki sekilde segelim.

&=y —x

Bu durumda artik kareler toplami asagidaki sekilde olur,

n n
AKT = Z &7 = Z(yi_l —x)°
i=1 i=1
n
= > F oy
n 1
=1
OAKT = b 1
Yi 0 r
o5 -
db, , b, )G =0
i=1
bo - :)_/ - blx

n
OAKT z y; — by — (i — by)
abl i_l( bl xl)( b% ) O

_ Y y?-2nyby+nb}

b
1 Y. xy—nxbg

(2.44)

Burada model denklemi asagidaki sekilde varsayilmustir.
Yi =bo +bix; + &

Ozellikle bu yontem kalibrasyon problemlerinin ¢dziimiinde etkilidir. Benzer sekilde ayni

model denklemini varsayarak amag fonksiyonunu asagidaki sekilde alalim,

n

n
L= (5=3)"+ (% =)' =2 2(— by — byX;)

j=1 j=1
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Amag fonksiyonunu bu sekilde aldigimizda, gozlem degerinin regresyon tahmin dogrusuna
en yakin uzakliklarim hata olarak se¢mis bulunuruz. Bu durumda toplam hatayr minimum

yapabilmek i¢in yukarida verilen zarar fonksiyonu L’nin sirasiyla tiirevlerini alalim,

oL
oy — 2 -y)-24=0 = Y=y +%
]
oL
n
oL _ZA _ 0
by, Lu7

j=1

5 Z“

Yukaridaki denklemlere dikkat edilecek olunursa A; =Y; —y; ve Y; =by+ biX;

esitliklerinde asagidaki sekilde A; parametresini elde edebiliriz.
A; = by + by X; —
= by + b4 (xj — bl/lj) —Yj
= by + byx; — bfA; — y;
Aj(1 + b?) = by + byxj — y;

%=@ﬂﬁzz (2.45)

1+b2

Elde edilen bu degerler dL/dby = 0 ve 0L/db, = 0 denklemlerinde kullanilirsa regresyon

katsayilarinin tahminini veren ¢6ziimiine ulasilabilir.

n
Zb0+b1xj_y]=0
, 1+ b?

j=1

n n
DRI
nby + bynx —ny =0

}_/=b0+b1f
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Burada elde edilen by = y — b,x ifadesi dL/0db, = 0 denklemi de kullanilirsa agsagidaki

¢Ozlimii elde ederiz.

n
Zbo"‘blx]_y] i —b b0+b1x]_y] -0
& 1+ b? 7T 14 b2

o

y—b1f+b1x]—y] e — y—b1f+b1x]—y] —0
1+ b2 s 1+ b2

j=1

574 (b (3 = 2) = 0 = ) (51 + 8D = by (i (= 2) = (3 = 7)) ) =0 (246)

Burada x; — x = u; ve y; —y = v; diyelim.

n n
(1+69) Y {buyy — v} (4 0 = by ) {bry — )} =0
=1 =

n n

n
(1+b2)|b Zf by %

n

j=1 j=1 j=1
n n n
all 2 _9p2 . —
b3 Zu blzv] 2bj Zu]v] 0
j=1 j=1 j=1

Uygun sadelestirmeler yapildiginda b;’e gore asagidaki ikinci derece denklem elde edilmis
olur,

n n n
Zujvj b? + Zujz—Zvjz bl—Zujvj=0

j=1 j=1 j=1 j=1

Co6ziim olarak bu denklemin pozitif kokii alinmalidir. Simdide amag fonksiyonunu hata alani

tanimlayacak sekilde olusturalim,

L= Z(J’j -9 (xj - l;lb())
z": — (bo + byx})) < Y b_1b0>

j=1
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oL _i VT v mhooby

o, ~ 2T, 5
j=1

n

Z(—Zblxj +2y;)=0

j=1

p, = 2V
2 Xj

Benzer sekilde amag¢ fonksiyonunun b; parametresine gore de tlirevini alirsak, asagidaki

denklemleri elde ederiz,

n n

oL i b i—b

O S =242 1 3y, -y ) (22 =0
0by Ly & b?

n n
yi—Db
> =bux; (b =) + bo) + ) (3 — bo - blxj)< = °> =0
—1 1

j=1 Jj=

—b2Yx2+ b Y xy—bbyYXx+Yy?—2byYy+nb—b Y xy+byb Y x=0/(247)

Gerekli sadelestirmeler yapildiginda b, parametresine gore diizenlenen ikinci dereceden

denklem asagidaki sekilde elde edilir,

nb —2b Yy —biY x>+ Yy =0 (2.48)

Coziim olarak denklemin pozitif kokii alinir.
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3. BULGULAR

3.1. Teknik Sistemler Uzerine Baz1 Paradokslar ve Céziim Onerileri

Endiistriyel iiretimin 6nemli bir kisminda arastirma ve gelistirme (AR-GE) ¢alismalarinin ne
kadar &nemli oldugu asikardir. Uretilen bir {iriiniin &nemli 6zelliklerinin standartlastirilmasi
tiikketici agisindan onemli bir tercih sebebidir. Uretimde iiriiniin standart ilk 6zelligi ortalama
caligma siiresi ya da kisaca {iriiniin yasam siiresidir. Bu 6zellik {iretimden ¢ikan bir iiriin i¢in ideal
sartlarda hesaplanmakta ve buna bagl olarak iiriiniin garanti siiresi belirlenmektedir. Ancak ideal
sartlarin saglanmadigi ortamlarda iiriiniin yasam siiresinin beklenenden kisaldigi goriilmektedir.
Kisa bir 6rnek iizerinde agiklanan bu durum stres altinda hizmet veren sistemlerin incelenmesini
zorunlu hale getirmis ve son literatiiriin 6nemli bir inceleme alani olmustur. Mazzanti [38]’de
yaptig1 incelemesinde gerilim ve yiik ¢cevrimleri nedeniyle yiiksek elektro termal stres altin ¢calisan
yiiksek gerilim kablolarinin yasam siiresini tahmin etmek i¢in 6nemli bir yontem ortaya koymustur.
Dongiisel akim degisimlerinin bir sonucu olarak termal gecisler kablo yalitimi iizerinde 6nemli bir
stres olusturmaktadir. Bu ¢alisma sayesinde kablo izolasyonunun belirlenen stres altindaki ortalama
yasam siiresi hesaplanabilmektedir. Pfanz vd. [39]’da yogun hava kirliligi ve seyrek orman
dokusunda ladin agacinin igne yapraklarinin yasam siiresini aragtirmistir. Dogal olarak kendi tabii
ortaminda yasayan tiirlerinden farkli olarak igne yapraklar hava ve gevre kosullarinin olusturdugu
stres altinda daha diisiik bir yasam siiresi gostermektedirler. Chandra vd. [40]’da yaptiklar
incelemede mekanik stres ve kimyasal kosullarin kalga implantlarinin yasam siiresi tizerindeki
etkisini arasgtirmistir. Farkli malzeme, islem ve yasam kosullarimin olusturdugu stres altinda
implantin kullanim siiresinin belirlenmesi bu alanda kullanilan malzeme ve yontemlerin optimal
bir sekilde kullanilmasina zemin olusturmaktadir. Bu gibi arastirma oOrneklerini ¢ogaltmak
mimkiindiir. Burada verilen {i¢ 6rnegin arastirma alanlari birbirlerinden oldukga farkli olmalarina
ragmen amaglar1 birdir. Bu ise stres altinda hizmet veren sistemlerin arastirilmasinin 6nemini
ortaya koymaktadir.

Yukarida verilen 6rnekler genelde tek bir bilesenin yasam siiresi seklindedir. Ancak teknik
sistemler daha karmagik yapilardir. Bu yapilarin incelenebilmesi i¢in daha detayli analizlere ihtiyag
duyulmaktadir. Bu asamada biraz bu yontemlere deginelim. Sistemde stresin etkisini arastiran
benzer bir ¢alisma alani da stres-dayaniklilik modelleridir. Ancak stres-dayaniklilik modellerinden
elde edilen sonuclar direkt olarak stres altinda caligan sistemlere uygulanamaz. Stres-dayaniklilik
modelleri daha ¢ok var olan stresin etkisinin sistemin dayaniklilig1 ile karsilastirilmasidir. Kisaca
X sistemin dayaniklihigini gosteren degisken ve Y ise stresin giiciinii gosteren bir degisken olmak
tizere stres-dayaniklilik modeli {X > Y} olayinin olasiligi ile ilgilidir. Stres-dayaniklilik modelinde

sistemin giivenilirligi bu olasilikla ifade edilir,



R=Pr{X>VY}

Ancak stres-dayaniklilik modelinde sistem dayanikliligimin nasil tanimlanacagi oldukca
onemlidir. Bir sistemin yagam siiresi sistemin dayaniklilig1 olarak algilanabilir. Ancak sistemin
yasam siiresi birim olarak stres miktar1 ile karsilagtirilamayacagindan {X > Y} olay1 anlamsiz hale
gelir. Bu olayn dlgiilebilir olmasi igin sistem dayanikliligin biriminin stres birimi ile uyumlu olmast
gerekmektedir. Sistem giivenilirligi yiizdelik bir ifade oldugundan olasilik ile ifade edilmesi
dogaldir. Bu bakimdan giivenilirligi ifade eden olaymn anlamli olmas: sarttir.

Literatiirde stres-dayaniklilik modeliyle ilgili nemli ¢aligmalar bulunabilir. Johnson [41]’de
yayinladig: kitapta bilesenin giivenilirligini tespit ederken ¢alisma ortaminin stres kosullarini da
dikkate almak gerektigini vurgulamistir. Sistem calisirken ortaya cikabilecek olumsuz sartlarin
veya kisaca stresin modellenmesinin 6nemi olduk¢a fazladir. Modelde hem stres hem de
dayaniklilik tesadiifi degisken olarak ele alimir. Giivenilirlik ise sistemin stresin iistesinden
gelebilecek kadar giiclii olma olasiligl olarak tanimlanir. Bu bakimdan stres-dayaniklilik modeli
ingaat, mekanik ve havacilik mithendisliginde oldukga fazla sayida uygulamaya sahiptir. Eryillmaz
[42]’de yaptig1 ¢alismada stres-dayaniklilik modelinin iki durumlu yapisini seviyelendirerek ¢ok
durumlu stres-dayaniklilik modelini ortaya koymustur. Bu seviyelendirme stres ile dayaniklilik
arasindaki farka bagli olarak yapilmistir. Stres-dayaniklilik modelinde stres ile dayaniklilik
arasindaki farka bagli olarak gilivenilirligin seviyelendirilmesine Gokdere ve Giircan’in [46]’da ki
caligsmasinda da rastlanmaktadir. Bu caligmada {istel stres etkilerine karsi Erlang dagilimina bagl
dayanikliligin durumu arastirtlmustir.

Ayrica literatiirde stres-dayaniklilik modellerinde dagilim parametrelerinin tahminine
yonelik caligmalarda bulmak miimkiindiir. Burada bu ¢aligmalarin tamamin1 zikretmek imkanimiz

olmadigindan derlemeyi bu kadariyla sinirli tutmak yerinde olur.

3.2. Teknik Sistemin Stres Altinda incelenmesi

Ortamda var olan stres etkisi sistemin ¢aligmasina yansitilmak istendiginde ti¢ farkli durum
s06z konusu olabilir. Birinci durumda stres etkisi sistemin yasam siiresini temsil eden degiskene

yansitilir,
X*=YX (3.1

Burada Y stresin etkisi, X sistemin ideal yasam siiresi ve X* var olan stres altinda sistemin
yasam siiresidir. Dogal olarak ortamdaki stres etkisi sistemin ideal yasam siiresini kisaltacagindan
0 <Y <1 olarak segilir. Bu segimin alternatif durumlari mevcuttur. Ornegin U~Exp(u)

dagilimina sahipken Y degiskeni asagidaki sekilde segilebilir,
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Y = — (3.2)

Burada U = 0 oldugunda, stres yokken, Y =1ve X* =X, U > o ikenY=0ve X" =0
Ozelligini sagladigr goriiliir. Bu iki 6zellik stres altinda incelenen sistemler igin temel sarttir.
Dagilimindan alinan bir stres degiskeni i¢in dagilim parametresinin tahmini geleneksel tahmin
yontemlerine gore her zaman sonug vermeyebilir. Bu durum halen literatiir i¢in 6nemli bir inceleme
alanidir. Burada kisaca sunu da not edelim ki; Y degiskeninin sec¢imi stres altindaki sistemin
dayanikliligina ve stres etkisinin degiskenligine bagli olarak se¢ilmelidir. 0 <Y < 1 araligindaki
hassas degisimlerde Mittag-Leffler fonksiyonu kullanilabilir [48]. Ikinci durumda stres etkisi
sistemin giivenilirlik fonksiyonuna yansitilabilir. Bu durumda sistemin stres altindaki giivenilirligi
R*(t) = YPr{X >t} = YR(t) seklinde olur. Bu durumda da Y degiskeninin se¢imi birinci

durumla aynidir. Ancak burada,
R*(t) =e(t) + YR(1) (3.3

seklindeki regresyon denklemine bagl kalindig1 dikkate alinmalidir. Ugiincii durumda ise stres
etkisi bozulmalar arasindaki siirelere yansitilabilir. Bu durum daha ¢ok, ¢ok bilesenli sistemlerin
incelenmesinde veya tamir prensibi altinda calisan sistemlerde kullanilabilir. Literatiire
bakildiginda ardisik bozulmalar arasindaki siireleri dikkate alarak sistem giivenilirliginin analizi
yok denecek kadar azdir. Giircan vd. [49]" da ki ¢aligmalarinda n’den k-¢ikish sistemlerde ardisik
bozulmalar arasinda gecen siireleri temel alarak sistemi temsil eden yar1 Markov siirecini
olusturmus ve sistemin bozulma olasiligin1 hesaplamislardir. Literatiirde bu sekildeki ¢alismalarin
azliginin nedeni sistemin daha ¢ok yasam siiresiyle temsil edilmesinden ve sistemin her zaman
ardisik bozulmalar arasi siireler ile temsil edilememesinden kaynaklanmaktadir. Stres etkisi ardigik
bozulmalar arasinda gecen siirelere yansitilmak istendiginde asagidaki ardisik denklem dikkate

alinmalidir,
A1 (t) = e(®) + [, A (t/y)dFy (D) (3.4)

Burada Aj, ile ardisik iki bozulma arasinda gecen siirenin t zamanindan biiylik olmasi
olasilig1 gosterilmistir. Yukaridaki esitliginde yine bir regresyon denklemi formatinda oldugu
unutulmamalidir. Burada vurgulanmast gereken en Onemli nokta, ilciincli kategoride
degerlendirilen stres modelinin bilesenlerin ¢aligma siireleri tizerinden degil bozulmalar arasi gegen
stirelerin dagilimindan yararlanmasidir. Literatiirdeki bazi yaymlarda teknik sistemi temsil eden
Markov siireci bilesenlerin ¢alisma siirelerinin iistel olmasina ragmen bozulmalar arasinda gegen
siireleri de tstel olarak alinmistir [47]. Bu Onemli paradoks iistel dagilimdan alinan sira
istatistiklerinin ardigik farklarimin da iistelden farkli olmasina karsilik iistele yakin davranis

sergilemesinden kaynaklanmaktadir.
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3.3. Sistem Bilesenlerinin Yasam Siirelerinin Dagilimi

Sistem bilesenlerinin yasam siirelerinin dagilimi sistemin giivenilirli§inin hesaplanabilmesi
icin en 6nemli bilgidir. Bu bakimdan bilesenin ¢alisma siiresini temsil eden dagilimin se¢ilmesi
olduk¢a 6nemlidir. Yasam siiresi i¢in kullanilan dagilimlarin en temeli {istel dagilimdir. Exp(A)
dagiliminda ortalama yasam stiresi 1/A olup bu parametrenin kii¢iik degerleri i¢in yasam siiresi
biiyiik ve biiylik degerleri i¢in de yasam siiresi kii¢iik olur. Bircok analitik hesaplamada {istel
dagilim kolaylik sagladigindan dolay1 yasam dagilimi olarak secilmesi dogaldir. Ancak {istel
dagilimin yagsam dagilimi olarak kullanilmasinda bazi olumsuz durumlarda s6z konusudur. Bu
durumlarin en baginda {istel dagilimin belleksizlik 6zelligi gelmektedir. Kisaca belleksizlik 6zelligi
herhangi bir anda bilesenin c¢alistigi biliniyorsa bu an g¢alisma siiresinin baglangici olarak
alinmaktadir. Belleksizlik 6zelligi sartli olaylarla ilgilenir. Sart dagilim fonksiyonunun degiskenine
direkt olarak yansidigi i¢in bircok hesaplamada da kolaylik saglamaktadir. Ancak teknik sistemde
bir bilegenin c¢alisma siiresinin gozlendigi andan Oncesine bagli olmamasi ve bu andan sonra
sifirdan calismaya baslayan bir bilesen gibi degerlendirilmesi dogal olarak her zaman dogru
degildir. Bu ozellik calisan bilesenin yapisina baglidir. Gézlem anit ¢ > 0 olmak tizere iistel

formdaki yogunluk fonksiyonu asagidaki sekilde ifade edilir,
f(©) =2exp(-A(t—c¢)), t=¢,A2>0,c>0 (3.5)

Yasam siiresi ¢ > 0 anindan baglamig olup ortalama yasam siiresi ¢ + 1/A olur. Bu 6zellikler
bir sistemin yasam siiresini analiz etmek icin oldukg¢a elverislidir. Herhangi bir ¢ > 0 aninda
calistig1 bilinen sistemin bu andan sonra h > 0 zamani kadar daha calisma olasilig1 sadece h
zamanina baglidir. Sistemin ge¢cmis ¢alisma zamanindan bagimsiz oldugundan calisan sisteme
eskime veya yipranma 0zelligi katmaz. Stres altinda ¢alisan sistemlerde de stresin etkisini A = A(t)
seklinde parametreye yansitmak oldukga giigtiir. Bu nedenlerden dolay1 A parametresine stresin
etkisini yansitmak i¢in stres degiskeninin bulundugu bir garpana sahip olmasi gerekmektedir.
Literatiirde yer alan, Eryillmaz [42] ile Gokdere’nin [46] iki ¢caligmasina bakildiginda da s6zii edilen
bu durum agik bir sekilde goriilebilmektedir.

Bu gibi hatalarin ortadan kaldirilabilmesi i¢in yasam siiresini temsil eden dagilimin titizlikle
secilmesi ya da uygun olarak bilinen bir dagilimdan deforme edilmesi gerekmektedir. Bu durumu
paralel baglh iki bilesenden olusan bir teknik sistem i¢in yasam siiresini {istel dagilimdan deforme
ederek aciklayalim.

Iki bilesenli paralel bagh bir sistemde ilk bozulma ani, bozulma gerceklesinceye kadar
bilinemez. ikinci bozulma an1 ise ayn1 zamanda sistemin bozulma anidir. Bozulma anini ¢ > 0 ile
gosterelim. Buna gore sistemi olusturan her iki bilesenin de yasam siiresinin dagilim fonksiyonu

asagidaki sekilde alinabilir,
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o) = m(l —exp(—A44t)): 0<t<c 356)
1—azexp(—2,(t—c)): t=c

Burada a; = Pr{t < c}, a; + a, = 1 esitligini saglar. Ayn1 zamanda bu istel dagilimdan
deforme edilmis bir dagilim fonksiyonudur. Bu fonksiyon bilesenlerin yasam siireleri iistel
oldugunda sistem giivenilirliginin hesaplanabilmesi i¢in olduk¢a dnemlidir. ilk bakista (3.6) ile
verilen dagilim fonksiyonu ge¢mis literatiire uyumsuz bir yapi olarak algilanabilir. Ancak (3.6) ile
onerilen dagilim fonksiyonu aslinda asagidaki dagilim fonksiyonunun pargali olarak yazilmig
seklidir,

(t)
()

L+ 6.(OF(®) =a; (1+ j: J+U—a)F(t-c), t20 (3.7)

Burada 6.() =1, t=cved.(t) =0, t #c, Fj(t)~Exp(4;), j=1,2 dir. (3.5)
esitliginde 0 < t < ¢ oldugunda a; =1 ve t = ¢ oldugunda a, = 1 olacagindan bu ifadelerin
(3.5) esitliginde fazlaliktan yazilmis olmasinin nedeni bu ifadenin (3.7) formundan nasil gelmis
oldugunun goriilebilmesi veya tersine (3.6) ifadesinin aslinda bir konveks birlesim oldugunun
anlasilabilir olmas: icindir. Ik bozulma gerceklestikten sonra artik bozulan bilesen birinci, ¢alisan
bilesen ise ikinci bilesen konumundadir. Dikkat edilmesi gereken bir baska husus da F;(c)
olasihigidir. Gergekte t < ¢ durumunda bozulma gerceklesmedigi icin hangi bilesenin Once
bozulacagi belli olmadigi gibi bozulma ani1 dogal olarak bilesenlerin ¢aligma siirelerinden biiyiik
olmalidir. Bu durumda da F;(c) = 1 olur. Kisacasi (3.6) esitligi ile verilen dagilim fonksiyonu
gercekte (3.5) ile verilen dagilima 6zdestir. (3.7) ile verilen dagilim fonksiyonunda F; ve F, olarak
bozulma anindan sonra dagilim parametrelerinin yarilmasi keyfidir. Sayet birinci bozulma anindan
sonra bozulan bilesen digerine yiik anlaminda bir stres aktarmak durumundaysa ikinci bilesenin
dagilim parametresi buna uygun olarak secilebilmektedir. Son olarak iistel dagilimin belleksizlik
0zelliginin de (3.7) ile verilen dagilimda kullanildigini da vurgulayalim.

Paralel bagl sistemlerde sistem giivenilirligi maksimum sira istatistiginin dagilimindan
hesaplanmaktadir. Bu hesaplama aninda sistemde herhangi bir bilesenin bozulmadigi varsayilir.
Ancak sistem calisirken gozlenen bozulma anlar1 gézlenebilen bir degiskendir. Bundan dolay1
bozulma anlari sistem giivenilirliginin hesabina dahil edilmesi gereken bir degiskendir. Bu durumu
kisa bir 6rnekle gosterelim. Bununi¢cinA; = A, = 1 = 0,01 ve ¢ = 50 alarak asagidaki Tablo 3.1’

olusturalim,
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Tablo 3.1. Farkli anlarda paralel bagli ve iki bilesenli sistemin giivenilirligi

t R R*
10 0,9909 0,9909
25 0,9510 0,9510
70 0,7465 0,8187
90 0,6478 0,6703
100 0,6004 0,6065
120 0,5116 0,4965
150 0,3964 0,3678
180 0,3032 0,2725

Burada R ile maksimum sira istatistiginden hesaplanan sistem giivenilirligi R* ile de ilk
bozulma ani belli oldugunda buna bagli olarak hesaplanan sistem giivenilirligi gdsterilmistir.
Burada ilgilenilen teknik sistemde R ve R*’dan hangisinin gegerli olduguna karar verebilmek igin
kiigtik bir simiilasyon senaryosunu asagida olusturalim.

Simiilasyon Senaryosu: 11k olarak Tablo 3.2’ye uygun olmasi agisindan A = 0,01 parametreli
istel dagilimdan ikiser bozulma anint N = 10000 defa iiretelim. Daha sonra {iretilen bozulma
anlarindan ilk bozulma an1 ¢; = 50 olanlar1 segerek n tane ikinci bozulma anlarini dikkate alalim.
Tablo 3.2’de ilk bozulma anindan sonra hesaplanan anlar ilk olarak t = 70 ile basladigindan bu
siireden biiyiik olan ikinci bozulma anlariin sayisin1 n’ye bdlerek bir giivenilirlik skoru elde
edelim. Daha sonra bu islemi M = 100 defa tekrar ederek giivenilirlik skorunun ortalamasini
bulalim. Bunun devaminda bulunan bu ortalama skoru R ve R* ile karsilastirarak hata kareler
ortalamasin1 S = 1000 tekrar ile hesaplayalim. Son olarak tiim bu dongiiyii K = 100 kez tekrar
ederek bu tekrarlardan kag tanesinde R* igin hata kareler ortalamasinin kiigiik olduguna bakalim.

Asagidaki tablo bu senaryoya gore keyfi belirlenen anlarda hesaplanan yiizdelikleri R* igin

gostermektedir.
Tablo 3.2. Belirlenen anlarda R* i¢in hesaplanan yiizdelikler
t: 70 90 100 120 150 180
%: 100 100 98 100 100 100

Uygulanan simiilasyon senaryosu hata kareler ortalamasi iizerinden islem yapmaktadir. Bu
durumda Onerilen dagilim fonksiyonu {izerinden hesaplanan giivenilirligin ilgilenilen bu teknik
sistemde maksimum sira istatistigi izerinden hesaplanan giivenilirlikten daha ger¢ekg¢i oldugunu
Tablo 3.3’in verilerinden rahatlikla sOyleyebiliriz. Burada dipnot olarak Onemle sunu

vurgulayabiliriz; bilesen sayis1 n tane olan paralel bagl bir teknik sistemde k tane bilesen
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bozulduktan sonra sistemin giivenilirligi geriye kalan n — k bilesen iizerinden maksimum sira
istatistigi ile hesaplanir. Geriye kalan n — k bilesenin dagilimlari ise iistelden deforme edilmis
asagida verilen (3.8) numarali esitlikteki gibi olmalidir. Teknik sistemin bozulma anlart
uzunlamasina bir veri olup sira istatistikler veriye gore adapte edilmelidir. Bu durum uzunlamasina
bir veride sira istatistiklerinin hesaplanmasinin 6nemini ortaya koymaktadir. Bunun i¢in &nce
bozulma anlar1 artirildiginda bilesenlerin dagilimin1 daha sonra da uzunlamasina bir veride sira

istatistiklerinden elde edilen bazi bulgular: verelim.

3.4. Bozulma Anlan Arttirildiginda Bilesenlerin Dagilimi

Bozulma anlar artirildiginda bu dagilim fonksiyonu asagidaki formu alir,

aq .
( Fl(cl)Fl(t) 1 0<t<g
— a
F(t) e isk_l +W—kck_1)Fk(t - Ck—l) P <t<gcy (38)
l—-a,(1—-E({t—¢)): t>c,

Burada r son bozulan makinanim indisi, a; = Pr{t < ¢;}, ; = Pr{cj_; <t < ¢}, a, =

Pr{t > ¢}, Sy = a; + -+ + a;, olarak alinmustir.

3.5. Geometrik Siire¢

Ardigik olarak gergeklesen olaylarin stokastik olarak incelenmesinde olaym gergeklesme
olasiligi veya basarili olma olasiliginin yani sira ardigik olaylar arasinda gecen siirelerin de
stokastik yapisi oldukg¢a 6nemlidir. Isin gercegi, ardisik gerceklesen olaylarin iki temel bileseninin
olmasidir. Bunlardan ilki ger¢eklesme olasiligr ikincisi ise bu olayin bir 6nceki olaydan ne kadar
siire sonra gergeklesebilecegidir. Bu iki bilgi giivenilirlik teorisinin temelinde yatan ana unsurlardir.
Giivenilirlik teorisine ait ¢ogu problem bu iki bilginin lizerine kurulmaktadir. Geometrik siireg
temelde bir olayin ger¢eklesme olasiliginin tanimlanan parametrelerle ayarlanmasidir. Bu ayarlama
literatiirde genelde olayin ger¢eklesme olasiligindan yapilir. Bazi ¢alismalarda tekrarlar arasinda
gecen siireler onemli oldugunda da geometrik siirece bagvurulmaktadir. Bu durumda geometrik

siire¢ basit olarak su sekilde tanimlanmaktadir,
Y; = al7X; (3.9)

Burada X; ardisik iki olay arasinda yani i — 1 inci ve i inci olaylar arasinda gecen siiredir.
Dikkat edildiginde geometrik siireci tanimlarken kullanilan parametrenin sifirdan biiyiik olmasi
gerektigi asikardir. Ayni diisiinceyle birden biiyiik olmasi da bize ekstra bir kazang
saglamayacagindan giivenilirlik teorisinde bu parametrenin birden kiiciik segilmesi uygundur. Ozel

olarak X; standart bir sistemde bozulmalar arasi gegen siire olarak kabul edildiginde buna karsilik
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Y; ayn1 sistemin stres altinda ¢aligmasi durumunda bozulmalar arasi gecgen siire olarak goriiliir.
Kisacasi geometrik siire¢ bu anlamda kullanilirken ortalama yasam siiresinin kisalmasini incelemek
icin dnemli bir aractir. Sonug olarak tesadiifi degiskenin 6niine gelen bir katsay1 degisken degerini
kiictiltiirken olasilik degerini ayni degisken degerinde artirmaktadir. Bu baglamda degiskeni bir
katsay1 ile ¢arpmak ayni1 degiskene ait dagilim fonksiyonunu buna uygun katsayi ile carpmakla
esdeger tutulabilir. Literatiirde bununla ilgili calismalardan 6nemli olanlar su sekilde siralanabilir

[50-51-52-53-54].

3.6. Dogal Stres ve Ortalama Yasam Siiresi

Kurulu bir sistemin sonsuza kadar c¢alismasini engelleyen sey nedir? Aslinda bu baglik
altinda bu sorunun cevabini arastirmak istiyoruz. Sayet higbir stres yoksa ¢alisan sistemin sonsuza
kadar devam etmesi gerekliligi bize yasadigimiz ortamin aligkin oldugumuz dogal bir stresinin
zaten var oldugunu gosteriyor. Satisa sliriilen Urlinlerin garanti siireleri, ortalama caligma
stirelerinin belirlenmesi ¢abasi da bunun bir gostergesidir. Bu durumda X ¢aligsma siiresini gosteren
tesadiifi degisken oldugunda EX dogal stres altindaki ortalama calisma siiresidir. Bu ortalama
stirenin hesaplandigi ortam ise sistemin dogal ortamidir. Sayet bu dogal ortamdan ¢alisma siiresini
azaltacak sekilde farkli ortamlarda sistemi ¢alismaya maruz birakiyorsak iki ortam arasindaki fark
bize ekstra bir stresin varligimi gosteriyor. Bu durumda stresin 6lgiisii nasil olmalidir? Ortamlar
arasinda var olan farkliliklar ile ¢alisma siiresinin kisalmasi ve bozulma olasiligi arasindaki iliski
nasil agiklanmalidir?

Bu gibi sorularin cevabi hala aranmakta dursun biz ilk 6nce var olan dogal stres ile ortalama

deger hesabini birlestirmeye ¢alisalim. ilk adim olarak asagidaki esitlik ile baslayalim,
$udF (t) = EX (3.10)

Burada u bir vektor alan, F(t) ise X tesadiifi degiskeninin dagilim fonksiyonu ve F ®
dagilim fonksiyonunun parametrik veya vektorel yazilimidir. Bu durumda (3.10) esitliginin sol
tarafi egri integrali, sag tarafi ise tesadiifi degiskenin ortalama degeridir. Bu esitligi saglayacak

sekildeki vektorel alan agagidaki sekilde olmalidir,
u(x,y) = (0,x) (3.11)

Yukaridaki vektorel alanin ikinci bileseninin ortamda var olan dogal strese ait oldugunu ve
birinci bilesenin ise ortalama caligma siiresini azaltan stres faktorii oldugunu kabul edelim. Bu
durumda ¢alisma ortamimin yapis1 bir vektor alanla agiklanmis olur. (3.11) esitliginde birinci
bilesen degeri sifir oldugundan ortamda ekstra bir stres bulunmamaktadir. Vektorel alan asagidaki

sekilde secilecek olursa ortalama caligma siiresinde azalma goriilecektir,
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u(x,y) = (—y,%) (3.12)

Bu durumda (3.10) esitligi asagidaki forma gelir,
$UdF(t) = —y, + EX (3.13)

Burada 0 < y, < EX kabul edilir. Sonug olarak dogal ¢alisma ortamini ifade eden vektorel
alan sadece dik bilesene sahip olan bir alandir. Bu vektor alanin dagilim fonksiyonu iizerinde
biraktig1 yiik ise sistemin ortalama ¢aligma siiresidir. Sayet bu vektorel alan yatay eksenin sol
tarafina kaydirilacak olursa ortalama galigma siiresinde belli bir azalma meydana gelir. Bu durumda
stres altindaki ortamlar sol tarafa dogru akis gosteren vektorel alanlardir. Sag tarafa dogru akis
gosteren vektorel alanlar ortalama yasam siiresini artiracagindan sistem giivenilirligini de artirir.

Aciklayic1 Bir Ornek:

Dagilim fonksiyonu olarak A parametreli tsteli alalm, F(t) = 1 — exp(—At). Dagilim

fonksiyonunun parametrik gosterimi asagidaki sekilde olur,
C :={t,1 —exp(—At)}

Vektorel alan (3.11) esitligindeki gibi alinirsa (3.10) esitligindeki egri integrali su sekilde

yazilir,

[ee)

jﬂadﬁ(t) = }g(o, t) - (1, dexp(—At)) dt = f Atexp(—At) dt = 1/2
0

Alisilmis dogal stresli ortamda ortalama caligma siiresi 1/4 olur. Simdi vektorel alani

asagidaki sekilde segelim,
U(x,y = exp(—1Ax)) = (—exp(—Ax), x) (3.14)

Bu durumda egri integrali asagidaki sekilde hesaplanir,
%ﬁdﬁ(t) = %(—exp(—lt), t) - (1, dexp(—At)) dt
= _[ (—exp(—At) + Atexp(—At))dt =0
0

Elde edilen bu sonug¢ bize (3.14) esitligi ile segilen stresli ortamda sistemin kesinlikle
caligmayacagini gosterir. Sayet vektorel alan asagidaki sekilde secilirse bu durumda ortalama

caligma siiresi dogal ortamda ¢aligsma siiresinin iki katina ¢ikartilirdi,
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Uu(x,y = exp(—1x)) = (exp(—1x), x) (3.16)

Burada not edilmesi gereken en 6nemli nokta, deger araligi sinirsiz olan degiskenlerde ortam
stresinin sabit alinamamasidir. Buda bize sinirsiz siirede ortamdaki stresin kararli bir sekilde sabit

olarak kalamayacagini gosterir. Bu 6rnege ilave olarak vektorel alan1 asagidaki sekilde secelim,
dl,y=1/(x+ 13 =(-1/(x+1)?%,x) (3.17)

Bu durumda (3.10) integrali su sekilde hesaplanir,
jgﬁdﬁ(t) = f(— A/(t+ 1)?%,t) - (1, dexp(—At)) dt

= [7(—=2/(t + 1) + Atexp(—At))dt = —2 + 1/A (3.17)

Yukaridaki hesaba gore 4 = 1/10 oldugunda dogal ¢alisma sartlarinda ortalama 10 birim
calisan bir sistem (3.16) ile segilen bir strese tabii oldugunda ortalama 9.9 birim galigacaktir. (3.16)
ile verilen vektorel alanda yer alan ortalamayi azaltma parametresi geometrik siiregte oldugu gibi
ayarlama katsayisi ile carpim durumunda kontrol edilerek mevcut duruma uyum
saglayabilmektedir. Bu ve bunun gibi 6rnekler uygun senaryolar tiretildikge cogaltilabilir.

Genel olarak bir teknik sistemin ¢alistirilarak kontrol edilmeden sonsuza kadar birakilmasi
pek de olast bir durum degildir. Bu yiizden calisma siiresi smirsiz bir aralikta tanimlanan
degiskenler yerine genelde bakim ve yenileme gibi islemler de dikkate alinarak sinirh bir aralikta
tanimlanan degiskenlerin kullanilmas1 daha mantiklidir. Ancak iistel dagilimin belleksizlik 6zelligi
bu problemi bir nebze ortadan kaldirabilmektedir.

Sonug olarak yukaridaki drnekten de anlasilacagr gibi dogal ¢alisma ortamina ilave bir stres dahil
edildiginde sistemin ortalama galisma siiresinin asagidaki sekilde hesaplanacagi tezini bu boliimde

savunmaktayiz,
EX = $UdF(t) (3.18)

Bu sekilde ortalama geometrik siirecte oldugu gibi dagilim fonksiyonunun {izerinden bir
azaltmaya giderek hesaplanmaz. Bunun yerine belirlenen stres vektorel alana bilesen olarak eklenir.

Bu durumda ortalama hesab1 tek bilesen iizerinden degil vektorel alan iizerinden hesaplanir.

3.7. Yenileme veya Bakim Durumlarinda Ortalama Hesabi

Caligan bir sistem bozuldugu anda degisim veya onarim maliyeti géz ardi edilemeyecek
derecede ise belirlenen zamanlarda yenileme islemi tercih edilir. Burada kullandigimiz yenileme

terimi sistemi yenisiyle degistirme olabilecegi gibi bakim ve onarim islemi de kastedilmektedir.
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Genellikle yenileme igleminden sonra sistemin sifirdan ¢aligmaya basladig1 varsayimi gegerlidir.
Literatiirdeki nadir birka¢ caligmada yenileme anlarindan sonra sistemin galigma performansi
diisiiriilmektedir. Bu c¢aligmalara [55] 6nemli bir drnektir. Bu alanda klasik denebilecek sayili
caligmalardandir. Yenileme prensibi altinda sistem analizi Laplace-Stieltjes doniisiimii yardimiyla
gergeklestirilirken sisteme yaslanma prensibi de eklenmistir.

Bu baslik altinda bizim amacimiz bir ¢aligma periyodu igerisinde ekstra bir stres s6z konusu
oldugunda sistemin ortalama ¢aligma zamanimi tahmin ederek periyot araligi iizerinde sistemin
bozulmamasi i¢in bir 6ngodriide bulunmaktir. Bunun i¢in ilk 6nce sabit calisma siireleri i¢in bir

dagilim fonksiyonu tanimlayalim,

Foy={)0 3¢ (3.19)

; t=c

Yukaridaki dagilim fonksiyonunun tanmimlanmasindan da anlasilacagi gibi sabit olan
yenileme siiresi ¢ > 0 olur. Bu tip dagilim fonksiyonlari tek bir sigrama anina sahiptir ve sabit bir
X = ¢ tesadiifi olay1 tasvir ederler. Asagida dagilim fonksiyonunun grafigi Sekil 3.1°de

gosterilmistir,

Sekil 3.1. Sabitin dagilim fonksiyonu

Bu sekilde tanimlanan bir dagilim fonksiyonunu ¢ > 0 noktasi civarinda biraz degistirelim,

0; t<c-—c¢
F(t)={(t—c+e)/2e ; c—e<t<c+e (3.20)
1;t>c+e

Buradaki amacimiz dagilim fonksiyonuna ¢ > 0 noktast civarinda diferansiyel

atfedebilmektir. Bu ugrasimiz asagidaki Sekil 3.2’den anlasilabilir.
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F(t)

Sekil 3.2. F(t) dagilim fonksiyonun grafigi

Artik (3.20) ile verilen bir dagilim fonksiyonundan yogunluk fonksiyonunu rahatlikla elde

edebiliriz,
0; t<c—c¢
f(t)=41/2¢ ; c—e<t<c+e¢ (3.21)
0; t>c+e¢

Burada kisaca su bilgiyi de not etmekte yarar var,

0; t+#c

lim f(6) = 6.(0) ={;, ., _", (3:22)

Sonug olarak bu sekilde tanimlanan bir tesadiifi degiskenin, X = ¢ 6ziinde tesadiifi ancak

gozlem degerinde sabit, dogal ortamdaki ortalamasini asagidaki sekilde hesaplayabiliriz,

ct+e

jﬂadﬁ(t) = 56(0, t)- (1, f(t)) dt = f t/2edt = c = EX

c—&

Burada dikkat ettigimiz en 6nemli unsur segilen tesadiifi degiskenin ¢ > 0 civarinda siirekli
oldugudur. Bu iddianin dogrulugu altinda degiskene ¢ > 0 civarinda diferansiyel atfedilebilmistir.
Baz reel olaylara bakildiginda sabit gibi goriilen bir tekrarlama siiresi gergekten de sabit degildir.
Ornegin bir aracin yillik bakimi sabit bir siire gibi lanse edilir. Ancak bakim icin verilen randevular
g0z Oniine alinirsa bu siirenin ger¢ekten de sabit olmadigi asikardir. Benzer sekilde rutin olarak
alman bir ilag, 6rnegin giinde bir kere, gercekten de tam olarak 24 saat dakikasi veya saniyesi
olmadan m1 aliniyor? Bu gibi ornekleri giincel yasamdan siralamak miimkiindiir. Bundan dolay1
(3.20) ile verilen genisleme gergek yasamin dogal bir sonucudur. Bu genisleme sadece bir 6rnek

olup tek tiirlii se¢cilme mecburiyetinin olmadig: asikardir.
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Simdi sabit yenileme zamanina sahip olan bir sistem i¢in ekstra bir stres faktdriiniin oldugunu
ve bu varsayim altinda yenileme zamaninin nasil etkilenecegi {izerinde duralim. Kabul edelim ki

ortamda var olan stresi agagidaki vektorel alan temsil etsin,

U,y =(1/c)/(x+ 1) = (=(1/c)/(x+1?,x) (3.23)

Buna gore ortalama ¢aligma siiresi asagidaki sekilde hesaplanir,

EX = fﬂdﬁ(t) = ff(— (1/0)/(t+ 1D2,t) - (1, f()) dt

cte

=f(—(1/c)/(t+1)2)dt+ f t/2edt=—1/c+c
0

c—&

Elde edilen bu degere gore kabul edilen yenileme siiresi var olan stres dikkate alindiginda
1/c kadar kisalmaktadir.

Bu béliimde son olarak asagidaki esitligi not etmek faydalidir,
EX = [Zy(Ddt + EX (3.24)
[ y(t)dt = EX — EX (3.25)

Var olan stres faktoriiniin hesabi (3.25) esitliginde oldugu gibidir. Her bir farkli stres ortami
icin bu esitlik sonucta sabit deger alacaktir. Deneysel verilerde farkli stres ortamlarinda gézlenen
degerler yardimiyla y(t) fonksiyonunun regresif ifadesi tahmin edilebilir. Strese dayali vektorel
alan aslinda agsagidaki sekilde yazilan bir iki degiskenli fonksiyonun tam diferansiyelinden elde
edilmektedir,

z(x,y) = xy (3.26)

Boylelikle kullandigimiz vektorel alan dogal olarak asagidaki gibidir,

i= (ZTZC 2—;) (3.27)

Bu ifade bize geometrik siirecin yapisini hatirlatir. (3.26) esitliginde y bileseni stresi, x
bileseni ise ortalama g¢aligsma siiresini temsil eder. Bu ifadede dogal olarak geometrik siirecte de

oldugu gibi stres bileseni ortalama ¢alisma siiresini azaltir.

3.8. Stres Faktoriiniin Geometrik Yorumu

Matematiksel modeller genelde uygulamaya konuldugunda birtakim tevile ihtiyag duyarlar.

Uygulama verilerinin modelde nasil degerlendirilecegi, hangi parametrelerin hesaplanacagi ve en
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onemlisi faktorlerin birbirlerini nasil etkilediginin belirlenmesi i¢in modelin miimkiin oldugu kadar
gorsele dokiilebilmesi dnemlidir. Bundan dolay1 bu boliimde bazi geometrik yorumlara yer vermeyi
uygun bulduk.

Unutmayalim ki temel olan stres bileseni ile geometrik siirecte oldugu gibi azaltma
faktoriiniin iliskisinin incelenmesidir. 11k olarak tekbir stres altinda sistemin giivenilirligini strese

bagl olarak temsil etmeye ¢alisalim. Bunun i¢in asagidaki grafigi Sekil 3.3”i dikkate alalim,

T

Sekil 3.3. Egimi sabit olmayan stres faktori

Yukaridaki grafikte z degiskeninin 7 stres faktoriine nasil baglanacagini tasvir etmektedir.
Stres faktoriiniin degisim araligi 0 < n < T seklinde secilmistir. Stres faktorii maksimum degerine

ulastiginda sistem bozulacaktir. Burada geometrik model asagidaki gibidir,
pPs = Zp (3.28)

Dogal ortamdaki giivenilirlik p ve stres altindaki giivenilirlik pg ile gosterilmistir. Stres

Ol¢lim degerinin t > 0 parametresiyle iliskilendirilmesi temelde iki farkli sekilde yapilabilir,
0<n<T & 0<t<ooveya 0<t<EX (3.29)

Yukaridaki se¢ime gore iki farklit modelden biri tercih edilecektir. Burada ilk olarak 0 < t <

oo secimini yapalim. Boylelikle n = n(t) stres faktoriinii agsagidaki sekilde segebiliriz,
n=TFy(t) (3.30)

Burada M ~Fy,(t) bir M tesadiifi degiskeninin dagilim fonksiyonudur. Ayni zamanda M ile
sistemin galigma siiresinin iliskisi yoktur.

Simdi z = z(n) esitligini 6rnek olarak asagidaki sekilde alalim,
z=1-n/T (3.31)
Bu fonksiyonun grafigi asagidaki Sekil 3.4’de ki gibidir,
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z(n)
I

L4

n

Sekil 3.4. Sabit egime sahip stres faktorii

Buna ilaveten (3.30) esitligindeki dagilim fonksiyonunu da asagidaki sekilde segelim,
Fy(t) =1 — exp(—mt) (3.32)
Boylelikle n stres faktoriiniin degeri dikkate alinirsa azaltma degiskeni ve stres altindaki

giivenilirlik sirasiyla asagidaki sekilde olacaktir,
z = exp(—mt) (3.33)
ps = exp(—mt) p (3.34)

Sistemin ¢aligma siiresi Exp(A) se¢ildiginde pg = exp(—(m + A)t) olarak elde edilir. Bu
sonug bize stres altinda galisan sistemin g¢alisma siiresinin dagiliminin m 4+ A parametreli tstel
oldugunu gosterir. Tiim bunlar1 dikkate alarak gelinen bu noktada asagidaki sartli olasilig1 da

hesaplayabiliriz,
PriX;>t—h|X>t}=Pr{M >t —h|X > t}Pr{X >t — h|X >t}
=PriM>t—h|X>t}: PriX>t—h|lX >t} =1
=Pr{M >t —h} = exp(—m(t —h)) : M ile X bagimsiz (3.35)

Burada hesaplanan sartli olasilik stres faktoriiniin 6neminin vurgulanmasi i¢in oldukca
onemlidir. Sistemin normal ortamda ¢alisma zamaninin t’den biiyiik oldugu biliniyorken A > 0
kadarlik bir azalma durumda sistemin stres altindaki giivenilirligini gosterir.

Asagidaki tabloda m = 0.5, 2 = 0.1 igin sistemin dogal ve stresli ortamlardaki giivenilirlikleri

verilmistir,
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Tablo 3.3. Zamana gore hesaplanan giivenilirlikler

p Ds t
1.000 1.000 0.0
0.990 0.942 0.1
0.980 0.887 0.2
0.970 0.835 0.3
0.960 0.787 0.4
0.951 0.741 0.5
0.941 0.698 0.6
0.932 0.657 0.7
0.923 0.619 0.8
0.913 0.583 0.9
0.904 0.549 1.0
0.895 0.517 1.1
0.886 0.487 1.2
0.878 0.458 1.3
0.869 0.432 1.4
0.860 0.406 1.5
0.852 0.383 1.6
0.843 0.361 1.7
0.835 0.340 1.8
0.826 0.320 1.9
0.818 0.301 2.0
0.810 0.283 2.1
0.802 0.267 2.2
0.794 0.252 2.3
0.786 0.237 24
0.778 0.223 2.5
0.771 0.210 2.6
0.763 0.200 2.7
0.755 0.186 2.8
0.748 0.175 2.9
0.740 0.165 3.0
0.733 0.155 3.1
0.726 0.146 3.2
0.718 0.138 3.3
0.711 0.130 34
0.704 0.122 35
0.697 0.115 3.6
0.690 0.109 3.7
0.683 0.102 3.8
0.677 0.096 3.9
0.670 0.090 4.0

Tabloda 3.4°de yer alan sistem giivenilirliklerine dikkat edildiginde bu 6rnek igin segilen
stres faktoriiniin giivenilirlikleri 1/(m + A1) = 5/3 06lgeginde azalttigr goriilebilir. Bu tabloya

ilaveten asagidaki tabloda bazi sartli olasilik degerleri gosterilmistir,
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Tablo 3.4. Stres ortamindaki sistemin bazi sarth giivenilirlik degerleri

Pr{X; >t —h|X >t} t h t—h
0.637 1 0.1 0.9
0.670 0.2 0.8
0.704 0.3 0.7
0.740 0.4 0.6
0.778 0.5 0.5
0.386 2 0.1 19
0.406 0.2 1.8
0.427 0.3 1.7
0.449 0.4 1.6
0.472 0.5 15
0.234 3 0.1 2.9
0.246 0.2 2.8
0.259 0.3 2.7
0.272 0.4 2.6
0.286 0.5 25
0.142 4 0.1 3.9
0.149 0.2 3.8
0.157 0.3 3.7
0.165 0.4 3.6
0.173 0.5 35

Tablo 3.5’de yer alan sartli giivenilirlikler Tablo 3.4’de yer alan stres altindaki sistem
giivenilirliklerinden daha biiyiiktiir. Burada kullanilan sart gézlem durumu degildir. Dogal ortamda
belirlenen andaki giivenilirligi ya da ¢alisma olasiligi belli olan bir sistemin stres altinda bu siireden
daha kii¢iik bir andaki giivenilirligidir.

Bu ornekte sistemin giivenilirligi ve stres i¢in secilen dagilim keyfi olmakla birlikte farkli
dagilimlar i¢cin benzer Ornekler artirilabilir. Kullanilan yontem literatiirde basvurulan bazi
yontemlerden igerik olarak farklidir. Ornegin [39-40] yayinlarinda da benzer bir problem ele
almmis ancak yontemde farklilik gbézlenmektedir. Bizim Ornegimizde ve literatiirdeki bu iki
calismada uygulanan yontemlerin farkli olusu veri yapisindan kaynaklanir. Bu iki literatiiriin
yontemleri bizim 6rnegimize uyarlanamazken bizim 6rnekte kullandigimiz yontem bu iki literatiir
verisinde rahatlikla uyarlanabilir. Burada kurgulanan 6rnekte (3.29) ifadesinin 0 <n <T &

0 <t < oo boliimil kullanildi. Benzer sekilde 0 <n < T & 0 <t < EX boliimii de rahatlikla
kullanilabilir.

Simdi bu kismin devaminda Sekil 3.3°de gorsellestirilen azaltma faktorii kutupsal ya da

acisal olarak da yapilandirilabilecegini gdsterelim. Bunun i¢in asagidaki Sekil 3.5°1 dikkate alalim,
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z(n)

rt)

Sekil 3.5. Azaltma faktoriiniin agryla iliskilendirilmesi

Yukaridaki sekil boyu ||r(0)|| = 1’den ||r(T)|| = T’ye kadar uzanan bir vektér ve bu
vektoriin stres Olglisii olan bilesenle yaptigi acidan ibarettir. Geometrik gosterimlerde sadece iki ve
tic boyutlu c¢izimler imkén dahilinde oldugundan sadece bir veya iki stres faktoriine yer
verebilmekteyiz. Sistemin giivenilirligi p ve azaltma bileseni z olmak {izere stres faktorii altindaki
giivenilirlik (3.28) esitligindeki gibi alinmugtir.

Sekil 3.5°de r(t) vektoriiniin z ile yaptig1 ac1 § = w/2 ikent =0,z = ||r(0)|| = 1 olup
ps = p’dir. Bu bize baslangicta stres faktoriiniin olmadigini gosterir. Agi sifirdan 7/2’ye dogru
arttikga z bileseni de birden sifira dogru azalacaktir. Bu ise p, glivenilirligini p’den sifira dogru
azaltacaktir. Sekil 3.5’de yatay eksen degerleri rsint ve diisey eksen degerleri ise rcost’ye esittir.
Burada kisaca ||r(t)|| = r ile temsil edilmektedir.

Yine iki stres faktorii altinda azaltma faktoriiniin degerlerini Sekil 3.4°deki gibi temsil

edelim. Bu durumda vektoriin boyu asagidaki esitlikte oldugu gibidir,

r=/m+{1—52 (3.36)

Burada n degiskeninin asagidaki sekilde elde edilecegini unutmayalim,

_ tg#@
}7 =
1+tg6/T

(3.37)

Azaltma faktorii hem r hem de 8 parametresine bagli olacagindan 8 parametresini de dagilim

fonksiyonuna bagl olarak asagidaki gibi tanimlayalim,
6 = Fyu(t) (3.38)

Yukaridaki iki esitlik dikkate alindiginda azaltma faktorii su sekilde elde edilir,

z= cos(%FM(t)) /nz + (1 - g)z (3.39)
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Burada yine Fj, bir M tesadiifi degiskeninin dagilim fonksiyonudur. Simdi Tablo 3.4

degerlerini bu kabul altinda hesaplayalim.

Tablo 3.5. t=10 alinarak hesaplanan stres altindaki giivenilirlikler

D o z 0 r n t
1.000 1.000 1 0 1 0.0
0.990 0.982 0.992 0.076 0.995 0.075 0.1
0.980 0.965 0.984 0.149 0.996 0.147 0.2
0.970 0.947 0.977 0.218 1.001 0.216 0.3
0.960 0.932 0.971 0.284 1.012 0.283 0.4
0.951 0.917 0.965 0.347 1.026 0.349 05
0.941 0.902 0.958 0.407 1.043 0.413 0.6
0.932 0.887 0.952 0.463 1.064 0.476 0.7
0.923 0.873 0.946 0.517 1.088 0.539 0.8
0.913 0.858 0.940 0.569 1.115 0.601 0.9
0.904 0.844 0.933 0.618 1.145 0.663 1.0
0.895 0.830 0.927 0.664 1.178 0.726 11
0.886 0.816 0.921 0.708 1.213 0.789 1.2
0.878 0.803 0.914 0.750 1.250 0.853 1.3
0.869 0.789 0.908 0.790 1.291 0.917 1.4
0.860 0.775 0.902 0.828 1.334 0.983 15
0.852 0.762 0.895 0.864 1.379 1.050 1.6
0.843 0.749 0.888 0.899 1.427 1.117 1.7
0.835 0.736 0.881 0.932 1.478 1.187 1.8
0.826 0.722 0.874 0.963 1.531 1.257 1.9
0.818 0.709 0.867 0.992 1.587 1.329 2.0
0.810 0.696 0.860 1.021 1.645 1.403 2.1
0.802 0.684 0.852 1.047 1.706 1.478 2.2
0.794 0.671 0.845 1.073 1.769 1.555 2.3
0.786 0.658 0.837 1.097 1.835 1.634 2.4
0.778 0.645 0.829 1.120 1.904 1.714 25
0.771 0.633 0.821 1.142 1.975 1.797 2.6
0.763 0.620 0.812 1.163 2.049 1.882 2.7
0.755 0.607 0.804 1.183 2.126 1.968 2.8
0.748 0.595 0.795 1.202 2.205 2.057 2.9
0.740 0.582 0.786 1.220 2.286 2.147 3.0
0.733 0.569 0.777 1.237 2.371 2.240 3.1
0.726 0.557 0.767 1.253 2.457 2.335 3.2
0.718 0.544 0.758 1.269 2.547 2.432 3.3
0.711 0.532 0.748 1.283 2.638 2.530 3.4
0.704 0.519 0.738 1.297 2.733 2.631 35
0.697 0.507 0.728 1.311 2.829 2.734 3.6
0.690 0.495 0.717 1.323 2.928 2.839 3.7
0.683 0.483 0.707 1.335 3.029 2.946 3.8
0.677 0.471 0.696 1.347 3.133 3.055 3.9
0.670 0.459 0.685 1.358 3.239 3.166 4.0
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Tablo 3.5°de hesaplanan stres altindaki giivenilirlikler Tablo 3.4’dekine nazaran daha
yiiksektir. Ancak her iki tablo icin varsayilan senaryolar benzer olup iistel dagilimlarin
parametreleri ayn1 alimmistir. Buna ragmen bu farkliligin nedeni Tablo 3.6’da kullanilan azaltma
faktoriiniin farkli bir hikdyeye sahip olmasidir. Bu durum kullanilan yontemlerde ¢esitliligin ne

kadar 6nemli oldugunu agikca gosterir.

3.9. Stres Faktoriiniin Diferansiyel Yorumu

Caligan sistemlerin parametreleri dogal olarak siirekli degisken tiirlinden benzetimlerle
tahmin edilmeye c¢aligilir. Bu nedenle stres faktoriiniin de geometrik yorumunun yani sira
diferansiyel ozelliklerinin de incelenerek yorumlanmasi analizlerde bazi ayrintilar sunabilir.
Diferansiyel kavrami genel haliyle bir egrinin veya bir yiizeyin belli bir yondeki gidisat1 tanimlar.
Bu gidisat kisaca fonksiyon artimina bagli olarak incelenir. Bu nedenle diferansiyel fonksiyon
artiminin lineer bas kismi olarak tanimlanir. Tabii ki matematiksel kaynaklarda detayli bir siirii
tanimlamas1 mevcuttur. Ancak yorumlamaya baslandiginda tamami yaptigimiz kisa tanima denk
olmaktadir. Diferansiyelli denklemler daha genel fonksiyon siniflarini barindirdigindan olaylarin
tanimlanmasinda bizlere daha fazla yardimci olurlar. Bu bakimdan (3.28) ile verilen iligkinin her
iki tarafinin tiirevi alinarak ve bazi giivenilirlikler icin gecerli olan asagidaki iliski de g6z oniinde
bulundurularak birinci tiirevden olusan bir diferansiyel denklem olusturmak kolaydir. Bazi

guivenilirlikler igin gegerli olan iliski su sekildedir,
p =gp (3.40)
Burada g tiirevin alindig1 degiskenden bagimiz sabit ¢arpandir. Ornegin,
F(t) =1—exp(=At) = p(t) = exp(=At) = p = dlexp(=At) = g=-1
Simdi p; = up olmak iizere asagidaki adimlara dikkat edelim,
ps =up+ugp: p =gp
ps =up+gps i ps=up
Ps = gps =up (3.41)

Son adimda bir lineer diferansiyel denklem elde edilmistir. Bu denklem elde edilirken
giivenilirlik i¢in p = gp ozelliginin kullanildigi goz ardi edilmemelidir. (3.41) ile verilen
diferansiyel denklemin ¢6ziimii bize stres altinda calisan sistemin giivenilirligini rahatlikla verir.

Ancak ¢oziim ailesi igerisinden 6zel bir tanesini se¢mek istedigimizde sistemin 6zel sartlarini
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belirleyerek kullanmamiz gerekmektedir. (3.41) ile verilen diferansiyel denklemin ¢ozliimii

asagidaki sekilde olacaktir,

Ds =exp{fgdt}{f exp{f —gdt}u'pdt+1<}

ps = exp{gt}{[ exp{—gtlu'pdt + K} (3.42)
Benzer sekilde (3.41) denkleminin farkl bir versiyonu da elde edilebilir,
pu + gpu = pg

u +gu=ps/p (3.43)

Bu denklemin ¢6ziimii ise su sekildedir,

u = exp{—gt}{[ exp{gt}(ps /p)dt + K} (3.44)

Dogal olarak bu ¢oziimde bize azaltma faktoriiniin ifadesini vermektedir. Sistem i¢in elde
edilen bilgiler hangi denklemi ¢6zmemizi sagliyorsa o denklemi kullanmak uygundur. Gerek (3.42)
gerekse (3.44) c¢ozlimlerinde integral analitik olarak alinamadigindan sayisal ¢oziime
bagvurulmalidir. (3.42)’de p biliniyorken azaltma faktoriiniin analitik ifadesi yerine sayisal
degerleri, (3.44)’de ise p biliniyorken stres altindaki giivenilirligin sayisal degerleri gézlenmis
olmalidir. Ornek olarak Tablo 3.3’iin degerleri kullanilarak (3.44) denkleminin say1sal ¢oziimleri
elde edilebilir. Asagidaki tablo bazi t > 0 degerleri i¢in azaltma faktdriiniin sayisal degerlerinin

hesaplanmasini gostermektedir K = 1,
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Tablo 3.6. u i¢in baz1 sayisal degerler

p Dy Ds ps /P u(tahmin) u(gercek) t
1.000 1.000 0.0
0.990 0.942 -0.58 -0.58 0.9318 0.95 0.1
0.980 0.887 -0.55 -0.56 0.8691 0.91 0.2
0.970 0.835 -0.52 -0.53 0.8120 0.86 0.3
0.960 0.787 -0.48 -0.50 0.7647 0.82 0.4
0.951 0.741 -0.46 -0.48 0.7157 0.78 0.5
0.941 0.698 -0.43 -0.46 0.6739 0.74 0.6
0.932 0.657 -0.41 -0.44 0.6349 0.70 0.7
0.923 0.619 -0.38 -0.41 0.6079 0.67 0.8
0.913 0.583 -0.36 -0.39 0.5783 0.64 0.9
0.904 0.549 -0.34 -0.38 0.5432 0.61 1.0
0.895 0.517 -0.32 -0.36 0.5208 0.58 1.1
0.886 0.487 -0.30 -0.34 0.5024 0.55 1.2
0.878 0.458 -0.29 -0.33 0.4758 0.52 1.3
0.869 0.432 -0.26 -0.30 0.4774 0.50 1.4
0.860 0.406 -0.26 -0.30 0.4428 0.47 15
0.852 0.383 -0.23 -0.27 0.4529 0.45 1.6
0.843 0.361 -0.22 -0.26 0.4372 0.43 1.7
0.835 0.340 -0.21 -0.25 0.4234 0.41 1.8
0.826 0.320 -0.20 -0.24 0.4117 0.39 1.9
0.818 0.301 -0.19 -0.23 0.4018 0.37 2.0
0.810 0.283 -0.18 -0.22 0.3939 0.35 2.1
0.802 0.267 -0.16 -0.20 0.4076 0.33 2.2
0.794 0.252 -0.15 -0.19 0.4041 0.32 2.3
0.786 0.237 -0.15 -0.19 0.3812 0.30 2.4
0.778 0.223 -0.14 -0.18 0.3806 0.29 2.5
0.771 0.210 -0.13 -0.17 0.3818 0.27 2.6
0.763 0.200 -0.10 -0.13 0.4558 0.26 2.7
0.755 0.186 -0.14 -0.19 0.2918 0.25 2.8
0.748 0.175 -0.11 -0.15 0.3707 0.23 2.9
0.740 0.165 -0.10 -0.14 0.3780 0.22 3.0
0.733 0.155 -0.10 -0.14 0.3603 0.21 3.1
0.726 0.146 -0.09 -0.12 0.3975 0.20 3.2
0.718 0.138 -0.08 -0.11 0.4097 0.19 3.3
0.711 0.130 -0.08 -0.11 0.3947 0.18 3.4
0.704 0.122 -0.08 -0.11 0.3798 0.17 3.5
0.697 0.115 -0.07 -0.10 0.3954 0.16 3.6
0.690 0.109 -0.06 -0.09 0.4124 0.16 3.7
0.683 0.102 -0.07 -0.10 0.3677 0.15 3.8
0.677 0.096 -0.06 -0.09 0.3864 0.14 3.9
0.670 0.090 -0.06 -0.09 0.3736 0.13 40

57



4. SONUC

Calisan bir sistemin yapisini anlamak temelde basit gibi goriilse de oldukca gii¢ bir siirectir.
‘Temelde basit gibi goriilse’ ifadesiyle anlatmak istedigimiz ¢alisan bir sistemin ilk bakista sadece
yapisal o6zelligiyle degerlendirilmesidir. Halbuki calisan bir sistem c¢alisma ortamiyla beraber
degerlendirilerek ¢alisma siirecinin birden fazla faktorle iliskili oldugunu unutmamaliyiz. Bu
caligmada en basindan beri vurgulamak istedigimiz en 6nemli kabul ideal ortamda calistirilan bir
sistemin sonsuza kadar calisabilecegi fikridir. Ancak ortalama bir ¢alisma siiresine sahip olan
sistemlerin ¢alistiklar1 ortamlar ise sistemin ¢aligmasini engelleyen faktorlere sahiptir. Basit bir
ornek olarak yergekimi ve siirtiinmesi olmayan bir ortamda firlatilan bir nesne firlatildig1 yonde
sonsuza kadar ayn1 hizla gitmelidir. Buna karsilik diinyada yani yer¢ekimi ve siirtinmenin oldugu
bir ortamda atilan bir nesne ise fizikte adlandirildig1 gibi egik atis sekli gosterip bir silire sonra
yergekimine yenik diiserek hareketi sonlanir. Bu yiizden dogal calisma ortamlarinda tasarlanan
sistemler bir siire sonra dogal ortamlarindan kaynaklanan strese yenik diiserek calisma siiresini
tamamlamaktadir. Kisaca dogal ortamlarindaki strese dogal stres adi veriyoruz. Varsayilan bu
dogal stresin iizerine ilave olarak bagka streslerde eklendiginde sistemin ¢aligsma siiresi tasarlanan
ortalamasinin altina diismektedir. Literatiirde buna ait sayist belirsiz calismaya rastlamak
miimkiindiir. {lgili paragraflarda da s6z ettigimiz gibi bu calismamizda ciizi bir kismidan bahsetme
imkanimiz oldu [38-39-40]. Birden fazla bilesenden olusan bir sistemin bozulan keyfi bir bileseni
her zaman sistemi bozmak zorunda degildir. Bozulma anlariyla, sistemin bozulma an1 arasinda ilk
bakista iliski yok gibi goziikse de bu durum bilesenlerin ¢aligma siirelerinin dagilim
fonksiyonlariyla yakindan iliskilidir. Ornegin paralel bagh bir sistemde ortalama galisma siiresi en
biliyiik olan bilesen bozuldugunda sistemin bozulmasi gerekirken, sistemin giivenilirligini
maksimum sira istatistiginin dagilimindan hesaplamak zorunda kalmaktayiz. Bunun nedeni ¢aligma
stiresi dagilimlarinin ¢ > 0’dan baglamasidir. Ortalama g¢aligma siiresi en biiyiik olan bileseninde
iiretiminde ¢aligma siiresi ortalamanin ¢ok ¢ok altinda olan mamuller olabilir. Bundan dolay1 sira
istatistikleri giivenilirlik teorisinin temelini olusturur. Bundan dolay1 bulgularin ilk boliimiinde
bozulma an1 bilindiginde sira istatistiklerinin hesabina yer verilmistir. Bununla ilgili olan (3.8)
numarali esitlik bizim i¢in 6nemlidir. Bu esitlikte varsayilan dagilim fonksiyonu aslinda c,_; <
t < ¢ sart1 altinda, yani birbirini takip eden ardisik iki bozulma ani arasinda bir sonraki bozulma

gerceklesmemisken, agsagidaki sekilde verilen bir tesadiifi degiskeni tanimlamaktadir,
M~U(0, Fy (¢ — ck-1))

Bu bulgu ¢alisan sistemi tanimlayan olduk¢a 6nemli yardimei bir faktorii ortaya ¢cikarmamizi
saglar. Ozellikle, Gokdere [47] ve Eryilmaz [42] bu iki ¢calismada kullanilmanus olsa bile boyle bir

M degiskenine ait faktoriin eksikligi hissedilmektedir. Neden? Bilesenlerinin ¢alisma siireleri iistel



olan bir sistemin ardigik bozulma anlar1 arasinda gecen siirelerin iistel kabul edilmesi ve hatta
sistemdeki, siraya bagli, bozulma anlarinin iistel kabul edilmesi pek de dogru bir kabul degildir.
Bunun yerine herhangi bir bozulma ani bilindiginde, artik iistel alinabilir, bunun belleksizlik
0zelligi kullanilarak inceleme yapilmasi daha dogrudur. Bu duruma literatiirde Giircan vd. [49]’da
rastlamaktayiz. Bu ¢aligmada miistakil olarak sistem ardisik bozulma anlar1 arasindaki siireler ile
tanimlanmugtir.

Bulgularin ikinci kisminda daha ¢ok sistemi etkileyen streslerin ortalama ¢aligma siiresine
olan etkilerinin nasil tanimlanacagi iizerinde durulmus ve stresin geometrik ve diferansiyel
yorumlarina yer verilmistir. Bu kismin baslangicinda ortalama calisma siiresi 6zel olarak
tanimlanan bir vektor alanin dagilim fonksiyonu iizerinde biraktig1 yiik olarak tasarlanmistir. Bu
yiik ne kadar biiyiik olursa ortalama caligma siiresi o kadar artar. Yiikii azaltan faktorler vektor alan
sola kaydiran yapilar, artiran faktorler ise vektdr alan1 saga kaydiran yapilardir. Dogal ortam ise
yatay bileseni olmayan vektor alanlardir. Bu da olduk¢a onemli bir tanimlamadir. Dagilim
fonksiyonunun dikey eksendeki genisligi sadece bir birimdir. Bu durumda dogal ortamdaki
ortalama ¢alisma siiresinin sonsuz olma sansi yoktur. Ciinkii yatay bileseni olmayan bir vektor
alanin egimi olmayan bolgede dagilim fonksiyonu iizerine birakacagi yiik sifirdir. Tiim tanim
aralig1 lizerinden bakildiginda EX stres altindaki ortalama calisma siiresidir. Ancak herhangi bir
anda stresin ortalama calisma siiresi lizerinde biraktigi etkiyi 6lcmek pek de kolay degildir.
Ozellikle ortalama calisma siiresi belirli bir anda hesaplanan bir deger degildir. Ancak tiim tanim
araligl yerine kisitlanmis bir alt aralikta ortalama hesaplamak istiyorsak bunu sartli dagilim
yardimiyla hesaplamamiz miimkiindiir. Ornegin Tablo 3.4’de kullanilan A = 0,1 parametreli {istel
dagilimin tiim tanim aralig1 tizerinden ortalamasi EX = 10 olmakla birlikte asagidaki Tablo 4.1’

de her iki sistemin bazi sarth ortalamalar1 hesaplanmustir.
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Tablo 4.1. Normal ve stres durumlarinda a siiresi lizerinden hesaplanan sartl: ortalamalar

p f E{X|X < a} Ps fs E{X|X < a} t
1.000 0 1.000 0 0.0
0.990 0.01 0.942 0.058 0.1
0.980 0.01 0.887 0.055 0.2
0.970 0.01 0.835 0.052 03
0.960 0.01 0.787 0.048 0.4
0.951 0.009 0.741 0.046 05
0.941 0.01 0.698 0.043 0.6
0.932 0.009 0.657 0.041 07
0.923 0.009 0.619 0.038 08
0.913 0.01 0.583 0.036 0.9
0.904 0.009 0.542 0.549 0.034 0.500 1.0
0.895 0.009 0517 0.032 1.1
0.886 0.009 0.487 0.030 1.2
0.878 0.008 0.458 0.029 1.3
0.869 0.009 0.432 0.026 14
0.860 0.009 0.406 0.026 15
0.852 0.008 0.383 0.023 16
0.843 0.009 0.361 0.022 17
0.835 0.008 0.340 0.021 1.8
0.826 0.009 0.320 0.020 1.9
0.818 0.008 1.015 0.301 0.019 0.856 2.0
0.810 0.008 0.283 0.018 2.1
0.802 0.008 0.267 0.016 22
0.794 0.008 0.252 0.015 23
0.786 0.008 0.237 0.015 2.4
0.778 0.008 0.223 0.014 25
0.771 0.007 0.210 0.013 26
0.763 0.008 0.200 0.010 27
0.755 0.008 0.186 0.014 2.8
0.748 0.007 0.175 0.011 2.9
0.740 0.008 1.474 0.165 0.010 1123 3.0
0.733 0.007 0.155 0.010 3.1
0.726 0.007 0.146 0.009 3.2
0.718 0.008 0.138 0.008 33
0711 0.007 0.130 0.008 3.4
0.704 0.007 0.122 0.008 35
0.697 0.007 0.115 0.007 3.6
0.690 0.007 0.109 0.006 37
0.683 0.007 0.102 0.007 3.8
0.677 0.006 0.096 0.006 3.9
0.670 0.007 1.913 0.090 0.006 1.557 4.0

Tablo 4.2°de sarthi ortalamalar Tablo 3.4’den alinan dagilim degerleriyle hesaplanmistir.
Dikkat edildiginde stres altindaki ortalamalarin diger ortalamalardan daha diisiik oldugu goriiliir.

Aradaki farklar (3.24) esitliginden alinan fonksiyonun hesap degerleridir,
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96) = | ot
0

Boylelikle g(0) = 0,g(1) = 0.042, g(2) = 0.201, g(3) = 0.552, g(4) = 0.908 hesap
degerleri rahatlikla elde edilir. Dikkat dildiginde bu degerler sifir ve bir araliginda deger alan
temelde x/(1 + x) den deforme edilen bir fonksiyona aittir. Bundan dolay1 g(s) fonksiyonunun
regresyon tahmini rahatlikla yapilabilir. Hal boyle iken hesaplama prosediirii tam tersi yonde de
calisabilir.

Stres faktoriiniin geometrik yorumu yapilirken (3.28) esitliginin temel alindigim
unutmayalim. Bundan dolayr parametreye bagli olarak azaltma faktorii olarak kullanilan z
degiskeni birden sifira dogru bir degisim gostermektedir. Ornek olarak basit dogrusal azalan bir
yapi ilgili kisimda kullanilmastir.

Ornek olarak asagidaki veriyi goz oniine alalim. Veride 4 = 0.01 alinmistir,

Tablo 4.2. Zamana gore gozlenen stres degerinden hesaplanan model parametreleri

t n p Ds z T 6
0-5 2 0.95 0.87 0.92 2.2 65.29
5-10 2.2 0.9 0.74 0.83 2.35 69.33
10-15 2.5 0.86 0.62 0.72 2.6 73.93
15-20 2.7 0.82 0.57 0.7 2.78 75.46
20-25 2.8 0.78 05 0.65 2.87 76.93
25-30 3 0.74 0.47 0.64 3.06 77.95
30-35 3.4 0.7 0.4 0.58 3.45 80.32
35-40 45 0.67 0.38 0.57 4,53 82.78
40-45 5 0.64 0.33 0.52 5.02 84.06
45-50 6 0.6 0.27 0.45 6.02 85.71
50-55 9 0.58 0.23 0.4 9 87.45
55-60 12 0.55 0.2 0.38 12 88.18

Bu ornekte stres faktorii, i, artan degerlere gore tasarlanmis ve zamana gore gozlenmistir.
Sistemin c¢aligma performans1 normal ortamda belli oldugundan giivenilirlik degerleri
hesaplanabilir. Ancak deneyde pg degerlerinin de gozlenmis olmasi gerekmektedir. Bunun igin
senaryo 7 stres degerinde ¢alisan sistemlerin £ zaman araliginin sonunda galisan sistem sayisina
gore tasarlanmalidir. Tabii ki bu durum 6nemli bir veri kaynagini da beraberinde getirir. Bundan
dolay1 senaryoyu bunun aksine tasarlamak her zaman daha faydalidir. Bunun kitle dagilimlarinin
bilinmesi demektir.

Temel olarak geometrik yorum yapilirken sekiller diizlemsel olarak secilmistir. Ancak ii¢

boyuta da taginabilir. Asagidaki Sekil 3.6 bu durumu rahatlikla agiklar,
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Sekil 3.6. Azalma faktoriiniin iki strese bagli olarak degisimi

Burada eksen degerleri parametrik olarak asagidaki sekildedir,
z = rcosf
l =rsinf
1 = rsinfcos®
& = rsinfsin®

Stres faktoriiniin diferansiyel yorumunun yapildigi kisimda (3.42) ve (3.44) esitlikleriyle
verilen iki adet ¢6zliim one siiriilmiistiir. Bu ¢oziimlerden (3.42) numarali olan1 stres altindaki
giivenilirlik degerlerini verir. Bu integralin hesaplanabilmesi i¢in azaltma faktoriiniin analitik
olarak bilinmesi birinci onceliktir. Elimizde bu imkan yoksa yaklasik olarak hesaplanmasi da bize
yaklasik bir ¢dziim verebilir. Gézlem degerlerinin daha kiigliik zaman araliklarina sahip olmasi
gerekir. Ancak bu faktoriin kitle dagilimi biliniyorsa bu durum islemleri kolaylastiracaktir. Ay

durum (3.44) esitligi i¢in de gecerlidir.

62



5. TARTISMA

Sistem analizi temelde stokastik siireclerin onemli bir uygulama alanidir. Sistem
giivenilirligi direkt olarak olasiliksal bir ifade olup sistem analizi igerisinde sik¢a bagvurulan bir
parametredir. Olasiliksal ifadeler miimkiin sonuclar icerisinden deneysel olarak secilebildigi gibi
kitlesel ozelliklere bagli olarak da 6niimiize gelebilmektedir. Olasilikta pek de dikkat etmedigimiz
bir kullanim hatasi, eskilerin deyimiyle galati meshur, ‘Bir madeni para havaya atilip yere
diistiigiinde tura gelme olasiligi nedir?’ veya ‘Bir madeni para havaya atilsa yere diistiiglinde tura
gelme olasiligi nedir?’ seklindeki iki sorudan hangisi olasilikla iligkilendirilebilir? Tabii ki ikincisi.
Ciinkii birincisi gergeklesmis bir olaydir ve olasiligin1 konusmak yerine yere diisen paraya bakmak
daha mantiklidir. Kisa bir gsekilde hikdye bu durum aslinda bize ‘gézlem’ ile ‘varsayilan’ durumlar
arasindaki farki anlatmaktadir. Caligmamizin ilk kisminda sira istatistikleri i¢in kullanilan paradoks
aslinda buna aittir. Calisan bir teknik sistem gdzlem aninda yap1 degistirmektedir. Ornegin 10°dan
5 ¢ikigl bir F sistemi ikinci bileseninin bozulma anindan itibaren artik 8’den 3 ¢ikish bir F istemine
donmiistliir. Ancak sistem giivenilirligi yapisal olarak sistem c¢aligmaya baglamadan Once
hesaplandigindan bu durum g6z ardi edilir. Literatiirde buna ait birgok 6rnek bulunabilir, Eryilmaz
[43-44-45] deki galismalar1 tamamen varsayilan durumlar tizerinde n’den k ¢ikisl sistemlerin
incelemesine aittir.

Calisan sistemlerin veya genel ifadeyle birazda ¢ekinmeden sOylersek yasayan sistemlerin
stokastik analizi bir¢ok bilim dalinin bagvurdugu bir inceleme tiiriidiir. Genelde fiziksel temellere
dayanan arastirmalar miithendislik alaninda, biyolojik temellere dayanan arastirmalar ise genetik
mithendisligi gibi hem miihendislik alaninda hem de tip alanindaki ¢alismalardir. Bu ¢alismalarin
biiyiik bir kismini yasayan sistemlerin biiyiime veya kii¢iilmeyle ilintili olan alanlar tutar. Ornek
olarak [56]’da biyolojik aragtirmalar i¢in gelistirilmis 6zel diferansiyel denklem tiplerini ve
cozlimlerini aragtirmiglardir. Biyolojik aragtirmalar i¢in gelistirilen diferansiyel denklem yapilar
genelde biiyiime veya kii¢iilme egiliminde olan egri tiplerinin sinifi iizerinden ¢aligirlar. Bunun en
temel ornegi lojistik modeldir. Tabii ki aragtirmalar gelistik¢ce denklem aileleri de ¢ogalarak farkli
¢dziim yontemleri aramanin derdine diisiilmiistiir. Literatiirde buna ait birgok drnekten Ilat1 [57] ve
Corti [58] sadece ikisidir. Bu ¢alismalardan ilki Kolmogorov denklemi igin Galerkin yontemini
kullanirken ikincisi siireksiz Galerkin yonteminin kullanilmasini incelemistir. Siirekli zamanli ve
siirekli durum uzayina sahip Markov zincirleri igin Kolmogorov diferansiyel denklemi oldukga
onemli bir yapidir. Tabii ki bu denklem genel bir sinifi kapsadigindan ¢6ziim ailesi birgok
arastirmay1 igine alabilecek kapasitededir. Bizim g¢aligmamizin ‘stresin diferansiyel yorumu’
kisminda sabit katsayili homojen olmayan iki adet lineer diferansiyel denkleme yer verilmistir. Bu
denklemlerin ¢6ziimii (3.42) ve (3.44) esitliklerinde mevcuttur. Bu bakimdan ¢6ziim i¢in Galerkin

metodu gibi yontemlere bagvurulmamistir. Ancak sayisal hesaplamalar yine bu denklemler iginde



gecerlidir. Tabii ki verilen diferansiyel denklemler p° = gp fonksiyon sinifi igerisindedir. Burada
unutulmamalidir ki (3.42) ve (3.44) denklemleri birbirlerini ardisik takip eden ¢oziimleri
sunmaktadirlar. Bu ise bir ardisik hesaplama siirecini bize sunmaktadir. Ancak biz giivenilirlik
hesaplamasi igerisinde genelde stresin kitle dagilimimin bilindigi kabulii altinda islem yapmay1
tercih etmekteyiz. Ornek olarak [46-49].

Stresin diferansiyel yorumunu yaparken atlanmamasi gereken onemli bir 6zelligi hemen asagida

not edelim,
to = max{t : u(t) =1}
ps(to + h) = u(h)p(t)
ps() =p), t<t,

ps(to + h) —ps(to)  u(h) —1
h h

p(to)

p  (to) = u (0)p(to)

Bu &zellik hemen hemen geometrik siireclerin cogunda dikkate alinmaz. Ornek olarak
Bhattacharyya [59], Brown [60] ve benzeri ¢alismalar literatiirde goriilebilir. Bu gibi azalma faktori
iceren ¢aligmalarda kullanilan matematiksel modeller azalma faktoriinii analitik bir ifadeyle sunma
cabasinda olduklarindan bu 6zelligi dikkate alamazlar. Diferansiyel denklem iceren modellerde de
kirilma noktalarinda diferansiyel tanimli olmadigindan yine bu 6zellige vurgu yapilamaz. Bundan
dolay1 azalma siire¢ basladiktan sonra incelenir. Hal boyle olmakla beraber (3.42) ve (3.44)
¢oziimlerini sunan denklemlerde de ayni sorun gecerlidir. Ancak bizim ¢6ziimlerimiz yukaridaki
ozelligi saglayan fonksiyon sinifinda olacagindan matematiksel modelde incelenme imkanina
sahiptir.

Danismanin yorumu: Literatiirde yer alan bilimsel ¢aligmalara bakildiginda doktora unvani
verilirken Ph. veya Sc. sifatlandirmalart kullamlir. ikisi arasindaki fark; birincisinin kati delillere
ihtiyaci olmazken ikincisinin siiphesiz yargi ve delillere ihtiya¢ duymasidir. Bu durum g6z 6niine
alimdiginda yapilan ¢alismanin stres altinda ¢alisan sistemlerin incelenmesi catisi altinda Ph. sifatini
fazlasi ile hak ettigi kanisindayim. Calismada kullanilan tanimlamalar ve bu alanda simdiye kadar
kullanilmayan matematiksel yapilarin sistem giivenilirligine montaji bu alani arastirmacilara fazlasi
ile genisletmektedir. Calisma literatlire sunulduktan sonra gorecegi kabule gore Sc. sifatin1 hak

etme yolunda aday olarak goriinmektedir.
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6. ONERILER

Calisma bu haliyle dogal olarak bircok ispata ihtiyag duymaktadir. Ornek olarak kullanilan
ardisik hesaplamada yakinsama sartlarinin bulunmasi gibi. Bulgular kisminda yer alan teorik cati
genel modeli ifade etmektedir. Sonug kismi ise bu genel modelin bazi kullanim sekillerinin ispatini
sunar. Bu biitiinliik icerisinde tamamlanan ¢aligmada ozellikle bulgular kisminda tanimlanan
degiskenlere ait korelasyon yapilarinin incelenmesi sonraki ¢alismalara birakilmigtir. Bunun yani
sira ortalama hesabinda kullanilabilecek vektor alanlari sinifinin esash olarak tanimlanmasi da
dikkat c¢ekici bir aragtirma alani olabilir. Buna ilaveten Bugatekin [61] de kullanilan analitik yontem
bu c¢alismadaki sonuglarla birlestirilebilir. Bu sayede stres altinda hesaplanan sistem

giivenilirliginde karsilagilan bazi problemler de ¢dziime kavusturulabilir.
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