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OzET

Oransal Dinamik Sistemler
Canan YANILMAZ

Yiksek Lisans Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Haziran 2024, Sayfa: viii + 47

Bu calismanin ilk béliimiinde oransal tiirevin literatiirdeki yeri ve dnemi verilmistir. ikinci boliimde
zaman skalasinda oransal tiirev ve baslica 6zellikleri verilmis, tez ¢alismasi boyunca kullanilacak temel tanim
ve teoremler tanimlanmstir. Ugiincii boliimde zaman skalasinda oransal dinamik sistemler ve bunlarin
¢ozlimleri incelenmistir. Dordiincii boliimde dogrusal zamanla degisen dinamik-cebirsel denklemler ayrmtili
bir sekilde verilmistir. Son bolim ¢alismanin orijinal kismi olup bu boliimde dogrusal zamanla degisen

dinamik-cebirsel denklemler oransal tiirev cinsinden elde edilmis ve esdeger sistemleri bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Zaman Skalasi, Oransal Delta Turev, Oransal Dinamik Sistem.
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Proportional Dynamic Systems
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June 2024, Pages: viii +47

In the first part of this study, the place and importance of proportional derivative in the literature is given. In
the second part the proportional derivative and its main properties on the time scale are given, and the basic
definitions and theorems that will be used throughout the thesis are defined. In the third chapter, proportional
dynamic systems and their solutions on time scales are examined. In the fourth chapter, linear time-varying
dynamic-algebraic equations are given in detail. The last chapter is the original part of the study, and in this
chapter, linear time-varying dynamical-algebraic equations are obtained in terms of proportional derivatives
and their equivalent systems are found.

Keywords: Time scale, Proportional delta derivative, Proportional dynamic system.
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1. GIRIS

Herhangi bir mertebeden tiirevin ve integralin uzantisi kesirli hesap teorisi olarak bilinir. Bu
hesap Leibniz, Gauss ve Newton'un bu tiir hesaplamalari icat etmesiyle ortaya c¢ikmustir.
Giliniimiizde pek cok bilim adami ve miihendis kesirli hesapla ilgili ¢aligmalar yapmaktadir. Bu
hesabin kontrol teorisi, fizik, kimya ve mekanik bu matematiksel olguyu iceren gesitli kullanim
alanlar1 vardir [1-5].

Zaman skalasi, T, dinamik bir siirecin evrim alanini belirten reel sayilarin kapali, bos olmayan
bir alt kiimesidir. Farkl tiir ve siirelerde degisen dinamik siiregleri ve sistemleri arastirmak igin
kapsamli bir ¢ergceve sunar. Diizensiz veya esit olmayan zaman araliklar1 olan zaman skalasi,
stirekli, ayrik veya hibrit zaman skalalar1 kullanilarak modellenebilir. Stefan Hilger [6] tarafindan
1988’de tamtilmasindan bu yana, zaman skalasi hesabi, genis bir zamansal 6zelliklere sahip
dinamik sistemlerin incelenmesi i¢in 6nemli bir ara¢ haline geldi. Mithendislik, fizik, biyoloji,
ekonomi ve finans gibi ¢ok sayida disiplin zaman skalas1 hesabinin kullanimindan yararlanmustir.
Zaman skalas1 dinamik sistemleri modellemek ve anlamak i¢in populasyon dinamigi, matematiksel
biyoloji, kontrol teorisi, sinyal isleme ve diger alanlara uygulanir. Zaman skalasinda kesirli hesap
teorisi Bastos'un doktora tezinde ilk kez tanimlanmustir [7].

"Oransal kesirli tiirev", Leibniz, Gauss ve Newton tarafindan tiirevin limit tanimina dayali
olarak gelistirilen bir kesirli tiirevdir [8]. Kesirli tiirevler i¢in yapilan bir¢ok ¢aligma mevcuttur [9—
10].

Zaman skalasina ait temel tanimlar ve 6zellikler [11-13]'te verilmistir. Her ne kadar Rahmat
[14] ozelliklerini ve teorisini agiklayan ilk kisi olsa da, [15] zaman skalasinda oransal delta
tiirevinin potansiyel bir tanimin1 sunmaktadir. Oransal nabla tiirevi Rahmat ve Noorani [16],
oransal self-adjoint Sturm-Liouville dinamik problemi Giilsen ve Acar [17], oransal dinamik
denklemler Anderson ve Georgiev [18] ve Sturm-Liouville ve Riccati oransal dinamik denklemler
Cetinkaya ve Cuchta [19] tarafindan incelenmistir.

Lineerlik, degisme ve zincir kurali agisindan, k, ve k; parametrelerine sahip oransal kesirli
tirev, klasik kesirli tiirevlerin bazi faydal1 6zelliklerini de saglar. Ayrica, karmasik sistemleri kesirli
dereceli dinamiklerle modellerken, daha fazla esneklik ve uyarlanabilirlik saglar. Bu kesirli tiirevin
sinyal isleme, fizik, miihendislik, biyoloji ve finans alanlarinda gesitli uygulamalar1 vardir. Kesirli
dereceli davranis sergileyen olgular arasinda viskoelastisite, anormal diflizyon, kesirli dereceli
kontrol sistemleri vb. yer alir. Ayrica bu tiirevin 6zellikleri ve davranmislar1 arasinda, deneysel
dogrulama, sayisal simiilasyonlar ve analitik teknikler kullanilarak matematiksel modelleme ve
analiz de yer almaktadir. Kesirli tiirev operatoril, ky ve k; parametrelerinin sundugu esneklik
nedeniyle, incelenen sistemin benzersiz ozelliklerine gore uyarlanabilir. Standart kesirli hesap

operatorleriyle karsilastirildiginda daha fazla esneklik ve ¢ok yonliiliilk sunarak, kesirli derece



davranisina sahip karmasik sistemlerin dinamiklerini karakterize etmek ve kavramak igin yararl
bir ara¢ haline getirir.

Bu caligmada, dogrusal zamanla degisen dinamik-cebirsel denklem sistemleri, oransal
dinamik sistem ve onun keyfi zaman skalalarindaki 6zellikleri temel alinarak incelenmistir. Klasik
durumdan farkli olarak, burada ele alinan denklemler oransal kesirli tiirevleri icerir. Bu nedenle,
keyfi zaman skalalarinda dogrusal oransal sistemler i¢in kesirli mertebeli tiirevler ag¢isindan daha
genel sonugclar verilmektedir. Kesirli hesabin fizik ve miihendislikteki karmasik sistemleri ¢6zmek
icin bir¢ok farkli tanimi ve uygulamasi vardir [20-25]. Bu analizi klasik analizin bir genellemesi
olarak diisinmek mimkiindiir. Bu c¢aligmada kesirli hesabin zaman skalasindaki diger
tanimlarindan farkli olarak, zaman skalasinda klasik duruma benzer birinci mertebeden dogrusal
zamanla degisen oransal dinamik-cebirsel denklem sistemi [26] ve esdeger oransal sistemleri elde

edilmistir.



2. ZAMAN SKALASINDA ORANSAL TUREV VE BASLICA
OZELLIKLERI

Bu boliimde zaman skalasinda oransal tiirev hesabi ve temel ozellikleri verilecektir [18].

D° birim operatdr ve D! klasik zaman skalasindaki delta tiirev operatdrii olmak iizere, yeni
bir « € [0,1] mertebesinden D* oransal tiirevi [18]’de tanimlanarak ayrintili bir sekilde verilmistir.

T, ileri sigrama operatdrii ve delta tiirev operatorii sirasiyla o ve A olan bir zaman skalasi
olsun. @ € [0,1], kg ,k;:[0,1] X T — [0,0) fonksiyonlar1 mevcut ve siirekli olsun. Bu ¢aligma

boyunca k, k; fonksiyonlarinin

lim ki(a,t) =1, lim k;(a,t) =0, t€T,
a—-0* a-1"
lim ky(a,t) =0, lim ky(a,t) =1, t €T, 2.1
a—0* a-1-
ki(a,t) #0, a €[0,1), t€T, ko(a,t) #0, a € (0,1], t €T,

kosullarini sagladigi varsayilacaktir.

2.1. Oransal Tiirevlenebilme

Kontrol teorisi, dinamik sistemlerin davraniglariyla ve istenen ¢iktilar1 elde etmek igin
degiskenlerinin nasil manipiile edilecegiyle ilgilenen bir miihendislik ve matematik dalidir.
Kararlilig1 korumak ve performans hedeflerine ulagmak i¢in sistem geri bildirimlerine gore girdileri
ayarlayan denetleyicilerin tasarlanmasini igerir. Yaygin kontrolorler, genis bir uygulama
yelpazesindeki etkinlikleri nedeniyle yaygin olarak kullanilan oransal-integral-tiirevli kontrolorleri
icerir. Oransal tiirev, viskoelastik malzemeler, belirli biyolojik sistemler ve hatta hafiza etkilerinin
onemli oldugu finansal piyasalar gibi kesirli davranis sergileyen sistemler i¢in daha dogru modeller
saglayabilir. Kontrol sistemlerinde oransal tiirevin kullanilmasi, kontrolorlerin kesirli dereceli
dinamikleri dogrudan yonetebilmesine olanak tanir ve bu da potansiyel olarak daha iyi kararliliga

ve geleneksel tamsayi dereceli kontrolorlere gore gelismis performansa yol agar.

Oransal tiirevin tanimimin temel ilkesi, t zamanindaki U kontroldr ¢ikigli oransal-tiirev

kontroldr kullanimina dayanmaktadir. Bu kontrolor
d
Ut) = kpE(t) + kg EE(t)’

algoritmasina sahiptir. Burada k,, orantili kazang, k tiirev kazanimi ve E durum degiskeni ile siireg

degiskeni arasindaki hatadir [18].



Tamm 2.1.1 [18] f’nin baz1 t € T noktasinda delta tiirevlenebilir oldugunu varsayalim. f’nin t

noktasindaki oransal delta tiirevi

DUf(t) = ka(a, Of (&) + ko(a, O f (L), (2.2)

ile tanimlanir. Burada k , k,, oransal kazancin bir gesidi k , k4 tiirev kazaniminin bir gesidi f hata

ve D% f(t) kontrolor ¢ikisidir.
Aciklama 2.1.2 [18] DOf(t) = f(t), D f(t) = fA(t) dir.

Teorem 2.1.3[18] fve g, t € T* da A—tiirevlencbilir olsun. Herhangi a € T sayis1 icin
D) DU(f +9)() =Df(t) + D%g(t),
it) D“(af)(t) = aD“f(t),
iit) D*(fg)(t) = (D*f()g(®) + f7()(D*g(1)) — ke (@, )7 () g (L)
= (Df(£))g° (&) + FOI(D¥g(®)) = Ky (a, ) (£)g7 (1),

iv) g(t)g°(t) + 0 olmak sartiyla;

9D (O~F(HDTY() 0]
( )(t) B 9(t)g°(t) th@ Dy

ozellikleri saglanir.

Aciklama2.1.4 [18] a, 8 € [0,1],k Ve k, t € T** da ikinci mertebeden A —tiirevlenebilir olsun.

Genel durumda

D(DFf)(®) # DF(D*)(D),

seklindedir.

Tamim 2.1.5 [18] Bir f: T — R fonksiyonuna
ko(a, t) — u(®)kq(a, t) # 0,
ve
ko(a,t) + u(@®)(f(t) — k1(a, t)) # 0,

ise oransal regresif fonksiyon denir.



Herhangi bir a € (0,1] ve herhangi bir t € T igin, T tizerindeki tiim oransal regresif

fonksiyonlarin kiimesi R, ile gosterilir.

Tamim 2.1.6 [18] Varsayalim ki a € (0,1],p € R olsun. t, t, € T i¢in oransal iistel fonksiyon ve

bu fonksiyonun oransal tiirevi agagida verilmistir:

Ep(tJ tO) = €p—k,4 (t' tO)'

ko

DYEy,(t, to) = ki(a, )ep—k, (¢, o) + koeﬁ-ki (t to)
Ko o

= p(OE,(t,t)), teT~

Oransal iistel fonksiyonun baz1 6zelliklerini verelim:

Teorem 2.1.7 (Yar1 Grup Ozelligi ) [18] Tanim 2.1.6’de tanimlanan oransal iistel fonksiyon
E,(t,s)Ey(s,7) = Ey(t,7), t,5,7 €T,

yar1 grup Ozelligini saglar.

Teorem 2.1.8 [18]
Ex, (t,t0) =1,Ep(t,t) =1, t,ty €T dir.
Teorem 2.1.9[18] ¢, t, € T igin

Ep(o(0), ) = (1 O

> Ep (t! tO);
saglanir.

Tamim 2.1.10 [18] +f € R, olsun. cos hf ve sin hy oransal hiperbolik fonksiyonlari

Ef+E_ . Er—E_
coshf= fz f, smhf= f2 f,

olarak tanimlanir.

Teorem 2.1.11 [18] +f € R_. olsun.

D%cos hy = f sinhg, D®sinhs = f cos hy,



coshf —sinhf = Eg, g = —kl—k—uo(f2 — kD).

Tamm 2.1.12 [18] +if € R, olsun. cosy ve sin; oransal trigonometrik fonksiyonlar1 agagidaki

gibi tanimlanir:
Ejf+E_if Eif —E_if
Teorem 2.1.13 [18] +if € R_ olsun.
D%cosy = —fsing , D%sing = fcosy,
Z +sin? = Eqr).E(_
COSy T Sy = E(if): B (=if)-
Tanmm 2.1.14 [18] f € C,.4(T ) olsun ve

ko(a,t) — u(®)k (a,t) #0, a € (0,1], t €T, (2.3)

kosulunun gegerli oldugunu varsayalim. Oransal ters tiirev
fD“f(t)Aat = f(t) + cEy(t, ty), c ER, teT,

seklinde, [a, b] tizerinde f’nin oransal delta integrali

t t E, :
[ 05 = | f(s)f(T”g)As. t€a,b],

olarak tanimlanir.

Teorem 2.1.15[18] @ € (0,1],f € C,4(T ),a,b € T,a < b olsun ve (2.3) saglansn. Bu durumda

t
D“(f f(s)Ages) = f(2), t € [a, b]¥,

olarak tanimlanir.



3. ZAMAN SKALASINDA ORANSAL DiINAMIK SiSTEMLER

T, sirasiyla ileri sigrama operatorii ve oransal delta tiirev operatorii o ve A olan bir zaman

skalas1 olsun. @ €(0,1] ve k, k4 regresif fonksiyonlar olsunlar [18].

3.1. Zaman Skalasinda Oransal Dinamik Sistemlerin Yapisi

AbirmxnmatrisA = (a;;),1<i<m1<j<n q;T-oR 1<i<m1<j<n olsun

Tamm 3.1.1 [18] A bir oransal A-tiirevlenebilir matris olmak tizere
D%A = (D“aij),

seklindedir.
Ornek 3.1.2 [18] T=2, k,(a,t) = (1 — a)t**, ky(a,t) = at*@=D g€ (0,1], t€ T,

ve

ap=("1f L) ce,

olmak tizere
1
D+ A(t), t € T,

ifadesini hesaplayalim. Burada

(t) =2t k (1 t)—3t k (1 t)— 1t3
g - ) 1 4' _4 ] 0 4! - 4 ]
a1 (t) = t? +t¢, a,(t) =t, a(t) =t—1, a,,(t) = t3, t €T,

olup

aby () =20 = 3041, aby() =1, &4y(0) = 1, afy(n) = 2220 —7¢2,

bulunur. Boylelikle,
1 1 1
D7 ay () = ki (3,t) as (O) + ko (3,£) aby ()

_ 3.4 3,32
—4t +t +4t,



D% az(t) = kq G» t) ai2(t) + ko G» t) af, ()

3 1
=—t%+—t3,
4 4

L 1 1
D ay1(8) = ky (5,6) aza (6) + ko (5.£) a3 (6)
=32 3423
4 4 4
1 1 1
D7 ay(t) = ky (5,8) @z (6) + ko (5, £) ay(6)
—7.5,3.4
= 4t + 4t , te T,
elde edilir. Oyleyse

3 3 3
X St 63 4t it3+zt2
DiA(t) =|*

13,32 3, 7,534/
SEHIE -t St 42t

te T.

Tanim 3.1.3 [18] Eger A, t € T* noktasinda oransal A-tiirevlenebilir bir matris ise
A7(t) =(a;° (1)),

seklindedir.
Teorem 3.1.4 [18] Eger A, t € T* noktasinda oransal A-tiirevlenebilir bir matris ise @ € (0,1] i¢in

o _ _ u(t) u(t) a
47 () = (1 - £ k(@ 0) A+ £ 25 DU AW,

saglanir.
Teorem 3.1.5[18] A ve B, t e T* noktasinda oransal A-tiirevlenebilir matrisler olsunlar.

a € (0,1] igin
D*(A+ B)(t) = D A(t) + D* B(t),

saglanir.

Teorem 3.1.6 [18] a € R ve 4, t € T* noktasinda oransal A-tiirevlenebilir matris olsun. Oyleyse
D% (aA)(t) = aD*A(¢t),

seklindedir.
Teorem 3.1.7 [18] m =nve A, B t € T* noktasinda oransal A-tiirevlenebilir matrisler olsunlar.

Bu durumda



D% (AB)(t) = D*A(t)B(t) + A?(t) D*B(t) — kq(a,t) A°(t)B(t),
= D*A(t)B°(t) + A(t)D*B(t) — k1 (a, )A(t)B°(t),

ile verilir.
Ornek 3.1.8 [18] T=2No,

ki(a,t) = (1 —a)t*®, ko(a,t) =at*@®,  q€(01], t €T,

ve

A(t) = (t-lt-l th), B(t) = (g ;) t €T,

olmak tlizere
1
D2 (AB)(t), t €T,

ifadesini hesaplayalim.
1 1
=2 — = —t2
o(t) 1 ko <2,t> zt ,

olup
C(t) = A(t)B(t), t € T olarak tanimlanirsa,

t2 + 4t 7t
ce :( )
© t2+t+2 t+4

bulunur. Buradan

1 (8) = t2+4t, cp(t) = 7t, cp(0) = t2+t + 2, (b)) = t + 4,

A =c®)+t+4 =3t+4, 2O =7 O =0c)+t+1=3t +1,
A =0c®)+t+1=3t +1, @) =1,

Dien(t) = ki (3,t) e () + ko (5.8) By

1 7
=-t*+-t3 + 2t?
2 2

1 1 1\,
DZ c15(t) = kq (E: t) c12(t) + ko <§' t) c12(t)



7 7
=-t3 +-t?,
2 2

D2 ey (1) = ki (5,£) exa(®) + ko (3.8) A1 (0

=2tt 4203 +3¢2,
2 2

1 1 1
D2 (®) = b (5.8) e (®) + Ko (5.¢) cha®)
1,352
=3 t° + > t%, teT,
elde edilir. Bu yiizden
L 1
DZ (AB)(t) = DZC(t)

1 . 7 7
—tt+=t3+2t2 o3+ o ¢?

2 2 2 2

1 3 1 5 ’
—t*+2t3 +=t? —t34+=t2

2 + +2 2 +2

olup
a1 () =t a(t) =2t, a(t)=t+1, a,(t)=1,
bi1(t) =t, bi(t) =1, by (t) =2, byy(t) =3,
af1 () =1, afr(t) = 2, aj;(t) = 1, aj(t) =0,

bi1(t) =1, b (1) =0, b5(t) =0, b3, (t) =0,
1 1 1),
Dz ay(t) = kq E't a;1(t) + ko E't aiq (t)
=213 42¢2,
2 2
1 1 1\,
DZ ay,(t) = kq E:t ax(t) + ko E:t aiz(t)
=t3 +t%,

1 1 1\,
D2z ay(t) = kq E't a1 (t) + ko E't az(t)
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=23 +1¢?,
2
1 1 1\,
DZ ay,(t) = Kk E't az,(t) + ko E»t az,(t)
=lt2
2 )
1 1 1\,
Dz byy(t) = kq E't b11(t) + ko E’t b11(t)
_1.3,1.>
_Zt +2t ,

1
D2 by, (t)

1 1
3 <§,t> bi2(6) + ko (E't) bia(6)
:ltz’
2
1 1 1 A
DZ by, (t) = kg E't by1(t) + ko E't b3, (t)
— tz’
1 1 1 A
DZ by,(t) = kq E't by (t) + ko E't b3, (t)
:Etz’
2

b71(t) =a(t) =2t,  b,() =1, b3 (t) =2, b3(t) =3,

seklindedir. Oyleyse,

1 3 4 ¢2 1.2

2 2

1
—t3+-t2 St?

1
pp(Hy= (2 + 2 |

t? —t2

2

11



1 1
1 Et3+§t2 t3+t2
D2 A(t)B°(t) =

2t 1
11:3+t2 1t2 (2 3)

2 2
7 7
t*+3t3 +2t2 34 ot?
— 2 2
B 1 5 ’
t*+2t3+ 2 -3+ St?
2 2
1 1
—t3+-t2 St?
1 t 26\ [ 2 2 2
2 =
A®) D2B(®) (t+1 1) 5 3,
t =t
2
1 5 7
—tt+=t3 =3
2 2 2
1 3 1 ’
—t*+3+-t2 -3 +2t?
Sth e+ St
1 1
D2 A(t)B°(t) + A(t)D2B(t) =
7 7 1 5 7
t* +3t3 4+ 2t% 0 -3 + - t? —t*+-¢3 =t3
_ 2 2 2 2 2
) P24t Lo 2 ' N N T
2 2 2 2 2

11 7
—t* 4+ — 34+ 2t% 734+ =t?
2 + 2 + + 2

5 9 ’
—t*+3t34+=-t% t34 =t
2 + + 2 + 2

A(t) B°(t) = (til 21t) (Zzt é)

=< 2t% + 4t 7t)
2t 42t +2 t+4/)

1 1 2t2 + 4t 7t
k (—,t)A t) B°(t) = —tz( )
12 (©) B°() 2 \2t2+2t+2 t+4

t* +2t3 2t
t4 +t3 + t2 %t3+2t2 '

ve

DZ A()B () + A()DZB(E) — ky G t) A(t) BO(0)
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1 7 7 7
—tt+ -3+ 2t2 3+ -t

_ |2 2 2 2

11 3 1 5
—tt+ 23 +=t% -3+ =t
2 2 2 2

= D% (AB)(D),

bulunur.

Teorem 3.1.9 [18] m = n ve farzedelim ki A~1, T iizerinde mevcut olsun. Oyleyse,
(Aa)—lz (A—l)a’

seklindedir.
Teorem 3.1.10 [18] m = n, A oransal A-tiirevlenebilir matris olsun. t € T* ve farzedelim ki 471,

(A?)~1 mevcut olsun. Bu durumda
D ATH(t) = — ATH(O(DA®) (A%)7H(E) + k1 (a) (4971 (D),
= (A7) OD%A®) AT O+ ki (at) A7),

ozellikleri saglanir.
Tamim 3.1.11 [18] Eger A’nin her girdisi rd-siirekli ise, A matrisine T {izerinde rd-siirekli denir.

Bu tiir rd-stirekli m X n matris 6z fonksiyonlarinin kiimesi
Cra =Crq (T) = Cra (T, R™n );

ile gosterilir. Asagidaki A ve B matrislerinin n X n tipinde matrisler olduklarini kabul edelim.

Tammm 3.1.12 [18] A matrisinin oransal regresif olma sart1
kol + n(A —kq0),

olmasi ve A matrisinin tersinir olmasidir. t € T* ve T iizerinde ky — pk; # 0 olsun. Bu tiir

regresif ve rd-siirekli fonksiyonlarin sinifi skaler durumuna benzer sekilde
R = R¢(T) = R (T, R™*™),
ile gosterilir.

Teorem 3.1.13 [18] A matris degerli fonksiyonuna eger A’nin A; oransal 6zdegerleri tiim 1 < i <

n i¢in oransal regresif fonksiyonlar ise ve (2.3) saglaniyorsa, oransal regresiftir denir.
Teorem 3.1.14 [18] A, 2 x 2 tipinde matris-degerli fonksiyon olsun. A'nin T {izerinde oransal

regresif olmasi igin gerek ve yeter sart
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ko®+ p2kq+u(ko—pky trA+p2detA = 0,
olmasi ve (2.3)’lin saglanmasidir.

Tanim 3.1.15 [18] A ve B, T iizerinde oransal regresif olsunlar. Bu durumda
A@,.B=(A+B -k D) +pky " (A—kiD) (B —kqD),
O A= —ko(kol + u(A — kD 1A - kqD),
A©:B=A® (©.B),

seklinde tanimlanir.
Teorem 3.1.16 [18] (R.,&.) bir gruptur.
Ornek 3.1.17 [18] T =2No

ki(a,t) = (1—a)t% ko(a,t)=at@®, a€(@1], t€T

ve

10=(1 . se=(7 D)

olsun. (A @, B)(t), t € T ifadesini hesaplayalim.

Burada
u() =t, teT,
olup
B(t) — ki(a,t)I = (_tl Zt)—(l—a)t“((l) f)
(1 -(1A-a)t® t
_< t 2—(1—a)t“)'
AW - k@ol=(, 1, H)-a-we(y )
(1= -a)” t
‘( t+1 3—(1—a)t“)'
(4O - k@ONEO - ka@on =(TTTETOT L)
1-(1—-a)t* t
X( t+1 3—(1—a)t“>'
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(14 (1 - a)?t?* + 2 3t —2(1 — a)tite
T\ 2t-1-Q-a)t* P4 t+6—(1-a)t*— (1 —a)?t?e)

1(t) (ko(a, £)) (A — ky(a, )D(B(E) — ky(a, ) =

¢t (=14 (1—a)?t?* +¢2 3t—2(1 — a)tite

a2t —1-(1-a)t®*  t2+t+6—(1-a)t* — (1 —a)it®
__1ta + (1-a)? 3% 4 lt2+a Et1+a _ 3(1 _ a)t1+2a
a [24 [24 a a

Zetva _Lpa 21— )t2® (24t 4 6)% — 2
a a a

ta _ 1__at2a _ (1_a)2 t3a
a a

a

A(t)+B(t)—k1(a,t)1=(tj1 §)+(_1 zt)—(l‘“)t“(é f)

_((a—l)t“ 2t )
“\2t+1 54 (a-1 )
(A®:B)(1) =
(@—1-Lye 402D 30 | 2 24a 2t +3¢1+a — 2 (1 _ q)pit2a
a a a a a

1

_ 2
142t +2¢040 _2pa g2 (TEH0
a a a

+a-— 1) t* 4+ 5 +%t1+“ —@t“za

elde edilir.
Teorem 3.1.18 [18] A, B € R, ve A* = (A)T olsun. Bu durumda asagidaki &zellikler saglanir:

i) A" e R..
ii) (©. 4)" =0 A"
iii) A@.B)'=B* @, A"
Tamm 3.1.19 (Oransal Matris Ustel Fonksiyon) [18] A € R; ve t, € T olsun.
DAY = A(t)Y , Y(ty)) =1,

baslangic deger probleminin (BDP’nin) tek ¢oziimiine oransal matris iistel fonksiyonu denir
ve E, (., ty) seklinde gosterilir.
Teorem 3.1.20 [18] A B € R¢ vet,s,r €T olsun. Asagidakiler saglanir:

1. Eu(t,t)=1.

2. By, (o(1)5) = <(1—u(t) "1(‘“))1+ L) A(t))EA(t,s).

ko(a,t) ko(a,t)

3. Ters matris su sekilde verilir.
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Eu(s,t) = (EA(t'S)) 1= (Ec(t,s)",
burada
C=ko(— A"+ kal) (koI + (A — ki)™,
ile verilir.
4. E (t,7) = Ep(t,s)E4 (s, 7).
5. E4(t,s)Eg(t,s) = Ex g 5(t, ).
Teorem 3.1.21 [18] A€ R, ves,t €T olsun.

DE(E,(s, 1)) = (—A®) + ki(a, )DE, (s,0(8)), a€ (0,1].

Teorem 3.1.22 (Sabitlerin Varyasyonu) [18] A €R. ve q: T — R" rd-siirekli, ayrica, ty € T,

Yo ER™ ve kol + pA, T iizerinde tersinir olsun. Oyleyse,

D%y = A(t)y + q(t), y(to) = Yo, (ChY)

BDP
y(©) = YoEalt,to) + [ En (5(),8) 4(s)Ages, (3.2)

seklindeki bir tek y : T — R™ ¢ozlimiine sahiptir. Burada

B = (pky — ko)A(kol +pA) 1,

seklindedir.
Teorem 3.1.23 [18] A €R; 2 X 2 tipinde bir matris ve farzedelim ki X bu sistemin bir ¢éziimii

olsun, yani
D*X = A(t)X,
olsun. Oyleyse X matrisi i¢in Liouville formiilii
detX(t) = Ec(t, ty)detX(ty), t € T,

olup burada

_ n(e) . o u® u(t)
C(t) =trA(t) + o@D detA(t) — kq(a, t) (1 (@D ki(a,t) + (@D trA(t)), teT,

ile verilir.

3.2. Sabit Katsayilar
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Bu kisimda A’nin n X n tipinde sabit bir matris ve A R t,€ T oldugunu varsayalim.
D%x = A(t)x, (3.3)

sistemini g6z 6niine alalim.

Teorem 3.2.1[18] uve Vv (3.3) sisteminin ¢oziimleri olsun. Oyleyse
x=au+bv, abe(,

bu sistemin bir ¢ézimiidiir.

Teorem 3.2.2 [18] 1, & A’nin 6zdeger gifti olsun. Oyleyse
X(t) = El(t; tO)‘fl te TK;

(3.3) sisteminin bir ¢éztiimii olur.
Ornek 3.2.3 [18]

{Daxl(t) = —3x1 2B 2x2,
D%x,(t) = 3x; + 4x,,

sistemi igin

olup buradan

—3—-1 -
33 4—2/1)

O=det(
=A1—-4)(A1+3)+6
=12-1-6,
ve

Al=3, 12:—2,

bulunur. Ele alinan sistem herhangi bir zaman skalasi i¢in oransal regresiftir ve —2 € R. dir. Dikkat

edilirse

a=(G) a=())

A4 ve A, ye karsilik gelen 6z vektorlerdir. ¢; ve ¢, sabit olmak tizere
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x(t) = ¢1E3(t, t)é1 + c2E_5 (8, t0)&,

=, E3(t, ty) (_13> + c,E_,(t, ty) <_12) ,

dikkate alinan sistemin herhangi bir zaman skalast i¢in bir ¢6ziimiidiir.
Teorem 3.2.4 [18] A € R olsun. u(t) ve v(t), T tizerinde reel vektor degerli fonksiyonlar olmak

lizere
x(t) = u(t) +iv(t), te TX,

(3.3) sisteminin kompleks vektor degerli ¢oziimii ise, u(t) ve v(t) (3.3) sisteminin T {izerinde
reel vektor degerli ¢oztimleridir.

Ornek 3.2.5 [18]

{ D%x1(t) = x,(¢) + x2(2),
D%x,(t) = —x1(t) + x5(¢),

sistemi g6zoniine almsin. Burada
(1 1
a=(5 1)
olup

0 = det (A — Al

=det(1_)L 1 )

-1 1-2
=A-1%?+1
=A*-21+1+1
=A% —21+2.

bulunur. Buna gore,
Aa=141i,

olup

A =1+ i’ye karsilik gelen 6zvektordiir.
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X)) = Bt t0)

i

1+u 1+u

1
=E, (t,ty) (Cosi(t, to) +iSin 1 (¢, t0)>(i>

Cos 1 (t,tp) iSin 1 (t,to)
=E;(t, ty) 1+pu + 1+u
iCos 1 (t,tg) =Sin 1 (t,tp)
1+u 1+u
Cos 1 (t,to) Sin 1 (t,tp)
= E;(t, to) 1+u + iE1 (¢, to) 1+u -
=Sin 1 (t,tp) Cos 1 (¢t ty)
1+ 1+
elde edilir. Buradan,
Cos 1 (t,to) Sin 1 (t,to)
E;(t, to) 1+u ve Ei(t to) 1+u )
=Sin 1 (t,tp) Cos 1 (t ty)
+u T+u

ele alinan sistemin ¢ozlimleridir. Dolayistyla

Cos 1 (t,tp) Sin 1 (t,to)
x(t) = c1E1 (¢, to) T+u + ¢, E1 (¢, to) L+u :
=Sin 1 (t,ty) Cos 1 (t,ty)
1+u 1+u

dikkate alinan sistemin genel bir ¢oziimiidir (¢, , c, € R).
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4., DOGRUSAL ZAMANLA DEGIiSEN DINAMIK-CEBIRSEL
DENKLEMLER

Bu bolimde dogrusal zamanla degisen dinamik-cebirsel denklemler incelenmistir. Bu
denklemler birinci, ikinci, ticlincii ve dordiincii olarak siniflandirilir. Burada izlenebilirlik indeksi
1 ile diizenli olduklar1 durum goz 6niine alinmstir.

T bir zaman skalasi, ove A sirasiyla ileri sigcrama operatorii ve delta tiirev operatdrii

oldugunu varsayalim. I € T olsun [26].

4.1. Birinci Tiirden Dogrusal Zamanla Degisen Dinamik-Cebirsel Denklemler

Bu bolimde asagidaki dogrusal zamanla degisen dinamik-cebirsel denklemler

incelenecektir:
A (t)(Bx)2(t) = C(t)x°(t) + f(t), tE€El, (4.1)

Burada A: 1 = Mypym ,B:1 > My , C:1 > My, ve fil > R ve My, iletimp X q
tipindeki reel matrislerin kiimesi belirtilmistir [26].
Tanim 4.1.1 [26] (4.1) denklemine birinci tiirden dogrusal zamanla degisen dinamik-cebirsel bir
denklemdir denir.
(4.1) denkleminin ¢dziimlerini C} uzay1 icinde ele alacagiz. Asagida gdsterim basitligi adina t’ye

olan bagimlilik belirtilmemistir.

4.2. Ozel Bir Durum

A, C: 1 » M« oldugunu varsayalim. Asagidaki denklemi goz oniine alalim.
A%x% = Cox% + f. (4.2)

Burada (4.2) denkleminin (4.1) denklemine indirgenebilecegini gosterecegiz. P’nin A°

boyunca bir €1-projektor oldugunu varsayalim. Oyleyse
A°P = A°,
ve
A%x2 = A%Px® = A°(Px)* — A°PRx°.
seklindedir. Dolayisiyla (4.2) denklemi su sekli alir:

A°(Px)® — A%P2x% = (Cx° + f,



yada
A7 (Px)® = (A"PA +C9)x% + f,
olup burada
Cy = A°PR +C7,
olarak isimlendirilirse (4.2) denkleminin son hali
A°(Px)% = CPx% +f, (4.3)
olur. Yani (4.2) denklemi (4.1) denkleminin 6zel bir durumudur [26].

) 1 0 0 —t 1 ¢
Ornek 4.2.1 [26] T=2%, A (¢) = (o —t 1>,C(t) = ( 0 1 Zt),t €T, (4.4
0 0 0 t 0 1

olsun. Burada

o(t)=2t, t €T,

ve

[S=

1 0 0 -2t 1 2t
A ()=(0 =2t 1], C°(t) = 0 4t |, t € T.
0 0 0 2t 0 1

olup asagidaki ¢6ziim olan vektor matrisi bulunacaktir.

y1(t)
y@®) = ry(0)|, teT.
y3(t)

Boylece

0
A% (Hy((t) = <0>, te T,
0

g6z Oniine alinirsa

N(o S N (2D 7 (®)
<0> ) (0 o 1) Y2(0) | = | 2ty () +ys(O) |, t €T,
o/ \o 0 0/ \y® 0

ve
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y1(t) 0
y2(b) =( 1), t € T.
y3(t) 2t

bulunur. Burada A? (t)’ye null projektor olan matris

00 0
ew)=(0 o0 1), t eT
0 0 2t

olur. Buradan

1.0 0 00 0 10 0
PO=1-0®)=(0 1 o|]-[0 0o 1]={0 1 -1 |, teT
0 0 1 0 0 2t 0 0 1-2¢

0 0 O
PP®=1(0 0),
0 0 -2

CZ(t) = A°(t)PA(t) + Co(t)
1 0 O o 0 O =2t 1 2t
= < 0 2t 1) ( 0O 0 O ) + 0 1 4t)
0O 0 O 0O 0 -2 2t 0 1

=2t 1 2t
= 0 1 4t-2)
2t 0 1

(1 0 0) x1(t) <—2t 1 2t> x{ () f1(0)

o

0 =2t 1)@= 0 1 4t]|[ x3@) |+ f(©) )
0 0 0/ \x2 2t 0 1/ \x3() f3(0)

xp (£) = —2tx{ () + x5 (1) + 2tx5 (8 + f1.(8),

—2tx5 () + x5 (t) = x5 () + 4tx3 (£) + f>(0),

0 =2tx?(t) + x3(t) + f3(t), t € T,

bulunur. Bu sistem (4.3) kullanilarak su sekilde yeniden yazilabilir:

1 0 0 1 0 0 x1(t)
<0 —2t 1) (0 1 —1) x5 (1)
0 0 0 0 0 1-2t/\x300
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-2t 1 2t x7 (t) f1(®)
=< 0 1 4t—2> 3@ |+ LO], teT,
2t 0 1 x4 (t) f3(®)
yada
1 0 0 a®  \' [ —2exf () + x5 () + 2tx§ () + f1(0)
(0 -2t 1) X)) —x3) | = x3 () + (4t —2)x§ () + (1) |,
0 0 0/\(1-2t)x3(t) 2tx7 () + x3 () + f3(t)

1 0 0 x7 (t) —2tx{ (t) + x5 (t) + 2tx3(¢) + f1(0)
< 0 -2t 1) x5 () — x5(t) = x3 () + (4t — 2)x3 () + f(t) ,
0 0 0 (1 = 20)x2(t) — 2x3(t) 2txf (t) + x5 (8) + f3(t)
elde edilir. Buradan
x1 (t) = =2tx{ (t) + x3 (¢) + 2tx3 (t) + f1(0),
—2t(x5 (t) — x5(8)) + (1 — 26)x5(2) — 2x§ (£)) = 27 (t) + (4t — 2)x3(t) + f>(1),
0=2tx{ () +x5(t) + f3(t), t € T,

sistemi bulunur.

4.3. Standart Form indeksi 1 Problemleri

Bu kisimda asagidaki denklem incelenecektir.
A% (Px)* = C%x° + f, (4.5)

Burada ker A bir €1 uzaydir. C € C(I), P ise ker A boyunca C? projektdr matristir. O zaman

AP = A,
olup ek olarak
Q=I1-P,
ve
B1)
Ay = A+ CQ,

tersi alinabilir matris olsun [26].

Arastirmalarimiza asagidaki faydali lemma ile baslayacagiz.
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Lemma 4.3.1 [26] (B1)’in gegerli oldugunu varsayalim. Boylece

ATlA =P,
ve

AT'CQ =0,
seklindedir.
Ispat [26] AP = (A+ CQ)P = AP + CQP = 4,
olup Q =1 — P veker P = ker A oldugundan im Q = ker A diyebiliriz ve

AQ =0,
ve buradan
40 =(A+CQ)Q =A4Q +(CQQ =CQ,

olup bu da ispati tamamlar.

Simdi (4.5) denklemini (471)7 ile ¢arparsak

(AT1)7 A7(Px)® = (AT1)7Cox + (ATH? f,
seklinde olup Lemma 4.3.1’in ilk denklemini kurariz ve sunu elde ederiz:

Po(Px)" = (ATH)?Cox° + (ATH)? f. (4.6)
Burada x’i asagidaki sekilde ayrigtirabiliriz.
x = Px + Qx.
Bu durumda (4.6) denklemi
Po(Px)* = (ATH)7Co(Px° + Q%x7) + (A1)’ f.
= (AT)°C7Pox + (AT)°C7Q7x" + (AT,

seklini alir. Lemma 4.3.1’in ikinci denklemi kullanilarak ikinci denklem asagidaki gibi yeniden

yazilabilir.
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P?(Px)* = (ATH)?C7Px% + Q°x7 + (AT 1)°f. (4.7)
Denklem (4.7) ‘yi projektor P?ile ¢arparsak
PP =P, PQ=0,
buluruz.
PPP(Px)2 = PO(A7})°CoP°x° + P°Q°x° + P°(A7Y)°f,
Buradan
P?(Px)% = P7(AT1)?CoP°x° + P°(AT1)°f, (4.8)
olur. Dikkat edersek
P9(Px)® = (PPx)® — PPx = (Px)® — P*Px,
olup dolayisiyla (4.8) denklemini kullanarak sunu buluruz:
(Px)* — PAPx = P9(A71)?CoPx% + PO (ATH)F.
(Px)® = PAPx + PP(A7Y)°CoP%x% + PP(AT1)°f. (4.9)

Simdi (4.7) denklemini Q¢ ile ¢arparsak
Q% P7(Px)" = Q% (ATH)7C7 P7x? + Q7 Q7x7 + Q° (A1),

0= Q7 (AT1)7C7 P7x” + Q%x° + Q° (AT")°f, (4.10)
seklinde hesaplanir. Son ifadede
u = Px, v = Qx,
olarak secilirse
ub = Plu+ PoA cou’ + PP,
v =-Q% (A7) ¢w - QAN (4.11)

bulunur. (4.11) denklem sisteminden ilk olarak u® € ¢! (I) ¢6ziimiinii, ikinci olarak v% €

C1(I) elde ederiz. Dolayisiyla (4.5) denkleminin x ¢dziimiinii asagidaki sekilde ifade edebiliriz.

x7 =u’ + v’ =P%x% + Qx°.
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. -1 t+1 -1 0 0 1
Ornek 4.3.2[26] T=N, A(t) = ( 0 0 0 > ,C(t) = <0 —t 1>,
0 2t+2 -2

1 0 0
P(t) = (0 0 O), t €T, (4.12)
0 —(t+1) 1
olsun. Burada
ot)=t+1, t €T,

-1 t+1 -1\/1 0 0
A(P(t) = ( 0 0 0 )(0 0 0)
0 2t+2 —-2/\0 —(t+1) 1

-1 t+1 -1

= < 0 0 0 ), t €T,
0 2t+2 -2

bulunur. Bundan dolay1 P, ker A boyunca projektordiir. O halde

olup

Q(t) =1-P(1)

100 1 0 0
=<0 1 o)—(o 0 0)
00 1 0 —(t+1) 1
0 0 0
=<0 1 0), t €T,
0 t+1 0
A () =A@ +C(HQ®)

-1 t+1 -1 0 0 1\/O0 0 0
=<0 0 0)+<0 -t 1)(0 1 O)
0 2t+2 -2 0 2 1/\0 t+1 O

-1 2(t+1) -1
=<0 1 O),tET,

0 3t+5 -2

ve

olup dikkat edersek
detA,;(t) =2+0, t € T,
olup bdylece A4 tersinir matristir. Simdi bu matrisin kofaktorlerini bulacagiz.

1 o0 0 0 0o 1
i) =345 ol =72 alZ(t)z_lo —2|=0' a13(t)=|0 3t+5|=0'
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2(t + 1) 1

a (t) = - 345 :1| =t—1,a5() = |_01 :2| =2,
azs(t) = — |_01 ZPEE i é)| =3t+5, az(t) = |2(t;' D _01| =1,
asz,(t) = — |_01 _01| =0, as3(t) = |_01 Z(t;— 1)| =-1, t € T.

Sonug olarak,

t—1 1
/-2 t-1 1 1= 3
AIl(t)zz 0 2 0= o 1 0 |, teT,
0 3t+5 -1 \ 3t+5 _1/
2 2
bulunur.
t 1
-1 t+2 -1 & -1 5
aw=(0o o o (A&) ®=|o0o 1 0 |,
0 2t+4 -2 s 3t+8 1
2
0 0 1 1 0 0
C"(t)=(0 —t—1 1), P"(t)=<0 0 o),
0 2 1 0 —(t+2) 1
0 0 o0 0 0 0
w=(0 1 o) P®=|0 0 0),t€']I‘.
0 t+2 0 0 -1 0
Ayrica
1 t 1 1 t
Y 1o 0 2 2 2
P (4ar') w=(0 1 -1 0o 1 0o |l=|l o o
0 0 —t—1 \0 3t+8 1/ \ t+4
2 2 2
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-1 t-1

0
2 2
=| o 0 0o |
, _({t+2@E+3) t+3
2 2
¢ 1
o o ot 3 3
e 2 2
Q"(t)(Al) =0 1 o]| o 1 0
0 t+2 0 +

\0 3t +8 1/
2 2
0 0 0

=10 1 0]

0 t+2 0

. 0 0 0\/0 0 i
Q"(t)(Afl) (t)C“(t)=<0 1 0)(0 —t—1 1)
0 t+2 0/\o0 2 1

0 0 0
=<0 —t—1 1 ) t e,
0 (t+2)(-t—1) t+2

seklinde olup (4.5) asagidaki gibi yeniden yazilabilir.

~1 t+2 -1\/[/1 0 0\ / %1 (8) ’
( 0 0 O) <0 0 0) x5 (t)
0 2t+4 -2 0 —(t+1) 1/ \ x3(0)

0 0 1\ [ x7 (t) f1(®)
= (0 —t—1 1> x3@) |+ ()], teT.
0 2 1/ \ x5 (t) f3(®)

-1 t+2 -1 x2(t)
< 0 0 0> 0
0 2t+4 -2 —x3(t) — (t + 1) x2(t) + x5(t)

x§ (t) f(®)
= —(t+DxI@) +x¢{@) |+| LB ) t €T
2x5(t) + x5 (t) f3()

Buradan

—x{ () + x5 () + (t + Dx () — x5() = xZ(8) + f1.(0),
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0=—(t+1x7 () +x3(t) + f2(0),
2x9(t) + 2(t + DxB(t) — 2x5(t) = 2x3(t) +xZ () + f5(¢), t € T,
elde edilir. (4.11) denklemi su sekilde yeniden yazilabilir.

-1 t-1

u®\ 0 0 o\ /wm®) [° 2 2| [ ®
uz(t) | = ( 0 0 0) u () |+| 0 0 0 ug (t)
ud(t) 0 —1 0/ \us() B t+2)E+3) t+3 | \ud(@)

0 2 2
t 1
-1 5 3 \/A®
+] 0 0 0 f2(0) ],
R S AVAG)
2 2

0 0 0 0 uf (t)
( 0 >=<0 —-t—1 1 ) ug (t)
v7(t) 0 (t+2)(-t—=1) t+2/ \ud(@®)

0o o0 o\ /A
— (0 1 0) fo(t)], teT.
0 t+2 0/ \ fz(D)

Buradan

2)(t—-1 -1 1
w0 = - D 0+ s f@ + 5O +5 A0,
u3(t) =0,

t+
2

(t+2)(t+3)

us(t) = —u, () — >

t+ 3 4 1
ug(t)+Tu§(t)+ fz(t)_§f3(t)'
0=0
0=(—t—Dug ) +ui®) — f2(t)

vo(t) = (t+2)(—t —Dug () + (t +2)uf(t) — (t+ 2)f7(t), t €T,

bulunur.

4.4. ikinci Tiirden Dogrusal Zamanla Degisen Dinamik-Cebirsel Denklemler

Bu kisimda asagidaki dogrusal zamanla degisen dinamik-cebirsel denklemleri ele

aliacaktir.
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A°()(Bx)2(t) = C()x(t) + f(t), teL (4.13)

Burada A,B,C:1 - Myym ve f:1 = R™ dir. (4.13) denklemi ikinci tiirden dogrusal zamanla
degisen dinamik-cebirsel bir denklem olarak adlandirilir. (4.13) denkleminin C} uzay: iginde

¢oziimleri arastirilacaktir [26].

4.5. Ozel Bir Durum

Asagidaki denklemi g6z 6niine alalim.
A%%A = Cx+f. (4.14)

(4.14) denkleminin (4.13) denklemine indirgenebilecegini gosterecegiz. P’nin ker A boyunca bir

projektor oldugunu varsayalim. O halde
AP = A,
ve
A%xP = A°P9%x® = A% (Px)® — A P"x,

olup dolayisiyla (4.14) su formu alir.

A7 (Px)" = A°Pix = Cx + f,
yada

A% (Px)® = (A°P2 + C)x + f,
seklini alir. Burada

C, =A°PA+C,
almirsa, (4.14) denkleminin yeni formu su sekilde olur.
A% (Px)® = Cix + f, (4.15)
Yani (4.14) denklemi (4.13) denkleminin 6zel bir durumudur [26].
1 0 0 -t 1 t

Ornek 4.5.1[26] T=2No, A(t) = <0 —t 1),6 (t) = < 0 1 Zt), t € T olsun.

0O 0 O t 0 1
Burada

ot)=2t, te€T,
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1 0 0
A (t)=(0 -2t 1|,t €T,

0 0 0
olup
y1(6)
y@®)=1| y2(t) ], t € T, vektori bulunacaktir. Boylece
y3(t)

0
A)y(t) = (0),t €T,

0
Oy (L 0 0)/n® Y1 (0)
<O> B (0 o 1) y2(0 | = | —ty,(© +y:(O |, tET,
0 00 0/ \ys(® 0

bulunur. Bunun tizerine
y1(t) 0
y.(8) |=| 1], t €T,
y3(t) t
ve A(t)’ye olan projektor
0 0 O
Q=10 0 1), teT,
0 0 ¢t

seklindedir. Buradan

1 0 0 0 0 O 1 0 0
P(t)=I—Q(t)=(0 1 0 —(0 0 1)=10 1 —1),
0 0 1 0 0 ¢t 0 0 1-t¢

Ker A boyunca bir projektordiir. O halde

0 0 O
PPw=(0 0 o0 |
0 0 —1

1 0 0 0 0 O —t
C,(t) = A°(HPA(H) + C(t) = <0 -2t 1) < 0 0 O ) + ( 0
0 0 0 0 0 -1 t

0 0 O -t 1 t -t 1 t
={0 0 —-1)+| 0 1 2t)=({0 1 2t—1)
0 0 O t 0 1 t 0 1
ve boylece
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1 0 0\/*x® —t 1 t\[/x® f1 ()
<0 -2t 1) x5 (t) =< 0 1 Zt) @) |+ L], teT,
0 0 0/ \x2(0) t 0 1/ \x3(t) f3(0)

elde edilir. Buradan
x£() = —tx;(£) + x5(2) + tx5(t) + f1(D),
—2tx3(t) + x5(6) = x5 (8) + 2tx3(t) + f2(0),
0=tx;(t) +x3(t) + f3(t), t €T,

seklinde olup bu sistem (4.15) kullanilarak su sekilde yeniden yazilabilir.

A
1 0 0 10 0 x1(t)
(0 —2t 1) (0 1 —1) x,(t)
0 0 0 0 0 1—t/\ x3(0)
—t t (M(O) (ﬁ(t))
=< 0 2t—1) @) |+| L@ |, t € T.
t 1 x3(t) f3(t)

xf(8) = —tx (£) + %, () + tx3(t) + £1(0),

[ SN

Buradan

—2t(x5(t) — x5(8)) + (1 — x5 (1) — x§ (t) = x2() + 2t—D)x3(t) + f>(2),

0=tx;(t) +x3()+f3(t), t €T,

olup buldugumuz iki sistemin sonucunun esit oldugu goriilmektedir.
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5. DOGRUSAL ZAMANLA DEGISEN ORANSAL DINAMIK-
CEBIRSEL DENKLEMLER

Bu bolimde yukarida verilen (4.1) denkleminin oransal tirev cinsinden ¢oziimleri
incelenecektir.

vy € (0,1], ko ,k4:[0,1] X T — [0, ) fonksiyonlar1 mevcut ve stirekli olsun.
A°(t)DY(Bx)(t) = C°()x°(t) + f(t), teEl, (5.1)

seklindeki dogrusal zamanla degisen oransal dinamik-cebirsel denklemler incelenecektir.

5.1. Birinci Tiirden Dogrusal Zamanla Degisen Oransal Dinamik-Cebirsel
Denklemlerin Ozel Bir Durumu

A, C: 1 » My« oldugunu varsayalim. Asagidaki denklemi goz oniine alalim.
A°DYx = C%x° + f. (5.2)

Burada (5.2) denkleminin (5.1) denklemine indirgenebilecegini gosterecegiz. P’nin A?

boyunca bir C1-projektdr oldugunu varsayalim. Oyleyse
A°P = A°,
ve
A°DYx = A°P(D¥x) = A°DY(Px)— A°DYPx° + kA’ Px°,

olup (5.2)’den

A°DY(Px) — A°DYPx° + k,A°Px° = C°x° + f,

A°DY (Px) = A°DYPx® — k,A°Px® + C°x° + f,

= (A°DYP — kA°P + C%)x° + f,
bulunur. Burada

A°DYP — k;A°P + C° = C{, denirse

A°DY(Px) = COx° + f, (5.3)

olarak (5.2) denklemi (5.1) denkleminin 6zel bir durumu bulunur.



Ornek 5.1.1 T = 2No,

1 0 O -t 1 ¢t
A(t) = (0 —t 1), C(t) = < 0 1 2t>, t €T, (5.4)
0 0 O t 0 1

olsun. Burada

o(t)=2t, t €T,

ve
1 0 0 =2t 1 2t
A ()=(0 =2t 1], C°(t) = 0 1 4t], teT
0 O 0 2t 0 1
1 0 0
Pt)=l0 1 -1 |, tE€T,
0 0 1-2¢t
ve boylece

S =

(

=2t 1| k() +kox5@®) = 0 1 4t]| x3@) |+ | f2(0) |.
0 0/ \ kyxs(t) + kox3(t) 2t 0 1/ \x3(®) f3(t)

o

0 O) kyx1(8) + kox () (—Zt 1 2t> x{ (t) f(®)

keyx1 (8) + koxf (£) = —2tx{ (t) + x5 (£) + 2txg (t) + f1(2),
—2tkyx, () — 2tkox5(t) + kyx3(t) + kox3(t) = x5 (t) + 4tx$ (t) + f>(b),
0 = 2ex7 (t) + x5 () + f3(0),
elde edilir. Bu sistem (5.3) kullanilarak su sekilde yeniden yazilabilir:

1 0 0 0 0 O
DYP=IP+koPP=k, [0 1 -1 |+ko{O0 0 0

0 0 1-—2t 0 0 -2

k;, 0 0

== 0 k1 _k1
0 0 (1-2b0)k,— 2k,

olup
CZ(t) =A°DYP — k,A°P + C°
1 0 O0\/ks O 0 1 0 0\/1 0 0
=<0 -2t 1) 0 Kk —ky —k1<0 -2t 1)(0 1 —1)
0 0 0/\0 0 (1-2t)k;—2kg 0 0 0/\0 0 1-2t
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-2t 1 2¢
+( 0 1 4t>
2t 0 1
-2t 1 2t
=< 0 1 —2k0+4t>,
2t 0 1

bulunur. Boylece,

10 0 x1(t) x1(8)
P(O)x(t) = (0 1 -1 ) x(8) | = | x2(8) —x3(0) |,
0 0 1-2t/\x3(t) (1= 2t)x3(t)

x1 ()
w:( O~ )
(

1—26)x5(t) — 2x5(t)
1 0 0
Po(t) = (0 1 -1 )
0 0 1-—4t
A% (k1 Px + ko(Px)*) = C7x7 +f
1 0 0 %1 (t) x1' ()
(0 -2t 1) ki| x2(t) —x3(t) |+ ko x5 (£) — x5(t)
0 0 0 (1 —26)x3(6) (1= 20)x5(t) — 2x5(t)
1
1
0

—2t 2t x7 (B) f1(®)
= ( 0 —2ko + 4t> x3 (@) |+ | 200 )
2t 1 x5 (t) f3(t)

ve acik yazilirsa
kyx, () + kox () = —=2tx{ (t) + xJ(t) + 2tx5 (t) + f1(t),

olup (5.3)’den

=2tk (22 () — x3(8)) — 2tho (x3(6) — x3(1)) + Ky (1 = 26)25(£) + ko(1 = 26)x5(8)

— 2kox§ (£) = x7 () + (4t — 2ko)x5 (t) + f2(¢),
0 = 2tx{ (¢) + x5 (£) + f3(¢),

bulunur.
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5.2. Standart Form indeksi 1 Problemleri

Bu kisimda asagidaki denklem incelenecektir.
A°DY(Px) = C°%x% + f. (5.5)

Burada

olmak tizere (B1)’in saglandigi varsayilsin.

Lemma 5.2.1 (B1)’in gegerli oldugunu varsayalim. Daha sonra
AT1A =P,
ve
ATlCQ = Q.
olup (5.5) denkleminin her iki tarafin1 (A71)° ile ¢arpalim:
(ATH7 A°DY (Px) = (AT1)7 C°x7 + (A7) f,
Lemma 5.2.1’in ilk denklemini kullaniriz ve sunu elde ederiz.
P°DY (Px) = (A71)? C%x + (ATH)7 f. (5.6)
Burada x
x = Px + Qx,
olarak ayrigtirilir. Bu durumda (5.6) denklemi asagidaki sekli alir:
PODY(Px) = (ATH)9CoPx° + (AT1)? C°Q%x° + (A7) f, (5.7)
PP=P, PQ=0,
oldugu goz oniine alinirsa ve denklem (5.7) projektor P?ile ¢arpilirsa
P?P°DY(Px) = PP (ATH)?CoPx° + P? (A1) C°Q7x% + P? (A1),
P°DY(Px) = P?(A7")?C7P%x° + P°(A71)°f, (5.8)

olur. Dikkat edersek
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P°DY(Px) = DYPPx — DYPPx = DYPx — D'PPx,

olup (5.8) denklemi kullanilarak asagidaki ifade bulunur:
DY(Px) — (DYP)Px + ky PP Px = P°(A;})°C°P°x° + P (ATY)°f

DY (Px) = (DYP)Px + P°(A711)°CoP°x? + P9 (A1)’ f — k. P°Px. (5.9)

Simdi (5.7) denklemini Q¢ ile ¢arparsak
Q° P°DY(Px) = Q° (AT1)7C7P7x? + Q°(AT1)? C° Q°x° + Q° (AT1)°f,
0=0Q° (ATH7C7P?x° + Q°(AT1)? C° Q7x? + Q7 (A1), (5.10)
olur.

u = Px, v = Qx,
olarak alinirsa
DYu = (DYP)u+ P°(AT1)?CoP%x% + P°(AT1)’f — k. P,
(5.11)

V7 = =7 (A, P~ Q7ADf,
seklini alir. (5.11) denklem sisteminden ilk olarak DYu € C(I) ¢6ziimiinii, ikinci olarak v7 €
C1(I) elde ederiz. Dolayisiyla (5.5) denkleminin x ¢dziimiinii asagidaki sekilde ifade edebiliriz.

x% =u’ +v° =P°%x% + Q°x°.

) -1 t+1 -1 0 0 1
Ornek5.2.2’]I‘=N,A(t)=(0 0 0 ,C(t)=(0 —t 1],

0 2t+2 -2 0o 2 1
1 0 0
P(t) = <0 0 0), t €T. (5.12)
0 —(t+1) 1
Burada

ct)=t+1, teT.

-1 t+1 -1
A(t)P(t) =< 0 0 0 ) t €T,
0 2t+2 =2
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olup P, ker A boyunca projektordiir. O halde

Q(t) =1-P(t)

0 0 0
=10 1 0)],teT,
0 t+1 O

ve
A1 (8) = A@®) + C(DHQ()
-1 2(t+1) -1
=<0 1 0), te T,
0 3t+5 -2
, t—1 1
2 2
ATt =| 0 1 0|, teT,
0 3t+5 1/
2 2
olup
t
-1 —
-1 t+2 -1 o 2
a®=0 o o), (a7 o= 0o 1
0 2t+4 -2 0 3t+8
2
0 0 1 1 0 0
C"(t)=<o —t—1 1), P"(t)=<0 0 o),
0 2 1 0 —(t+2) 1
0 0 o0 0 0 0
Q“(t)=<0 1 0), PA(t)=<O 0 0>,te']I‘.
0 t+2 0 0 -1 0

seklinde hesaplanmigti. Ayrica

Lot
e 2 2
Pe () (AT") ®© =] o 04 01 ,
t+
0o —— _—Z=
2 2
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o

Pe @) (47" (ce @ =] o
0

. 0 0
07 (0 (A7") (t)=<0 1

0
e’ 0 (47") mcT © = <0

DY (Px)(t) = k,Px + ko(Px)"

x1(t)
ik ( 0

-1 t-1

0
0),
0 (t+2) 0

2 2
0 0o |,
(t+2)(t+3) t+3
2 2
0 0

—(t+1) 1

), t €T,
0 (t+2)(-t—1) (t+2)

1 0 0
P(O)x(t) = ( 0 0 0)
0 —(t+1) 1

X1 (t)> x4 (t)
x(t) | = ( 0 ),
x3(t) —(t + Dxy(t) + x5(t)

xf ()
)+k0 0
—(t + Dxy(t) + x3(t) —(t + Dx5(t) — x3(t) + x5 (¢)

kyxy (t) + koxf (£)

) ( —(t + Dkyx,(t) + kyxs3(t) —

0 D
ko(t + 1)x5(t) — koxg (8) + kost(t)>

olup (5.5) denklemi asagidaki gibi yazilabilir:

t+2

keyx, (8) + kox? (t) )
0

-1 -1
( 0 0 0 )
0 2t+4 =2/ \ —(t+ Dkyxy(t) + kyx3(t) — ko(t + Dx2(t) — kox3 (t) + kx5 (t)

0 0 1
=<0 —t—-1 1)
0 2 1

x7 ()

f1(®)
x3(@®) | +| 200 |
x3 (1) f3(®)

—kyx; (t) — kox? () + (t + Dkyxa () —kyx3(8) + ko (t + 1)x5(t) + koxg (£) — kox5(t)

=x3(t) + f1(0),

0=—(+Dx3(t) +x3() + f2(t),

2(t + Dk, (t) — 2k x3(t) + 2ko(t + Dx2(t) + 2kox3 (t) — 2x5(t)+
= 2x3 (t) + x5 (¢) + f3(0).

39



Bu sistem (5.11) kullanilarak su sekilde yeniden yazilabilir:

1 0 0 0 0 0
DVP:k1P+kOPA:k1(O 0 0>+k0(0 0 0)
0 —(t+1) 1 0 -1 0
k, 0 0
=<0 0 0).
0 —ki(t+1)—ko Kk
uq (t)
u=| uy(t) | olup
uz(t)

uy (t) uf (t) kequy (8) + koul (t)
D'u=ky| uy(t) | +kol| us(®) | = | kyuy(t) + kous(®) |,

uz(t) ub(t) kius (t) + koub (t)
ky 0 0\ [/ uy(t)
(DYP)u = < 0 0 0) u, ()
0 —k(t+1)—ko ki/ \ us(d)

< kquq (2) >
= 0 )
—k1(t + Duy(t) — koup(t) + kqus(t)

bulunur. (5.11) su sekilde yazilabilir:

kyuy (8) + kout (t) kiuq ()
kyu, () + koub(t) | = < 0 ) +
kius(t) + koub (t) —k1(t + Duy(t) — koua(8) + kyusz(t)

t+2)(t—-1 t—-1
R )2( ) -\ /1 0 0\ / x7(t)
+ 0 0 0 ( 0 0 0) x3 (t)
0 @) =3/ \o0 —t+2) 1/\ xg()

2 2
t 1
(_1 2 Ew f(®) 1 0 0\ [/ uqi(t)
+f o o o ||lr® —k1<0 0 0) w () |
\0 t+4 1\ A0 0 —(t+2) 1/\us(®)
2 2
Buradan
—(t+2)(t—-1 ~1 1
s () + kot () = =X D oD aery i1 22 pe
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kyuy () + kous () =0,

(t—2)(t+3)

kyus(8) + kous (8) = —ky (¢ + Duy () — koua (8) + kyus(t) — >

x3 (8)

+ 8220 (0) + Z2f, = 2 f + ka(t + 2up(8) — ks (D),
olur.
v1(t) vy (t)
v = <v2 (t)) ve boylece v? =| vJ(t |olup (5.11) denkleminden
v3(t) vy (t
v{ (t) 0 0 0 1 0 0\ / x7 (6)
vy (t :—(0 —(t+1) 1 )(0 0 0) x9 (t)
v (t 0 (t+2)(-t—1) (+2)/\0 —(t+2) 1/\x¢(
0 0 0\ / f1()
= ( 0 1 0) f2(0) |,
0 (t+2) 0/\ f5(t)
vy (t) 0
ve(t) | = (t+2)x3 () — x5(6) — f> '
vg (t) (t+2)%x5(@) — (t +2)x§(t) = (t + 2)f,
ve buradan
v{(t) =0,
vy () = (t+2)x3 () —x5() — f2,
vg(t) = (t+2)*x3(t) — (t +2)x3 () — (t + 2)f>,
elde edilir.

5.3. Ikinci Tiirden Dogrusal Zamanla Degisen Oransal Dinamik-Cebirsel
Denklemlerin Ozel Bir Durumu

A, C: 1 - My oldugunu varsayalim. Asagidaki denklemi goz oniine alalim.
A°DYx = Cx + f. (5.13)

Burada (5.13) denkleminin (5.12) denklemine indirgenebilecegini gosterecegiz. P’nin kerA

boyunca bir €1-projektor oldugunu varsayalim. Oyleyse

AP = A,
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ve
A°DYx = A°P(DYx) = A°DY(Px) — A°DYPx° + kyA°Px°.

olup

A°DY(Px) = A°DYPx° — k;A°Px° + Cx + f

= (A°DYP — k;A°P)x° + Cx + f,

C, =A°DYP — k,A°P denirse,

A°DY(Px) = C;x° + Cx + f, (5.14)
olarak (5.13) denkleminin 6zel bir hali bulunur.
) 1 0 0 —t 1 t
Ornek 54.1 T=2No A(t)=(0 -t 1), c@®)=( 0 1 2t),t€eT.

0 0 O t 0 1

Burada

o(t)=2t, t € T.

ve

1 0 0
AW=0 -2t 1),te1r.

0O 0 0

seklindedir. Biz asagidaki ¢6zliim olan vektdr matrisi bulacagiz.

y1(t)
}’(t) = yZ(t) 't € T.
y3(t)
Boylece
0
Ay = (0): t €T,
0
ve buradan
0 1 0 0\ /y(® y1(0)
<0>=(0 —t 1> y2(0) | = | —ty, () +y:(O |, t €T,
0 0 0 0/ \y® 0

42



bulunur. Boylece

1 (®) 0
y2(8) =<1>, t €T,
y3(t) t

olup
0 0 O
Q(t)=<0 0 1) t €T,
0 0 ¢t
10
P(t):I—Q(t)—(O 1 —1),
0 0 1-t¢

0
PA(t) = (0
0

S O O

0
0 |
-1

x1(t)
(Px)(®) = | x2(t) —x3(0) |,
(1= 8)x3(D)

10 0 00 0
mp:k1<o i _1>+k0(o 0 o)
00 1—t¢ 00 -1
ky, 0 0
= 0 kK —kq )
0 0 (1-t)k,—k

kqx1 () + koxf (t)
DYx = (klxz )+ kOxZA(t)>,
kyx3(t) + kox5(t)

hesaplamalarindan hareketle (5.13) asagidaki gibi yazilabilir:

10  0\/kixa(@® +kex(0) —t 1 t\/[xa@® fi(®)
<0 -2t 1) kyx,(t) + kox5(t) =< 0 1 Zt) @) |+ L0 |
0 0 0/ \ ks (t) + ko) t 0 1/\x() f3()

kyxy (8) 4 koxf(6) = —txy (£) + x2(8) + tx3(t) + f1(6),
=2tk x5 (t) — 2thkox5 (t) + kyx3(t) + kox5(t) = x,(t) + 2tx3(t) + £,,(0),

0 = tx  (t) + x3(t) + f5(0).
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x1(t) X2 (1)
DY(Px) = ky| x2(t) — x3(t) |+ko x5 (t) — x5(¢)
(1 -0x3(0) (1 —t)x5(t) — x5 (t)

kyx1 (8) + koxf ()
= < kyxa () — kyx3(t) + kx5 (t) — kox5(t) >,
(1 — kyx3(8) + (1 — Dkox5(8) — kox§ ()

C, = A°DYP — k,A°P

1 0 O0\/k O 0 1 0 O0\/1 0 0
=0 -2t 1| 0 K —kq —k1<0 —2t 1><0 1 —1)
0 0 0/\0 0 (1-t)k,—k 0 0 0/\0 0 1-—t¢

00 O
=<o 0 —k0>.
00 0

O halde (5.14) denklemi su formu alir:

1 0 0 kyx1 (t) + koxf(0) 0 0 O x{ (t)
< 0 -2t 1) kyxy (t) — kyxs(t) + koxa(t) — kox3(t) | = ( 0 0 —k0> xJ (t)
0 0 0/\(1=t)kyxz(t) + (1 = kox5(t) — kox (1) 00 0 x3 (t)

—t 1 t\/[x(t) f(®)
+< 0 1 Zt) @) |+ L0 )
t 0 1 x3(t) f3(t)

kyxp (t) + koxf(£) = —txy (£) + x5 (8) + tx3(t) + £, (0),

—2tkyx,(t) + 2tk x3(t) — 2thox5 (t) + 2tkox5(t) + (1 — )k x3(t) + (1 — kx5 (£)
— kox3 (£) = —kox3 () + x,(t) + 2tx3(t) + f>(0),

0 = tx,(t) + x3(t) + f3(0).
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6. SONUCLAR

Birim operatorii igermesi ve k, Ve k; parametrelerinin keyfi se¢imine bagl olarak farkli
tanimlar1 mevcut olan zaman skalasindaki oransal kesirli tiirev, kesirli mertebenin bire esit olmasi
durumunda reel sayilardaki oransal tiirev tanimin1 vermesi Hilger analizinin bir genellestirmesidir.
Bu ¢alismada, zaman skalalarindaki projektor analizini yapmak i¢in gerekli olan dogrusal zamanla
degisen dinamik-cebirsel denklem sistemleri farkli tiirden ele alinarak incelenmistir. Klasik
durumdan farkli olarak, burada ele alinan denklemler oransal Kesirli tirevleri icerdiginden, keyfi
zaman skalalarinda dogrusal oransal sistemler i¢in kesirli mertebeli tiirevler agisindan daha genel
sonuglar verilmektedir. Kesirli hesabin fizik ve miithendislikteki karmasik sistemleri ¢c6zmek igin
birgok farkli tanimi ve uygulamasi vardir. Bu analizi klasik analizin bir genellemesi olarak
diisiinmek miimkiindiir. Bu ¢alismada kesirli hesabin zaman skalasindaki diger tanimlarindan farkli
olarak, zaman skalasinda Kklasik duruma benzer birinci mertebeden dogrusal zamanla degisen

oransal dinamik-cebirsel denklem sistemi ve esdeger oransal sistemleri elde edilmistir.
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