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Dört bölümden oluşan bu tezde  𝑋 ∈ {𝑐0, 𝑐, ℓ∞, ℓ𝑝}  olmak üzere 𝑋(𝛤𝑛)  dizi uzayları 

çalışılmıştır. 

Birinci bölümde dizi uzayları hakkında temel sayılabilecek kavramlara ve bu alanda yapılan 

önemli çalışmalara yer verilmiştir.  

İkinci bölümde tez çalışması boyunca kullanılan temel tanım ve teoremler sunulmuştur. 

Üçüncü ve dördüncü bölüm Gamma dizi uzaylarının tanıtıldığı ve ayrıntılı olarak incelendiği 

bölümlerdir. Bu bölümlerde bu uzayların hem cebirsel hem de topolojik özellikleri ele 

alınmıştır. 
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In this four-part thesis, the sequence spaces  𝑋(𝛤𝑛)  have been studied, where                                                

𝑋 ∈ {𝑐0, 𝑐, ℓ∞, ℓ𝑝}. 

In the first part, it can be considered basic about sequence spaces concepts and important studies 

in this field are included. 

In the second part, the basic definitions used throughout the thesis work and theorems are 

presented. 

The third and fourth chapters introduce Gamma sequence spaces and these are the sections in 

which it is examined in detail. In these sections, both  algebraic and topological properties of 

these spaces are discussed. 
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SİMGE ve KISALTMALAR

Simgeler Açıklamalar

R Reel sayılar kümesi

N Doğal sayılar kümesi

C Kompleks sayılar kümesi

ω Reel veya kompleks terimli bütün dizilerin uzayı

c Reel terimli sıfıra yakınsak dizilerin uzayı

c0 Reel terimli yakınsak dizilerin uzayı

`∞ Reel terimli sınırlı dizilerin uzayı

`p p. kuvvetten mutlak yakınsak seri teșkil eden dizilerin uzayı

cs Kısmi toplamları sınırlı olan bütün reel terimli serilerin uzayı

bs Kısmi toplamları yakınsak olan bütün reel terimli serilerin uzayı

bv Sınırlı salınımlı dizilerin uzayı

cs0 Sıfıra yakınsayan serilerin uzayı

λα λ dizi uzayının α- duali

λβ λ dizi uzayının β- duali

λγ λ dizi uzayının γ- duali

C1 Birinci mertebede Cesàro matrisi

∆1 Fark matrisi

∆(1) Fark matrisi

ÇekA A operatörünün sıfır uzayı(çekirdeği)

S Toplam matrisi

Er Euler ortalaması(matrisi)

Rt Riesz ortalaması

Γn Gamma matrisi
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1. GİRİȘ

Toplanabilme teorisi temel olarak ıraksak olan bir diziye limit atama fikrine dayanır.

Yakınsak olan bir dizinin aritmetik ortalamalar dizisinin de yakınsak ve üstelik

limitlerinin de aynı olduğu 1890 yılında E. Cesàro tarafından gözlemlenmiștir.

Böylece yakınsaklık kavramının genelleștirilmesi görüșü ortaya çıkmıștır. Yakınsaklık

kavramını genelleyen yeni dizi uzaylarını inșa etme yaklașımı toplanabilmenin en

yaygın çalıșma alanlarından birini olușturur.

U bir dizi uzayı ve E = (eij) reel terimli bir sonsuz matris olsun.

u = (uj) ∈ U için (Eu)i =
∑∞

j=0 eijuj (i ∈ N) serileri yakınsak ise Eu = ((Eu)i)

dizisine u dizisinin E- dönüșümü denir.

UE = {u = (uj) ∈ ω : Eu ∈ U}

cümlesi E matrisinin U etki alanı olarak adlandırılır. Burada ω ile reel veya kompleks

terimli bütün dizilerin cümlesi belirtilmektedir. UE cümlesi diziler üzerinde

tanımlanan koordinatsal toplama ve skalar ile çarpma ișlemlerine göre bir vektör

uzayıdır, dolayısı ile bir dizi uzayıdır. Buradan hareketle U yerine standart dizi

uzayları ve E yerine de özel üçgensel matrisler alınarak UE etki alanı ile farklı dizi

uzayları elde edilmiștir.

1. mertebeden Cesàro matrisi C1 = (cij)

cij =





1
i

, (1 ≤ j ≤ i)

0 , (j > i)

olarak tanımlanır. Bu matrisin `p ve `∞ dizi uzayları üzerindeki etki alanları

kullanılarak Xp ve X∞ dizi uzayları Ng ve Lee tarafından 1978 yılında

Xp =

{
v = (vi) ∈ ω :

∞∑
i=1

∣∣∣∣∣
1

i

i∑
j=1

vj

∣∣∣∣∣

p

< ∞
}

ve

X∞ =

{
v = (vi) ∈ ω : sup

i∈ N

∣∣∣∣∣
1

i

i∑
j=1

vj

∣∣∣∣∣ < ∞
}
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biçiminde tanımlandı (Ng ve Lee, 1978). Bu çalıșma üçgensel bir matrisin etki alanı

kullanılarak dizi uzayı inșa etme yaklașımında bir mihenk tașıdır. Daha sonraki

yıllarda bu mantıkla pek çok dizi uzayı tanımlanmıș ve bu dizi uzayları üzerinde

çalıșılmıștır [ (Wang, 1978), (Aydin ve Bașar, 2004), (Altay ve Bașar, 2005), (Aydin

ve Bașar, 2005), (Șengönül ve Bașar, 2005), (Mursaleen ve ark., 2006)].

M. Șengönül ve F. Bașar, 2005 yılında 1. mertebeden Cesàro matrisinin c ve c0 etki

alanlarını çalıștılar. Yazarlar bu çalıșmada c̃ ve c̃0 dizi uzaylarını

c̃ =

{
u = (ui) ∈ ω : lim

j→∞
1

j + 1

j∑
i=0

ui −mevcut

}

ve

c̃0 =

{
u = (ui) ∈ ω : lim

j→∞
1

j + 1

j∑
i=0

ui = 0

}

olarak tanımladı (Șengönül ve Bașar, 2005). Cesàro dizi uzayları ve genellemeleri

pek çok yazar tarafından toplanabilme teorisinde çalıșılmıștır.

Bu bağlamda 2020 yılında H. Roopaei ve arkadașları n. mertebeden Cesàro matrisini

cn
j,k =





(
n+j−k−1

j−k

)
(

n+j
j

) , 0 ≤ k ≤ j

0 , diğer durumlar

(1.0.1)

șeklinde tanımlayıp bu matrisin `p ve `∞ etki alanlarını çalıșmıșlardır. Yazarlar Cn
p

ve Cn
∞ dizi uzaylarını sırayla

Cn
p =

{
x = (xj) ∈ ω :

∞∑
j=0

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n+j−k−1

j−k

)
xk

∣∣∣∣∣

p

< ∞
}

ve

Cn
∞ =

{
x = (xj) ∈ ω : sup

j

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n+j−k−1

j−k

)
xk

∣∣∣∣∣ < ∞
}

olarak tanımlamıșlardır (Roopaei ve ark., 2020).
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2022 yılında H. Roopaei ve F. Bașar n. mertebeden Gamma matrisini Γn =
(
γn

jk

)

her j, k ∈ N için

γn
jk =





(
n+k−1

k

)
(

n+j
j

) , 0 ≤ k ≤ j

0 , k > j

(1.0.2)

olarak tanımlayıp bu matrisin c, c0, `∞ ve `p etki alanlarını araștırmıșlardır.

Biz bu tez çalıșmasında 2022 yılında H.Roopaei ve Bașar tarafından tanımlanan

X ∈ {c0, c, `∞, `p} olmak üzere X(Γn) dizi uzaylarını ayrıntılı bir biçimde

inceleyeceğiz.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Temel Tanım ve Teoremler

Bu kısımda, tezde kullanacağımız temel kavramlara ve teoremlere yer verilmiștir.

Tanım 2.1.1. E boș olmayan bir cümle ve K = R veya K = C olsun. Eğer

∀u, v, t ∈ E ve ∀α, β ∈ K için

+ : E × E −→ E

(u, v) −→ u + v

· : K × E −→ E

(α , u) −→ α · u

olarak tanımlanan fonksiyonlar,

1) u + v = v + u,

2) (u + v) + t = u + (v + t),

3) ∀ u ∈ E için u + e = e + u = u olacak șekilde bir tek e ∈ E vardır,

4) ∀ u ∈ E için u + (−u) = (−u) + u = e olacak șekilde bir tek (−u) ∈ E vardır,

5) (α + β) u = α u + β u,

6) α(u + v) = α u + α v,

7) (α β) u = α (β u),

8) 1 · u = u

șartlarını sağlıyorsa E cümlesine K cismi üzerinde bir lineer uzay (vektör uzayı) adı

verilir.

Tanım 2.1.2. Boș olamayan bir M kümesi ve bir

d : M ×M −→ R

(a, b) −→ d (a, b)

dönüșümü verilsin. d dönüșümü ∀ a, b, c ∈ M için

(M1) d (a, b) ≥ 0

(M2) d (a, b) = 0 ⇐⇒ a = b

(M3) d (a, b) = d (b, a) (simetri)

(M4) d (a, b) ≤ d (a, c) + d (c, b) (üçgen eșitsizliği)

4



aksiyomlarını sağlarsa d ye M üzerinde bir metrik (M, d) ikilisine de bir metrik uzay

adı verilir (E. Kreyszig, 1978).

Tanım 2.1.3. Bir (M,d) metrik uzayındaki her Cauchy dizisi yakınsaksa (M,d)

metrik uzayına tam metrik uzay denir (E. Kreyszig, 1978).

Tanım 2.1.4. X, K cismi (K = R veya K = C) üzerinde bir vektör uzayı olsun.

‖·‖ : X −→ R

u −→ ‖u‖
dönüșümü ∀u, v ∈ X ve ∀α ∈ K için,

(N1) ‖u‖ ≥ 0

(N2) ‖u‖ = 0 ⇐⇒ u = θ

(N3) ‖αu‖ = |α| ‖u‖

(N4) ‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖

șartlarını sağlarsa, ‖ · ‖ fonksiyonuna X üzerinde norm, (X, ‖ · ‖) ikilisine de bir

normlu vektör uzayı denir (E. Kreyszig, 1978).

Tanım 2.1.5. Bir (X, ‖·‖) normlu uzayındaki her Cauchy dizisi yakınsaksa (X, ‖·‖)
normlu uzayına tam normlu uzay ya da Banach uzayı denir (E. Kreyszig, 1978).

Tanım 2.1.6. E ile F aynı cisim üzerinde tanımlı iki lineer uzay ve

L : E → F

bir dönüșüm olsun. Eğer ∀ u, v ∈ E ve ∀λ ∈ K için

L(u + v) = L(u) + L(v)

L(λ · u) = λ · L(u)

ya da buna denk olarak ∀u, v ∈ E ve ∀λ, µ ∈ K için

L(λu + µ v) = λL(u) + µL(v)
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ise L dönüșümüne bir lineer dönüșüm denir (Erdem ve Kılıç, 1983).

Tanım 2.1.7.

L : E → F

lineer operatörü verilsin.

Çek L = {x ∈ E : Lx = 0}

kümesine L operatörünün sıfır uzayı veya çekirdeği denir (Șuhubi, 2001).

Lineer bir dönüșümün birebir olduğunu göstermede kullandığımız așağıdaki teoremi

ifade edelim.

Teorem 2.1.8. L lineer operatörü birebirdir ancak ve ancak

Çek L = {0} dır (Șuhubi, 2001).

2.2. Birtakım Eșitsizlikler

Bu kısımda, sonraki bölümlerde kullanacağımız bazı önemli eșitsizliklere yer vereceğiz.

(1) (Minkowski Eșitsizliği): u = (uk) , v = (vk) ∈ `p olsun. Bu durumda,

∞∑

k=0

|uk + vk|p ≤
∞∑

k=0

|uk|p +
∞∑

k=0

|vk|p , (0 < p ≤ 1)

ve ( ∞∑

k=0

|uk + vk|p
) 1

p

≤
( ∞∑

k=0

|uk|p
) 1

p

+

( ∞∑

k=0

|vk|p
) 1

p

, (p ≥ 1)

eșitsizlikleri geçerlidir.

(2) (Hölder Eșitsizliği): u = (ui) ∈ `p , v = (vi) ∈ `q ve p > 1 olsun. O zaman
1
p

+ 1
q

= 1 olmak üzere,

∞∑
i=0

|uivi| ≤
( ∞∑

i=0

|ui|p
) 1

p

·
( ∞∑

i=0

|vi|q
) 1

q

eșitsizliği geçerlidir.
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(3) ∀u, v ∈ C veya R olmak üzere

|u + v| ≤ |u|+ |v|

eșitsizliği geçerlidir .

2.3. Dizi Uzayları ve Matris Dönüșümleri

Tanım 2.3.1. K = R veya K = C olmak üzere

ω = {u = (uj) ∈ ω : u : N −→ K, j −→ uj = (uj)}

kümesine bütün dizilerin kümesi denir.

ω kümesi,

((uj), (vj)) −→ (uj + vj)

ve

(λ, (vj)) −→ (λ vj)

ikili ișlemleri ile K üzerinde bir vektör uzayıdır. ω’nın herhangi bir alt vektör uzayına

bir dizi uzayı denir (Boss ve Peter, 2000).

Șimdi en çok kullanılan dizi uzaylarını așağıdaki örnekte tanıtalım.
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Örnek 2.3.2.

`∞ =

{
x = (xk) ∈ ω : sup

k
|xk| < ∞

}
,

c =
{

x = (xk) ∈ ω : (xk) yakınsak yani lim
k→∞

xk −mevcut
}

,

c0 =
{

x = (xk) ∈ ω : lim
k→∞

xk = 0
}

,

bs =

{
x = (xk) ∈ ω :

(
n∑

k=0

xk

)
∈ `∞

}
,

cs =

{
x = (xk) ∈ ω :

(
n∑

k=0

xk

)
∈ c

}
,

`p =

{
x = (xk) ∈ ω :

∑

k

|xk|p < ∞
}

, (1 ≤ p < ∞)

bv =

{
x = (xk) ∈ ω : |x0|+

∑

k

|xk − xk+1| < ∞
}

,

uzayları birer dizi uzayıdır (Boss ve Peter, 2000).

Tanım 2.3.3. (K-,FK-,BK- Uzayları ) λ bir lineer topolojik uzay olsun. ∀k ∈ N
için ρk(u) = uk șeklinde tanımlanan ρk : λ → C dönüșümü sürekliyse λ’ya bir K-

uzayı denir. Tam lineer metrik bir K- uzayına bir FK- uzayı , normlu FK- uzayına

da bir BK- uzayı denir (Altay ve Bașar, 2005).

Örnek 2.3.4. `∞, c ve c0 uzayları ‖u‖∞ = sup
j
|uj| normuna göre, 1 ≤ p < ∞ için

`p uzayı da ‖u‖p =

(
i∑

j=0

|uj|p
) 1

p

normuna göre birer BK- uzayıdırlar (Malkowsky,

2001).

Tanım 2.3.5. λ ve µ iki dizi uzayı ve B = (bij) (i, j = 0, 1, 2, 3, ...) reel ya da

kompleks sayıların bir sonsuz matrisi olsun. ∀ i ∈ N için Bi (y) =
∑
j

bijyj yakınsak

ise By = (Bi (y)) yazılır. Eğer y = (yj) ∈ λ iken By = (Bi (y)) ∈ µ ise o zaman

B ’ ye λ dizi uzayından µ dizi uzayına bir matris dönüșümüdür denir ve bu durum

B : λ −→ µ olarak gösterilir. (Bi (y)) dizisine de y’ nin B- dönüșümü denir.

(λ : µ) ile B : λ −→ µ șeklindeki bütün B matrislerinin kümesi, (λ : µ; p) ile de

limit ya da toplamı koruyan B : λ −→ µ șeklindeki bütün B matrislerinin kümesi

gösterilecektir. (λ : µ; p) ⊂ (λ : µ) olduğu açıktır (Nanda, 1983).
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Tanım 2.3.6. B = (bij) reel ya da kompleks sayıların bir sonsuz matrisi olsun.

∀i = (0, 1, 2, . . .) için Bi (u) =
∑
j

bijuj mevcut ve lim
i

Bi (u) = l ∈ C ise u = (uj)

dizisine l sayısı için B- toplanabilirdir denir. Bu durum u’ nun B- limiti l dir șeklinde

ifade edilir ve

B − lim
i

ui = l

olarak gösterilir (Malkowsky, 2001).

Tanım 2.3.7. A = (ank) reel ya da kompleks sayıların bir sonsuz matrisi olsun.

k > n olan ∀n, k ∈ N için ank = 0 ise A = (ank) matrisine üçgensel matris denir.

A = (ank) üçgensel matrisinde ann 6= 0 ise A’ya normal matris denir (Boss ve Peter,

2000).

Teorem 2.3.8. A ∈ (c : c) olması için ancak ve ancak

i) sup
n∈N

∑
k

|ank| < ∞

ii) ∃ a ∈ C için lim
n−→∞

∑
k

|ank| = a

iii) ∀ k ∈ N için lim
n−→∞

ank = ak

șartlarının sağlanmasıdır (Nanda, 1983).

Tanım 2.3.9. Teorem 2.3.8 ’ deki koșulları sağlayan matrise konservativ matris

denir. Bu tip matrisler kısaca K- matrisi olarak ifade edilirler.

Teorem 2.3.10. A ∈ (c : c ; p) olması için ancak ve ancak

i) sup
n∈N

∑
k

|ank| < ∞

ii) ∀ k ∈ N için lim
n−→∞

ank = 0

iii) lim
n−→∞

∑
k

ank = 1

șartlarının sağlanmasıdır (Nanda, 1983).

Tanım 2.3.11. Teorem 2.3.10 ’ daki koșulları sağlayan matrise Teoplitz matrisi

veya regüler matris denir. Bu tip matrisler kısaca T - matrisi olarak ifade edilirler.

Burada bazı özel üçgensel matrislerden bahsedeceğiz.
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Tanım 2.3.12. t = (tk) pozitif reel sayıların bir dizisi ve Tn =
n∑

k=0

tk , (n ∈ N) olsun.

O zaman ∀n, k ∈ N için

rt
nk =





tk
Tn

, (0 ≤ k ≤ n)

0 , (k > n)

șeklinde tanımlanan Rt = (rt
nk) matrisine Riesz ortalaması (t = (tk) dizisiyle ilișkili)

denir (Polat ve Bașar, 2007).

Tanım 2.3.13. ∀n, k ∈ N için

cnk =





1
n+1

, (0 ≤ k ≤ n)

0 , (k > n)

șeklinde tanımlanan C1 = (cnk) matrisine birinci mertebeden Cesàro ortalaması

denir (Polat ve Bașar, 2007).

Tanım 2.3.14. ∀i, j ∈ N için

Sij =





1 , (0 ≤ j ≤ i)

0 , (j > i)

șeklinde tanımlanan S = (sij) matrisine toplam matrisi denir (Polat ve Bașar,

2007).

Tanım 2.3.15. ∀i, j ∈ N için

δij =





(−1)i−j , (i− 1 ≤ j ≤ i)

0 , (0 ≤ j < i− 1 ya da j > i)

ve

dij =





(−1)i−j , (i ≤ j ≤ i + 1)

0 , (0 ≤ j < i ya da j > i + 1)

șeklinde tanımlanan ∆(1) = δij ve ∆1 = dij matrislerine fark matrisleri denir (Polat

ve Bașar, 2007).
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Tanım 2.3.16. Ar = (ar
nk) matrisi herhangi bir sabit r ∈ R ve her n, k ∈ N için

ar
nk =





1+rk

n+1
, (0 ≤ k ≤ n)

0 , (k > n)

șeklinde tanımlanan matristir (Altay ve Bașar, 2005).

Tanım 2.3.17. r ∈ R olsun. ∀ a, b ∈ N için

er
ab =





(
a

b

)
(1− r)a−b rb , (0 ≤ b ≤ a)

0 , (b > a)

șeklinde tanımlanan Er = (er
ab) matrisine r. mertebeden Euler ortalaması denir

(Boss ve Peter, 2000).

Tanım 2.3.18. λ bir normlu dizi uzayı olsun ve (bn) dizisi verilsin. ∀x ∈ λ için

lim
n→∞

‖x− (a0b0 + a1b1 + ... + anbn)‖ = 0

olacak șekilde bir tek (an) skaler dizisi varsa (bn)’ye λ dizi uzayının bir Schauder

bazı (kısaca bazı) denir ve bu durumda x =
∑
k

akbk yazılır (Altay ve Bașar, 2005).

Tanım 2.3.19. λ bir dizi uzayı olmak üzere bir A sonsuz matrisinin λ uzayındaki

matris bölgesi (domain) olan λA kümesi

λA = {x = (xk) ∈ ω : Ax ∈ λ}

olarak tanımlanır (Altay ve Bașar, 2005).

Șimdi yukarıda tanımları verilen C1, R
t,4 ve Ar matrisleri yardımıyla tanımlanan

bazı dizi uzayları örnek olarak verilecektir.

Örnek 2.3.20. (l∞)c1
= X∞, (lp)c1

= Xp, (l∞)Rt = rt
∞, ct

R = rt
c, (c0)Rt = rt

0,

(lp)4 = bvp, (c0)Ar = ar
0, cAr = ar

c, (lp)Ar = ar
p, (l∞)Ar = ar

∞ dır (Altay ve Bașar,

2005).
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Tanım 2.3.21. λ ve µ dizi uzayları için Z(λ, µ) kümesi

Z(λ, µ) = {v = (vk) ∈ ω : ∀u ∈ λ için uv = (ukvk) ∈ µ}

olarak tanımlansın. Bu Z(λ, µ) kümesi yardımı ile λ uzayının α -,β- ve γ- dualleri

olan λα, λβ ve λγ kümeleri,

λα = Z(λ, l1), λβ = Z(λ, cs), λγ = Z(λ, bs)

olarak tanımlanır (Altay ve Bașar, 2002).

Örnek 2.3.22. bv0 = bv ∩ c0 olmak üzere

csα = bvα = bvα
0 = bsα = l

csβ = bv, bvβ = cs, bvβ
0 = bs, bsβ = bv0

csδ = bv, bvγ = bs, bvγ
0 = bs, bsγ = bv

dir (Boss ve Peter, 2000).

Teorem 2.3.23. λ ve µ iki dizi uzayı ve σ ∈ (α, β, γ) olsun. O zaman λα ⊆ λβ ⊆ λγ

dir ve λ ⊂ µ ise λσ ⊃ µσ dir (Polat ve Bașar, 2007).
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3. c0(Γ
n) ve c(Γn) GAMMA DİZİ UZAYLARI

3.1. Giriș

Bu bölümde, Gamma dizi uzaylarının bazı temel özelliklerinden bahsedeceğiz. n.

mertebeden Γn =
(
γn

jk

)
Gamma matrisinin Roopaei ve Bașar tarafından 2022

yılında her j, k ∈ N için

γn
jk =





(
n+k−1

k

)
(

n+j
j

) , 0 ≤ k ≤ j

0 , k > j

biçiminde tanımlandı (Roopaei ve Bașar, 2022). Bu matrisin klasik dizi uzayları c0

ve c üzerindeki etki alanları kullanılarak c0 (Γn) ve c (Γn) Gamma dizi uzayları

c0 (Γn) =

{
x = (xk) ∈ ω : lim

j→∞
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n+k−1

k

)
xk = 0

}

c (Γn) =

{
x = (xk) ∈ ω : ∃α ∈ C 3 lim

j→∞
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n+k−1

k

)
xk = α

}
,

olarak tanımlanır (Roopaei ve Bașar, 2022).

Tanım 2.3.19 yardımıyla bu dizi uzaylarını

c0 (Γn) = (c0)Γn , c (Γn) = (c)Γn

șeklinde yeniden tanımlayabiliriz.

Șimdi herhangi bir x = (xk) dizisinin Γn - dönüșümünü y = (yj) ile gösterelim.
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Matris dönüșümü tanımı yardımıyla her j ∈ N için

(Γnx)j =
∑

k

γjkxk

=

j∑

k=0

γjkxk +
∞∑

k=j+1

γjkxk

=

j∑

k=0

γjkxk + 0

=

j∑

k=0

γjkxk

yj =
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n+k−1

k

)
xk

bulunur. Yani

yj = (Γnx)j =
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n+k−1

k

)
xk (3.1.3)

dir. Șimdi gamma matrisinin tersi hakkındaki lemmayı verebiliriz.

Lemma 3.1.1. n. mertebeden Γn gamma matrisi terslenebilir ve Γn matrisinin

Γ−n =
(
γ−n

jk

)
ters matrisi ∀j, k ∈ N için

γ−n
jk =





(n + k) /n , k = j

− (k + 1) /n , k = j − 1

0 , 0 ≤ k < j − 1 ya da k > j

(3.1.4)

dır.

İspat. n. mertebeden Γn gamma matrisi üçgensel bir matris olduğundan tersi

mevcuttur. x = (xk) ∈ ω alalım.

Γnx = y

eșitliğinden x’ i çekersek

x = (Γn)−1 y (3.1.5)
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yazılabilir. Dolayısıyla (3.1.5) eșitliği ile bize (Γn)−1 ters matrisin katsayılarını verir.

Matris dönüșümü tanımından ∀n ∈ N için

yj = (Γnx)j

=

j∑

k=0

(
n+k−1

k

)
(

n+j
j

) xk

=
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
xk

yazılabilir. Yani

yj = (Γnx)j =
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
xk (3.1.6)

yazılabilir. (3.1.6) eșitliğini kullanarak xj için bir formül bulalım. Bu durumda

(
n + j

j

)
yj =

j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
xk (3.1.7)

olur. (3.1.7) denkleminde j yerine j − 1 yazılırsa

(
n + j − 1

j − 1

)
yj−1 =

j−1∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
xk (3.1.8)

olur. (3.1.7) ve (3.1.8) taraf tarafa çıkarılırsa

(
n + j

j

)
yj −

(
n + j − 1

j − 1

)
yj−1 =

(
n + j − 1

j − 1

)
xj

yazılabilir. Son olarak her tarafı
1(

n+j−1
j−1

)
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ile çarpalım. Buradan

xj =

(
n+j

j

)
(

n+j−1
j−1

)yj −
(

n+j−1
j−1

)
(

n+j−1
j−1

)yj−1

=

(n+j)!
n!·j!

(n+j−1)!
(n−1)!·j!

yj −
(n+j−1)!
n!·(j−1)!

(n+j−1)!
(n−1)!·j!

yj−1

=
(n + j)!

n! · j! · (n− 1)! · j!
(n + j − 1)!

yj − (n + j − 1)!

n! · (j − 1)!
· (n− 1)! · j!
(n + j − 1)!

yj−1

=
n + j

n
yj − j

n
yj−1

elde edilir. Yani,

xj = − j

n
yj−1 +

n + j

n
yj =

(
Γ−ny

)
j

(3.1.9)

dır. Sonuç olarak Γ−n =
(
γ−n

jk

)
ters matrisi

Γ−n =
(
γ−n

jk

)
=





n + k

n
, k = j

−k + 1

n
, k = j − 1

0 , diğer durumlarda

biçiminde verilir. Bu ise ispatı tamamlar.

Artık ilk teoremimizi verebiliriz. İlk teoremimiz bu uzayların lineer uzaylığı hakkında

olacaktır.

Teorem 3.1.2. c0 (Γn) ve c (Γn) kümeleri diziler üzerinde tanımlanan toplama ve

skalerle çarpma ișlemlerine göre birer lineer uzaydır.

İspat. x = (xk) , y = (yk) ∈ c (Γn) ve λ ∈ R olsun. Bu taktirde

lim
j−→∞

1(
n+j

j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
xk = α

lim
j−→∞

1(
n+j

j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
yk = β
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olacak șekilde α, β ∈ C mevcuttur. Buradan,

lim
j−→∞

1(
n+j

j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
(xk + yk)

= lim
j−→∞

1(
n+j

j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
xk + lim

j−→∞
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
yk

= α + β

yani (x + y) ∈ c (Γn) ve

lim
j−→∞

1(
n+j

j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
(λ · xk) = λ · lim

j−→∞
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
xk

= λ · α

yani (λ · x) ∈ c (Γn) elde edilir. Dolayısı ile c (Γn) kümesi bir lineer uzaydır. c0 (Γn)

kümesi de benzer șekilde yapılabilir.

Teorem 3.1.3. c0 (Γn) ve c (Γn) dizi uzayları

‖x‖c0(Γn) = ‖x‖c(Γn) = sup
j∈N

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n+k−1

k

)
xk

∣∣∣∣∣ (3.1.10)

normu ile birer BK- uzayıdır .

İspat. X uzayı c0 veya c uzaylarından herhangi birini göstersin. x = (xk) ve y = (yk)

dizileri (3.1.3) bağıntısı ile bağlı olsun. c0 (Γn) uzayının Banach uzaylığına bakalım.

c0 (Γn) dizi uzayının lineer uzaylığı Teorem 3.1.2 de ispatlanmıștır.

1. Așama (3.1.10) da tanımlanan fonksiyonunun norm olduğunu gösterelim.

N1) ∀x ∈ c0 (Γn) için ‖xk‖ > 0 olduğu açıktır.
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N2) ∀x ∈ c0 (Γn) için

‖x‖c0(Γn) = 0 ⇐⇒ sup
j∈N

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
xk

∣∣∣∣∣ = 0

⇐⇒ ∀j ∈ N için

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
xk

∣∣∣∣∣ ≤ 0

⇐⇒ ∀j ∈ N için
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
xk = 0

dır. Bu durumda

j = 0 için
1(
n
0

)
(

n− 1

0

)
x0 = 0 eșitliğinden x0 = 0

j = 1 için
1(

n+1
1

)
{(

n− 1

0

)
x0 +

(
n

1

)
x1

}
= 0 eșitliğinden x1 = 0

...

j = k için
1(

n+k
k

)
[(

n− 1

0

)
x0 +

(
n

1

)
x1 + · · ·+

(
n + j − 1

j

)
xj

]
= 0

eșitliğinden xj = 0 çıkar ki bu bize ∀j ∈ N için xj = 0 olduğunu verir.

N3) ∀x ∈ c0 (Γn) için

‖λ · x‖c0(Γn) = sup
j∈N

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
(λ · xk)

∣∣∣∣∣

= |λ| · sup
j∈N

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
xk

∣∣∣∣∣
= |λ| · ‖x‖c0(Γn)
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N4) ∀x, y ∈ c0 (Γn) için

‖x + y‖c0(Γn) = sup
j∈N

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n+k−1

k

)
(xk + yk)

∣∣∣∣∣

≤ sup
j∈N

∣∣∣∣ 1

(n+j
j )

j∑
k=0

(
n+k−1

k

)
xk

∣∣∣∣ + sup
j∈N

∣∣∣∣ 1

(n+j
j )

j∑
k=0

(
n+k−1

k

)
yk

∣∣∣∣
= ‖x‖c0(Γn) + ‖y‖c0(Γn)

=⇒ ‖x + y‖c0(Γn) ≤ ‖x‖c0(Γn) + ‖y‖c0(Γn)

elde edilir. Böylece (3.1.10) da tanımlanan dönüșümün norm aksiyomlarının

sağlandığı gösterildi.

2. Așama c0 (Γn) dizi uzayının tamlığı

Kabul edelim ki
(
x(n)

)
, c0 (Γn) de keyfi bir Cauchy dizisi olsun. Burada

(
x(n)

)

dizisinin

x(n) =
(
x

(n)
i

)
=

(
x

(n)
1 , x

(n)
2 , · · ·

)

biçiminde olduğuna dikkat edelim. Cauchy dizisinin tanımı gereğince ∀ε > 0 için

∃N = N (ε) ∈ N ∃ ∀n,m ≥ N (ε) için

∥∥x(n) − x(m)
∥∥

c0(Γn)
=

∥∥Γnx(n) − Γnx(m)
∥∥

c0

= sup
i∈N

∣∣∣Γnx
(n)
i − Γnx

(m)
i

∣∣∣ < ε

yazılabilir. Bu ise i = 1, 2, · · · ve n,m ≥ N (ε) için

∣∣∣Γnx
(n)
i − Γnx

(m)
i

∣∣∣ < ε (3.1.11)

olduğu anlamına gelir. (3.1.11) eșitsizliği bize her bir i için
(
Γnx

(m)
i

)
dizisinin R de

(veya C de) bir Cauchy dizisi olduğunu gösterir. R tam olduğundan bu dizi her bir

i için

lim
m

Γnx
(m)
i = xi ; x = (xi)
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olacak șekilde bir limite sahiptir. Șimdi (3.1.11) eșitsizliğinde n’ yi sabitleyip

m →∞ iken limite geçersek

∣∣∣Γnx
(n)
i − xi

∣∣∣ ≤ ε ; ∀n ≥ N

elde edilir. Buradan ∀n ≥ N için

sup
i∈N

∣∣∣Γnx
(n)
i − xi

∣∣∣ ≤ ε (3.1.12)

olur ki bu da
∥∥Γnx(n) − x

∥∥
c0
→ 0 (n →∞)

olduğunu gösterir. Yani
(
x(n)

)
Cauchy dizisi c0 (Γn) de yakınsaktır.

İspatı tamamlamak için x ∈ c0 (Γn) olduğunu göstermemiz gerekir. (3.1.12) den

∀i, j ≥ N (ε) için

|Γnxi − Γnxj| =
∣∣∣Γnxi − x

(N)
i + x

(N)
i − x

(N)
j + x

(N)
j − Γnxj

∣∣∣
≤

∣∣∣Γnxi − x
(N)
i

∣∣∣ +
∣∣∣x(N)

i − x
(N)
j

∣∣∣ +
∣∣∣x(N)

j − Γnxj

∣∣∣
< 3ε

olur ki bu x ∈ c0 (Γn) olduğunu ispatlar.

Teorem 3.1.4. c0 (Γn) ve c (Γn) uzayları sırasıyla c0 ve c uzaylarına lineer olarak

izomorftur. Yani

c0 (Γn) ∼= c0

c (Γn) ∼= c

dır.

İspat. İspatı c (Γn) uzayı için yapacağız. c0 (Γn) uzayı için benzer șekilde yapılabilir.

x = (xj) ve y = (yj) dizileri (3.1.3) bağıntısı ile bağlı olsun.
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c (Γn) ile c uzaylarının izomorf olduğunu göstermek için c (Γn) ile c arasında lineer,

1-1 ve örten bir dönüșümün varlığını göstermeliyiz.

T : c (Γn) −→ c

: x −→ Tx = y =
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
xk

dönüșümünü göz önüne alalım. T dönüșümünün lineerliği açıktır.

T dönüșümünün 1-1 olduğunu gösterelim. Bunu dönüșümün çekirdeğinin sadece

sıfır vektöründen oluștuğunu göstererek yapacağız. Tx = θ =⇒ x = θ önermesinin

sağlandığını göstereceğiz.

Tx = θ olsun. Yani
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
xk = θ

olsun. Bu durumda

j = 0 için
1(
n
0

)
(

n− 1

0

)
x0 = θ eșitliğinden x0 = 0,

j = 1 için
1(

n+1
1

)
{(

n− 1

0

)
x0 +

(
n

1

)
x1

}
= θ eșitliğinden x1 = 0,

...

j = k için
1(

n+k
k

)
{(

n− 1

0

)
x0 +

(
n

1

)
x1 + · · ·+

(
n + j − 1

j

)
xj

}
= θ

eșitliğinden xj = 0 çıkar ki bu bize ∀j ∈ N için xj = 0 olduğunu verir. Dolayısı ile

x = θ elde edilir. Bu ise T dönüșümünün 1-1 olduğunu kanıtlar.

Șimdi, T dönüșümünün örten olduğunu gösterelim. ∀ y ∈ c için ∃x ∈ c(Γn)

elemanının var olduğunu göstereceğiz.

Tx =
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
xk
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eșitliğini kullanarak x = (xk ) dizisini

xk =

(
1 +

k

n

)
yk − k

n
yk−1

biçiminde tanımlayalım. Bu taktirde,

Tx =
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
xk

=
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)[(
1 +

k

n

)
yk − k

n
yk−1

]

= y

elde edilir. Bu ise Tx ∈ c yani x ∈ c (Γn) olması anlamına gelir. Dolayısı ile T

dönüșümü örtendir. Sonuç olarak yukarıda tanımlanan T dönüșümü lineer, birebir

ve örten olduğundan

c (Γn) ∼= c

elde edilir. Bu ise teoremin ispatını tamamlar.

Șimdi yeni dizi uzayları ile ilgili bazı kapsama bağıntıları verelim.

Teorem 3.1.5. c0 (Γn) ⊂ c (Γn) kapsaması kesindir.

İspat. Herhangi bir s ∈ c0 (Γn) alalım. O zaman c0 ⊂ c olduğunu göz önünde

bulundurursak

s ∈ c0 (Γn) =⇒ Γns ∈ c0

=⇒ Γns ∈ c

=⇒ s ∈ c (Γn)

c0 (Γn) ⊂ c (Γn)

kapsamasının geçerliliğini elde ederiz.
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Șimdi bu kapsamanın kesin olduğunu gösterelim. Bunun için

x = (xj) = (1, 1, · · · )

dizisini göz önüne alalım. Bu taktirde

(Γnx)j =
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n+k−1

k

)
xk

= (1, 1, · · · )

olup

lim
j−→∞

(Γnx)j = 1

elde edilir. Bu ise

Γnx ∈ c =⇒ x ∈ c (Γn)

olduğunu gösterir. Diğer taraftan

lim
j−→∞

(Γnx)j = 1 /∈ c0

=⇒ x /∈ c0 (Γn)

olur ki bu kapsamanın kesin olduğu anlamına gelir.

Teorem 3.1.6. ∀j, k ∈ N için b(k) =
(
b
(k)
j

)
dizisini

b
(k)
j =





n+k
n

, j = k

−(k+1)
n

, j = k + 1

0 , aksi taktirde

olarak tanımlayalım. Bu taktirde așağıdaki önermeler sağlanır.

a)
(
b(k)

)
dizisi c0 (Γn) uzayı için bir bazdır ve ∀x ∈ c0 (Γn) dizisi x =

∑
k

(Γnx)k b(k)

biçiminde bir tek temsiline sahiptir.

b)
{
e, b(k)

}
kümesi c (Γn) uzayı için bir bazdır ve ∀x ∈ c (Γn) dizisi

x = le +
∑
k

[(Γnx)k − l] b(k) biçiminde bir tek temsiline sahiptir. Burada

le = lim
k−→∞

(Γnx)k olarak tanımlıdır.

23



3.2. c0(Γ
n) ve c (Γn) Gamma Uzaylarının α- ve β - Dualleri

Bu kısımda c0 (Γn) ve c (Γn) dizi uzaylarının α - ve β - duallerini hesaplayacağız. İlk

olarak, hesaplamalarda ihtiyaç duyacağımız bazı temel matris dönüșümleri ile ilgili

lemmayı așağıda verelim.

Lemma 3.2.1. Așağıdaki ifadeler geçerlidir.

(i) T = (tjk) ∈ (c0, `1) = (c, `1) = (`∞, `1) olması için ancak ve ancak

sup
K∈N

∞∑
j=0

∣∣∣∣∣
∑

k∈K

tjk

∣∣∣∣∣ < ∞ (3.2.13)

șartının sağlanmasıdır.

(ii) T = (tjk) ∈ (c0, c) = (c, c) olması için ancak ve ancak

∃αk ∈ C 3 lim
j−→∞

tjk = αk için ∀k ∈ N (3.2.14)

sup
j∈N

∞∑

k=0

|tjk| < ∞ (3.2.15)

șartlarının sağlanmasıdır.

(iii) T = (tjk) ∈ (`∞, c) olması için ancak ve ancak (3.2.14) ve

lim
j−→∞

∞∑

k=0

|tjk| =
∞∑

k=0

∣∣∣∣ lim
j−→∞

tjk

∣∣∣∣ (3.2.16)

șartının sağlanmasıdır.

Teorem 3.2.2. ∀j, k ∈ N için B =
(
b

jk

)
matrisini

b
jk

=





−k+1
n

bk+1 , k = j − 1

n+k
n

bk , k = j

0 , 0 ≤ k < j − 1 veya k > j

(3.2.17)

olarak tanımlayalım. Bu taktirde; c0 (Γn) ve c (Γn) uzaylarının α− duali
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C1 =

{
b = (bk) ∈ ω : sup

K∈N

∞∑
j=0

∣∣∣∣∣
∑

k∈K

b
jk

∣∣∣∣∣ < ∞
}

dır.

İspat. b = (bk) ∈ ω ve X ∈ {c0, c} olsun. Verilen herhangi bir x = (xk) ∈ X (Γn)

ve ∀ k ∈ N için

bkxk =

(
−k

n
yk−1 +

n + k

n
yk

)
bk = (By)k (3.2.18)

eșitliğini yazabiliriz. Burada B =
(
b

jk

)
matrisi (3.2.17) eșitliğinde tanımlanmıștır.

O halde (3.2.18) eșitliği ile x = (xn) ∈ X (Γn) için bx = (bkxk) ∈ `1 olması, ancak ve

ancak y = (yn) ∈ X için By ∈ `1 olmasıyla mümkündür " çift gerektirmesine

sahip oluruz. Böylece b ∈ {X (Γn)}α olması için ancak ve ancak B ∈ (X, `1)

önermesini elde ederiz. O halde X (Γn) uzayının α− duali B ∈ (X, `1) matris

sınıfının karakterizasyonuna indirgenir. Bu așamada Lemma 3.2.1 ’ in (i) șıkkını

kullanırsak X (Γn) uzayının α− dualinin

C1 =

{
b = (bk) ∈ ω : sup

K∈N

∞∑
j=0

∣∣∣∣∣
∑

k∈K

b
jk

∣∣∣∣∣ < ∞
}

cümlesi olduğu görülür.

Teorem 3.2.3. C4 ve C5 kümelerini șu șekilde tanımlayalım.

C4 =

{
b = (bk) ∈ ω : sup

j,k∈N

∞∑

k=0

∣∣∣∣
n + k

n
bk − k + 1

k
bk+1

∣∣∣∣ < ∞ ve
(

n + k

n
bk

)
∈ `∞

}

C5 =

{
b = (bk) ∈ ω : sup

j∈N

∞∑

k=0

∣∣∣∣
n + k

n
bk − k + 1

k
bk+1

∣∣∣∣ < ∞ ve
(

n + k

n
bk

)
∈ c0

}

Bu taktirde,

(i) [c0 (Γn)]β = C4

(ii) [c (Γn)]β = C5

önermeleri geçerlidir.
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İspat.

(i) b = (bk) ∈ [c0 (Γn)]β olsun. Bu taktirde β- dual tanımı gereği ∀x = (xk) ∈ c0 (Γn)

için
∞∑

k=0

bkxk serisi yakınsaktır. Șimdi, Abel kısmi toplam formülü kullanırsak her

m ∈ N için elde edilen așağıdaki eșitliği göz önüne alalım.

m∑

k=0

bkxk =
m−1∑

k=0

(
n + k

n
bk − k + 1

n
bk+1

)
yk +

n + m

n
bmym (3.2.19)

c0 (Γn) ∼= c0 izomorfluğu akılda tutup (3.2.19)’ de m → ∞ iken limite geçelim.

Hipotez gereğince
∑
k

bkxk serisi yakınsak olduğundan
∑
k

(
n+k

n
bk − k+1

n
bk+1

)
yk serisi

de aynı zamanda yakınsaktır ve de

lim
m→∞

n + m

n
bm = 0

olmak zorundadır. c0 ⊂ `∞ olması sebebiyle
{

n+m
n

bm

} ∈ `∞ yazılır. Șimdi tekrar

(3.2.19) eșitliğine dönelim. ∀j ∈ N için

∞∑

k=0

bkxk =
∞∑

k=0

(
n + k

n
bk − k + 1

n
bk+1

)
yk (3.2.20)

= (Cy)j

yazılabilir. Burada C = (cjk) matrisi ∀j, k ∈ N için

cjk =
n + k

n
bk − k + 1

n
bk+1

biçiminde tanımlıdır. (3.2.20) eșitliğini yorumlayalım.
∑
k

bkxk serisi yakınsaktır

ancak ve ancak lim
j→∞

(Cy)j limiti mevcuttur. Dolayısı ile ∀y ∈ c0 için Cy ∈ c

olduğundan C ∈ (c0 : c) sınıfına ait olmalıdır. Yani

b = (bk) ∈ [c0 (Γn)]β ⇐⇒ C ∈ (c0 : c)

önermesinin geçerli olduğunu söyleyebiliriz. Tam bu noktada Lemma 3.2.1 ’in (ii)

șıkkı kullanılırsa

[c0 (Γn)]β = C4
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elde edilir.

(ii) [c (Γn)]β kümesi içinde yukarıdaki benzer tartıșmalar yapılırsa

b = (bk) ∈ [c (Γn)]β ⇐⇒ C ∈ (c : c)

önermesine ulașır. Bu ise bize

[c (Γn)]β = C5

olduğunu gösterir.

27



4. `p(Γ
n) ve `∞(Γn) GAMMA DİZİ UZAYLARI

4.1. Giriș

Bu bölümde, Gamma dizi uzaylarının bazı temel özelliklerinden bahsedeceğiz. n.

mertebeden Γn =
(
γn

jk

)
Gamma matrisi Roopaei ve Bașar tarafından 2022 yılında

her j, k ∈ N için

γn
jk =





(
n+k−1

k

)
(

n+j
j

) , 0 ≤ k ≤ j

0 , k > j

biçiminde tanımlandı (Roopaei ve Bașar, 2022). Bu matrisin klasik dizi uzayları `p

ve `∞ üzerindeki etki alanları kullanılarak `p (Γn) ve `∞ (Γn) Gamma dizi uzayları

`p (Γn) =

{
x = (xk) ∈ ω :

∞∑
j=0

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n+k−1

k

)
xk

∣∣∣∣∣

p

< ∞
}

, (0 < p < ∞) ,

`∞ (Γn) =

{
x = (xk) ∈ ω : sup

j∈N

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n+k−1

k

)
xk

∣∣∣∣∣ < ∞
}

,

olarak tanımlanır (Roopaei ve Bașar, 2022). Tanım 2.3.19 yardımıyla bu dizi

uzaylarını

`p (Γn) = (`p)Γn , `∞ (Γn) = (`∞)Γn

șeklinde yeniden tanımlayabiliriz. Artık ilk teoremimizi verebiliriz. İlk teoremimiz

bu uzayların lineer uzaylığı hakkında olacaktır.

Teorem 4.1.1. `p (Γn) ve `∞ (Γn) cümleleri dizilerde tanımlanan toplama ve skalerle

çarpma ișlemlerine göre birer lineer uzaydır.



İspat. θ = (0) ∈ `p (Γn) olduğundan, `p (Γn) cümlesi boș değildir. x, y ∈ `p (Γn)

ve α ∈ C olsun. Șimdi, α x + y ∈ `p (Γn) olduğunu gösterelim. Üçgen eșitsizliği ile,

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)(
n+k−1

k

)
(αxk + yk)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)(
n+k−1

k

)
αxk +

1(
n+j

j

)(
n+k−1

k

)
yk

∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣

1(
n+j

j

)(
n+k−1

k

)
αxk

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)(
n+k−1

k

)
yk

∣∣∣∣∣

olur. Buradan,

∞∑
j=0

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
(

n + k − 1

k

)
(αxk + yk)

∣∣∣∣∣

p

≤
∞∑

j=0

[∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
(

n + k − 1

k

)
αxk

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
(

n + k − 1

k

)
yk

∣∣∣∣∣

]p

yazılabilir. 0 < p < 1 için Minkowski eșitsizliği ile

∞∑
j=0

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
(

n + k − 1

k

)
(αxk + yk)

∣∣∣∣∣

p

≤
∞∑

j=0

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
(

n + k − 1

k

)
αxk

∣∣∣∣∣

p

+
∞∑

j=0

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
(

n + k − 1

k

)
yk

∣∣∣∣∣

p

= |α|p
∞∑

j=0

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
(

n + k − 1

k

)
xk

∣∣∣∣∣

p

+
∞∑

j=0

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
(

n + k − 1

k

)
yk

∣∣∣∣∣

p

< ∞

ve 1 ≤ p < ∞ için yine Minkowski eșitsizliğini kullanarak;

[ ∞∑
j=0

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
(

n + k − 1

k

)
(αxk + yk)

∣∣∣∣∣

p] 1
p
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≤
[ ∞∑

j=0

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
(

n + k − 1

k

)
αxk

∣∣∣∣∣

p] 1
p

+

[ ∞∑
j=0

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
(

n + k − 1

k

)
yk

∣∣∣∣∣

p] 1
p

= |α|
[ ∞∑

j=0

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
(

n + k − 1

k

)
xk

∣∣∣∣∣

p] 1
p

+

[ ∞∑
j=0

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
(

n + k − 1

k

)
yk

∣∣∣∣∣

p] 1
p

< ∞

elde edilir. Bu ise, αx + y ∈ `p (Γn) olduğunu gösterir. `∞ (Γn) uzayı için de benzer

muhakeme ile yapılabilir.

Teorem 4.1.2. 1 < p < ∞ olsun. Bu taktirde `p (Γn) uzayı

‖x‖`p(Γn) =

[ ∞∑
j=0

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
(

n + k − 1

k

)
xk

∣∣∣∣∣

p] 1
p

(4.1.1)

ile bir BK- normlu uzaydır.

İspat. Bunun için önce norm aksiyomlarının sağlandığını gösterelim.

∀x ∈ `p (Γn) için ‖xk‖ ≥ 0 olduğu açıktır. Dolayısıyla (N1) aksiyomu sağlanır.

x ∈ `p (Γn) olsun. Bu durumda,

‖x‖`p(Γn) = 0 ⇐⇒
[ ∞∑

j=0

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
xk

∣∣∣∣∣

p] 1
p

= 0

⇐⇒ 1(
n+j

j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
xk = 0 , (n = 0, 1, 2, · · · )

⇐⇒
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
xk = 0 , (n = 0, 1, 2, · · · )

⇐⇒ xn = 0 , (n = 0, 1, 2, · · · )

bulunduğundan (N2) aksiyomu sağlanır.
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x ∈ `p (Γn) ve α ∈ C için

‖αx‖`p(Γn) =

[ ∞∑
j=0

∣∣∣∣∣
j∑

k=0

1(
n+j

j

)
(

n + k − 1

k

)
αxk

∣∣∣∣∣

p] 1
p

= |α|
[ ∞∑

j=0

∣∣∣∣∣
j∑

k=0

1(
n+j

j

)
(

n + k − 1

k

)
xk

∣∣∣∣∣

p] 1
p

= |α| ‖x‖`p(Γn)

olduğundan (N3) aksiyomu sağlanır.

x, y ∈ `p (Γn) için

‖x + y‖`p(Γn) =

[ ∞∑
j=0

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
(

n + k − 1

k

)
(xk + yk)

∣∣∣∣∣

p] 1
p

=

[ ∞∑
j=0

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
(

n + k − 1

k

)
xk +

1(
n+j

j

)
(

n + k − 1

k

)
yk

∣∣∣∣∣

p] 1
p

Üçgen eșitsizliğinden

‖x + y‖`p(Γn) ≤
[ ∞∑

j=0

(∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
(

n + k − 1

k

)
xk

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
(

n + k − 1

k

)
yk

∣∣∣∣∣

)p] 1
p

ve Minkowski eșitsizliğinden;

‖x + y‖`p(Γn) ≤
[ ∞∑

j=0

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
(

n + k − 1

k

)
xk

∣∣∣∣∣

p] 1
p

+

[ ∞∑
j=0

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
(

n + k − 1

k

)
yk

∣∣∣∣∣

p] 1
p

= ‖x‖`p(Γn) + ‖y‖`p(Γn)

elde edildiğinden dolayı da (N4) aksiyomu geçerlidir. Șu halde `p (Γn) , bir normlu

uzaydır.

Șimdi `p (Γn) uzayının (4.1.1) ile tanımlanan norma göre tam olduğunu gösterelim.
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xi = {xi
0, x

i
1, x

i
2, · · · } olmak üzere (xi)i∈N ⊂ `p (Γn) bir Cauchy dizisi olsun. Bu

durumda verilen ∀ ε > 0 sayısı için bir n0 (ε) ∈ N vardır öyle ki ∀ i, j > n0 (ε) için

∥∥xi − xj
∥∥

`p(Γn)
=

∥∥Γnxi − Γnxj
∥∥

`p
< ε

olur. Bu taktirde

∣∣(Γnxi
)

k
− (

Γnxj
)

k

∣∣ ≤
[ ∞∑

k=0

∣∣(Γnxi
)

k
− (

Γnxj
)

k

∣∣p
] 1

p

=
∥∥(

Γnxi
)

k
− (

Γnxj
)

k

∥∥
`p

< ε

olur. Böylece ∀ k ∈ N için {(Γnxi)k}i∈N , C üzerinde bir Cauchy dizisidir. C tam

olduğundan ∀ k ∈ N için

(
Γnxi

)
k
→ (Γnx)k , (i →∞)

yakınsaktır. Șimdi x ∈ `p (Γn) ve

∥∥xi − x
∥∥

`p(Γn)
→ 0 , (i →∞)

olduğunu gösterelim. Γnxi ∈ `p olduğundan

∥∥Γnxi
∥∥

`p
≤ K

eșitsizliğini sağlayan en az bir K > 0 sayısı mevcuttur. Bu taktirde herhangi bir

m ∈ N için [
m∑

k=0

∣∣(Γnxi
)

k

∣∣p
] 1

p

<
∥∥Γnxi

∥∥
`p
≤ K

yazılabilir. Önce i , sonra da m üzerinden limit alınırsa

[ ∞∑

k=0

∣∣(Γnxi
)

k

∣∣p
] 1

p

≤ K
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bulunur ki bu ise x = (xk) ∈ `p (Γn) olduğunu gösterir. Șimdi

∥∥xi − x
∥∥ → 0 , (i →∞)

olduğunu gösterelim. ε > 0 verilsin. O zaman,

∥∥Γnxi − Γnxj
∥∥

`p
< ε , (i, j ≥ n0)

olacak șekilde n0 ∈ N tamsayısı vardır. Böylece herhangi bir m ∈ N için

[
m∑

k=0

∣∣(Γnxi
)

k
− (

Γnxj
)

k

∣∣p
] 1

p

≤ ∥∥Γnxi − Γnxj
∥∥

`p
< ε , (i, j ≥ n0)

olur. Buradan j →∞ için,

[
m∑

k=0

∣∣(Γnxi
)

k
− (Γnx)k

∣∣p
] 1

p

≤ ε , (i ≥ n0)

elde edilir. m keyfi olduğundan , m →∞ için

∥∥xi − x
∥∥

`p(Γn)
=

∥∥Γnxi − Γnx
∥∥

`p
≤ ε , (i ≥ n0)

kalır ki bu da ispatı tamamlar.

Teorem 4.1.3. `∞ (Γn) uzayı

‖x‖`∞(Γn)
= sup

j∈N

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n+k−1

k

)
xk

∣∣∣∣∣

normu ile birer BK- uzayıdır.

İspat. Teorem 3.1.3 ’ ün ispatına benzer muhakeme ile yapılabilir.

Teorem 4.1.4. 1 < p < ∞ olsun. Bu taktirde `p (Γn) uzayı `p uzayına lineer

olarak norm izomorfiktir.

İspat. x = (xj) ve y = (yj) dizileri (3.1.3) bağıntısı ile bağlı olsun. `p (Γn) ile `p

uzaylarının izomorf olduğunu göstermek için `p (Γn) ile `p arasında lineer, 1-1 ve
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örten bir dönüșümün varlığını göstermeliyiz.

T : `p (Γn) −→ `p

: x −→ Tx = y, y = (yn) , yn =
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
xk ; (n ∈ N)

dönüșümünü göz önüne alalım. Bu durumda x = (xk) , u = (uk) ve α ∈ C için

T (x + u) =

{
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
(xk + uk)

}

=

{
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
xk

}
+

{
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
uk

}

= Tx + Tu

ve

T (αx) =

{
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
αxk

}

= α

{
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
xk

}

= αTx

bulunduğundan T dönüșümü lineerdir.

Șimdi T dönüșümünün 1-1 olduğunu gösterelim. Tx = Tu olduğunu kabul edelim.

x = u olduğunu göstereceğiz. Buna göre

Tx = Tu =⇒ Tx− Tu = θ
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ve T dönüșümü lineer olduğundan T (x− u) = θ elde edilir. Bu durumda

j = 0 için
1(
n
0

)(
n−1

0

)
(x0 − u0) = 0 eșitliğinden x0 = u0,

j = 1 için
1(

n+1
1

) {(
n−1

0

)
(x0 − u0) +

(
n
1

)
(x1 − u1)

}
= 0 eșitliğinden x1 = u1

...

j = k için
1(

n+k
k

)
{(

n−1
0

)
(x0 − u0) +

(
n
1

)
(x1 − u1) + · · ·+ (

n+j−1
j

)
(xj − uj)

}
= 0

eșitliğinden xk = uk çıkar ki buradan da x = u elde edilir. Önerme sağlandığından

T dönüșümü 1-1 dir.

T dönüșümünün örten olduğunu gösterelim. Bunun için, ∀ y ∈ `p için ∃ x ∈ `p(Γ
n)

elemanının var olduğunu göstereceğiz.

y = (yk) ∈ `p alalım ve x = (xk) dizisini,

xk =

(
1 +

k

n

)
yk − k

n
yk−1 ; (k ∈ N)

ile tanımlayalım.

Bu durumda; sırasıyla 0 < p < 1 ve 1≤ p ≤ ∞ halleri için,

‖x‖`p(Γn) =
∞∑

j=0

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n+k−1

k

)
xk

∣∣∣∣∣

p

=
∞∑

j=0

∣∣∣∣∣
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n + k − 1

k

)[(
1 +

k

n

)
yk − k

n
yk−1

]∣∣∣∣∣

p

=
∞∑

j=0

|yn|p

= ‖y‖`p

olur. Bu ise x ∈ `p(Γ
n) olduğunu ve üstelik T dönüșümünün normu koruduğunu

gösterir. Dolayısıyla T dönüșümünü örtendir. O halde `p(Γ
n) uzayı `p uzayına

izometrik olarak izomorftur.
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Șimdi tanımlanan Gamma dizi uzayları ile standart dizi uzayları arasında ne gibi

kapsama bağıntılarının olduğu hususu ile ilgili teoremleri verelim.

Teorem 4.1.5. 1 ≤ p < ∞ olmak üzere `p (Γn) ⊂ `∞ (Γn) kapsama bağıntısı kesin

olarak sağlanır.

İspat. Herhangi bir t ∈ `p (Γn) alalım. Bu taktirde Γnt ∈ `p dır. 1 ≤ p < ∞ için

`p ⊂ `∞ kapsaması sağlandığından Γnt ∈ `∞ yani t ∈ `∞ (Γn) elde ederiz. Bu da

bize

`p (Γn) ⊂ `∞ (Γn)

kapsamasının geçerli olduğunu gösterir.

Șimdi bu kapsamanın kesin olduğunu gösterelim. Bunun için

xj = (−1)j ·
(

2j

n
+ 1

)
; j ∈ N

genel terimi ile tanımlı x = (xj) dizisini göz önüne alalım. Bu taktirde

(Γnx)j =
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n+k−1

k

)
xk

=
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n+k−1

k

)
(−1)k ·

(
2k

n
+ 1

)

=




−1 , j tek

1 , j çift

= (−1)j

=⇒ Γnx = (−1)j ∈ `∞\`p

dır. Dolayısıyla x ∈ `∞ (Γn) \`p (Γn) elde edilir. Bu da teoremin ispatını tamamlar.

Teorem 4.1.6. 1 ≤ p < q < ∞ olmak üzere

`p (Γn) ⊂ `q (Γn)

kapsaması kesin olarak sağlanır.
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İspat. Herhangi bir t ∈ `p (Γn) alalım. O zaman Γnx ∈ `p olur. 1 ≤ p < q < ∞
için `p ⊂ `q olması sebebiyle Γnx ∈ `q dur. Bu ise x ∈ `q (Γn) olması anlamına gelir.

Dolayısı ile

`p (Γn) ⊂ `q (Γn)

kapsamasının geçerlidir. Kapsamanın kesinliği için y = (yj) ∈ `q\`p olacak biçimde

xj =

(
1 +

j

n

)
yj − j

n
yj−1 ; j ∈ N

x = (xj) dizisini tanımlarsak her j ∈ N için (Γnx)j = yj olur. Bu ise

Γnx ∈ `q\`p =⇒ x ∈ `q (Γn) \`p (Γn)

olduğunu gösterir. Dolayısı ile kapsama kesindir.

4.2. `p(Γ
n) ve `∞(Γn) Gamma Uzaylarının Dualleri

Bu kısımda `p (Γn) ve `∞ (Γn) dizi uzaylarının α - ve β- duallerini hesaplayacağız.

İlk olarak, hesaplamalarda ihtiyaç duyacağımız bazı temel matris dönüșümleri ile

ilgili lemmaları așağıda verelim.

Bu kısım boyunca; N ile N nin bütün sonlu alt kümelerinin kolleksiyonunu

gösteriyoruz. Ayrıca p ile p∗ sayılarının 1
p

+ 1
p∗ = 1 eșitliğini sağladığını kabul

ediyoruz.

Lemma 4.2.1. Așağıdaki ifadeler geçerlidir.

(i) T = (tjk) ∈ (`∞, `1) olması için ancak ve ancak

sup
K∈N

∞∑
j=0

∣∣∣∣∣
∑

k∈K

tjk

∣∣∣∣∣ < ∞ (4.2.2)

șartının sağlanmasıdır.

(ii) T = (tjk) ∈ (`∞, c) olması için ancak ve ancak (3.2.14) ve

lim
j−→∞

∞∑

k∈0

|tjk| =
∞∑

k∈0

∣∣∣∣ lim
j−→∞

tjk

∣∣∣∣ (4.2.3)
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șartının sağlanmasıdır.

(iii) T = (tjk) ∈ (`∞, `∞) olması için ancak ve ancak (3.2.14) koșulunun

sağlanmasıdır.

(iv) 1 < p < ∞ olsun. O halde T = (tjk) ∈ (`p, `∞) olması için ancak ve ancak

sup
j∈N

∞∑

k=0

|tjk|p
∗

< ∞ (4.2.4)

șartının sağlanmasıdır.

(v) 1 < p < ∞ olsun. O halde T = (tjk) ∈ (`p, c) olması için ancak ve ancak

(3.2.14) ve (4.2.4) șartlarının sağlanmasıdır.

Lemma 4.2.2. Așağıdaki önermeler geçerlidir.

(i) [7, T eorem 5.1.0 ile pk = p için ∀k] T = (tjk) ∈ (`p, `1) olması için ancak ve

ancak

sup
N∈N

sup
k∈N

∣∣∣∣∣
∑

j∈N
tjk

∣∣∣∣∣

p

< ∞ , (0 < p ≤ 1) (4.2.5)

sup
N∈N

∞∑

k=0

∣∣∣∣∣
∑

j∈N
tjk

∣∣∣∣∣

p∗

< ∞ , (1 < p < ∞) (4.2.6)

șartlarının sağlanmasıdır.

(ii) [11, T eorem 1 (i) ile pk = p için ∀k] T = (tjk) ∈ (`p, `∞) olması için ancak ve

ancak

sup
j,k∈N

|tjk|p < ∞ , (0 < p ≤ 1) . (4.2.7)

șartının sağlanmasıdır.

(iii) [11, T eorem1 için Sonuç ile pk = p için ∀k] T = (tjk) ∈ (`p, c) olması için ancak

ve ancak (3.2.14) ve (4.2.7) șartlarının sağlanmasıdır.

Bu kısımdaki ilk teoremimiz bu uzayların α− duali ile ilgili olacaktır.
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Teorem 4.2.3. ∀j, k ∈ N için B =
(
b

jk

)
matrisini

b
jk

=





−k+1
n

bk+1 , k = j − 1

n+k
n

bk , k = j

0 , 0 ≤ k < j − 1 veya k > j

(4.2.8)

olarak tanımlayalım. Bu taktirde; `∞ (Γn) uzayının α- duali

C1 =

{
b = (bk) ∈ ω : sup

k∈N

∞∑
j=0

∣∣∣∣∣
∑

k∈K

b
jk

∣∣∣∣∣ < ∞
}

dır.

İspat. Teorem 3.2.2 ’ nin ispatına benzer muhakemeyle yapılır. Benzer ifadelerin

tekrarını önlemek için detayları atlıyoruz.

Teorem 4.2.4. C2 ve C3 kümelerini

C2 =

{
b = (bk) ∈ ω : sup

j,k∈N

∣∣b
jk

∣∣p < ∞
}

ve

C3 =

{
b = (bk) ∈ ω : sup

j∈N

∞∑

k=0

∣∣b
jk

∣∣p∗ < ∞
}

olarak tanımlayalım. Bu taktirde

[`p (Γn)]α =





C2 , 0 < p ≤ 1

C3 , 1 < p < ∞

dır.

İspat. İspatı, 0 < p ≤ 1 için yapacağız. b = (bk) ∈ ω alalım.

yj =
1(

n+j
j

)
j∑

k=0

(
n+k−1

k

)
xk
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olduğu hatırda tutulursa

bkxk =

(
−k

n
yk−1 +

n + k

k
yk

)
bk = (By)k (4.2.9)

elde edilir. Burada B =
(
b

jk

)
matrisi

b
jk

=





−k+1
n

bk+1 , k = j − 1

n+k
n

bk , k = j

0 , 0 ≤ k < j − 1 veya k > j

șeklinde tanımlanır. O halde (4.2.9) ile “x = (xn) ∈ `p (Γn) için bx = (bkxk) ∈ `1

olması, gerek ve yeter koșul y = (yn) ∈ `p için By ∈ `1 olmasıyla mümkündür ” çift

gerektirmesine sahip oluruz. Bu taktirde b ∈ {`p (Γn)}α olması için ancak ve ancak

B ∈ (`p, `1) önermesini elde ederiz. O halde `p (Γn) uzayının α- duali B ∈ (`p, `1)

matris sınıfının karakterizasyonuna indirgenir. Bu așamada Lemma 4.2.2 ’ nin (i)

kısmını kullanırsak `p (Γn) uzayının α- dualinin

C2 =

{
b = (bk) ∈ ω : sup

j,k∈N

∣∣b
jk

∣∣p < ∞
}

cümlesi olduğu görülür.

Teorem 4.2.5. C4, C5 ve C6 kümelerini șu șekilde tanımlayalım.

C4 =

{
b = (bk) ∈ ω : sup

j,k∈N

∣∣∣∣
n + k

n
bk − k + 1

k
bk+1

∣∣∣∣
p

< ∞ ve
(

n + k

n
bk

)
∈ `∞

}

C5 =

{
b = (bk) ∈ ω : sup

j∈N

∞∑

k=0

∣∣∣∣
n + k

n
bk − k + 1

k
bk+1

∣∣∣∣
p∗

< ∞ ve
(

n + k

n
bk

)
∈ `∞

}

C6 =

{
b = (bk) ∈ ω : sup

j∈N

∞∑

k=0

∣∣∣∣
n + k

n
bk − k + 1

k
bk+1

∣∣∣∣ < ∞ ve
(

n + k

n
bk

)
∈ c0

}

Bu taktirde,

(i) [`p (Γn)]β =





C4 , 0 < p ≤ 1

C5 , 1 < p < ∞

(ii) [`∞ (Γn)]β = C6
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önermeleri geçerlidir.

İspat. İspatı, 1 < p < ∞ için yapacağız. b = (bk) ∈ [`p (Γn)]β olsun. Bu taktirde

her x = (xk) ∈ `p (Γn) için
∑

k bkxk serisi yakınsaktır. Șimdi bu serinin m- inci kısmi

toplamına Abel kısmi toplam formülü uygulayarak elde edilen eșitliği göz önünde

bulunduralım. Her m ∈ N için

m∑

k=0

bkxk =
m−1∑

k=0

(
n + k

k
bk − k + 1

n
bk+1

)
yk +

n + m

n
bmym (4.2.10)

olur. (4.2.10) da m →∞ iken limite geçilirse

∞∑

k=0

(
n + k

k
bk − k + 1

n
bk+1

)
yk

serisi yakınsak ve

lim
m→∞

n + m

n
bm = 0

olmalı. Yine de `p ⊂ c0 olduğundan

{
n + m

n
bm

}
∈ `∞

ile mümkündür. Bu nedenle ∀j ∈ N için

∞∑

k=0

bkxk =
∞∑

k=0

(
n + k

k
bk − k + 1

n
bk+1

)
yk = C (y)j (4.2.11)

olur. Burada C = (cjk) matrisi ile ∀j, k ∈ N için cjk = n+k
k

bk− k+1
n

bk+1 ile tanımlanır.

Dolayısıyla C = (cjk) ∈ (`p, c) dir. Yani Lemma 4.2.2’ in (4.2.7) veya Lemma 4.2.1’

in (4.2.4) koșulu C matrisi, b = (bk) ∈ C4 veya C5 tarafından karșılanır. Bu nedenle

[`p (Γn)]β ⊂ C4 veya [`p (Γn)]β ⊂ C5 (4.2.12)

kapsamaları kesindir. Tersine b = (bk) ∈ C4 veya C5 için y = (yk) ∈ `p olsun. Yine

(4.2.11) bağıntısını (4.2.10) eșitliğini kullanarak elde edilir.
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Bu nedenle, ∀x = (xk) ∈ `p (Γn) ve C = (cjk) ∈ (`p, c) için
∑

k bkxk serisi yakınsaktır.

Dolayısıyla b = (bk) ∈ [`p (Γn)]β ve dolayısıyla

C4 ⊂ [`p (Γ)]β veya C5 ⊂ [`p (Γn)]β (4.2.13)

kapsamaları kesindir. Șimdi kapsama bağıntılarını (4.2.12) ve (4.2.13) birleștirerek

`p (Γn) uzayının β- dualini elde ederiz. (ii)’ nin ispatı (i)’ nin ispatına benzer olarak

yapılır.

4.3. `p(Γ
n) Gamma Dizi Uzayında Matris Dönüșümleri

Bu bölümde, ilk olarak `p(Γ
n) dizi uzayından `∞ dizi uzayının içerisine matris

dönüșümünü karakterize eden teoremi ifade ve ispat edeceğiz. Daha sonra herhangi

bir X dizi uzayından gamma dizi uzayları içerisine matris sınıflarını karakterize eden

teoremi ispatlayıp bu teoremi kullanarak bir takım sonuçlar elde edeceğiz.

D = (djk) matrisini ∀j, k ∈ N için

djk =
n + k

n
ajk − k + 1

n
aj,k+1 (4.3.14)

șeklinde tanımlayalım. Șimdi (`p (Γn) , `∞) sınıfını karakterize eden teoremimizi

verebiliriz.

Teorem 4.3.1. A = (ajk) bir sonsuz matris olsun. Bu taktirde așağıdaki önermeler

geçerlidir.

(i) 0 < p ≤ 1 olsun. A ∈ (`p (Γn) , `∞) olması için ancak ve ancak

∀j ∈ N için
(

n + k

n
ajk

)

k∈N
∈ `∞ (4.3.15)

sup
j,k∈N

∣∣∣∣
n + k

n
ajk − k + 1

n
aj,k+1

∣∣∣∣
p

< ∞ (4.3.16)

șartlarının sağlanmasıdır.

42



(ii) 1 < p < ∞ olsun. A ∈ (`p (Γn) , `∞) olması için ancak ve ancak (4.3.15) șartının

yanı sıra

sup
j∈N

∞∑

k=0

∣∣∣∣
n + k

n
ajk − k + 1

n
aj,k+1

∣∣∣∣
p∗

< ∞ (4.3.17)

șartının sağlanmasıdır.

İspat. (i) (4.3.15) ve (4.3.16) șartlarının geçerli olduğunu varsayalım ve herhangi

bir x = (xk) ∈ `p (Γn) alalım. Bu taktirde, ∀ j ∈ N için

Aj = (ajk)k∈N ∈ [`p (Γn)]β

ve DΓn çarpımı mevcuttur. Yani Ax mevcuttur. Böylece (3.1.3) eșitliğini akılda

tutarak
m∑

k=0

djkyk =
m∑

k=0

m∑

i=k

(
n+k−1

k

)
(

n+i
i

) djixk ; (∀j, m ∈ N) (4.3.18)

yazılabilir. (4.3.18) de m →∞ için limit geçilirse

∞∑

k=0

djkyk =
∞∑

k=0

∞∑

i=k

(
n+k−1

k

)
(

n+i
i

) djixk =
∞∑

k=0

ajkxk ; (∀j ∈ N) (4.3.19)

olur. Bu ise bize D matrisinin Lemma 4.2.2 nin (ii) kısmının (4.2.7) koșulunu

sağladığını gösterir. O halde Dy = Ax ∈ `∞ olur ki bu da yeterlilik kısmın ispatını

tamamlar.

Tersine olarak kabul edelim ki A = (ajk) ∈ (`p (Γn) , `∞) olsun. Bu taktirde Ax

dönüșümü mevcuttur ve ∀x ∈ `p (Γn) için (Ax) ∈ `∞ dur. Dolayısıyla buradan

Aj ∈ [`p (Γn)]β ve ∀j ∈ N için Dj ∈ `β
p yazılabilir. Bu ise ∀y ∈ `p için Dy

dönüșümünün mevcut olduğunu gösterir. Șimdi
∞∑

k=0

ajkxk serisinin m. kısmi toplamına

∀j ∈ N için Abel kısmi toplam formülü uygulayalım:

m∑

k=0

ajkxk =
m−1∑

k=0

(
n + k

n
ajk − k + 1

n
aj,k+1

)
yk +

n + m

n
ajmym (4.3.20)
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∞∑
k=0

ajkxk serisi hipotez gereğince yakınsak olduğundan

∞∑

k=0

(
n + k

n
ajk − k + 1

n
aj,k+1

)
yk

serisi de aynı zamanda yakınsaktır ve n+m
n

ajmym kalan terimi m → ∞ iken sıfıra

gitmek zorundadır. O halde (4.3.20) eșitliğinde m →∞ iken limite geçersek

∞∑

k=0

ajkxk =
∞∑

k=0

(
n + k

n
ajk − k + 1

n
aj,k+1

)
yk ; (∀j ∈ N) (4.3.21)

elde edilir. Bu ise Ax = Dy olduğunu yani D matrisinin D ∈ (`p, `∞) sınıfına ait

olduğunu gösterir. Tam bu noktada Lemma 4.2.2 nin (ii) kısmının, (4.2.7) șartı

kullanılırsa (4.3.16) șartının gerekliliği elde edilir.

(ii) (4.3.15) ve (4.3.17) șartlarının sağlandığını kabul edelim ve herhangi bir

x = (xk) ∈ `p (Γn) alalım. Bu taktirde ∀ j ∈ N için Aj = (ajk)k∈N ∈ [`p (Γn)]β

dır. Yani x’ in A- dönüșümü Ax- mevcuttur. 0 < p ≤ 1 durumunda ispatladığımız

benzer yol izlenerek (4.3.21) eșitliği tekrar elde edilir. Böylelikle Hölder eșitsizliği

uygulanırsa

‖Ax‖`∞

‖y‖`p

= sup
j∈N

∣∣∑∞
k=0

(
n+k

n
ajk − k+1

n
aj,k+1

)
yk

∣∣
‖y‖`p

≤ sup
j∈N

[∑∞
k=0

∣∣(n+k
n

ajk − k+1
n

aj,k+1

)∣∣p∗
]1/p∗

(
∑∞

k=0 |yk|p)1/p

‖y‖`p

= sup
j∈N

[ ∞∑

k=0

∣∣∣∣
(

n + k

n
ajk − k + 1

n
aj,k+1

)∣∣∣∣
p∗

]1/p∗

< ∞

yazılır. Bu durumda A ∈ (`p (Γn) , `∞) oluğunu gösterir.

Șimdi tersine olarak kabul edelim ki A = (ajk) ∈ (`p (Γn) , `∞) olsun. Bu taktirde

Ax- dönüșümü mevcut ve `∞ uzayına ait olduğundan Aj ∈ [`p (Γn)]β yazılabilir. Bu

durumda Teorem 4.2.4 ’ün (i) kısmının ispatında kullanılan bk yerine ajk alındığında

(4.3.15) ve (4.3.17) șartlarının gerekliliği elde edilir.
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Bu da teoremin ispatını tamamlar. Șimdi bu teoremin bir sonucunu verelim:

Sonuç 4.3.2. A = (ajk) bir sonsuz matris olsun. Bu taktirde așağıdaki önermeler

sağlanır.

(i) 0 < p ≤ 1 olsun. Bu taktirde A ∈ (`p (Γn) , c) olması için ancak ve ancak (4.3.15)

ile (4.3.16) șartlarının yanı sıra

lim
k→∞

djk = αk ; (j ∈ N) (4.3.22)

șartının da sağlanmasıdır.

(ii) 1 < p < ∞ olsun. Bu taktirde A ∈ (`p (Γn) , bs) olması için ancak ve ancak

(4.3.15) , (4.3.17) ve (4.3.22) șartlarının sağlanmasıdır.

(iii) 1 < p < ∞ olsun. Bu taktirde A ∈ (`p (Γn) , cs0) olması için ancak ve ancak

(4.3.15) ile (4.3.16) șartlarının yanı sıra (4.3.22) șartının her k ∈ N için αk = 0

alınmasıyla sağlanır.

(iv) 0 < p ≤ 1 olsun. Bu taktirde A ∈ (`p (Γn) , cs0) olması için ancak ve ancak

(4.3.15) ile (4.3.17) șartlarının yanı sıra (4.3.22) șartının her k ∈ N için αk = 0

alınmasıyla sağlanır.

Teorem 4.3.3. E matrisini Γn ve A matrislerinin çarpımı olarak tanımlayalım, yani

A = (aki) ve E = (eji) sonsuz matrislerinin elemanları arasında

eji =

j∑

k=0

(
n+k−1

k

)
(

n+j
j

) aki ; (∀i, j ∈ N) (4.3.23)

bağıntısı bulunsun ve µ herhangi bir dizi uzayı olsun. Bu taktirde A ∈ (µ, λ (Γn))

olması için ancak ve ancak E ∈ (µ, λ) olmasıdır. Burada λ; klasik dizi

uzaylarından `p, c0, c veya `∞ herhangi birini belirtmektedir.

İspat. z = (zi) ∈ µ olsun. Bu taktirde (4.3.23) eșitliği göz önünde bulundurulursa,

∀j, m ∈ N için

m∑
i=0

ejizi =
m∑

i=0

j∑

k=0

(
n+k−1

k

)
(

n+j
j

) akizi =

j∑

k=0

m∑
i=0

(
n+k−1

k

)
(

n+j
j

) akizi (4.3.24)

45



yazılabilir. Șimdi (4.3.24) eșitliğinde m →∞ iken limite geçersek (Ez)j = {Γn (Az)}j

elde edilir. Böylelikle, "z ∈ µ olduğu her zaman Az ∈ λ (Γn) olması için ancak ve

ancak z ∈ µ olduğu her zaman Ez ∈ λ olmasıdır." çift gerektirmesine sahip oluruz.

Bu da ispatı tamamlar.
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