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Dort boliimden olusan bu tezde X € {c(,¢, ¥, fp} olmak ilizere X(I'™) dizi uzaylan
calisilmgtir.

Birinci boliimde dizi uzaylar1 hakkinda temel sayilabilecek kavramlara ve bu alanda yapilan
Oonemli ¢alismalara yer verilmistir.

Ikinci boliimde tez ¢alismasi boyunca kullanilan temel tanim ve teoremler sunulmustur.

Ugiincii ve dordiincii boliim Gamma dizi uzaylarmin tanitildig1 ve ayrintili olarak incelendigi
boliimlerdir. Bu boliimlerde bu uzaylarin hem cebirsel hem de topolojik ozellikleri ele
alinmustir.
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ABSTRACT

Master Thesis

THE GAMMA MATRIX AND ITS ASSOCIATED SEQUENCE SPACES

Seyma CELIK

Tokat Gaziosmanpasa University
Institute of Graduate Studies
Department of Mathematics

2024, 56 pages

Supervisior: Prof. Dr. Serkan DEMIRIZ

In this four-part thesis, the sequence spaces X(I'™) have been studied, where
X € {co, ¢, ¥, tp}-

In the first part, it can be considered basic about sequence spaces concepts and important studies
in this field are included.

In the second part, the basic definitions used throughout the thesis work and theorems are
presented.

The third and fourth chapters introduce Gamma sequence spaces and these are the sections in
which it is examined in detail. In these sections, both algebraic and topological properties of
these spaces are discussed.

KEYWORDS: Gamma Matrix, Sequences Spaces, Matrix Transformations
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SIMGE ve KISALTMALAR

Aciklamalar
Reel sayilar kiimesi
Dogal sayilar kiimesi
Kompleks sayilar kiimesi
Reel veya kompleks terimli biitiin dizilerin uzayi
Reel terimli sifira yakinsak dizilerin uzay1
Reel terimli yakinsak dizilerin uzayi
Reel terimli sinirh dizilerin uzay1
p. kuvvetten mutlak yakinsak seri teskil eden dizilerin uzay1
Kismi toplamlar: sinirli olan biitiin reel terimli serilerin uzay1
Kismi toplamlar1 yakinsak olan biitiin reel terimli serilerin uzay1
Siirh salinimli dizilerin uzay1
Sifira yakinsayan serilerin uzay1
A dizi uzaymin a- duali
A dizi uzaymin - duali
A dizi uzaymin y- duali
Birinci mertebede Cesaro matrisi
Fark matrisi
Fark matrisi
A operatoriiniin sifir uzayi(gekirdegi)
Toplam matrisi
Euler ortalamasi(matrisi)
Riesz ortalamasi

Gamma matrisi

vi



1. GIRIS

Toplanabilme teorisi temel olarak iraksak olan bir diziye limit atama fikrine dayanir.
Yakinsak olan bir dizinin aritmetik ortalamalar dizisinin de yakinsak ve tistelik
limitlerinin de aym oldugu 1890 yilinda E. Cesaro tarafindan gozlemlenmistir.
Boylece yakinsaklik kavraminin genellestirilmesi gortisti ortaya cikmistir. Yakinsaklik
kavramii genelleyen yeni dizi uzaylarmi insa etme yaklasimi toplanabilmenin en

yaygin ¢alisma alanlarindan birini olusturur.

U bir dizi uzay1 ve E = (e;) reel terimli bir sonsuz matris olsun.
u = (u;) € U igin (Eu);, = > 72 eiu; (i € N) serileri yakinsak ise Fu = ((Eu),)

dizisine u dizisinin F- dontstiimii denir.

Ug={u=(u;) €w: EueU}

ciimlesi & matrisinin U etki alani olarak adlandirihir. Burada w ile reel veya kompleks
terimli butin dizilerin ciimlesi belirtilmektedir. Upg cumlesi diziler iizerinde
tanimlanan koordinatsal toplama ve skalar ile ¢arpma islemlerine gore bir vektor
uzayidir, dolayisi ile bir dizi uzayidir. Buradan hareketle U yerine standart dizi
uzaylari ve F yerine de Ozel tiggensel matrisler alinarak Ug etki alani ile farkh dizi

uzaylar: elde edilmistir.

1. mertebeden Cesaro matrisi C7 = (c¢;)

;o (1<j<i)
Cij =
0, (>0
olarak tanmmlanir. Bu matrisin ¢, ve (., dizi uzaylar iizerindeki etki alanlar

kullamlarak X, ve X, dizi uzaylar1 Ng ve Lee tarafindan 1978 yilinda

ve

Xoo:{v:(vi)Ew:sup
ie N

—_



bigiminde tanimland: (Ng ve Lee, 1978). Bu calisma {iggensel bir matrisin etki alam
kullanilarak dizi uzay1 insa etme yaklasiminda bir mihenk tasidir. Daha sonraki
yillarda bu mantikla pek ¢ok dizi uzay1 tanimlanmis ve bu dizi uzaylar: tizerinde
calisilmistir [ (Wang, 1978), (Aydin ve Basar, 2004), (Altay ve Basar, 2005), (Aydin
ve Basar, 2005), (Sengoniil ve Basar, 2005), (Mursaleen ve ark., 2006)].

M. Sengoniil ve F. Basar, 2005 yilinda 1. mertebeden Cesaro matrisinin ¢ ve ¢y etki

alanlarim galistilar. Yazarlar bu ¢alismada ¢ ve ¢y dizi uzaylarim

ve
1 j
coz{u:(ui)Ew:hmﬁg U; = }

olarak tamimladi (Sengéniil ve Basar, 2005). Cesaro dizi uzaylar1 ve genellemeleri

pek ¢ok yazar tarafindan toplanabilme teorisinde ¢alisilmistir.

Bu baglamda 2020 yilinda H. Roopaei ve arkadaslar: n. mertebeden Cesaro matrisini

()
—n . 0<k<)
dr=9 () (1.0.1)
0 , diger durumlar

seklinde tanimlayip bu matrisin £, ve £, etki alanlarim ¢ahsmuslardir. Yazarlar C

ve C7 dizi uzaylarini sirayla

oo 1 J o p
C,? = {x = (zj) €w: Z <n+j) Z (n+§_f§ 1)$k < oo}
=0 |\ 5 ) k=0
ve L |
Ch = {IE = (zj) €wsup s B (I an| < OO}
J ( j ) k=0

olarak tanimlamislardir (Roopaei ve ark., 2020).



2022 yilinda H. Roopaei ve F. Basar n. mertebeden Gamma matrisini I = (’yfk)

her 7,k € N igin

(n+k—1)
ST 0<k<)
Y, = (") (1.0.2)
0 , k>

olarak tanimlayip bu matrisin ¢, ¢y, s ve ¢, etki alanlarimi arastirmislardir.

Biz bu tez ¢alismasinda 2022 yilinda H.Roopaei ve Basar tarafindan tanimlanan
X € {co ¢ lo, by} olmak tizere X (I'™) dizi uzaylarmi ayrintii bir bigimde

inceleyecegiz.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Bu kisimda, tezde kullanacagimiz temel kavramlara ve teoremlere yer verilmistir.

Tamim 2.1.1. E bos olmayan bir ciimle ve K = R veya K = C olsun. Eger

Vu,v,t € EveVa,( e K ic¢in
+ : ExFE — FE - KxE — K

(w,v) — u+w (a,u) — a -u

olarak tanimlanan fonksiyonlar,

—_

U+v=0v+u,

[\

(u+v)+t=u+ (v+1),

w

Vu € Eicin u+ e = e+ u = u olacak sekilde bir tek e € E vardur,

W

Vue Eigin u+ (—u) = (—u) + u = e olacak sekilde bir tek (—u) € E vardir,
(+PB)u=au+ [u,

D

alu+v)=au+av,

(@f)u=a(fu),

l-u=u

-~ ot
N~ v N e N N~ N~ N~

0¢)

sartlarini saghyorsa E ciimlesine K cismi tizerinde bir lineer uzay (vektor uzayi) adi

verilir.

Tanim 2.1.2. Bos olamayan bir M kiimesi ve bir
d : MxM — R

(a,b) — d(a,b)

doniistimii verilsin. d doniisiimii Va, b, c € M igin
(My) d(a,b) >0

(M) d(a,b) =0<=a=0b

(M3) d(a,b) =d(b,a) (simetri)

(My) d(a,b) <d(a,c)+d(c,b) (liggen esitsizligi)
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aksiyomlarini saglarsa d ye M iizerinde bir metrik (M, d) ikilisine de bir metrik uzay

adi verilir (E. Kreyszig, 1978).

Tanmim 2.1.3. Bir (M, d) metrik uzaymdaki her Cauchy dizisi yakinsaksa (M, d)

metrik uzayma tam metrik uzay denir (E. Kreyszig, 1978).

Tanim 2.1.4. X, K cismi (K = R veya K = C) {izerinde bir vektor uzay: olsun.
X — R

u —
doniistimii Vu,v € X ve Va € K igin,

(V1) lulf =0

(N2) JJul| =0 <= u=240
(Ns) owl| = for [Jull

(Na) lJu+ vl < flel + o]

sartlarim saglarsa, || - || fonksiyonuna X iizerinde norm, (X, | - ||) ikilisine de bir

normlu vektor uzay: denir (E. Kreyszig, 1978).

Tanim 2.1.5. Bir (X, ||-]|) normlu uzaymdaki her Cauchy dizisi yakinsaksa (X, ||-||)

normlu uzayma tam normlu uzay ya da Banach uzayi denir (E. Kreyszig, 1978).

Tanim 2.1.6. E ile F' ayni cisim tizerinde tanimh iki lineer uzay ve

L. F—F

bir dontistim olsun. Eger Vu,v € F ve VA € K i¢in

L(u+v) = L(u) + L(v)

L(X\-u)=X-L(u)

ya da buna denk olarak Vu,v € F ve VA, u € K igin

L(Au+ pv) =XNL(u) + p L(v)



ise L doniisiimiine bir lineer doniisiim denir (Erdem ve Kilig, 1983).

Tanim 2.1.7.
L:F—F

lineer operatorii verilsin.
Cek L={x e E:Lx=0}

kiimesine L operatoriiniin sifir uzay veya cekirdegi denir (Suhubi, 2001).

Lineer bir doniisimiin birebir oldugunu gostermede kullandigimiz asagidaki teoremi

ifade edelim.

Teorem 2.1.8. L lineer operatérii = birebirdir ancak ve  ancak

Cek L = {0} dir (Suhubi, 2001).

2.2. Birtakim Esitsizlikler

Bu kisimda, sonraki boliimlerde kullanacagimiz bazi 6nemli esitsizliklere yer verecegiz.

(1) (Minkowski Esitsizligi): u = (uy), v = (vx) € ¢, olsun. Bu durumda,

D fuk vl <Ol +> ol (0<p< 1)
k=0 k=0 k=0

ve

esitsizlikleri gegerlidir.

hSAl

+ (Z |vk|p)p L (p=1)

(2) (Holder Esitsizligi): u = (w;) € £,, v = (v;) € {, ve p > 1 olsun. O zaman

110 + % = 1 olmak iizere,

=
—

3
VRS
ngL

=
T
~_—

Q|

S fu] < (iw)

=0 =0

esitsizligi gecerlidir.



(3) Yu,v € C veya R olmak iizere

Ju+ o] < Jul + ]

esitsizligi gegerlidir .

2.3. Dizi Uzaylar1 ve Matris Doniisiimleri

Tanim 2.3.1. K = R veya K = C olmak tizere

w={u=(yj) cw:u:N— K, j — u; = (u;)}

kiimesine buitin dizilerin kiimesi denir.

w kiimesi,

((us), (v3)) — (uj +v5)

ve

(A, (v)) — (Avy)

ikili islemleri ile K tizerinde bir vektor uzayidir. w’nin herhangi bir alt vektor uzayina
bir dizi uzay1 denir (Boss ve Peter, 2000).

Simdi en ¢ok kullanmilan dizi uzaylarini asagidaki oérnekte tanitalim.



Ornek 2.3.2.

lo = {x:(:vk) € w :sup |z <oo},
k
c = {ac = (zx) € w: (x) yakinsak yani klim T — mevcut} ,
co = {x:(xk)Ew:klim:ck:O},
bs = {x:(xk)Ew: (ka> E&O},
k=0
cs = {x:(xk)Ew: (Zxk> Gc},
k=0
b, = {:L‘:(xk)Ew:Z|xk|p<oo},(1§p<oo)
p
bv = {a::(:rk)éw:\x0|+21xk—xk+1|<oo},
K

uzaylar1 birer dizi uzayidir (Boss ve Peter, 2000).

Tanim 2.3.3. (K-,FK-,BK- Uzaylar1 ) A bir lineer topolojik uzay olsun. Vk € N
i¢in py(u) = w, seklinde tanimlanan pg : A — C doniistimii siirekliyse A'ya bir K-
uzay1 denir. Tam lineer metrik bir K- uzayima bir F'K- uzay1 , normlu F' K- uzayina

da bir BK- uzay1 denir (Altay ve Basar, 2005).

Ornek 2.3.4. (., c ve ¢ uzaylan |[u]|_, = sup |u;| normuna gére, 1 < p < oo igin
J

P

lp uzay1 da ||ull, = (Z |uj|p> normuna gore birer BK- uzayidirlar (Malkowsky,
=0

2001).

Tanim 2.3.5. A\ ve p iki dizi uzay1 ve B = (b;;) (4,7 =0,1,2,3,...) reel ya da
kompleks sayilarin bir sonsuz matrisi olsun. Vi € Nigin B; (y) = Y b;;y; yakinsak

J

ise By = (B;(y)) yazilir. Eger y = (y;) € A iken By = (B;(y)) € i ise o zaman
B’ ye X\ dizi uzaymdan g dizi uzayia bir matris dontisimidiir denir ve bu durum
B : A — p olarak gosterilir. (B; (y)) dizisine de y’ nin B- doniisiimii denir.

(A:p) ile B : X — p seklindeki biitiin B matrislerinin kiimesi, (A : u;p) ile de

limit ya da toplami koruyan B : A — g seklindeki btitiin B matrislerinin kiimesi

gosterilecektir. (A : u;p) C (A : p) oldugu agiktir (Nanda, 1983).

8



Tanim 2.3.6. B = (b;;) reel ya da kompleks sayilarin bir sonsuz matrisi olsun.
Vi = (0,1,2,...) igin B; (u) = > bjju; meveut ve liszZ- (u) =1 € Cise u = (u))
dizisine [ sayisi i¢in B- toplanabiljirdir denir. Bu durum «’ nun B- limiti [ dir seklinde
ifade edilir ve

olarak gosterilir (Malkowsky, 2001).

Tanim 2.3.7. A = (a,;) reel ya da kompleks sayilarin bir sonsuz matrisi olsun.
k > n olan Vn,k € N i¢in a,;, = 0 ise A = (a,x) matrisine tiggensel matris denir.

A = (an) tggensel matrisinde a,,, # 0 ise A’ya normal matris denir (Boss ve Peter,

2000).

Teorem 2.3.8. A € (c: ¢) olmasi igin ancak ve ancak

i) supd_ |an] < oo
neN g
iil) 3a € Cigin lim > |axk| =a
n——ao~o k
iii) Vk € Nigin lim a,; = ay
n—:-mao0

sartlarimin saglanmasidir (Nanda, 1983).

Tamim 2.3.9. Teorem 2.3.8  deki kosullar saglayan matrise konservativ matris

denir. Bu tip matrisler kisaca K- matrisi olarak ifade edilirler.

Teorem 2.3.10. A € (c: c;p) olmasi i¢in ancak ve ancak

i) supd_ |ank| < oo
neN g

ii) Vk € Nigin lim an, =0
iii) lim > au =1
n—ao_o k

sartlariin saglanmasidir (Nanda, 1983).

Tamim 2.3.11. Teorem 2.3.10 ’ daki kosullar1 saglayan matrise Teoplitz matrisi

veya regiiler matris denir. Bu tip matrisler kisaca T- matrisi olarak ifade edilirler.

Burada baz1 0zel tiggensel matrislerden bahsedecegiz.

9



Tamim 2.3.12. t = (t;) pozitif reel sayilarin bir dizisi ve T,, = >t , (n € N) olsun.
k=0
O zaman Vn,k € N ic¢in

seklinde tanimlanan R' = (r!,) matrisine Riesz ortalamasi (¢ = (¢;) dizisiyle iliskili)

denir (Polat ve Basar, 2007).

Tanim 2.3.13. Vn, k € N icin

1 (0<k<n)
Cnk =
iy (k>n)
seklinde tamimlanan C; = (c¢,x) matrisine birinci mertebeden Cesaro ortalamasi

denir (Polat ve Basar, 2007).

Tanim 2.3.14. Vi, j € N i¢in

seklinde tanimlanan S = (s;;) matrisine toplam matrisi denir (Polat ve Basar,

2007).

Tanim 2.3.15. Vi, j € N icin

5 G (i-1<j<i)

” 0 , (0<j<i—lyadaj>i)
ve

p (D™ (i<j<i+1)

N 0 , (0<j<ivadaj>i+1)

seklinde tanimlanan AL = dij ve Al = d;; matrislerine fark matrisleri denir (Polat

ve Basar, 2007).

10



Tanim 2.3.16. A" = (a], ) matrisi herhangi bir sabit r € R ve her n,k € N i¢in

Tk
L) T (0<k<n)
App =

0o (k> mn)

seklinde tanimlanan matristir (Altay ve Basar, 2005).

Tanim 2.3.17. r € R olsun. Va,b € N igin

(Z) (1—r)"r | (0<b<a)
0 ., (b>a)

Cab =

seklinde tanimlanan E" = (e,) matrisine r. mertebeden Euler ortalamasi denir

(Boss ve Peter, 2000).

Tanim 2.3.18. A bir normlu dizi uzay1 olsun ve (b,,) dizisi verilsin. Vz € X igin

lim HiL‘ — (aobo —+ albl + ...+ anbn)” =0

n—oo

olacak sekilde bir tek (a,) skaler dizisi varsa (b,)’ye A dizi uzaymm bir Schauder

baz1 (kisaca bazi) denir ve bu durumda z = ) agby yazilir (Altay ve Basar, 2005).
k

Tanim 2.3.19. )\ bir dizi uzay1 olmak iizere bir A sonsuz matrisinin A uzayindaki

matris bolgesi (domain) olan A4 kiimesi

A ={x=(xp) Ew: Az € \}
olarak tanimlamir (Altay ve Basar, 2005).

Simdi yukarida tanimlar: verilen Cy, RY, A ve A™ matrisleri yardimiyla tanunlanan

baz1 dizi uzaylar1 6rnek olarak verilecektir.

Ornek 2.3.20. (o), = Xoo, (Ip),, = Xp, (o) = Thor ¢y = 18 (co)pe = 7,

(lp) o = bup, (o) 4r = ap, car = ag, (Ip) 4» = ap, (Io) 4» = al, dir (Altay ve Basar,

2005).
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Tanmim 2.3.21. \ ve p dizi uzaylar i¢in Z (A, p) kiimesi

Z(A\p)={v= () €w:Vu € \igin uv = (ugvy) € u}
olarak tamimlansin. Bu Z(A, ) kiimesi yardimu ile A uzayimn « -,3- ve - dualleri
olan A\*, A% ve \7 kiimeleri,
2\ =Z(\ ), NP =Z(\es), X' = Z(\bs)
olarak tamimlanir (Altay ve Basar, 2002).

Ornek 2.3.22. bvg = bv N ¢y olmak tizere

cs® = b =byy =bs" =1
cs’? = bu, b’ = es, bvg = bs, bs”® = by,
cs® = bu, bvY = bs, bv] = bs, bs? = bv

dir (Boss ve Peter, 2000).

Teorem 2.3.23. )\ ve p iki dizi uzay1 ve o € (o, 3,7) olsun. O zaman \® C \? C \7
dir ve A C pise A7 D p? dir (Polat ve Basar, 2007).

12



3. (™) ve ¢(I'") GAMMA DiZi UZAYLARI
3.1. Giris
Bu boliimde, Gamma  dizi uzaylarinin bazi temel ozelliklerinden bahsedecegiz. n.

mertebeden I = (%”k) Gamma matrisinin Roopaei ve Basar tarafindan 2022

yilinda her 7, k € N igin

(nJrkfl)
ni] ., 0<k<jy
’Y]nk = ( J )
0 , k>j

bigiminde tanimlandi (Roopaei ve Basar, 2022). Bu matrisin klasik dizi uzaylar1 co

ve c¢ iizerindeki etki alanlari kullamlarak cq (I'™) ve ¢ (I'™) Gamma dizi uzaylar

1 J
c(I') = {x:(xk)EuJ:EIozG(Calim : (nH;:l)Ik:a},

j—oo ("J.”

olarak tanimlamir (Roopaei ve Basar, 2022).

Tanim 2.3.19 yardimiyla bu dizi uzaylarini

Co (Fn) = (CO>F" ) C(Fn) = (C)F"

seklinde yeniden tamimlayabiliriz.

Simdi herhangi bir = () dizisinin I'"* - déniisiimiinii y = (y;) ile gosterelim.

13



Matris dontisimu tanimi yardimiyla her j € N icin
(M), = Z VikTk
k

J o0
= Z%’kxiﬁ— Z VikTk
k=0

k=j+1
J
= Z%’kl’k+0
k=0
J
= Z’ijxk
k=0
- A
Yi = a5 Z(n+k_1)xk
( J ) k=0
bulunur. Yani '
1| i ~
y =)y = o > (M (3.1.3)

(") =

dir. Simdi gamma matrisinin tersi hakkindaki lemmay1 verebiliriz.

Lemma 3.1.1. n. mertebeden I gamma matrisi terslenebilir ve I'"™ matrisinin

" — (%—kn) ters matrisi Vj,k € N icin

(n+k)/n k=j
Vi =94 —(k+1)/n k=j—1 (3.1.4)
0 , 0<k<j—1lyadak>j

dar.

Ispat. n. mertebeden I'™ gamma matrisi iiggensel bir matris oldugundan tersi

mevcuttur. z = (z5) € w alalim.

My =y

esitliginden x’ i ¢ekersek

z=(IT"""y (3.1.5)
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yazilabilir. Dolayisiyla (3.1.5) esitligi ile bize (I'™) ™" ters matrisin katsayilarmi verir.

Matris dontisimi tanimindan Vn € N igin

Yy = (an)j
-y,
= ()
1 j(n+k—1>x
= — A
()i k
yazilabilir. Yani A
. 1 & /n+k-1
Jj/ k=0

yazilabilir. (3.1.6) esitligini kullanarak z; i¢in bir formil bulalim. Bu durumda
. J
n+ n+k—1
<j0wzxx A )m (3.1.7)
k=0

olur. (3.1.7) denkleminde j yerine j — 1 yazilirsa

i—1
n+j—1 — (n+k—1
( j—1 )yj—l = Z ( i )l'k (3.1.8)

k=0

olur. (3.1.7) ve (3.1.8) taraf tarafa gikarilirsa

<n+j>y (n—f—j—l)y (n+j—1>x
. P — ) -1 = . ;
i )7 j—1 )7 j—1 )"

yazilabilir. Son olarak her tarafi

15



ile carpalim. Buradan

n+j n+j—1
L, e,
Jj - ntj—1\ 99~ [nt+j—1\Ji—1
()7 ()
(n+9) (g1
o n!-j! - nl(G-1 )
T g0t T gy Y-l
(n—1)!-5! (n—1)!-5!
_ (n+j)! . (n—l)!-j!y‘_ (n+j—1)! . (n—l)!~j!y.
-l n4i—)17 -G (n+j— 17!
_ntj._ I,
- n y] ny]—l
elde edilir. Yani,
J n-+j .
Ty ===yt yi = ([™"y), (3.1.9)
dir. Sonug olarak ['™" = (vj’kn) ters matrisi
k
I k=
-n —n k + ]. L
= (") =4 - , k=jg—1
n
0 , diger durumlarda

bi¢iminde verilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Artik ilk teoremimizi verebiliriz. Ilk teoremimiz bu uzaylarm lineer uzayhg hakkinda

olacaktir.

Teorem 3.1.2. ¢y (I') ve ¢ (I'™) kiimeleri diziler iizerinde tanimlanan toplama ve

skalerle ¢carpma islemlerine gore birer lineer uzaydir.

Ispat. z = (1), y = (y) € ¢(I'™) ve A € R olsun. Bu taktirde

in—i—k—lx _ .
k b

k=0

lim 1
= (")

+ k-1
lim —— (n )yk =
e (") i\ k

—_
<.l

16



olacak sekilde o, # € C mevcuttur. Buradan,

J
J k=0

P J (n+k—1>x I J <n+k:—1>
- . n—+1q k . n+1 yk
i—oe (") k j—o ("17) k

= a+p

yani (z +y) € c(I') ve

. 1 & (n+k—1 . 1 n+k—1
jhlnoo("fj)z( k )(A'fc’“):”a‘hinoo(”fj)z( k )w’“

J
J k=0 J k=0
= A«

yani (A - x) € ¢(I'™) elde edilir. Dolayisi ile ¢ (I') kiimesi bir lineer uzaydir. ¢y (I'™)

kiimesi de benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 3.1.3. ¢y (I'™) ve ¢(I'™) dizi uzaylan

<.

1 et
(nfj) 2 ( Hl: 1)xk
J =0

Z|| .oy = ||| opny = SUD 3.1.10
leny = gy = s (3.1.10)

normu ile birer BK- uzayidir .

Ispat. X uzayl ¢o veya c uzaylarindan herhangi birini gostersin. z = (zx) vey = (yx)
dizileri (3.1.3) bagintisi ile bagh olsun. ¢ (I'™) uzayimin Banach uzayligina bakalim.
co (I'™) dizi uzaymin lineer uzaylhgr Teorem 3.1.2 de ispatlanmistir.

1. Asama (3.1.10) da tamimlanan fonksiyonunun norm oldugunu gosterelim.

N1) Vz € ¢ (I') icin ||zx]| = 0 oldugu agiktir.

17



N2) Vz € ¢ (I') igin

T =0 <= sup
[ETes up

=0

1 j<n+k—3x
n+7g k
"7) =

1 < /n+k—1
(n{rj) Z ( k )‘I’“
J k=0
J
<= Vj € Nigin (mlrj) (n—l-Z—l)xk:O
J 0

o

<= Vj € Nicin

<0

x>

dir. Bu durumda

1 -1
7 = 0icin — (n )xo =0 esitliginden z¢g =0

AN
1 -1
J = ligin o 4 o + 4 x1 ¢ =0 esitliginden z; =0
(") L\ 0 L |

'—k:iin# n_lx—i—nx—l— +n—i—j—1 z:| =0
J = G (n_’i:_k) O 0 1 1 j il =

esitliginden x; = 0 ¢ikar ki bu bize Vj € N icin z; = 0 oldugunu verir.

N3) Vz € ¢, (I'™) icin

1 < (nt+k-1
||)‘ ' ‘T”co(l“”) = S8up (n+j) ( k ) ()‘ : $k)
J

1 K /mtk—1
(n{rj ) e k Tk

J
= -l ony

= |Al-sup
jeN

18



N4) Vz,y € ¢y (I') icin

1 J
12+ Ylloyrmy = SUP |7 P (o + yk)
o(I'™) en ( ;‘,—]) k:o( k )
J J
< sup (nij) Z (n—H,z_l)QZk + sup (n}m) Z (n+£_1)yk
JEN J /J k=0 jeN J /) k=0

= ||$||co(rn) + ||y||cO(F")

= |z + y”co(rn) < ||x||co(rn) + ||y||co(rn)

elde edilir. Boylece (3.1.10) da tammmlanan doniisimiin norm aksiyomlarinin
saglandig1 gosterildi.
2. Asama ¢ (I'") dizi uzaymm tamhg:

Kabul edelim ki (z(™), co (I'™) de keyfi bir Cauchy dizisi olsun. Burada (z(™)

20 — <x§n)> _ <x§n)7xgn)’ ' )

bigiminde olduguna dikkat edelim. Cauchy dizisinin tanimi geregince Ve > 0 igin

AN=N()eN 3 Vn,m> N (¢) i¢in

dizisinin

o)~y = e = T
= sup F”xl(n) - F"xz(m)’ <e
ieN
yazilabilir. Buise i =1,2,--- ven,m > N (¢) i¢in
g™ — r”xg’")‘ < (3.1.11)

oldugu anlamma gelir. (3.1.11) esitsizligi bize her bir ¢ icin (ang”“) dizisinin R de
(veya C de) bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. R tam oldugundan bu dizi her bir
7 i¢in

lim F"xgm) =1 ;ox = (1)
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olacak sekilde bir limite sahiptir. Simdi (3.1.11) esitsizliginde n’ yi sabitleyip

m — oo iken limite gegersek

F”xgn)—xi <e . Vn>N
elde edilir. Buradan Vn > N icin
sup |2\ — z;| < e (3.1.12)
ieN

olur ki bu da

||F”x(”) - xHCO —0 (n— o)

oldugunu gosterir. Yani (2(™) Cauchy dizisi ¢y (I'™) de yakinsaktur.

Ispat1 tamamlamak icin z € ¢, (I') oldugunu gostermemiz gerekir. (3.1.12) den

Vi, 7 > N (g) igin

Mz, —IMz;| = |IMx; — xEN) + xEN) — :L‘;N) + x§~N) — Iz
n (N) (V) (N) () n
< [IMz; —x; ‘eri — ‘Jr:pj —IMax;
< 3¢

olur ki bu z € ¢q (I') oldugunu ispatlar.

Teorem 3.1.4. ¢ (I') ve ¢ (I'™) uzaylan sirasiyla ¢g ve ¢ uzaylarma lineer olarak

izomorftur. Yani

dar.

ispat. Ispat1 ¢ (I'™) uzay1 i¢in yapacagiz. c¢o (I') uzay: i¢in benzer sekilde yapilabilir.
x = (x;) ve y = (y;) dizileri (3.1.3) bagmntis1 ile bagh olsun.
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¢ (I'™) ile ¢ uzaylarinm izomorf oldugunu géstermek igin ¢ (I') ile ¢ arasinda lineer,

1-1 ve orten bir doniisiimiin varhigini gostermeliyiz.

T : c(I™) —c

1 < k—1
r—Tr=y= , <n—|— >$k
0

dontisimiini goz oniine alalm. 7" dontisiminin lineerligi aciktir.
T dontisimiiniin 1-1 oldugunu gosterelim. Bunu doniisiimiin ¢ekirdeginin sadece
sifir vektortinden olustugunu gostererek yapacagiz. T'r = 0 = x = 6 6nermesinin

saglandigini gosterecegiz.

Tx = 0 olsun. Yani

olsun. Bu durumda

1 (n—1
j = 0icin 6 (” ; )xo — 0 esitliginden zo = 0,
0

1 1
jo= Licin — 3 (" ag+ (| )ar p = 0 esitliginden zy = 0,
(") 0 1 |

. . 1 n—1 n n+j—1
j = kigin —<n+k> 0 o + 1 Ty 4o+ i zje =10
k

esitliginden z; = 0 ¢ikar ki bu bize Vj € N icin z; = 0 oldugunu verir. Dolaysi ile

x = 0 elde edilir. Bu ise T" dontisiimiiniin 1-1 oldugunu kanitlar.

Simdi, 7" déniistimiiniin Orten oldugunu gosterelim. Vy € ¢ i¢in dz € ¢(I'™)

elemaninin var oldugunu gosterecegiz.




esitligini kullanarak = = (2 ) dizisini

k k
Ty = 1+ﬁ Yk = Yk

bigiminde tanimlayalim. Bu taktirde,

elde edilir. Bu ise Tx € ¢ yani z € ¢(I'"™) olmasi anlamma gelir. Dolayist ile T
doniistimii ortendir. Sonug olarak yukarida tanimlanan 7' doniistimi lineer, birebir
ve orten oldugundan

c(I) =c
elde edilir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.
Simdi yeni dizi uzaylar ile ilgili baz1 kapsama bagintilar1 verelim.
Teorem 3.1.5. ¢ (I'™) C ¢(I'"™) kapsamasi kesindir.

Ispat. Herhangi bir s € ¢y (I'™) alahm. O zaman ¢y C ¢ oldugunu goz 6niinde

bulundurursak

s€c(Im) = IMseq
— I[Msec

= sec(™)

co (I™) C e(T™)

kapsamasinin gecerliligini elde ederiz.
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Simdi bu kapsamanin kesin oldugunu gosterelim. Bunun i¢in

ZL‘:(QS]‘):(LL---)

dizisini goz ontine alalim. Bu taktirde

1 J
(an>j — . (n+k71)xk

olup

elde edilir. Bu ise

[Mrec=xe€c()

oldugunu gosterir. Diger taraftan

lim (T"z), = 1¢c¢

j—o0 J

— x¢co (M)

olur ki bu kapsamanin kesin oldugu anlamina gelir.

Teorem 3.1.6. Vj,k € N igin b® — (b§k)) dizisini

R
bg.k) = # . j=k+1
0 , aksi taktirde

olarak tamimlayalim. Bu taktirde asagidaki onermeler saglanir.

a) (b™) dizisi co (I'™) uzay1 i¢in bir bazdir ve Va € ¢ (™) dizisi z = Y (I"™x), b*)
bi¢iminde bir tek temsiline sahiptir. ’

b) {e,b®} Kkiimesi c¢(I"™) uzayr i¢in bir bazdw ve Vo € c¢(I™) dizisi
z = le + Y [(T"x), —Jb®  bi¢iminde bir tek temsiline sahiptir. Burada

k
le = lim (I'z), olarak tanimldir.

k—so00
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3.2. ¢(I') ve ¢c(I'") Gamma Uzaylarinin a- ve - Dualleri

Bu kisimda ¢ (I'™) ve ¢ (I') dizi uzaylarmm « - ve § - duallerini hesaplayacagiz. Ik
olarak, hesaplamalarda ihtiya¢ duyacagimiz baz temel matris doniisiimleri ile ilgili

lemmay1 asagida verelim.

Lemma 3.2.1. Asagidaki ifadeler gecerlidir.

(1) T = (tjx) € (co,t1) = (¢, 01) = ({xo, £1) olmasi i¢in ancak ve ancak

sup < 00 3.2.13
Ke/\/jz:; ( )

>tk

keK

sartinin saglanmasidir.

(i1) T = (tjx) € (co,¢) = (¢, ¢) olmast icin ancak ve ancak

Joy, € C> lim tj, = o i¢in Yk € N (3.2.14)
j—00

sup ) [tj] < o0 (3.2.15)
I k=0

sartlarinin saglanmasidir.

(113) T = (tj;) € (l,c) olmasi i¢in ancak ve ancak (3.2.14) ve

lim > " ftp] =D | lim (3.2.16)
T K=o I’
sartinin saglanmasidir.
Teorem 3.2.2. Vj, k € Nicin B = (bjk) matrisini
SR k=j—1
b, = ntkp, k=37 (3.2.17)
0 , 0<k<j—1veyak >}

olarak tammmlayalim. Bu taktirde; ¢y (I') ve ¢ (I'") uzaylarmin a— duali
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Db

keK

Clz{b:(bk)Ew: supi

KeN =0

s

Ispat. b = (b;) € w ve X € {co, ¢} olsun. Verilen herhangi bir = = (z3) € X (I')

dir.

ve Vk € N igin

k n+k
by = (_ﬁyk—l +— yk) by, = (By), (3.2.18)

esitligini yazabiliriz. Burada B = (b,, ) matrisi (3.2.17) esitliginde tammlanmstir.
O halde (3.2.18) esitligi ile x = (x,,) € X (I'™) i¢in bz = (bxxy) € {1 olmasi, ancak ve

L

ancak y = (y,) € X igin By € {; olmasiyla miimkiindiir " ¢ift gerektirmesine
sahip oluruz. Boylece b € {X (I'")}” olmasi igin ancak ve ancak B € (X, /()
onermesini elde ederiz. O halde X (I'") uzaymmn a— duali B € (X,/;) matris

smifinin karakterizasyonuna indirgenir. Bu asamada Lemma 3.2.1 > in (¢) sikkim

s

Teorem 3.2.3. Cy ve C5 kiimelerini su sekilde tanimlayalm.

kullanirsak X (I'™) uzaymin a— dualinin

D by

keK

Clz{b:(bk)EW: supz

KeN "=

cimlesi oldugu goriiliir.

n—+k k+1

= k
Cy, = b= () Ew: supz by — bri1| < o0 ve (n—i— bk) € Uy
7,keN =0 n k n
- k kE+1 k
Cy = b:(bk)Ew:supZ nt b — + bri1| < 00 ve (n—l— bk>Eco
jeNTo 1 k n

Bu taktirde,
(i) [eo (T™)]” = Cy
(it) [e(T™)]7 = C5

onermeleri gecerlidir.
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ispat .

(i) b= (b) € [co (IT™)])” olsun. Bu taktirde 8- dual tanm geregi Va = () € ¢o (™)
icin ) byxy serisi yakinsaktir. Simdi, Abel kismi toplam formiilii kullanirsak her

k=0
m € N i¢in elde edilen asagidaki esitligi goz ontine alalm.

m—1

n+k k+1 n-+m

n
k=0

m
E brxy =
k=0

co (I'™) = ¢y izomorflugu akilda tutup (3.2.19)" de m — oo iken limite gegelim.

Hipotez geregince > byxy serisi yakinsak oldugundan (”T““bk — %bml) Yk serisi
k k

de ayn1 zamanda yakinsaktir ve de

n—+m

lim by, =0
m— 00 n

olmak zorundadir. ¢y C f,, olmasi sebebiyle {”’;mbm} € ls yazilir. Simdi tekrar

(3.2.19) esitligine donelim. Vj € N igin

= = (n+k k41
k=0

yazilabilir. Burada C' = (¢;;,) matrisi Vj, k € N i¢in

n+k k+1
Gk = — b, — - bit1

bigiminde tammhdir. (3.2.20) esitligini yorumlayalim.  byx) serisi yakinsaktir
k
ancak ve ancak lim (Cy) ; limiti mevcuttur. Dolayisi ile Yy € ¢o icin Cy € c

J—00

oldugundan C' € (¢y : c¢) snifina ait olmahdir. Yani
b= (bp) € [co(T™)])’ <= C e (e : ¢

onermesinin gegerli oldugunu soyleyebiliriz. Tam bu noktada Lemma 3.2.1 ’in (i)

sikki kullanilirsa

[co (T™)]7 = Cy
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elde edilir.

(ii) [c(I™)])” kiimesi icinde yukaridaki benzer tartismalar yapilirsa
b= (bp) € [c(I™)) <= Ce(c: ¢

onermesine ulasir. Bu ise bize

[c(T™)]” = Cs

oldugunu gosterir.
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4. £,(T") ve (") GAMMA DiZi UZAYLARI

4.1. Giris

Bu boliimde, Gamma  dizi uzaylarinin bazi temel ozelliklerinden bahsedecegiz. n.
mertebeden '™ = (%"k) Gamma matrisi Roopaei ve Basar tarafindan 2022 yilinda

her 7,k € Nigin

bigiminde tanimland: (Roopaei ve Basar, 2022). Bu matrisin klasik dizi uzaylar ¢,

ve (o Uzerindeki etki alanlar1 kullamilarak £, (I') ve (o (I') Gamma dizi uzaylar

l,(I") = {:p:(mk)ewzz (ni])Z(le)xk <oo},(0<p<00),

Jj=0

1 J
(o (IM) = {x = (z1) €W :sup |7 (”*:*1)2% < oo} ,
j

jEN (" ,

olarak tammlanir (Roopaei ve Basar, 2022). Tanim 2.3.19 yardimiyla bu dizi

uzaylarini
gp (Fn) = (&D)rn ;Lo (Fn) = (600)1“71

seklinde yeniden tanimlayabiliriz. Artik ilk teoremimizi verebiliriz. Ik teoremimiz

bu uzaylarin lineer uzayhgi hakkinda olacaktir.

Teorem 4.1.1. ¢, (I'™) ve {4 (I'") ciimleleri dizilerde tanimlanan toplama ve skalerle

carpma islemlerine gore birer lineer uzaydir.



Ispat. # = (0) € ¢, (I") oldugundan, £, (I'"") ciimlesi bos degildir. z,y € £, (T"™)

ve a € C olsun. Simdi, az +y € ¢, (I') oldugunu gosterelim. Ucgen esitsizligi ile,

1 n — 1 n — ]- n —
ntj (+f§ 1) (azk +yp)| = ntj (+Z I)O‘xlﬂL ntj (+1’: l)yk
(") (") (")
< 1 (n—l—k—l)&xk X 1 (n-i—k:—l)yk
= n+j k n+j k
(") (")
olur. Buradan,
i 1 (n+k—1> (az +y)p
— k k
=Nk

yazilabilir. 0 < p < 1 i¢in Minkowski esitsizligi ile

p

1 <n+k—1

i ) (azy, + y)

M

j=0 j=0
> 1 [(n+k—-1 > 1 [m+k—1
=S (T ) e (T
j=0 J 7=0 J
< o0

ve 1 < p < oo i¢in yine Minkowski esitsizligini kullanarak;

D=

p

1 n+k—1
2 (axy + yg)
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IN
<
I

0 ‘. 7=0

<1 1 /mek—1\ 1" [ 1 /mtk—1\ [|]”
- ‘Oé‘ Z (m—j) k Tk + Z (n+j) k Yk

7=0 J Jj=0 J

elde edilir. Bu ise, ax +y € ¢, (I') oldugunu gosterir. £ (I') uzay: icin de benzer

muhakeme ile yapilabilir.

Teorem 4.1.2. 1 < p < oo olsun. Bu taktirde ¢, (I') uzay1

ﬁ(nﬂg_l)xk

J

S

o0

2/l (pmy = [Z

J=0

] (4.1.1)

ile bir BK- normlu uzaydir.

Ispat. Bunun ic¢in 6nce norm aksiyomlarinin saglandigini gosterelim.

Vo € l, (I') icin ||zg]| > 0 oldugu aciktir. Dolayisiyla (N1) aksiyomu saglanir.

x € £, (I') olsun. Bu durumda,

2]y, qny =0 = [
J

VR
3
+

8
3

I
o
£

I
[=
\t—‘
IS

bulundugundan (N2) aksiyomu saglanir.
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z €, (I') ve a € C i¢in

p L
& 1 ntk—1 ’
||04x||z,,(rn) = Py L QT
=0 k:()(])
pl
& 1 ntk—1 ’
= el D mml )
j=0 k:O(j)

oldugundan (N3) aksiyomu saglanir.

z,y € £, (I'"™) i¢in

|z + yllg, omy = [Z

j=0

Ucgen esitsizliginden

12 4 yll,, oy < [Z (

=0

ﬁ(n—l—:—l)zk

ve Minkowski esitsizliginden;

ﬁ(n—i—/g—l)

J

=

IN

(n—l—k—l)
Yk

1z + yllg, rn [Z

J=0

gl

= HxHEP(F") + ”ZUHep(Fn)

elde edildiginden dolay1 da (/N4) aksiyomu gecerlidir. Su halde ¢, (I'*), bir normlu
uzaydir.

Simdi ¢, (I'™) uzaymmn (4.1.1) ile tamimlanan norma gére tam oldugunu gosterelim.
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a' = {xf,z}, ab,- -} olmak iizere (2'),.y C £, (I'"") bir Cauchy dizisi olsun. Bu

durumda verilen Ve > 0 sayist igin bir ng (¢) € N vardir dyle ki Vi, j > ng (¢) igin
2* =27 gy = IT72" = T727]], < e

olur. Bu taktirde

0, = (00, £ | S0, = ), | = ), = (700, <

olur. Boylece Vk € N igin {(I"a?), } C iizerinde bir Cauchy dizisidir. C tam

1eN 7

oldugundan Vk € N igin

(F"mi)k — (I'"z), , (i = o0)
yakisaktir. Simdi z € £, (I'"™) ve

=" = "EH@,(FH) — 0, (i— o0
oldugunu gosterelim. I'"z" € ¢, oldugundan

2], < K

esitsizligini saglayan en az bir K > 0 sayis1 mevcuttur. Bu taktirde herhangi bir

m € N i¢in
P

[é }(F"l‘")k!p] <[]l < K

yazilabilir. Once ¢ , sonra da m iizerinden limit alinirsa

P

Sleer| <
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bulunur ki bu ise x = (x) € ¢, (I') oldugunu gosterir. Simdi
|z' —z|| =0, (i — o)
oldugunu gosterelim. € > 0 verilsin. O zaman,

Hl"”xi—l“"xj”ep <e , (i,j>mno)

olacak sekilde ng € N tamsayis1 vardir. Boylece herhangi bir m € N i¢in

P

D B L e SR
k=0
olur. Buradan j — oo igin,

p

Sl o] <o 6z
k=0
elde edilir. m keyfi oldugundan , m — oo i¢in

|« |F"xi—F":U||gp <e , (i>mny)

- xHe,,(rn) = |

kalir ki bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.1.3. (, (I'™) uzay

1 n+k—1 T
(n+j>Z( k )

J
J 7 k=0

x .. = sup
Il ) = 50

normu ile birer BK- uzayidir.
ispat. Teorem 3.1.3 ’ iin ispatina benzer muhakeme ile yapilabilir.

Teorem 4.1.4. 1 < p < co olsun. Bu taktirde ¢, (I'") uzay1 ¢, uzayma lineer

olarak norm izomorfiktir.

Ispat. z = (z;) ve y = (y;) dizileri (3.1.3) bagmtisi ile bagh olsun. ¢, (I') ile £,

uzaylarinin izomorf oldugunu géstermek igin ¢, (I'") ile ¢, arasinda lineer, 1-1 ve
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orten bir dontisimin varligim gostermeliyiz.

T @ L,(I") —¢,
1 < (n+k—1
e—Tr=y, y=(Yn), Yn= 715 ( . )xk; (n €N)
(j)kzo

doniistimiinii goz ontine alalm. Bu durumda = = (zx), u = (ux) ve a € C i¢in

T(x+u) = {(”}fj)kzi;(wr:_l)(wrw}
_ {(n—jw) kjo (”+Z_1)xk} . { (n;) :0 <n+ll:— 1)%}

ve

T (az) = { (nlﬂ) i<n+/]z - 1>aa:k}

bulundugundan 7" dontisiimi lineerdir.

Simdi 7" doéniisiimiiniin 1-1 oldugunu gosterelim. Tz = T'w oldugunu kabul edelim.

x = u oldugunu gosterecegiz. Buna gore

Te=Tu=—=Te—-Tu=20
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ve T doniisiimii lineer oldugundan 7' (z — u) = 6 elde edilir. Bu durumda

1
j = 0ic¢in —("al) (xo — up) = 0 esitliginden zy = uy,

(5)

1
j = lign m {("5) (wo — uo) + (}) (z1 — u1)} = 0 esitliginden z; = u,
1

= i g {0 000+ () =) () =)} =0
k
esitliginden z;, = uy ¢ikar ki buradan da z = w elde edilir. Onerme saglandigimdan

T dontisimi 1-1 dir.

T déniistimiiniin 6rten oldugunu gésterelim. Bunun igin, Vy € ¢, icin Jz € £,(I'™)
elemaninin var oldugunu gosterecegiz.

y = (yx) € ¢, alahm ve x = (x;) dizisini,

k k
Jik—(l—i-ﬁ)yk—ﬁyk_l; (k‘EN)

ile tanimlayalim.

Bu durumda; sirasiyla 0 < p < 1 ve 1< p < oo halleri i¢in,

||ff||zp(rn) =

()¢

—~

3

< | =
<,

~—
—~~
3
T
ol
L
~—
8
-

<
Il
=)

J

= > vl

=0
= llyl,,

I
2 102
—
3
S e
<
SN—
bl
<
[en}
VR
3
+
T T
|
—_
~_
| — |
N
—_
_|_
|
~_
<
e
|
S|
<
=
N
_

0
|

olur. Bu ise z € £,(I') oldugunu ve istelik 7" doniisiimiiniin normu korudugunu
gosterir. Dolayisiyla 7' doéniistimiinti 6rtendir. O halde ¢,(I'") uzay1 ¢, uzayma

izometrik olarak izomorftur.
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Simdi tanimlanan Gamma dizi uzaylar ile standart dizi uzaylar1 arasinda ne gibi

kapsama bagintilarinin oldugu hususu ile ilgili teoremleri verelim.

Teorem 4.1.5. 1 < p < oo olmak tizere ¢, (I'™) C l« (I'") kapsama bagintis1 kesin

olarak saglanir.

Ispat. Herhangi bir ¢ € £, (I'"") alahm. Bu taktirde It € £, dir. 1 < p < 0o i¢in
¢, C U kapsamasi saglandigindan I'"t € f yani t € { (I'") elde ederiz. Bu da
bize

0, (') C lo (T™)

kapsamasinin gecerli oldugunu gosterir.

Simdi bu kapsamanin kesin oldugunu gosterelim. Bunun igin

2j

xj:(—1)j.(g+1) ; jEN

genel terimi ile tamimh x = (z;) dizisini géz 6niine alahm. Bu taktirde

Mz). = : P
( >J (n ]) Z( k )

— Mz = (1) €L\l

dir. Dolayisiyla x € lo, (I™) \¢, (I'") elde edilir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

Teorem 4.1.6. 1 < p < g < oo olmak tizere
by () C 4y ()

kapsamasi kesin olarak saglanir.
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Ispat. Herhangi bir ¢t € £, (I"™) alalm. O zaman Iz € £, olur. 1 < p < ¢ < o0
i¢in ¢, C ¢, olmasi sebebiyle 'z € ¢, dur. Bu ise z € £, (I'"") olmas: anlamina gelir.
Dolayist ile

0, (I™) C £, (I'™)

kapsamasimm gegerlidir. Kapsamanin kesinligi i¢in y = (y;) € £,\¢, olacak bi¢imde

J J .
Ij:<1+ﬁ>yj_ﬁyj_1;j€N

x = (z;) dizisini tammlarsak her j € N i¢in (I"z);, =y; olur. Bu ise
Mz e b \l, =z € (,(I")\(, (T™)

oldugunu gosterir. Dolayisi ile kapsama kesindir.

4.2. (,(I'") ve {,(I'") Gamma Uzaylarinin Dualleri

Bu kisimda £, (I'") ve £ (I'™) dizi uzaylarmin o« - ve (- duallerini hesaplayacagiz.

Ik olarak, hesaplamalarda ihtiyac duyacagimiz bazi temel matris doniistimleri ile

ilgili lemmalar1 asagida verelim.

Bu kissm boyunca; A ile N nin biitin sonlu alt kiimelerinin kolleksiyonunu
1

gosteriyoruz. Ayrica p ile p* sayilariin % + =1 esitligini sagladigimni kabul

ediyoruz.
Lemma 4.2.1. Asagidaki ifadeler gecerlidir.

(1) T = (tjr) € (oo, 1) olmast i¢in ancak ve ancak

sup < 00 4.2.2
KeN’jgo ( )

>tk

keK

sartinin saglanmasidir.

(1) T = (tjx) € (f=,c) olmasi i¢in ancak ve ancak (3.2.14) ve

o) o0
Tim > el =D | lim (4.2.3)
T keo keo 17T
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sartinin saglanmasidir.

(t19) T = (tjr) € (foo,ls) olmasi icin ancak ve ancak (3.2.14) kosulunun

saglanmasidir.

(tv) 1 <p < oo olsun. O halde T' = (t;x) € (¢, {) olmast i¢in ancak ve ancak

o0

sup Z Iti]” < o0 (4.2.4)
IeN =0

sartinin saglanmasidir.

(v) 1 < p < oo olsun. O halde T = (t;x) € ({p,c) olmasi i¢gin ancak ve ancak

(3.2.14) ve (4.2.4) sartlarinin saglanmasidir.

Lemma 4.2.2. Asagidaki onermeler gegerlidir.

(¢) [7,Teorem 5.1.0 ile py, = picin Vk| T = (tjx) € ({p,¢1) olmas: i¢in ancak ve

ancak »
sup sup thk <o, (0<p<1) (4.2.5)
NeN keN jen
0o P
sup Z thk <oo, (1<p<oo) (4.2.6)
NeN' 120 | jen

sartlarinin saglanmasidir.

(i1) [11,Teorem 1 (i) ile py = p icin Vk| T = (tjx) € (¢, ls) olmast i¢in ancak ve
ancak

sup |tixl" <oo, (0<p<1). (4.2.7)
j.keN
sartinin saglanmasidir.

(¢13) [11,Teoreml igin Sonug ile p, = p icin Vk| T = (tj;) € ({,, ¢) olmasi icin ancak

ve ancak (3.2.14) ve (4.2.7) sartlariin saglanmasidir.

Bu kisimdaki ilk teoremimiz bu uzaylarin a— duali ile ilgili olacaktar.
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Teorem 4.2.3. V), k € Nigin B = (bjk) matrisini

—%bk+l ) k=j—-1
b, = nthp, k=j (4.2.8)
0 , 0<k<j—1veyak >}

olarak tanimlayalim. Bu taktirde; ., (I'") uzaymin a- duali
< oo}

ispat. Teorem 3.2.2 ’ nin ispatina benzer muhakemeyle yapilir. Benzer ifadelerin

D b

keK

Clz{b:(bk)ew:supi

keN =0

dar.

tekrarimi onlemek i¢in detaylar1 athyoruz.

Teorem 4.2.4. C5 ve (3 kiimelerini

Cy = {b = (br) Ew: sup ‘bjk’p < oo}
i,keEN

ve
C3 = {b = (by) € w: supz |bjk|p* < oo}
IEN =0

olarak tanimlayalim. Bu taktirde

o 02 , 0<p§1
[6p ()] =
Cy , 1<p<o

dar.

Ispat. Ispat1, 0 < p < 1 icin yapacagiz. b = (by) € w alalm.
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oldugu hatirda tutulursa

k n+k
by = (_Eyk:—l + ’ yk) by = (By), (4.2.9)
elde edilir. Burada B = (bjk) matrisi
_%bk%—l ) k= j -1
b, = nihp k=37
0 , 0<k<j—1veyak >}y

seklinde tamimlanir. O halde (4.2.9)ile “x = (x,) € £, (I') i¢in bx = (byzy) € 4
olmasi, gerek ve yeter kosul y = (y,,) € ¢, i¢in By € ¢; olmasiyla mumkiindiir ” gift
gerektirmesine sahip oluruz. Bu taktirde b € {¢, (")} olmas i¢in ancak ve ancak
B € (4,,{,) onermesini elde ederiz. O halde ¢, (I'") uzaymm «o- duali B € (¢,,(;)
matris siifinin karakterizasyonuna indirgenir. Bu asamada Lemma 4.2.2 * nin (¢)

kismini kullanirsak £, (I') uzayimin a- dualinin

Cy = {b = (by) €w: sup |b,[" < oo}
J,keN

ciimlesi oldugu goriiliir.

Teorem 4.2.5. Cy, Cs ve Cg kiimelerini su sekilde tanimlayalim.

k k+1 P k
Cy = {b:(bk)Ew: sup n by, — + bpi1| < oo ve (n—l— bk>€€oo}
skeN | T k n
> ko k+1, |7 k
Cy = b:(bk)Ew:supZ nt b, — + bpi1| < oo ve (n+ bk>E€oo
JEN =0 n k n

n-+k k+1
b — ? brt1

Cs = {b:(bk)Ew:sup -

(n—l— k )
< 00 Ve b | € co
IEN =0 n

Bu taktirde,

Cy , 0<p<i1
@) [, =4 " P=
Cs , 1<p<oo

(id) [loe ()] = Ci
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onermeleri gecgerlidir.

ispat. Ispati, 1 < p < oo i¢in yapacagiz. b = (by) € [, (IT"™)]” olsun. Bu taktirde
her x = (zy) € £, (I'™) icin ), bray, serisi yakinsaktir. Simdi bu serinin m- inci kismi
toplamina Abel kismi toplam formiilii uygulayarak elde edilen esitligi goz oniinde

bulunduralim. Her m € N i¢in

m m—1
n—+k k+1 n+m
b = b, — b brmYm 4.2.10
kz:% KTk kz:% ( b - k+1) Yk + " Y ( )

olur. (4.2.10) da m — oo iken limite gegilirse

. (n+k k+1
> ( be— bk+1) Yk
n

serisi yakinsak ve
n+m

lim

m— oo n

by, =0

olmali. Yine de £, C ¢y oldugundan

{n+mbm} ol
n

ile miimkiindiir. Bu nedenle Vj € N i¢in

- —(n+k,  k+1
k=0

k=0

olur. Burada C' = (¢;;) matrisiile Vj, k € Nigin ¢, = ”T*kbk—%bkﬂ ile tanimlanir.
Dolayisiyla C' = (¢ji) € (¢, c) dir. Yani Lemma 4.2.2” in (4.2.7) veya Lemma 4.2.1’

in (4.2.4) kosulu C' matrisi, b = (by,) € Cy veya Cs tarafindan karsilanir. Bu nedenle
£, (T™))7 € Cy veya [¢, (T™)])° € Cs (4.2.12)
kapsamalar1 kesindir. Tersine b = (by) € Cy veya Cs igin y = (yx) € ¢, olsun. Yine

(4.2.11) bagmtisin (4.2.10) esitligini kullanarak elde edilir.
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Bu nedenle, Vo = (z) € £, (I'") ve C = (cjx) € ({p, c) icin ), byxy, serisi yakinsaktir.
Dolayisiyla b = (b)) € [£, (I'™)]” ve dolayisiyla

Cy C [, (1))? veya C5 C [€, (T™))° (4.2.13)

kapsamalar kesindir. Simdi kapsama bagmtilarim (4.2.12) ve (4.2.13) birlestirerek
¢, (I'™) uzaymin (- dualini elde ederiz. (i7)" nin ispati (¢)” nin ispatina benzer olarak

yapilir.

4.3. (,(I'") Gamma Dizi Uzayinda Matris Doniistimleri

Bu béliimde, ilk olarak ¢,(I') dizi uzaymdan (. dizi uzaymin igerisine matris
doniistimiinii karakterize eden teoremi ifade ve ispat edecegiz. Daha sonra herhangi
bir X dizi uzayindan gamma dizi uzaylari igerisine matris siniflarini karakterize eden
teoremi ispatlayip bu teoremi kullanarak bir takim sonugclar elde edecegiz.

D = (dj) matrisini V7, k € N i¢in

n+k kE+1
djk:: " Qi — n Aj k+1 (4314)

seklinde tanimlayalim. Simdi (¢, (I'),ls) smifin1 karakterize eden teoremimizi

verebiliriz.

Teorem 4.3.1. A = (ajx) bir sonsuz matris olsun. Bu taktirde asagidaki énermeler

gecerlidir.

(i) 0 <p<Tlolsun. A€ (¢,(I'),ls) olmasi igin ancak ve ancak

k
V4 € N igin (n + ajk) €l (4.3.15)
keN
k k+1 b
sup n @, — Laj7k+1 < 00 (4.3.16)
j,kEN n n

sartlarinin saglanmasidir.
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(1) 1 <p < ooolsun. A € (¢, ('), ) olmasi i¢in ancak ve ancak (4.3.15) sartinin

yani sira
o)

sup

JEN

k k+1 v
nt Qjr — + Qj k+1 < 0 (4317)
n

n

k=0

sartinin saglanmasidir.

Ispat. (i) (4.3.15) ve (4.3.16) sartlarmin gecerli oldugunu varsayalm ve herhangi
bir x = (z3) € ¢, (I'") alahm. Bu taktirde, Vj € N i¢in

Aj = (ajk)keN € [Ep (Fn)]ﬂ

ve DI'™ garpimi mevcuttur. Yani Az mevcuttur. Boylece (3.1.3) esitligini akilda

tutarak

m. m n+k—1
S dpyr=> ) ( o )dﬂxk . (Vj,m € N) (4.3.18)

o0 %) [e'e) n+k—1 o0
> dpyge = ( (n'i@-) ) dwr =Y azpar; (Vi €N) (4.3.19)
k=0 k=0 i=k % k=0

olur. Bu ise bize D matrisinin Lemma 4.2.2 nin (4) kisminin (4.2.7) kosulunu
sagladigini gosterir. O halde Dy = Az € {, olur ki bu da yeterlilik kismin ispatini
tamamlar.

Tersine olarak kabul edelim ki A = (aj;) € (¢, (I'"),l«) olsun. Bu taktirde Az
doniistimii meveuttur ve Vo € £, (I'™) i¢in (Az) € s dur. Dolayisiyla buradan
A; € [t (I™)° ve Vj € N icin D; € Ef, yazilabilir. Bu ise Yy € ¢, i¢in Dy
doniistimiiniin mevcut oldugunu gosterir. Simdi i a;,xy serisinin m. kismi toplamina

k=0
Vj € N i¢in Abel kismi toplam formiilii uygulayalim:

m—1

n+k k+1 n+m
Z ( Ak = — aj,k+1) Yr + o GmYm (4.3.20)

n
k=0

m
g ATl =
k=0
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o
> ajrzy serisi hipotez geregince yakinsak oldugundan
k=0

= /n+k k+1
E A — — A5 k+1 | Yk
n n

k=0

n+m
n

serisi de ayni1 zamanda yakinsaktir ve ajmYm kalan terimi m — oo iken sifira

gitmek zorundadir. O halde (4.3.20) esitliginde m — oo iken limite gegersek

- —~ (n+k k+1 ,
Za]’k$k = Z ( n Qi — n aj7k+1) Yk (V] S N) (4.3.21)

k=0 k=0
elde edilir. Bu ise Ax = Dy oldugunu yani D matrisinin D € ({,, () smifina ait
oldugunu gosterir. Tam bu noktada Lemma 4.2.2 nin (¢7) kisminin, (4.2.7) sarti

kullanilirsa (4.3.16) sartinm gerekliligi elde edilir.

(17) (4.3.15) ve (4.3.17) sartlarinin saglandigini kabul edelim ve herhangi bir
x = (x;) € £, (") alahm. Bu taktirde ¥Vj € N igin 4; = (ap)ren € [, ()]’
dir. Yani 2’ in A- doniisimi Az- mevcuttur. 0 < p < 1 durumunda ispatladigimiz

benzer yol izlenerek (4.3.21) esitligi tekrar elde edilir. Bdéylelikle Holder esitsizligi

uygulanirsa
|| Azl],_ ~ w ‘Z?:o (" ag, — Sajusn) yk‘
lyll,, jeN lyll,
r «11/p*
ol (5 — ) 7] S )
< sup-=
jEN HyHZP
r «q 1/p*
n+k k+1 T
= Ssup Z Qi — ——Qj k+1 < 00
JEN | 1o n n

yazilir. Bu durumda A € (¢, (I'), {) olugunu gosterir.

Simdi tersine olarak kabul edelim ki A = (a;;) € (¢, (I'™), ) olsun. Bu taktirde
Az- déniisiimii meveut ve £y, uzayma ait oldugundan A; € [¢, (T"™)]” yazilabilir. Bu
durumda Teorem 4.2.4 "iin (¢) kisminin ispatinda kullanilan by, yerine aj; alindiginda

(4.3.15) ve (4.3.17) sartlarmim gerekliligi elde edilir.
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Bu da teoremin ispatim tamamlar. Simdi bu teoremin bir sonucunu verelim:

Sonug 4.3.2. A = (a;;) bir sonsuz matris olsun. Bu taktirde asagidaki 6nermeler

saglanir.

(1) 0 <p <1olsun. Bu taktirde A € (¢, (I'"), c) olmasi i¢in ancak ve ancak (4.3.15)

ile (4.3.16) sartlarinin yani sira

lim djk =qQ ; (j S N) (4.3.22)

k—o00

sartinin da saglanmasidir.

(i7) 1 < p < oo olsun. Bu taktirde A € (¢, (I'),bs) olmas: igin ancak ve ancak
(4.3.15) , (4.3.17) ve (4.3.22) sartlarmin saglanmasidir.

(i7) 1 < p < oo olsun. Bu taktirde A € (¢, (I'"),csp) olmasi igin ancak ve ancak
(4.3.15) ile (4.3.16) sartlarinin yani sira (4.3.22) sartinin her £ € N igin a; =0

alinmasiyla saglanir.

(iv) 0 < p < 1 olsun. Bu taktirde A € (¢, (I'"),csp) olmast i¢in ancak ve ancak
(4.3.15) ile (4.3.17) sartlariin yani sira (4.3.22) sartinin her £ € N igin a, =0

alinmasiyla saglanir.
Teorem 4.3.3. F matrisini I'" ve A matrislerinin ¢arpimi olarak tanimlayalim, yani
A = (ay;) ve E = (ej;) sonsuz matrislerinin elemanlar1 arasinda

J (n+ll§—1)

=S L
=

ag; ; (Vi,7 € N) (4.3.23)

bagintist bulunsun ve g herhangi bir dizi uzay: olsun. Bu taktirde A € (u, A (I'™))
olmasi i¢in ancak ve ancak F € (u,\) olmasidir. Burada A; klasik dizi

uzaylarindan ¢,, co, ¢ veya {, herhangi birini belirtmektedir.

Ispat. z = () € p olsun. Bu taktirde (4.3.23) esitligi gz 6niinde bulundurulursa,

Vj,m € N i¢in
ie»'z- = i ] ("*”;_1) g2 = j i (nle_l) AiZi (4.3.24)
Ji<1 (n+j) ki<t ' (n+]) ki<t .
=0 =0 k=0 7 k=0 i=0 7



yazilabilir. Simdi (4.3.24) esitliginde m — oo iken limite gegersek (Ez); = {I"™ (A2)};
elde edilir. Boylelikle, "z € p oldugu her zaman Az € A (I'™) olmasi i¢in ancak ve

ancak z € p oldugu her zaman Fz € X olmasidir." ¢ift gerektirmesine sahip oluruz.

Bu da ispat1 tamamlar.
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