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OZET

Bu calismada, homojen olmayan Dirichlet siir kosullar1 altinda konveksiyon difiizyon
reaksiyon denkleminin Nitsche yontemi ile ayrik ¢oziimleri ve kararliligi incelenmistir.
Oncelikle caligma iginde kullanilan matematiksel ifadeler ve uzaylar tanitilmistir.
Problemin formiilasyonu yapildiktan sonra Transpozisyon yontemi kullanilarak ¢oziimiin
sinirliligr gosterilmistir. Daha sonra denklemin zayif formu yazilarak incelenmistir. Sayisal
cozlimler i¢in sonlu elemanlar yontemi ile ayriklastirma yapilmistir. Sinir kosullarini ayrik
zayif forma eklemek i¢in Nitsche yontemi uygulanmistir. Elde edilen yeni zayif formun
kararlilik analizi yapilmigtir. Daha sonra baskin konveksiyon denklemlerinin diizgiin
sayisal ¢ozliimlerini elde etmek i¢in SUPG stabilizasyon teknigi kullanilmistir. Son olarak
farkli parametreler se¢imi altinda sayisal ornekler ele alinip Freefem++ programlama dili
kullanilarak sayisal sonuclar elde edilmistir.
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ABSTRACT

In this study, the discrete solutions and stability of the convection-diffusion reaction
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Bu c¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalari ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Agciklamalar

R Reel sayilar kiimesi

0 Tanim Bolgesi

r 0 bolgesinin sinir1

Vy Gradyan operatorii

Ay Laplace Operatorii

() I¢ carpim

Il Il Norm

(x, G,. )) I¢ carpim uzay1

e -1D Normlu vektor uzayi

L*(2) Karesi integrallenebilen 0Olciilebilir fonksiyonlar uzay1
L3(Q) 0 sinrlarinda sifir degerini alan L?(£2) nin alt uzay:
H'(Q) L?(£2)’nin Sobolev alt uzayi

Hi(®) 0 sinirlarinda sifir degerini alan H(2) nin alt uzayi
€ Diflizyon katsayisi

ﬁ Konveksiyon katsayisi

s Reaksiyon katsayisi

n Normal vektor

w Agirlik foksiyonu

wk(Q) Sobolev uzayi

a Eliptiklik katsay1s1

D%(u) Zay1f yonlii tiirev

Kisaltmalar Aciklamalar

FEM Sonlu elemanlar yontemi

SUPG Streamline upwind Petrov—Galerkin

SIMGELER VE KISALTMALAR



1. GIRIS

Bir ortamda 1s1 enerjisinin artmasiyla sicaklik da artar ve sicakligin arttifi bolgelerde
hacimde de genlesme olur. Hacimde meydana gelen bu genlesme ise maddenin ortalama
yogunlugunun azalmasma sebep olur. Maddenin ortalama yogunlugu azalinca madde
ortamda yiikselmeye baslar. Isinan madde yiikselirken onun yerine sicakligi ondan daha
disiik yani ortalama yogunlugu daha yiiksek olan madde geger. Isinmis olan madde
yiikseldik¢e sogur ve yogunlugu artar. Yogunlugun artisi ¢ekim etkisini de artirir. Boylece
madde ortam iginde algalmaya baslar. Bu sirada yiikselen maddenin yerine gegen nispeten
daha soguk madde de 1sinir ve bu olaylar siirekli tekrarlanir. Is1 enerjisinin ortam iginde

sebep oldugu bu yer degistirme hareketine konveksiyon (tasinim) hareketi denir [1].

Diflizyon bir maddenin molekiillerinin yogun oldugu bir ortamdan, daha az yogun oldugu
baska bir ortama hareketi olarak tanimlanir. Bu, her iki ortam arasindaki yogunluk esit
oluncaya kadar devam eden bir siirectir. Maddenin kati, sivi, gaz hallerinde meydana
gelebilir [2].

Konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemleri, akiskanlar dinamigi, kimyasal reaksiyonlar
ve malzeme bilimi gibi bilim ve miihendisligin bir¢ok alaninda yaygin olarak karsilasilan
onemli bir diferansiyel denklemdir. Bu denklemler malzeme miktarlarinin hareketini
(konveksiyon), yayilmasimi (difiizyon) ve kimyasal reaksiyonlarmmi modellemek ig¢in

kullanilir. Konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemlerinin genel ifadesi asagidaki gibidir:

—eAy + EVy + sy = f,  iginde (1.1)
y = q, I iizerinde (1.2)

Yukarida verilen konveksiyon difiizyon reaksiyon problemi Drichlet sinir kosullar1 altinda

tanim bolgesi 2 olan poligonal siirlara sahip ¢okgen bir alan, bolgenin sinir1 I' = 942 ile

tanimlidir. Burada e difiizyon katsayisi, E hiz vektorii (konveksiyon), s ise reaksiyon
katsayisidir. Ay =y, x, + Vx,x, ile ifade edilir. Vy = (y,,,y,,) ifadesi ise y
fonksiyonunun her bir bagimsiz degiskenine gore kismi tiirevlerinin bir vektoridiir. y(x), X

konumunda madde miktarmi ifade eder ve f € L?(2),q € H 2 () dir.



Literatiirde Konveksiyon difiizyon reaksiyon denklemleriyle ilgili bir¢ok ¢aligma vardir.
Codina (1998), konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemini ¢6zmek igin farkli sonlu
elemanlar yontemlerini agiklamaktadir. Konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemlerin

sayisal ¢oziimleri i¢in sonlu elemanlar yontemi kullanilmaktadir [3-6].

Nitsche metodu homojen olmayan sinir kosullarina sahip diferansiyel denklemlerin sayisal
coziimlerinde kullanilir. Joachim A. Nitsche tarafindan 1971 yilinda gelistirilmis bir
yontemdir [7]. Bu yontem Ozellikle sinir deger problemlerinin ¢oziimiinde ve belirli
kosullar altinda sonlu elemanlar analizinde siklikla tercih edilir. Metot birbirine bagli iki
farkli alanin smirint olusturan eslesme problemlerini ¢ézmek igin gelistirilmistir. Bu
yontem, sinir deger problemlerini integral denklemler olarak ifade eder ve bu denklemleri
sonlu elemanlar yontemiyle ¢ozer. Ayrica sinir sartlarin1 dogrudan uygulamak yerine, sinir
sartlarin1 zayif bir formda ifade eder. Sonlu elemanlar yontemiyle ¢oziimii sirasinda bu
zayif formu kullanir. R. Stenberg (2019) tarafindan yazilan makalede genel sinir kosullar

ele alinarak Nitsche’nin yontemi tiim problem smifi kapsayacak sekilde genisletilmistir

[8].

Konveksiyon terimi baskin olan denklemlerde, klasik sonlu elemanlar yonteminin verdigi
sayisal coziimler kararli degildir. Bu sebeple sonlu elemanlar yontemini kararli hale
getirecek farkli stabilizasyon (kararlagtirma) teknikleri uygulanmaktadir. Klasik
Streamline-Upwind/Petrov-Galerkin ~ (SUPG)  yonteminin,  Karakteristik-Galerkin
yonteminin agik versiyonuna ¢ok benzer oldugu, Taylor-Galerkin yonteminin ise kabarcik
(bubble) fonksiyonlariyla iliskili alt 1zgara 6lgek modeline benzer bir dengeleyici etkiye
sahip oldugu gosterilmistir [9].

SUPG yontemi, akiskanlar dinamigi problemlerinin sayisal ¢oziimlerinde kullanilmak
tizere Hughes ve Brooks (1982) tarafindan yayimlanan stabilizasyon teknigidir [10]. Bu
makalede, SUPG yontemi konvektif hakim akiglar i¢in kararli ve verimli bir ¢6ziim
yontemi olarak sunulmustur. Bu yontem akiskan dinamigi problemlerinde konvektif
terimlerin etkisini dengelerken ayni zamanda sayisal kararliligin1 artirmak amaciyla
tasarlanmigtir. Daha sonra, T. J. R. Hughes ve L. P. Franca tarafindan 1987 yilinda
yayinlanan makalede SUPG yontemi daha da gelistirilmistir. Bu c¢aligmada Petrov-
Galerkin formiilasyonu SUPG yontemi ile entegre edilerek sayisal kararliligr artirilmistir

[11]. Tezduyar ve Park (1986), konveksiyon ve reaksiyon baskin akiglarda keskin i¢ sinir



tabakalari ile ilgili salinimlart en aza indirmek amaciyla SUPG yontemini tanimlamislardir
[12].

Bu tezde homojen olmayan Dirichlet smir kosullar1 altinda konveksiyon-difiizyon-
reaksiyon denklemlerinin sayisal ¢oziimlerinde Nitsche yontemi kararlilik terimleri ile
beraber uygulanacaktir. Literatiirde Nitsche yontemi farkli problemlerde uygulanmis
olmasina ragmen konveksiyon difiizyon reaksiyon denklemlerinde difiizyon katsayisinin

durumuna gore analizi yapilmamaistir.

Bu tezin plani su sekildedir: Tezin ikinci bolimiinde, tezde kullanilan bazi matematiksel
kavram, teorem ve aciklamalar verilmistir. Uglincii boliimde, tezi olusturan konveksiyon
difiizyon reaksiyon problemi tanitilmis ve problem hakkinda genel bilgiler verilmistir.
Ayrica bu bdliimde konveksiyon diflizyon reaksiyon probleminin zayif formu detayli
olarak yazilmistir. Dordiincti boliimde, Transpozisyon yontemi ile denklemin smirlilig
gosterilmistir. Besinci boliimde, sonlu elemanlar yontemi ile ilgili genel bilgiler verilmistir.
Ardindan konveksiyon difiizyon reaksiyon probleminin sonlu elemanlar yontemi ile yazimi
yapilmistir. Altinci bolimde, Nitsche yontemi tanitilmis ve denklemin ayrik ¢oziimi
incelenmistir. Yedinci boliimde, ¢alismamizin temel konusu olan konveksiyon difiizyon
reaksiyon denklemi i¢in kararlilik analizi yapilmistir. Sekizinci boliimde, SUPG yontemi
tanitilip denkleme uygulanmig olup kararlilik analizi yapilmistir. Dokuzuncu béliimde,
niimerik sonuglar elde edilmistir. Onuncu bdliimde, yapilabilecek c¢alismalarla ilgili

oneriler verilmistir.






2. BAZI MATEMATIKSEL KAVRAMLAR

2.1. Fonksiyonel Uzaylar ve Temel Kavramlar

Bu boliimde, tezde kullanilan tanim, teorem, lemma ve notasyonlarin 6zeti yer almaktadir.

Fonksiyonel uzaylar [13]’deki gibi alinmistir. Esitsizlik ve normlar igin [14] kullanilmustir.

2.1.1. Tanim

X reel bir vektor uzayi olsun. X tizerinde bir || ||: X - R eslemesine norm denir. x,y € X

ve a € R i¢in asagidaki kosullar saglanir:

0) x| = 0ve|lx]| =0 e x =0,
(i) lax|l = [elllxl],

(i) lx+yll < llxll + [yl

(X, |- 1D ikilisi normlu uzay olarak adlandirilir [13].

2.1.2. Tanim

Herhangi bir Cauchy dizisinin (x,) bir limiti varsa, yani lim, ,ollX, — x|l =0, x € X
icin lim,,_,»||x, — x|| = 0 oluyorsa normlu uzay tam olarak adlandirilir. Tam olan normiu

uzaya Banach uzayi denir [13].

2.1.3. Tamim

H bir reel vektor uzayr olsun. Eger x,y,z€ H ve aeR igin asagidaki kosullar

saglaniyorsa, (.,.): H - R eslemesine H tizerinde i¢ ¢arpim denir.

i =002,

(i)  (ax,y) = alx,y),

(i)  (x+y,2) =(x2)+ (y2),

iv) (x)=0ve(x,x) =0e=x=0



(H (e )) ikilisi i¢ garpim uzayi olarak adlandirilir [15].

2.1.4. Tamim

Bir 6n Hilbert uzayi ||x|| = +/ (x, x) normu altinda tam ise Hilbert uzay1 denir [13].
2.1.5. Tanim

L?(02), 2 bolgesinde karesi integrallenebilen dlgiilebilir fonksiyonlar uzayidir. Burada
u,v € L2(2) ve u,v:2 - R olsun. (.,.), L?(2) Hilbert uzaymda i¢ ¢arpim asagidaki
gibidir,

(vl = [ uwEds 2.1
n

L?(2) uzayinin normu

1/2
lull 200, = ( f |u|2dx>
0

seklindedir [15].

2.1.6. Tammm (Lebesgue uzay)

p € [1,) igin LF (12) uzayi su sekilde tanimlanr:
LP() ={w:2 > R |lullpg < o}

Bu uzaya ait L” (£2) normu su sekilde tanimlanir:

.
”u”Lp(.Q) = <]|u|pdx> [15].
Q



2.1.7. Tanmim
L () normu su sekilde tanimlanir.
llull o) = ess sup{lu(x)|:x € 2}

Burada essantial supremum {x € Q2: |u(x)| > ¢} nin sifir 6l¢iimiine sahip oldugu yani sifir

hacme (3D) veya alana (2D) sahip oldugu en kiigiik reel ¢ sayisidir [15].

2.1.8. Teorem

p € [1,) icin tim Lebesgue uzaylari Banach uzayidir. p=2 se¢imi i¢in bir Hilbert
uzayidir [15].

2.1.9. Tanim (Sobolev Uzay1)

N cR™ k €Nvep € [1,0) olmak iizere,

WkP(Q) ={u € LP():Du € LP(2),0 < |a| <k}

seklinde tanimlanan uzaya Sobolev uzay1 denir. D%u ile zayif tiirev ifade edilmektedir.

1 < p < o olmak iizere Sobolev uzayinda normlar asagidaki sekilde ifade edilmektedir.

1/p
ey ={ > ||D“u||’zp(m}
o<|al<k

lullkoo = o<jalerll D ullo@y [14].

Ozel olarak p =2 ise W*2(Q)=H*) ile p=0 ise W*°(Q)=H°(Q) =12(R)
notasyonlartyla ifade edilir [13].



2.1.10. Teorem (Hoélder Esitsizligi)

p,q € [1,] dyle ki %+ i = 1 olsun. Bdyle bir ¢iftin elemanlarina Holder eslenikleri

denir. Eger f € LP(2) ve g € L1() ise 0 zaman fg € L' () ve
Wf gl = Iflleeayllgliaca

ile ifade edilir [14].

2.1.11. Teorem (Ucgen Esitsizligi)

u, v € X olsun. O zaman

lu + vl < flull +1lvll .

2.1.12. Teorem (Young Esitsizligi)
a,b>0,pqg <1 ve%+ % = 1 olsun. Bu durumda

a? b1
ab<—+—
p q

esitsizligi elde edilir. Young esitsizliginin en ¢ok kullanilan hali asagida verilmistir.

b<1 24 £ Ve >0 [14]

2.1.13. Teorem (Cauchy Schwarz Esitsizligi)

Bir Hilbert Uzay1 X ve herhangi bir u, v € X igin

|, v)x| < llullxllv]lx [16].



2.1.14. Teorem (Poincoré Esitsizligi)

u € H} ise, C, u’dan bagimsiz sinirh bir sabit say1 ve C(R2), £2’ya bagh olmak iizere,
lull < C(2)||Vul| olur [15].

2.1.15. Teorem (Trace Teoremi)

V,, € HY() siirekli sonlu eleman uzay1 poligonal £2 bolgesinde tanimli, bir iiggenleme T

lizerinde tanimlanmis olsun. 2 ‘nin smir1 I” ve

L2(IN) = {u:l“ - ]R{,Jlu(x)lzdx < 00}

r

olmak iizere, 0 zaman

llull 2¢ry < Cllullyao

yazilir. Burada C yalnizca 2’nin geometrisine bagli bir sabittir [17].
2.1.16. Tamim (Dual Uzay)

H bir Hilbert uzay olsun. Dual uzayr H*, siirekli veya sinirli lineer fonksiyonellerin

uzayidir. L bir operator olmak lizere, L = H — R [18].
2.1.17. Tamim (Dual Norm)

L, H iizerinde siirekli bir lineer fonksiyon olsun. O zaman,

L _ sup L(v)
Wl = osvert o,

seklinde ifade edilir [18].
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2.1.18. Teorem (Divergens Teoremi)

Vektor analizinde divergens teoremi asagidaki sekilde ifade edilir:

[ v ff s

Burada 7 birim normal vektordiir. Ayrica del operatorii V= (;—x,;—y) ile ifade edilir [19].

2.1.19. Tamm (1. Green Ozdesligi)

Bu 6zdeslik, V. (uVv) = Vu. Vv 4+ u. V(Vv) seklinde g¢arpim kuralinin bir uzantisi olarak
F = uVv vektor alanina uygulanan divergens teoreminden tiiretilmistir. Burada u ve v,
N c R4 bolgesinde taniml1 skaler fonksiyonlar olsun. Ayrica v iki kez, u bir kez siirekli
tirevlenebilir oldugunu varsayalim. Yukaridaki carpim kurali kullanilarak (2 tizerinde

V. (uVv) integrali alinirsa,

](qu + Vu. Vv)dx = Ju(Vv. n)ds = ju Vvds
Q

r r

olur. Burada A= V? Laplace operatorii, I' , £2 bolgesinin sinir, 7i ds yiizey elemanmin dik
birim normali ve ds = 7ids yonlendirilmis yiizey elemanidir. Bu teorem divergens

teoreminin 6zel bir durumudur. Ayrica,

(i) ](uAv)dx = (u, Av), = — J Vu.Vv do + J(ﬁ. Vv)uds, (71. Vv = Z—;) (2.2)
(ii) f(Vu.Vv)dx = (Vu,Vv), = — f(Au)v dn + f v(Vu.n)ds, (Vu.ﬁ = %) (2.3)
! ! r

yazilir [20].
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2.1.20. Tammm (Kompakt Operator)

X, Y Banach uzaylari olsun. T: X — Y bir lineer operator olmak iizere, asagidaki kosullar

sagliyorsa kompakttir.

(i) T smurhdir. Yani C > 0 olmak tizere, Vx € X i¢in ||T(x)|ly < Cllx|lx
(i) Her siirhi dizi {x,,} < X i¢in {T (x,,)} yakinsak alt dizisi vardir.
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3. KONVEKSIYON DiFUZYON REAKSIYON PROBLEMI

Konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemi bilim ve miihendislikte 6zellikle biyomedikal,
cevre ve kimya miihendisligi alanlarinda ve fizik alaninda 1s1, kiitle veya momentum
taginim1 stireglerini modellemek amaciyla kullanilan bir diferansiyel denklemdir. Bu
denklem bir enerjinin veya bir maddenin taginiminin konveksiyon, diflizyon ve kimyasal
reaksiyonlarla nasil degistigini tanimlar. Es. 1.1 ve Es. 1.2 ile ifade edilen konveksiyon

difiizyon reaksiyon denklemi asagidaki gibidir:

—€eAy + EVy + sy = f, {1 iginde
y = q, I lizerinde

Yukarida verilen konveksiyon diflizyon reaksiyon problemi Drichlet sinir kosullar altinda
tanim bolgesi 2, sinir1 I' = 912 ile tanimhidir. Burada € difiizyon katsayisi, ﬁ hiz vektorii

(konveksiyon), s ise reaksiyon katsayisidir. V. E = 0 sikistirtlabilirlik kosulu kabul edilir.
3.1. Konveksiyon Difiizyon Reaksiyon Probleminin Zayif Formu

Konveksiyon difiizyon reaksiyon denkleminin sayisal ¢oziimleri elde edilmek istenildigi
icin Oncelikle denklemin zayif hali bulunur. Bu islem sirasinda tiirev mertebesi de azaldigi
icin islem kolaylasmaktadir. Konveksiyon difiizyon reaksiyon probleminin zayif formunu
elde etmek i¢in Es. 1.1 denklemi problemin tanim bdlgesindeki bir w agirlik fonksiyonu ile
i¢c carpim anlaminda carpilip diizenlenir. Bu yonteme agirlikli rezidii yontemi denir ve Es.

1.1 denklemi i¢in asagidaki esitlik elde edilir.
f(—éAy+EVy+sy—f)w d2=0 (3.1)
0

j—eAywdQ + jw. (EVy)dQ + fsywd[) - Jfa)d[) =0 (3.2)

2 2 2

seklinde yazilir. Burada —Ayw terimi icin Es. 2.2 uygulanirsa;
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fAywd.Q = f(sz)wdﬂ = —nyVa)dQ +fw. (1Vy)ds
)

0 0 r

ifadesi elde edilir. Es. 3.3 denklemi Es. 3.2’de yerine yazilirsa,

feVyVa) an —fe.a). (T_iVy)ds+fw(,§Vy)d.Q +sza)d[2 —ffa)dﬂ =0

0 r 0 0 0

elde edilir. Es. 3.4 denklemi diizenlenirse,

j eVyVaw + w(BVy) + syw — wfd2 — j €.w.(71Vy)ds = 0

0 r

yazilir. Burada 71 = (n,,n,,) , I' smirinda birim normal vektordiir.

d d
qn = €. (MVy) = n, (6 %) +n, (6 _y)
Es. 3.6 denklemi Es. 3.5 de yerine yazilirsa,

f eVyVw + w(EVy) + syw — wfdf) — f wqpds =0
0 r

elde edilir. Elde edilen bu Es. 3.7 denklemi ise problemin zay1f halidir.

a(.,.) bilineer form ve L(.) lineer form olmak iizere Es. 3.7 denklemi

a(y, w) = L(w)

esitligine denk olarak yazilabilir. Bu durumda

a(y,w) = f eVyVw + a)(EVy) + sywdf]
)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)
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ve

L(w) = J.wfd.(2+qunds (3.10)
) r

olarak yazilirsa, Es. 3.7 denklemi kisaca

a(y,w) = L(w)
seklinde yazilir.

3.2. Problemin Tanimi

Ik 6nce durum denklemini ele alalim.

—€eAy; + EVyl + sy, = f, £ i¢inde
(3.11)

y, = q, T iizerinde

3.2.1. Teorem

fEH YD) veqE Hl/Z(I") olsun. O zaman Es. 1.1 ve Es. 1.2°den olusan denklemin tek
¢oziimiinii y € H(2) kabul eder. Ayrica asagidaki tahmin de gegerlidir.

ylrcay < € (I N-rcay + Nl s, )

I' da g = 0 durumunda, f € L?(2) iizerinde ve 2 konveks, ¢dziimiin daha yiiksek bir
diizenliligini elde edebiliriz [22].

3.2.2. Teorem

I smirt f € L>(12) ve g = 0 olsun. O halde Es. 1.1 ve Es. 1.2°den olusan denklemin y €
H?() seklinde tek bir ¢dziimii vardir ve asagidaki tahmin de gecerlidir.
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I¥llazc) < ClIf Nl 2oy [23].
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4. TRANSPOZISYON YONTEMI

Transpozisyon yontemi ile asagidaki sekilde denklemin ¢oziimiiniin smirliligr gosterilir
[24-25]. Burada q, yeterince diizgiin (piiriizsiiz) ¢ € L?(2) ve y ve z sirasiyla asagidaki

esitliklerin ¢6ziimii olsun.

—eAy + fVy + sy = 0, 2 iginde
y =gq, [ iizerinde

ve

—eAz — V(Bz) + 5z = 0, 0 iginde

z = 0, I Uzerinde
Kismi integrasyon yapilip I' {izerinde z = 0 oldugu kullanilarak asagidaki ifadeler elde

edilir. Ayrica burada L2(Q2) ve L?(I') iizerindeki i¢ carpimlar sirastyla (.,.), ve (.,.)r ile

gosterilir.

0= (—EAy + E Vy + sy, Z)[2

= (—€lAy,z), + (ﬁ Vy, z)ﬂ + (sy,2),

= EJVz.Vy—el(r_iVy)z—lEy(VZ)+JyE.7_iz+Jsyz

o) r 0

Es. 2.3’ten,
0 =N -
= (Vy, eVz), — (a_;‘ ez)r + (yB.7, z)r - (y, V. (,Bz))!2 + (sy,2),
z, T' da sifir oldugu i¢in
= (Vy,eV2)y — (7.(82))_+ (s9.2)q

[k ifadeye Divergens Teoremi Es. 2.3 uygulanirsa,
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= (y, —e(AZ))!2 + (y, e(Vz. ﬁ))r - (y, V(,[?z))!2 + (y,52),

0z

= (y, —e(Az))ﬂ + (y,e (ﬁ)) - ()/,V(Ez))!2 + (¥,52)q
r

R d
= (y,—e(82) = V(§z) +57), + (y, e (é)) 4.1)
r

Burada 2 bolgesinde —e(Az) — V(EZ) + sz = ¢ ve I' da y = q. Bu esitlikler Es. 4.4’de

yerine yazilirsa asagidaki esitlik elde edilir.

W dla =~ (q, € (Z—;))F

0z

Yukaridaki formiil L2(2) dan H/2(I) ya lineer ve siirekli bir S: ¢ = —¢ (—) eslemesi

on

tanimlar.

H'/2 (I') -» L*(2) doniisiimii kompakt oldugundan S, L?(2) dan L?*(I") ya kompakt bir
operatdrdiir. Dolayistyla eslenigi S*, L2(I") dan L?(2) ya kompakt bir operatdrdiir.

W $)a=— jr qz—; ={q, Ad) 21

ve

(q,S®)12(ry = (S7q, P)q oldugundan y = S*q sonucuna varilir.

Yukaridakileri kullanarak L?(I") da Dirichlet verileri igin Es. 1.1 ve Es. 1.2°den olusan

denklemin “ultra zay1f” bir ¢ozliimii asagidaki gibi tanimlanabilir.

Asagidaki durumlarda y € L?(2) nin Es. 1.1 ve Es. 1.2°den olusan denklem i¢in tek bir

ultra zayif ¢6ziimii oldugunu sdylenebilir.

Joy9 = CE @, @) - [ a2, Vo er@
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Buradan p sunlari saglar,

—Ap — V(ﬁp) +sp =¢, icinde

p =0, I lizerinde
Bu durumda asagidaki diizenlilik sonucu sdylenebilir.
4.1. Teorem

Herhangi bir f € H1(Q2) ve q € L?>(I') i¢in Es. 1.1 ve Es. 1.2°den olusan problemin tek
bir ultra zayif y € L?(2) ¢dziimii vardir. Ayrica asagidaki tahmin de gegerlidir.

Il 20y < CUIf 200y + gl 2ry) [25].
fspat

Coziimiin varligi boliim 3.2 de olusturulmustur. Teklik i¢in y; ve y, Es. 1.1 ve Es. 1.2 den

olusan problemin farkli iki ¢oztimii ve u = y; — y, olsun. O zaman,

—Au—V(Bu) +su= ¢, 2 iginde

u =0, I uzerinde

H(Q), L?(2) iginde yogun oldugundan u € H1(2) y1 dikkate almak yeterlidir. Teorem
3.2.1ile [[ully1q) = 0 oldugu bilindiginden u = 0 elde edilir. Dolayistyla y; = y, olur ve

bu celiski tekligi kanatlar.

Teorem 3.2.2 deki tahmini géstermek i¢in bir dualite argiimani kullanacagiz. w problemin

bir ¢6ziimii olsun.

—€eAw — V(Ew) +sw =7y, i¢inde

w = 0, I tzerinde
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Yukaridaki dualite arglimanini kullanarak ve parcalara ayirarak integral alinir. I'’da w = 0

alinirsa asagidakiler elde edilir.

Y1220y = (v, —€Aw — V(Bw) + sw)
= (v, —ehw)y + (¥, ‘V(EW))D + (5w

=— [,y eAwd — fﬂ y.V(Bw)da + J,y.swdQ

= feVy. Vwd( —J.e(r_iVW).yds+ f(EVy).Wd.Q —fy.w(ﬁﬁ)ds+ fy.swd.()
0 r 0 r 0

[lk terime Es. 2.3 uygulanirsa,

= — fn e(Ay).wd + fr ew. (Vy.n) —f € (Z—;) .yds +fﬂ(,§Vy).Wd_Q —
fry.w(ﬁﬁ)ds + [, y.swd2

= (—eAy,w) +(ea—y W) —( ea—w) +(,§V w) —( W(ﬁr_i)) + (sy,w)
yr n aT_l” r y' aT_l) r y' n y' r y' n

I’daw = 0 oldugu kullanilir ve diizenlenirse,

_(_ 3 _ ow

= (—€eAy + BVy + sy, W)!2 (y, € 5ﬁ)r

elde edilir. Son elde edilen ifadede Es. 1.1 ve Es. 1.2 deki esitlikler kullanilirsa

- G- (a.e).

olur ve

Trace ve Cauchy-Schwarz esitsizlikleri ve Teorem 3.2.2°yi kullanarak

2 ow
11200y < Frw)a = (0.5%)

Uggen esitsizliginden,
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< (fwla+(a.657)

Cauchy-Schwarz esitsizliginden,

0
< W=ty - Wl + € Ntz - || 55

ow — - —> 4 . . o
55 = 1. Vw oldugundan ve n birim normal olmak {izere

ow

on

2wy 17wl ry

Trace teoreminden,

VWl 2y < e VWl g1cny < e llwllgzqy olur.

“3’”22(9) < C1||f||H—1(n) . ”W“HZ(.Q) + CzllanZ(r) . ”W”HZ(.Q)
max{c,, c,} = c olsun. Boylece,

I¥l172c0) < c(f -1y + l1gllizcry) - 1wl 2qy elde edilir.
Teorem 3.2.2 den

||Y||iz(m = C(”f”H-l(m + “CI”LZ(F)) . ")I”LZ(Q)

Esitsizligin her iki tarafi ||y|| 2 () ifadesine béliiniirse,

I¥ll20) < c(fllg-1ca) + Nallizry)

elde edilir ve istenilen tahmin kanitlanir.
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5. SONLU ELEMANLAR YONTEMI iCIN GENEL KAVRAMLAR

Sonlu elemanlar yontemi (FEM); bilim, teknoloji ve miihendislik alaninda yaygin olarak

kullanilan hesaplama yontemidir.

Bu yonteminin temel diislincesi, ¢6ziimii uzun siiren karmasik problemlerin kisa siirede
¢oziilebilmesi i¢in bu problemlere es degerde daha basit durumdaki problemlerin
¢oOziilmesidir. Basitlestirme yapildig1 i¢in genellikle dogru sonug yerine yaklagik bir sonug
bulunur. Sonlu elemanlar yontemi giinlimiizde bilgisayarlarda uygulandigi i¢in neredeyse

tim problemlerin istenilen degerler arasinda yaklasik sonuglarina ulasilir [26].

Yontemin amaci sonsuz boyutlu uzaydaki ¢éziimii sonlu boyutlu uzayda fonksiyonlarin

lineer kombinasyonlar1 yoluyla tahmin etmektir.
5.1. Sonlu Elemenlar Yoéntemi

Genellikle FEM’in baslangic noktasi varyasyonel denklemlerdir. Problem asagidaki
sekilde olsun. w € W bulun oyle ki,

a(y,w) =L(w),Vw €W (5.1)
Burada W bir Hilbert uzayidir.

Yukaridaki denklemin ¢6ziimiiniin varligim1 ve tekligini garanti eden ana arag Lax-

Milgram Lemmasi asagidaki gibidir.
5.1.1. Lemma (Lax-Milgram)

W bir Hilbert uzay ve a(.,.), (W x W) iizerinde bir bilineer forma karsilik gelen normlar

sirastyla ||. |l , |I- 1|7, asagidakilerin gegerli oldugunu varsayalim:

(i) a(.,.) streklidir yanila(y,w)| < Cllyllwllwllw ,

(i) a(.,.) zorlayici (coercive)yani a(y,w) = allyll, ,a > 0icinVy € W
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(ii)L(.,.) sureklidir yani [L(w)| < yllw|lw , ¥ > 0[22].

O halde Es. 5.1 probleminin y € W tek bir ¢oéziimii vardir. Ayrica ||y|ly SillLHW,

saglanir.

FEM’in ana fikri, sonlu boyutlu bir uzayda tanimlanan W), yi, yaklasik W de iyi bir sekilde
insa etmektir. Galerkin FEM’in amac1 y, € W, bulmaktir dyle ki,

ap(ynw) = Lp(w), Vw € Wy (5.2)
Burada W), sonlu boyutlu bir uzay ve h bir ayriklastirma parametresidir.

Kolayca gorilir ki ap(.,.) Lax-Milgram Lemma Kosullarin1 sagliyorsa Es. 5.2
probleminin her h igin benzersiz bir ¢o6ziimii vardir. Ayrica y, temel fonksiyonlarin lineer
kombinasyonu cinsinden ifade edersek, Es. 5.2°nin asagidaki formda bir kare lineer

denklem sistemine esdeger oldugu goriiliir.
KY=F (5.3)
Burada K bir matris ve F bir vektordiir.

Lax-Milgram Lemmasinin bir sonucu olarak K singiiler degildir. Ve y,, y icin iyi bir
yaklagimdir. Yani y, = y , dim(W,) = o dur. Burada temel sorun deneme uzay1 W), yi
istenen yaklasim icin se¢mektir. Bu nedenle amaclanan se¢im i¢in su adimlar takip

edilmeli,

(i) Wy, W ye iyi bir sekilde yaklagmalidir.
(i) Baz fonksiyonu K matrisini ve F vektoriinii olusturmak igin yeterince basit olmalidir.
Y ontemin matris formu K'Y = F dir.

(ili)K Y = F yi iyi bir sekilde ¢ozer.
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5.2. Sonlu Elemanlar Yontemi (FEM) Formiilasyonu

Tanim

() K c R" pargali diizgiin sinirlara sahip bir alan olsun. (Eleman alani)

(if) P, K tizerinde sonlu boyutlu bir fonksiyon uzay1 olsun. (Sekil Fonksiyonu)
(iii)N = {N;, N,, ..., N}, P' igin bir baz olsun. (Diigiim degiskenleri)

O zaman (K, P, N) bir sonlu eleman olarak adlandirilir.

Tanim (K, P, N) bir sonlu eleman olsun ve {¢4, ¢, ..., $;} baz olsun. P nin N ye duali i¢in

(Ni(q.’)j) = 6l-j). Buna P nin diigiim baz1 denir.

Adimlart agiklarken, FEM yerel polinomlarin sonlu elemanlara lineer birlesimi ile yaklasik
¢coziim y,’1 bulmaktir. Bu kolayca tiirevlenebilir, integrallenebilir ve her eleman {izerinde

yerel desteklere sahiptir. Pargalanis sifira gittigi i¢in iyi bir yaklagimdir.

Boylece
da
Yn = Z N;p; (5.4)
j=1

burada d = dim(W},) asagida Es. 5.2 probleminin ayrik formuna yol agar.

d
Njan(¢p;¢:) = Lp(f, pi) 1<i<d (5.5)
=1

J

Boylece matris denklemini ¢cozmeye esdegerdir.
KY=F,

Burada K = a,(¢;, ¢;) bir moment matrisi, F = Ly, (¢;) bir vektdrdiir ve Y = N;,
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1<i<dim(W,) igin y, mn koordinat vektoriidiir. Bu kurulum ¢ozmek istedigimiz

denklemlerin sistemine gotiiriir.

5.3. Konveksiyon Difiizyon Reaksiyon Denkleminin Sonlu Eleman Modeli
(Varyasyonel Hal)

£ bolgesi lizerinde sonlu eleman y fonksiyonu her bir e elemani {izerinde

y(xq,x3) = yp(xg,x3) = Z yieNie (x1,x7) (5.6)

i=1
seklinde ayriklagtirilmig olarak tanimlansin.

Elemanin i digiiminde(x;, y;), yn nin y; oldugu durumda N; Es. 3.7 denkleminde yani

denklemin zayif formunda y yerine Es. 5.6 daki yaklasim yazilir ve

awi (NG Z (ONE o i JONE . i L ONf

E(’)x1, Yi 6x1 (')xz yi , Vi 0x, , Vi 0x,
i=1 =1 =1

Qe

) (5.7)
+s.waf"N-e —a)f}dxldxz qunds =0
i=1 A

elde edilir. Bu elde edilen denklem problemin ayriklagsmis halidir.

Galerkin yontemiyle y{,ys, ..., ¥ fonksiyonlarina karsilik gelen lineer bagimsiz denklem

sistemi elde edilir. N7, N3, ..., Ng sekil fonksiyonlar1 ve w agirlik fonksiyonu olmak iizere:

oo z ONF ONF Z ONE ONE\
0x,  0x, )’ vy = 0x, ’ dx, Yis

Burada w = Nf, y = N{ yazilirsa,
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j=1

Z": ( ONf N  ONf ONF\ | = oONE = ONE
_ i € 0x; 0x; 0x, 0x, AN, 0x, PN 0x,

e
(5.8)
+ 5. NFNF | dxydx, ¢ yf — ffNjedxldxz
2
— J.Njeqnds =0, j=123,..,n
Ie
En son elde edilen Es. 5.8 denklemi asagidaki gibi
ONf ONf ON? ON¢ — _ONf . ONf
K& = L — L — Nf——+ B,N? ——+ s.NN{
H f{6<ax1 0x, +6x2 0x, + Al 0x, + Balj 0x, s N (5.9)
Qe
fie = fflvjedxlde (510)
e
Qi = j Ny qnds (5.11)
Fe
n
ZK{;yf = fie + Ql.e, i=1273..,n (5.12)
=1

seklinde yazilir. Ayrica Es. 5.12 denklemi asagidaki genel matris formunda da ifade

edilebilir.

[Kel{y°} = {f*} + {Q°}

[K¢] nxn tipinde simetrik matris, {Q¢} ve {f¢} , nx 1 tipinde eleman vektordiir.

Elemanlarin her biri i¢in eleman matrisi ve vektorii hesaplanir [6, 27-28].
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6. NITSCHE YONTEMI

Nitsche yontemi sonlu elemanlar ile sayisal ¢ozlimlerin elde edilmesinde son yillarda
siklikla kullanilmaktadir. Bu yontem temel olarak homojen olmayan Dirichlet smir
kosullarini diferansiyel denklemin ayrik zayif formuna eklenmesini saglar [8]. Es. 1.1 ve

Es. 1.2 ile verilen denklem asagidaki gibidir:

—elAy + ﬁVy + sy = f, 2 iginde
y = q, I iizerinde

Nitsche teknigine gegmeden Once sinir deger problemlerinde siklikla yapilan pertiirbe su

sekildedir:

oy _ 4|8
i e

(q —y), T iizerinde (6.1)

Siir kosulu Es. 6.1 diizenlenirse,

_oe oy
1+|f| o7

+y = q, [ lzerinde (6.2)

elde edilir.

Burada o > 0 ¢ok kiigiik bir parametredir. Bu yaklagimin dezavantajlarina, yani “Penalty”
parametresinin ag boyutuna baglanmasini1 gerektiren uyumsuzluga ve Penalty parametresi
¢ok kiigiik oldugundan ayrik sistemin olas1 kotii kosullanmasina isaret etmektedir. Yani
analizlerde o nin ag boyutundan bagimsiz tutulmasi olast koti  kosullanmalari

engellemektedir.

Dirichlet problemi yerine, problemi Es. 6.2 sinir kosulu ile ele alirsak, siirekli problemin
¢oziimii ¢ = 0 oldugunda Dirichlet probleminin ¢6ziimiine yakinsar. o = 0 limitinde,
Dirichlet kosulunu uygulamak igin geleneksel yaklasim veya Nitsche’nin teknigi gibi
baska bir yonteme ge¢memiz gerekir. Genel sinir kosullarini ele alarak Nitsche nin

yontemi tiim problem simifin1 ele alacak sekilde genisletilecektir.
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6.1. Yontem ve Tutarlilik

Asagidaki problemi ele aliyoruz:

—elAy + EVy + sy = f,  iginde (6.3)
g€ 6_y — . .
—1+|ﬁ| =tYy=4q I' lizerinde (6.4)

Burada 2 poligonal sinirlara sahip ¢okgen bir alan f € L>(2), q € H Y2 ('), c eR ve

0 < 0 < 1 olsun. ¢ parametresinin sinir degerleri saf Dirichlet problemini verir. Yani
0—-0 = y=gq, I'sinirinda (6.5)
) c R? alanmin T} sini iicgenler ve dortyiizliiler gibi basit parcalara ayiran bir sekil
diizenleyici sonlu eleman diisliniiliir. Bu parcalama I' sinirinda G ile gosterilen bir aga
neden olur. K € 7;, aymi agin bir eleman1 ve E, G, deki bir kenar1 gosterir. UE S I’
seklinde gosterilir. hy ile K € T, elemaninin ¢ap1 ve hg ile E € Gy, nin ¢ap1 ifade edilir.
Ayrica

h:=max{h,: K € 7;,}

ve

Vi i={w € H' () : wlx € P,(K) VK € T}

tanimlanir. Burada P,(K), p dereceli polinomlarin uzayidir. Burada y yukaridan

siirlandirilmast gereken pozitif bir parametredir [8].
6.1.1. Lemma

Belirli bir tamsay1 1 < s < 7 igin Y"1 siirekli pargal1 yaklasim 6zelliklerinin uzay1 ve y €

(Y N H5*1(2)) olmak iizere
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el =M+ RIVG = yMID < Ch*Hyllse

seklinde tanimlidir. Burada u € U n H5t1(Q) kontrol degiskeni ve @i € L?: U — U"

lw —all < Ch¥* Hlullgyq

6.2. Ayrik Denklemin Zayif Formiilasyonu

Oyle bir y,, € W, bulun ki

an(Ynwp) = Ly(wp),  Yw, € Wy (6.6)
olsun.

Denklem Es. 1.1 wy, agirlik fonksiyonu ile ¢arpilip integrali alinirsa asagidaki ifade yazilir.
(—€Ayn + BVyn + syn, Wh)ﬂ = (f,wn)o

(—€Ayp, wp)g + (EV)’h» Wi)o + (5Yn, Wh)o = (f, Wh)g

Elde edilen ilk terime kismi integrasyon yapip Es. 2.2 Divergens teoremi uygulanirsa,

(eVyn, Vwp) o — (enVyp, wp)r + (ﬁvyh: Wh)_Q + sy wn)a = (f,wp)g

0yn

yazilir. Ayrica nVy,, = P oldugundan
2 ; = 6.7
(eVyn, Vwy) g — (Eﬁ;whh‘ + (ﬁv}’h;Wh)ﬂ + (syn,wp)a = (f, wp)g (6.7)

elde edilir.

Burada
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dy 5
an (Y, wn) = (€Vyp, Vwp)g — <E(’)_r_:’l’ wi)r + (BVyn wr) ) + (5Yn, Wh)a (6.8)

Ve

Ln(wp) = (f,wida

olur.

6.3. Nitsche Yontemi

Nitsche yontemi, Dirichlet sinir kosullarini diferansiyel denklemin ayrik zayif formununa
eklemek icin kullanilan bir yontemdir. Yontemi uygulamak igin Oncelikle Es. 6.4

kosulunda y = yj, alinip wy, ile ¢arpilir ve bir E elemani {izerinde integrali alinirsa,

o€
1+ |B|

dy
<6_T—:>1'Wh>E + Y Wi)g =@, W) (6.9)
elde edilir. Daha sonra elde edilen Es. 6.9 denkleminin her iki tarafi

>
o+ yhg

E€Gp

ifadesi ile ¢arpilip diizenlenirse, ( K; daha sonra segilecektir.)

Kl o€ ayh _ Kl
Z o+ yhg {1 N |E| ( o7 ,Wr)g + (yh;Wh)E} = Z o+ yh, (g, wp)E} (6.10)

E€Gp E€Gh

elde edilir. Ardindan istenilen terimi elde edebilmek i¢in Es. 6.9 denkleminde w,;, = %

almip esitligin her iki tarafi

2_ Yhg
0'+“th

E€Gh




ile carpilirsa,

th g€ ayh aWh aWh
Z - = < = —))E+(yh;_—>)E
o+vhg 1_|_|5| on "~ on on

E€EGy

elde edilir. Simdi Es. 6.7, Es. 6.10 ve Es. 6.11 toplanirsa,

dy 5
(eVyn, Vwp)g — (Ea—T-?JWiJr + (.BVJ’h;Wh)n + (Syn, Wn)q
K; { oge 0y
+ Z — (==, Wn)g + (Y Wn)e
Eegha +vhg (1 + |,3| on
Yhg { oe Ay, Owy wy,
+ :E: - > ( = —»)E +-(yh1__:7>E
= o+vheg(1+ |[g| on  on an
= (Fwat Y~ (g wie)
- f'Wh.Q - 0_+th q, Wh)E
€Gn
Yhg owy,
+ Z - {(q; — )E}
=, o+ vhg on

Es. 6.9 denkleminin her iki tarafi @ ile garpilirsa,

aoe Jdyp 5 5
——><F;Wh)1" + a{yn, wp)r = alq, wp)r
1+|g| on

elde edilir. Es. 6.12 ile Es. 6.13 toplanirsa,

33

(6.11)

(6.12)

(6.13)
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dy 5
(€Vyn, VWi — $e—=-, widr + (BVYn, wh) , + (s Waa
aoe 0dyy
1+ |’8—>|( T_i rWh)l" + a(yhrwh>l"
K, { o€ ayh
+ Z < Wn)E + (Y Wh)E
= o+vhe(1+|g] @
vh o€ c')y aw aw
¥ ) { = (o= ==+ (V=
i, Yng 1+ |/3|
= (Fowda+ g, W + . o (@)
E
E€Gh
)/h aWh
sy -l S )
g otrhel T On (6.14)

Burada a eliptiklik kosulunu saglayacak sekilde segilecektir. Daha sonra ayrintili

. : a : ..
incelenecektir. Ayrica (%, wy, ) ifadesinin katsayist,

Klo'e/
e 1+ |ﬁ| (6.15)
o+vhg 1 + |,B|

Ky = K. (1 + |8 (6.16)
ve
ao
Kz=1-—=, K, <1 6.17
2 1+ |,8| 2 ( )

oldugu kullanilarak Es. 6.15 ifadesi diizenlenirse,

Klae/ R
_6<1_ ao >+ 1+ ||

1+ 6] 0+ yhg
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KlaE/ R
1+ ||

= —€eK; +
2 o+ yhg

K o€ 1
=|—eK,0 — eK,yh; + 1 / o | ———
( 2 2¥ g 1+|,8|)0'+th

Es. 6.16 deki K; esitligi yerine yazilirsa,

(. B K. (1+ |,§|)06/ 1
= ( EKzo- EszhE + 14+ |ﬁ—>| o+ th

_EKz]/hE
_ 1
o+ yhg (6.18)

elde edilir.

Es. 6.16 ve Es. 6.17 esitliklerinden K; > 0 dir. Yani,

aoc o
( 1+|ﬁ|)( )

olup, buradan

ve

elde edilir. Ayrica Es. 6.18 te elde edilen (%, wy ) min Katsayisi Es. 6.14 da diizenlenerek

yazilirsa,
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(eVyn, Vwp)o + (.BV}’h’Wh) + (SYn, Wn)a + G(yn, Wh)r

z —€eKyhg (ayh W)
— 1 WhIE
= o+ yhg On
K,
+ Z (a+yh )<yh' Wl
E€EGh
—Yhg { 3 ayh 6wh owy,
+ Z > ( )E Y —=)E
Eegh0+yh5 1+|ﬁ| an

= (f,wnla + Z (G +K)1/hE + d) (9, Wn)g

E€Gh

_th aWh
+ Z ( )(q —)E
g N0 T yhe/ T OR (6.19)

elde edilir. Burada bilineer form a; ve lineer form L;’1 olusturuyoruz. Es. 6.19

denkleminde sol taraf ay, (v, wy), sag taraf Ly, (wy,) elde edildi.

an(Yn wa) = (€Vyp, Vwp)g + (EV}’h:Wh)Q + (Syn Wr)a + @Yn, Wh)r

—€eKyyhg 0yy
o+yh <a Whl
EEGh Vg
K,
+ Z <a+yh )(J’h; Wh)Eg
EEgh
N Z —yhg { g€ <6yh awh) +y 6wh)}
> E h» E
S o trhe(1+B] 9 (6.20)

Ly(wp) = (f,wp)a + z ( n hE )(q'wh)E + Z (a_-:/)}/lfzb—) (q, aWh)E (6.21)

EEGh E€Gh

Es. 6.20 ve Es. 6.21 den,
anp(Yn,wp) = Lp(wy), vw, € Wy (6.22)

elde edildi.
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7. KONVEKSIYON DIFUZYON REAKSIiYON DENKLEMININ
KARARLILIGI

7.1. Lemma

Bir ¢ pozitif sabiti vardir dyle ki,

S

E€Gh

aWh 2
on

o < clVwhllfz) YW €EWn [3]. (7.1)
L“(E

Formiilasyon icin asagidaki kararlilik sonucuna sahibiz. Burada c, hem ag parametresi h

den hem de o parametresinden bagimsiz genel pozitif bir sabiti ifade etmektedir.

7.2. Teorem

€

Kabul edelim ki 0 < 2y¢; < min( 1) olsun. O zaman Gyle bir pozitif ¢ sabiti vardir

(e+1)2°2
ki,
a,(wy,wy) = c. ||Wh||i2(r) + c. IIthIIiz(ﬂ) V. wy, € W, (7.2)
fspat

Es. 6.20°de y;, = wy, alinirsa,

ap(Wp, wp) = (€Vwp, Vwyp) g + (EVWh,Wh)Q + (swp, wp) o + @(wp, Wp)r

Z —eK,yhg 0wy, )
= Wh!E
=, o+vyhg On
# 2 (g o
Wh, Wh!E
= o+ yhg
—yhg { oe 0wy dwy,
+ Z —(—=, Wp)g + (Wp,—=)s
Eegha+th 1_|_|3| on an
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elde edilir. Cauchy- Schwarz esitsizligi uygulanirsa,

> 1ellIVwallZ2 0y

—€eK,yhg — yhg\ 0w
oy, (o) g,

= o+ yhg
—yhg. O'E/
Ky 2 (1+18]) GWn
t 2 orymg Ml o+ rh :
= E = E L2(E)
(6aw X wy)g ifadesinin katsayisi diizenlenirse,

A

—Yvhg(eK, + 1) Owy z
+ ) T e+ ) g,

E€Gh E€EGh

o+vyhg

—th.ae/ )
N EZ (1+18]) ”(’)wh

L*(E) (7.3)
elde edilir.
Elde edilen Es. 7.3 esitsizliginde,

—yhg(eK, + 1) dwy,

— ) _I
o+ vhg <6n Whl

denilirse, Young esitsizliginden,

5(6 +1)
Lz(E) 2€yhg

- —yhg(eK, + 1) 1 ||6Wh

o+ yhg 26.(e + 1)/ey
E

A A T (7.4)

elde edilir.
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Elde edilen Es. 7.4 esitsizligi Es. 7.3 te yerine yazilirsa,

an(wp, wi) 2 €[Vl f2 (g

N Z —yhg(eK, + 1) 1 dwp||*
o+vyh 28.(e+1 ”
i, Yhg ( )/E)/ hy L%(E)
6(e+1) ) K, 5
i Wl [+ ) o Il
E€Gp

—th.ae/ )
N Z (1+18]) ”(’)wh

o+vyhg

L*(E)

olur.

—yvhg(eK, +1) (e + 1) 5
= 1ellVwaliZ gy + <J+th+ T L1 [0

E€gp
N Z < —Yhg. o€ yhe(eK, + 1) €yhg >||6wh
S\ +yh)(1+|B])  otvhe 26.(e+1) 12(8)
ifadesi diizenlenir ve K; = K. (1 + | ﬁ D oldugu yerine yazilirsa,
K. (L+|B]) (ekp+1) 8(e+1)
_ 2 2 2 2
= lellvwallizco) + Z < o+yhy  o+yhy  2€ W llize)
E€Gh
N Z —yhg.o€ v2he?(eK, + 1) € ||6W,1 2
(o +vhg)(1+]8]) o+vhy 28.(e+1) 12(8)

E€Gh

Buradan
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2
an(Wn, wp) = |€]llVwpll}2

K, (eK, +1) 6(e+ 1) 5
+ ) - . il
o+vhg o+vhg €

E€Gh

N z (—th.ae Y2he*(eK, + 1) € > Hawh

2

(o + vhg) B o+ vhg 6.(e+ 1)) 1l on Nl 2¢gy

E€Gh

elde edilir. Burada

L = z( K, _(EK2+1) §(e+1)

. > ”Wh”zZ(E)
=, o+vhg o+vyhg €

ve

2

Lo z —yhg.oe Yy hg?(eK, + 1) € Hawh
2T (o +vhg) oc+yhy 6.(e+1))Il on

EEgh LZ(E)

olsun. Bu durumda,

L s Z < K, (e+1) 6(6+1)) w2
1 = - . Wh LZ(E)
= o+vhy o+yhg €

S(e+1)2 1 5
= (Kz - )0 o Wl

E€gy

elde edilir. Burada

5(e +1)2
_¥>

0

2

ve Es. 6.17°de K, < 1 oldugu bilindiginden,

K,e €

L P VAN v

(7.5)

(7.6)

(7.7)

(7.8)

(7.9)



elde edilir.

Simdi Es. 7.7°de Es. 6.17°deki K, ifadesinin esiti yerine yazilirsa,

2n2 (e —e2Z +1
I Z (—th.ae Ve <E €1+|ﬁ’|
2 = -

”awh
= \(a + yhg) o+ yhg 6. (e +1)

L*(E)

- z (—th.ae Y2he%(e + 1) € >||6Wh 2
- o yhg 5.(e+1) L2(E)

E€Gh

- 3 (e 1) ],

L*(E)

E€Gp
2
ye dwy,
= Z (—y.e—F)hE ==,
= L%(E)

olur ve Lemma 7.1°’den

olur. Es. 7.5 esitsizliginde Es. 7.10’da yerine yazilirsa,

Y€
an (Wi wn) 2 1ellVwnllfagg) + 1 + e (=y.€ =) VWl

YE
= (e—ar-e—a=) VWil + 1

elde edilir ve

41

(7.10)

(7.11)

(7.12)
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olur. Ayrica Es. 7.8’den

1 5(e + 1)? 5
12 ) T e

E€Gh
1 5(e +1)?
>y —— (K, ———= 2,
>y 0+V|F|< 2= 2 Il
E€Gh
1 5(e +1)? 5
> T)/IFI .<K2 — 7 ||Wh||L2(F) (713)

olur ve son olarak Es. 7.11 ve Es. 7.13’ten

Yec 1 5(e + 1)?
ap(Wp, wp) = (6 — (1Y€ — T) ||VWh||iz(ﬂ) + T Il -<K2 B — Wl 2y

olup buradan Es. 7.9, Es. 7.11 ve Es. 7.13’ten,

K,e < €
(e+1)?% (e+1)?

1) §<

2) (l—cly—%)>0

ve

) € 1
0<2.qy<é< mln(m,§>

. VEC 1 5(e + 1)?
¢ =min| € — cyye — 5 c+ Il KZ—T

olsun.

ap(wp, wy) = c. ||th||i2(ﬂ) +c. ||Wh||iz(r) (7.14)
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. yec 1 5(e+1)? . .
elde edilir ve € —cyye ——‘ >0, ve ey .(KZ - )> 0 oldugundan ispat
tamamlanmis olur.

7.3. Teorem

Es. 6.21 denklemi i¢in

3c ) c ) M
Z”yh”LZ([') + E ”Vyh”LZ(_Q) ”f”LZ(_Q) + ”q”LZ(r)

saglanir. Ayrica burada c, o, M, pozitif sabit sayilar1 h den bagimsizdir.

fspat

Es. 6.21 denklemi

) = Fmdat Y (st @) @ + Y. (o) 0, 5

E€Gp E€EGh

oldugu biliniyor. Burada wy, = y; alinirsa

oW = Gomat Y (oot @)@+ ) (7o) @2 a5

E€EGh E€Gh

elde edilir. Es. 7.15 esitliginde Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa,

Ko
< Wl lvllza + ). (s + @) lalleg) Ivallec)

E€gp

NGl
o+yhy) VR 'E

K, degeri yerine yazilir ve Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa,
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< W1y Wallizgay + .

E€Gh

N
g, 0T Yhg

(Kz.(l +|8)

o+ vhs + d) IIQIILZ(E)- ||Yh”L2(E)

o
on

|Iq||L2(E)'

L2(E)

K, yerine yazilirsa,

/ (1 1+|ﬁ|) @+

= If oy ynllizcay + k T +a) lallzgey - Iynllizce

E€EGh

2l _“
+ yhg

o
on

”CI”LZ(E)-

L*(E)

diizenlenirse,

1+ ,@ —do
= ”f”LZ(_Q)- ”:Vh”LZ(Q) + § | | t+a ”anZ(E)- “3’h”L2(E)
b o+ yhg
h

Z | —vhg
o+ vhg

1+ |B| + ayhsg
o+ yhg

o9
on

lqll,zg)-
L2(E) 2@

= If oy ynllizcay + lallze - Ivnllzce

E€EGh

) = gl [y
+ hE L (E) a LZ(E) (716)
Burada
I} = ”f”LZ(.Q)' ”yh”LZ(.Q) (7.17)
1+ |B| + ayhg
b=y _
2 < o+ yhy gl 2y - lyrll2ee) (7.18)

E€Gp
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ve

o9
on

Z ’ —vhg
o+ yhg

gl 2z (7.19)

L*(E)
olsun.

Ayrica [Iyallzy < M-IVl 20 oldugundan, Ty < [Ifllzqa)- M 1993 ll 2qy €lde edilir.

Young esitsizligi uygulanirsa,

ZM/
< —“WflZ2gay + =5~ 273 VY1172 o

c
= ?”f”lz}(g) +Z”Vyh”i2(!2) (720)

1+ |B| + ayhg
I, < z < | |a ||CI||L2(E)-||J’h||L2(E)

EEgh
1+ |B| +aylr|
<> ( . lallzey - Ivallizge)
E€Gh
1+ |B| +aylr|
<> ( . qll2cry - ynlzr
E€Gh

1+|B| + ayIr|
s( | |U lallzry- lvallizgry
Young esitsizligi uygulanirsa,

C
/2. 1+‘E‘+dy|1"|

2 z ”yh”iZ(p)

S1+|E|+ay|r| 1

o 2.c .
/2. 1+[B|+ayir|

o

lql1Z2( +

diizenlenirse,
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- 2
1 (1+|B|+aylIr| " c.
= E ( o ”CI”LZ([') + Z ”yh”LZ([') (721)

elde edilir.

1=y
3 =
& o+ yhg

aYh
on

llqll .2
L2(E)" 2@

|)’|hE aYh
Alqll,2 2(E) -
L%( E) iegn

Young esitsizligi uygulanirsa,

< Z )/h -Zycl/a.c”qllz N ||53’h ]
= —Ng |—™ 2
iz’ | 2 v® 2VCI/ L2(E)
v, [ra ayh
= > Lo [Fhiiqli ]
@ T
Eegha | 4yc R L2(E)
v, ra v, oc ayh
= > Lne gl + Z
=, Faye L12(E)
Y 63’h
= ) orhelali + Z 10" (57
EE h
Lemma 7.1 den,
2
< D el + 5 cil9ynl
E€Gh
|F|V (1
” ”LZ(F) +4_ ClllvyhllLZ(_())
IFIV

elde edilir. Elde edilen Es. 7.20, Es. 7.21 ve Es. 7.22 esitsizlikleri Es. 7.16°da yazilirsa
asagidaki esitsizlik elde edilir:



> 2
M c 1 (1+|B|+aylr|

2 2
< ?llf”Lz(Q) + Z ”Vyh”LZ(_Q) + E( o
[Ty

2 ¢ 2
+ v lallzzrmy + 1 IVynllz2 o

M c c c
= ? ”f”,z}(_()) + (Z + Z) ”Vyh”il(g) + Z ”yh”iz([')

||q||i2(r)

N 2
1 <1+|ﬁ|+ay|r|> IT|y2¢,
+|-. +——
C o o“.C

M. 2 ¢ 2 ¢ 2
= ? ”f”LZ(_Q) + E ”Vyh”LZ(_Q) + Z ”yh”LZ([')

1 . :
t—— [+ 1Bl +anirl) +1rly2a]llalifzg,

O halde

M 2 ¢ 2 ¢ 2
Lpy(yn) < - If 120y + > “Vyh”LZ(Q) + Z ”yh”LZ([')
1

+
o2.c

. 2

[(1+ 1]+ ayir) + Iriv?a] gl

elde edilir.

Es. 7.14’te wy, = yy, alinir ve a, (yp, ¥n) = L (¥y) oldugu kullanilirsa,

c. ”Vyh”iz(_(z) +c. ||3’h||32(p) < an(Yn, yn) = Ln(yn)
M c c
< ? ”f”iZ(_Q) + E ”Vyh”zZ(_Q) + Z ”thEZ(p)

+

1 > 2
g2.¢c [(1 + |:B| + CNWIFI) + |F|V2C1] ||CI||iz(p)

c 3c
E ”Vyh”iz(ﬂ) + Z ||yh||1%2(r)

M 1 - 2
< — 2y + == (1 + 1Bl + arIrl)” + Irlyv2a| llallz

> 2
elde edilir. Burada | (1 + | ] + ayII'l)” + IFly?c;| = M, denilirse,

2 ¢ 2
”q”LZ([') + Z ”yh”LZ([')

47

(7.23)

(7.24)
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c 3c M M,
5 ”VYthZ(_Q) + T ||Yh||f2(p) < " ||f||iz(g) + 57 ¢ ||CI||iz(p) (7.25)

elde edilir ve denklemin kararli oldugu ispatlanmis olur.
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8. SINIR DEGER KONVEKSIiYON DIiFUZYON REAKSiYON
DENKLEMI ICIN SUPG YONTEMI

Brooks ve Hughes tarafindan (Brook ve Hughes, 1982), (Hughes ve Brooks, 1979) ve
(Hughes ve Mallet, 1986)’da tanitilan SUPG yo6ntemi, sonlu elemanlar yontemi (FEM),
konveksiyon agirlikli problemlerde salinimlari 6nlemek i¢in ilk basarili stabilizasyon
teknigi olarak kabul edilebilir. Ana adimlar sunlardir: sadece akis ¢izgisi yoniinde yapay
diflizyon tanitmak, bunu adveksiyon terimlerinin test fonksiyonunun modifikasyonu olarak
yorumlamak ve son olarak, bu modifiye edilmis test fonksiyonunun zayif formun tiim
terimlerine uygulanacagi sekilde tutarlili§i zorlamak. Bu durumda yapay difiizyon terimi
tam olarak uygulanabilir degildir. Ciinkii stabilize edilmis zayif form genel olarak sadece
difiizyon terimi c¢ikarilacak sekilde manipiile edilemez. Problemin kesin ¢oziimii hala

SUPG stabilize zay1f formunu karsilamaktadir [29].

Es. 1.1 ve Es. 1.2 ile ifade edilen konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemi

—eAy + fVy + sy = f, 0 i¢inde

y = q, I' lizerinde

seklinde ifade edilmistir. Bu denklemin klasik varyasyonel hali igin y € H1(2) vardir dyle
ki, Es. 3.9 ve Es. 3.10°dan

a(y,w) = (f,w) +{qw),Vw € H'(2) (8.1)

Burada Es. 3.9’dan,

aly,w) = jeVwa+Jw(,§Vy)+ fsyw (8.2)

N N 2

H(Q) Hilbert uzay1 iizerinde siirekli ve zorlayici (coercive) bir bilineer formdur.

Es. 1.1 ve Es 1.2°den olusan problemin Galerkin yaklasimi, H1(£2) nin sonlu boyutlu bir
alt uzayr olan W, nin alinmasi ve ardindan Es. 8.1 varyasyonel probleminin W, da

¢ozlilmesinden olusur. Kolaylik agisindan, su andan itibaren siirekli, pargali lineer
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elemanlari, yani asagidaki sonlu eleman uzayini dikkate alinacak.

Wy, = {w € H*(1), w|g lineer VK € Ty} (8.3)
Boylece Es. 8.1 yaklasimi soyle okunur, dyle bir y;,, € W), bulun ki,

anwn) = (f,wn) +{quwrn),  Yw, EWy (8.4)

Eger problem konveksiyon agirlikli ise o zaman ag boyutu h ile ayn biiyiikliikte olmadigi

siirece € / 18 Es. 8.4’1in ¢0zlimi tiim alana yayilan giiglii salinimlar sergileyecektir.

SUPG yonteminin arkasindaki fikir, orijinal bilineer form a(.,.) ya akis ¢izgileri yoniinde

uygun miktarda yapay difiizyon getiren ancak tutarliligi bozmayan bir terim eklemektir.

Problem Es. 1.1 ve Es. 1.2 durumunda, lineer elemanlarla, SUPG metoduna gore dyle bir

Yn € Wh bulun kl,

4w + Y T [ GO = PEW) = (Fw) + qumnh VWi €W (@5)

olsun. Burada Jy ayriklagtirmanin yerel parametresine bagli bir stabilizasyon

parametresidir. P, = lﬁlg% nin boyutuna gére T eleman eleman tanimlanirsa,
hy
, Py =1
_ 2Bl
Tk = )
hi Py < 1
12¢ ' eK

Konveksiyon diflizyon reaksiyon denklemine Nitsche yontemi kullanilarak SUPG terimi
eklenirse asagidaki form elde edilir. Yani Es. 6.19°da ve Es. 8.5’te wy, = y;, alinip, Es.
6.19 ifadesi ile Es. 8.5’teki SUPG terimi olan



> 5k [ G- HYETW)
K K
ifadesi toplanirsa,

(€YY, VYo + (BYYn¥n) , + (YY) + &V Ya)r

—eK,yhg 0yy
O'+)/h a—» ’ h>E
E€Gh E
+ 3 (e o)
Y YnlE
= o+ yhg
~Yhg { ge  dy,
+ Z ( a7 Y + Vn
= o+vhe(1+|g] @
= £)(BVyr)

= (f.y)a + Z (G +K;hE +d) (@, yn)e + Z (0_

E€gn

diizenlenirse,

(€YY Vy)a + (BVyn, }’h) + (SYn Yn)a + a&yn, yn)r

—€eKyyhg 0yy
o+ h (a—>l h)E
o, Yng
# 3 (o) omn
o+ yhg Y YnlE
E€Gh
—vhg { o€ Oy
+ :E: < — :yh>E +-(yh;
= o+vhe (1+ || on

Q>E} ZTKf(BVyh

E€Gp

dy
)

£ RPN = Fya + Y (st
4 K Yh »Yrla o+ yhg

E€EGh

* Z (a:uy:/lfz,;) *)E +ZTKJf B Vyn

E€EGh

vhe

0Yh

+ yhg

)@

d) (9, yn)Ee

a*)E
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(8.6)

elde edilir. Burada Es. 8.6’min sol tarafi @(y,, wy), sag tarafi L(y,) olsun. Es. 8.6°da

SUPG terimi eklenmis denklemin sol tarafi i¢in islem yapilir ve
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> 2 5 _
TK|ﬁ| ”Vyh”LZ(_Q) =A
K

denilirse,

annyn) + A= (eVy, Vy)a + (EVYh» J’h)n + (SYn Yn)a + ayn, yn)r

z —€Kyhg (a)’h )
o+ yhg 0N ' YnlE

E€Gh

+ Z (a +K)1/hE) (Yn Yn)e

E€EGh

“vhe ) _o€ 9y dyn 2 L2 ,
+ Z a+th{1+ |ﬁ|<071 yYe + Yn aﬁ)E + ) TelBI 19ynl 720y

E€Gh

elde edilir.

Es. 7.14°te wy, = y;, alinirsa,

an(Yn, yn) = c. ||Vyh||iz(m +c. ||)’h||iz(p) olur ve

an(n,yn) +4 = c. IIVthIiz(m +c. IthIIiz(r) + A elde edilir.
Bu kisimda ay, (yp, yi) + A = @ (yn, yi) denilirse,

an (Yo yn) = ¢ IVynllZzeg) + ¢ lynllfzgr + A olur,

Burada A yerine yazilirsa,

> 2
dh(th yh) =cC. ”V}’h”izm) +c. ”yh_”iZ(r) + ZTKlﬁl ||Vyh||12,2(g) (87)
K

olur.
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Es. 7.15 denklemine SUPG teriminin f’li kismi eklenirse, Es. 8.6 denkleminin sag tarafi

elde edilir. Bu kisma Ly, (y;,) denilirse,
Lh(yn) = Lp(yp) + ZTK f f-B Vy (8.8)
K K

olur ve

- K
Ly(yr) = (f,yn)a + Z (0+ 1h +&) (@, yn)e
i, Yng

—Yhg ) OYn z f 3
w2 (o) @50+ ) % | £E
E K K

€Gh

(8.9)

elde edilir. Burada

=% [ £.B
K K

olsun.

Iy = Z Tklf) B-Vyn)k
K
Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa

< T lBl MLz 199l 2
K

< B0 Nz N93nllzcay Y T
K

Z Tk =N olmak iizere
K

< Bl 112y 19Vl 20y N
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Young Esitsizligi uygulanirsa,

< IEI-N( £ 12 o) + 5 IIVthILz(Q))

c
6= S
2.N.|B|
secilirse,
2.N2 |G BN( ¢ )
ST”fllLZ(Q) +T Tlﬁl IIVthILz(m
Iﬁl

(8.10)

ey + 5 19l

elde edilir. Es. 7.23 ve Es. 8.10 esitsizlikleri Es. 8.8 de yazilirsa asagidaki esitsizlik elde

edilir:

~ M 5 c 2 c 2
EnOm) < = If ey + 5 199mlEa ey + 7 Il

-,2
N2.|8|

|lqliz ) + £ 12

¢ 2
+ Z ”Vyh”LZ(_Q)

-2
M+ N?|B 3¢ c
= —||”f||]2}(g) + T”Vyh”zZ(g) + Z ”thEZ(p)

1 - 2
t—— [+ 1B+ anrl) +1rly2a] llalifzg,
O halde

. M+ N2|G|
Lh(yh) < f ”f”LZ(_Q) + “vyh”LZ(_Q) +— ”yh”LZ(I")

| NaliZzqr) (8.11)

olur.



Es. 8.7 ve Es. 8.11 denklemleri ile @, (yp, y) = L, (vy) oldugu kullanilirsa,

L2 .
c. ||V)’h||i2(g) +c. ||3’h||22(p) + ZTxlﬁl ||VYh||iz(g) < an(yn,yn) = Lp(yn)
K

>, 2
M + N?|B| 3c c
S— ”f”il(_g) + T ”Vyh”iZ(_Q) + Z ”yh”iZ(p)

2
|lqliz

diizenlenirse,

e + Iyl +ZTK|ﬁ| 199211220,

M + N2|B 1
< A”f”gm) +—— [(1 + 8] + ayIFI) + |Tly? Cl] gz

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.
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9. NUMERIK KISIMLAR

Bu boliimde uygulanan yontemin kararliligini niimerik olarak test etmek ve yontemin
etkisini sayisal olarak gozlemlemek amaciyla sayisal bir test uygulanmustir. Testte
kullanilan yazilim, {cretsiz lisans programi Freefem++'dir [30]. Bu program sonlu

elemanlar yazilimi ve kodlama programidir.

Bu testte problem birim kare iizerinde yatay ve dikeyde 8 pargaya ayrilarak ¢oziilmiistiir.
Sonlu eleman ag iizerinde liggenleme islemi yapilarak yaklasik ¢oziimler elde edilmistir.
Uggenleme islemi, bu iicgenler iizerinde yerel ¢oziimlerin iiretilmesi, yerel ¢dziimlerin
birlestirilerek genel ¢6ziim matrisinin olusturulmasi ve son olarak genel ¢6ziim matrisini
iceren dogrusal sistemin ¢oziimlenmesi asamalarinin tamami  Freefem++ yazilimi
tarafindan otomatik olarak yapilir. Bu yazilima kullanicilar tarafindan sinir kosullari,
parametreler, ¢0ziim yapilan bolge ve denklemin zayif hali girdi olarak yazilir. Ardindan
yukarida anlatilan stirecler Freefem++ programi tarafindan yapilir. Son olarak ¢dziimiin

istenilen bolge lizerindeki grafik goriiniimii elde edilir.

Uzerinde ¢alistiimiz ana denklem Es. 1.1 ve Es. 1.2 ile ifade edilen konveksiyon difiizyon
denklemi agagidaki gibidir:

—€eAy + EVy + sy = f, {1 iginde

y = q, I' lizerinde

Yapilacak test i¢in Oncelikle yukaridaki konveksiyon difiizyon reaksiyon denkleminin

zayif hali olan Es. 6.19 denklemi:
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(€VYR, VWh) o + (EV)’h»Wh)Q + (syn Wno + @y, Wnir
Z —eKayhe Oyn

( —>;lvh)E
= o+ yhg on

+ Z (%;’}15) (Yn Wh)Ee

E€Gp

—Yhg { o€ 0dyp 0wy owy,
+ Z - ( — —)>E+<yh;_—>>E
= o+vhg|1+ |ﬁ| on "~ dn on

_ K]_ - _th ) aWh
= Fwat+ ) (G a)@ws + ) (5) @50
E€EGh E€Gh

Freefem++ programina girilmistir. H*(42) sonlu eleman uzayi iizerinde islem yapilmustir.
Denklemin sag tarafinda bulunan f fonksiyonu f(x,y) = sin(mx)sin (my) olarak
almmigtir. S reaksiyon katsayist S=0 olarak almmustir. Yontemin kararliligin
gozlemleyebilmek icin farkli iki difiizyon katsayis1 kullanilmistir. ilk ornekte € = 0,1,
o =0,1vey=0,001 secilmistir. Bu deger ile elde edilen ¢oziim grafigi (Bkz. Sekil 9.1)

de gosterilmistir.

IsoWalue
- 0viEnis
-0 631461
- 0.33d4aT

W5 Toa0s
W7 00536
W7 G024
|
| pReEeEn
W 2530
Wa 55117
e 57ass
[ EREE
o 47T
[ Bk
100671
W10 36dE
W10 6614
W10 5586
W11 3558
Wiiss:

W11 8502
Wii 147

Sekil 9.1. ¢ = 0,1,0 = 0,1 ve y = 0,001 ile elde edilen ¢6ziim
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Ikinci &rnekte € = 0,1, o = 0,00000001 ve y = 0,001 secilmistir. Yani ilk érnekteki o
degeri iizerinde degisiklik yapilip denklemin ¢oziimiine etkisi gozlenmek istenmistir. (Bkz.

Sekil 9.2)

TsoWalue
- 00104167
W0.010467
W0.03125

W0 E02083
| [kt by

:- WosEEs
Wo.s520ss
0572017
W0 50375
W0 514583

053547
W0 s5625
W0 sTR0Es
[ IR
W0 71875
W05
W0 76047
[ ke
W0 E02053
[y
W054375
W0 S64583
W0 5E54T
W0 o06zs

Sekil 9.2. € = 0,1, 0 = 0,00000001 ve y = 0,001 i¢in elde edilen ¢6ziim

Ucgiincii 6rnekte € = 0,0001 alinmistir. Bunun yani sira ¢ = 0,1 ve y = 0,001 segilmistir,
yani bu iki deger ilk 6rnekle ayni secilmistir. Bu deger ile elde edilen ¢oziim grafigi (Bkz.
Sekil 9.3) de gosterilmistir. Sekilde goriildiigii gibi ¢oziimde bozulmalarin oldugu
gozlemlenmistir. Bunun nedeni € degeri kiigiildiikge denklemin konveksiyon baskin hale

gelerek ¢oziimiin bozulmasidir.
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s ¥l

l
|
l
l
ENEEEEEEAEEREEEEEN D
: LI R
$EL533 :

Sekil 9.3. € = 0,00001, 0 = 0,1 ve y = 0,001 i¢in elde edilen ¢6ziim

Simdi de konveksiyon diflizyon reaksiyon denkleminin SUPG terimi eklenmis formu

iizerinde test uygulansin. Oncelikle test uygulanacak denklem olan Es. 8.6 denklemi

(€YY Vy)a + (BVyn, J’h) + (SYn Yn)a + &yn, yn)r

z —€Kyyhg (6yh Vi)
= YnlE
=, o+vyvhg 0n
K;
+ Z (0+ vhg )<yh' Ynle
E€Gh
—Yhg { oe 0y, dyn
£y G vl + e
= o+vhg(1+ |6 9
+ZTK/3 1990 = Fovda+ Y (55 + ) @onds
E
E€EGh
—Yvhg ) Z J
+Z(a+yh5 —>)E+ Ik fﬁVYh
E€EGh

Freefem++ programina girilmistir. Yukarida Es. 6.19 i¢in yapilan 6rnekler bu denklem igin

de yapilip aradaki fark gézlemlenmistir.
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Ilk 6rnekte € = 0,1,0 = 0,1 ve ¥y = 0,001 alinmis ve ¢dziimiin grafigi (Bkz. Sekil 9.4)

gosterilmistir.

TsoWalue

-0 75441

-0 544731
-0 335053
W-0.125374
W0 0242040

WL 75174
WLoTi4
W 15109
Wz 30077
Wz 60045
Wz 51013
[ EXEE
Wz 22949
W 429017
Wz 634
W3 85252

Wz 47146

Sekil 9.4. ¢ =0,1,0 = 0,1 ve y = 0,001 igin elde edilen ¢oziim

Ikinci 6rnekte € = 0,1, o = 0,00000001 ve y = 0,001 alinmistir. Elde edilen ¢6ziimiin
grafigi (Bkz. Sekil 9.5) gosterilmektedir.
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IsoWalue
- 0.0104167
W0 0104167
W0 0z125
W0 0506

W0 260417
W0 25125

Mo z0z082
W0 372917
W 24375

WD 364552
Mo 385417
WD 0625

W0 437083
W 447917

W0 51047
W0 53135
W 552083
Mo 572917
WD 59375
W0 14583
W0 625417
W0 55625
Mo 67708z
W0 597917
W0 71575
W0 73953
Mo 7e0a17
W0 7515
Mo a0z083
W 52017
W0 34375
W 264522
W0 355417
[

Sekil 9.5. € = 0,1, 0 = 0,00000001 ve y = 0,001 i¢in elde edilen ¢6ziim

Son olarak € = 0,00001, o = 0,1 ve y = 0,001 degerleri alinmis ve ¢dziim i¢in elde
edilen grafik (Bkz. Sekil 9.6) gosterilmektedir. Bu 6rnek daha once iiglincii 6rnekte elde
edilen (Bkz. Sekil 9.3) ile karsilagtirildiginda SUPG teriminin etkisi net bir sekilde

gozlemlenmektedir.

!"?’??f}

RSN DUSaNNREeRS o

Sekil 9.6. € = 0,00001, 0 = 0,1 ve y = 0,001 i¢in elde edilen ¢6ziim
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10. SONUC VE ONERILER

Homojen olmayan Dirichlet sinir kosullarina sahip konveksiyon-difiizyon-reaksiyon
denklemlerine Nitsche yontemi uygulayip kararlilik analizi yaptik. Teorik olarak elde

ettigimiz sonuclarin dogrulugunu gostermek i¢in niimerik deneyler verdik.

Elde edilen sonuglar optimal kontrol problemi ile birlestirilerek yeni ¢alismalar yapilabilir.
Ayrica lineer olmayan akis problemleri iizerinde bizim teknigimize benzer yeni yontemler
olusturulabilir. Calistigimiz bu denklemin sonlu elemanlar yontemi ile hata analizi ileride

baska bir ¢alismanin konusu olabilir.
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