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OZET

GENELLESTIRILMIS RICCI-RECURRENT TRANS-SASAKIAN YARI
FINSLER MANIFOLDLARI

KALKAN ALTINTAS, Ash
Yiiksek Lisans Tezi Matematik Anabilim Dal
Tez Damismamni: Pof. Dr. Ayse Funda SAGLAMER
Haziran, 2024, 120 sayfa
Bu tez calismasi 4 bolimden olusmaktadir. Calismamizin ilk boliimiinde
literatiir taramasina yer verildi ve tezin literatiirdeki yeri ifade edildi. Ikinci béliimde yari-
Riemann manifoldlar1 tizerinde hemen hemen degme yari-metrik yapilar tanimlandi.
Ugiincii boliimde yar1 Finsler manifoldlari iizerinde degme yapilar, hemen hemen degme
Finsler yapilar, hemen hemen degme yar1 metrik yapilar, degme yapilarin
integrallenebilir tensor alanlar1 ve e-Sasakian yapilar incelendi. Dordiincii boliimde ise
(o,B)-tipinden trans- Sasakian yar1 Finsler manifoldlari ve bu manifoldlarin 6zel halleri
olarak a-Sasakian ve f-Kenmotsu yar1 Finsler manifoldlar1 tanimlandiktan sonra 6zgiin
caligmamiz olan genellestirilmis Ricci-recurrent trans-Sasakian yar1 Finsler manifoldlari
calisildi. Son olarak da cyclic-ricci tensorlii genellestirilmis Ricci-recurrent trans-
Sasakian yar1 Finsler manifoldlar1 incelendi. Son boliim ise tartisma ve sonug¢ kismina

ayrild.

Anahtar Kelimeler: Degme Manifold, Ricci-recurrent Manifold, Trans-Sasakian
Manifold, Yar1 Finsler Manifoldu, Yar1 Finsler Metrik,a-
Sasakian Manifold, f-Kenmotsu Manifold



Vi

ABSTRACT

RICCI-RECURRENT TRANS-SASAKIAN INDEFINITE FINSLER
MANIFOLDS

KALKAN ALTINTAS, Ash
Master Thesis, Deparment of Matematik
Supervisor: Prof. Dr. Ayse Funda SAGLAMER
June, 2024, 120 pages
This thesis consists of 4 chapters. In the first part of our study, a literature review
was included and the place of the thesis in the literature was stated. In the second part,
almost contact pseudo-metric structures were defined on semi-Riemann manifolds. In the
third chapter, contact structures on indefinite Finsler manifolds, almost contact Finsler
structures, almost contact pseudo-metric structures, integrable tensor fields of contact
structures and g-Sasakian structures were examined. In the fourth chapter, after defining
(o,B)-type trans-Sasakian indefinite Finsler manifolds and special cases of these
manifolds, a-Sasakian and [-Kenmotsu indefinite Finsler manifolds, our original work,
generalized Ricci-recurrent trans-Sasakian indefinite Finsler manifolds, was studied.
Finally, generalized Ricci-recurrent trans-Sasakian indefinite Finsler manifolds with
cyclic-ricci tensor were examined. The last section is divided into discussion and

conclusion.

Keywords: Contact Manifold, Indefinite Finsler Manifold, Pseudo Finsler Metric, Ricci-
recurrent Manifold, Trans-Sasakian Manifold, a-Sasakian Manifold, f-
Kenmotsu Manifold
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1.1. GIRIS

Yart metrik manifoldlar teorisi, modern diferensiyel geometri i¢in 6nemli bir
arastirma konusudur, 6zellikle matematiksel fizikte uygulama alani bulmaktadir. Oubina,
(a,p) tipinden trans-Sasakian manifoldun siniflandirilmasi fikrini ortaya atmistir. Yari
Sasakian manifoldu , a=1 ve f=0 i¢in yar1 trans-Sasakian manifoldunun dikkate deger bir
kategorisidir. Ayrica, yar1 kosimplektik manifold , o=0 ve p=0 i¢in yar1 trans-Sasakian

manifoldun diger kategorisidir. Yar1 Kenmotsu manifoldu , a=0 ve =1 ile verilebilir.

Yar1 metrikli manifoldlar bircok yazar tarafindan calisilmistir. Bejancu ve
Duggal (Bejancu ve Duggal, 1993) (€)-Sasakian manifold kavramini tanitmis ve Xufeng
ve Xiaoli (Xufeng ve Xiaoli, 1998) bu manifoldlarin yar1 Kahlerian manifoldlarin reel
hiperyiizeyleri oldugunu ortaya koymustur. Kumar ve digerleri (Kumar, Rani ve Nagaich,

2007) bu manifoldlarin egrilik kosullarini incelemistir.

Bir diferensiyellenebilir manifold iizerinde yari-simetrik lineer koneksiyon
kavrami Friedmann ve Schouten (Friedmann ve Schouten, 1924) tarafindan tanitilmis ve
bir Riemann manifoldu {izerinde torsiyonli (burulmali) metrik koneksiyon Hayden
(Hayden, 1932) tarafindan ¢alisilmistir. Riemann manifoldu tizerinde yar1 simetrik metrik
koneksiyon Yano (Yano, 1970) tarafindan verilmis ve daha sonra Bagewadi (Bagewadi,
1982), Amur ve Pujar (Amur Kumar ve Pujar, 1978), Sharafuddin ve Hussain (Hussain
ve Sharafuddin, 1976), De ve digerleri (De ve Absos Ali Shaikh, 1997) ve Bagewadi ve
digerleri (Bagewadi ve Gatti, 2003) tarafindan ¢alisilmistir. Daha 6nce K-degme,
Kenmotsu ve trans-Sasakian manifoldlar tizerinde projektif, pseudo projektif, konformal,
dairesel, quasi konformal egrilik tensorleri iizerine bazi sonuglar sunmuslardir. Hem
Sasakian hem de Kenmotsu manifoldlarinin dogal bir genellemesi olarak, trans-Sasakian
manifold kavrami Oubina tarafindan tamitilmistir (Oubina, 1985). Trans-Sasakian
manifold yerel konformal Kahler manifoldu ile yakindan iligkilidir. Ayrica, trans-
Sasakian manifoldlarin yerel yapilari ile ilgili calisma Marrero tarafindan yapilmistir
(Marrero,1992). (a,0), (0,p) ve (0,0) tipindeki trans-Sasakian manifoldlar o, B skaler
fonksiyonlar olmak {izere, sirasiyla, o- Sasakian, B-Kenmotsu ve kosimplektik
manifoldlar olarak adlandirilir. Dolayisiyla trans-Sasakian yapilar genellestirilmis quasi-

Sasakian yapilarin genis bir sinifini verir.

Klasik makaleler Riemann metrikli veya yar1 Riemann metrikli degme yapilar

ile ilgilenir, ancak bu tezimizde yar1 Finsler metrikli degme yapilar ile ¢alistik. Bilindigi



gibi, Finsler egriler ve ylizeyler hakkindaki tezini yaymladiktan sonra, Finsler
geometrisine adanmis bircok makale yayinlandi, referanslara bakiniz (Antonelli 2003,
Miron 1982, Matsumoto 1986, Sinha ve Yadav 1988, Szilazi ve Vincze 2000, Asanov
1985), ancak Indefinite Finsler manifold teorisi birka¢ arastirmaci tarafindan
incelenmistir (Bejancu ve Farran 2013, Beem 1970, Bejancu ve Farran 1999). Bu
calismamizda yar1 Finsler manifoldlar: lizerinde trans-Sasakian yapiy1 kurduktan sonra
genellestirilmis RicCi-recurrent olabilmesi sartlarmi inceledik. Bu yapilar (M')* ve
(M")¥ alt vektor demetleri iizerinde kuruldu, burada M, (2n+1)-boyutlu C*
manifold, M’ = (M")* @ (M')” de TM’nin bostan farkl1 bir acik alt manifoldudur. F*
temel yar1 Finsler fonksiyonu olmak iizere F?"*1 = (M,M’',F*), q indeksli bir yan
Finsler manifoldu olur. Calismamizda G = GY + 6" = gf; dx' @ dx/ + gl 6y' ®

: o = NP * (0 7] * L) é
8y' Sasaki Finsler metrigini kullandik. gf; = g* (a_yi’ﬁ) ve gii = g° G527
yar1 Finsler metrikleri olarak adlandirilirlar. Son olarak gosterdik ki; Cyclic Ricci
tensorlic  ((MO", ¢, &0, nf,GH) ve (M"Y, ¢Y,EY,nY,G"Y) genellestirilmis  Ricci-

recurrent trans-Sasakian yar1 Finsler manifoldlar;, A7 (&%) ve AY(¢Y) sifirdan farkly

olmak {izere, (¢) — a — Sasakian, (¢) — Sasakian, (&) — p-Kenmotsu ve
(e) —Kenmotsu manifoldlarindan herhangi birisi iseler
Einstein ve Ricci simetrik manifoldlar olurlar, burada avef fonksiyonlari

(M) ve (M)’ yatay ve dikey manifoldlar1 {izerinde tamimlanmis olan sabit

fonksiyonlardirlar.
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2.1. HEMEN HEMEN DEGME MANIFOLDLARI

Tanim 2.1.1. M bir (2n+l)-boyutlu manifold, ¢, & ) da M tizerinde, sirastyla, (1,1)
- tipinde bir tensor alani, bir vektor alani ve 1-form olsun. Eger , ¢, &, 1) icin, M {izerinde

herhangi bir vektor alan1 X olmak tizere

n@® =1 (2.1.1)
ve

¢ 2X=- X +n(X).E (2.1.2)

ozellikleri saglaniyorsa o zaman (@, &, 1) ticliisiine M iizerinde bir hemen hemen degme
yapisi ve bu yapi ile birlikte M ye de bir hemen hemen degme manifold denir (Yano, K.
and Kon, M., 1984).

Teorem 2.1.1. (¢, §, 1) hemen hemen degme yapisi igin

) ¢ =0, (2.1.3)
i) n(¢X) = 0, (2.1.4)
iii) rank ¢ = 2n (2.1.5)

dir (Yano, K. and Kon, M., 1984).
Ispat: (i) vV X, € y (M) igin Tanim 2.1.1 den
¢ 2X=-X+n(X).§

oldugunu biliyoruz. Burada 6zel olarak X = & alinir ise,
¢85 = -5 +n@®.¢

olur. Gene Tanim 2.1.1 geregince

nE =1
oldugu gozoniine alindiginda
¢2e=-t+1.5=0

bulunur. O zaman ya ¢ = 0 dir, ya da ¢ vektori, ¢ nin sifir 6zdegerine karsilik gelen

asikar olmayan bir 6zvektordiir. Ikinci halde ¢E # 0 olmahdir. Eger ¢pE # 0 ise
¢ 2X ==X + 1n(X).E esitligi geregince

$2 (@) = —dt + n (Y .§



veya ¢p2(¢p€) = 0 olduguna gore buradan da

¢ = (7).

elde edilir. Boylece

¢+ 0

olmasi n(d§) # 0 olmasini da gerektirir. Bu durumda

¢ = (7).

esitliginde her iki tarafa ¢ uygulanirsa
¢ (98 = d(n ($3).€)

veya
¢85 = n(PY). bt

elde edilir. Burada ¢ 2§ = 0 oldugundan
0=mn(d3). $3

dir. Buradan (%) # 0 kabuliimiiz bizi
g = 0

sonucuna goturur.

(i1) Tanim 2.1.1 den
$2X = =X+ nX).§

dir. Bu esitligin iki yanina ¢ uygulanirsa

¢ (d?X)= ¢ (-X+ n(X).3)

= ¢3X = =X+ nX).IE i

elde edilir. Diger taraftan
$2X = =X+ n(X).§
denkleminde X yerine ¢X yazilirsa,
¢2(@X) = —dX + n($X).§
= $3IX= =X + 1 ($X).

veere e en e (F%)



bulunur. (*) ve (**) esitliklerinden, N(X). dE = n(pX).Eelde edilir. pé =0
oldugundan, n(¢pX)é =0ve &+ 0 olmasi nedeniyle de n (¢ X) = 0 bulunur.

(iii) dp:Tm(P) - Tu(P), V peM

olmas1 nedeniyle

Rank ¢ + Sifirlik ¢ = 2n + 1 = boy(M)
dir. vX € Ker ¢ igin

béX=0
olacagindan

$2X = —X+1(X).§

=0 =-X+nX).¢

=X = 1 (X).¢

esitligi elde edilir. Burada X € Sp { § }=Ker ¢ dir. O halde Ker ¢ nin bir bazi § dir. O
halde

Sifirlik ¢ = boy (Ker ¢) =1
dir. Boylece

Rank ¢ + Sifirhk ¢ =2n + 1

=>Rank¢ + 1 =2n + 1

=>Rank ¢ = 2n

bulunur.

2.2. HEMEN HEMEN DEGME YARI-METRIK MANIiFOLDLARI

Tanimm 2.2.1. Herbir hemen hemen degme M manifoldu {izerinde bir g yari-

Riemann metrigi

nX) = €.gE%X) (2.2.1)
ve
9(pX, Y )=9g(X\Y) - € . n(X)n (Y) (2.2.2)

olacak sekilde vardir. Burada € = 1 1 dir (Calvaruso, G. and Perrone, D., 2010).



Sonug 2.2.1. M hemen hemen degme manifoldu iizerinde
nX = €.86¢,%)
9(dX, Y )=9g(X,Y) - € .n(X)n (Y)
olacak sekilde g yari- Riemann metrigi i¢in
g(dX,Y) + g(X,0Y) =0 (2.2.3)

dir, yani ¢ anti — simetrik olacak sekilde M iizerinde bir g yar1 - Riemann metrigi vardir

(Calvaruso, G. and Perrone, D., 2010).

Ispat. g (XY)= g(dX,dY) + €. n(X)n (V)
denkleminde X yerine X konumu yapilirsa

g@XY) =9(d X, dY) + € .n(dX)n (V)

= g(- X+ (X).E, o)+ £€.0

= —gX,9Y) + n(X).g(§,dY)

= —gX,9Y) + n (X).(€ . n(¢Y)

= —g(X,9Y)
elde edilir.

Tanmm 2.2.2. Teorem 2.2.1. de verilen g yari- metrik tensor alanini verilen
(¢, €,n) hemen hemen degme yapisi ile birlestirilmis bir yari- Riemann metrik tensor
alani olarak adlandiracagiz. (¢, §, ) hemen hemen degme yapsi ile birlestirilmis bir yari-
Riemann metrik tonsor alan1 g olmak tizere, M de (P, §, 1, g) dortliisiine bir hemen hemen
degme yar1 metrik yap1 ve bu (d,§,1,g) hemen hemen degme yari metrik yapisi ile
birlikte M ye bir hemen hemen degme yar1 metrik manifold denir (Calvaruso, G. and
Perrone, D., 2010).

Ozel olarak g(§,&) = € dur. Yani € karakteristik vektdr alan1 € = 1 iken space-
like € =-1iken time-like ‘ dir. ( light-like olamaz).

2.3. HEMEN HEMEN DEGME MANIiFOLDLARININ TORSIiYON TENSORU

Hemen hemen degme yapist (¢p,& n) olan bir (2n+l) boyutlu hemen hemen

degme manifold M olsun. O zaman IR , bir reel dogruyu gostermek tizere MxIR ¢arpim



manifoldunu disiinelim. O zaman MxIR iizerinde herbir vektér alam (X, f %)

bicimindedir. Burada X ve M ye teget bir vektor alani, t ile IR nin bir noktasinin
koordinat1 ve f ile de MxIR de bir fonksiyon gosterilmektedir. MxIR nin tanjant uzay1

tizerinde bir j lineer dontlistimii

X f D)= (dX—fEm (X)) (2:3.1)

seklinde tanimlayalim . Ozaman j2=-I elde ederiz ve bu yiizden j lineer doniisiimii

MXxIR iizerinde bir hemen hemen kompleks yap1 olur (Yano, K. and Kon, M., 1984).

Tanimm 2.3.1. Eger hemen hemen kompleks yap1 olan j nin Nijenhuis torsiyon

tensorii Nj igin N; = 0 ise j integrallenebilirdir denir. MxIR {izerindeki j (h.h.k.y)

integrallenebilir ise 0 zaman (¢,§ 1) hemen hemen degme yapisina normaldir denir
(Yano, K. and Kon, M., 1984). Asagida ;

No(X.Y) = ¢% [X, Y] + [ X, §Y] - S[ X, Y] - d[X, dY] (23.2)

ile tanimli Ny, Nijenhuis torsiyon tensorii yardimiyla h.h.k.y nin normallik sartina karsilik

gerek ve yeter sartlari ifade edecegiz. N; (1,2) tipinde bir tensér alani oldugundan M
tizerindeki her X ve Y vektor alani igin N; ((X,0),(Y,0)) ve N; (X, 0), (0, %)) hesaplanirsa

N;j nin degerini hesaplamis oluruz.
Nj ((X,0), (Y, 0)) = j*[(X,0) ,(Y,0)] + [i(X,0), j(Y,0)]
0%,0), (Y,0)] - j[(X,0), j(Y,0)]

~(1%,1,0) + [(@x100 L), (ey )]

—i|(4x 0 5). v 0] =i| X 0), (e¥.n ) )]

~([x,Y], 0)+([¢X Y] - [TI(X) ) ] [q)x e )
+ [n00 30, 0v]) = (1o ¥1.[nco . v])

~ (1%, 6¥1 [x nen 3]

(191 [0 5. ¥]) ~ iax o1 [x 0 5
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d d
= ~([X,Y1,0) + ([6X, 6¥] = nCON(Y. 0 + 0., dX(n(1)

d
- PY(100) )
(19X ¥1,000.0 = (0 ) =KX oY1 (.0 + X(n(¥) )
) » LA A 5¢) ~IUA@LLIUD. n dt
d
= — (X Y10) + (6% $Y], @X (1) — Y (100) )
d
~(@LOX,Y] + YOO X, Y] ) — (@ [X 4]

d
— X(n() £.1lX, dY] )

Nj (X,0),(Y,0)) = (=[X, Y] + [$X, Y] — d[X,Y]
= ¢ [X, Y] + X(n(Y)) — Y(n(X)))E, (dX ((V)) — oY (n(X)

d
-1 [¢X, Y] -1 [X' ¢Y] a)

dir.
No(X,Y) = = [XY] + n[X, Y] + [$X, dY] — &[dX, Y] — ¢ [X, $Y]
2d,(X,Y) =X((Y)) — Y(1(X)) — n[X, Y] (2.3.3)
(LexnY = dX ((Y)) — n[dX, Y] (2.3.4)
LyynX = ¢Y (n(X)) — n[Y,X] (2.3.5)
oldugundan

Nj ((X,0),(Y,0)) = (Ng(X,Y) +2dy (X, Y) &, (Loxm)Y — (LeymX) %)

elde edilir. Benzer sekilde;

N ((%,0),(0,5)) = (& [X, 8- [$X,E],En(X) + n[X, &) ) olup

(LW )(Y1, e s Yy) = Ly(W(Yy, v, Y)) - By w (Yq, o [X 5] o) V) (2.3.6)
oldugundan
(Led)X =Le(dX) - ¢[8,X] = [§,0X] + ¢ [X,¢] (23.7)

= ¢ [X,8] - [¢X,¢]
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ve

(LemX = (L) - n[E,X] (2:38)
olur. Boylece;

N ((%,0), (0,50 = ((Le®)X, (LgmX )

dir. Simdi dort tane tensér alant NV, N NG N@ i sirasiyla,

N(X,Y) = Ny (X, Y) + 2dn(X, V)& (2.3.9)
NZ(X,Y) = (Lox)Y — (LoymX (2.3.10)
N3(X) = (L ;$)X (2.3.11)
N*(X) = (LgnX (2.3.12)

olarak tanimlayalim.

Yardimer Teorem 2.3.1. Eger NW=0 ise 0 zaman N = N® = N®=0 dir
(Yano, K. and Kon, M., 1984).

Ispat. N*(X,Y) = Nyp(X,Y) + 2dn(X,Y) .§
oldugundan

N'(X,5) =Nyp(X.5) + 2dn(X,8).§

dir.
No(X, ) = —[X3] + [dX,dE] — ¢ [$X,&] - d[X, dE] + n[X,¢].E

= —[X,8] + [¢X,0] — ¢ [$X,&] — $[X,0] + n[X,E].§

= [6,X] — ¢ [$X,§] + n[X, ] .8

= [6,X] + &[5, dX] + n[X,¢].§
ve

2dn(X,8) = X( (§) — §( (X)) - n[X, ]
= X(1) = §(M X)) - n[X, ¢

oldugundan

N'X5) = [£,X] + ¢[5,dX] + E(m (X)).&
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dir.
N!=0
oldugundan
[6.X] + &[5, ¢X] — §(M (X)).§ =0
olmalidir.
n([€,X] + ¢[5, dX] = E(M (X)).€) = n(0)
= ([5.X] + n($[E,dX]-n(€E(M (X)).§€) = 0
=n([E.X] =& X))@ =0
=n([£.X] - X)) =0
ve buradan da
n ([&,X] = & (X))
oldugu goriiliir. Bu esitlik
N*(X) = (LegmX = EMX) — n([E,X]
de kullanilirsa
N*X)= §M X)) - § X)) =0
bulunur.
o([8.X] + ¢[E, dX] — EM (X)) §) = ¢ (0)
= O[5, X]+P? [§,0X] —E(M X)) pE =0
= ¢[¢,X] — [§,X] + n([§,dX])E — &M (X).0 = 0
= ¢[¢,X] = [§,pX] + E(M (PX)) &€ = 0
= ¢[¢,X] = [§,¢X] = 0
= ¢[¢,X] = [§, dX]
oldugundan
$[X 8] = [$X,¢]

dir. Bu esitlik

N3(X,Y) = (Le)X = d[X,E] — [¢X,]



de kullanilirsa
N3(X,Y) = [$X, 8] — [¢X,§] =0
bulunur. Diger taraftan;
0=Ny(dX,Y) + 2dn(dX,Y) .
esitliginde,
Np(@XY) = [dX Y] +[$? X, dY] - ¢ ¢* X, Y] - G[dX, dY] + n[ X Y] .§
= = [¢XY] + [-X + n(X).§, Y] — ¢ [-X + n(X).E,Y]
— ¢[dX, Y] + n[$X,Y].§
= —[¢X, Y] = [X,9Y] + (X) .5, dY]
+ o[X, Y] — ¢[n(X) .8, Y] — ¢[dX, dpY] + n[PX,Y].E
= —[dX, Y] — [X, Y] + n(X) [§, Y] — ¢Y (n(X)) .€

+o[X, Y] = nX) ¢ ([, YD + ¢ (Y((X)).§ — d[dX, dY] +
n[ex,Y].§

dir. Burada
¢ [E.Y] = [§, Y]
esitligi de kullanilirsa
No(@X,Y) = [Y,dX] + [V, X] — dY (n(X)) .§
+O[X, Y] + Y((X)) - d8 — &[X, Y] + n[ X, Y].§
olur.
2dn(¢X,Y).& = [¢X((Y)) — Y((PX)].§ — n[dX,Y].§
= (@X((Y) - Y(0)).§ — n[dX,Y].§
= ¢X((V).§ — n[dX,Y].g
Bulunan degerler N'= 0 da kullanilarak;

0 =Ny (GX,Y) + 2dn (¢X,Y).£

= [Y,¢X] = [X,dY] — ¢Y (n(X)).§ + ¢ [X,Y]

13



14

-0 [9X, ¢Y] + X (n(Y)). &
=0 = n[Y,¢X] — 1 [X, dY] = ¢Y ((X)).n (§)
+1(d [X, YD) — n(d [X, dY]) + dX ((Y)) .n(®)

= 0 = n[Y,¢X] — n[X Y] = ¢Y (n(X)) + $X (n(Y))

= 0=N2(X,Y)
dolayisiyla

N2=0
dur.

Onerme 2.3.1. M nin bir (¢, €,n) hemen hemen degme yapis1 normaldir.

& Ng+2dn®%& = 0 (2.3.13)
dir (Yano, K. and Kon, M., 1984).

Tamm 2.3.2. Degme yari-metrik yapist ($,&,m,g) olan (2n + 1) - boyutlu bir
degme yari-metrik manifold M olsun. Eger € karakteristik vektor alan1 g ye gbre bir
Killing vektor alani ise o zaman M {lizerindeki degme yari-metrik yapiya bir K - degme
yari-metrik yapt ve M ye de bu yapi ile birlikte bir K - degme yari-Riemann manifold

denir.

Onerme 2.3.2. M bir degme yar1-Riemann manifold olsun. O zaman M nin bir K

- degme manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
V¢ = —E¢X
Olmasidir

Ispat. M bir K - degme manifold olsun. O zaman & vektdr alam g ye gore bir

Killing vektor alanidir, yani
Leg=0
dir.
VX, Y€ExM)igin
(Leg) (X Y) =Lg (9(X,Y)) — g(LeX, Y) — g (X, Lg Y)

=8 (9(X,Y)) — g(VeX — Vxg.Y) — g(X, VgY — Vy§)
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= §OXY)) — g(VeX, Y) + g (Vx §,Y)

—8(X, VeY) + g (X, Vy§)

= §(9(X, Y)) = g (VeX, Y)-g (X, VeY)

+9(Vx §,Y) + 9 (X, Vy§)

0=(Lgg) (X, Y) =9 (Vx §Y) + g(X, Vy§)
oldugundan

9(Vx&Y) = —g(X, Vyd)

dir. g ye gore V Riemann koneksiyonu ig¢in;
2g(VxY,Z) = Xg(V,Z) + Yg(XZ)-Zg(X,Y)
+g(XYL2) + g(ZX].Y) — g(IV.Z].X)
dir. Y yerine §, Z yerine de Y yazilirsa
29 (Vx&Y) = Xg&Y) + 88X, Y) — Yg(X,§)

+g (X8, V) + g([Y,X]§) — g (5, Y], X)
=&Xn(Y) +§gXY)-E€MX) + g([X,8],YD
+E.n[Y, X] — g ([5,Y].X)

olur. Benzer sekilde
20 (Vy§,X) = EYN(X) +5g(Y,X) - EXn(Y)

+g (Y, 81,X) + EnX, Y] — g([6X].Y)
bulunur. Boylece
2g (V& Y) - 2g(X,Vy§) = 2E€ (Xn(Y) - Yn(X) + n[Y,X])
= 2.£.(2dn(X,Y))
olacagindan

g(Vx&Y) — g(X,Vy§) = 28dn (X, Y)

g ye gore Killing vektor alani & iken g(Vg§, Y) = —g (X, Vy§) oldugundan
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2g (Vx§Y) = 26dn (X Y)

g(Vx§Y) = €dn (XY)

dnXY) = gX,¢Y) = —g(¢XY)
esitliginin kullanilmasiyla

g(Vx §Y) = —€g(dXY) = g(—€PX,Y)
bulunur. VY € y (M) igin

g(Vx&Y) = g (= E(¢$X),Y)
oldugundan

Vg = —E.¢X
dir.

Yardimci Teorem 2.3.2. M nin bir (¢, §,n, g) hemen hemen degme yar1- metrik

yapist i¢in
28 (Vx )Y, Z) = 3dd (X, pY, dZ) — 3dP(X,Y,7)
+g (ND (Y,2),dX) + NP (Y,Z) n(X)

+ 2. dn(dY,X) n(Z) — 2€dn (dZ,X)  (Y) dir. (2.3.15)

(VX)Y,Zigin) &(XY) = g(X,pY) alinmistir.
Ispat. g ye gore V Riemann koneksiyonu igin; Koszul formiiliinden
20 (VxY,2)=Xg(Y,2)+Yg(X,2)-Zg(X,Y)
+9 (X, Y], 2) +g ([Z X]. Y) -9 ([Y, Z], X)
dir. Diger taraftan

3ddp (X, Y,Z) = XD(Y,Z) + YO(Z,X) + ZOXY) — O([X,Y],Z) —
P ([Z,X],Y) — ©([Y.Z],X)

dir. Bu denklemlerden ve
O(X,Y) = g(X, $Y)

esitliginden sonucu elde ederiz.



2g((Vxd)Y, 2)
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2g (Vx (dY) — & VY, Z)

= 2g (Vx(9Y),Z) — 2g(dpVxY,Z)

2g (Vx(¢Y),Z) + 2g (VxY, $Z)

= Xg (O, 2) + dYg(X.2) — Zg (X, bY)

+

g (X, YL, 2) + g(Z.X], Y) — g ([$Y,Z],X])

+Xg (Y, PZ) + Yg X, dZ)- ¢pZg (X, Y)

+

g([X,Y], ¢Z) + g([¢Z'X]'Y) - g([Y' ¢Z]1X)

=> 2g (VxP)Y,Z) = —XD(Y,Z) + dYg (X, Z) — ZD(XY)

+g (X, ¢Y],Z) + @ ([Z,X]Y) — g ([¢Y,Z], X)
+XO (Y, Z) + YOX,Z) — dZg (X Y)

+ CD([X,Y],Z) ity g([q)ZrX]rY) - g([Y, q)Z]'X)

3dD(X, Y, pZ) = XD(dY, dpZ) + GYDP(PZ X) + dZD(X, dY)

esitliginde
XO(dY, dZ)
OYD(DZ,X)

= XD(Y,Z)
= ¢Yg(PZ, dX)
= ¢Y(8(Z,X) - En(Dn(X))

= $Y(8(Z X)) - €.6Y((Z) n(X))

PZO(X, dY) = $Zg(X, $%Y)
= ¢pZgX, =Y +n(YV)¥)
= —¢ZgXY) + €dZn(Y)n(X)

O([X, dY], $Z) = g([X, Y], $*Z) = g([X, ¢Y], —Z + n(2)§)

= —g([X, ¢Y],Z) + €.0[X, $Y].0(Z)

P([$Z,X], ) = g([$Z.X], d*Y) = g([$ZX],~Y +n(V)E)

g([$Z,X], Y) + En(V)n[$Z X]



esitlikleri kullanilirsa,
3d0(X, Y, §Z) = XO(Y,Z) + $Y(Z X) — EGY(M(ZN(X) + ESZM(YIn(X))
— $Zg(XY) + g([X, ¢Y],Z) — En[X, ¢YIn(Z) + g([$Z.X],Y)
—En(YN[GZX] — S([$Y, $Z1,X)
olur.
—3do(X,Y,Z) = —XO(Y,Z) + YP(X,Z) - ZO(X,Y) + D([X,Y],Z)
+ O([Z,X],Y) + O([Y,Z],X)
s(NV(Y,2),9X) = g(=[Y,Z] + [$Y,dZ] - d[dY, Z] — S[Y, dZ] + Y(N(Z))E
~Z((V))-§, $X)
= —g([Y,Z], $X) + g([dY, $Z], dX) - g(b[dY, Z], $X)
—g(G[Y, PZL, &X) + g(Yn(2)-§, dX) - gZ(M(V))E, dX)
g(NW (1,2), $X) = —&([Y,Z], X) + ®([dY, $Z], X)- g([dY, Z], X)
+ €[¢Y, Z].n(X) — g([Y, $Z1,X) + En[Y, $ZIn(X)

N@Y,Z2nX) = (¢Y(n(D)- $Z(n(V))- n[dY, Z]- n[Y, $Z]).n(X)
= dY((@Z))X) - ¢Z((Y))-n(X) - n[dY, Z]. n(X) - n[Y, ZIn(X)

2dn(¢Y,X)n(2) = ¢Y(M(X)In(Z) - n[dY, X].n(Z)

—2dn (¢Z,X)(Y) = — $Z(MmX)I(Y) + n[$Z X].n(Y)

esitliklerinden

3dO(X, Y, ¢Z) — 3dD(X,Y,Z) + g(ND (Y,2), $X) + ENA(Y,Z) n(X)
+2 €dn(¢Y,X)n(2) — 2 €dn($Z,X) n(Y)

= XO(Y,Z) + $Yg (Z,X) - €Y ((Zn(X)) + € PZ(n(YI(X))- $Zg (X,Y)
+8 (X, ¢Y],Z) — En[X ¢Y]n(Z) + g ([$Z X], Y)- En(Y)n [$Z,X]

— O([dY, $pZ],X) — XD(Y,Z) + Y ®(X,Z) -ZP(X,Y) + O([X,Y], Z)
+O([Z,X],Y) + &([Y, Z], X) + 2([¢Y, $Z],X) — @ ([Y,Z], X)- g ([$Y, Z], X)
+En [¢Y, ZIn(X)- g([Y, $Z],X) + EnlY, $ZIn(X) +E. oY ((Z))(X)

—EPZ M(INX) = €n [$Y,ZIn(X) — En[Y, dZIn(X) + € dY MX)n(Z)
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-€1 [¢Y, X[ n(Z) - EGZMX)n(Y) + En[PZ, XIn(Y)
esitligi elde edilir. Bu esitlikte
dY (n@)nX) + ¢Y mXIn(Z) = dY m(X)n(2))
ve
—dZ M(MINX) — ¢Z X((Y)) = — dZMX)n(Y))
oldugundan da
3dO(X, dY, ¢Z) — 3dP(X,Y,Z) + g NV (Y,2),dX) + £ NP (Y,Z) n(X)
+2 &dn (¢Y,X) n(2) — 2€dn($Z,X) n(Y)
= ¢Yg(ZX) — ¢Zg (X Y) + g (X, ¢Y].Z) + g ([$Z.X].Y)
([ DY, dZ],X) + YO(X,Z) — ZO(X,Y) + O([X,Y],Z) + ®(ZX]Y)
+ (Y, 2], X) + O([¢Y, $Z], X] - O([Y, Z], X) - g([$Y. Z], X) - g([Y, $Z], X)
= ¢Yg(ZX) — ¢Zg (X, V) + g (X, ¢V, 2) + g([PZXY) +YP(X,Z) -
ZOX,Y) + @([X,Y],2) + ©([Z,X],Y) — g([$Y,Z],X) — g ([Y, $Z].X)
= 2g((Vx$)Y, Z)
olur.
Tamm 2.3.3. Eger uyumlu g yari-Riemann metrigi
g(X,¢Y) = (d)(X,Y) (2.3.16)

esitligini sagliyor ise 1 ya M iizerinde bir degme formdur denir. & Reeb vektor alani,g
birlestirilmis yari-metrik ve 1 degme form olmak tizere (M, ¢, &, n, g) bir degme yari-
Riemann manifoldu olur. (M?"*1 1, g) bir degme yari-Riemann manifoldu olsun. V ile

M nin Levi-Civita konneksiyonunu gosterelim.

0=(d)EX) = —gX 8

Yardimci Teorem 2.3.3. M nin
®=dn ve N®=0
ile bir (¢,§, 1, g) degme yari- metrik yapisi i¢in

2g((Vx$)Y,Z) = g (ND(Y,Z),$X) + 2&dn ($Y,X) n(Z)
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— 2&dn ($Z,X) n(Y) (2.3.17)
dir ve dzellikle de
Vep=0  dir. (2.2.18)
ispat: (a) S6z konusu denklem asikardir.(Yardime: Teorem 2.3.2 den)
b) Vip=0
oldugunu gésterelim.
NOXY) = dX((V) - dYM(X) — n[dX, Y] — n[X, $Y] ve
N®@=0
oldugundan
N® (X,8) = dpX1(®) — db&E X)) —n[dX,§] — n[X, $F]
=>0 = ¢X(1) — n[PX,g]
0 = -1 [$X,¢]
elde edilir. Ayrica
2dn(9X,8) = ¢X(n(®)- & ((X))- n[dX,g]
= ¢X(1) = §(0) - n[PX, ]
=-n[¢X,§] =0
Buldugumuz bu degeri (a) daki denklemde yerine yazarsak
28 (Ved)X2) = g(NP(X,2),$8) + €2dn (X, 5)n(2)

—€.2dn (¢Z,9)n(X) = 0

oldugunu goriiriiz. Bu da
(vXY,z2) , Vedp= 0
olmasina karsilik gelir.

Yardimer Teorem 2.3.3. {in hipotezi gegerli iken & nin integral egrilerinin geodezikler

oldugunu, yani
VE E =0

oldugunu kolayca soyleyebiliriz.
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Yardimer Teorem 2.3.4. Degme yari-metrik yapist (¢,§, 1, g) olan bir degme
yari-Riemann manifoldu M olsun. O zaman N® ve N sifira esittir. Bundan baska N
in de sifira esit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul & nin g ye gore bir Killing vektor alani

olmasidir.

Ispat: M yari-Riemann manifoldu iizerinde bir degme yari-metrik yap1 (¢, 1, g)
oldugundan

K DY) = AN (K Y e *
dir. X yerine ¢X, Y yerine de ¢Y alirsak

g(dX, 2Y) = dn (¢X, $Y)

—g($X,Y) + n(V)g(dX,5) = dn (¢X, dY)
—g8(¢X,Y) = dn (X $Y)

olur. Ayrica g ye gore ¢ anti-simetrik oldugundan

X, DY) = dN (DX DY) oo wx
dir. * ve ** esitliklerinden

dn(X,Y) = dn (X, ¢Y)
oldugunu goriiriiz. Bu esitlikte de X yerine ¢pX alirsak

dn($X,Y) = dn($’X,¢Y) = dn(—=X+n(X)§,9Y) = —dn(X, ¢Y)
olacagindan

dn(¢X,Y) + dn(X,¢Y) = 0
olur. n bir 1-form oldugundan

2dn(X, Y) = X((Y)) - Y(n(X)) - n[X,Y]
dir. Burada 6nce X yerine ¢X sonrada Y yerine ¢Y alirsak

2dn(¢X,Y) = $X(n (V) — Y(n(9X)) — n[$X,Y]
ve

2dn(X, ¢Y) = X(n(¢Y)) — ¢Y(n(X)) — n[X, Y]
toplanirsa

2[dn(¢X,Y) + dn(X, ¢Y)] = 0



dX((Y)) — ¢Y((X)) — n[dX, Y] - n[X,$Y] = 0
yada
N@X,Y)=0
olur. Diger taraftan

0 = gX 8 = dn(X,%)

1
= 5 () - EMX)) - nlX.5D

= % (=3MX)) — niX. gD
dir.O halde
0 =8§MmX) + X g
0 = §MmX) — nl&X]
0 = (Lg)X) = NOX)
dir. Yani bir M degme yari-Riemann manifoldu igin
N® =0
dir. Bundan baska
(Lig) X8 = £ (g D) — g (EX].5) — g X [5:ED)
= §(@x8) — g(&X]9
= &5m(X)) - €& X]
= & (LX)
= &N® (X)
=0
dir. Diger taraftan
(Ledn)(X,Y) = Le (dn (X, Y)) — dn (Le X, Y) -dn (X, LgY)
= £(@X9Y)) — g (L dY) —g (X, ¢ LiY)

=> (Lgdn) X,Y) = §(8X, ¢Y)) — g(VeX — Vx § YY) — gX, (VY — Vy§))



= §(8 (X 0Y)) — g(VeX dY) + g(Vx § dY) — g(X, dpVeY)) + g(X, dpVyE)
= 88X dY)) — g (VeX, dY) — g(X, dVeY)) + 8(Vx § dY) + g(X, dVyE)

dir. Ayrica
58X, 0Y)) — g (VeX, Y) — g (X, Ve(9Y)) = 0

ve
Ve(dY) = (Ved)Y + ¢ VY
=0+ ¢ VY
= ¢ VeY

oldugundan

58X, PY)) — g(VeX, dY) — g (X, p VeY) = 0
dir. Boylece
(Ledn) X Y) = g(Vx & Y) + g (X, ¢ VyE)
bulunur. § vektor alan1 g yari-Riemann metrigine gore Killing oldugundan
Vx§ = —E.¢X
ve
dVy§ = —€?Y = E(Y —n(V?)
olmalidir. Boylece
(Lgdn) (X,Y) = g (—€¢X,dY) + g (X E(Y - n(V)T))

= —Eg(PX dY) + EgXY-n(V) Y

23

=E&(—-gXY) + &nXn(V) + €gXY) — e&n (V) g (X8

= —&gXY) + nXn() + E£gXY) = nX)n)
=0
dir.

0= (Lg dn) (X, Y) =& (dn (X, Y)) - dn (LgX,Y)- dn (X, LgY)

0 = £(gX dY))- g (Le X, dY)- g (X $ LgY)
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= £(8X,¢Y)) — g ([EX] dY) — g (X, $[5 Y]
ve
(Leg) (X, 0Y) = E(&(X, oY) — g ([&X], dY) —g(X, [§ dYD
oldugundan
0= (Lgdn) XY) = (Lgg) (X, dY) + g (X [§ Y] —g(X, S[E, YD)
0 = (L) (X, ¢Y) + g (X [E dY] — S [5YD
0 = (Lg) X ¢Y) + g XN (V)
dir. Boylece
(Leg) X, (Y)) = —g(X, NP (V)
elde edilir.
Le g=0<=>g (X, N®(Y)) =0, (VX,YE x (M) )
<=>N®)(Y) =0,
<=>N®=0
Yardimet Teorem 2.3.4. yardimiyla asagidaki karakterizasyon verilebilir.

Onerme 2.3.3. M bir degme yari-Riemann manifoldu olsun. O zaman M nin bir

K- degme manifold olmasi igin gerek ve yeter kosul N = 0 olmasidur.
h=1Lgp=-N® (2.3.19)
2% 2 e

tensorli, degme yari-metrik manifold geometrisinde onemli bir rol oynar. Yardimci

Teorem 2.3.3de Y yerine &, Z yerine de X alirsak

28((Vx$)EX) = g (ND(EX), ¢X) + 2€dn (& X) n(X) — 2&dn ($X,X) n(¥)

28(Vx(68) - (VxE),X) = g (ND(EX), 0X) — 2€g (X, $X)

—28(¢(Vx8),X) = g (= [6X] - ¢[5 dX] + §(M(X)).§, dX) — 2Eg (dX, $X)
2g(Vx§ ¢X) = g([X, 8] - ¢[5 dX] + s (X))E — 2€ dX, dX)

Vx§ = 5 ([X.8] - ¢[5 Px] + §(M(X))E) - EHX)

N |-

(Lg PX = [£¢X] + ¢[X,5] = NOX) = 2h(X)
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26h = ¢ [§dX] + ¢* [X,E]
= ¢ [&dX] — [X.E] + n(X.ED.8

Vx§ = 7 (—20hX) - EHX

Vi€ = — EHX - phX (2.3.20)
buluruz. Riemann durumunda h tensér self-adjoint olur,
h¢ = —dh
Ve
h&= trh = 0du.
Ustelik T =Lg g olarak

TXY) = 2g(X,h¢Y) (2.3.21)

yazabiliriz.

Her bir (M?"*1 7, ¢) (h.h.d) yari-metrik manifoldu ¢- baz1 olarak adlandirilan
O0zel Dbir ¢esit lokal yari-ortanormal baza sahiptir. Boylece bir baz
{&€eq, .. ,€n, deyq, ... be,} formundadir. Eger e; (1<i<n) space-like vektor ise
¢de; (1 < i <n)despace-like; e;(1 < i < n) time- like vektorise ¢ e;(1 <i <n)de
time-like vektordiir. Ozellikle bir h.h.d yapi ile birlestirilmis yari-Riemann metrik (2p+1,
2n-2p) ya da (2p, 2n-2p+1) isaretlidir. Bunu belirleyen § vektor alaninin space - like ya

da time- like olmasidir.
Onerme 2.3.4. (M?"*1 ¢, €1, g) degme yari-metrik manifoldunda div € = 0,
divn = 0 dir.
Ispat: M?27*1 de lokal ¢- baz1 {, ey, ... ... ,en, Pey, ... pe,} olsun.
divg = trVg = XL, € g(Ve,L,e5) + Xil1 € 8(Vge§ bey)
= - X1Eg(—Ede;) — phe;, €) + XTI, € g(—E(P%e)) — ph(dey), per)
=21 &i[(—8)g(de; ) — Eig(Phey, e)] + Lz € [E. g(e;, de;)
—g(phoe;, dpe;)]
= — Y1 & g(Phey, e) — Xio1 €9 (Phoe;, dey)

= - 1€ g(Phe; e) + X1 €,g(dphe;,e) =0
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Ayrica
divn = —trvn = —-€.div§ = 0

dir.

2.4. SASAKIAN YARI-METRIK YAPILAR
Tamm 2.4.1. (M, 1, g) degme yar1-metrik manifoldu

Normal ise ([}, ¢] + 2dn®E = 0) Sasakian’dir. h=0 ise yani & karakteristik vektor alani

g’ye gore Killing vektor alani ise K-degmedir.

Teorem2.4.1. (M?2%1, ¢, € 1, g) h.h.d. yari-metrik manifoldunun Sasakian olmasi

icin gerek ve yeter kosul,
(Vxd)Y = g(X, Y)§ — En(V)X (23.22)
olmasidr.

Ispat: M Sasakian olsun. O zaman NW=0 dur.
2g((Vx9)Y,Z) = g(NV (Y, 2), $X) + 2€dn (Y, X)n(Z) — 2Edn($Z X)n(Y)
= 2€g(dY, dXIn(Z) — 2€g(dZ, X)n(Y)
= 2€(g(Y,X) — En(In(X))n(Z) — 2€(g(Z, X) = En(@MO)n(Y)
= 26g(X, Y)n(Z) — 2n()n(X)(2) — 2€g(Z, X)n(Y) + 2n(Z)X)n(Y)
28((Vx9)Y, Z) = 2€g(X, Y)(€8(5, 2)) — 2€g((Y)X, Z)
2g((Vxd)Y, Z) = 2g(X, V)g(§ Z) — 2€g(m()X, Z)
2g((Vxd)Y, Z) = 2g(g(X, V)5, Z) — 2g(En(V)X, Z)
2g((Vx)Y, Z) = 2g(g(X, Y)§ — En(V)X, Z)
2g((Vx9)Y,Z) = 2g(g(X, Y)§ — En(V)X, Z)
Buradan V Z € y(M) icin dogru oldugundan,
(Vxd)Y = g(X, Y)§ — En(V)X
Bulunur. Y verini £ alirsak;

(Vx$)& = g(X,8)§ — En(®)X
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Vx($8) — d(Vxd) = En(X)E — €.X = E(—X + n(X)¥)
—$? (Vx§) = E(—9X)
Vit = —E¢X
boylece M Sasakiandir,
2(dn)(X,Y) = £.8(Vx§ Y) — €g(VyE, X)
= —g(pX,Y) + g(¢Y,X)
= 2g(X, Y)
[, PI(X,Y) = Np(X, Y) = $*[X, Y] + [$X, dY] —d[dX, Y] — $[X, dY]
= ¢(PVxY — GVyX) + VyxdY — VyydX
—$VxY + PVy X — pVx Y + dV 4y X
= —¢[gX, Y)§ — En(VX] + $[g(Y, X)§ — En(X)Y]
+8(9X, V)T — En(V)dX — g(dY, X)E + En(X)dY
= 2g($X,Y)§ = —2(dn)(X, Y)§
Np(X,Y) + 2dn(X, Y)E= 0

dir.

Sonug.2.4: Bir Sasakian yari-metrik manifold K-degmedir.

(Vxd)§ = g(X,8)§ — En(OX
Vx($8) — d(Vx8) = En(X)§ — €. X — d(VxE) = E(—X+n(X)E) = & q)ZX

2.5. DEGME YARI-METRIiK MANIiFOLDUN EGRILiK TENSORU

(M?"*1 q, @) degme yari-metrik manifoldunun egrilik tensoriinii R ile gosterelim.
R(X,Y) = Vixy; — [Vx, Vy]
dir.
RX,Y)Z = VixyjZ — [Vx, VylZ

R(X,8)& = Vix 5§ — [Vx, VE]E
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= € ¢[X, &] — dh[X, 5] — Vx(Vig) + Ve(Vx®)

= —& (VxE — VeX) — dph(VxE — VeX) — V50 + Ve (—EPX — dphX)

= —EP(VxE) + €. ¢(VeX) — dh(VxE) + dh(VeX) — . Ve(dpX) — Vi(dphX)
= —EP(VxE) — dh(VxE) + E.{ d(VeX) — Ve(dX) } + dh(VeX) — Ve(phX)
= —¢ ((Vsh) (X)) — £ GVE — phVxE

= ¢ ((Veh)(X)) — €. (—EPX — GhX) — Gh(—EPX — phX)

=—¢ ((Vgh)(X)) + €2¢p2X + £$p*hX — Ep2hX + h?X

R(X, )¢ = —¢ ((vfh)(X)) + ¢2X + h2X
yani
L:=IR(.,§)& = —¢d(Vsh) + 2 + h? (2.3.23)

¢ LX= (Veh)X — ¢pX + h?¢pX

b LdX = ((vzh)q)) X — b?X — h2X

l— ¢l = 2(p% +h?) (2.3.24)

2.6. DEGME LORENTZ MANIiFOLDLARI

Tanmmm 2.6.1: (¢, 1) hemen hemen degme yapisiyla (2n+1)-boyutlu bir

manifold M olsun. M iizerinde bir g Lorentz metrigi

nX) = -gEX) (2.6.1)
ve

g(¢X, ¢Y) = g(X,Y) + n(X)n(Y) (26.2)
olacak sekilde vardir.

Sonu¢ 2.6.1: M h.h.d manifoldu iizerindeki (2.6.1) ve (2.6.2) yi saglayan g

Lorentz metrigi i¢in

g(pX,Y) = —g(X, ¢Y)
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dir, yani ¢ anti-simetrik olacak sekilde M fiizerinde bir g Lorentz metrigi vardir.

Tamm 2.6.2: (¢, §, 1) hemen hemen degme yapisiyla birlestirilmis bir Lorentz
metrigi g olmak lizere M de (¢, §, 1, g) dortliistine bir h.h.d. Lorentzian metrik yap1 ve bu
(b,& 1, g) h.h.d. Lorentzian metrik yapr ile birlikte M’ ye de bir hemen hemen degme
Lorentz manifoldu denir. Ozel olarak g(& &) = —1 dir, yani £ karakteristik vektor alani

time-like’dur.
Tamm 2.6.3: (¢, §, 1) h.h.d. yapisiyla birlestirilmis g Lorentz metrigi

g(X,¢Y) = (dn)(X,Y)

esitligini sagliyorsa n’ya M iizerinde bir degme formdur denir. § karakteristik vektor
alani, 1 degme form ve g, (¢, §,n) degme yapisiyla birlestirilmis Lorentz metrigi olmak

tizere (M, ¢, &, 1, g) bir degme Lorentz manifoldu olur.

(M?™*1,n,g9) bir degme Lorentz manifoldu olsun.V ile M’nin Levi-Civita

konneksiyonunu gosterelim.
() EX) = —gX, $8) =0
dir.

Tamm 2.6.4. Degme Lorentzian metrik yapisi (¢, &, 1, g) olan (2n+1)-boyutlu bir
degme Lorentz manifoldu M olsun. Eger § time-like karakteristik vektor alan1 g ye gore
bir Killing vektor alani ise 0 zaman M iizerindeki degme Lorentzian yapisi bir K-degme

Lorentzian yap1 ve M’ye de bu yapi ile birlikte K-degme Lorentz manifoldu denir.

Onerme 2.6.1. M bir Lorentz manifoldu olsun. O zaman M nin bir K-degme

manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
Vxé = ¢X
olmasidir.
Ispat: Onerme 2.3.2 de € = -1 alrsak sonucu buluruz.

Yardimci Teorem 2.6.1: M’nin bir (¢, &, 1, g) h.h.d. Lorentzian metrik yapisi igin
2g((Vx9)Y, Z) = 3dd(X, dY, $Z) — 3dd(X,Y,Z) + (N (Y, Z), pX)

—N@ (Y, Z)n(X) — 2dn($Y, X)n(Z) + 2dn($HZ, X)n(Y) (2.6.4)

dir. (VX,Y,Zigin)



30

DX, Y) = g(X, $Y) (2.6.5)
alimustir.
Ispat: Yardimci Teorem 2.3.2 de € = -1 alarak soncu buluruz.

Yardima Teorem 2.6.2: M nin ® = dn ve N = 0 ile bir (¢, &1, g) degme

Lorentzian metrik yapisi i¢in

(@) 2g((Vx)Y,Z) = g(ND(Y,Z), $X) — 2dn(dY, X)n(2)
+2dn(¢pZ, X)n(Y) (2.6.6)
dir ve Ozellikle de
(b) Vep = 0 dir. (2.6.7)

Ispat: Yardimci Teorem 2.3.3 de € = -1 alirsak sonucu buluruz.

Yardimc1 Teorem 2.6.3. Degme Lorentzian metrik yapisi (&, §,n,g) olan bir
degme Lorentz manifoldu M olsun. O zaman N® ve N®) sifira esittir. Bundan
baska N®iin de sifira esit olmast icin gerek ve yeter kosul £ nin g’ ye gore bir Killing

vektor alant olmasidir.

Ispat: M Lorentz maifoldu iizerinde bir degme Lorentzian metrik yap1 (¢, E, 1, g)
oldugundan g(X, Y) = dn(X,Y) dir. X yerine ¢X, Y yerine ¢Y alirsak;

g(dX, $%Y) = dn(dX, ¢Y)
g(¢X, —Y + n(Y)§) = dn(¢X, $Y)
—g8(dX,Y) + n(V)g(¢X,8) = dn(¢X, ¢Y)
—g(@X, ) + NN (X)) = dn($X, ¢Y)
—g(¢X,Y) = dn(¢X, $Y)
gX, ¢Y) = dn(¢$X, $Y)

dn(X,Y) = dn($X, dY) (2.6.8)

olur. X yerine ¢X alirsak (2.6.8)

den
dn($X,Y) = dn($>X, ¢Y)
= dn(=X + n(X)§, dY)

= —dn(X, ¢Y) + n(X)dn(E oY)



= —dn(X, dY) —n(X)g($g Y)
dn($X,Y) + dn(X,dY) =0

olur. 1 , 1-form oldugundan,
2dn($X,Y) = dX(n(V)) — Y(n($X)) — n[dX, Y]
ve
2dn(X, ¢Y) = X(n($Y)) — ¢Y(n(X)) = nlX, ¢Y]
dir. Toplam alarak,
2[dn(¢pX, Y) + dn(X, ¢YV)] = 0
dX((Y) — dY((X)) — n[dX, Y1 =X, ¢Y] = 0
ya da
N@EX Y) =0
olur. Diger taraftan

0 = g(X,¢3) = dn(X,%)

1

=~ (X(n(®) — M) = nIX,3])
= () — X&)
dir. O halde
§(n() +nlX,g =0
(Len)(X) =N®X) =0
dir. Yani bir M degme Lorentz manifoldu icin N® = 0 olur. Bundan baska
(Leg) X, = 5(e(X,®) — g([5,X1,5) — g(X, [5,5D
= —§(m(X)) + & X]
= —§(n(X)) — nlX,
= —(Len)X)

= —-N®(X)
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dir. Diger taraftan
(Ledn)(X,Y) = Le(dn(X, Y)) — dn(LgX, Y) — dn(X, LgY)
= {(g(X, dY)) — g(LeX, dY) — g(X, dLeY)
= §(g(X, o)) — g(VeX — Vx, $Y)
—g (X $(V:Y - VyE))
= §(g(X, ¢Y)) — g(VeX, $Y) + g(Vx&, dY)

—g(X, dVeY) + g(X, VyE)

dir. Ayrica

5(8X &) — g(VeX, oY) — g (X, Ve(pV)) = 0
ve

Ve(dY) = (Ved)Y + dpVeY

Ve(dY) = pV¢Y
oldugundan

E(g(X, oY) — g(VeX, pY) — g(X, dpVeY) = 0
olur. Béylece
(Ledn) (X, Y) = g(VxE, PY) + g(X, $VyE)
bulunur. € vektor alami g Lorentz metrigine gore Killing oldugundan
Vx§ = ¢X ve ¢VyE=p(dY) = ¢*Y = —Y +n(Y)§
olmalidir. Béylece
(Ledn) (X, Y) = g(dX, dY) + g(X, =Y +n(Y)¥)
=gX,Y) + nXn(Y) —gX, Y) + n(VgX, %)
=nXnY) —nXn(Y)

=0
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dir.
0= (Ledn)(X,Y) = §(dn(X,Y)) — dn(LgX, Y) — dn(X, LgY)
0 = §(g(X, V) — g(LeX, dY) — g(X, pLeY)
0 = &(g(X, oY) — g([& X1, $Y) — g(X, $[E Y])

ve

(Leg) (X, dY) = £(g(X, dY)) — g([€ X], dY) — g(X, [€ YD)

oldugundan
0 = (Lgdn)(X,Y) = (Leg) (X, dY) + 8(X, [ HY]) — g(X, b[E YD)
0 = (Leg) (X, dY) + g(X, [§ dY] — H[E Y])
0 = (Lgg) (X, $Y) + g(X,N® (V)

(L) (%, 6Y) = —g (X, NO ()

elde edilir.
Lig=0 < g(XNOW)) =0 (VXY € x(M))
= NO(Y) =0
= N® =9

Yardimer Teorem 2.6.3 yardimiyla asagidaki karakterizasyon verilebilir.
Onerme 2.6.2. M bir degme Lorentz manifoldu olsun. O zaman M nin bir

K-degme manifold olmast i¢in gerek ve yeter kosul N® = 0 olmasidir.
=1 —IN®
h = > Ledp = SN

tensori, (2.3.19) da verilmistir. Degme Lorentz manifold geometrisinde de ayn1 tensorii

kullanarak
Vx& = X — phX
oldugunu gorebiriz.

Yardimei Teorem 2.6.2 de Y yerine § , Z yerini X alirsak

28((Vx )% X) = g(NMV(E X), dpX) — 2dn(pg X)(X)
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+2dn ($X, X)n ()
28((Vx($8) — d(Vx8), X) = g(NV(E X), $X) + 28(dX, dX)
~28(6(Vx®), X) = g([X,§] — S5 dX] +E((X))E dX) + 28(dX, $X)
28(Vxg dX) = g([X, &] — P[5 dX] + E(n(X))E + 20X, $X)
VxE = > (X, — $[5 dX] + §((X))E) + X
burada
(Led)X = [§ &X] + d[X,§] = NO(X) = 2h(X)
26h(X) = $[E dX] + H*[X, ]
= ¢[5 ¢X] = [X,&] + §(n(X))%
oldugundan
Vx§ = = (—2¢hX) + $pX
ya da
VyE = dX — phX (2.6.11)

buluruz. Riemann durumda h tensorii self-adjoint olup h¢ = —¢ph ve h§ = trh = 0 dir.
Ustelik T = L¢g alarak

TXY) = 2g(X, hoY) (2.6.12)
yazabiliriz.

Her bir (M2%*1 1, g) h.h.d. Lorentz Manifoldu ¢ bazi olarak adlandirilan 6zel bir
cesit lokal yari-ortanormal baza sahiptir. Boyle bir baz {§ eq, ..., e, dey, ..., de,}

formundadir. Sadece & vektorii time-like, digerleri space-like “dir.
vX e x(M), X€Sp{¢ey,..,endey, .., dey}
X=x85+xe; + -+ xpeq + xnp1deg + - + xoni1dey
g(X,X) = x7g(§,8) + x5g(es, e;) + -+ xig(en, en) + x5,18(dey, dey)
+ o+ x5n118(Pen, den)

gXX) = —xf+ x5+ +xf+xk o+ x4
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Onerme 2.6.3. (M?"*1, ¢, €, 1, g) degme Lorentz manifoldunda divg = 0, divn =
0 dir.

Ispat: M?"*1 de lokal ¢ baz1 {, e, ..., e, dey, ..., de, } olsun.

divg = trVg = XL, 8(Ve; & &) + Ziz1 8(Vge; 5 dei)
= YiL, g(de; — dhey e) + XL, g(d? e; — dh(dey, de;)
= Xi=18(dej, €) — g(dhey, ;) + Xii; g(—e; — dh(dey), dey)
= — Xit1 8(dhej, ) + Xi; —g(ei, dei) — g(Ph(dey), de;)
= YL, g(he;, dey) + XL, g(hd? ey, de;)
= Xi=1 8(he;, de;) — i, g(he;, de;)
=0

divn = —trVn = divE = 0
Tamim 2.6.5. (M, n, g) degme Lorentz manifoldu

(i) Normal ise yani [¢, ] + 2dn & & = 0 ise Sasakian’dir.

(i) h=0 ise yani § karakteristik vektor alan1 g Lorentz metrigine gore Killing
vektor alani ise K-degmedir.

Teorem 2.6.1. (M22+1 ¢, & 1, g) h.h.d. Lorentz manifoldunun Sasakian olmas i¢in

gerek ve yeter kosul
(Vxd)Y = g(X, E + n(NX
olmasidir.
Ispat: M Sasakian manifoldu olsun. O zaman N = 0 dur.
(2.6.6) dan
2g((Vx)Y, Z) = —2dn (Y, XIn(Z) + 2dn($pZ X)n(Y)
= —2g($Y, dXIn(Z) + 2g(Z, $X)n(Y)
= —2(g(Y,X) + n(Y)n))n(@) + 2(g(Z.X)
+n(ZnX)n(Y)
= —2g(X, Y)n(Z) — 2n(Y)n(X)n(2) + 2g(X, Z)n(Y)

+2n(ZnX(Y)



= +2g(X, )g(§ 2) + 2g(X, Z)n(Y)
= 2g(8(X, )& Z) + 2g(n(V)X, Z)
= 2g(g(X, Y)§ + n(Y)X, Z)
(Vxd)Y = gX, V)E +n(V)X
olur,
(Vx$)Y = g(X, Y)§ + n(Y)X olsun.
Y yerine £ alirsak
(Vx$)E = g(X, )& + n(OX
Vx(98) — ¢(Vx) = —n(X)E + X
—$(Vxd) = n(X)E + X
—$*(Vx8) = ¢(—n(X)E +X)
Vx€ = —n(X)$g + X
Vx€ = ¢X,
boylece M, Sasakiandir.
2(dn)(X,Y) = g(Vy§ X) — g(Vx&, Y)
= g(¢Y,X) — g(¢X,Y)
= g(¢Y,X) + g(X, Y)
= 2g(X, Y)
[0, dIX,Y) = N (X, Y) = $*[X, Y] + [$X, dY] — d[dX, Y] — d[X, Y]
= ¢(PVxY — PVyX) + VyxdY — VyydX — pVpxY + dVy X
—OVxdY + PpVyyX
= —pEE E+n(NX) + ¢(g(Y,X)§ + n(X)Y) + g(dX, )&
(N PX — g(dY, X)§ —n(X)pY
= 2g(Px,Y)§ = —2(dn) (X, Y)§
olup

Ne(X,Y) +2dn(X,Y)§ =0 dur.
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Sonug¢ 2.6.2. Bir Sasakian Lorentz manifoldu K-degmedir.
(Vx )& = g(X, )& + n(OX
Vx($8) — $(Vx§) = n(XE+X
—(Vxd) = —¢*X
Vx& = ¢X
(M?™*1 n, g) degme Lorentz manifoldunun egrilik tensoriinii R ile gdsterelim.

R(X,Y) = Vixy; — [Vx, Vy]

dir.
VX, Y,Z € x(M)
igin,
R(X, Y)Z = VixyiZ — [Vy, Vy]Z
R(X, §)& = Vix g8 — [Vx, Vel$
= ¢[X, €] — dh[X, §] — Vx(Vet) + V(Vx®)
= ¢(VxE — VeX) — dh(VxE — VeX) — Vx(0) + Ve(pX — phX)
= (Vx®) — ¢(VeX) — dh(Vx®) + dh(VeX) + Ve(¢X) — Ve(hX)
= (V38 — Ph(Vx®) + (Ve(dX) — b(VX) ) + dh(V:X) — Ve(ohX)
= $($X — $hX) — Ph($X — hX) + (Ved)X — ¢ ((Vzh) (X))
= —¢ ((Vh) (X)) + $?X — ¢?hX — Gh(pX) + Ph($hX)
= —¢ ((Vh) (X)) + §?X — ¢?hX + p?hX + h?X
R(X,§)E = —¢ ((Veh) (X)) + ¢2X + h2X
yani
= IR(.,, 9% = —¢p(Vch) + $p? + h?
dir.

$IX = (Veh)X — X + h2pX



olur.

PLPX = ((Vsh)p) X — p?X — h?X
L= ¢l = 2(* + h?)

38



UCUNCU BOLUM
YARI FINSLER MANIiFOLDLARI UZERINDE DEGME YAPILAR
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3.1. YARI FINSLER MANIiFOLDLARI

M, m boyutlu diizgiin bir reel manifold ve TM ise bu manifolda ait tanjant

demeti olsun. U , M manifoldunun agik bir alt kiimesi olmak tizere M {izerinde bir

koordinat sistemi {(U, ¢); x1, ..., x™} ya da kisaca {(U, ¢); x'} ile gdsterilir.

IT: TM —M kanonik projeksiyonu ile x € M noktasinda T,,M fibresi bulunur ,

yani T,M = m~1(x) olur ve M’deki koordinat sistemi sayesinde TM de
{(u, @); xt, ., x™, ¥t y™ = (W, @) 5 %Yyt )
seklinde yeni bir koordinat sistemi tanimlanabilir , burada

U* = 7~1(U) olur ve ®: U* - R?™ diffeomorfizmi her x € U ve y, € T,M
igin (x1,...,x™, y!,..,y™)= ®(y,) seklinde tanimlidir. y, in koordinatlar: kisaca (x,y)
ile gosterilir. Simdi M de U N U # @ olacak sekilde bir diger koordinat sistemi olan
{(U,@); %'} yi ele alalim. Boylece TM iizerinde (x,y) ve (%,7) lokal koordinatlar
arasindaki bagit1 agagidaki gibidir:

gl — i 1 A m )
{x ylx (x%,...,x™) 3.1)

= Bji (x)y’

. o : . 9 9 9 9
burada le (x) = 0x'/0x’ seklindedir. Ayrica (3.1) ifadesinden {axi'ayi} ve {afi 'ayi}

lokal ¢atilar1 asagidaki esitlikleri saglar:

j . 9%x a L d j k 0
B; (x) = ik T B; (x)_axf + B;, (x)y 357 (3.2
ve
d _ i 0
pie Bj (x)_ayi' (3.3)

Diger taraftan M manifoldunun T*M kotanjant demeti {izerindeki {dxi , dyi}

ve {dfi, dyt } lokal dual catilar1 arasindaki bagintilar ise asagidaki gibidir:
dx' = B} (x)dx/ (3.4)
ve

dy' = Bjy (x)y/dx* + B} (x )dy’ (3.5)
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TM’ nin sifir kesiti 8 olmak tizere (M) N M' = @ ve nr(M') = M i¢in TM nin
bostan farkli bir agik alt manifoldu M’ ile gosterilsin. My, = T, M N M' pozitif konik set
yaniherk>0ve y € M, igin ky € M, olur. Agikcast M’ bir Finsler manifoldu tanimi
icin gerekli olan

TM® = TM \ 6(M) esitligini saglar.

F:M' - (0,) dizgin fonksiyon ve F*= F% olsun. M deki her
{(U "LdN); xt, yi} koordinat sistemi i¢in asagidaki kosullar saglanir:

(F1) F’in (¥1, ...,y™) e gore pozitif olarak homojenlik derecesi 1 dir. Yani her
(x,y) € ®'(U") vek>0igin

F(x oo, x™ kyt, o ky™) = k. F(xt, ., x™, v, L, y™) (3.6)
esitligi saglanir.

(F2) Her (x,y) € ®'(U") noktasinda

1 0%F*
2 dytoyJ

gij(xry) =3 (x,y) l,] € (1' ,m) (37)

ifadeleri R™’ de pozitif tanimli kuadratik formun bilesenleridir. (F1) ve (F2) kosullarini
gergekleyen F temel fonksiyonu ile birlikte F™ = (M, M', F) bir Finsler manifoldu olur.
Ancak (F2) kosulu Finsler geometrisinin bazi uygulamalari i¢in uygun degildir. Bu sorunu
ortadan kaldirmak i¢in q < m olmak iizere F*: M’ — R diizgiin fonksiyonu tanimlansin.
Ayrica M deki her {(U T,dN); xt, yi} koordinat sistemi i¢in asagidaki sartlarin

saglandigini kabul edelim.

F1)F m (y%,..,y™) e gore pozitif olarak homojenlik derecesi 2’dir. Yani
her (x,y) € ®'(U") ve k > 0 igin

F*(xl, ., x™  kyY, o ky™) = k2. F*(x%, ..., x™,yL, ..,y™) (3.8)
esitligi saglanir.

F3) Her (x,y) € ®'(U’) noktasinda g;;(x,y) , (3.7) deki gibi tanimli olup R™

de q negatif 6zdegerli ve m-q pozitif 6zdegerli, 0<q<m, bir kuadratik formun

bilesenleridir. Boylece

F™ = (M,M', F*) q indekli bir yar1 Finsler manifoldu olur (Bejancu ve Farran,
2000).
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Ozel olarak g=1 ise F™ Lorentz Finsler Manifoldu ve q=0 ise Finsler Manifoldu

olur. Finsler fonksiyonu ile yar1 Finsler fonksiyonu arasindaki baginti ise

F(x,y) = [F*(x,y)[2 (3.9)

esitligi ile verilir. (3.8) ve (3.9) kullanilarak
1
F(OxL oo, x™ kyt, o ky™) = |F*(xY, ., x™ kyt, L ky™)|2
1
= | k2F*(xt, ..., x™, L, L, y™)|2
1
= k|F*(x}, ..., x™,yL, ..,y™)|2

= kF(xY, ., x™,yY o y™)

bulunur. Yani F™ yar1 Finsler manifoldunun temel fonksiyonu olan F, (2.6) y1 saglar.

Simdi (3.6) ifadesinin k’ ya gore diferensiyelini alalim.

i:_;i =F , (310)
buradan
i 0°%F

olur. (2.7) ifadesinde F* yerine F? alinirsa

9%F oF OF
95 = Foyiayi t 5yiayi (3.12)

bulunur. Ayrica (2.10) ve (2.12) ifadelerinden de

- oF
9ijy’ = F55i (3.13)

ve
gijy’yt = F* (3.14)
bulunur.

(3.14) esitligi yar1 Finsler manifoldu igin gegerlidir. (2.8) ifadesinde k’ ya gore

tiirev alip k=1 yazilirsa

ia_F* — *
oyt = 2F (3.15)
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olur. Elde edilen son ifadenin y/ ye gére tiirevi alinirsa

92%F* 92%F*

29 =Y 557 = 5y (3.16)

elde edilir. Son olarak (3.16) ifadesinin y* ya gore tiirevi almirsa
. O0°F 0
Y dyidyioyk
bulunur. Buradan her F™ yar1 Finsler manifoldu igin asagidaki esitlikler gegerlidir.

09ij i~ 909 ji— o 99 k _
ayk (x, 3’)3’ - O ) ayk (x, 3’)3’ - O ) Byk (x’ )’)y - 0 (317)

(F2) ve (Fy) ifadelerinden V(x,y) € ®'(U") igin
det|g;j(x,y)] # 0 (3.18)

oldugunu yani, [gl-j(x, y)] nin mxm tipinde tersi alnabilir bir matris oldugunu

sOyleyebiliriz. Karsit olarak (3.11) den

o]
det =0,

oyloyJ
olup (3.12) ile birlikte

OF OF
det |g;; - | =0 (3.19)

olur.

R™’in bir agik pozitif konik alt cimlesi D ve D ilizerinde bir diizgiin reel
fonksiyon olan f fonksiyonunu ele alalim. Tensor alanlarinin lokal bilesenlerinin ¢ogu

pozitif homojen fonksiyonlar oldugundan asagidaki tanim verilebilir:

f pozitif homojenlik derecesi r olan bir fonksiyon ise vV k>0 ve (y1,..,y™) € D

i¢cin
flkyt, ... ky™) = k"f(yL, ...,y™) (3.20)
olur. Buradan i € {1, ..., m} i¢in ;—;i ‘nin pozitif homojenlik derecesinin r-1 oldugunu

sOyleyebiliriz (Bejancu ve Farran ,2000).

Teorem 3.1.1. (Euler teoremi)
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D {izerinde diizgiin bir f fonksiyonunun pozitif homojenlik derecesinin r olmasi

icin gerek ve yeter kosul

i 0
yi % = f (3.21)

olmasidir.

Onerme 3.1.1.

i) Z_:; "nin (yt,...,y™) ‘e gore pozitif homojenlik derecesi 1’dir.

i) :—; ve gi nin (y!,...,y™ ‘e gdre pozitif homojenlik derecesi 0’dir.
i) (3.10), (3.11), (3.15) ve (3.17) numarali denklemler ayn1 zamanda (3.21)

ve burada yer alan fonksiyonlarin homojenligi kullanilarak da elde edilebilir.

VXEM, M, =T,MNn M alimp F™ = (M, M’, F*) yar1 Finsler manifoldunun
her tanjant uzayinda ii¢ hiperylizey tanimlanir. Bu yiizeyler asagidaki gibi ifade edilir.

IMf ={yeM,: F'(x,y) = 1}

IMy ={yeM;: F'(x,y) = -1}

AM, ={y e M;: F'(x,y) =0}

T,M 'de alinan IMy , IM; ve A M, hiperyiizeyleri, sirasiyla, pozitif indikatriks,
negatif indikatriks ve x noktasindaki null (lightlike) Finsler koni olarak adlandirilir. IM,
ve A M, sadece yari Finsler manifoldlarinda tanimlidir. Ozel olarak F™ bir Riemann

manifoldu oldugundan IM; ,IM; ve A M,, sirasiyla, birim yari kiire ,birim yari

hiperbolik uzay ve null(lightlike) koni olarak adlandirilir. Ayrica
IM+=LJIM,‘CF ,IM"=UIM; , AM=U/\Mx
XEM XEM XeEM

yazilabilir.

F™ bir Riemann manifoldu oldugundan IM* M iizerinde bir kiire demeti olur

(Bejancu ve Farran, 2000).

Ornek 3.1.1. M indeksi 0<q<m olan g = (gij) yart Riemann metrigi ile
verilmig m boyutlu bir yari Riemann manifoldu olsun. Béylece F™ = {R™, R™\0, F*}

bir yar1 Finsler manifoldu olur. Burada F*(x,y) = g;; (x)y'y’ seklindedir.

R™ 'de oklidyen yap1
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Fxy) = (Z12,0" )2) (3.22)

ve R™ ‘de 0<q<m indeksli yar1 oklidyen yap1

N2
Frxy) = =X, (0) + 2ot D? (3.23)
ile verilir (Bejancu ve Farran, 2000).
Ornek 3.1.2. M = {(yL,y%,y>) ER3;y1 > 0,y> >0,y >0} ve

M' = R3x M olsun. F: M' - (0,) Finsler fonksiyonu

Flx,y) = %/ Jy*y? (3.24)
seklinde tanimlansin.
(3.7) ve (3.24) den
yl yl—
6 —237 —2;
GO B e YD
[gij(x’ y)] T y2y3 2 y2 (yz) 2 y2y3 (3.25)
o2t 10 (Y
s 2y3 2 y2y3 (y3) .

buluruz. [g;;(x, ¥)] matrisi M’ iizerinde pozitif tanimhdir. Boylece F3 = (R3, M’, F) bir

Minkowski uzayidir.
Ornek 3.1.3. M= {(y4,y%y3,yH eER*;y1 >0,y>>0,y> >0} ve

M' = R* x M olsun.

F*(x,y) = 3*)* + (yy—y3)2 (3.26)

seklinde tanimlanan F* : M’ - R fonksiyonu i¢in

(2y?)” y2(y3)” 243 ]
3 14 _2 (y1)3 —2 (y1)3 0
2(y3) y3 2 2 O
9, (e )] = OBE (F) o (3.27)
(yz) y3 y2y3 ¥?
—25 st (yl) 0
0 0 0 14

bulundugundan F* = (R* M’, F*) bir yar1 Minkowski uzayidir ve indeksi 1°dir(g=1).

Yani F* bir Lorentzian Finsler manifoldudur.
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. 1
Ornek 3.1.4. M = {(y',y®) € R?; y' # 0,y2 # 0, %+ V4 >0}ve M' =

1 3
R? x M olsun. F*(x,y) = (y?)* + (3;—) seklinde tanimlanan F* : M’ — R fonksiyonu

2
i¢in

1
3
2 2
y 2

1\ 2 1\ 3
&) ()
y y

dir. O halde M* = {(xl,xZ,yl, y?) € M’;i—l > o} icin F2 = (R?, M*, F*) bir Minkowski

2

|
[gij(xJ )’)] = |
l_

N W

uzayidir. Aksi halde F? = (R? ,M'\M*, F*) indeksi q=1 olan bir yar1 Minkowski uzay1

olur.

Ornek 3.1.5. R? nin bir D agik ciimlesi i¢in f : D — R diizgiin bir fonksiyon
olsun. (m,n) € R? /{(2,0),(0,2)}’ yi m+n=2 olacak sekilde secelim ve
F'(x,y) = 2760 ) (r2)" (3:28)

fonksiyonunu tanimlayalim. F* fonksiyonunun (y,y?)" ye gére pozitif homojenlik
derecesi 2°dir. Ustelik F* , M’ = D X M iizerinde diizgiin bir fonksiyon tanimlar, burada

M olarak R? de agik bir ciimle alinmistir. Sonug olarak

L, — 1)(v?)>2 1,2
gy (x y) = o) (y1ym-2(y2)n-2 m(‘fnnyl)y(zy ) b Dy 629

bulunur. m=1 ve n=1 alarak D iizerinde bir Lorentzian yap1 buluruz.

m € (0,0)\{1} ve n € (0,)\{1} alirsak da F? = (D, M’, F*) bir yar1 Finsler

manifoldu olur.

Ornek 3.1.6. (M,a = (a;;(x))) m boyutlu bir Riemann manifoldu ve M

manifoldu tizerinde tanimli 1-form g = (B;(x)) olsun. M de bir {(U , Q) ;xi} koordinat

sistemini diistinelim ve ¢ (U) X R™ {izerinde

1
F(x,y) = (a;;()y'y?)? + |B:(x)y'| (3.30)
fonksiyonunu tanimlayalim. F fonksiyonu TM 'nin t(M") =M ,6(M)NnM' =@

olacak sekilde tanimli M’ agik alt manifoldu tizerinde diizgiin bir fonksiyondur ve V x €

M , M, bir pozitif konik climledir.
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Teorem 3.1.2. m boyutlu bir Riemann manifoldu (M, a = (aij(x))) ve M
tizerinde 1-form 8 = (B;(x)) olsun. O zaman F™ = (M, M', F) bir Finsler manifoldudur,

buradaki F fonksiyonu (3.30) da tanimlandig1 gibidir.

Ispat: F fonksiyonunun (F1) sartim sagladigin1 gormek kolaydir. (F2) sart1 iin
(%0, ¥o) € @(U) X R™ noktasini alalim dyle ki f;(xy)y, > 0 olsun. O zaman (x,,y,)
noktasinin bir V ¢ ¢(U) X R™ koordinat komsulugu her (x,y) € V i¢in B;(x)y* > 0
olacak sekilde mevcuttur. Boylece (3.30) dan

F(x,y) = llyll + B;(x)y" ,V(x,y) eV (3.31)

1
yazabiliriz. Burada [|lyll = (a;;(x)y‘y”)? dir. (3.12) ve (3.31) den

(xy) = F( )62F(x,y) 0F (x,y) 0F (x,y)
Bij\&y) = X%y dyiayl oy ayJ

lylI®

8100 y) = 222 (o () lly?Il — yly”) + <”yy—” + ﬁl-(x)) (ﬁ + ﬁjm) (3:32)

bulunur, burada y* = a;; (x)y* aldik.

Simdi sifirdan farklh v= (Vi) € R™ vektoriinii alip a;;(x) e gore Couchy—

Schwarz esitsizligini kullanalim. (3.32) den

Yi

F(x,y)
3 Iyl

Iyl

gy (%) Vivi= (MIPIYIE = @(v,9))) + (o piCo Vi) =0

buluruz.

Yukaridaki esitsizligin sadece V= 0 i¢in saglandigini1 gostermeliyiz.

Eger ||V]?|lyl|? — (oz(v,y))2 =0 (v#0) ise 2# 0 i¢in V= Ay vardir:
Boylece

gii(x y) Viv/= AF2(x,y) > 0

olur. Yani g;(x,y) bilesenleri R™ iizerinde pozitif tanimli kuadratik formun
bilesenleridir.

Bi(x0)yo < 0 durumunda ispat i¢in S;(x) yerine —B;(x) almamiz gerekir.

1941°de Randers tarafindan tanimlanan
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F(x,y) = (@ (0)y'y))z + Bi(x)y! (3.33)

fonksiyonu ile birlikte F™ = (M, M’, F) manifolduna Randers manifoldu denir.

3.2. DIKEY VEKTOR DEMETI VE FINSLER TENSOR ALANLARI
0 < q < m indeksli bir yar1 Finsler manifoldu F™ = (M, M’, F*) olsun.

m:M — M' submersiyonunun tanjant doniisiimi 7,:TM' - TM olmak iizere
Ker m, = VM' vektor demetini tanimlayalim. U' € M’ koordinat komsulugu tizerinde
m'(x,y) = x* lokal koordinatlari igin;

i(9) _ si i) =

mi(5m) =0 ve (6yf) =0,
olur. VM" vektor demeti, M’ {izerinde ranki m olan bir integrallenebilir distribisyondur
ve {a/ayi} , L(VM',;7) ‘nun bir bazidir. VM' vekt6r demetine F™ in dikey vektor demeti
denir.

n':TM' - M' kanonik projeksiyonu i¢in ' o X = [, olacak sekilde diizgiin

bir doniisiim X: M' - VM’ olmak tizere U’ € M' lokal koordinat komsulugunda
i a
— l
X =X(x,y) pye; (3.34)

dir, buradaki X! fonksiyonlar1 U’ iizerinde diizgiin fonksiyonlardir. (2.3) ve (2.34)
esitlikleri kullanilarak

X'(x%,3) = X’ (x,y)B;(x) (3.35)

bulunur, bu esitlik M’ tizerinde alinan U ve U’ lokal koordinat komsuluklar1 arasindaki

bagintiy1 gosterir.
Ozellikle her U’ € M’ koordinat komsulugunda

d

P (3.36)

L=y!

vektor alanini tanimlayabiliriz. Bu vektor alanina M’ {izerinde Liouville vektor alani

denir.

Finsler vektor alanlar1 dikey vektdr demetlerinin kesitleri olduklarindan Finsler
tensor cebirini M manifoldu iizerindeki tensor cebiri gibi kurabiliriz ancak TM yerine

VM' dikey vektor demetini almamiz gerekir. VM' dikey vektor demetinin dual vektor
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demetini V*M' ile gosteririz. O zaman Finsler 1-formu V*M' dual vektér demetinin

diizgiin bir kesiti olur. {a/c')y" ...,a/aym} bazina dual olan baz {8%,...,8™} olsun,

burada 6° (a/ayf) = 6]-" dir. O zaman her w € T (V*M') igin w;(x,y) = w(aiyi) lokal
koordinatlar1 cinsinden

w = w;(x,y)6" (3.37)
seklindedir. (3.3) ve (3.37) kullanilarak lokal koordinatlar arasindaki bagintiyi

wi(x,y) = W, (%,7)B;(x) (3.38)

G (%) = 67 (x,y). Bi(x) (3.39)
olarak buluruz.

Genel olarak F™ tizerinde (r, s) tipindeki bir Finsler tensor alani

T: (C(V* M) x (T(YM"))S - F(M")
seklinde tanimli (r+ s) — ¢oklineer doniisiimdiir Lokal koordinatlar cinsinden

[1) er) Ly _ o L 3
Ty (x,y) =T (6%, ...,6 ,ayjl,...,ayjs) (x,7) (3.40)

olup (2.1) deki lokal koordinatlar arasindaki bagintiya gore de

7 hll"'lh‘r ~ ~ k1 kS _ il""liT' hl hr
T = kl’ ---:ks (xly)le (x)l ---;Bjs (x) - le’ ".’js (xiy)Bil (x), ""Bir (x)

(3.41)
yazilabilir.
Yx € My noktasinda (r, s) tipinde bir Finsler tensor alani
Ty VM), = Lyys((V*M')], X (VM')3_; R) vektor uzayimn bir elemanidr.
TS (VM') = Uy em TS (VM'),, vektor demetine F™ Finsler manifoldunun (r, s)
tipindeki Finsler tensor demeti denir. Ornegin T (VM') = VM’ ve

TP(VM') = V*M' F™ in, sirastyla Finsler vektdr demeti ve Finsler kovektdr

demeti olur.

Her T € T(L((VM")",VM")), weT V*M'),X,eT(VM") a€{1.2..,1}

i¢in
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H: T(L((vM")",VM")) - T(T.(VM"))

H(T)(w, X4, ..., X;) = w(T(Xy, ..., X;)) (3.42)
olur.

(V*M")", ((VM")%) deki bilesenlerinin herhangi ikisinin yer degistirmesiyle
invaryant kalan (r,s) tipindeki bir T Finsler tensor alanina kontravaryant simetrik
(kovaryant simetrik) tensor alani denir. Eger T tensér alanmin isareti degisiyorsa
kontravaryant ¢arpik simetrik (kovaryant carpik simetrik) olur. Ozel olarak , r>2 igin (r,0)
tipinde ve (0,r) tipindeki Finsler tensor alanlari igin kisaca simetrik ya da ¢arpik simetrik

Finsler tensor alanlart deriz. (0,r) tipinde carpik simetrik Finsler tensor alani Finsler r-

form olarak adlandirilir.
M’ deki U’ koordinat komsulugu tizerinde
glUr: l"(VM'IUr) X F(VM'|UI) ->FM")

gl (VW) (x, ) = gij (e, IV, YW (x,¥) (3.43)
tensOriinii tanimlayalim, burada V ve W Finsler vektor alanlarinin lokal koordinatlari,
sirastyla, V' ve W ile gosterilmistir ayrica gij fonksiyonlar1 (2.7) de tanimlandig
gibidir. (3.43) den

0 0
dy;’ 9y;

95069 = gl (15 (69) (344

buluruz, (3.7) ve (3.3) den de
Gkn (&, 7)BE (B (x) = gij(x,¥) (3.45)

oldugu goriiliir. Her U’ € M’ lokal koordinat komsulugunda tanimli (g;;) lokal
bilesenlerine sahip olan g fonksiyonu F™ iizerinde (0,2) tipinde bir Finsler tensor alanidir
ve simetriktir. (F,) sartin1 saglayan g metrigine Finsler metrigi (F,) sartin1 saglayan g

metrigine de yar1 Finsler metrigi denir.

3.3. VEKTOR DEMETLERI UZERINDE LINEER KONNEKSIiYONLAR

¢ = (E, m, M) bir vektor demeti olsun, burada M, m ve E, sirasiyla, m-boyutlu
manifold, E den M ye projeksiyon doniisiimii, ¢ nin (m+r) boyutlu reel total uzayidir. £

nin her E, = m~1(x) fibresi r- boyutlu oldugundan ¢ ranki r olan bir vektdr demetidir
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diyebiliriz. Yani E, M iizerinde bir vektér demetidir. M nin her N alt manifoldu i¢in

vektor demetini de E| ile gosteririz (V x € N icin E, fibrelerine sahiptir).

M’deki {(U ,P); xi} koordinat sisteminden indirgenmis olan E vektér demetinin
{(Ur,@);x,y*}, i€{1,..,m}, a€{l,..,r}vektor demeti kesitini diisiinelim. E

tizerindeki koordinat dontistimleri asagidaki gibidir.
=% (xt, .., x™)
§¢ = L4 (x1, ..., x™)y" (3.46)

Burada L ile M tizerinde tanimli diizgiin fonksiyonlar gosterilmistir. M nin bir
U acgik ciimlesi ilizerinde E’nin diizgiin bir kesiti X:U — E seklinde diizgiin bir

doniistimdiir ve w o X = [, olur, I, ile M {izerinde 6zdeslik doniisiimii gosterilmistir.

Eger Vx € M ,E nin bir {U*, ¢} vektér demeti kesiti 1<p<r sayist i¢in
®(mr~Y(U) N F) = U X RP olacak sekilde var ise E nin bir F alt ciimlesine bir vektor alt
demeti denir. Yani F , M tizerinde bir vektor demetidir ve her F, fibresi R? ye izomorftur.
Ozellikle M nin TM tanjant demetinin bir vektor alt demeti M iizerinde bir distribiisyon

olarak adlandirilir.

Lokal koordinatlar: {X*} olan ve her X € I'(TM) i¢in f € F(M) olmak iizere
— yi 9L
X(f) = X'(x) 55 (3.47)

dir. M iizerinde X ve Y vektorlerinin Lie braket operatori [X, Y] olup bir vektor alanidir

veV f € F(M) i¢in asagidaki gibi tanimlidir;

X, Y1(H) = X(Y(N) — Y(X(N). (3.48)

D ,M fizerinde ranki p olan bir distribiisyon olsun. Eger her X ,Y € T'(D) i¢in
[X,Y] € I'(D) ise D distribiisyonuna bir involitive denir. D nin bir integral alt manifoldu
her x € Nigin TyN c Dy olacak sekildeki M nin bir N alt manifoldudur. D
integrallenebilirdir deriz eger her x € M i¢in {(U ,0); xi} koordinat sistemi vardir dyle ki
x*=c*,ae{p+1,...,m}c*€R ile verilen her U alt manifoldu D nin integral

manifoldlardir.

Teorem 3.3.1. M iizerinde bir D distriblisyonunun integrallenebilir olabilmesi
i¢in gerek ve yeter kosul involutive olmasidir. Ustelik V x € M, D nin tek lifi N, olup

x’1 igeren diger baglantili integral manifoldlar1 N, in alt manifoldudur.
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M fiizerinde E vektor demetinin bir kesiti I'(E) ve F(M) — modiil olmak iizere
bir diferansiyel 1-formw : I'(E) —» F (M) seklinde tanimlidir. E nin dual vektor demetini

E* ile gosterelim ve (p+q) ¢ok lineer doniisiimii asagidaki gibi tanimlayalim ;
S: (F(EM)P x (F(E)NT = F(M).

Bu dontisiim E vektor demeti iizerinde (p, q) tipinde bir tensodr alanidir. M
tizerinde E ve F vektor demetleri igin F degerli diferansiyel g-form bir g-cok lineer

dontigiim olup {1,...,q} nun her o permiitasyonu i¢in
w: (F(E)T - T'(F)
W(X(,(l), ...,Xa(q)) = sgno w(Xy, ..., Xq)
seklinde tanimlidir.

M deki her X vektor alanina gore Vy diferansiyel operatorii & vektor demeti

tizerinde bir lineer konneksiyon olup VY € I'(E) icin
Vx: T(E) » T'(E) , Y > VyY

seklinde tanimhidir ve VX,Y € I'(TM),Z,U € T(E) ve f € F(M) i¢in asagidaki

esitlikleri saglar;
Vf X+YZ = vaZ + VyZ (349)
Vx(fZ+U) = fVyZ +X(f)Z +VxU (3.50)

Vx operatoriine X' e gore kovaryant tiirev operatorii denir. E lizerinde tanimli bir

w 1-formunun kovaryant tiirevi

(Vw)(2) = X(w(2)) — w(VxZ) (351)
seklinde tanimlidir (Vv X € T'(TM) ve Z € T(E)).

E tizerinde taniml1 (p, q) tipindeki bir S tensor alaninin kovaryant tiirevi

vwserl(E"), Z, € T(E),se{l,..,p} ,t€{l,..q}

VxS (W, .o, w?P 2y, Z, ) = X(S(WE, o WP 2y, 0, 2, )

=3P (S(wh, VWS, o WP, Zy, ., 2 )

=2 S(wh, WP Zy, .V 2y, ., Zy)) (3.52)

seklinde tanimlidir. E de tanimli (1, q) tipindeki bir tensor alaninin kovaryant tiirevi de
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(V%S) (Zy, ., Zg) = Vx(S(Z1, ., Z4))
—Yi1S(Zy, o Vx Zy ., Zy) (3.53)

seklinde verilebilir, burada S : (T'(E))? - T'(E) bir g-lineer doniigiimdiir, X € T'(TM) ve
Z; € T(E) alinmustir. Eger S tensér alan1 V ye gore paralel tensor alani ise VX €
I'(TM), VyS = 0 dir. Ozel olarak E vektdr demeti iizerinde V ye gdre paralel olan g yari

Riemann metrigi varsa V bir metrik lineer konneksiyondur deriz.

M iizerinde (E,E’'ve E') vektor alanlarinin sirasiyla (V,V' ve V'") lineer

konneksiyonlartyla verilmis olduklarini diigiinelim. O zaman

S: T'(E) XT'(E") » T'(E") bilineer doniisiimiiniin V* kovaryant tiirevi

vX € I'(TM), Y e I'(E)ve Z e I'(E')

(VS)(Y,Z) = VY (S(Y,2)) — S(VxY,Z) — S(Y,V4Z) (3.54)
seklinde tanimlidir.

E iizerinde tanimli bir V lineer konneksiyonunun egrilik formu M iizerinde

L(E, E) degerli bir 2-formdur ve V X, Y € T'(TM) i¢in

QX,Y) =VyoVy —VyoVy —Vixy (3.55)

seklinde tanimlidir. E=TM ise V konneksiyonu M’ de bir lineer konneksiyondur. Q egrilik

formu R egrilik tensor alanini asagidaki gibi tanimlar:

RX,Y)Z = QX,Y)Z = Vx(VyZ) — Vy(VxZ) — (V[X,Y]Z) (3.56)
buradaVv X,Y,Z € I'(TM) dir.

Vv X,Y € T'(TM) igin T torsiyon tensor alani

T(X,Y)=VyY -V, X — [X,Y] (3.57)
seklinde tanimlidir.

M iizerinde taniml1 bir yar1 Riemann metrigi g olsun. O zaman M de asagidaki

sartlar1 saglayan bir tek V lineer konneksiyonu vardir:
(1) g,V ye gore paraleldir.
(Vx (¥, 2) =X(g(¥,2)) — g(Vx¥,2) — g(Y,VxZ) = 0 (3.58)

(Y X,Y,Z € T(TM))
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(i)  V torsiyonsuz lineer konneksiyondur.

Vel — VX = [X,Y] (3.59)

(VX,Y € T(TM))

VX,Y,Z € T(TM), Levi-civita konneksiyonu

29(VxY,2) =X(9(V,2)) +Y(9(X,2)) - Z(g(X, 7)) + g([X,Y], Z) +

9([Z,X],Y) — g([Y,Z], X) (3.60)

seklinde tanimlidir.

Ly X‘e gore Lie tiirevi gostermek tizere eger X bir killing vektor alani ise

Lyxg = 0 olacagindan VY, Z € T'(TM)

Lxg(Y.Z) = g(VyX,Z) + g(VzX,Y) (3.61)
olur.

Uc Mvel(E|y) dekilokal bazlar sirasiyla {% ,i=1, ...,m} ve

{S,,a =1,..,r}olsun. V lineer koneksiyonunun I'? (x) lokal bilesenlerini

Vo, Sq=T2(x)S, (3.62)
/3yi

seklinde tanimlayalim. U N U # @ olacak sekilde bir diger U € M koordinat komsulugu
i¢cin

O _picn o
=B/ () (3.63)

Sy =Gl (x0)S, (3.64)

elde ederiz. G2 fonksiyonlar1 V x € U N U igin [G2 (x)] r X r tipinde tersi almabilir bir
matris olacak sekilde U N U iizerinde taniml1 diizgiin fonksiyonlardir.(3.49), (3.50) ,(3.62)
ve (3.64) esitliklerinden

aG& (x)

[2:(0)Gf (x) = B/ ()GEOTE (%) + =45

J

(3.65)

buluruz.

Teorem 3.3.2. ¢ = (E,m, M) vektor demeti tizerinde bir V lineer konneksiyonu

vardir ancak ve ancak M’nin her bir lokal koordinat komsulugunda (3.65)’i saglayan mr?

tane I'?; (x) diizgiin fonksiyonu vardur.
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X= Xi(%) ve Z = Z%S, alarak (2.49),(2.50) ve (2.62)’ den
VxZ = Z{ix'S, (3.66)

buluruz, burada

=92 4 gbrp (3.67)

l dxt

benzer sekilde (3.51) nin lokal karsiliklar

(VxW)Z = wg X'Z° (3.68)
olup burada

Waii = 5ot = Wyl (3.69)
ve

Wo = W(Sq)
olur.

Simdi {S,} nin {#%} dual bazin1 alip E iizerinde tanimli (p, q) tipinden S tensor

alanmin lokal bilesenlerini asagidaki gibi tanimlayalim:

bq,..,.h
S : ..,aZ = S(Bbli LLLD Bbp; Sall ---,Saq)

aq,..

(2.52), (2.66) ve (2.69) dan

aq

by,...h i
(VaSY(W?, e, WP, Z, o, Zg) = Sg) 00 X' Wiy, ey Wy Z37, 0 2

1,....,aq|l
buluruz ki burada w" = wy 6%n , Z, = Z;*S,,  ,{h€1,..,p}

(k€1,..q}ve

bq,...,b ai,...,a z bq,...bp—1¢bp41,...Db b
Sa ap = i q + S 1 +1 pFC h
Lreeeny q|L axl al,....,aq
h=1
bq,...,b
_y4 1reeu®p c
Zk:lSal,....,ak_lcak+1,...,aq l—‘aki (3-70)

(3.48) deki Lie braket operatorii de lokal bilesenler cinsinden

axt, @

axf) axt (3.71)

.9yt .
— ] _VyJ
(X Y] = X/ == —v
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olur. (3.55), (3.66),(3.57) ve (3.58) den
OX,Y)Z = Ry ;Z°Y'XIS,

buluruz, burada Ry ;; yerine

oy b
ve M’nin V lineer konneksiyonu yerine de Va/ ,% = U a—k alip (3.56) ve (3.57) den
daxJ

_ pk hvivi 0 _ mkvivi 9 e .
R(X,Y)Z = Ry;;Z2""Y* X/ o Ve TX,Y) = TileX]ﬁ bulabiliriz, burada

rk

arh K
M =5~ 5 T T —Th, T (3.73)
ve
Tjj =T — T (3.74)
olur.

Levi-civita konneksiyonunun lokal bilesenleri Christoffel sembolleri olarak

adlandirilir ve asagidaki gibidir.

agn .
g".f 991y (3.75)

axl dxt axh

kK _1 gkh
Lj =39 (

3.4. VEKTOREL FiNSLER KONNEKSiYONLARI

0 <q <2n+ 1 indeksli yar1 Finsler manifoldu F?"*1= (M, M’, F*) olsun. m : M’
—M submersiyonunun m,: TM’ — TM tanjant doniisiimiinii ele alalm ve (TM')V =

kerm, vektor demetini tammlayalm. U’'c M’ koordinat komsulugunda 7' (x,y) = x*
B i o\ _ e
lokal koordinatlar cinsinden r} (a 1) 6 ve m, (a }) 0 bulunur. Yani {ayf} :

['(TM'|;)V nin bir bazidir. Boylece (TM')Y, F2"*! in dikey vektdr demeti olarak

adlandirilir.

Lokal olarak U'c M’ koordinat komsulugunda X* ler U’ iizerinde diizgiin

fonksiyonlar olmak iizere

V _ yi 9
XV =X(x,y) 51 (3.76)
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olur. Ayrica (TM")Y nin dual vektér demeti (T*M "V ile gosterilir. Boylece Finsler 1-

Form (T*M’)Y nin diizgiin kesitidir. { ———1 nin dual bazinin {§y?, ..., §y?"*1}

dy 17" a 2n+1
oldugunu kabul edelim. Bodylece 6&y* ( ) 6; Eoolur. Yani we (T*M")V igin
wi(x,y) =w ( aiyi) olmak iizere

wY = w;(x,y)8y! (3.77)
yazilir.

TM' de (TM')Y nin tamamlayici distribiisyonu (TM")* ile gosterilir ve

nonlineer konneksiyon ya da yatay distribisyon olarak adlandirilir. Boylece

M = (TMY" @ (TM")Y (3.78)
esitligi yazilir.
{%, s #} lokal vektor alanlarmin seti T(TM'|,)* iizerinde bir bazdir
yani
SO g
sxi  axt L ayJ (3.79)
olur.

M' lizerinde X vektor alanimi diisiinelim. X € TM' i¢in lokal olarak
X = X(x,y) =+ Xi(x,y) — (2.80)
77 sxt 77 gyt '

yazilir. Acik olarak X'(x,y) = 0i¢in (M")" € M’ ve X!(x,y) = 0igin (M")V € M’ elde

edilir. {%,...,anﬂ} nin dual bazi {dx?,..,dx*"*'} | yani dx’ (66]) = &/ olsun.
Béylece her bir w € T(T*M’'|,)* icin
wi(x,y) = w(dx) ve w; = w; — Nijwj olmak iizere
w’ = W;(x,y) dx! (3.81)
esitligi yazilir. Buradan
8y’ =dy' + N/ (x,y)dx/ (3.82)
olur (Bejancu ve Farran, 2000).

w 1-form ve w = W; (x, y)dx +w;(x,y) §y* vew = w¥ + w" olmak iizere
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wHXV)Y=0,wYX*) =0 (3.83)

r
yazilir. M’ {izerinde (p S) tipinde bir Finsler tensor alan1 agsagidaki lokal forma sahiptir

q
(Sinha ve Yadav, 1988).

_ i1,...,ip,a1,...,ar ) ) r a
T = ’I}i:---;jq:blj---:bs (x,y) o R.Q — Rdx* R .. dx* ® or ®
F)
" ® o OV ® .. ® by’ (3.84)

Tammm 3.4.1. M’ iizerinde tamiml1 V Finsler konneksiyonu, yine M’ iizerinde
tamimlanan V=FI" lineer konneksiyonudur ve bu konneksiyon y, € M’ olmak iizere
(T, M")™ yatay lineer uzay1 V ya gore paraleldir. Benzer sekilde y, € M’ i¢in (T, M")Y

dikey lineer uzayi da V ya gore paraleldir.

M' tizerinde V lineer konneksiyonunun M’ iizerinde Finsler konneksiyonu

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(VxY™)Y =0,(VgY")* =0,VvX,Y €T, M’ (3.85)
VY = (VYO 4+ (v, Y)Y (3.86)
Vyw = (Vxw™)H + (Vyw")V ,vw e T; M’ (3.87)

esitliklerinin saglanmasidir.(Sinha ve Yadav, 1991).

Uyan1 3.4.1. V, M’ iizerinde bir Finsler konneksiyonu olsun. Boylece asagidaki
esitlikler elde edilir (Szilasi ve Vincze, 2000).

v e (T, M) >vXeT, M;VyY e (T, M),
H H
Ye(T,M) =>VXeT, M ;e (T, M) (3.88)

Tanim 3.4.2. M’ {izerinde bir V Finsler konneksiyonu i¢in Finsler tensor alanlari

cebirinde h ve v kovaryant tiirev operatorleri mevcuttur.

VX € T, M'icin

VEY = VyuY, VEf =X¥(f), vW €T, M', ¥f € I(M") (3.89)
olsun. Egerw € Ty M'ise VY € T, M' i¢in

(VEW)(Y) = XH(w(¥)) — w(V{Y) (3.90)

yazilir ve V3 ,h kovaryant tiirev operatorii olarak adlandirilir.
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Benzer sekilde VX € T, M igin

VXY =VwY, Vif =XV(f), VY €T, M', Vf € I(M") (3.91)
olsun. Egerw € Ty M'ise VY € T, M' i¢in

(VIW)(Y) = X7 (w(1)) — w(V¥Y) (3.92)
yazilir ve V¥ v kovaryant tiirev operatdrii olarak adlandirilir (Antonelli, 2003).

Tanmm 3.4.3. w € T;xM’, M’ iizerinde bir diferensiyel g-form, V; M’ iizerinde
bir lineer koneksiyon ve T; V nin torsiyon tensorii olsun. Bu durumda dw dis diferansiyeli
vX; € T, M’ igin

q+1

dw (X1, ., Xg41) = Z(—n”l‘ (VW) (X1, s Ky oo s X 1)
i=1

-~ leisjsq+1(—1)i+jW(T(Xi,Xj),Xl, 'Xi' ,Xj, ,Xq+1) (393)
seklinde tanimlanmustir (Sinha ve Yadav, 1988).

Onerme 3.4.1. V, M’ iizerinde bir Finsler koneksiyonu ve w € Ty M " 1-form

olmak lizere VX,Y € T, M' i¢in dw dis diferansiyeli asagidaki esitlikler ile ifade edilir
(Miran, 1982).

dw (XV,YV) = (Vyw)(¥") = (Viw)(XYV) + w(T(XV,Y")) (3.94)
dw (X7, 7)) = (VEw) () — (Vfw)(XH) + w(T(XH,Y%))

Bu Finsler konneksiyonunun T torsiyon tensor alani bes Finsler tensor alani ile

karakterize edilir. Bu tensor alanlar1 asagidaki gibi ifade edilir (Miron, 1982):

[TX¥, YO, [TX™, Y], [T, Y, [TXY, Y]V, [T(XH, v )%

3.5. FINSLER KONNEKSiYON EGRILIKLERI
vX,Y,Z € T, M’ igin V konneksiyon egriligi
R(X, Y)Z = VXVYZ - VYVXZ - V[X,Y]Z (395)

esitligi ile verilir. R(X,Y)Z operatorii yatay vektor alanlarini yatay vektor alanlarina ve
dikey vektor alanlarini dikey vektor alanlarina doniistiiriir. Sonug olarak her X,Y,Z €

T, M' ig¢in
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R(X,Y)Z = R*(X,V)Z" + RV(X,Y)ZV (3.96)
yazilir. R(X,Y)Z,X ve Y ye gore skew simetriktir. Boylece asagidaki teorem verilir:

Teorem 3.5.1. T, M’ tanjant uzay: lizerinde V Finsler konneksiyon egriligi

asagida verilen alt1 Finsler tensor alani ile ifade edilir (Antonelli, 2003).

R(X™, Y)Y 2% = VE VY 27 — VIV Z7 — Vo yo0, 27 (3.97)
R(XV,Y™)Z™ = Vi 27 — V¥ V3 Z? — Vv yoy 27 (3.98)
R(X™,YI)ZV = VIV ZY — VIVEZY — Vo yo0 2V (3.99)
R(XV,YV)ZM = VyVyZ™ — VyVRZ? — Vv v, Z% (3.100)
R(XV,Y™)Z? = VXV ZV — Vi VRZV — Viyv ya, 2V (3.101)
R(XV,YV)Z" = VxVyZ" —VyVRZV — Vigv v, ZV (3.102)

Boylece V Finsler koneksiyon egrilik tensorii Berwald bazina gore ii¢ farkli

sekilde ifade edilir.

S S\ _pi 5

R (Sxk ’ 6xf> sxh — Thjk gyi (3.103)
9 S\ _pi S

R (6yk'5xf) sxh — Thik syi (3.104)

9 9N\ _gi 8
R (6yk'6yf> 5k = Shjk 5 (3.105)

Bu ti¢ bilesen Teorem 2.5.1 de ifade edilen birinci, ii¢lincii ve besinci Finsler

tensorlerine karsilik gelmektedir. Diger ii¢ Finsler tensorii ise asagida verilen esitliklere

karsilik gelmektedir.
S S\0 _pi 9
R (Sxk ’ Sxf) ayh Rpji ayt (3.106)

9 S8\Oo _pi O
R (6yk' Sxf) ayh Ph]k oyt
(L L)L —gi 9
ayk’ ayi) ayh — “hjk ayt
Boylece VI = (Nji,Fjik, jik) Finsler koneksiyonlari R,"ljk,P,‘;jk ve S,"ljk olmak
tizere ii¢ lokal bilesene sahiptir (Antonelli, 2003).
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3.6. HEMEN HEMEN DEGME FiNSLER YAPILAR

M' tizerinde ¢ tensor alani, 1 1-form ve & vektor alani olmak tizere

i o) ; ~ 9 .
¢ =" + ¢V = ¢j(6,y) 57 Q dx! + §j(x,) 5; ® 5y (3.107)
n=n"+n"=n(x,y)dx" +7;(x,y)8y"
—H 4 ¥V _ xi S L E 0
E=8"+8 =8(xy) ;5 +8xy) P> (3.108)

olsun.

Tammm 3.6.1. M'iizerinde, ¢, n ve & (3.107) ve (3.108) deki gibi

tanimlansin. Boylece

N =10 y)dxt, 1Y =Mi(x, )86y

R F =T SR

olmak iizere
@) ="+ " QE, (¢ =-1"+1" R ¥F (3.109)
nE)=n"E) =1 (3.110)

esitlikleri varsa, bu durumda (¢”, €% ,n%) ve (¢, &” , 1Y) yapilan sirasiyla,

M"" ve (M")Y iizerinde hemen hemen degme Finsler yapilar olarak adlandirilirlar.
g

Burada M’ = (M")"@(M")? bir Finsler vektor demetidir (Kilig, N., 2019).

Teorem 3.6.1. (M")" ve (M')? Finsler vektor demetleri iizerindeki hemen

hemen degme Finsler yapilar (¢p*, €% n%) ve (¢ , €V , ") olsunlar. Boylece
PHED) = V() =0, N7 o =qV o ¢” =0 (3.111)
esitlikleri saglanir.
Ispat. (3.109) yardimiyla
(@7)?(E™) = =g +n™ (&7) &7
yazilir. Ayrica ¢ (%) = 0 ya da ¢p™ (£%), sifir 6zdegerine karsilik gelen  ¢*'m

nontrivial ~ 6zvektoriidiir. (3.109) kullanilarak

0 = (™)™ (")) = —p" (&™) + 0’ (¢ E) E"
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veya
7 E) =0 (¢ (§7)) &
elde edilir. Eger ¢ (£%) nontrivial 6zvektor ise n™ (¢ (%)) # 0 olur. Boylece
0=(¢")? (€") =™ (97 ™)) ¢™ E)=(" (¢™ E"N?*E" %0
elde edilir. Ancak bu bir celiskidir. Yani ¢* (£%) = 0 olur. Benzer sekilde
¢V (8Y) = 0 ifadesi de elde edilir.
Diger taraftan ¢p™ (€)= 0 oldugundan VX* € (TM")*, XV € (TM")V igin
7 ($X70)) ¥ = 2 (X)) + (X)) = n* ($7 (X7 & = 0
ve
" (¢7(") 8" =0
elde edilir. Boylece n* o ¢* =0ven” o ¢V =0 olur (Kilig, N., 2019).
Teorem 3.6.2.(M")" ve (M")" iizerinde sirasiyla (¢*, &%, n%) ve (¢V, &, 1")

hemen hemen degme Finsler yapilar ise rank¢* = rank¢?= 2n dir.

Ispat.

P (TJ’xMI):H - (TyxM')H Yy €M,

rankg™ + ker¢p® = 2n + 1 = dimM,, (Vx € M) (3.112)
vX™ € ker¢g™ igin ¢ X* = 0 oldugunu biliyoruz. Boylece

0= ¢2X" = — X" + (X)) & ya da X* =¥ (X*) & elde edilir. Yani
X% € Sp{e*} = ker¢™ olur. Buradan ker¢™ = dim(ker¢™) = 1 olur ve (3.112) dan
rank¢” = 2n bulunur.

Benzer sekilde
v ’ v ’ v ’
85 (1, )" = (1,0)” vy, € b1,
rankg? + ker¢? = 2n + 1 = dimM., (Vx € M) (3.113)

vXV € kerg icin VXV = 0 oldugundan 0 = ¢p2XV = —XV + nV(XV) &’ ya



63

daXV =nY(XV) & elde edilir. Boylece XV € Sp{€"} = ker¢V olur. Buradan ker¢V =
dim(ker¢") = 1 olur ve (3.113) den rank¢? = 2n bulunur. (Kilig, N. 2019)

Uyan 3.6.1: (M")" ve (M")V tek boyutlu olmak iizere (M")" ve (M")V alt
demetleri iizerinde (¢p*, &% , n%) ve (¢, €, 1Y) hemen hemen degme yapilar ile
birlikte (M), ¢*, &% | 1) ve (MY, ¢V, €, n¥) hemen hemen degme Finsler
manifoldlar1 olarak adlandirilirlar (Kilig, N., 2019).

3.7. YARI FINSLER MANIiFOLDLARI UZERINDE HEMEN HEMEN DEGME
YARI METRIK YAPILAR

F2"*1 = (M, M', F*) yar1 Finsler manifoldu olsun. (V%) ve (W) lokal bilesenler
ile birlikte V ve W vektor alanlar1 igin

2p2

gfj*, gij = %% i,j €{1,2...,2n + 1} esitligindeki gibi tanimlanmak iizere,

gF:T(TM")Y x T(TM")Y - H(M")
g” (VW) (x,y) = gf; (e, »IViCx,y) Wiix,y) (3.114)

tanimlayalim. Boylece
F* Fr, 90 0
9ij xy)=g (a_yu@)(xJ’) (3.115)
yazilir. Acik olarak g simetrik Finsler tensor alani olur. g¥ , yar1 Finsler metrik olarak
adlandirlir. Ayrica gF, (TM')Y Finsler vektor demeti iizerinde yari-Riemann metrik
olarak diistiniilebilir.

22

Benzer sekilde gf . gi; =3 a‘;gyj i,j€{12..2n+1} deki gibi olmak

lizere,

gF:T(TM) x T(TM")* - $(M")

g" W W) (x,y) = gff (6 y)Vixy) Wi, y) (3.116)
95 0y = 97 o) (X,Y) (3.117)

tanimlanabilir. g*, yar1 Finsler metrik olarak adlandirilir. Ayrica g*, (TM")™ Finsler

vektor demeti iizerinde yar1 Riemann metrik olarak diisiintilebilir (Bejancu ve Farran,
2000).
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Bir Finsler vektorii X € (TM')Y (X € (TM")*) igin
9" =95, ), G) = (x,y) €M’
olmak {izere
g§;(X, X) > 0veya X = 0 = space — like,
g5 (X, X) < 0 = time — like, (3.118)
g5 (X,X) =0 X # 0= light — like(null)

seklinde tanimlanmustir. Diger taraftan bir Finsler normu (uzaklik)

1
XNl = | g5, (X, X)|? (3.119)
esitligi ile verilir (Bejancu ve Farran, 2000).

gJ‘f;(X, X) = 1 ise X birim space — like Finsler vektor gg;(X, X)=-1ise X
birim time — like Finsler vektor olarak adlandirilir. X birim Finsler vektor ise &=

ggx (X, X) ifadesinde yer alan ¢, X in igareti olarak adlandirilir.
vX,Y € T(TM') igin
G:T'(TM") xT'(TM'") - $(M')
GX,Y)=G"X,Y)+GV(X,Y) (3.120)

tanimlayalim. Acik olarak G, M’ iizerinde (0,2) tipinde bir simetrik tensor alani olur.
Ayrica G non-dejenere ve sabit indekslidir. g yart Finsler metriginin indeksi olmak iizere

M' {izerinde G yar1 Riemann metriginin indeksi 2q olur.
G=gbhdx'®dx) + g5 6y ® 8y =G" + GV (3.121)
M' izerinde G Sasaki Finsler metrigi olarak adlandirilir.

Tamm 3.7.1. (M")" yatay vektor demeti ve (M')? dikey vektdr demeti iizerinde
sirastyla (@7, € %) ve (¢V, €, 1Y) hemen hemen degme yapilar olsunlar. G* ve GV

metrik yapilari
G (PXT, V7)) = G (X, YT — en™ (XTOnT (YD),
GV(pX7,pYV) = GV (XY, YY) —enV (X )V (YY) (3.122)

G(X,PY) = G™(¢X, 9Y) + GV (X, $Y)
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esitliklerini saglarsa bu durumda (¢, €%, ™, G*) yapis1 (M")" iizerinde hemen hemen

degme yar1 Finsler metrik yap1 olarak ve (¢, €V, 1V, GV) yapisida (M")? iizerinde hemen

hemen degme yar1 Finsler metrik yapi olarak adlandirilir. Burada € = +1 olmak {izere

N (X%) = 67 (X7, 87), nV(XY) = 6V (XY, E) (3.123)

seklinde tanimlanmustir.

Sonuc 3.7.1. (¢*, &% 0", G¥) ve (¢V, &, 1V, GY), sirasiyla, (M) ve (M")Y

tizerinde hemen hemen degme yar1 Finsler metrik yapilar olsunlar.

ve

(3.122) ve (3123) ifadelerinden
GH(PXM,YH) = —GH (XM, p¥™),

GV(pXV,YV) = -GV (XY, pY"V) (3.124)

GP(px ™, pYI) = —G¥ (92X, ¥

GV (XY, YY) = =GV (¢p%XV,YV) (3.125)

esitlikleri elde edilir.

Bu esitlikler yardimiyla

QXY™ = GH (XM, pY?)

QX Y") = GV(XY,¢YV) (3.126)
Ikinci temel form tanimlanabilir (Sinha ve Yadav,1991).

Onerme 3.7.1. Yukarida tanmimlanan ikinci temel form igin asagidaki esitlikler

gecerlidir.

ve

QpX7, 9Y7) = (X7, Y7,

QpXV, YY) = Q(XV, YY) (3.127)

QX YH) = —QY ¥, x™),
Qxv,Y") = -V, x") (3.128)

(Sinha ve Yadav,1991).
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Onerme 3.7.2. V, M’ iizerinde Finsler konneksiyonu ve Q; Q(X,Y) = dn(X,Y)

sartin1 saglayan ikinci temel form olmak {izere asagidaki esitlikler saglanir.
QX*,Y%) = (Vi) (r™) — (W) (X*) + n(TX™, Y%,
QXY v") = (VEn)(rY) - (W) (x”) + n(T(x", v")) (3.129)

Boylece M’ {izerinde hemen hemen degme yar1 Finsler metrik yapi hemen

hemen e-Sasakian Finsler yap1 olarak adlandirilir. Ayrica

(gl)j{, g n}[,G}[) ve ((,‘bv, g, T]V,GV) yapilari, sirasiyla, (M’)h ve (M"Y

tizerinde hemen hemen e-Sasakian yapilar olarak adlandirilir.

Teorem 3.7.1. Q ikinci temel form ve M’ {izerinde torsiyonu sifir olan V hemen

hemen g-Sasakian Finsler koneksiyonu olmak {izere asagidaki esitlikler saglanir.
QX¥, Y = (Vi)Y — (vif)x*,
QX?,YV) = (Vyn)YY — (vin)XxV (3.130)
(Sinha ve Yadav,1991).

Tanim 3.7.2. M’ lizerinde hemen hemen &-Sasakian Finsler yapi, n 1-formu

Killing vektor alani oldugunda e-Sasakian Finsler yap1 olarak adlandirilir.
(V¥ () + (W) (x™) = o,
(Vi) (") + (Wyn)(x") = 0. (3.131)

M' lzerindeki V torsiyonsuz Finsler konneksiyonu Sasakian Finsler

konneksiyonu olarak adlandirilir (Sinha ve Yadav,1991).

Teorem 3.7.2. M' {izerinde g-Sasakian Finsler yapi ile birlikte V torsiyonsuz

Finsler konneksiyonu ve () ikinci temel form olsun. Boylece asagidaki esitlikler saglanir.
QX*,v%) = 2(Vgn)(r™) = —2(Vy'n) (X*)
X", YY) = 2(Vin)(rY) = —2(Vyn)(x") (3.132)

(3.20) ve (3.23) ifadelerinden G (X%, pY™) = dn(X*,Y*) ve
GV(XV, YY) = dnY(X",Y") yazilir. Boylece

dn(X¥, Y7 = GH (XM, oY) = QM (X*,vH) (3.133)

ve
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dn(XV,YV) = GV (XY, YY) = Q¥ (XV, YY) (3.134)

elde edilir (Sinha ve Yadav,1991).

3.8. YARI FINSLER MANIiFOLDLARI UZERINDE DEGME YAPILARIN
INTEGRALLENEBILIR TENSOR ALANLARI

F?*1 = (M, M', F*), 0<q<2n+1 indeksli yar1 Finsler manifoldu olsun. (M")" ve
(M"Y iizerinde (¢™, € ™) ve (¢, €, V) hemen hemen degme Finsler yapilarinin
integrallenebilir tensér alanlart VE™, X7, v¥ € (TM")™ ve v&V,XV,YY € (TM")V igin

asagidaki gibidir.
N7 (X, Y) = [pX”, oY ] — p[pX T, Y] — p[X7, pY*]
ve

NYV(X,Y) = [¢pX",pY"] — p[pXV,YV] — p[XV, dpYV] + ¢p2*[X", Y]
+ ng(XV, YV)EV

ayrica V', X7, y™ € (TM")" ve vV, XV, YV € (TM")V igin N*,N?, N3 ve N*tensor

alani agagidaki gibidir.
NT(XM,YH) = Ny (X7, V) + an? (X7, v 7)er (3.135)
NZXTYT) = Lgyn™ (r™) = Lgym™ (X7)
N3(X™) = L), N* () = L™ ()

ve
N'(XV,YV) = Np (XY, YY) + dnV (XV,YV)EY (3.136)
NZ2(XV,Y") = Ly’ (YY) — Lgyn”(xV)
N3(XV) = L{p(XV), N*(X¥) = L{n"(XV)

Hemen hemen degme Finsler yapinin normal olmasi i¢in gerek ve yeter sart

yukarida tanimlanan dort tensor alaninin sifir olmasidir.

Yardime1r Teorem 3.8.1. N'!=0 ise N2 =N3=N*=0 (Yaliniz ve
Caliskan 2003).
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Onerme 3.8.1. (M")" ve (M")? Finsler vektor demetleri iizerinde (¢p%, €% , n%)
ve (¢”, €7, 1Y) hemen hemen degme Finsler yapilarinin normal olmast igin gerek ve yeter

sart

Ny +dn* Q€™ =0,

Ng+dn" @& =0 (3.137)
esitliklerinin saglanmasidir.

F?"*1 = (M, M’', F*) manifoldunun yar1 Finsler metrigi ile birlikte (M")" ve
(M")? vektor demetleri t{izerindeki hemen hemen degme yar1 Finsler metrik yapilari,
sirastyla, (¢, €%, 0¥, G* ) ve (¢7, &, nY,GY ) olsunlar. (M)"* ve (M')? vektor
demetleri iizerinde, G* ve GY yari Riemann metrik olarak diisiiniilebilir. Eger £
karakteristik vektor alan1 G yar1 Riemann metrigine gore ve £ karakteristik vektor alani
da G yar1 Riemann metrigine gore bir Killing vektor alani ise bu durumda (M')" ve
(M')? iizerindeki degme yar1 metrik yapilar K-degme yar1 metrik yapilar ve (M")" ve

(M")? demetleri de K- degme yar1 metrik Finsler vektor demetleri olarak adlandirilir.

Yardimei Teorem 3.8.2. (M')" ve (M')? iizerinde, sirasiyla, (¢*, &% ,n™, G*
Yve (Y, £V, 1Y, GV ) degme yari Finsler metrik yapilar olsunlar. Béylece N2 =0 ve N4
= 0 olur. Diger taraftan N3 = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart G* ve GV metriklerine

gore & ve & vektor alanlarmin Killing vektdr alan1 olmasidir.
Ispat. (3.126) ve (3.133) ifadelerinden
dif (@X7, pY ™) = Q(PXT, ¢Y7) = G7 (X, p?Y7") = GT (X7, pY ™)
= dn* (X", Y%)

esitligi elde edilir. Buradan dn* (¢pX*,Y*)+ dn* (X%, pY*) = 0 olur. Béylece N? =

0 olur. Diger taraftan

0= G (X, p8’") = dn’ (X’ §)
= X" @) = ¥ &) - X7 5]
elde edilir. Boylece

FM (X)) + " (X7, 8D = 0
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olur. Buradan LY n™ = 0 elde edilir. Yani N* =0 olur. Ayrica
LFG)(X¥ §)=eg” (0¥ (X7)) — en [€%, X% |= e(LEn ™)X ¥ =0
oldugundan (LJE{ dn*) = 0 bulunur. Sonug olarak
LEdn’) X", y™) = W, y") =0
elde edilir. Buradan
0 =g1GM" (X", pY™) — G ([, X™],9Y™) — G(X™, [, Y ™))
= (LFG™)X™, Y™ + ™ (X7, (L P)Y™)
= (LFG™)XY, ¢Y™) + GT (X, N3 (Y™))
bulunur. Bdylece N 3=0 esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart E}[ m Killing

vektor alan1 olmasidir. Benzer sekilde N2 = 0 ve N* = 0 olur. Ayrica N3= 0 esitliginin

saglanmasi igin gerek ve yeter sart £ nin Killing vektor alan1 olmasidir (Kilig, N., 2019)

Yardima Teorem 3.8.3. (M')" ve (M')? Finsler vektor demetleri iizerinde,
sirastyla, (@7, € 0%, G* ) ve (¢”, €V, 1Y, GV ) hemen hemen degme yar1 Finsler metrik

yapilar olsunlar.

Boylece V X7, Y¥,72% € (TM")* igin

2GH ((VE )Y, 23)=GH* (N1 (YH,Z%), pX*) — dQ(X*,YH,Z%) +
dQX?, oY, $Z7) + eN? (Y7, 27 (XT) — edn (927, XP I (Y71) +
edn* (¢Y, X¥ ™ (Z%) (3.139)
ve VXV, YY,ZV € (TM")V i¢in

2GV((VY)YV,Z")=G" (N*(YV,Z"), pX7) — d(X",YV,ZY) +
dQXV,pYY, ¢ZY) + eN?*(YV, 2"V (XV) — edn’ (¢Z”, X" )V (YY) +
edn’ (Y, X" )M (Z2V) (3.140)

olur.
Ispat. V bir Finsler koneksiyonu olmak iizere
2GM(VEYH, 27) = XHGH (Y, ZM) + YR G (X, Z7) — ZH G (XM, Y )

+GTE([XH, Y1), 27 + GH([Z%, X7, ) — G ([Y™, 2], X%)  (3.141)
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ve
2GY(VxYV,2%) =xV6V(YV,ZV) + YVGV (XY, ZV) - 2V GV (XY, YY)
+GV([XV,YV],ZY) + GV([zV,XV],YV) — GV ([YV,ZV],XV) (3.142)
esitlikleri mevcuttur. Ayrica
dQ(X7,yH, 73y = X7 QYH, 27 + YHQ(Z, X)) + 27 (X, YH)
—Q([X*,Y*],Z2%) — o[z, X*], Y*) — ([Y¥,Z2%], x%) (3.143)
ve
doxV, YV, zV) = XVa(Y", zV) + YVQ(zZV,XV) + 2VaXV, YY)
—Q([XV,Y"1,2V) — o[z, X"],YV) — Q([YV,Z"],X¥) (3.144)
yazilir. (3.126) ve (3.131) kullanilarak
2GY ((V};qb)YV, ZV) = pYVGY (XY, ZV) = 2VaX", YY) + G*([XY, $YV], ZV)
+Q([ZV,XV1,YY) = GV ([¢Y", ZV],X¥) + YV Q(XY, ZV) — ¢ZV GV (X7, YY)
+Q([XV,YV],ZV) + G¥([¢pZY,XV], YY) — G¥([YY, pZV], XV) (3.145)
elde edilir. (3.144) ifadesinden, (3.126), (3.127) ve (3.128) kullanilarak
dOXY, YV, 7V) = X’ Q(YY, Z7) + YV GV (ZV,X7) — epYV (nV(ZV)nV(XV))
+ep2” (07 (YN (XV)) = $ZV6V (XY, YY) + GV (IX”, ¢YV], 27)
—enV[XY, oYV InY(ZY) + 6P ([¢Z",XV], YY) — en” (Y)Y [$ZY,XV]
~Q([pY”, $Z"],XY) (3.146)
bulunur. Diger taraftan (3.136) ve (3.126) kullanilarak
GY(N'(YY,Z7),pX") = —Q([YV, ZV],XV) + Q([¢Y", ¢ZV], X¥)
—GV([¢Y",2V],XY) + enV[pY", ZVInV (XV) — G ([YY, $ZV], X¥)
+en”[YY, ¢ZVInV (XV) (3.147)

esitligi elde edilir. (3.135) ifadesinden
N2V, 277 (X7) = Y7 (07 (Z) = 92V (nV (Y7)) =V [pY", 2]

NV [YY, ¢Z"In" (X") (3.148)



71

bulunur. (3.144), (3.146), (3.147) ve (3.148) kullanilarak (3.140) elde edilir. Benzer
sekilde

dQX™, pY*, pZ7) — dQ(X*, Y™, Z7) + G (N (YH,Z7), pX™)
+eN2 (Y, Z7 ™ (X7) + edn™ (¢Y7, X" O™ (27)
—edn” (27, X7 M (Y7)
= ¢Y'GH(Z, X)) — pZHGH (XT,YH) + GH([XH, pYT], Z%)
+GH ([PZ7, XT], YT — Q([¢pY*, pZ7], X%) + Y Q(X¥, 2%)
—Z7QX™, YY) + QX YH], 27) + (27, XM, YH) + ([Y*¥, Z7], X7)
+Q([pYT, 927 ], X7) — Q([Y™, 27],X7) — 7 ([¢Y, 27], X™)
=G ([Y", ¢Z27'], X)) = 2G™ (V¥ )Y, Z7)
elde edilir (Kilig, N., 2019).

Yardimei teorem 3.8.3. Q = dn ve N? = 0 ile birlikte (M")" ve (M")? iizerinde
sirasiyla (¢, € 0¥, G ) ve (97, €V, 1Y, GV ) degme yar1 metrik yapilar olmak iizere

v X¥ Y*, 7% e (TM)* ve v XV, YV, ZV € (TM")Y igin

@ 2G% ((v;fqb)Y}f, 27) = GH (N (Y¥,27), pX™)

+edn™ (Y™, XPOT(Z7) — edn™ (977, X T (YH) (3.149)

ve

2GY ((V¥)Y”,27) = G (N*(Y", 27), $X¥)

+edn” (oYY, XYY (ZY) — edn” ($ZV, X )V (YY) (3.150)

() Vip=0,Vip=0 (3.151)

(Kilig, 2019).

Ispat. (a) (3.149) ve (3.150) ifadelerinden elde edilmek istenilen esitligin varlig
agikardir.

(b) N2(X*,8") = 0 olmasindan

N2(X,E) = ¥ [pX™,E7] = — dn (9X 7,5 = 0
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olur. Boylece (3.149) dan v X*, Y%, 2% € (TM")" i¢in
G* (VEp)x¥,2%) = 0
elde edilir. Yani V' ¢ = 0 olur. Benzer sekilde ¥V XV, YY,ZV € (TM")" igin
" ((Vi9)x",2") =0
olur. Yani V¢ = 0 bulunur,

Onerme 3.8.2. (M")" ve (M')? iizerinde (¢p*, &% , n*,G* ) ve (¢V, 7,
n”,GY) degme yari Finsler metrik yapilar olmak iizere, bu yapilarin K-degme yar1 Finsler

metrik yapilar olmasi i¢in gerek ve yeter sart N3 = 0 olmasidur.

Sonuc 3.8.1. (M")"* ve (M")? iizerinde e-Sasakian Finsler yapilar K-degme yari-
metrik yapilardir (Kilig, N., 2019).

Teorem 3.8.1. (M')" ve (M) iizerinde, sirasiyla, (¢p%, &% , n%,G% ) ve
(Y, €, nY,GY) degme yar Finsler metrik yapilar olmak iizere, bu yapilarin K-degme
yar1 metrik Finsler yapilar olmalari i¢in gerek ve yeter sart

VEE =~ X, VyE =~

dXV (3.152)
esitliklerinin saglanmasidir (Kilig, 2019).

Ispat. (7, &% 0™, G¥ ) ve (¢”, £V, 1Y, GY) yapilari birer K-degme yar1 metrik
yap1 olsun. Boylece , &¥ ve £ Killing vektdr alan1 olmak iizere, asagidaki esitlikler

saglanir.

L{G" = L{GY = 0.

Ayrica

GH(VHE", vH) = —GH (X, vifeh),

GV (Ve YY) = —G¥(XV,vye") (3.153)
elde edilir. Diger taraftan Koszul formiiliinden

2GH (VIEH, YH) = XM (YH) + EHGH (XM, ) — ev ¥ (n}f(x}f))
+GH ([X, 5], YH) + en® [V, X7 + GH (Y7, €], X %) (3.154)

ve
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2G7 (VI X7) = eY? P (X¥) + §GH (Y, X¥) — eX™ (n* (')
+GH([YH, ], X)) + en™ [X7, Y ™) + GH([X*, 871, Y™) (3.155)
bulunur. (3.154) ve (3.155) ifadelerinden
GH(VEE, v¥) — GH(VIe", X ™) = edn® (X", Y%)
olur ve (3.147), (3.153) kullanilarak, vV X*, Y*, &% € (TM")* i¢in
G (VEEX, Y ™) = G (- % HX, YT
bulunur. Boylece Vi &% = (—%(l)XH ) olur. Benzer sekilde V XV,YV,&¥ € (TM")V igin
gV Killing vektor alani oldugundan, Koszul formiiliinden V YV € (TM')Y olmak iizere
GV (VYE",vY) = GV (— ; oX", YV)
elde edilir. Boylece
VIE = (-5 ¢x")
bulunur.

&M 1n Killing vektor alani olmasi igin gerek ve yeter sart N3 = 0 olmasidir.

Lgrm™ = 0 olmasindan
0 = (L dn™)(x?,v?) = ¥ (dn” (X7, ") ) — dn? (1%, X*4], ¥ 70)

—dn™ (X, [E", Y] = LEGM (X, Y oy ™) + 7 (X, (LY ¢)Y™)

elde edilir ve boylece L%[ G =0 esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart L%L[ ¢=0

esitliginin saglanmasidir. Boylece

1 1
hzzL%{qb =-N? (3.156)

seklinde bir tensor ortaya ¢ikar. Bu tensér degme yar1 Finsler metrik yapilarin
geometrisinin tanimlanmasinda Onemli bir rol oynar. Ayrica (3.149) ve (3.150)

kullanilarak kovaryant tiirev operatdriine ait asagidaki 6zellikler ispatlanabilir.

Vip=0,Vip=0 (3.157)
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ve
&
VEE = 2 px¥ — phx*,

&

vyey = — EqbXV — ¢hXV. (3.158)

Riemann durumda (3.157) ve (3.158) ifadeleri kullanilarak h tensoriiniin self-
adjoint oldugu, yani h¢p =—¢h ve hé = trh = 0 oldugu ispatlanabilir. Ayrica T =
L¢G alinirsa

(XY, YY) = 26V (X", h¢pY")

(X7, Y7) = 267 (X, hepY?)
bulunur.

Standart ortonormallestirme islemi ile birlikte her bir ((M")", 7, % 1, G¥)
(hemen hemen) degme yar1 Finsler metrik manifoldu ¢”- bazi olarak adlandirilan 6zel
bir gesit lokal yar1 ortonormal baza sahiptir. Boyle bir baz {E}, ..., EX¢EJ, ..., pEX, &
} formundadir.

Benzer sekilde (M")Y,¢Y,&” , nV,GV ) (hemen hemen) degme yar1 Finsler
metrik manifoldu ise ¢~ bazi olarak adlandirilan 6zel bir gesit lokal yar1 ortonormal
baza sahiptir. Béyle bir baz {EY, ..., EY, EY, ..., pEY, €’ } formundadir. Ozel olarak,
yar1 Riemann metrik, & nin space-like yada time-like olmasina gore, (q,2n + 1 — q)ya
da (q + 1,2n — q) olmasi durumunda hemen hemen degme Finsler yap1 ile uyumludur.

Simdi bununla ilgili asagidaki yardimci teoremi verelim (Kilig, 2019).

Yardimer Teorem 3.8.5. (M), ¢™ & 1™, G" Yve (M), 97, , 1", GY)
degme yar1 metrik Finsler manifoldlari olsunlar. Boylece

dive® =0, divm™* =0

divey =0, divnY =0
olur.

Ispat. (TM")" iizerinde {Ei’, .., EX, ¢EI, ..., pEX, T } ¢*- bazim ele
alalim. Boylece Vg'[ &% = 0 ve h¢p =—¢h oldugundan,

n

n
divE™ = trve¥ = z & G¥ (VITE" ) + z &; G¥ (V, €%, $EX)

i=1 i=1
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n

n
1 1
= 2> @G (BN EI) = ) & G (PhEY EX) +5 ) & G¥ (2Ey, $E)
i=1

n

=1

=1

n n n
- Z & GM (hE, E;) = — Z & G™ (QhEI EF) + 2 & GX (hEN, EY)
i=1 i=1 i=1
—0
ve
divn = —trvi{ = —edivg™ = 0

bulunur. Benzer olarak (TM')? iizerinde {EY,...,EY,¢EY,..,¢EV, &V } ¢V baz1 ele

alinirsa
divn” = —trVy= —edivg’ =0

elde edilir.

3.9. YARI FINSLER MANIiFOLDLARI UZERINDE s-SASAKIAN YAPILAR

Tamm 3.9.1. (¢*, &% 0™, G™) ve (¢, € , 1Y, GY) degme yar1 Finsler metrik
yapilari

(i) Normal, yani [¢*,pH ]+ dn* Q@ & =0, [¢V, Y]+ dnV R E =0 ise
Sasakian olarak adlandirilir.
(i) h=0, yani &€ ve & Killing vektdr alanlari ise K-degme olarak

adlandirilir.
Teorem 3.9.1. (M")" ve (M) iizerinde, sirasiyla, (¢, € 1%, G¥) ve

(7,8 ,nY,G") hemen hemen degme yar1 Finsler metrik yapilarin -Sasakian

yap1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
(VE )Y =~ [G7 (X%, VP — en (v )X %] (3.159)
(VEp)Y” =[GV XV, YT — e’ (YV)XV] (3.160)

olmasidir (Kilig, 2019).

Ispat. Yap1 normal ise N' = N? = 0 ve Q = dn olur. Boylece (3.149) ifadesini

kullanarak
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26 ((VEP)YH, Z%) = G (X, Y™ (Z%) — eGM (X, 27 )™ (Y ™)
= eGH (X, YM)eGH (Z,8%) — eGH (T (YT XH, 2%)

= GH (XM, Y)GH (ZM, ) — e (M (YH)XT, Z7)

= T (G (X7, YTOE — en® (YT) X7, Z7)

esitligi elde edilir. Ayrica , vV X*,Y*, 8% € (TM")¥ i¢in

N =

(VXY =S [GT (X7, YT)E — en (Y7 X*]

olur. Benzer sekilde (3.150) ifadesini kullanarak , v XV, YV, &V € (TM")Y igin

(VXYY =[GV (XY, YV)E — enV(Y")X"]

N =

bulunur. Diger taraftan yapr (3.159) ve (3.160) esitliklerini saglar. Ayrica (3.160)

esitliginde Y* = € alinirsa
1
(VX 9 = 5 (GH (X, E)F — ex™),
1
—p(V¥E) = EE(T]H(X}[)E}[ —X7)
£
—¢* (VX ) = - > (pX™)
€
ViE =~ 59X "
elde edilir. Benzer sekilde (3.161) esitliginde de YV = £’ alinirsa
£
vygl = — 5 X v

olur. £ skew-simetrik oldugundan & ve & nin Killing vektdr alam1 oldugunu
sOyleyebiliriz. Ayrica
Np (X7, Y7 + dn’ (X7, Y757 = —p (VY oY ™ — ¢V Y™)
+O(VY pXT — PV XT) + (VgxdV ™ — VG, Y ™) — (Vgy pX ™
- ¢V$[YX H)
+dnT (X7, YH)EH

= —p(V¥ PIY + (V¥ Q)X + (Vi)Y ™ — (VE, ) X*
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= 2 BEP (X, YO — en? (Y )x7)
+@(GT (YT, XTVE — en™ (XTOYT) + 6T (PXT, YTOE — en™ (YT X
—G¥ PV, XP)FE — en’ (XP)pY ™} + dn (X7, Y )EH
= —G (X", YN + dn” (X, Y I)EH
= —dn (X7 VPO + dn? (X7, Y78
=0
elde edilir ve benzer sekilde
Ne(XV,YV) +dn’ XV, YV)EV =0
olup yap1 e-Sasakian yapi olur.

Teorem 3.9.2. (M')" ve (M")Y iizerinde sirasiyla (¢*, % , n™, G¥) ve (¢V, &Y
, 1Y, GY) yapilarmin K-degme olmasi igin gerek ve yeter kosul asagida verilen iki

durumun saglanmasidir.

(1) (M) iizerinde &%,G"  metrigine gore Killing vektor alam ve (M')Y

lizerinde £V, GV metrigine gore Killing vektdr alanidir.
(2) (M")P demetinin her noktasinda flag egriligi Z ve (M")¥ demetinin her

noktasinda flag egriligi Z tir (Kilig, N., 2019).

Ispat. (M) iizerinde (¢, € | 1%, G¥) K-degme yap1 olsun. X% &% a

ortogonal birim vektor alan1 olmak tizere (3.152) ifadesinden,

G (R(X™,EEM, ) = G (VEVEEH — VEVREY — Vi 87, X7
= GGV (@K™ + 5 (—5 @2X7) = 2 g (VEX70), x7)

= 2(GQr, X - (X)GH (X7

1
=7 G (X7, X7

bulunur. X bir space-like vektor ise €% bir time-like vektdr olur veya X7 bir time-like

vektor ise €7 bir space-like vektor olur. Simdi (M")Y iizerinde (¢V, &V , 1", GY)
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K-degme yap1 olsun. Benzer olarak, XV, £V a ortogonal birim vektor alan1 olmak

tizere, (3.152) ifadesinden
GV RO, B, XY) = IV, XY) P (XVIGV (&, X))

1
=267 (X", xY)

bulunur. XV bir space-like vektor ise £” bir time-like vektdr olur ya da XV bir time-like

vektor ise £V bir space-like vektor olur. Boylece

G (RX,EM)E™, X™) ¢
K&, 8%) = GH(XH XY 4

ve

GV(R(XV,€")E",XV) &
KO = GV(XV,XY) 4

elde edilir. Diger taraftan (M")" iizerinde €, G metrigine gore Killing vektor alani

oldugundan VX%, Y% € (TM")*igin
edn® (XM, v¥) = GM (VN v¥) — GH(vife, x%)
= —2GM (Ve x ™)
€
= —26% (-5 Y™, x*)
= eGH (XM, oY)
dn (X7, v7) = GH* (X7, pY ™)
bulunur. Sonug olarak (M')" iizerinde (¢*, &% , 1%, G¥) yapis1 K-degme yap1 olur.
Benzer sekilde (M')Y iizerinde £, GV metrigine gore Killing vektor alani oldugundan
vXV,YV € (TM")V icin
dnV(X",Y") = GV(XV,¢Y")

elde edilir ki bu da (M")? iizerinde (¢¥, € ,nY,GY) yapisinin K-degme yap1 oldugunu
gosterir.

Teorem 3.9.3. (M) ve (M")” Finsler vektor demetleri iizerinde, sirasiyla,

(o7, 8 1", G")ve (¢V, & ,1Y,GY) e-Sasakian Finsler yapilar olsunlar. Boylece V

Finsler koneksiyonunun Riemann egriligi asagidaki gibidir:
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ROV, Y)E = 20" ()XY =" (X")Y”) (3.161)
RO YIOEY = L (" (POX™ — " (X)Y™) (3.162)
(Kilig, 2019).

Ispat. (¢*, & 1™, G") (M")" iizerinde e-Sasakian Finsler yapi olsun. (3.152)

ifadesinden
RO, YR = VEVIEH = VVREN = Ve g8
— V?‘f € Y.’]{ v?‘[ € X?‘[ v} H
= U (=5 9Y") = V¥ (38X = ey _opract
£ £ 1
= =5 (VFo)Y" + 2 (Vo)X = 2 (™ (YPOXH — " (X*)Y™)

elde edilir. Benzer sekilde (¢V,&” , nY,GY) (M')? iizerinde ¢ -Sasakian Finsler yap1
olsun. (3.152) ifadesinden

RXVYVIE = VIVYEY — VyVREY — Vi ot

= (-57") =W (-5 9") = Toger-wpo”

5 (T +5 ()"

1
=2 (" (MXY =" (XNY)
bulunur.

Teorem 3.9.5. (M)"* ve (M")V ,izerinde, sirasiyla (¢%, &% | %, G%) ve

(Y, € ,nY,GY) ¢ -Sasakian Finsler yapilar olmak iizere

R(X,Y)¢Z = R(X,Y)PZ* + R(X,Y)pZV (3.163)
RXV,YV)pZV = pR(XV,YV)ZV + Z{Gv(qsxv,zv)yv -GV (YV,ZV)pXV
+6V (XY, ZV)pYY — GV (pYV,ZV)XV} (3.164)
RXY,Y"MYpZ™ = pR(X, Y ZH +Z{GH(¢Xﬂ,Zﬂ)Yﬂ

—GT(YH, ) pX ™ + G (X, 27 pY ™ — G (pYT, 27X} (3.165)

esitlikleri saglanir (Kilig, N., 2019).



Ispat. (3.152) ve (3.159) ifadelerini kullanarak

RO YA p2% = 20 (G (v, 2708") — S (7 (Z7)¥™)
+%{Gﬂf(x?f, VI ZI)EH — en® (VY ZP) XM} + gR(X ™, Y ™) ZH
—%vgf (G (X%, 2705) + 5 VE (" (Z7)X) - %G}f(v}? Z7, Y
2 (P (T Z)Y) = 2 G, YL 20 4 S (@K, Y
= QRO YIOZY + 2 (G (X, 270V ™) — = (6X (Y7, 27)pX ™)

+ ; (V) z7x% — (Vn™)Z%Y ™) = pR(X¥, Y ) 2%
+§{(G”(X”, ZM)pYH) — (G (YH, 27X ™) + Q¥ ™, 2P XM
—Q(X¥, 277"} = pR(XM, Y ZH + Z{(GH(XH,Z’f)cpY}f)

— (G (Y, Z7)pX ™) — GH (Y, 27X + T (9 X, Z7)Y )

elde ederiz. Ayrica (3.152) ve (3.160) ifadelerini kullanarak

RO, YV)p2Y = STH(E" (Y, 298") — S T3 (Z9)YY)
+%{GV(XV, VyZV)EY —enV(VyZV)XV} + ¢R(XV, YY) ZV
STV, Z0E) + STV (ZV0X) — 5 GV(VZ", Ve
+= (7 (VEZV)YY) - % GV (X, VYL 20 + = (P (ZV) XY, YY)
= QRO YVZ + 2 (67 (XY, ZM)¢YY) = (67 (Y, 2)pX")

+ % ((W¥n")z7x7 = (Vin")2"YV) = pR(XV, Y")Z"

+ LG XV, 2)gYY) = (67 (V. 2709 X") + VY, Z))X”

-0V, ZV)YV} = pR(XV,YV)ZV +%{(GV(XV,ZV)¢>YV)

80



bulunur.

ve
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—(GV(YV,ZV)pXV) — GV (¢pYV,ZV)XY + GV (¢pXV,ZV)YV}

Sonug 3.9.1. (3.163), (3.164), (3.165) esitliklerini kullanarak

R(X™,v¥)Z" = —pR(X™,Y*)pZ™ +Z{G”(Y”,Z}[)X}[

—GH (XM, Z27)YH — GH (oY, ZM)pXTE + GTE (X, Z7)pY )} (3.166)
R(XV,YV)ZV = —pR(XV,YV)pZV + Z{GV(YV,ZV)XV

—GV(XV,ZVY)YV = GV(¢pYV,ZV)pXV + GV (pXV,ZV)pYV} (3.167)

G (R(PXT, Y™ )PZ7, W) = GT (R(XT, Y™)Z7, W)
+%{—HH(YH)HH(ZH)GH(XH,W}[) = &XTMF WG (Y, Z7)

7 IO WG (X, Z7) + 0 X (ZTOET (YT, W) (3.168)

& R@X", pYIPZ", pWY) = 6" (R(K”, V)2V, W)
I @G W) (KO WGV (7, 27)

VMWV (XY, ZY) + Y (XY (ZV) 6V (Y, W)} (3.169)

olur. (Kilig, 2019)

ve

Ispat. (3.164) esitliginden

R@XV, §Y")$Z" = QR(OX", $Y)Z” + (6" (X", 2)¢Y"
+en’ (XY (ZV)$YY + GV ($YY, ZV)XV — GV (¢YY, ZV )V (XV)§Y
_GV(oXV, ZVIYY + P (Y)Y (X7, ZV)E + GV vV, ZV) XV

—en”(YV)n"(Z")$X "V}

GY(R(pXV,9pYV)PZV,pWY) = GV (PR(PXYV, ¢pYV)ZV, pW?)
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(=Y (XY, 200GV (@YY, pWY) + en’ (XY (ZV)6Y (1, o W)
+GV(pYV,ZV)GV (XY, W) — GV (pXV,ZV)GV (Y'Y, pWY)
+GV (Y7, ZV)GV (@XY, pWYV) — en” (Y I"(ZV)GV (9XV, pW")
=GY(RX",Y")Z",W") + %{—nV(YV)nV(ZV)GV(XV, wY)
"X WGV (Y, ZV) + 0V (YVmY W)6V (X7, Z7)
VXMV ZNGY (Y'Y, W)}

elde edilir.

Benzer sekilde (3.165) esitliginden
R(OXP, 9V VP27 = GR(GX™, $Y*)Z + 2 (~GH (X7, 7)Y
+en™ (XM (Z7)PY ™ + GH(PY ™, 27X — G (Y™, 27 (XT)EN
—GT(pX™, 27 (YOG (pX7, Z7)EM + G (Y, Z7) X7
—en” (Y Om* (Z7)pX*}

ve
GH(R(PXT, pYT )L™, W) = G™ (PR(PX™, pY7)Z7, pW ™)
+Z{—G}[(X}[.Z}[)G”(¢Y”,¢W”) +en™ (X7 (Z7) G (9™, W)
+GH (YT, 2P G (X, W) — GH (9 X, ZT) G (Y H, oW )
+GH (Y, Z7)GT (X, oW ) — en™ (Y™ (Z7) G (X, W)
= G (RO, YMOZ, W)+ (-7 (rOm* (2706 (6, W)
XN WG (YT, Z7) + 0 (O (WG (X, 27)
N (XPOT (276 (Y, W)}

bulunur.

X € (TM")* birim vektorii €7 a ortogonal ise (TM")* deki diizlem kesit olan

{X", p X"} yatay ¢ -kesit olarak adlandirilir. Benzer olarak XV € (TM')" birim
vektorii £¥a ortogonal ise (TM")Vdeki diizlem kesit olan {X", XV }dikey ¢ -kesit olarak
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adlandirilir. Béylece yatay flag egriligi K*(X*) ile dikey flag egriligi ise K*(X") ile

gosterilir. Ayrica
K*(X”, X)) = G (R(X™, pXT)p X7, X7) (3.170)
K*(XV,pXV) = GY(R(XV,pX)pXV, XV) (3.171)

esitlikleri ile ifade edilir. Sirasiyla, yatay, ¢ -kesitsel egrilik ve dikey ¢ -kesitsel egrilik

olarak adlandirilir.
Sasakian yar1 Finsler manifoldunda ¢ -kesitsel egrilik
K*(X)= K*(X")+ K*(xV)

formundadir (Kilig, 2019).

Onerme 3.9.1. (M')" ve iizerinde (¢™, &% , 0¥, G*) yapis1 K-degme Finsler
yap1 olsun. (M")" lokal olarak simetrik ise, e-Sasakian Finsler yapinin sabit egriligi Z tiir

(Kilig, N., 2019).
Ispat. (3.159) ve (3.162) esitliklerinden VX ™, Y% | z% £% € (TM")*icin

(VER) (X, YH e = %{Gﬁ(zﬂ,y‘ﬂ)xﬂf — GM(Z%, X))y}

— R(X*, Y%, 77 (3.172)
elde edilir. (M")" lokal simetrik yani (V% R) = 0 oldugundan (3.172) yardimiyla

R(X™, vy 7)) = Z{GW(YW, VALY CLN AN 0 CAV AL ) 448 (3.173)
yazilir. {X*, Y% }ortonormal cifti icin, X7 time-like bir vektor oldugunda, Y7 space-

like olmak zorundadir. Ciinkii ayn1 anda iki vektor time-like ya da space-like oldugu

zaman birbirine dik olamaz. Boylece

T4

G (R(X, yHY¥H, x7 e (G (XM, XMGH (Y™, yH €
K(X¥, Y%y = (R( ) ) _£ ( )G ( )
GH (XM, XH)GH(YH, YH)

GH(X™, XH)GH (YH, YH) 4
elde edilir.
Onerme 3.9.2. (M')? iizerinde (¢V,€” , 1", G") yapis1 K-degme Finsler yapi

olsun. (M")? lokal olarak simetrik ise, e-Sasakian Finsler yapinin sabit egriligi i tir (Kilig,

N., 2019).

Ispat. (3.160) ve (3.161) esitliklerinden VXV, YV , ZV, &Y € (TM")Vigin
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(VIR)(XV, YV, &) = Z{GV(ZV, YNxV -6V(zV,xV)YV} — R(XV,YV,ZV)
(3.174)

elde edilir. (M") lokal simetrik yani (V4 R) = 0 oldugundan (3.67) yardimiyla

R(XV,YY,ZV) = ~{GV(YV,Z2")X¥ - ¥ (X¥,Z2")Y"} (3.175)
yazilir. {XV, YV }ortonormal ¢ifti icin, X" time-like bir vektdr oldugunda, YV space-like
olmak zorundadir. Ciinkii ayn1 anda iki vektor time-like ya da space-like oldugu zaman

birbirine dik olamaz. Boylece

KXV,YV) = -
&%Y5 GV, XY GV (Y, 77)

GV(RXV, Y)YV, XV)  e(G(XV,XV)GV(YV,YV) e
GV(XV,XV)GV(YV,YV) 4 4

elde edilir.

(MH",  e-Sasakian  Finsler manifoldun S* yatay Ricci tensori,

{E¥, ..., EJL, €%, (TM")* nin lokal ortonormal catis olmak iizere

2n
SHXH™,YH) = Z G (R(X™, E/)EI, Y™) + G (R(XM,E)E, Y™H)

i=1

2n
= D G (R(EX X)W E) + G (ROCEIFE, V) (3.176)

esitligi ile verilir.
(M")?, e-Sasakian Finsler manifoldun S” dikey Ricci tensorii, {E7, ..., Ex,, €'},
(TM")V nin lokal ortonormal catis1 olmak iizere
SYXV, YY) =32, 6V (R(XV,EY)EY, YY) + GV (R(XV,EV)E", YY) =
¥ ¢V (R(EY,XV)YV,EY) + GV (R(X”,ENEV, YY) (3.177)
esitligi ile verilir.
Onerme 3.9.3. g indeksli (¢™, &% ,n™,G*) ve (¢V, 8 ,n",GY) degme yar

metrik yapilarin K- degme olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

2n—q
SH (N, ) = ( (2;‘;_2+'1
4

& space — like ise

), & time — like ise
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(Zn—q

4

cn—q+1
4

) , & space — like ise
SV(EY,E) =

), &V time — like ise

esitliklerinin saglanmasidir (Kilig, 2019).

Ispat. (3.162) ve (3.176) g6z 6niinde bulundurulursa
2n
S*EED = ) 6" (R(E §)EEY)
i=1

2n 2n
1 1
=2 D G (W EORY — " (B EN) =7 ) 67 (BB
i=1 i=1
_ &1 + -+ Eon
B 4
elde edilir. F?"*1 = (M, M’, F*), q indeksli yar1 Finsler manifoldu oldugundan,
GT (", 87) =¢ =1 ise &% space-like vektor olur. Boylece

1 1 2n—
SHEE) = 2L, 67 (B EY) + X0, 67 (B EY) ==

bulunur. G (8%, 8%)=¢ = -1 ise € time-like vektdr olur. Boylece

q-1 2n
1 1 2Zn—q+1
SHELE) =7 ) G (BB 7 Y G (BB =T
i=1 i=q+1

elde edilir. Benzer sekilde (3.161) ve (3.177) goz 6niinde bulundurulursa, £” space-like

vektor igin

2n —q

SY(EV,E) =
elde edilir. € time-like vektor icin ise

2Zn—q+1

SV, 8 =

esitligi bulunur.

Yardimer Teorem 3.9.1. (M")" e-Sasakian Finsler manifoldun S yatay Ricci
tensorii ve (M')?, e-Sasakian Finsler manifoldun SV dikey Ricci tensorii asagida verilen
esitlikleri saglar (Kilig, 2019).



2n—q

I I I ( 4 )“H(XH)' P space — like ise
STTEX!, ) =
(Zn—q+1

) )T]H(XH), e time — like ise

2n —
VgV gV ( 4 q)”v(xv)' &V space — like ise
SY(X"Y, &) = AN o
(T)n (X )I E tlme—llke ise

Ispat. € space-like vektor olsun. (3.162) ve (3.176) esitliklerini kullanarak
2n

SHOOCE) = ) 6% (R(EX, X)FE,ER) + 67 (R XPOF§0
i=1

2n

:%Z GH (¥ XMET —n*(EF), E]Y)

i=1

+3 GH O OO~ EOX, )
1 & 1
= 2O W OOOGT (B B} + 7 7 (POGT E, 8 - 67 (X, §)

1 1 2n—gq
= Zﬂ}[(x}[)(zn —-q)+ Z{n}[(X“) - (X))} = Tﬂ}[(x}[)
ifadesi bulunur. € time-like vektor ise

7 ()70 = (LS e

olur. Benzer sekilde, £¥ bir space-like vektor ise

2n —
SO, 8) = (DK
olur ve & bir time-like vektor ise

2Zn—q+1

(X8 = (—

N’ (XY)

bulunur.



DORDUNCU BOLUM
TRANS-SASAKIAN YARI FINSLER MANIiFOLDLARI
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Bu boélimde yar1 Finsler manifoldlar1 tiizerinde trans-Sasakian yapilari
tammlay1p bazi dzelliklerini ve sonuglarini veriyoruz. Bu yapilar (M')" ve (M")? vektor
alt demetleri tizerinde kurulmustur. M (2n + 1) boyutlu C* manifoldu, M TM nin
bostan farkli bir agik alt manifoldunu, F* temel Finsler fonksiyonunu géstermek iizere
bir yar1 Finsler manifoldu F2"*1 = (M, M’,F*) seklinde gosterilir. Daha sonra yari
Finsler metrigini kullanarak a —Sasakian ve B —Kenmotsu Finsler manifoldlarini

tanimlayip genel sonuglar veriyoruz.

(MM, pH,EH nH, G ve (M")Y,¢Y,&Y, 1, G") hemen hemen degme yari
Finsler metrik manifoldlarinin trans-Sasakian yari1 Finsler manifoldlari olabilmesi i¢in

gerek ve yeter kosul agsagidaki sartlar1 saglamalaridir:
(VESMIYH = S{GH (XM, YH)EH — en! (YH)XH} + LG (pXM, VM) —
n(Y™")px"}
(V5o )Y = S{GV (XY, YV)E —en’ (Y)XV} + £ {e6V (9xV, YY) -
n'(Y)¢x"} (4.1)

burada a ve B, (M) ve (M")" alt vektdr demetleri iizerindeki diizgiin fonksiyonlari
gosterir. O zaman deriz ki boyle bir yapt (a,f3) tipli trans-Sasakian yar1 Finsler metric

yapidir. Eger a, f = sabit ise o zaman (4.1) den asagidaki esitlikleri elde ederiz:
a B
(VHEM) = —e 5 X" + (XM = (X")EH)

(V4e") = —e5 ox7 + L (67— (xV9e")
g

(W) = ZGH XM, $YH) + 2.6 (X", ¥

B

(Vi )(rY) = ZGV (X, YY) + 5 GV (@X", p¥")

Teorem4.1: (M), ¢f, &1, nH, 1) ve ((M")?, ¢p",&V, 1V, GY) trans-Sasakian

Finsler manifoldlari i¢in asagidaki esitlikler bulunur:

RH(XH,yH)eH = (“2;[”2){71H(YH)XH —gH(XH)YHY + gﬂfz_ﬁ{nﬂ(yH)(PXH _

" (x"Mepr"}
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RV(XV,¥")g" =BG (r)xY — (XYY} + e L0 (V) pxY -
n' (X V)¢YV}
Ispat: R (X", YH)EH = VIy vy — Viuvinél — VVQHYH_VgHXHfH
=V, (=2 pvH + B —pr(riyem) - v {—e 2 gxH + B (xH -
nH(X“)E“)}

YHEH + Vi XHEH = & {(VH¢H)XH (Vip™Y™} +
§{(V§’nﬂ)xf’f*’ — (VY HER + " (XY VEER — (Y ViE™) -
eX{— eSut (XMIYH + eBGH (pYH, XH) = Enf (XM)pYH + Sy (YH)XH +
gnH(yH)qbXH} + g{aGH(YH’ pXH)EH — g2 nH(XH)qbyH 4+ B nH(XH)YH
Eopt (et (rygh + e St (Y px — Lyt (rmyx 4+ Lyt (et (v ihyet),
gerekli sadelestirmeler yapilarak asagidaki esitlik bulunur:

R(XH yH H _ (@=B% HyHYxH _ pH(xHYYH ap HyHY o xH —
XY =——" (") "t XY} +e—-n"(Y")e
n X"y}

Benzer sekilde (M"Y, ¢V, &Y, nY,GY) trans-Sasakian Finsler manifoldu igin
asagidaki esitlikler bulunur:

RV(XV,YV)EV = VVVVVVfV - Vng\‘;V - Vv;VYV—V}‘fVXV";V

=V {—eg pYY + L =V (e} -y {—e S oxV + L (x -
Y (XV)EN} -V A = e2{(W")X" — (Vi)Y } +
LLTIIXVEY — (T YVEY 4+ (XVIVYEY — " (YV)v§E") =
eXf—eSn (XYY + £BG6Y (@Y, XV) = Sy (XYY" + e 50" (YV)XY +
Env (px'}+ L {aGV (vY, X ") — e SV (XM )YV +EnY (XYY -
27 (XY (Y)E + eSn" (YV)ex” = EnY (r)XY + S0 (XY )nY (g},

gerekli sadelestirmeler yapilarak da asagidaki esitlik bulunur:
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RY (XY, vyg" =B (ryx - vy + e L (r)gxY -
n’ (X)er"}
4.1. a —SASAKIAN YARI FINSLER MANIFOLDLARI

F?"*1 = (M,M',F*) bir yan1 Finsler manifoldu olsun. Swrasiyla, (M")"* ve
(M")? alt vektor demetleri tizerindeki hemen hemen degme pseudo-metrik Finsler yapilar
olan (¢f, &% nf,G") ve (¢Y,&V,nY,G") birer a —Sasakian yar1 Finsler metrik

yapilardir ancak ve ancak asagidaki esitlikler saglanir:

(VEpYH = 2 {G" (X!, YH)EH — ent (YY) X1} (4.2)

(VY = 2{GV (X¥,Y")E" — en’ (Y")X"} (4.3)
ve

(VEEM) = —e5 X", (V") = —&5 ox".

Ustelik, (4.1) ve (4.2) den asagidaki esitlikler de elde edilebilir:

(Vin™) (") = " (X", YH) = ZGH (X", pY™)

(Vi )(YY) = 20" (X", Y") =56 (X", ¢¥").

Boylece, bu yapilar ((M)" ¢, &M, nH,GH) ve (MY, ¢V, E,1Y,GY)
a —Sasakian yar1 Finsler manifoldlart iizerinde birer a —Sasakian yar1 Finsler metrik

yapilardir. Ustelik asagidaki bagmtilar1 da saglarlar:
R (XM, YH)EH = & b (y X! — (XY
RV (XY, Y)E =S (" (Y")xY — ¥ (x")Y")
N (RM (XM, Y ZH) = e (GH VY, 2t (XM — GH (XM, 2y (7))
n’(RY(XY,Y)Z%) = e {GY(vV, 2" )" (X - GV (X", 2 )" (v}

(VERH)(xH, yH)EH = S%Z{GH(YH,ZH)XH — GH(XH, zH)YH} —

% RH(XH yH)zH
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(TR, VY = %6V (1Y, 20X — GV (Y, 2001 —
~ RV(XV,YV)z"
RH(XH YH)ZH = ¢ % {GH(YH ZHYXH — GH(XH 7H)yH}
RV(XV,Y")ZV = £ {GV(YV ZNXY — GV (X", ZV)Y"}
RM(XH, €)1 = S (" (YH)X" — eGH (X", Y")g")
RV(XY, €)YV = S0" (rV)XY — e6" (X, Y")¢")
RH(EH, XMYH = © (eGH (XM, YIEN — it (Y1) X"}
RV(€, XV)YY =L {e6¥ (XV,¥)E¥ — 0¥ (Y)X"}

a’ (ZTﬁT_q) & bir space — like vektor

a? (Zn q+1) &M bir time — like vektor

SH(EH, &) =

2 (2n Vo - ;
SV(EV,EV) = a ( ) &” bir space — like vektor
: az (Zn q+1

) &V bir time — like vektor

a? (2n4 )n (X", &M bir space — like vektor

SH(xH, &) =
a’? (Zn q+1) nf(XH"), & bir time — like vektor

a? (Zn q) n"(XV), &Y bir space — like vektor
SV(xV, &) =

a? (%) nV(X"),&" bir time — like vektor

eger EMve &V space-like vektorler iseler, o zaman asagidaki esitlikler vardir:
SH(@XH, pYH) = SH(XH, Y™ + a? (T25) o (XH)nH (v H)
SV(pX",pY") = SY(XV, YY) + a? (22 " (X" (V).

Benzer sekilde eger ¢ ve &V time-like vektorler olurlarsa da asagidaki

esitlikler bulunur:

SH(@XH, p¥H) = SH(XH,¥H) + a? (T2=2) 0¥ (X (™)
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SV(PXY, ¢¥Y) = ST(XV,¥) + a? (F2=) Y (X ¥ ().

4.2. B —KENMOTSU YARI FINSLER MANIFOLDLARI

M?"*1 = R X, N*" ¢arpim manifoldu ile tanimlanmus olan bir yar1 Finsler

manifoldu F2"*1 = (M, M’, F*) olsun. (N")?" = TN?"\ 6 da bir Kahler manifoldu

t
olmak tizere f(t) = cePz olarak almsm. (M ve (M")? alt vektor demetleri tizerindeki,
sirastyla, (¢, &7, nf,GH) ve (¢",&V,nY,GY) hemen hemen Kenmotsu yar1 Finsler
metrik yapilariicin 7% and n" 1-formlariyla Qf and QY 2-formlari asagidaki esitlikleri

saglarlar:
dn =dn” =0, dnf' = pnf AQH, dn¥ =B A QY,
buradaki S sifirdan farkli reel bir sabittir.

(M"H" ve (M) alt vektor demetleri iizerindeki, sirasiyla, (¢, &%, 0, G ve
(¢",&V,1n",G") hemen hemen degme yar1 Finsler metric yapilar birer £-Kenmotsu yari

Finsler metrik yapilardir ancak ve ancak asagidaki esitlikler saglanir:

(V@)Y = EeGH (@XM, Y™y — ¥ (YF)pXH) (4.4)

(V5)YY =EeGV (ox”,¥") =" (V") X"} (4.5)
ve

(V™) = £ (X"~ (x)gH) = L g

(V) =XV —n" (A1)E") =~ L p2x".

Ustelik (4.4) ve (4.5) den asagidaki esitlikler de bulunur:

(V")) = £6H (9X™, p¥™) = 20" (X", ¥

(V") =267 (¢x7,¢r") =20V (pxV, V) |

Bu yapilar f —Kenmotsu pseudo-metrik Finsler yapilardirlar.

((MOR, pH, EH nH, GH) ve (M®)7,¢Y,EV,1n",GY) B —Kenmotsu yar1 Finsler

manifoldlarinda agsagidaki bagintilar da bulunur:

RI(XH, YIER = £ gt (x iy — i (v x )



R (XY, YNE =L oV Yy — ¥ (r")x")
DR (X, Y ZH) = £ (GH (XM, 2t (v — GH (Y, 2 (X))
' (R&XY,Y)Z") = (67 (v, 27" (") — 6" (v", 2" )" (X))

(VHRH)(XH YH)EH — £ {GH(XH ZH)XH GH(XH,ZH)XH}—
~ RH(xH, yH)zH

(VERVY(XV,YV)EV = £ {GV(XV ZNXV — GV (XY, ZV)XV} —
% RV (X", YV)Z¥

RAQXH, YH)ZH = — e £ (GH (vH, Z)xXH — G (x",2M)y™)
BZ
RY(XY,¥")2" = — e (6" (", Z)X" = 6" (X", 2")Y"}

RUEH, XMYH = e£(—GH (XM, Y + enf (v1)XH)

RV (€, XYY = e {6V (XY, YV)E" + en’ (Y)X")

-2
p? (q 2 n),f“ bir space — like vektor

H H HN _—
SCL i B S N
p? (T) , &1 bir time — like vektor
—2n
B? (q 2 >,EV bir space — like vektor
SY(&V, &) =

—2n—1
B2 (qT> , &€V bir time — like vektor

,82 (q ~ n) nH (XM, " bir space — like vektor
SH(XH, M) = 5

2 -1
\32 (T) nH(X"), &M bir time — like vektor

( —2n
p? (q 2 )nV(XV), &V bir space — like vektor

—2n—1
\132 (%) nV(xV), &V bir time — like vektor

SY(X",8Y) =+

1K™, o) = 57k, v+ g2 ()t v
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2n—q

ST (XY, Y") = ST (v + 57 (2

)0’ e .

4.3. GENELLESTIRILMIS RiCCI-RECURRENT TRANS-SASAKIiAN YARI
FINSLER MANIFOLDLARI

Tamm 4.3.1. (M), ¢f, &1, nH, G1) ve ((M")?, ¢Y, &Y, 1Y, G") trans —
Sasakian yari Finsler manifoldlari recurrent olur eger vV X, Y#, ZzH wHe (TM")H

veV XV, YV, ZV,WVe (TM')V, asagidaki esitlikler saglaniyor ise
(VELRM)(YH, ZHYwH = AR (X")RH(YH, ZHywH
(VIvRV)(YY,ZVYWY = AV(XV)RV(YY, ZV)WV,

burada, A" 1-formu (M")" manifoldu iizerinde A" (X*) = G* (X", (A)") olacak sekilde
tanimlidir ve (A*) yatay vektdr alam1 A¥ 1-formu ile birlestirilmis vektor alanidir. (4"
1-formu da (M')” manifoldu iizerinde AV(XV) = G"(XV,(4*)") olacak sekilde
tanimlidir ve (A*)V dikey vektoér alam AV 1 —
formu ile birlestirilmis vektor alanidir. )

Eger (M®)" manifoldu iizerinde AP (X") =0 ise ((MO" ¢t EH nH, GH)
recurrent manifoldu lokal simetrik manifold olur, yani V¥RY =0 dir. Benzer
sekilde (M')” manifoldu iizerinde AV(X") =0 ise ((M")?,¢V,&",n",G") recurrent

manifoldu da lokal simetrik manifold olur, yani V'RV = 0 dur.

Tamm 4.3.2. (M), ¢f, &1, nH, 61 ve (M), ¢V, &V, 1Y, GY) trans-
Sasakian yar1 Finsler manifoldlar1 Ricci-recurrent olur eger,
vXxXH YH ZH wHe (TM)" vev XV,YV, ZV,WV€ (TM')Y, asagidaki esitlikler

saglaniyor ise
(VEuSH)(YH, ZH) = AH(XT)SH(YH, ZH) ve (ViwSY)(YY,ZV) = AV (XV)SV (Y, ZY),

burada, A" ve A, sirasiyla, (M")" ve (M")" yatay ve dikey manifoldlari {izerinde tanimli
1-formalardir. Eger (M%)" manifoldu lizerinde AH(XH)y =0 ise
(MR, pH, &1 nH, GH) Ricci-recurrent manifoldu Ricci-simetrik manifold olur, yani
VAsH =0 dir. Benzer sekilde (M’)” manifoldu {izerinde A(XV)=0
ise (M"Y, ¢V, &Y,1V, GV) Ricci-recurrent manifoldu da Ricci-simetrik manifold olur,
yani VVSY = 0 dr.
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Einstein manifoldu bir Ricci-simetrik manifolddur.

Flat olmayan ((M)", ¢, &5 nH G ve (M"Y, ¢Y,EY,nY,G") manifoldlari
genellestirilmis Ricci-recurrent  trans-Sasakian yari Finsler manifoldlart olarak

adlandirilirlar eger S¥ ve SV Ricci tensérleri icin asagidaki kosullar saglaniyor ise;
(VEuST)(YH, ZH) = AH(X™)SH(YH, ZH) + BH(X")GH(YH,ZH)  (4.3.1)
(VoS z7) = A" (XV)SV(YY,z") + BV (XV)GV (YV, ZY), (4.3.2)
v XxH YH, zH wHe (TM)Hvev XV,YY, ZV, WV € (TM")V burada A", B¥ ve

AV, BY, sirastyla,(M")"ve

(M'")? yatay ve dikey manifoldlari {izerinde tanimli 1 formlardir.

Ozel olarak eger 1-form BH= 0 ise, (M')" Ricci-recurrent trans-Sasakian yari
Finsler manifolduna indirgenir. (Eger 1-form BY = 0ise (M')” Ricci-recurrent trans-

Sasakian yar1 Finsler manifolduna indirgenir.) (Prasad R.and Prakash J., 2014).

Teorem 431 ((MO"oH, &0 9M, 6" ve (M) ¢Y,%,1",6Y)
genellestirilmis Ricci-recurrent trans-Sasakian yari1 Finsler manifoldlart olsunlar. O

zaman A", B¥ ve AV, BV 1-formlari arasindaki bagmntilar asagidaki gibidir:

2_pR2 2_p2
BH(xH) = — en ) gt (i, BH(gH) = — ¢ n B gH g
BY(x") = —en B v (xv), BV (§¥) = — en ) 4 ¢y
Ispat.
(ViaSH)(YH, zH) = XHSH(YH, ZH) — SH(VE,YH, ZH) — sH(YH, VizH)  (4.3.3)
(VovSV)(YV,z7) =XVSV(YV,z") — SV (VoYY ZV) = sV (YV, vy Z") (4.3.4)
(4.1) ve (4.3) den
AH(XHYSH(YH ZH) + BH(XM)GH(YH, ZH)
= XHSH(YH, ZH) — SH(VE,YH, ZH) — SH(YH, v, ZH)
olur. Yukaridaki denklemde Y = ZH = & alirsak
AF(XM)SH(EH, &™) + BH(XM)GH (§7,§M) = X SH (M, &) —
28H(viyEH, €M), (4.3.5)
buluruz. (3.3), (3.15) ve (4.3.5)denklemlerinden

SBH(XH) +Tl(a2;B2)AH(XH) = _JGQH (—g% ¢XH +§(XH _ T]H(XH)fH),fH),
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eBH (X") +n ) 4 (XH) = ca S (9XH, £7) -
BSHXM, M) + B (XT)SH(EH, &),
Olup (3.14) ve (3.15) yardimiyla

eBH(XH) + n@AH(XH) =0

BH(xH) = — e n T8 g (4.3.6)
elde edilir. Denklem (4.3.6) da X' = & alirsak
BU(gM) = — e n B gn gy (4.3.7)
olur. Benzer sekilde (4.3.2) ve (4.3.4) denklemlerinden
AV(XV)SY(YY,ZV) + BY(X")GV (YY,Z") = XVSV(YV,ZV) - SV (Vi YV, ZY)
- SV(vV,vz")
dir, yukaridaki denklemde YV = ZV = &V alirsak
AV(XV)SV(&Y,€") + BY(XV)GY(8V,¢€Y) = XVSV(§,¢") — 28V (V€Y. &),
(4.3.8)
olur. (3.3), (3.15) ve (4.3.8) denklemlerinden
eBY () + n LAV (x7) = ea ¥ (@XV,€) - BSY (XY, &) (XV)SV (Y, 8¥) =
0
bulunur, (3.14) ve (3.15) den de

BY(x") = — e n v (xv) (4.3.9)

Yukaridaki denklemde XV = &V alirsak asagidaki esitlik bulunur;

BY(f)=-¢ n(aZ;—ﬁZ)AV(fv) (4.3.10)

(A" ve (B*)H, sirasiyla, A" ve BH 1-formlariyla birlestirilmis vektdr alanlart olsunlar,
boylece

AH(XH) = GH(XH, (aHT) ve BE(XH) = GH(XH, (B*)H).
(4.3.6) denkleminden

GH(XH,(BHH) = —¢ n@AH(XH) =GH <XH, —¢ n@m*)’f)

(B = — e n LB gy (4.3.11)

dir. « — Sasakian yari Finsler manifoldu igin, (4.3.6), (4.3.7) ve (4.3.11) denklemlerinden
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BH(x) = —en{Darxm),  piE) = —en S ancen), (B =
—¢ n@ (A*)H
- .
(¢) — Sasakian yari Finsler manifoldu icin, (4.6) denkleminden
BH(XH)=—¢ n%AH(XH) (4.3.12)
olup, (B = — en 2 (4")" dir.

(A" ve (B*)Y, sirasiyla, AV ve BV 1-formlaryla birlestirilmis vektdr alanlari olsunlar,
0 zaman

A (XY) = GV (XY, (4)") ve BY(X") = G (X¥,(B")")
oldugundan (4.3.9) kullanilarak

GV (XY, (BHY) =— en@AV(XV) =Gv <XV,— en(azz;'gz)(A*)V)

(B = — en ) (gryv (4.3.12)

2

bulunur. a — Sasakian yari Finsler manifoldu igin, (4.3.9), (4.3.10) ve (4.3.12)
denklemlerinden

B' (") = —en @ xY), B = -en 247 (@"), (87 =
—¢ n@ (49"
2
bulunur. (&) — Sasakian yari1 Finsler manifoldu i¢in, (4.9) denkleminden
BY(X") = ensAY(X") (4.3.13)
olup (B*)V = —¢ n% (A")Y dir.
Onerme 4.3.1. ((M)" ¢!, &M nM,G") Ricci-recurrent (&) — Sasakian yar

Finsler manifoldunda ya da(¢) — a — Sasakian yari Finsler manifoldunda, €=

—1ise (B! ve (A")H ayn1 yone sahipken & = 1 ise zit yonliidiirler.

Onerme 4.3.2. (M")?,¢",&",nY,G"), Ricci-recurrent (&) — Sasakian yari
Finsler manifoldunda ya da (¢) — a — Sasakian yari Finsler manifoldunda, & =
—1ise (B*)V ve (4%)V aym yone sahipken € = 1 ise z1t yonliidiirler.

(¢) —Kenmotsu yar1 Finsler manifoldu ((M")", ¢, &%, n",G*) icin , (4.6) dan
BH(XH) =¢ n%AH(XH), (4.3.14)

olup, buradan
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(B =ens (A" (4.3.15)
dir. ((MO", ot &5 nH GH) (&) — B-Kenmotsu yar1 Finsler manifoldu igin, (4.3.6)
denkleminden
HevHY — o B2 HvH
bulunur, buradan da
s\NH __ ﬁ_z *\H
(B)" =¢n > AanH". (4.3.17)
(M7, ¢Y,EV,n",G") (¢) —Kenmotsu yar1 Finsler manifoldu i¢in (4.9) denkleminden
BY(x") = en2AY(XY) (4.18)
dir. (M"Y, ¢"%,&V,n",GV) (¢) — B — Kenmotsu yari Finsler manifoldu i¢in , (4.9)
denkleminden
ViyV (B%) 4viyv
olup buradan da
ﬁZ
(B")Y =en (4" (4.3.20)
dir.

Onerme 4.3.3. (M)H", ¢H, &1, nH, GH) Ricci-recurrent (¢) — Kenmotsu ya
da (¢) — B — Kenmotsu yari Finsler manifoldunda ¢ = —1 ise (B*)" ve (4*)" z1t yonlii
€ =1 ise aynm yonliidiirler.

Onerme 4.3.4. (M")?,¢",&",1",G") Ricci-recurrent (¢) — Kenmotsu ya da
(¢) — B — Kenmotsu yar1 Finsler manifoldunda ¢ = —1ise (B*)" ve (4*)V zit yonlii

€ =1 ise ayn1 yonliidiirler.

4.5. CYCLIC RiCCi TENSORLU GENELLESTIRiLMIS RICCI-RECURRENT
TRANS-SASAKIAN YARI FINSLER MANIFOLDLARI

(MO, ot EH nH GH) ve (M')?, 9", EV,1V, G") yar1 Finsler manifoldlar1 cyclic Ricci

tensorliidiirler denir eger bu manifoldlar Ricci-recurrent iseler:

(VEuSH)(YH, ZH) + (Vi SH)(ZH, XH) + (VIuSH)(XH,YH) = 0 (45.1)
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(VouSV)(XY,Z%) + (VyvSY)(2V, X)) + (Vv SY) (XY, YY) = 0. (45.2)

Teorem 451. (M) !, &8 nf,GH) ve (M), ¢Y,",1",GY)
genellestirilmis Ricci-recurrent trans-Sasakian yari Finsler
manifoldlari cyclic Ricci tensorliidiirler denir eger bu manifoldlarin Ricci tensorleri

icin agagidaki esitlikler saglaniyor ise:
AH (gt sH(xH, Y = e n B gH gty g, iy (45.3)
VEVYCV (Y V YV = o 0 @2=B2) v eV yV yV
AYENS' XY, Y ) =¢en —A ENer X", Y") (4.5.4)

Ispat. (M), ¢, &1 nH, GH) genellestirilmis Ricci-recurrent trans-Sasakian
yar1 Finsler manifoldunun cyclic Ricci tensorlii oldugunu farz edelim. O zaman (4.5.1)
ve (4.3.1) den,

AT (XTSH(YH, ZH) + AT (YI)SH (ZH, XH) + AT (ZT)SH (X7, YH) +

BA(X™YGH(YH,ZH) + BE(Y!GH (ZzH, XH) + BH(Z")GH (X", YH) =0 (4.5.5)
olur. (4.5.5) denkleminde Z# = & alirsak

AMXMSH(YH, €0) 4+ AR (YH)SH(EH, XM) + AM (£)SH (XM, v H)
+ BHXM)GH (VM €1) + B (r)GH (g7, XH) + B (€16 (X", vH)

=0
ya da
— A (§mysH e, v = n L an e ) 4+ n B At iy ety -
: n@AH(&H)GH(XH. vy - n@AH(XH)nH(YH) -
n L)t (vt () = — e (EE) b (g6 (xH, )
ya da

AH(EH)SH(XH YHY) = gn(aZ;ﬁZ)AH(EH)GH(XH’ yH)

bulunur. ((M")?, ¢V, &Y,1n¥,GY) genellestirilmis Ricci-recurrent trans-Sasakian yar1
Finsler manifoldunun cyclic Ricci tensorlii oldugunu kabul edelim. O zaman (4.5.2)

den

AV (XV)SY(YY,Z7) + AV (YV)SV (ZV, XV) + AV (ZV)SV (X", YY) +
BV(XV)G"(YV,Z") + BV (Y")G" (2", X") + BV (Z")G" (X", Y") = 0 (4.5.6)
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olup, (4.5.6) da ZV = & alirsak

AV (X)SV(YV,EV )+ AV(Y)SY (€Y, XV) + AV (EV)SV (XY, YY) + BV(XV)GV (Y, ¢&Y)
+B"(Y"GV(EV,XV) + BV(E)GV(XV,Y") =0

ya da
AV ENS' )Y = en B av 6 (), vY)
bulunur.
Sonu¢ 4.5.1. ((M)", ¢H, &M nf,GH) cyclic Ricci tensérlii  genellestirilmis
Ricci-recurrent trans-Sasakian yari Finsler

manifoldunda asagidaki durumlar gegerlidir:

1. (M")" iizerinde taniml sabit fonksiyonlar a, 8 olmak iizere, egera =0, B=
Oise, ((MOH", ¢H, &M nt, GH) bir (¢) — a — Sasakian yar1 Finsler manifoldudur,

0 zaman denklem (4.5.3) den:

H(zHYCH(yH yHY — O] Sp, | N——
A" (ETM)S (X,Y)—EnTA e X", Yym

s, vy = enlGH (KM, YH), 4 (EH) 0.

2. (M""iizerinde taniml sabit fonksiyonlar a, 8 olmak iizere, egera =1, p=
0 ise, (MM pH, &1, nH, GM) bir (&) — Sasakian yar1 Finsler manifoldudur, o

zaman denklem (4.5.3) den:

AR XM, YH) = Sn(zi)AH(f”)G”(XH,Y”)

SH(XM, M) = en26H (X", YH), A%(E") %0.
3. (M")"iizerinde tanimh sabit fonksiyonlar a, 8 olmak iizere, eger a. = 0, B #
0ise, (MO, ¢, &1 nH, GH) bir (&) —p-Kenmotsu yar1 Finsler manifoldu olur,

0 zaman denklem (4.5.3) den:

anmyso e, vy = —en & anpngnen, v

st vy = enlgH(xH, vHY, it 4% (gH) 20,
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4. (M")™"iizerinde tanimh sabit fonksiyonlar a, 8 olmak iizere, eger oo = 0, p =
1ise, (M)", pt, &1 nH GH) bir (¢) —Kenmotsu yar1 Finsler manifoldu olur, o

zaman denklem (4.5.3) den:

AR (EM)SH(XH,YH) = —¢ n%AH(EH)GH(XH, vH)

SH(XM, M) = en26H (X", Y, if AH(EM) %0,

Teorem 4.5.2. (M), ¢!, &1, nH, G1) cyclic Ricci tensérlii genellestirilmis
Ricci-recurrent trans-Sasakian yarl Finsler manifoldu olsun. Eger
(MO, ot EH nH GH) manifoldu (¢) — « — Sasakian, (¢) — Sasakian, (¢) — B-
Kenmotsu ve (¢) —Kenmotsu manifoldlarindan herhangi birisi ve
AH (EH) her yerde sifirdan farkliysa, o zaman ((M")", ¢, &, nH, GH) Ricci simetrik

tir ve bir Einstein manifoldudur.

(M’)hl'jzerinde taniml sabit fonksiyonlar «, f olmak iizere, eger, o = 0, f =0 ise,
((M N pH, EH pH GH ) bir (&) — kosimplektik yar1 Finsler manifoldu olur, o zaman denklem
(4.5.3) den:
A (EH)SH (XH, YH) = 0

SH(xH,yH) = 0, if AH(&H) #0.

Onerme 4.5.1: Eger ((M)", ¢, &H,nf, G") cyclic Ricci tensorlii genellestirilmis
Ricci-recurrent (¢) — kosimplektik yari Finsler manifoldu
ve AH(&M) heryerde sifirdan farkliysa, 0 zaman ((M")", ¢, &H,nf, G¥) Ricci flattir.

Sonug 4.5.2: (M")?,¢",&V,nY,G") cyclic Ricci tensérlii genellestirilmis Ricci-

recurrent trans-Sasakian yar1 Finsler manifoldunda asagidaki durumlar gecerlidir:

5. (M'")? tizerinde tanimli sabit fonksiyonlar a, 8 olmak tizere, egera. =0 , p=
Oise, (MY, ¢",&Y,1nV,GV) bir (¢) — a — Sasakian yar1 Finsler manifoldudur,

0 zaman denklem (4.5.4) den:

AV (€")SV (XY, YY) = en(“TZ)AV(thV(xV, YY)

S (VY = en @V (xv,vY), A (EY) 20,
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6. (M')? izerinde taniml sabit fonksiyonlar «, f olmak iizere, egera =1, B =
0 ise, (M"Y, ¢",&V,nY,G") bir (¢) — Sasakian yar1 Finsler manifoldudur, o

zaman denklem (4.5.4) den:

ATENDSYXV, YY) = € n(zi)AV(EV)GV(XV, r")

SV, YY) = en 26V (XY, YY), if 47(£")=0.

7. (M')? tzerinde tamimli sabit fonksiyonlar «, 8 olmak tizere, eger oo =0, p # 0
ise (M")?,¢Y,EV,nY,G") bir (&) — B-Kenmotsu yar1 Finsler manifoldudur, o
zaman (4.5.5) den:

2
A @5’ v,y = —enE2 v e vy

SV(XV, YY) = gn(ﬁz—z)aH(xﬂ, YH), if A7 (6V) 0.

8. (M')? tizerinde tanimli sabit fonksiyonlar «, 8 olmak {izere,eger oo =0, =1
ise ((M")Y,¢",&V,nY,G") bir (¢) —Kenmotsu yar1 Finsler manifoldudur, o
zaman (4.5.4) den:

ATENSYXY, YY) = —e H%Av(fv)GV(XV, r")

SV, YY) = en2GH XM, YH), AY(") 0.

Teorem 4.5.3. (M), ¢V, &Y,1nY,GY) cyclic Ricci tensorlii genellestirilmis
Ricci-recurrent trans-Sasakian yarl Finsler manifoldu olsun. Eger
(M, ¢Y,EY,1n",GY) (¢) — a — Sasakian, (¢) — Sasakian, () — p-Kenmotsu ve
(¢) —Kenmotsu manifoldlarindan herhangi birisiyse ve A (¢f) heryerde sifirdan farkl
ise, 0 zaman (M"Y, ¢V, &Y, 1V, GV) Ricci simetriktir ve Einstein manifoldudur.
(M")? lizerinde taniml sabit fonksiyonlar «, 8 olmak iizere, eger o = 0, p =0 ise, 0 zaman
(M"Y, ¢",&%,1Y,G") bir (¢) — kosimplektik yar1 Finsler manifoldu olur, o zaman denklem
(4.5.4) den:

A (E)SY (X, YY) = 0

SY(X",YV) =0, AV(£V) %0



BESINCI BOLUM
SONUC
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5.1. SONUC

Cyclic Ricci tensorlii  ve A7(EH) 20 , AV(EY) =0 sartlarim1  saglayan
(MOt EH nH GH) ve ((M')?, ¢, EV,1nV,GY)  genellestirilmis  Ricci-recurrent
trans-Sasakian yar1 Finsler manifoldlar1 (¢) — a@ — Sasakian, (¢) — Sasakian, (&) — B-
Kenmotsu ve (&) —Kenmotsu  manifoldlarindan  herhangi  birisi  iseler
Einstein ve Ricci simetrik manifoldlar olurlar, burada avef fonksiyonlari
(M) ve (M)’ yatay ve dikey manifoldlar1 iizerinde tanimlanmis olan sabit

fonksiyonlardirlar.
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