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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

KESILMEMIS MAKSIMUM CARPIM TiPINDEKiIi OPERATORLERIN YAKLASIM
OZELLIKLERI

Nasan ALSATTUF

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman : Prof. Dr. Sevilay KIRCI SERENBAY
Yil: 2024, sayfa: 37

Bu caligmanin amaci, maksimum c¢arpim tipi kesilmemis dogrusal olmayan Favard-Szasz-Mirakjan
operatdriinii kullanarak daha genis bir kiime tizerinde yeni bir operatdr elde etmektir. Bununla birlikte
elde edilen operatoriin hem yaklasimi hem de yaklasim derecesini (hata oranini) incelemektir.

ANAHTAR KELIMELER: Yaklagim operatdrleri, lineer pozitif operatdrler, maksimum carpim
operatorleri.



ABSTRACT

MSc Thesis

APPROXIMATION PROPERTIES OF NON-TRUNCATED MAXIMUM PRODUCT TYPE
OPERATORS

Nasan ALSATTUF

Harran University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. Sevilay KIRCI SERENBAY
Year: 2024, page: 37

The aim of this study is to obtain a new operator on a broader set by using the uncut nonlinear Favard-
Szasz-Mirakjan operator of the maximum product type. Additionally, it aims to examine both the
approximation and the degree of approximation (error rate) of the obtained operator.

KEYWORDS: Approximation operators, linear positive operators, maximum product operators.
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Bu calismanin dogrultusunda beni yonlendiren, arastirmalarimin her asamasinda bilgi, uzman
goriisleri ve Oneri yardimlarini esirgemeyerek beni her zamanda destekleyen degerli danismanim Prof.
Dr. Sevilay KIRCI SERENBAY hocama ve emegi gegen tiim degerli hocalarima tesekkiirii borg bilirim.

Ayrica uzun egitim yasamim boyunca hep yanimda olan maddi ve manevi desteklerini higbir
zaman eksik etmeyen canim annem Hatice ELMUSA’ya ve canim babam Sabri ALSATTUF a sonsuz
tesekkiirlerimi sunarim.

il



qQ

&9 mZ N
S

= <!
<

Q~

SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZINi

Bernstein operatdrii

Cisim kiimesi

Dogal sayilar kiimesi

Fonksiyon uzay1

Gamma fonksiyonu

Iki vektor uzay1

Maksimum islemi

Maksimum g¢arpim tipi Szasz— Durrmeyer operatorii

Maksimum ¢arpim tipi kesilmemis Szasz operatorii
Maksimum carpim tipi Genellestirilmis Szasz operatdrii
Maksimum carpim tipi Modifiye Szasz operatorii
Maksimum ¢arpim tipi kesilmis Szasz operatorii
Norm

Negatif olmayan reel sayilar kiimesi

Operator

Operator dizisi

Reel sayilarin siurlt veya sinirsiz bir alt araligt
Reel degerli fonksiyon

Reel degerli fonksiyon dizisi

Siirekli fonksiyonlar uzay1

Siireklilik modiilii

Szasz operatorii

Szasz-Durrmeyer operatorii

Toplama sembolii

v



1. GIRIS Nasan ALSATTUF

1. GIRIS

Yaklagimlar teorisi, matematigin bircok alt bilim daliyla ilgilenmektedir.
Yaklasimlar teorisi herhangi bir fonksiyon daha basit ve kullanigh diger bir fonksiyon
cinsinden bir gosterimi elde etmeyi amaglar. Bu teorinin gelisiminde 1885 yilinda
Weierstrass, kompakt [a, b] araliginda siirekli olan her ) fonksiyonuna ayni aralikta
diizglin yakinsayan bir p polinomunun varligini ispatlamistir. Matematiksel olarak [a, 0]
araligi tizerinde tanimli reel degerli siirekli bir ¢} fonksiyonu alindiginda Ve > 0 igin ayni
aralikta Oyle bir p polinomu vardir ki V¢ € [a, b] i¢in |9 (§) — p (§)| < e (Weierstrass,
1885). Fakat Weierstrass, teoremde tanimladigi polinomun tipini belirlememistir.
Ilerleyen yillarda Sergei Natanovice Bernstein 1912 yilinda kendi adiyla tanittig
polinomlariyla Weierstrass teoreminde bahsedilen polinomun tipini tanimlamistir.
Daha sonra baz1 matematikgiler Bernstein polinomunu modife ederek bazi operatdrler
kurmuslar. 1953 yilinda P.P. Korovkin, kompakt bir aralikta herhangi bir siirekli
fonksiyona diizgiin yakinsama problemi operatdr dizileri yardimiyla incelemistir. Bu
incelemenin sonucunda operator dizisinin ¢ fonksiyonuna diizgiin yakinsak olabilmesi
i¢in ii¢ kosul saglanmalidir. Bunlar test fonksiyonlar1 (1,¢,¢?) dir. Bu problemin

incelenmesinde kullanilan operator dizileri genellikle lineer ve pozitiftir.

“Biitiin yaklagim operatorleri lineer olmak zorunda midir? Bu sorunun cevabi
hayir olarak yanitlanmaktadir. Yaklasim operatdrii her zaman lineer olmak zorunda
degildir. Clinkii lineer yap1 her zaman korunamamakta ya da tek basina yeterli
olamamaktadir.” Bununla birlikte cebirsel islemler toplama ve c¢ikarma yetersiz
kalacaktir. Bu problemlerin ¢oziimleri i¢in cebirsel islem olarak maksimum alma
islemi kullanilarak maksimum ¢arpim tipi yaklasim operatorleri tanimlanmaktadir.
Bu operatorler lineer olmayan pozitif operatdrlerdir. Maksimum carpim tipi yaklagim
operatorlerine iligkin birgcok matematikei tarafindan cesitli galismalar yapilmistir (Acar

ve ark., 2020; Ozalp Giiller ve ark., 2022; Acar ve ark., 2023).
Bu tez bes ana boliimden olusmaktadir. Tezin ilk boliimii giris boliimiidiir.

Ikinci boliim ise lineer pozitif operatdrler ve lineer olmayan pozitif operatdrlerin

yaklasimi i¢in gerekli temel tanimlar verilmistir.

Ucgiincii boliimde lineer pozitif operatorlerdeki Korovkin teoremi ve maksimum
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carpim tipindeki birka¢ operatoriin yaklasimidan bahsedilmistir.

Dordiincii boliimde ise maksimum ¢arpim tipi Szasz-Durrmeyer operatdriiniin

yaklasim ozellikleri incelenmistir.

Besinci ve son boliimde sonug ve Oneriler yazilmstir.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

Tamm 2.1 D C R olmak iizere ¥ : D — R doniislimiine D {izerinde reel degerli
bir fonksiyon denir (Coskun, 2002).

Tanim 2.2 Tanim kiimesi N olan fonksiyona dizi denir. Dizi (a,) ile gosterilir

(Coskun, 2002).
Tamim 2.3 ¢, 7 cismi iizerinde bir vektor uzay olsun.

I, 1] : ® — R*TU{0} fonksiyonu asagidaki 4 aksiyomu sagliyorsa bu fonksiyona

norm denir.
1) V€ € @ igin [|€]| > 0
Q)VE € Dicin ||€]| =0 <= =10
3) V€ € D vey € Zigin [|v¢]| = [y] [I¢]l
HVE, e Pigin (| + pfl < [I€]] 4 ]
(Kreyszig, 1978).

Tamm 2.4 D C R ve F' (D) de D tizerinde tanimli reel degerli fonksiyon uzay1
olsun. Her 0 € Nigin 9, : N — F' (D) seklinde tanimli fonksiyona fonksiyon dizisi
denir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Tamm 2.5 Her 0 € Nigin 9, : N — F (D) fonksiyon dizisi verilsin. Ve > 0 i¢in
en az bir oy (¢) € Nvardirveher{ € D, Vo > oq (¢€) igin |9, (§) — ¥ (§)] < € oluyorsa
(¥,) fonksiyon dizisine D iizerinde v} fonksiyonuna diizgiin yakinsak denir (Coskun,

2002).

Teorem 2.6 Reel sayilarin bir D alt kiimesinde tanimli fonksiyonlarmn bir (1J,,)
fonksiyon dizisi verilsin. Her £ € D ve Vo > pigin |[¥, (§) — ¥ (§)| < a, esitsizligi
saglanacak sekilde bir p € N ve sifira yakinsayan bir (a,) say1 dizisi varsa (V)

fonksiyon dizisi D iizerinde v/ fonksiyonuna diizgiin yakinsar denir (Coskun, 2002).

Uyanr1 2.7 0 € N olmak tizere ¥, : N — F' (D) fonksiyon dizisi verilsin. Bu
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durumda (v,,) fonksiyon dizisi D iizerinde ¢ fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi i¢in

gerek ve yeter sart
Jim |95 (&) — 9 (£)]] = 0 olmasidir (Coskun, 2002).

Tamm 2.8 [a,b] kapali araliginda tanimlanmig ve araligin tiim noktalarinda
stirekli olan fonksiyonlar uzayima sonlu aralikta siirekli fonksiyonlar uzayi denir ve
C'|a, b] ile gosterilir. Kisaca C'[a, b] = {0;9 € F (D), 0 siirekli}. Ayrica C [a, b] uzay1
tizerindeki norm

19Nl oy = max [0 (€)]

a<&<b
seklinde tanimlanir. Bu norma gére 9, (§) fonksiyon dizisi bir ¢ (£) fonksiyonuna
diizglin yakinsamasi igin gerek ve yeter sart V¢ € [a,b] ve M > 0 olmak lizere
sifira yakinsayan bir ¢, dizisi igin |9, (§) — 0 (§)| < Me, esitsizliginin saglanmasidir.
Diizgiin yakinsama J, (§) = ¢ () seklinde gosterilir (Hacisalihoglu ve Haciyev,
1995).

Tamm 2.9 ¢ ve U iki fonksiyon uzayi olsun. 2 : & — ¥ doniisiimii her ¥ € ®

i¢cin

Q(t);€) = Q€ = 7(€) olacak sekilde 7 € W karsilik getirebiliyorsa
bu durumda €2 doniisiimiine operator denir. Buradaki £ ve ¢, & ve U uzayindaki

fonksiyonlarin tanim kiimesi A ise £, ¢ € A dir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).
Tanmim 2.10 ¢ ve ¥ iki fonksiyon uzay1 olsun. 9,7 € & ve o, 8 € Z i¢in
(ot + f7;€) = af2 (0;€) + FQ (T3 )

esitligi saglaniyorsa €2 operatoriine lineer operator denir (Hacisalihoglu ve Haciyev,

1995).

Uyan 2.11 € lineer bir operator olsun. Bu durumda
Q(0;€) = Q0 () —0(t);¢)

Q00;8) = QW (t);¢) — QW (t);&¢) = 0 dolayisiyla Q(0;¢) = 0 dir
(Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Tamm 2.12 oF = {(YedVEecAigind(§) >0} ve TT =
{r € U, V¢ € AiginT () > 0} iki fonksiyon uzayi olsun. Eger €2 lineer operatorii

4
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& uzayindaki herhangi bir ¥ fonksiyonu pozitif bir fonksiyona doniistirebiliyorsa
o halde €2 operatoriine lineer pozitif operator denir. () lineer pozitif operatorii igin
Q& = Ut saglanir. Yani 9 (§) > 0 oldugunda Q (¢; £) > 0 olur. Bu durumda her £
icin ¥ (£) < 7 (&) olursa bu takdirde 2 (9; &) < Q (7;€) olur. Dolayisiyla 2 operatorii

monoton artandir. Ayrica lineer pozitif operatorlerin kiimesi 7 olsun.
S:N—m

fonksiyonuna pozitif lineer operator dizisi denir ve

dizinin genel terimi olup ve {€2, } seklinde yazilir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Aciklama 2.13 Her § € Aigind (§) < 7 (&) olsun. 0 < 7 (&) —1 (§) esitsizliginin
(2 operatorii altinda goriintiisii alinirsa 0 < Q ((7 — 99) ;&) olur. 2 lineer oldugundan
0<Q(r;€)—Q (¥ €) olup Q2 (¢; &) < Q(7;€) gergeklenir (Hacisalihoglu ve Haciyeyv,
1995).

Tanim 2.14 ® ve V¥ iki normlu uzay ve €2 : ® — W lineer bir operator olsun. Her
¥ € @ igin ||Q (U €)]|y < C||J]|4 olacak sekilde bir C' > 0 sayis1 varsa €2 ye simrh
operator denir. Bu C sabitlerinin en kiigiigiine {2 operatoriiniin normu denir ve ||| ile
gosterilir. Yani [|Q]| = inf {C : ||Q2(J; &) ||y < C'||VY]|4} dir (Hacisalihoglu ve Haciyev,
1995).

Tamm 2.15 & ve VU iki normlu uzay ve 2 : & — W lineer pozitif bir operator

olsun. Her ¥ € ® olmak iizere ||?||4 # 0 olsun.

Q (9
19 = sup 12 (9; &)l @0
wiezo  19lle
olur. 2 lineer operatdr oldugundan
120l = sup (|2 (&g (2.2)

[9llp=1
yazilabilir. (2.1) ve (2.2) ifadeleri her ikisi de 2 operatorii i¢in gegerlidir (Hacisalihoglu
ve Haciyev, 1995).

Onerme 2.16 ® ve VU iki normlu uzay ve 2 : ® — W lineer pozitif bir operator

olsun. Bu durumda

1Q(0;6)] < Q(J9];¢€)

5
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esitsizligi saglamr. Eger ® =V = ('[a,b] ve Q operatorii ¥ fonksiyonunun [a, b]

araliginin disindaki degerlerinden bagimsiz ise bu durumda

921 = sup (2@l <196 @3)
diger taraftan
19]] = Sup 12 ;) = (12 (L) (2.4)

saglanir. (2.3) ve (2.4) den
19]] = [ (1)
olur. (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Tamm 2.17 ¢ € C[a, b] olsun. ¥ fonksiyonunun siireklilik modili w (19, §) ile

gosterilir ve
w (¥,0) = sup {[0 (§) =9 (1)]; €, € [a,b], [ — 1] < &}

seklinde tanimlanir. Ayrica w asagida 6zellikleri saglamaktadir.

Dw(d,0) >0ve §li_>r(r>10w (9,0) =0

2) 01 < dgisew (¥,601) < w (¥, 02)

3)0, 7€ Cla,b]iginw (J+7,0) <w(¥,0) +w(r,9)

4)ym € Nise w (J,md) < mw (v, 9)

5Yw(W,A0) <A+ 1w (¥,9), e R

6) [0 (&) =0 (1) <w ([§—1l,0)

NI =9 @) < (51 +1)w@,0)

(Altomare ve Campiti, 1994).

1951 yilinda H. Bohman toplam seklindeki pozitif lineer operatorler dizisinin
stirekli fonksiyonlara yaklagim problemini incelemistir. H. Bohman, pozitif lineer
operatdr dizisinin [0, 1] araligindaki siirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsak olabilmesi
icin 3 kosul koymustur. Daha sonra 1953 yilinda P.P. Korovkin genel bir teorem

ispatlamis ve genel durumda da Bohman’1n sartlarinin gegerli oldugunu gdstermistir.
Teorem 2.18 €, pozitif lineer operatér dizisi olmak tizere her £ € [a, b] i¢in

6
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1)
lim |2, (1;6) — 1] = 0 (2.5)

2)
Tim (12, (#:€) — €] = 0 2.6)

3)
Jim [0 (#5€) — €| =0 2.7

eger ,, [a, b] araliginda (2.5), (2.6) ve (2.7) kosullarini sagliyorsa bu durumda C'[a, b]

uzayinda olan ve tiim reel ekseninde sinirlt herhangi bir ¥ fonksiyonu igin ¢ — oo i¢in
Q (9;€) =0

dir (Korovkin, 1953).
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3. GEREC VE YONTEM

3.1. Lineer Pozitif Operatorler

Ukraynali matematik¢i Sergi Natanovic Bernstein 1912 yilinda binom

formiiliinden faydalanarak Weierstrass teoreminin ispat1 daha basit bir hale getirmistir.
Tanim 3.1.1 9 € C'[0,1] ve £ € [0, 1] igin
7 o 0 g—0 (Q
B, 05 = Y- ()era- o0 (£) G
0=0

seklinde tanimlanan operatorlere Bernstein operatorii denir. Her bir B, derecesi o den

bliyiik olmayan bir polinomdur (Bernstein, 1912).

Lemma 3.1.2 Bernstein operatorii [0, 1] arahiginda asagidaki esitlikleri saglar.

Tim [[B, (1:6) = 1] = 0
Jim [1B, (68— €] = 0
Jim |18, (€)= €] = o0

Bernstein operatorii Korovkin kosullarini sagladindan dolay1 her ¢ € C'[0,1] ve § €
0, 1] igin
B, (9;€) =9
dir (Lorentz, 1986).
Favard-Szasz-Mirakjan operatorii, Bernstein polinomunun sonsuz araliga

([0, 00) a) genisletilmesidir. Bu operator exponansiyel fonksiyonunun Maclaurin

serisine agilimindan faydalanarak ortaya ¢ikmustir.

u - ug
L N
0=0 Q!
I
= e _
0=0 !
oo ug
D€ =e"Y —I()
0=0 o
o) e
5, (0:6) = 93" (2)
— O o
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Tamim 3.1.3 9 € C'[0,00) ve £ € [0, 00) ve 0 € N olmak tizere

5, (9:6) = w0317 (Q> (3.2)

puar 0! o

esitligi ile verilen S, Szasz operatdrii pozitif lineer bir operatordiir. Ayrica Korovkin
teoreminin sartlari sagladigindan dolay1 [0, co) araliginin her kompakt ([0, A]) bir alt
araliginda S, = ¢

dir (Szasz, 1950).

Tammm 3.1.4 9 € C'[0,00) ve & € [0,00) ve o € N olmak iizere (3.2) ifadesindeki

operatorden faydalanarak

56 =@y [p o ar (33)
o=0 &

0

esitligi elde edilir. Bu esitligi saglayan operatore Szasz-Durrmeyer operatorii denir.
(3.3)’de P,, (t) = e_”t("%e sekinde tanimlanir. Ayrica Korovkin teoreminin sartlari

sagladigindan dolay1 [0, co) araligimin her kompakt ([0, A]) bir alt araliginda S = ¢
dir (Mazhar veTotik, 1985).

Asagidaki verilen tanimlar ve yardimci lemmalar maksimum carpim tipi

operatorler igin verilmistir.

Tamim 3.1.5 (Maksimum Carpim Cebiri) Negatif olmayan reel sayilar kiimesi
R iizerinde \/ (maksimum) ve - (carpim) islemlerini géz dniinde bulundursun. Bu halde
(]Rar, V., ) ticliistine bir yar1 halka yapisina sahip ve bu yapiya bir maksimum ¢arpim
cebiri denir (Bede ve ark., 2016).

Tamm 3.1.6 (Maksimum Carpim Tipi Operator Dizisi) / C R sirh veya

siirsiz bir aralik ve
CB, = {19 : [ — RJ; 9, I iizerinde siirekli ve smlrh}
olsun.c e N,v € OB, (I),Z, (&,&) € CB4 (I) ve & € I olmak iizere

Q, : CB, (I) = CB, (I)

9
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maksimum ¢arpim tipi operatdr dizisi denir.

Qy (9:6) =\ Z, (£, &) - U (&) — Kesilmis maksimum carpim tipindeki operatdr dizisi
=0

Qo (9;:6) = \/ Z, (£,&) - 9 (&) — Kesilmemis maksimum garpim tipindeki operator dizisi
i=0

seklinde tanimlanir. Bu operatorler lineer olmayan pozitif operatorlerdir. Ayrica

Va,B € Ry, 9,7 € I — RY igin

Q (a0 \/ B7:€) = aQ (9:6) \/ 8L, (7:€)

ve VA > 01igin
Qo (M5 €) = A2, (95 6)

pozitif homojenlik 6zelligi saglanir (Bede ve ark., 2016).

Maksimum c¢arpim tipinde operatorlerin yaklasim oranin1 bulma konusundaki

asagida verilmis olan lemmalar yol gosterici olacaktir.
Lemma 3.1.7 I C R sinirh veya sinirsiz bir aralik ve o, 7 € C B, (I) olsun.
Q, :CBy(I) = CBy (I)
maksimum ¢arpim tipi operator dizisi i¢in
1) 9 < tiseVo € Nigin Q, (J;¢) < Q, (7;¢) (monotonluk)
2)Q, (V4 71;8) < Qy (V; ) + Qp (15 €) (alt lineerlik)
ozellikleri saglansin. Bu durumda Vo, 7 € CB, (I) ve € [ i¢in
Q5 (9;€) = Qo (138)] < Q6 (|0 = 7/:€)
dir (Bede ve ark., 2016).

Lemma 3.1.8 2, : CB, (I) — CB, (I) alt lineerlik, pozitif homojenlik ve
monotonluk kosullarini saglayan bir operator dizisi olsun. O halde Vv € CB, (I) ve

¢ € I igin

9(6) — 0 (9:6)] < [ 32 (0:€) + O (e0:)| 0 (9:8) + 9 (€) |0 (e0s) — 1

esitsizligi saglanir. Burada & > 0,V¢ € I, € € Tigineo () = 1, g, (£) = |€ — t| ve
o (850) = sup {191(6) = D (O] 6t € 1, Je 1] < 6}

10
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seklinde tanimlanan siireklilik modiiliidiir (Bede ve ark., 2016).

Sonu¢ 3.1.9 Lemma 3.1.8’de verilen sartlara ek olarak Vo € N ve ¢ € [ igin

Q, (eg) = e olsun. Bu durumda
1
[0(6) = Qo (35 6)] < 11+ 580 (903 ) | w (9:9)
olur (Bede ve ark., 2016).

Tamm 3.1.10 (Gamma Fonksiyonu) I' (¢) ile gosterilen Gamma fonksiyonu

asagidaki genellestirilmis integral yardimiyla tanimlanir.

L) = /tf—le—tdt, 0<€<o0, vet >0
0
o € Niginl'(0) =(c—1)!, ayrical (6 +1) =0l (0)

dir (Artin, 2006).

3.2. Maksimum Carpim Tipi Operatorler

Lineer pozitif operatorleri kendi c¢ekirdek fonksiyonuna boélerek Shepard
(rasyonel) tipinde maksimum c¢arpim operatorleri elde edilir. Bu operatorler lineer

olmayan pozitif operatorlerdir.

Tamm 3.2.1 9 : [0, 00) — R smurl bir fonksiyon ve V¢ € [0, c0) igin

seklinde tanimlanan operatdre kesilmemis maksimum ¢arpim tipi Szasz operatorii denir

(Bede ve ark., 2010).

Tamim 3.2.2 Kesilmis maksimum ¢arpim tipi Szasz operatorii

050 ()

seklinde tanimlanir. Burada £ € [0,1] ve ¥ : [0,1] — R, tamimli bir fonksiyondur
(Bede ve ark., 2010).

11



3. GEREC VE YONTEM Nasan ALSATTUF

Lemma 3.2.3 S, , (¢) = @) i¢in ¢ = {0, 1, ...} olmak iizere

o!

g g

§78 €)= 5@ wee S

dir (Bede ve ark., 2010).

Tamm 3.24 o,¢ € {0,1,...} ve £ € [i,%} olsun. S, ,(§) = (05.)9 icin

So,0(8)| 2 —¢ S,

1)o>¢+1lise

2)o<¢—1lise
Soe (€) (€ - 2)
S (€)

MQ,U,C (5) =

olur (Bede ve ark., 2010).

g

Lemma 3.2.5 o, € {0,1,...} ve £ € E, ﬂ} olsun

—_

Mo (§) <

Burada ¢ > ¢ ve ¢ < ¢ i¢in yukaridaki esitsizlik saglanir. Dolayisiyla her o € {0, 1, ...}
i¢cin
Mpos (§) <1

dir (Bede ve ark., 2010).

Asagidaki teoremde maksimum c¢arpim tipi kesilmemis Favard-Szasz-Mirakjan

operatdriiniin yaklasim hiz1 siireklilik modiilii kullanarak hesaplanmuistir.

Teorem 3.2.6 ¥ : [0,00) — R, fonksiyonu [0, c0) araligi iizerinde sinirl ve

stirekli bir fonksiyon olsun.

ASD (9;6) = 9 ()] < 8w <q9, ﬁ) ,oeNvefe|0,00)

dir (Bede ve ark., 2010).

Maksimum ¢arpim tipi operatdrleri icin Bede ve arkadaslari tarafindan 2006
yilinda ¢aligmaya baglanmistir. Maksimum c¢arpim tipi Favard—Szasz—Mirakjan
operatorii Gal’in makalesinde 2008 yilinda maksimum ¢arpim tipi Favard-Szasz—

Mirakjan operatoriiniin yakinsaklik derecesi problemi verilmistir (Gal, 2008).

12



3. GEREC VE YONTEM Nasan ALSATTUF

Maksimum ¢arpim tipi Favard—Szasz—Mirakjan operatoriiniin noktasal yakinsakligi

icin Bede ve Gal 2010 yilinda asagidaki iist sinirlart bulmuslar.

1) 9 :[0,1] — R, taniml ve [0, 1] aralig1 tizerinde siirekli bir fonksiyon olsun.

O zaman

T (9;6) — 9 (€)] < 6w (ﬂ%) o €Nvete0,1]

2) ¢ : [0,1] — Ry tanimli ve [0, 1] araligt lizerinde azalmayan konkav bir

fonksiyon olsun. O zaman

T (9:6) = 9(6)| < (0,2 ) .o € Nve g € 0,1,

Elde edilen sonuca gore ¢ fonksiyonu siirekli fonksiyonlar sinifindan se¢ildiginde
yakinsaklik hizinda herhangi bir iyilestirilme olamayacagi c¢esitli ¢alismalar
gosterilmistir (Yani w (19, %) stireklilik modiilii %Ii gecmiyor). Ancak belirli bir o
fonksiyon siniflar i¢in 6rnegin; simirli ve azalmayan konkav (i¢cbiikey) fonksiyonlar

ele alindiginda daha iyi yaklagim derecesi w(v; 1/0) elde edilir (Bede ve Gal, 2010).

Tamm 3.2.7 ¥ : [0,00) — R, siirekli bir fonksiyon olsun. £ € [0, c0), (a,) ve
(b,) dizileri; (}gglo 3> = 0 olacak sekilde pozitif reel sayilarin artan ve sinirsiz birer
dizisi olmak tizere
\*/OCU’Q (f) v (%)
St (9:6) =
V Cop (€)
0=0

bi¢ciminde tanimlanan operatore kesilmemis maksimum c¢arpim tipi Genellestirilmis

Szasz operatdrii denir. Burada C,, , (§) = (@5 411 (Giingdr, 2016).

b2 o!

Lemma 3.2.8¢ = {0,1,...} icin C, , (§) = (@9 olmak iizere

b2 o!
VCual©) = Crul@) o g [, (10
0=0 0 -

dir (Glingor, 2016).

Tanimm 3.2.9 o.c € {0,1,...} ve £ € [%", @} icin

(e

obs
be ¢

Coo (§) |4
Cos (€)

M&US (5) =

olup

13



3. GEREC VE YONTEM Nasan ALSATTUF

1)o>c+ 1lise
Coo (€) (22 = ¢)
Cos (§)

Mewx (5) =

2)o<c+1lise
CU,Q (5) (f - %)
Cos (€)

MQ,U& (5) =

dir (Glingor, 2016).
Lemma 3.2.10 o, € {0,1, ...} ve £ € [be’ (gﬂ)b"} icin

Moo (§) < 1.

Burada o > ¢ ve ¢ < ¢ i¢in yukaridaki esitsizlik saglanir. Dolayisiyla her o € {0, 1, ...}
igin
Moo (f) <1

dir (Giingor, 2016).

Teorem 3.2.11 ¥ : [0, 00) — R siirekli bir fonksiyon olsun. ¢ € [0, c0), (a,)

ve (b,) dizileri; li_}rn 72 = 0 olacak sekilde pozitif reel sayilarin artan ve sinirsiz birer
g—00 o

dizisi olmak tizere
VRS
N

(M) (9;€) — 9 (6)| < 8w (ﬁ, ) , 0€Nvefe[0,0)
dir (Giingor, 2016).

Tamm 3.2.12 ¢ : [0,00) — R siirekli ve bir fonksiyon 0 < £ < oco,7 > 0

ve hrrolo -+ = 0 olacak sekilde pozitif reel sayilarin azalan ve sinirsiz bir dizisi olmak
lizere -
V 500 ()7 (545)
M (0;€) = == , 0€N
V S (8)
0=0

bigiminde tanimlanan operatére kesilmemis maksimum carpim Modifiye Szasz

operatérii denir. Burada S, , (§) = ("QL!)Q dir (Barug ve Kirc1 Serenbay, 2021).

Lemma 3.2.13 S, , (¢) = @ & icin¢ = {0, 1, ...} olmak iizere

Ql Y

s <¢+1
o+r o+r

Vo (€) = S5 (6) 5 € < |

dir (Barug ve Kirc1 Serenbay, 2021).

14



3. GEREC VE YONTEM Nasan ALSATTUF

Tamm 3.2.14 0, € {0,1,...} ve & € [55;, <] igin

S0 (€) | 7% — €]

My (€) = 275 olup
1)o>¢+1lise
SO'“Q (f) O"Qr - 5
MQ,U,< (6) = So(g (2) )
2)o<¢—1lise
So.o -
Moo (f) = — © (6 = )

So (£)
dir (Barug ve Kirci Serenbay, 2021).

Lemma 3.2.15 Her o, s = {0,1, ...} ve £ € [airv ;ﬁ] icin

My (§) < 1.

Burada ¢ > ¢ ve ¢ < ¢ i¢in yukaridaki esitsizlik saglanir. Dolayisiyla her o € {0, 1, ...}
i¢in

Mo (€) <1
dir (Barug ve Kirc1 Serenbay, 2021).

Teorem 3.2.16 ¥ : [0,00) — R, sirli ve siirekli bir fonksiyon ve S{)* (19, €)

maksimum ¢arpim tipi Modifiye Favard-Szasz-Mirakjan operatorleri olmak {izere

(SO0 (9;€) =9 (¢)] < 8w (ﬁ”/o—ir) Vo e Nve¢ €[0,00).

Burada w = sup {|J (§) — ¥ (¢)[ ;€. t € [0,00),[§ — | < 0} ve lim - = 0 (Barug
ve Kircr Serenbay, 2021).
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4. BULGULAR Nasan ALSATTUF

4. BULGULAR

Bu boliimde maksimum carpim tipi Szasz-Durrmeyer operatdrii tanimlanmugtir.
Bununla birlikte bu operatoriin yaklasimi ve yaklasim hizi stireklilik modiili
yardimiyla incelenmistir. Maksimum c¢arpim tipindeki kesilmemis Favard—Széasz—

Mirakjan operatorii

A (9;€) onoo(ag)g , 0eN 4.1)
v
0=0

bigiminde tanimlanir. Burada £ € [0, 00) ve ¥ : [0,00) — R smurh bir fonksiyondur

(Bede ve ark., 2010).

Yukarida tanimlanan (4.1) ifadesindeki operatorii kullanarak

[e.e]

V
NI (9:€) = =

o!

@ TP ()9 (t)di
0

, 0 €N (4.2)

v {Pw () dt

0=0 °

esitligi elde edilmistir. Bu esitligi saglayan operatdre maksimum g¢arpim tipi Szasz—
Durrmeyer operatorii denir. Burada & € [0, 00) ve ¥ : [0, 00) — R fonksiyonu [0, c0)
aralig1 tizerinde integrallenebilir bir fonksiyondur. Ayrica (4.2) ifadesinde P, , (t) =

e*"tw dir (Alsattuf ve Kirct Serenbay, 2024).

e

Bu boliimde (4.2) ’da tanimlanan operatoriin yaklasimi ve yaklagim derecesi

incelenmistir. Yaklasim teoremi i¢in gerekli lemmalar ve tanimlar asagida verilmistir.

4.1. Maksimum Carpim Tipindeki Szasz—Durrmeyer Operatorii

Tamm 4.1.1 V¢ € [0,00) igin 9 : [0,00) — R, tamiml integrallenebilir bir

fonksiyon olsun.

yo(gj!)gang,g (1) (£)dt
NI (9;6) = =2 , 0N (4.3)
Q\z/o("ﬁ) o é’P@Q () dt



4. BULGULAR Nasan ALSATTUF

bu esitligi saglayan operatore kesilmemis maksimum ¢arpim tipi Szasz-Durrmeyer

—ot (0t)®

operatoriiframetitle denir. (4.3) esitliginde P, , (t) = e i~ Hero € Nigin

gergekten;

dir (Alsattuf ve Kirct Serenbay, 2024).

Lemma4.1.2 S, , (§) = (%)gaf ("Q%ge‘”tdt olsun.
)l

VSrel©) = S, (©) e e[S Y] c=0.
0=0

o (2

ispat.

Oncelikle ¢ € N ve o > 0 igin

0 <8501 (8) <86,(8) =€ € [0’ Q;Ll}

17



4. BULGULAR Nasan ALSATTUF

oldugunu gosterilirse ispat tamamlanir.

0 < Soor1(6) <oy (€)

(08 T (at)*H! e—td ) T
(9+1)!0{(9+1) "= 0{
o % gotl
e+ 1/ (e+1)
of oot

o+ 1 Q+1

—Jtdt

IN

Ql

IN

orle=ot g < / U—'tge“’tdt
Q.

IN

/ tetle=otqr < / tee ot dt

IN

( - / tetle ot < / tee ot dt
0

d
(ot = wu) dontisimii alinirsa dt = - 4
o

o2 TruNett _du T uNe _,du
J () T [C) T
(o+1) Y o Y o

IA

IA
Q
no
7a2%
—
O\
s
s
+
=
('B‘
<
QU
IS
N
—_

IA

IN

.. 1¢in deger alinirsa

o = 0:>0§Sa,1(£)§50,o(§)H€€ [0,

[ E—

QI0q | =

0 = 1=0<8,,(8) < Sy (&) — € [0,

0o = Q:>O§SU,Q+1(£)§S‘7'7@<€)'—>€E |:O Ql_l]

O halde 0 < Sy11 (€) < 5oy (€) variken € € [0, 25].
Tersine
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0= 0 — 5 c [07 %} 1(;11’1 5071 (5) < SU,O (5) ?

Q
FENEN
IN A
S R e

olT (2)

IN

~~
[\
~—

oll'(2)
ag/ule*“du
0

ot [ (ot) e ot <
0

IN

[\
0\8 0\8 = =
I

giinkii ' (2) = 1-T'(1)

—~
—_
~—

% “du u = ot alimrsa

1! 1!
0

e~rigdt — %o [ eoldt < o [eldl
0
S,

So1(€) 5,0(8)

o=1-—¢¢€ L 2]icin 8,2 () < 551 ()7

Q

TSI
IANIA
SRR

I
©
A
—~
©

I
©
A

o (2)

Ué&/u%‘“du < 2/u16_“du
0

20_/ (Ut)le_gtdt

TIPSR
Q
—8
)
~
e
|
Q
QL
~
AN

0
(08)* /(Ut)2@—"tdt < %, / (“lt)le“’tdt

0
30,2(5) So‘,l(&)

19
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0=0— &€ |22 igin Sy p41 (€) < 5rp(€) 7

¢ < o+1
- o
AT
o+1 —
(00 _ (09)°
(o+1)! — 0!
o+1 0
EZ? 1)!r(g+2) < (0+1)T(o+1) (‘75)
(U£)g+1oo o+l _—u (O.g)Q 7 0,—U
(Q+1)!{u e tdu < o (Q—I—l){ue du
u = ot doniisiimii alinirsa
o+1 0 %)
EZ? 1)'/(075)9Jrl e lodt < (05') (o+ 1)/(0t)ge_”tadt
"0 ) 0
o+l o+1 14 ° 0
A ! ! | ol
(@ T ettt (08)° T(ot)® _,,
So,0+1(£) So,0(8)

Yo = 0,1, ... degerleri i¢in £ € [g, %} ise S, 11 (€) < S, (€) saglanir (Alsattuf ve
Kirct Serenbay, 2024).

(e

Lemma 4.1.3 9, € {0,1,...} ve £ € E, @} olsun.

Moo (§) < 1.

Burada m,,, . (§) = g:gg ve Sy, (&) = (Ugf!)go?:(”g?ge—atdt dir.
ispat.
Burada iki durum s6z konusudur.
Do=c¢

2)o<g

20



4. BULGULAR

Nasan ALSATTUF

1) 0 > < olsun.

So.0(6) (00)° ;T 00" oty
Moos(€) _ BHO _ Swal) _ 4 44
- SO,ngl(E) o o o e+l 0 o
Mot1,0¢ (5) m SO'7Q+1 (5) ((Qi)rl)' Uf (( J)r o e~ otdt
F o —ot ¥ o —at
) (04 1) {)’ e dt _(Q+1)2 {(mﬁ) e tdt
 (ot)et! 0 N s 1 _s
S [ Gt of [ (o1)* ot
(u = ot) donistimi alinirsa
I(e+1)
/_/%
/ 4 —u
_ (et D)1 %
4 57 o+1 —u
0
I(o+2)
T(§) = %olsunozamanT fonksiyonu [5 i} aralig1 lizerinde azalan bir fonksiyondur.
Ciinkii 7 (§) = —4 < Oolup 7 (‘;“) < 7 (§) dir.
M (€) (e+1)° o T(e+1) (e+1)’ o o
Mo+1,06 € - o s+1I(0+2) o s+1(o+1)!
o+l
¢+1
yukarida verilen o > ¢ kosulu kullanilirsa
> 1
olup
M o6 (§) > Mey1,006(§) > (4.4)
elde edilir.
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2) 0 < ¢ olsun.

f (Ut)g —Jtdt

o—1(8) of)e~ 1 oo o
Sa,c(lf) Sa’g_l (g) ((; 1! Uf t) e otdt

—38 =

L T (ot)? e otdt (ot)? eetdt
! 0

3

o

2

O 1t [ (ot)? teotdt 9
0

(u = ot) dontsimi yapilirsa

I(o+1)

——~
o)

/uge_“du
0
o0

/ug_le_”du

0
—_——

I'(o)

(o) eotdt

o —Q -

@w‘q

h (&) = £ fonksiyonu [g i} aralig1 tizerinde artan bir fonksiyon ¢iinkii 4’ (§) =1 > 0
olup f (£) < h(€) dur

Mgos (§) EEF(Q_"U _ S o!
My-10:(&) — 0% T'(o) 0* (0 —1)!
= 5>
0
olup
Me,oc (5) > Me—1,0,¢ (5) > 2 Mmoo (4'5)
elde edilir. Ozel olrak o = ¢ secilirse
So ()
Mg (€) = 225 1 4.6)
< §( ) So',g (éf) (

olup (4.4), (4.5) ve (4.6)’ ten Yo, s € {01,...} i¢in m, , . (§) < 1 dir (Alsattuf ve Kirci
Serenbay, 2024).

Tamm 4.14 o, € {0,1,...} ve £ € [i, %} olsun.

Sa, (5) g _g
M, (&)= - ‘ ’ .
Soc (€)
Burada S, , (§) = g, ‘o f ("t e ?tdt dir. M, , ¢ (€) *nin iki durumu incelenecektir.
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1) Eger o > ¢ + 1lise

2)Eger o < ¢ —1lise

dir (Alsattuf ve Kirct Serenbay, 2024).

Lemma4.1.5¢ € [ %] olsun. Bu durumda

o’

DEgerpoe {c+1,¢+2,...} veo—+o+1>cise

MQJ,C (f) > Mg—H,c,c (5) :

2)Egero € {1,2,....,c — 1} ve o+ /0 < < ise

MQ,U,c (f) > Mg—l,o,c (5) :

Ispat.
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1)
Myac (6) _ Sea(©) (£-¢) S, ()
Motro (€) S0s () Soper (6) (22 —¢)
(Uf) f( et dt (g . 5)
: (Effl;l ‘7? ((0921)! e~otdt <%1 — 5)

(o+1) o] et (2 —¢)

0
oo f o et (22— ¢)
(0+1)° aof (ot)? eotdt (f — f)

= = ,  u = ot dolisiimii yapilirsa
ot [ (ot)?T e=atdt (%1 — f)
0

I(o+1)
ﬁ
_ (o+ 1)2 Zouge_udu (f - 5) _ (0 + 1>2 { ( )
Ufifjué”rleuclu (%1 r 5) 3 /ug+1 ~Uu ( f)
I'(o+2)

(e+1°1 o (2-€) (ern1 (2-¢)
o 5(9—1—1)!(%1_) o 5(9“_5)

(2-¢)

7(&) = % ((Qferl_gg) olsun. 7 fonksiyonunun ifadesinde 0 < ) < l¢iinkiip €

{s+1,6+2,..}ve& € {5 @} Bunun i¢in 7 fonksiyonunun monotonluk durumu

o’ o

icin sadece 1

£ ’1 incelemek yeterlidir.

- g“} aralig1 lizerinde artmayan bir

( % )/ _ 62 < 0 oldugundan 7 fonksiyonu [

fonksiyondur. Yani 7 (§+1) < 7 (&) olur.

Myoe (&) _ (0+1) o (5—%) (et D(e—s—1)
Myi106(6) — et _ il
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(Lemma 4.1.5)’nin 1) ifadesinde verilen kosulu kullanilirsa

e—ve+l1

0—5

vV
e

v

vo+1

o+1

v

Q2 — 2Q§+§2

v

0 —o0s—0s—0+o—c+s o+1—¢

Y

o+ 05 —¢*—¢
(c+1)(e—9)

0’ —os—o0+o—c—1
(e+1)(e—sc—1)
(e+1)(0—s—1)

(c+1)(e—5%)

v

Vv
—_

(4.7)

olup

Myoo (€) o (e+D(e=s=1) _ |
Mg+1,0§ (5) N (g + 1) (Q r §) 4
MQ,Uc (5) > Mg-i-l,o,c (5) :

Ispat.

2)

My (6 Sne©(6-2) Sy (€)
Moo () S0 @ 5001 (9 (6 %)

(o0)" L ooty (g — 221
=

(e—1)!

af?“ﬁye_”dt(f——§> ot ] (ot)?e~dt (€ — 2)

0

- 00 pe-1 B - =) B B
g{)’ ((;11)! e~otdt (f - "71) Q2£ (o) eotdt (5 - 971)
(u = ot dontisimil yapilirsa)

T(o+1)
——~
o0

of/u@e—“du - g) 0 {(5 o g)

o [uete v au (€ - &)
0
N————
I'(o)

h(§) = (56(5;1)) olsun. h fonksiyonu B, %} aralig1 iizerinde azalmayan bir

fonksiyondur. Ciinkii 2" (§) = (e2) + ¢ [5_%1+5_§] ) + £ >0

(&%) (e-2)" ] (&%)
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§€ [i, %} . Bunun i¢in » (§> < h (&)

MQ,U,C (5) (i - 5) _ S (C - Q)

v
My1,06(§) — E(S—Q;l) Co(s—o+1)

(Lemma 4.1.5)’nin 2) ifadesinde verilen kosulu kullanilirsa

o++vo < ¢
Vo < s—o
0o < ¢ =205+ 0"
os—0"+o < F—o
o(c—o+1) < ¢(s—o)
s(s—o)
1 < 679 4.8)
o(c—o+1)
olup
My (§) s (c—o) > 1
Q—l,a,c(g) g(§—g+1)

MQ,U,Q (5) Z Mg—l,a,c (‘S)

gerceklenir (Alsattuf ve Kirci Serenbay, 2024).
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5. TARTISMA

5.1. Maksimum-Carpim Tipindeki Szasz-Durrmeyer Operatoriiniin Yaklasim

Hiz1 (Derecesi)

Not Yaklasimlar teorisinde kullanilan operatorler acaba hangi hizla siirekli
fonksiyona yaklasir? Sorusu akla gelebilir. Yaklasim derecesi (hiz1) hesaplamak i¢in
birka¢ yontem vardir. Bu tezde (4.3) ifadesindeki tanimlanan operatdriin siireklilik

modiilii kullanilarak yaklagim derecesi asagidaki teoremde hesaplanmuigtir.

Teorem 5.1.1 ¢ : [0,00) — RT, 9 fonksiyonu [0,00) araligi tizerinde

integrallenebilir ve siirekli bir fonksiyon olsun.
[NOD (9;.€) = 9 (€)| < Bw (9;0), € €[0,00)

burada R sabit say1 ve w (9;0) = sup {|¢ (&) — 9 (¢)|;&,t € [0,00),|E —t| < 6} dir.
Yukaridaki esitsizlikte R sabiti ve J degeri hesaplanacaktir.

Ispat.

Maksimum c¢arpim tipi operatorii i¢in (Lemma 3.1.8) geregince ) fonksiyonu
siirekli oldugundan ve £,t € [0,00), d > 0, eo(t) = 1, ve O (t) = [t — ¢ igin
NM) (eg(t);€) =1, 0 € N alinsin.

NM (9;6) =9 (&) = NI (9;8) =9 (&) NI (eo (£) 5 €)

A
2
=
<
N
|
<
™
=
S
o
o
=
o

A
2
=
B
=
o
|
=1
S
=S
o™
o

‘N(EM) (9; &) — NM) (7 5)’ < N (|9 — 7] ; €) bu esitsizlik yukaridaki son satirdaki

esitsizlik i¢in uygulanirsa

N (9:6) = 9 (€)] < NP (10 (8) 9 (€)]36) + 10 (©)] [N (eo (£):6) 1
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NOD (eg (1):6) = 1ve [0(t) =9 ()] < w®@:l—t) < [Llg—t]+1]w(@;0)

oldugundan

1
< NP (LS €=t + 1} w (;0) ;£>
<[5V (lg = :) + NP (eo (6)56)] 0 (9:5)
esitsizlikte O, (t) = |t —&| ve NIM (g (1) ;€) = 1 yazilirsa

< [N ©c (1)) + 1] w(9:9). (5.1)

O¢ (t) = |t — &| ifadesi masksimum carpim tipi Szasz-Durrmeyer operatoriinde

yazilirsa

Uofo (0)® o—ot ’ 5’ dt
0

0\7 (08)° f( e—otdt
0

0=0
(ox g e
( E f t) f‘
_ o= 0
\/0(05) {)’% e—otdt

ifade edilir. Yukaridaki esitlikte her £ € E - } ves € {0,1,...} i¢in

o SU,Q(&) i_f‘ e % )g ot
M, (&) = 5, (6 s Soo 00 J e 7dt

agagisaki butin iglemler ¢ € {1,2,...} i¢indir. Clinkii 6zel olarak ¢ = 0 i¢in ayr1 bir
sekilde hesaplanacaktir.

c=0=¢c¢ {O,i]
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(08)° ( e~ tdr e —
M - See@lEmd T s ¢
2,0 5070 (5) 00§|) O'f( e—otdt
T (at)®
R R o
— : = , u = ot doniisimii yapilirsa
¢ Jeotdt
0
I(o+1)
[oe)
1 ul —u o /ug _5
B G R Y |
o 1% ol ol 7
U{e du /e’“du
S
r(1)
_ orrdli-g e,
- I ol 1 o o
o 0 0
1) 0o = 01i¢in
VE
Mo:;o(f)—f:\/g\/gﬁﬁ
2)o>1ligin £ >1
_ (08)° |o o%° o 1
MQ,U,O (5) - Q' E - ’ = Q' p < O-g 59
o o¢ 1
= Ug 159 15 S 0'9_15

. v
= é—ﬁ\/ésﬁ

¢=0vepe{0,1,2,..} igin

SIS

M@:U,O (f) <

Simdi ¢ € {1,2,...} ve o € {0,1,2,...} igin M nin bir st sinir1 aranacaktir. Bunu

gosterebilmek i¢in asagidaki durumlar1 incelenmelidir.

Do=g
o>c+1
3o<c¢-—1
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1) Eger p =g ise

Mo = T e
A

¢€{1,2,..} yani¢ > 1igin £ > < ve buradan # < /€ sonucuna varir.

M, (6) < L < V8

NN

2) a) Kabul edelim ki o — /o + 1 < ¢ olsun. Buradan

Sea(€)|2 €] (5—9
MQﬂ,C (5) — S f) S )

- netoi9 52

e s
o o o

+
g

<

i

o’nin bir st sinirt bulunmalidir. ¢ < 2¢ olamaz ¢linkii ¢ > ¢ + 1 ve ming = 1
oldugundan o > 2¢ olup ¢ < 3¢ olmalidir. Celiski yontemi ile gosterilecek. o > 3¢
kabul edelim ve 7 (§) = £ — /€ + 1, £ € [0, 00) i¢in 7 fonksiyonu bu aralikta artandur.

Dolayisiyla verilen kosuldan

o—+vo+1 > 3¢—+v3+1
> 36— V3 +¢g
> <

bulunur. Bu da verilen kabul ile ¢elisir ¢linkii o — /o + 1 < ¢ kabul edilmistir.
Dolayisiyla o < 3¢ olmalidir.

Vo+1 < V3 +1 <2\/5

2v¢€
< W
2) b) Kabul edelimki o — /o + 1 >colsun. Ve 7 (§) =& —/E+1,£ € [0,0)

i¢in 7 fonksiyonu bu aralikta artan olup o = {1, 2, ...} i¢cin maksimum degeri vardur.
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Oyle kid — /2 + 1 < < olur. Bunun i¢in o; = g + 1 almirsa g, — /21 + 1 > ¢ olur,

buradan
o+1
(¢
g

IN

Mm,a,g (f) = ME—H,U@ (5) = Mgt+1,0 (5) (Q -1 - 5)

g
o+1 ¢
(5 -2)
0+1 o—Vvo+1 Vo+1+1
o B g N g

IN

IN

2) a) sikkindan p < 3¢, benzer sekilde p < 3¢ ifadesi kolayca elde edilebilir.

V3+1+1

o

Mgl,a,C (5) = MEJrl,O',C (6) S
V3 + S+ /6

g

3VS 3y 1 _3/E

VAN

ayrica 01 > < + 1 oldugundan ve 7 fonksiyonu artan oldugu i¢in (Lemma 4.1.5 )

IN

geregince
ME-&-La,g (5) > M§+2,0,< (5) b, %

VYoe{o+1,0+2,..}i¢in

Mgl,o,c (5) = M§+1,o,§ (5) <

S5

3) a) Kabul edelim ki ¢ + /0 > < olsun.

Sra @2~ ¢ _ 00 (©) (€= 2)

Mg,o,c (5) = Smg (5) So'7g (S)
— meee € (6= 2) < (- 2)
< s+l o

o g
< etverl o
o o
. Vo+l  Jo—1+1
< - o
. Vel _VREVE L 2V8
o a g
_ 26 2
= = =<
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3) b) Kabul edelim ki o+ /0 < g olsun. g € {0, 1,2, ...} igin o+ V0 > ¢ almirsa
minimum deger vardir. g = ¢ — 1 i¢in g3 + /02 < < olur.

Mpoo () = My, (€) =ms .. (€) (g 0 1)

g
< (%)

¢+1 o-1
o o o
o o+Vo+l o-1_Vo+2
B o o o
0—1=0, < 02+ /02 < s ve p < ¢+ 1 oldugundan /o < /< + 1 olup
Ve+1+2
My (§) = Mo () < ™
VS+1+2<

g
\/<+§+2\/E< 44/
- <

g

<

(Lemma 4.1.5 ) geregince 0 < ¢ — 1
ME—LJ,; (5) > ME—Q,J,Q <§> > 2 MO,O’,§

Vo e {0,1,...,¢ — 1} igin

MQQvUﬁ (5) = ME—l,o,g (5) S

Sonug olarak inceledigi tim durumlarda

Ey () = N (0 (1):€) = max {Myq (§)} < Mf

=0,1,... 7 \/_
olup (5.1) ifadesinde yazilirsa ve § = 4\/\/5 secilirse bu durumda R sabiti bulunmus olur.
1
NOD (5,0 =0 ()] < |FNED (O (1)) + 1] w (359)
1 4y/¢ 4./€
< |—=—=+1 §—=
= ke | (19’ NG
L Vo |
Vo AVE ] ( Ve )
< | =—F +14w |V,
NG NG
Ve
< g
< 8w (19, o

boylece ispat tamamlanir (Alsattuf ve Kirc1 Serenbay, 2024).
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6. SONUCLAR

Bu tezde [0,00) araligi iizerinde tanimlanan maksimum c¢arpim tipi Szasz
operatoriinden faydalanarak ayni aralik iizerinde maksimum c¢arpim tipi Szasz-

Durrmeyer operatorii elde edilmis ve asagidaki gibi tanimlanmaistir.

VLG [Py ()0 (2) dt
NM (9, ¢) = 2 0 _ ,oeN
V o [ Po () dt

0=0

Burada £ € [0,00) ve ¥ : [0,00) — R, fonksiyonu [0, 00) aralig1 iizerinde
integrallenebilir bir fonksiyondur. Ayrica yukaridaki ifadede P, , () = e*"tw olarak
) o

tanimlanir (Alsattuf ve Kirc1 Serenbay, 2024).

Dordiincii boliimde elde edilen bu yeni operatoriin biitiin 6zellikleri incelemistir.
Bununla birlikte siireklilik modiiliinii kullanarak maksimum c¢arpim tipi Szasz-
Durrmeyer operatoriiniin  simnirli ve siirekli fonksiyonuna olan yaklasim hizi

incelenmistir.
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7. ONERILER

Maksimum ¢arpim tipi Szasz-Durrmeyer operatoriiniin sinirli ve stirekli
fonksiyonlara yaklagim derecesi bu tezde hesaplanmustir. ileri calismalarda farkli bir

fonksiyon sinifi ele alindiginda yaklagim derecesi iyilestirilebilirdir.
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