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OZET
SONSUZ SERILERIN BAZI METOTLAR iLE TOPLANABILIRLIiGI

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir. Birinci béliimde, toplanabilme teorisi ile ilgili genel
bilgiler verilmis olup Riesz metodunun toplanabilme teorisindeki éneminden bahsedilmistir. Ikinci
béliimde, yapilan ¢alismayla ilgili kaynak arastirmalarina yer verilmistir. Ugiincii boliimde, ¢alisma
boyunca kullanilacak olan temel tanim ve teoremler verilmistir. Dordiincii boliimde, k >1 olmak tizere

Rr?’ pq(n);Hn K

toplanabilirligi ile ilgili teoremler ifade ve ispat edilmistir. Son olarak, besinci boliimde yapilan
caligmalar ile ilgili sonuglar verilerek ¢aligmanin amaci desteklenmistir.

sonsuz serilerin deferred ‘N, P 6y|, toplanabilirligi ve Riesz alt metodunun

Anahtar Kelimeler: Riesz ortalamasi, Abel doniigiimii, Mutlak toplanabilme, Toplanabilme carpant,
Sonsuz seriler

Damsman: Dog¢. Dr. Ugur DEGER, Mersin Universitesi, Matematik Anabilim Dali, Mersin
Universitesi, Mersin.

ikinci Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Sibel YASEMIN GOLBOL, Matematik Anabilim Dali, Siirt
Universitesi, Siirt.



ABSTRACT
SUMMABILITY OF INFINITE SERIES BY SOME METHODS

This study consists of five sections. In the first section, general information about summability
theory is provided, and the importance of the Riesz method in summability theory is discussed. The
second section includes a literature review related to the study. In the third section, the fundamental
definitions and theorems that will be used throughout the study are presented. In the fourth section,

K Rr?’ pq(n);en

Riesz submethod of infinite series for k > 1 are stated and proved. Finally, in the fifth section, the results
related to the conducted studies are presented, supporting the purpose of the study.

theorems regarding the deferred “\_1, pn;é’n summability and the ) summability of the

Keywords: Riesz mean, Abel transformation, absolute summability, summability factor, infinite series.

Advisor: Assoc. Prof., Ugur DEGER, Department of Mathematics, Mersin University, Mersin.
Second Advisor: Assist. Prof.,, Sibel YASEMIN GOLBOL, Department of Mathematics, Siirt
University, Siirt.



TESEKKUR

Lisansiistii egitimim boyunca ders asamasinda ve tez ¢alismamda beni yonlendiren; akademik
anlamda bana rehberlik eden, beni her daim sabirla yonlendiren, degerli bilgi ve tecriibeleriyle egitim
hayatimda yeni tecriibeler kazanmami saglayan, yol gosteren kiymetli hocam Sayin Dog. Dr. Ugur
DEGER ’e sonsuz sayg: ve tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica tez asamasinda her an bilgi, emek ve tecriibelerini benden esirgemeyen kiymetli hocam
Dr. Ogr. Uyesi Sibel YASEMIN GOLBOL ’a tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

Toplanabilme teorisi temelinde yakinsamanin oldugu analizin énemli alanlarindan biridir.
Yakinsama teorisi matematigin yaklasim teorisi, olasilik ve uygulamali matematik gibi alanlarinin yani
sira fizik ve mithendislik gibi alanlarda da kavramsal olarak 6nemli bir yere sahiptir.

Serilerde yakinsaklik kavramu ilk olarak Cauchy tarafindan incelenmis sonrasinda ise Abel
tarafindan yakinsaklik teorisi daha da gelistirilmistir.

Serileri iki baglik altinda yakinsak ve 1raksak seri olarak inceleyebiliriz. Sonsuz bir serinin
kismi toplamlar dizisi bir limite sahipse bu seriye yakinsak seri denir. Aksi halde bu seriye 1raksaktir
denir. Iraksak bir seri belirli ve belirsiz olarak isimlendirilen asagidaki iki durumdan biri olarak
karsimiza ¢ikar.

Sonsuz bir serinin kismi toplamlar dizisinin limiti co veya —oo ise bu 1raksak seri belirli olarak
adlandirilir.

Eger kismi toplamlar dizisinin S limit noktalarinin kiimesi i¢in card(S) = 2 ise bu tip iraksak
serilere belirsiz ad1 verilir. Bu tip serilerde “Hangi yontemler ile bu tip seriler yakinsak yapilabilir?”
sorusu ortaya ¢ikmaktadir. Bu tip sorulara ¢dziim bulmak amaciyla cesitli yontemler(toplanabilme
metotlar1) gelistirilmistir. Bu yontemlerden en iyi bilineni Cesaro toplanabilirlik (aritmetik ortalama)
yontemidir.

Yoo U serisini géz Oniinde tutahm. s, = uy +u; + - +u, ve o, = %Zﬁ;o Sk olsun.
Y=o Uy serisi raksak iken, bu serinin kismi toplamlar dizisinin aritmetik ortalamasi ile olusturulan
o, genel terimli dizisi bir § degerine yakinsak ise Y.z, u;, Serisi Cesaro (aritmetik ortalama) metoduna
gore toplanabilirdir(yakisaktir) denir ve Yoroux = B (C,1) ile gosterilir. Ornegin, Y o(—1)*
serisi belirsiz bir 1raksak seri olmasina ragmen, bu seri % degerine Cesaro anlaminda toplanabilirdir.

Ayrica, yakinsak bir serinin Cesaro metoduna gore de yakinsak oldugu ve  limiti
korudugu(regiiler olarak adlandirilir) toplanabilme teorisinde iyi bilinen sonuglardan biridir.

Iyi bilinen bir bagka toplanabilme metodu, &zel bir hali Cesaro metodunu veren, Riesz

metodudur. Buna gore, (q;) pozitif terimli bir reel say1 dizisi Q,, = Y-, qx olmak iizere,
1 yn
Ry = - 2k=0 qkSk

ile verilen déniisiime Riesz toplanabilme metodu denir ve (R,q,) veya (N,q,) ile gosterilir
(Hardy,1973). Her k € N i¢in q;, = 1 alinirsa (R, 1) = (C, 1) olacaktir.
Yukarida verilen iki temel toplanabilme metodunun disinda da bir ¢ok farkli metot

bulunmaktadir. Bu metotlarin bir kismina Materyal ve Metot boliimiinde yer verilecektir.



Siileyman ATALAR, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2024

Agiktir ki toplanabilme teorisinde temel amaclardan biri iraksak olan serileri bazi yontemler ile
yakinsak olacak sekilde diizenleyebilmektir. Bunu yaparken ele alinan yontemlerin regiilerlik
kosulunu saglayacak sekilde de davranilmasi 6nemlidir.

Bu tez calismasinda H. Bor’un 2014 ve 2022 yillarinda yapmis oldugu ¢alismalardan motive
olunarak benzer bir problem 2. Boliimde verilmis olan (N, q,) Riesz metodundan daha genel
toplanabilme metotlar i¢in ele alimmistir. Bu problem goz oniinde tutulurken, yontemde ele alinan dizi
siniflarinin yanisira teoremlerde verilen kosullar problemin ¢éziimiinde 6nemli bir yere sahiptir. Bu
caligmada H. Bor tarafindan verilen sonuglar toplanabilme yontemine gore genellestirilmis ve iki ana
sonug elde edilmistir.

Tez ¢aligmasinin Materyal ve Yontem kisminda literatiirde yer alan bazi temel tanim ve
kavramlarin yani sira, tez ¢calismasinin ana eksenini olusturan toplanabilme yontemleri verilmistir.

Bulgular ve tartisma kisminda ise bahsedilen problemin ¢éziimiine ait ana teoremler verilerek,
onlarin ispatlar1 yapilmistir.

Sonuglar ve dneriler kisminda ise problemin etkisi ortaya koyulmus ve bu konu ile ilgili neler

yapilabilecegi {izerinde durulmustur.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Fekete 1911 yilinda |C, 1| toplanabilirlik tanimini vermistir (Fekete, 1911). Flett ise 1957
yilindap = 1 olmak iizere bu tanimdan daha genel olan |C, 1], toplanabilirlik tanimini, daha sonra
da [C, x|, toplanabilirlik tanimin1 vermistir (Flett, 1957).

Mutlak Norlund toplanabilme kavrami Das tarafindan 1969 yilinda verilmistir (Das,1969).
Kishore ve Hotta ise 1970 yilinda toplanabilme garpanini tanimlamislardir (Kishore&Hotta, 1970).
1979 yilinda ise Tanovic-Miller tarafindan alt tiggensel matrisler yardimiyla |A|, toplanabilirlik
tanimi yapilmistir (Tanovic&Miller, 1979).

N, p,

Bor tarafindan verilmistir (Bor, 1985), (Bor, 1993).

) toplanabilme ve |N, p,,, 6|, toplanabilme kavramlar1 sirasiyla 1985 ve 1993 yillarinda

1992 yilinda Sulaiman tarafindan |N, P,: 6, ) toplanabilme tanimi yapilmistir (Sulaiman,

1992). Sulaiman daha sonra 1993 yilinda alt tiggensel matrisler yardimiyla |4, p,, |, toplanabilirlik
tanimini yapmistir (Sulaiman, 1993).

Seyhan 1999 yilinda ¢ — |C, x|, ve @ —|C,x; 8], toplanabilirlik tamimlarini literatiire
kazandirmistir (Seyhan, 1999).

Daha sonra Bor, Mishra ve Srivastava’nin mutlak Cesaro toplanabilirligi ile ilgili ¢aligmasini
(Mishra&Srivastava,1985) hemen hemen artan dizileri kullanarak daha zayif kosullar altinda
ispatlamistir (Bor, 2000).

Ozarslan ve Keten 2013 yilinda |4, p,|, toplanabilirlikten daha genel olan ¢ — |4, p, |k
toplanabilirlik tanimin1 vermiglerdir ve bununla ilgili daha 6nceden Bor’un vermis oldugu teoremleri
pozitif azalmayan diziler yerine hemen hemen artan dizi kavramini kullanarak daha zayif kosullar
altinda genellestirmislerdir (Ozarslan&Keten, 2013).

Bor 2012°deki ¢aligmasinda hemen hemen artan dizileri kullanarak mutlak Riesz
toplanabilirligi ile bir teoremi ispatlamistir (Bor, 2012). Bor 2014’de ise ayni teoremi daha zayif
kosullar altinda ispatlayip yeni bir sonug elde etmistir (Bor, 2014).

Bor 2016°daki sonsuz serilerin mutlak Riesz toplanabilirligi (|N_, P,

k) ile ilgili ¢aligmasini

2017°de N, p,;6,

) toplanabilirligini kullanarak genellestirmistir (Bor, 2016), (Bor, 2017).

2017 yilinda Ozarslan, |4, p,, | toplanabilirligi ile ilgili bilinen bir teoremi O — quasi monoton
dizileri kullanarak |4, p,,, 8| toplanabilirligi ile genellestirmistir (2017, Ozarslan).
Bor 2018’de artmayan diziler ile & —quasi monoton dizileri kullanarak sonsuz serilerin

|l\_l, pn|k toplanabilirligi ile elde ettigi sonucu 2022’de |N, [SZA ) toplanabilirligi kullanarak

genellestirmistir (Bor, 2022).
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Bu calismada oOncelikli olarak sonsuz serilerin deferred Riesz toplanabilirligi Bor’un
2022’deki galigmasi gbz oniinde bulundurularak ele alinmig ve bununla ilgili bir teorem verilmistir.
Daha sonra Bor’un 2014’deki galigmasi Riesz lambda metodu kullanilarak genellestirilmis ve bu

metoda bagli olarak sonsuz serilerin toplanabilirligi tizerine bir sonug verilmistir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Materyal ve yoOntem boliminde oOncelikle tez c¢alismasinda faydalanilacak tanimlar,
kavramlar ve gosterimler, daha sonra ise toplanabilme yontemlerine bagli olan teoremler ve sonuglari

verilecektir.
3.1. Temel Tanimlar

Tamm 3.1.1. M ve N keyfi sabitler ve (a, ) dizisi pozitif artan bir dizi olsun. Ma, < X < Na,
kosulunu gergekleyen pozitif (X ) dizisi h. h. artan dizi olarak adlandirilir (Bari ve Steckin, 1956).

Tamm 3.1.2. Y}, a; serisinin kismi toplamlar dizisi (s,,,) ve Cesaro ortalamasi u,, olmak iizere

1
Unm = EZZL:lSk (3.1)
olsun. Eger
lim u,, =1
m-—oo

ise, Yp=q ay serisi | degerine (C.1) toplanabilirdir denir (Petersen, 1966).

Tanmim 3.1.3. u, , (3.1) deki gibi tanimlanmak iizere,
z:|un —un71| < o0 (3.2)
n=1

kosulu saglantyorsa, Y- a; serisine |c,1| toplanabilir denir (Fekete, 1911).

Tamim 3.1.4.p > 1 olmak iizere,
TRog kP AP 3.3)

serisi yakinsak ise, ¥.i~; ay serisi |C, 1|, toplanabilir denir (Flett, 1957).
Burada Akuk: = Uk —Uk—1-
Tamm 3.1.5. Y};°-; a; serisinin kismi toplamlar dizisi (s,,) olsun. «> —1 i¢in (s,) ve (ma,,)

dizilerine gore «-inc1 mertebeden Cesaro ortalamalari sirasiyla
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1 _

Uy = B k=0 B:r(l—}csk (3.4)
1 _

tm = gzzlﬂ By ickay (3.9)

ile tammlanir. Eger lim ugy, = [ esitligi mevcut ise, Y=, a; serisi [ degerine (C, ) toplanabilirdir
m-oo

denir. Burada
By = (™) =0(m*),Bf=1,m>0,B%,=0 (3.6)

dir (Zygmund, 1959).
Tamm 3.1.6. u;, , (3.4) de oldugu gibi tanimlansin. <> —1 ig¢in

YiealDreui] 3.7)

serisi yakinsak ise Y,y ay serisi |C, «| toplanabilir denir (Fekete, 1911).

Tanmm 3.1.7.p = 1 icin,
Yo kP AP (3.8)

serisi yakinsak ise }.;-; ay serisi |C, |, toplanabilir denir (Flett, 1957).

Burada t;f = kPA,uy oldugundan (3.8) kosulu
Tre kTP

olarak verilebilir (Bor, 1988).

Tanm 3.1.8. 5§ >0, « > -1 ve p = 1 igin, eger
Yo kPP < oo 3.9)

kosulu saglamirsa },;7_; ay, serisi |C, «; 51, toplanabilir denir (Flett, 1957).
Eger (3.9) ifadesinde & = 0 almursa, |C, |, toplanabilme ve yine (3.9) ifadesinde s =0 ve o =1
alinirsa, |C, 1|, toplanabilme elde edilir.

Tanmim 3.1.9. & > -1 vep =1 icin,
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Yie op kPIEIP < oo (3.10)

kosulu saglamirsa bu takdirde Y32, ay serisi ¢ — |C, «|,, toplanabilir denir (Seyhan, 1999).

Tamm 3.1.10. ¢« >—-1,p=1Vve 5 =0 i¢cin,
T o TP IP < oo (3.11)

kosulu saglanirsa }.;-; ay serisi ¢ — |C, «; 8|, toplanabilirdir denir (Seyhan, 1999).

Eger s =0 almirsa ¢ — |C, x|, toplanabilme elde edilir.

Bu ¢alisma boyunca

Py = Yh=0Pm — n— o (3.12)
p_i=P_i=0,i21

seklindedir. Burada (P, ) pozitif sayilarin bir dizisidir.

Tamm 3.1.11 (P,), (3.12) deki gibi tanimlanmig olsun. Bu durumda

Uy =— PpSn (3.13)

doniisiimiine Riesz ortalamasi denir. Bu doniisiim ( N, P, ) olarak gosterilir (Petersen, 1966).

Riesz doniistimiiniin matris elemanlari

&, m<n igin
tm=1F (3.14)

0 , m>n igin

dir (Petersen, 1966).

Teorem 3.1.12. (/V ) pn) ortalamasinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart P — o0 (11— )

kosulunun saglanmasidir (Petersen, 1966).

Tamm 3.1.13. (U,) , (3.13) esitligindeki gibi verilmis olsun. Eger
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kosulu saglanirsa, Y37, a; Serisi S’ ye (/V,pn) toplanabilir denir (Petersen, 1966).
Tanim 3.1.14. Z a, serisinin kismi toplamlar dizisi (Sk) olmak tizere, bu dizinin (3.13) ile verilen

(Uk) Riesz doniistimil i¢in
Y=l Brug| < (3.15)

kosulu saglamirsa, Yy, a; serisi |N,p,| toplanabilir denir (Mazhar, 1966).

Tanim 3.1.15. p > 1 olmak iizere

w (P\P7!
T () Ianl? < e (3.16)

kosulu saglanirsa Y5 ay serisi [N, p, |, toplanabilirdir denir (Maddox, 1970). (3.16) ifadesinde
her n i¢in p, =1ise|N, 1|, =1C, 1], olur (Maddox, 1970).

Tamm 3.1.16. p = 1 olsun. Eger
Y 08 A P < o0 (3.17)

kosulu saglanirsa Y5 ay serisi [N, p,; 6|, toplanabilir denir (Sulaiman, 1992). (3.17) ifadesinde

P _
her n i¢in 6, =—- almirsa, |N, Pnlp toplanabilme elde edilir (Bor, 1985).

n

Tanmm 3.1.17. P, ve P, verilen iki toplanabilme metodu olmak iizere, P, toplanabilen her dizi ayni
degere P, toplanabiliyorsa, P,e P, yi gerektiriyor denir. P, € P, seklinde ifade edilir. Eger P, € P,

ve P, C P saglaniyorsa, P, metodu P, metoduna denktir denir (Petersen, 1966).

Tamm 3.1.18. ) a,, serisi verildignde Y a,A, serisi bir Y metodu yardimiyla toplanabiliyorsa,

(A, dizisine Y’ a,, serisinin Y metodu igin bir toplanabilme ¢arpani denir (Kishore ve Hotta, 1970).
Tamm 3.1.19 s kiimesi pozitif sayilarin smnirsiz bir kiimesi olsun. K (X) ve h(X) fonksiyonu S

iizerinde taniml1 herhangi bir fonksiyon ve yeterince biiyiik x € S degerleri i¢in
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k()

h(x) <M

kosulunu saglayacak sekilde bir M sayis1 varsa bu takdirde

()=0(h(x)

yazilabilir (Boas, 1965).

Tamim 3.1.20. Pozitif sayilarin herhangi iki dizisi (5 ) ve (Wn) olsun. Eger bir yerden itibaren

n
w, >0, 6, >0 ve AW, >-6, oluyorsa (w,) dizisine s-quasi monoton denir (Boas, 1965).
Tamm 3.1.21. (Abel Doniisiimii)

(Xk ) ve ( M ) reel veya kompleks sayilarin herhangi iki dizisi olsun.
S, =X X, + X+ X,

seklinde tanimli olsun. Bu takdirde

n n-1
D XY =D S A +5,Y, (3.18)
k=1 k=1

saglanir (Abel, 1826).
Tamm 3.11.22. (Holder Esitsizligi)

«> 1 i¢in §+%= 1 veheri=1,n iginx; = 0, y; = 0 olmak iizere

1/B
Yo Xk Ve < ey DY (TR viP) (3.19)

saglanir (Maddox, 1970).
Tamm 3.1.23. (Minkowski Esitsizligi)

o«>1 veheri=1,n i¢cinx; >0, y; =0 olmak lizere

o1 (e + 7)) Y™ < (They DY+ oy ™)V (3.20)

saglanir (Maddox, 1970).
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3.2. Bilinen Sonuclar

. 0 o .
Teorem 3.2.1. n > 0 igin, X, = 7_o %%, (Z2%) artmayan bir dizi ve N —co igin 4, — 0 olsun.
v n

( P, ) pozitif sayilarin bir dizisi olsun dyle ki

n— oo igin P, =0(np,)

n

kosulu saglansin. Varsayalim ki her n i¢in, |Ad,| < |4,], X nX, 6, < o ve ) A, X, < o olacak

sekilde bir s —quasi monoton (A4,,) say1 dizisi mevcut olsun. Eger

k k
Zeﬁ{%} % —0(X,), m— o0

n=1 n n

kosulu saglanirsa, bu durumda Z a A, serisi ‘N, (A .+ k =1, toplanabilirdir (Bor, 2022).

Lemma 3.2.2. Yukaridaki teoremin kosullari altinda asagidakiler saglanir (Bor, 1991).

221X = 0(1), n >
nXpldy| = 0(1), n -

Z nX, |AA,| < co.
n=1

Teorem 3.2.3. (X,) h. h. artan bir dizi ve [%J artmayan bir dizi olmak iizere (5,) ve (4,)

n

dizileri asagidaki kosullari saglayacak sekilde segilsin:

1Ay | < Bn,

‘Bn—>0, n — oo

z n|ABy Xy < oo,
n=1

Mn |Xn = 0(1)

Eger,

10
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" Qk—l |tn|k _O(X) m — oo
Topkxk-1 o UMY

n=1

ve (py) dizisi

B, = 0(np,), (3.21)
B Ap, = 0(pnpn+1) (3-22)

kogullarini saglarsa, bu durumda > a, L serisi ‘N, A

n=1 n

k=1, toplanabilirdir (Bor, 2014).

Lemma 3.2.4. Eger (X, ) h. h. artan bir dizi ise Teorem 3.2.3 {in kosullar altinda,

X8, =0(0),
iﬂnxn <0

elde edilir (Mazhar, 1966).

Lemma 3.2.5. Eger (3.21) ve (3.22) kosullar1 saglanirsa, bu durumda A(Pn / pnnz) =0(1/n?) elde
edilir (Bor, 1988).

11
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. ‘W p,;0,

) toplanabilme ile ilgili sonuclar

Bu boliimde Hiiseyin Bor’un 3.2.1°de verilen teoremi genellestirilecektir. Teoremden 6nce

deferred Riesz ortalamasi ve ‘W, P, 6,

) toplanabilirlik tanimlar1 asagidaki gibi verilmistir.

Tamm 4.1.1. (p,) bir pozitif reel sayr dizisi ve n = (1) ile k = (k,) ise negatif olmayan

tamsayilarin

NMn < Kn, n=12.3,..

lim k,, =
n—-oo

kosullarin1 saglayan dizileri olsun ve

Pr]’n(nﬂ: Zn: pk:'to

k=n,+1

saglansin. >" a~ serisinin kismi toplamlar dizisi (s, ) olsun. Bu durumda diziden diziye

13
K
DR, = o > Pusn
o +1 M=17,+1

donistimiine (sn) dizisinin deferred Riesz ortalamasinin DR, dizisi denir (Deger ve Kiigiikaslan,

2015).

Tamm 4.1.2. k =1 Ve (g, ) pozitif sayilarin herhangi bir dizisi olsun. Eger

© _ k
Y1051 |DER, — DER, 4| <o (3.23)

kosulu saglaniyorsa ), a,, Serisi ‘W, P,; 0, ) toplanabilirdir denir.

13
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n
Teorem 4.1.1. n >0 igin X, = Z% [%j artmayan bir dizi ve n — oo igin A4, — 0 olsun.
v=0

v n

(p,) pozitif sayilarm N —oo i¢in B, =O(np,) kosulu saglayan bir dizisi olsun. Varsayalim ki
vn i¢in 3" nX S, <o, |AA,| < |A,| ve ) A, X, yakinsak olacak sekilde bir (4,,), s —quasi monoton

say1 dizisi mevcut olsun.

Eger

n=1 n n

K k k
Y gt [E_j % —O(X, ), Mo

kosulu saglanirsa, bu durumda S~ a 4, serisi ‘DN, P,; 0, okl toplanabilirdir.
Teoremin Ispat : (s)): Da4, serisinin kismi toplamlar dizisi, yani
Sn = Xik=1Ak = Lk=1Pk V€ P}cn = Py;;n+1 olsun.

(Ty,,)» 2 anAy serisinin deferred (N, p,,) ortalamasi olmak iizere tanimdan,

1 Kn i 1 Kn i
Tew =5 Z pi Z aj%':g Z pi Z Pj

Kn i=Np+1  j=np+1 Ni=np+1  j=np+1
Mntl NMnt2 NMnt3 Kn
1
= P_ Pn,+1 Z Pj +p17n+2 Z Pj +p17n+3 Z pjt-+t Px,, Z pj
*n J=nn+1 J=nn+1 J=nn+1 J=Nn+1
Kn Kn
1 1
=P Z Pi(Pxn - Pi—l) —p Z ai’li(PKn - Pi-l)
Kn i=Np+1 Kn i=np+1
yazilabilir.

T, — T, -1 farkina bakalim.

1 Kn 1 Knp—1
Too=Tagr =5~ ). pilBey=Pid) =5 D pi(Peys = Pics)
Kp - Kn—1 ,_4
i=np+1 i=np+1
Kp—1
1 1
= ) (PP, Peyor — PPy Pt = PiBe, Pyt + PiPe,Pios) + 5Py (P = Pryo)
KnDrep—1 i Kn
1 Kn—1 Kn
P, Px,, P,
= P. P z piPi—lpKn + P = PP Z Pi—l ai)li
KntKn—1 =1 Kn Kn® Kn—1 i=Nn+1

14
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Kn
Px,, z P14 ia
Pan;cn—ll =np+1 ‘ l
n

Ty, — T, -1 farkina Abel doniigtimiinii uygulayalim.
& P
plcn i—1/4i .
lon = T-1 = p7p Z ~
Kn' Kn— 11 1
Kn—1
_ plcn Z A<Pi—1/11>zra zra Kn—l}lKn
P, Pe.-1 e e " e "
E b Pa 1
P, z ( i-14i b i+1) . Kn t
=—0" — )i+ Dt; + t, P _
PoPomt | N iH1 (4 Dti + tig, Py 1 =
—in
Eop & opa 1
pK z l 1 i pK l i+1 Kn+
=— —({+Dt; — —"Z ——(+ Dt;+ t,e pe. A
PP L k PK"_IL =N +1 i+ wn Feyten
Kn—1 Kn—1 Kn—1
—P’;‘" Z ”(+1)t PP Z 2””(+1)1: PP Z Pdiesti
Kn Kn=1; =Nnp+1 Kn=1; 2 =Np+1 Kn=1; =Nn+1
+ 1 Kp+1
p —
KnlKn™"Kn PKnKn
Kn—1 Kn—1
pxn Pili . pxn PL/11+1
——n — (i P —==(+ D
Panxn—ll =Nnp+1 : Fe PK n Ll
Kp—1 i
P Z:cn z i z+1( + 1)t
Kn' Kn=1 el
Kn—1 Kn—1 1
pl i Kn +
Z i+ D, — Z Pidisats + te D A,
PKnPKn_ll e} P Px n1; 4= Be, Kn
Kn—1 Kn—1
B Z PALL, +1 P, Z Pi/h-+1t Z pili (l+1)t
= N . L
PK"PKn_ll =Np+1 l P PK n=1 ;S =np+1 ' Fe PKn_ll =Nnp+1
+ 1 Kp+1
ten Prey ey PKnKTl

15
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Kn—1

t. A (1, +1 A+ Dy i+1
_ Py ey ey en + 1) Pr, Zpl( ) ZPA’”
PlcnKn P;cnpxn—ll Tl PKnPKn—ll Tl
Kn—1
DPr, Z Pidis1t;
PK"PK"_ll Nn+l :

=T,1 t T;cn,z + Tlcn,3 + T;cn,4
Minkowski esitsizliginden,
k k k k k
|T’Cnr1 + TKnvZ + T’Cn'3 + T’Cnn4| = 4k(|Txn'1| + |T’Cnr2| + |TKn'3| + |Tkn:4| )
olup teoremin ispatini i¢in

Zw )T, | <o, r=1,234
n=1

oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir.

Oncelikle TKn 1 durumunu inceleyelim. Abel doniisiimii ve teoremin kosullar1 yardimryla,

k
K+l Ky +1
$ g = 3 g|Pulatln D)
K 1
n=n,+1 n=n,+1 Kn P,(n ‘

Kn +1 1 k-1 pK k
=0(1) Z o' A P"

n=n,+1

‘It
l(n Kn
k-1
n= 77n+1 PKn X’(n
1 k X 1 k t K
K T n p K+ p
k-1 K, K k-1 K K
W 2207 o | Tia tOM|A, 4] 26 - | pe
" P | Xk m X k=
n=n,+1 r=1 [ Ky r=0 Ky g
K+l
I( +1 K +1
n=n,+1
Kp+1
1« +1 m+l
n=n,+1

16
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Ky +1
K +1 +1

n=n,+1
=0(1)
elde edilir.
,il o < lil et P, Z piA (1 + Dt |
n=r,+1 n=n7,+1 P,(n P,(n -1 i=np,+1 I

Ky +1 p k 1 Ky—1 k
=0( o<t At

( )Z [ 3 J o ( P 4] .IJ

Ky +1 p « 1 Kp—l 1 1_1 X
=0 2. 6~ PP *[Al[t]

n=rn,+1 Pl(n PKn -1 \Ui=m,+1

Holder esitsizligi uygulanirsa,

k-1
K,—1
LS ket -5
-1 i=n,+1 71|77+1

k-1
K+l pK
-ow $: al ikl 5[4 B

Kp+1 p 5
=0@) > o+ P—K" 3

n=n,+1 Kn

i=n,+1 n=i+1

k-1 1 k-1 K+l p
A k n S
K A Al — Z )
] p|| || | I|(X] n=i+1 PKn P’(n71

k k
& _ pK- ti
=0 2. 6 (PJ )|<_k|_1|i.|

i=n,+1

=0(1) Z (

i=n,+1

- 0(1)

elde edilir.

k
K+l Ko —1 .
z 1+1
k-1 k-1 K
2. 0T Z 0, PAAL —
n=n,+1 n=n,+1 K -1 i=n,+1 I

n=n,+1

K+l ‘1 p/( k
=0(1) > 6, 5P

17
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Kn

k -1
Km - pK l Ky—1 .
-om > 6':{P—"] 5 (Z piIAlkltilk'kJ( ) p-J
n=n,+1 Ky -1 i=n,+1 71| =n,+1

—o® Y m il (ilAa]" 'AZ( J pp,f,"

i=n,+1 n=i+1 (SR

kflp 1 k-1
w1 . K
j P[X] Al

~om 3. ¢ 1||A|( ] >|:|1

i=n,+1

_0(1)2(

|7]1

Abel donlisiimii uygulanirsa,

o) 5 alla)S | 2 } Ll

i=n,+1

A |X

Km

=0(1)ijl \A(i

=0(1) Z

i=n,+1 i=n,+1

=0(1)

Km

elde edilir.

k

K+l K+l K,—1
\ O<LIT N g1 P, P At |
n Kn. 4 - n P P
n=n,+1 n=n,+1 Ky Kp—l i=n,+1 I

Ky +1 k
=01 0:71 - 1 1+ t
o R )

Kn

Holder esitsizligi uygulanirsa,

'O

> pJ

=1 =, +1

k
Ky +1 1 K,—1
-0 > e“[P J -— pi|ﬂf.+l|k|ti|k[

n=n,+1 Kn Ky -1 i=n,+1

k
Ky +1 p
=0@) Y o~ [ J N2l 6]

n=n,+1 ,(n 7|77+1
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k-1
& - [ o.p, P,
=O(l) Z P; |ﬂ'i+1|k 1|ﬂ"|+1||ti|k Z[ = nJ P P"
Ky K1

i=n,+1 n=i+1 Kn

k k
& _ pr(- H Pl(- ti
-ow Y. o [P—] LTSS

i =1 +1 K: K p’(i

_O(l)Zekl( J | l+l|)|:l!1

i=n,+1

elde edilir. Son ifadede Abel doniisiimii uygulanirsa,

K -1 k K, t k
_O(l)I%lA|ﬂ’l+l|Zek * )r(|k -1 +O(1) K +1 Zlel!(_l K'r|>r(|:(_1
Pn1
:O(l) Z |A +1|X|+1+O(1) Km+1 l(m+1
i=n,+1
K1
=O(1) z |A+1|Xi+1+o(1) ﬁ’xmﬂ Xz(m+l
i=n,+1
~0()

elde edilir ve teoremin ispati tamamlanmis olur.

4.2. Riesz alt metodu icin |R, Py 0, )

toplanabilme ile ilgili sonuglar

Bu boliimde Hiiseyin Bor’un Teorem 3.2.3’de verilen sonucunu genellestiren bir teorem

R Pogny3

verilecektir. Bu teoremden once Riesz alt metodu ve Riesz alt metoduna gore 0l

toplanabilirlik tanimlar1 agagidaki gibi verilir.

4.2.1. Tamm. {q(n)},-, pozitif tamsayilarin kesin artan bir dizisi olsun. Bu durumda Cq Cesaro

alt metodu asagidaki gibi tanimlanir:
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Burada (X, ) reel ya da kompleks sayilarm bir dizisidir. Bu metot gz oniinde tutularak Riesz alt

metodu asagidaki sekilde verilmistir:

q(n)

1
n _P_Zo

Burada (Sn) dizisi Zan serisinin kismi toplamlar dizisi, (pn) pozitif sayilarin bir dizisi olmak

tizere Py, = Py + P+ Py +ot Py 20, (N120) ve p, =P, =0 dir (Deger, 2018).

4.2.2. Tamm. k > 1 olsun. Eger

RI_R? [
n n-1

S g

n=1

< o0

toplanabilirdir. Burada (6,

ise Zan serisi Riesz alt metoduna gore n) pozitif

Rr?’ pq(n);en K

sayilarin herhangi bir dizisidir.

6
4.2.1 Teorem. (Xn) h. h. artan bir dizi, [ anq(n)J artmayan bir dizi olsun ve asagidaki kosullar
a(n)

saglansin:

|Apin | < B,

[)’n—>0,n—>oo,

> nlagl, < oo
n=1
|Apn X = 0(1),
Pyny = 0(q(M)Pgmy)-
PayApg) = 0(PqyPg(y+1) Ve

k

=0(X,) » m— .

z; q (n)Xk (k)

Rr?’ pq(n);en

= P
Bu durumda Zan 0 cerisi Riesz alt metoduna gore

) toplanabilirdir.
n=1 npn

P
Teoremin ispati: (Tq(n)), Z;an i s serisinin (Rr?, pq(n)) ortalamasi olsun. Bu durumda tanimdan,
n=. n

20
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1 q(n) v a P‘Ll
q (n) Z—Z p\,z yazilabilir. Bu ifadede B, '=———olarak alimp gerekli islemler
Pq( v=l r=1 rpr rpr

yapilirsa,
T = _1 S p i a I:)r/ur

q(n) Pq(n) vert v - rpr

1 L aPu 2. a Py SaPu MaPu
— p rr;r + p rrir + p rrir +“.+ p . rrir
Pq(n) |: 12 rpr 2; I’-pr 3; r-pr i )é rpr

1
Ty Zi[plbl—i_ p, (b +b,)+ p, (b +b, +b,)+..+ pq(n)(lerb2 +...+bq(n))}
q(n

:Pi[bl(pl+p2+p3+ -+ Py(n) )+b<p2+p3+ +pn))+b(p3+ -+ Py(n )+ +bq(n pq(n)}

— 1 q(n) c arPr‘Llr 1 q(n a'V Vﬂv
Tq(n)_?(n); v; p, Pq(n);( q(n) P—l) vp, d

n = 1igin, Tqm) — Ty(n)—1 farkina bakalim:

q(n) q(n)-1

1 ay Py 1 ay by
T,y —T _=—ZP -p,_ ) == ZP _
q(m) q(n)-1 Pq(n) v=1( q(n) v 1) vp, Pq(n)—l ya ( qm)-1 "~ P,_ 1) vp,
1 T P
Aq(n)P amtam Z ay By
=——(Pym) = Pyny)—1) — P
Poay Faew ~ Paeo-1) = o=+ 5 2, (Pam) = Po-1) =~
q(n)-1 P
aTJ Unul?
P,y
Pq(n)—1 ; ( qn)-1 "~ P,_ 1) vp,
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_ DPa(n) 3qm)Pamybqm)

Pamy  a(m)pgm)

1 q(n)-1 p
a‘U ‘l]:LLl]
to———[Pam1 Z (Pge) = Po-1)
PQ(n)Pq(n)—l aw — e Y Dy
q(m)-1 P
a‘l] V:LLV
— Pam) Z (Pqay-1 = Po-1) -
= Pv
v=1
_ Pa) GqmPamtam
Paay  a(mpga
1 q(n)-1
+—ZP Poimy—1 — Pany—1Po—1 — PaimyPatm)—
PymyPqtm)-1 ) ( qm)q(m)-1 q(m)-1tv-1 qm)"q(m)-1
a,P,u
+Pq(n)Pv—1) ——
q(n)-1
_ Pam) ZamPamHaem Pa(n) Z Pyr1Bavity
Py 4P PamyPam)-1 &4 Yby

q(n)
_ Pg(n) Z Py_1Ba,u,
PamyPam)-1 . VDy

q(n)
_ pq(n) Z Pv 1P Uav:uu
PamPamy-1 &4 v2py

Boylece,

q(n)
Pg(n) Z P,_1hva,p,
amPam-1 4 vy

T — T, -1 =
q(n) q(n)-1 p

olarak bulunmus olur. Tq(n) Tq(n)_l farkina Abel doniistimii uygulanirsa,

-T pq(”) % I:)\/—1|:)\/Va\//uv

T )
i L Pq( Pq -1 v=1 V2 pv

a(n)
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Pa(n) q%f PRty | BBt |y 1y 4 (q(”) Do) oo
PP vep, (v+1)2 p,.. q°(n)

a(n)” a(n)-1 v=1

P a(n) I:q%j- PVflpwuv (V+1)tv _Q(n)*l v+1:uv+l(v+1)t ] q n q(“)’uq( n

P ( )Pq(n) 1 v=1 V2 pv v=1 (V+1 pV+1
— pq(n) L P\/Pvluv (V+1)t LU p :uv (V+1)t & l v v+11uv+l(v+:|')t ( (n)+1)tq(”)'uq(n)
Pq(n)Pq(n) 1] =t V2 Py v=1 v Py v=l V +1) Py q2 (n)

Py qgl PP (v, Wripp ,uM(V +1)t, (Z PP ,uM(V +1)t,
v=l V2 pv v=1 V pv V pv

PR DL, " RRL (VDY | (400 D)ty

v=1 V2 pv v=l1 V + 1) pv+1 q2 (n)
Pycn) q(”)lPPAy (v+Dt, | a2 , W0 p P g, (v + D, ( (M) + 1)ty o)
. 3 P, (v+DtA(R, /vop,)— .
PP {vl vp, zl Hs (R/vp,) = Vp, qz(n)

p N q(n)-1 p ; q(n)-1
LU F’PA/JV(V+1)t O 3 P, (v +DLA(P, /v,
Pq(n)Pq(n)—l v=l V pv Pq(n)Pq(n),l v=1
Py P A(n) +1)tyn Ay
P Ryt (0 Dot
q(n)’ g(n)-1 V=L pv v q (n)

=Tqmy1 T Tamy2 + Tqmy3 + Ta(nya

elde edilir. Teoremi ispatlamak i¢in Minkowski esitsizliginden

Z 05 Tymyr| < 0, 7= 1,234
n=1

oldugunu gostermek yeterlidir.

Simdi Hoélder esitsizligini ve teoremin kosullarini kullanarak

q(m)+1 k q(m)+1 p q(n)-1
> > o P T:(,n) —V(v+1)tvpvﬂ—2V
n= n=2 a(mq(n)-1 v My
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k-1

k kK Yk
a(m)+1 [ 1 1 Al kL Wt I p 1
oS e:{ q“J 5 (pJ [z[pvk—V|tV||uv|—
n=2 Pq(n) Pq(n)—l Pq(n)—l v=1 v=1 pv v
_o(1)q%ﬂgk—1 Pun | _1 q(n)lp(iJklt a5
=2 PUI(n) PQ(n)—l =i Py R
O(l)cim) ( jk I |k| |k : q(”z)” OnPan) a Pon)
= p, — vl 1M T
v=1 P, v n=v+1 Pq(n) Pq(n)Pq(n)_l
Um) ‘ 1(0pn ) 1
=0, DV[—VJ It |ﬂv|kl|ﬂv|_( -
=N V' P ) P
—opYe N
= 2.0 kakal H,
q(m)fl - k-1 r k -1 |t|
—ow'S, a3l S bl
v=1 r=1 X v=l Xv
g(m)-1
=0 3 A, +OW Xyt
q(m)-1
=0@) Z BX, +O@ X | Hom)
=0(@)
elde edilir. Simdi r = 2 igin,
q(m)+1 k q(m)+1 q(n)-1 :
g Tq(n)z _ Z gt Py(n) PVPVA,uZV(v+1)tV
n—2 ' =2 Pq(n)Pq(n),l v=1 vep,
k K
q(m)+1 q(n)-1
—ow Y, 0| D | LS R g
n=2 PQ(n) PQ(n)—l vl By

Holder esitsizligi uygulanirsa,

k k-1
q(m)+1 Py(n 1 1 90t q k
ﬂ®2¢{WJ [ j[Zm[MAw@
= (R ) P R

|
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am(p ) 9GP, - Py
:oa)z[—v s pvz[ P““J -

pv n=v+1 q(n)

im(p ) 00y 1
=0 | | |au[ It pv[ ‘*”J
a(v)

q(m)
Sel)) ]IA S Al o)
v=1

P,

q(m)
=0(1)2 BB 6

—0(1)Zvﬂv v kllt o

| | q(m) . |tv

=0(1) Z A(vB, zgk 2

q(m)-1

=0(1) X A(VA,) X, +O0@)A(M) By X g

v=1

qm—l

=0W 2 VIAAIX, +O@a(M) Ay X
=00

elde edilir. r =3 i¢in

a(n)-1 k

P Z Pyv+1(v+1)tA(P V2 pv)

Q(n) q(n)-1 v=L

k
a(m)+1 Pyin 1 (o v+l
_0(1)29“{P J = (Z el ft|= —J
q v=1

q(n) (n)-1

Holder esitsizligi uygulanirsa

k k
q(m)+1 p 1 Q()‘lp
_0(1)20“£P J T [Z—pvl et = ]

am ) e\ v P
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k
q(m)+1 ) p ] 1 q(n)-1 P k
o0’y [P—“J 2B bl F1

n=2 q(n) q( -1 pv
q(m) P k q (n)+1 H p -+ p

= O(l) (_vj pv v+l| | | Z ( \] P (::()n)
v=1 pv n=v+1 ) q(n) q(n)—l

_0(1)2[ Jpv 1| II[ J Pl
V) q(v)

—ow o

elde edilir. Son ifadede Abel doniisiimii uygulanirsa,

q(m)—l z k-1 |tr |k q(m) k-1 |tv
= O(l) Z A|Iuv+1| zgr r.k X k-1 + O(l) ‘luq(m)ﬂ Z ev Vk X k-1
v=1 r=1 1

r V=. v

q(m)-1
=0 X [Att | Xz +O@) e X
v=1

q(m)

q(m)-1

_O(l) z ﬂv+lxv+l+o(1)‘luq )+1

-0()

X

q(m)+1

elde edilir. Son olarak r = 4 igin,

k

k
q%lak_l‘T | =q(§1¢9k‘l (A + D)ty Mo
- n q(n).4 o n qz(n)
q(m)+1 1 ) »
=0(1 Qk_l t
( ) ; n qk(n)‘ q(n) ‘ﬂq(n) ,qu(n)
q(m)+1 1 )
=0 Y 4+ — st
nzz;‘ g“(n) )(k 1 ‘ a(n) |["a(n)
om%?¢4 1 i ‘
B " K K || [Ha
=R () R

elde edilir. Son ifadede Abel doniisiimiinii uygularsak,
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—o(l)ZA\u Z o ol n‘k s &m)@“—‘tq(n)

Ol Xy el &P
q(m)

_O(l)zﬂq(n X +‘:”q a(m)+1) Xa(m

=0(Q)

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismada deferred Riesz ortalamasi ve Riesz alt metodu kullanilarak bazi yeni sonuglar
elde edilmistir. Bu sonuglar, H. Bor’un 2014 ve 2022’deki ¢alismalarinda ele alinan problemlerin bu
toplanabilme metotlarina gore genellestirilmesidir.

Bu tez ¢alismasinda verilen ana teoremlerdeki kosullar zayiflatilarak teoremler yeniden ele
almabilir. Ayrica burada verilen teoremlerde yer alan dizi siniflarindan farkli olan dizi siniflart gz
oniinde tutularak teoremler ve ispatlar1 yeniden verilebilir. Diger taraftan farkli toplanabilme metotlar:

ile bu ve benzeri problemler incelenebilir.
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