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OZET
Doktora Tezi

YUKSEK MERTEBEDEN DEGISKEN KATSAYILI NEUTRAL
FONKSIiYONEL DiFERANSIYEL DENKLEMLERIN BOUBAKER SERIi
YAKLASIMLARI

Elif Zinnur AYKUTALP

Manisa Celal Bayar Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danmisman: Prof. Dr. Mehmet SEZER

ikinci Damsman: Do¢. Dr. Omiir Kivan¢ KURKCU

Bu tez c¢alismasinda, neutral tip gesitli gecikmeli fonksiyonel diferansiyel
denklemlerin ve ayni zamanda bunlarin sistemlerinin, verilen kosullara gore
¢oziimlerini bulmak i¢in etkili ve uyumlu bir matris-siralama yontemi gelistirilmistir.
Standart siralama noktalar1 ile beraber Taylor ve Boubaker polinomlarinin islemsel
matris 6zellikleri kullanilarak olusturulan yontem, bahsedilen neutral denklemler ve
sistemlerini, bilinmeyen Boubaker katsayil1 cebrik denklem sistemine kars1 gelen bir
temel matris denklemine indirger. Dolayisiyla, cebirsel sistem c¢oziilerek, sonlu
Boubaker formunda yaklasitk ¢6ziim bulunur. Yontemin etkinligini  ve
kullanilabilirligini géstermek i¢in rezidiiel(kalan) hata analiz teknikleriyle ile birlikte
bazi 6rnekler ¢oziiliir; sayisal sonuglar, tablolar ve grafikler yardimi ile incelenir ve
yorumlanir. Boylece, yontemin tutarlilig1 gerceklestirilir.

Neutral tip gecikmeli diferansiyel denklemler ve sistemleri, gecikmeli
fonksiyonel diferansiyel denklemler ve sistemlerinin 6nemli bir sinifini olustururlar ve
bunlar, ¢esitli fen ve miihendislik alanlarina ortaya ¢ikarlar. Bu ¢alismada, asagidaki
denklemler ve sistemler incelenmekte ve tartisilmaktadir: Oransal gecikmeli
pantograph tip neutral diferansiyel denklemler, Oransal gecikmeli genel neutral
diferansiyel denklemler, Lineer olmayan neutral gecikmeli diferansiyel denklemler,
Cok gecikmeli terimleri iceren fonksiyonel diferansiyel ve integro-diferansiyel
denklemler ve sistemleri.

Anahtar Kelimeler: Neutral geckmeli diferansiyel denklemler, Gecikmeli
neutral fonksiyonel denklem sistemleri, Matris-Siralama yoOntemi, Boubaker
polinomlar1, Reziduel hata analizi.

2024, 100 sayfa
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ABSTRACT
PhD Thesis

Boubaker Series Approximations of Higher Order Neutral Functional
Differential Equations with Variable Coefficient

Elif Zinnur AYKUTALP

Manisa Celal Bayar University
Graduate School of Education
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Mehmet SEZER

Co-Supervisor: Dog. Dr. Omiir Kivang KURKCU

In this thesis study, an efficient and adequate matrix collocation method to find
the solution of neutral type functional differential equations with several delays, and
also their systems, under the given conditions is enhanced. The composed method,
which is obtained by means of the operational matrix properties of Taylor and
Boubaker polynomials along with standard collocation points, reduces the mentioned
neutral equations and systems to a fundamental matrix equation corresponding to
system of algebraic equations with the unknown Boubaker coeffients. Attendantly,
solving the algebraic system, the approximate solution is obtained in the find Boubaker
series form. In order to demonstrate the efficiency and utility of the method, some
examples allid with the rezidiiel error analysis techniques are solved; the numerical
results are scrutinized and interpreted with the help of tables and figures. Hereby, the
consistency of the method is performed.

Neutral type delay differntial equations and their systems constitute an
important class of functional differential equations with delay and thir systems and
they arise in various fields of science and engineering. In this study, the hereinbelow
equations and systems are discussed: Pantograph type neutral differential equations
with proportional delays, Neutral differential-ddifferenc equations with mixed selays,
General neutral differential equations with ptoportional delays, Nonlinear neutral
delay differential equations, Neutral type systems of functional differential and
integro-differential equations with several delays.

Keywords: Neutral delay diffrential equations, Neutral functional
equationsystems with delay, Matrix-collocation method, Boubaker polynomials,
Residual error analysis.

2024, 100 pages

VIl



1. GIRIS

Neutral gecikmeli diferansiyel denklemler ve bunlarin sistemleri, fonksiyonel
diferansiyel denklemlerin ve sistemlerinin 6nemli bir alt sinifin1 olustururlar. Bu tip
denklemler fizik, mekanik, astronomi, biyoloji, elektrostatik, elektrodinamik,
potansiyel teori, ekonomi v.b. gibi fen ve miihehendislik dallarinda, gergek hayat
olaylarin1 modellemede merkezi rol oynarlar [1-28]. Bu nedenle, literaturde oldukga
¢ok arastirmacinin ilgisini ¢eken bazi neutral gecikmeli diferansiyel denklemler ve

sistemleri, incelenmek iizere, asagida sunulmustur.

Pantograf tiirii neutral diferansiyel denklem, yiiksek mertebeden degisken
katsayil1 ve oransal gecikmeli
y"™ (x) =y (x)+ 2P (x)y* (a,x)+ 9 (x) (1.1)
k=0
lineer diferansiyel denklemi ile ifade edilir. Burada c¢ uygun bir sabit,

P.(x) ve g(x) analitik fonksiyonlar, Q, oransal sabittir. Oransal gecikmeli

neutral fonksiyonel tip denklemler, gecikmeli diferansiyel denklemlerin temel
simiflarindan biridir. Bu denklemler fen ve miihendisligin ¢ogu alaninda ortaya

¢ikmistir ve bilimin bazi alanlarinda gergek hayat olaylarint modellemede 6nemli rol

oynar [1, 4, 6-8].

Karisik gecikmeli neutral diferansiyel fark denklemi, yliksek mertebe

karisik gecikmeli ve degisken katsayili

33 Q.Y 0+ S P (X)yO (e x~7,) = 9(x) (1.2)

r=0 s=0 k=0 j=0

lineer gecikmeli diferansiyel denklemi ile tanimlanilir; burada B, (x), Q. (x)ve g(x)

analitik  fonksiyonlar, «@; ve z; uygun sabitlerdir. Gecikmeli diferansiyel

denklemlerin diger bir temel sinifi, karisik gecikmeli neutral fonskiyonel diferansiyel
denklemlerdir, ki bunlar (1.1) in genisletilmis halidir. Bu tiir denklemler, uygulamali
matematigin bircok alanindaki problemlerin ¢dzliimlenmesinde model olarak

kullanililmaktadirlar [1-6].



Oransal gecikmeli neutral fonksiyonel diferansiyel denklem, yiiksek

mertebe

(YO -y (5,0)"™ = By (0)+ X R (x)¥* () + 9 (%) w3

k=0

genel fornundaki lineer denklem ile verilir; burada c, g ve o uygun sabitler,

P.(x) ve g(x) analitik fonksiyonlar, &, ve Tp, uygun sabitlerdir. Bu denklem,

(1.1) ve (1.2) denklemlerinin genellestirilmis halidir ve genellestirilmis pantograf
denklemleri olarak da adlandirilirlar, ki bunlar bir elektrikli lokomotif sistemi ile
baglantilidir. Bahsedilen denklemler, uygulamali bilimlerde sayilar teorisi,
electrodinamik, astrofizik, lineer olmayan dinamik sistemler, cebirsel yapilardaki
olasilik teorisi, kuantum mekanigi, astrofizik ve hiicre ¢ogalmasi gibi olaylarda ortaya

¢ikar [1-11].

Lineer olmayan neutral diferansiyel denklemler, yiiksek mertebe ve yliksek

dereceli

3R, (09 (0)+ 2Q, (¥ (ax+4,)+ 33 Roq ()5 ()3 (x) = 9 (x) (1.4)

k=0 j=0 p=0q=0

formundaki gecikmeli diferansiyel denklem ile ifade edilir; burada

B.(X), Q; (%), Ry, (X)ve g(x) analitik fonksiyonlar, 5; Ve a; uygun sabitlerdir.

Lineer olmayan diferansiyel neutral gecikmeli diferansiyel denklemler ve
karisik kosullarla ilgili problemler bilim ve miihendislikte genis bir uygulama alanina
sahiptir. Bu tiir problemler, genellikle fiziksel olaylarin modellenmesinde kullanilir ve
Ozellikle uygulamali bilimlerde; kimyasal reaksiyonlar, sicim kiitle sistemleri,
kuantum fizigi, analitik kimya, astronomi ve biyoloji gbi, 6nemli bir rol oynarlar [3,
17, 18]. Ayrica, zaman neutral gecikmeli denklemler elektriksel devreleri, akiskan
mekanigindeki bir sistemin davranisi, bakteriyel enfeksiyonlarin yayilimi, yapisal
poplilasyon modelleri, biyolojide epidemik model ve fizyolojide dinamik hastalik
modeli gibi gercek yasam durumlarin modellemesinde kullanilmaktadirlar [3, 12-14,

17, 18].



Gecikmeli neutral tip integro-diferansiyel denklem sistemi, yiiksek

mertebeden J bagimli degiskenli

3R (0W7 00+ L3R (W (e x4,

k=0 j=1 r=0 j=1

3 V(%) (15)
+2 | Ky(xt)y; (A u)dt=g,(x), i=12...J

genellestirilmis karisik gecikmeli ve degisken katsayili lineer integro-diferansiyel

denklemler sistemi ile tanimlanir: burada (X) R: i (%), K (x,t) ve g;(x) analitik

fonksiyonlar, ﬁ ve o ,ve u uygun sabitlerdir.

ir?

Fonksiyonel gecikmeli genellestirilmis neutral tipte integro-diferansiyel

denklemler sistemi, yiiksek mertebeden genellestirilmis

iipuk +iiRijr(x)yj(')(hg(x))

formundaki degisken katsayili ve fonksiyonel gecikmeli lineer integro-diferansiyel

denklemler sistemi olarak ifade edilir; burada, P;*(x), R;"(x), Ki*(xt),

i
hij'(x),rijs(x),u(x),v(x) ve §;(X) fonksiyonlari verilen aralikta siirekli,

tiirevlenebilir fonksiyonlardir.

Fonksiyonel gecikmeli neutral tip diferansiyel denklemler sistemi, J
bagimli degiskenli
m J
gz[ X)+R, (X )yj<k>(hﬁk(x))]:gi(x) (1.7)
=0 j=1
fonksiyonel diferansiyel denklemler sistemi ile verilebilir ki bu (1.6) sisteminin neutral

fonksiyonel diferansiyel parcasidir.



Yukarida (1.5), (1.6) ve (1.7) ile tanimlanan fonksiyonel gecikmeli lineer
neutral sistemler [21-28], gecikmeli tip sistemlerin daha genel bir sinifini olusturur ve
popiilasyon ekolojisi, kayipsiz 1s1 degistiricileri igceren dagitilmis devreler, rijit
baglantili robotlar, elektromanyetik teoride ii¢ boyutlu tam dalga olusturmak ig¢in
kullanilan  kismi birim esitligi devreleri yontemi, sinirlandirilmis gecikmeli
maniipilatorlerin - kontrolii ve degiskenlerinin 6nceki durumu hakkinda bilgi

gereksinimi olan sistemler gibi bir¢ok uygulama modelinde ortaya ¢ikar [21].

Gecikmeler, cesitli mekanik ve miihendislik sistemleri, biyolojik sistemler,
kimyasal sistemler ve elektrik aglari gibi bircok dinamik sistemde ve uygulamali
alanda 6nemli rol oynamaktadir [21-23]: Ozellikle ucak stabilizasyonu, manuel
kontrol, mikro yazilim osilatorii, lazer modelleri, haddehane sistemleri, sinir agi,
niikleer reaksiyon ve gemi stabilizasyonu [21]. Ayrica, gecikme sistemleri aktif bir
arastirma alanidir ve imalat sistemleri, telekomiinikasyon ve ekonomik sistemler gibi

birgok pratik sistemde siklikla goriiliir [24].

Bu tez ¢alismasinda, (1.1)-(1.4) neutral gecikmeli diferansiyel denklemleri ile
(1.5)-(2.7) neutral gecikmeli diferansiyel integro-diferansiyel denklem sistemlerinin,
karisik kosullar altinda, sonlu Boubaker serisi formunda yaklasik ¢éziimlerini bulmak
icin “Boubaker Matris-Siralama Yontemi” gelistirilmistir. Yontemin kullanilabilirli-
gini ve etkinlini gostermek igin rezidiiel hata analiz teknikleriyle beraber gesitli

problemler sunulmus ve sonuglar tartisilmistir.



2. GENEL BIiLGILER

2.1. Kaynak Ozetleri

Boliim 1 de sunulan (1.1)-(1.4) neutral tip gecikmeli fonksiyonel diferansiyel
denklemler, uygulamal1 bilimlerin bir¢ok alaninda ortaya ¢ikar ve fiziksel olaylarin
modellenmesinde énemli rol oynar. Dolayisiyla, bu tip denklemler, son yillarda ¢ok
fazla ilgi gérmesine karsin, ¢ogu analitik olarak ¢oziilemezler. Bu ylizden sayisal
¢Ozlim metodlarina gerek duyulmaktadir; bunlardan bazilar1 bir¢ok yazar tarafindan
verilmis olup asagida sunulmustur: Runge-Kutta method [3], Legendre-Gauss
siralama metodu [4], Adams method [5], Varyasyon tekrarlama methodu [6], Lucas
polinom yaklagimi [7,17], Optimal rezidiiel method [8], One-leg®-mmetodu[12],
Monotonic and Oscillatory method [13], Sabit nokta metodu[14], Gegenbauer
Polinom Yaklasimi [16], Boubaker siralama metodu [20], Tau yaklasim methodu [29],
Morgan-Voyce matrix-collocation method [30], Bernoulli Polinom yaklasimi[31],
Hybrid Taylor-Lucas Collocation Method [32], Boubaker polinom yaklasimi [33].

Bolim 1 de (1.5)-(1.7) ile tamimlanilan fonksiyonel diferansiyel ve integro-
diferansiyel denklem sistemlerin analitik ¢6ziimlerini bulmak oldukg¢a zordur veya
miimkiin degildir. Bu nedenle, son zamanlarda literatiirde ¢esitli ¢6ziim yontemleri
yaninda, neutral sistemin ve neutral fonksiyonel diferansiyel sistemlerin kararlilik
analizi bir¢ok arastirmaci tarafindan genis ¢apta ele alinmaktadir [19, 21-28, 34-53].
Ayrica, bircok 6nemli fonksiyonel diferansiyel sistem iyi bilinen analitik tekniklerle
coziilebilse de, daha fazla sayida 6nemli fonksiyonel tipte sistem ¢ozlilememektedir.
Bu amagla sayisal tekniklere ihtiya¢ duyulmaktadir. Simdiye kadar 6zel polinomlara
dayal1 bazi sayisal ¢6ziim yontemleri asagida animsatilnistir; Charlier matris yontemi
[28], Chelyshkov matris metodu [34], Muntz-Legendre matris siralama yontemi [35],
Spline fonksiyon yontemi [36], Bessel polinom yaklagimi [37], Chebyshev polinom
yontemi [38], Taylor siralama yontemi [39], Taylor siralama yaklasimi [40], Bernoulli
matris yontemi [41], Hermite matris siralama yontemi [42], Laguerre matris siralama
yontemi [43], Sonlu Bell seri yaklasimi [44], Lucas polinom yaklasimi [45], Ustel
yaklasim [46], Chebyshev siralama yaklasimi [47], Lucas polinom yaklasimi [48],

Ustel matris yontemi [49], Taylor siralama ydntemi [50], Taylor matrisi-siralama



yontemi [51], Diferansiyel donilisiim yontemi [52], He'nin varyasyonel yineleme

yontemi [53].

2.2. Boubaker Polinomlari

Bu béliimde matris yonteminin uygulanmasinda kullanilacak olan Boubaker

polinomlar1 tanitilacaktir.

Boubaker polinomlar1 Tunus’lu matematik¢i Karem Boubaker’in adiyla
amlmaktadir. Karem Boubaker 15.10.1961°de Tunus’ta dogmustur. Universiteyi
(1979-1981) ve yiiksek lisansini(1981-1992) National Engineering School of Tunis’da
okumustur. Faculté des Sciences Mathématiques, Physiques et Nat. de Tunis’da
doktorasini(1993-2003) tamamlamis ve ayni okulda ders vermeye baslamistir.
Profesorliiglinii Aralik 2013°de almistir. 230°dan fazla yaymi bulunmaktadir. 3 adet
uluslararasi patenti bulunmaktadir. 90°dan fazla konferans vermistir. 2006 yilinda
Boubaker polinomlarin1 bulmus ve onun sayesinde matris yonteminde daha kisa ve

daha hizli sonuglar elde edilmistir. Simdi de bu polinomu taniyalim.
B, (X) Boubaker polinomlari [20, 33, 54-57]
(X2 =1)@nx* +n—-2)y" +3x(nx* +3n-2)y' —n(3n*x*> +n* —6n+8)y =0

Boubaker diferansiyel denklemini saglar.

Boubaker diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimlerinden biri
olan Boubaker polinomlar1 [20, 33, 57]

B, (x)= f p((nn_4p))£ _pjx“P (2.1)

bagintisi ile tanimlanir. Bir diger sekilde
Bm(x):me—l(x)_Bm—Z(x) m>2 l(;ln

seklinde de yazilabilir. Boubaker polinomlarinin 6zellikleri detaylarla [54-56]

tarafindan verilmistir.



Boubaker polinomlarindan ilk 7 tanesi asagida verilmistir:

B,(x) =1
B,(X) =X
B,(X)=x*+2
B,(X) = x> + X
B,(x)=x"-2

B, (X) = x> —x* - 3x

By (X) = x® —2x* —=3x* +2

Bu polinomlar1 daha agik olarak

B,(x) =1

Bl(x) = (_1)0

Bz (x) = (_1)0

NN

B,(x) = (_1)0

w|w

B4(X) = (_1)0
B;(x) = (_1)0

Be (X) = (_1)0

olo glol NN

seklinde ifade edilir.

Rl
VO

N NN N

Ayrica bu polinomlari, *’in kuvvetleri seklinde ifade edebiliriz:

x° = B, (X)

X' = B,(X)

x> = B, (X) — 2B, (X)
x* = B,(X) - B,(X)
x* =B, (X) + 2B, (X)

X° = B (X) + B, (X) + 2B, (X)

x® = B, (X) + 2B, (X) + 3B, (X) — 4B, (x)
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Sekil 1.1. Boubaker polinomlarinin grafigi



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, materyal olarak fonksiyonel (argiimanli) diferansiyel denklemler
ve sistemler, integral ve integro diferansiyel denklemler ele alinarak [17, 18, 58-71],
neutral fonksiyonel denklemler i¢in matris-siralama yontemi agiklanacaktir. Matris-
siralama yontemi; matris bagintilarini, secilen bir polinomu ve siralama noktalarini
kullanarak, ele aliman problemi lineer bir cebirsel denklemler sistemi haline
indirgeyerek ¢oziimiinii bulmay1 temel almaktir. Bu cebirsel denklemler sisteminin
¢oziimiiyle problemin yaklasik ¢oziimleri elde edilerek ve rezidiiel fonksiyon [7, 16,
34, 39, 43, 48, 59, 60-63, 69-71] yardimiyla olusturulan hata analiz teknigi de

kullanilarak, ¢oziimlerin dogrulugu ve tutarliligi gosterilebilmektedir.

3.1. Pantograf Tiirii Neutral Difeansiyel Denklemler

Bu kesimde Boubaker matris siralama metodunu kullanarak [20, 33, 57],
yO(a)= 4, k=01,...m-1

baslangi¢ kosullari altinda

y<m><x):cy<x>+kz:a<x>y<”<qu>+g<x> (31)

degisken katsayili neutral fonksiyonel diferansiyel denklemleri inceleyecegiz.

y(x);yN(x):ZN:aan(x),aSXSb (3.2)

n=0

kesilmis (sonlu) Boubaker seri formunda yaklasik ¢oziimlerini arastiracagiz.

Burada Bn(X),FI:O,l,...,N Boubaker polinomlar1 [20, 57] ifade edilir ve

a,,n=01..,N bilinmeyen katsayilardir. Bu durumda
y(x) = B()A (3.3)

n=0,1..., N igin (3.2) ifadesindeki sonlu seriyi matris formuna doniistiirebiliriz.

Burada



seklindedir.

Bir diger yandan (3.3) bagintis1 kullanilarak
B(x)=X(x)H

B(x) matrisi elde edilir. Burada

X(x):[l X X .. xN]

eger N tek ise
I ¢0,0 0 0
0 Ao 0 0
¢2 1 0 ¢2,0 0 O
H' = : :
bos 0 ua e o O
0 ¢N N-1 0 e 00 By
L "2
eger N ¢ift ise
o 0 0 |
0 ¢, 0 0
¢21 O ¢2,0 0 0
H' = : :
0 ¢ wo O fhio O
b 0 0 g
burada

(3.4)



seklindedir.

3.1.1. Temel Matris Bagintilar1

Ayrica B ( X) tiirevleri ile X ( X) matrisi arasindaki baginti

B'(x)=X'(x)H
= X(X)MH

(3.4) ifadesinde basit bir sekilde goriilebilir ve burada islemi tekrarlayarak

B (x)=X(x)M*H, k=0,12,.,m (3.5)
ifadesi elde edilir

[1 0 0 O] 0 1 0 0]
01 00 0 2 0

» 001 - 00 00 0 0

M" = : : - : > d M= :

0 0O 1 0 0O 0 N
0 00 -~ 0 1] 10 00 - 0 0]

(3.3), (3.4) ve (3.5) ifadelerini kullanarak

y  (x) =y (x)=BY (x) A
X" (x)HA . (3.6)
X(X)M*HA, k=0,1,...

matris bagintisin1 bulabiliriz.

(3.6) bagintisinda x — g, x yerine koyarak k =0,1,2,... i¢in

v (g,x) = X (g x) M*HA

3.7
=X(x)D(qgx) M“HA

elde ederiz.

11



Boylece g, =0i¢in

elde edilir.

3.1.2. Coziim Yontemi

Temel mattris denklemini insa etmek i¢in ilk olarak i =0,1,..., N i¢in
X =a+—-I, (3.8)

tarafindan tanimlanan siralama noktalarin1 dikkate alacagiz.

Once, (3.1) denkleminde (3.8) siralama noktalar1 kullanilaarak, i =0,1,..., N
i¢in,
y(m) (Xi ) = Cy(xi )"‘Z P (Xi ) y(k) (qui )"‘ g (Xi) (3.9)
k=0
sistemi kurulur; (3.9) un matris formu ile beraber siralama noktalarindaki (3.6) ve (3.7)

matris bagintilar1 yardimiyla
Y™ =cY+> PYY(q)+G
k=0

matris denklemi ya da daha acik bir ifadeyle,

12



{XM’”H—cXMOH—ZPkXD(qk)MkH}A:G (3.10)
k=0

temel matris denklemi olusturulur. Burada matris islemleri asagidaki gibi yapilmistir;

P =diag[R (%) R(x) . R(xy)],

Y™ (%) X (% )M"HA 1% x? - x"
g | YT ) || XODMTHAL L |t s X X
_y(m)(XN)_ X(XN)MmHA 1 X XNZ XNN

Y (a%) | [X(%)D(q,)M*HA
V0 | XO)P(EIM A |y i

Yy (gox )| [X(%)D(a )M HA

Dolayisiyla, (3.1) denklemine ve verilen baslangi¢ kosullarina karsilik gelen
temel matris denklemleri (3.6)-(3.8), (3.10) bagintilarindan,

WA =G yada [W;G] (3.11)
ve

UA=1yada[U;4] (3.12)
olarak elde edilir; W, U, A, ve G matrisleri,

y¥ (a)=X" (x)HA = 2,

= X(X)M*HA = 2,
veya
9(%)
U, =X(X)MHA= 4, = U,A=2 =[U, ; 4], G= 9(:X1) |
o(x)

13



W =[w,, |=XM"H-cXM°H —kZ:;PkXD(qk)MkH

olarak tanimlanmustir.

Sonug olarak, (3.1) denkleminin baslangi¢ kosullar1 altinda ¢6ziimiinii elde
etmek igin, (3.12) matrisini olusturan m satir, (3.11) in herhangi m satir1 ile yer
degistirilip

[W;G | yada WA=G (3.13)
yeni artirilmis ¢6ziim matrisi elde edilir.

Eger, rankW =rank[W; G] =N+1 ise o zaman A= (W)™'G
yazabiliriz. Boylece A matrisi tek ¢6ziim olur. Dolayisiyla, baslangi¢c kosullar altinda

(3.1) denklemi, (3.2) sonlu Boubaker seri formunda tek bir ¢oziime sahip olur.

3.2. Neutral Diferansiyel Fark Denklemlerinin Boubaker Polinomlari

Araciligiyla Niimerik Coziimii
Bu kesimde, degisken katsayili neutral gecikmeli diferansiyel denklemini,

y¥(a)=4, k=01..m-1

baslangi¢ kosullar altinda

Y3000+ YRy (@ x-1)=g()  (314)

r=0 s=0 k=0 j=0
seklinde ele aliyoruz.

(3.6) ifadesine kadar olan biitiin matris islemleri sonraki tiim konularda da

gecerlidir.

3.2.1. Temel Matris Bagintisi

(3.6) bagintisinda X — a;X—7; yerine koyarak k =0,1,2,... igin

14



elde ederiz.

Burada, 7; # Oigin

(ol e (o) oy Gl (o
o (Yl (D) e
et o (M
0 0 .
ve 7; =0igin

olarak tanimlanilir.

3.2.2. Coziim Y ontemi

(3.15)

Burada, (3.8) siralama noktalarini (3.14) denkleminde yazarsak

iZQrs(Xi)y(r)(Xi) +Zm:ZJ: Ry (Xi)y(k) (ajxi _Tj) =g(x) (3.16)

r=0 s=0 k=0 j=0

15



ve gerekli diizenlemeleri yaparsak,

S

{iZQrSXM'H+Zm:ZJ:ijXD(aj,rj)MkH}A:G (3.17)

r=0 s=0 k=0 j=0

temel matris denklemini elde ederiz; (3.16) ve (3.17) de matris islemleri
Qrs :dlag [Qrs(xo) Qrs (X1) Qrs(XN)]7

P, =diag| Ry (%) Py(%) ... Ry(xy)],

Y7 (%) | [X(x)M'HA L% xZ ok
v _ y" (%) _| X(x)MHA MTHA |t % X2 o xN
Ly (%) ] X (% )M"HA 1w, %2 o x"
_y(k)(an—Tj)_ —X(XO)D(aj,z'j)MkHA_
O (g x—r. P
Y(k)(“j’rj)z ’ (ajix TJ) = X(Xl)D(a{’TJ)M "y :XD(aj’TJ')MkHA
y(k)(an—rj) X(XN)D(aj,Tj)MkHA

olarak elde edilir.

Dolayisiyla, (3.14) denklemine ve baslangi¢ kosullarina karsilik gelen temel

matris denklemleri, sirasiyla,

WA =G yada [W;G] (3.18)
ve

UA=4yada[U;1] (3.19)

olarak kurulur; burada

m S m J
k
W=[w, |=> > QXM H+Y > PXD(a 7 )MH,
r=0 s=0 k=0 j=0
Sonug olarak (3.14) denkleminin baslangi¢ kosullar1 altinda ¢6ziimiinii elde
etmek i¢in, (3.19) matrisini olusturan m satir, (3.18) in kerhangi m satir1 ile yer
degistirilip

16



[\iv G] yada WA =G (3.20)
artirllmis ¢6zim matris elde edilir.

Burada rankW =rank|W; G] =N+1 ise o zaman A= (W)"!G
yazabiliriz. Boylece A matrisi tek ¢oziim olur. Dolayisiyla, baslangi¢ kosullari altinda
(3.14) denklemi (3.2), sonlu Boubaker seri formunda tek bir ¢oziime sahip olur [75].

3.3. Lineer Olmayan Neutral Diferansiyel Denklemler I¢in Boubaker

Polinom Yaklasim

Bu kesimde, ikinci dereceden lineer olmayan terimlere sahip

m m p

VO et )+ L2 R (x)Y ¥y (x) =9 (x) (3.21)

= p=00=0

L=
,;U
—_—
>

+

i gl
O
‘:vﬁ

><

yiiksek mertebeden neutral gecikmeli diferansiyel denklemini
m-1 ) y _
> (ay®@+byy b)) = 25, j=01,.,m-1 (3.22)
k=0

karisik kosullar altinda ele aliyoruz.
Bu problemde Py (x), Qj(x), qu(x) ve g(x) Jfonksiyonlar1 a<x<b
aralifinda tanimlanan siirekli fonksiyonlardir; a jk b jk» % p i Ve A j uygun

sabitlerdir; y(x) bilinmeyen ¢6ziim fonksiyonudur. (3.21)'deki denklemin ¢oziimii

genellikle zordur; dolayisiyla yaklasik ¢ozlimlerini elde etmek i¢in, burada gelistirilen
matris siralama yontemi gibi, sayisal yontemlere ihtiyag vardir [3,17,18,29-31,67,
68].

3.3.1. Temel Matris Bagintisi

Once, (3.21) neutral denkleminin

17



a,B,(x), N>m,a<x<b

n

y(x)=yy(x)=

S
I Mz
o

kesilmis (sonlu) Boubaker serisi ile tanimlanan y(x) ¢Ozliimiinii arastiririz.
Sonra, bu sonlu seriyi N=0,1,...,N i¢in (3.3) de oldugu gibi,
y(x)=yy (x)=B(x)A (3.23)
matris formuna donistiriilriiz; burada

B(X)=[B,(X) B,(x) .. By(x)]

seklindedir.

Ote yandan, (3.23) bagntisi kullamilarak, B (x)matrisi su sekilde

B(x)=X(x)H (3.24)
yazilabilir; burada
X(x)= [1 X x° x" ]
seklindedir ve N tek ise
T |
0 Do 0
¢2 1 0 ¢2,0 0 0
H = : :
doos O bna b O
O ¢ N-1 0 0 ¢N 0

N cift ise

18



o O

b, 0 o - O 0
HT : : . : :

burada

seklindedir.

Ayrica (3.23) ve (3.24) matris bagmtilarindan,

ve

yN(k)(X) = x(x)MkHA, k=0,1,...,.m

(3.25)

(3.26)

(3.27)

tirev bagmtilari elde edilir ki buradan X(x), B(x) ve B"(x) arasinda taban

bagintilarinin oldugu agikca goriilmektedir.

(3.26) ve (3.27) bagintilarin1 kullanarak (3.25)'deki C matrisini ve asagidaki

matris bagintilarini elde ederiz:

19



y?(x)=B(x)C'A k=0,1,...m

Ayrica; p, q, r =0, 1, 2 i¢in (3.23)-(3.26) seklinde lineer olmayan islemlerin
genel matris formlarini asagidaki sekilde elde edebiliriz [17,18,30,31,49,67]:

—q—

y® (x) y (x)=B(x)C’B(x)C'A, p,g=01,..,m (3.29)

veya acikca

= X(X)HX(x)HA (Taylor tabaninda)



Burada asagidaki matrisler tanimlanmaktadir:

010 - 0] o7
a,A 9 . 8 X(x)=diag[X(x) X(x) - X(x)I,
Aol ®M M= oo |, MediadM M M
1 000 . N I—_Izdlag[H H - H]
aNA _0 00 - 0_ C:dlag[C C . C]

Bu durumda, (3.25)-(3.27) yardmyla y()) (x)ve y®(x+p; ) nin

y(J)(X):B(j)(X)A:B(x)CjA

ve
yD(ajx+ 5 )=BD @;x+p; )CIA (3.30)
matris formlarini elde ederiz.
Ayrica goriiliiyor ki
B(ajx )= X(ajx+ i JH=X(x)D(a;. 5} )H
ve boylece

Bf(ajx+/;j)=x(x)D(aj,ﬁj)|v|fHA (3.31)

21



ifadesi elde edilir.

3.3.2. Coziim Yontemi

Temel matris denklemini olusturmak i¢in oncelikle,
xi=a+bl:l—ai, i=01..,N (3.32)

ile tanimlanan siralama noktalarint dikkate aliriz.

Daha sonra, (3.32) siralama noktalarini ,(3.21) de ve ardindan (3.27) , (3.29)
ve (3.30) da kullanarak

Zm:Pk(xi x,)Jer:QJ (ax+ﬂ)
=0 = (3.33)

ZZR (x)¥(x)=9(x)

0 gq=0

denklem sistemini ya da kisaca,

m i m P
kz;‘PkY(k) 2.0, Y (a, B)+ 22 R, YV =G

matris denklemini, daha agik bir ifadeyle

PXM HA + QXD a;, 8, )MHA + SR XM HX M HA =G (3.39)
Pq

j=0 p=0g=0

temel matris denklemini elde ederiz; burada gerekli matris islemleri asagidaki gibi

yapilmaktadir:
Y (%) | [X(x)MHA 1ox, %2 - %"
o | YO [ XOOMI HA | |t e e |
_y(k)(XN)_ X(XN)MkHA 1 Xy XN2 XNN
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_ _ _ p
< | 0 X(x) 0 | 5|0 0l ge_| 0 M
0 0 X(%y) 0 0 H 0 0
X(x) 0 X(%) ]
_ X . | X
X(x)= 0 (X) . X = X% ,
0 0 X(x) _>_<(XN)_

D(O‘j'ﬂj)=

CICWAE y(j)(“j?‘l+ﬂi) X(Xl)D(“j" )JM'HA

_Y(J')(aij+ﬂj) X(XN)D(aj,ﬁj)MjHA_

_y(p'q)(xo)_ X (% )MPHX(x, )M 'HA |

b
XOGMPHXOOMIHA | e X HA.

YR (40 ] [ X (% )MPHX (% )M HA

Dolayisiyla, (3.21) denklemine karsilik gelen (3.34) temel matris denklemini

[W;V;G] (3.35)

olarak yazabiliriz. Ayni prosediir izlenerek, (3.22) karisik kosullarina karsi gelen
matris denklemi
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UA+O'A=21 (3.36)
olarak diizenlenebilir;
U :[ujo Uy - ujN}

1
=>"(a;B(a)+hB(b))C*A= 4, j=01..m-1
k=0

A=[% &]T ve 0°=[0 O -- 0]2><(N+1)2’ (0 sifir matrisidir).

Yukaridaki (3.36) denklemin arttirilmis formu

(U ; 0 ; A] (3.37)

olarak yazilabilir.
Sonu¢ olarak, (3.35) arttirilmis matrisinin herhangi m satir1 ile (3.37)

ifadesindeki m satir degistirilerek
[w;v;é] yada WA+VA=G (3.38)
yeni arttirtlmig matrisi elde edilir; dolayisiyla, denklem ¢oziilerek, a,, (n=0,1,...,N)

Boubaker katsayilar1 belirlenir.

3.4. Gecikmeli Neutral Tip Integro-Diferansiyel Denklem Sistemlerinin

Boubaker Polinom Coéziimleri

Bu kesimde, yiiksek mertebeden J bagimli degiskenli neutral tip

Zm:ZJ:P--k )y (X)+Zm:i Ry (X)y (e, x+ 5, )
(3.39)

]
r=0 j=1

K (xt)y; (4, p)dt=g(x),i=12,..,J

gecikmeli integro-diferansiyel denklemler sisteminin
y,"“'(a)=24;, k=012...m-1 j=12,..,] (3.40)
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baslangi¢ kosullarina gore
y;(x)=> a,B,(x), a<x<h, j=12,..,J (3.41)

ile tamimlanilan Boubaker polinomlari, yani sonlu Boubaker serisi [20, 57] cinsinden

¢Oziimleri arastirilacaktir.

Burada; Pijk(x), Rijr(x), K, (X,t), g(x), u(x) ve V(X) fonksiyonlar1 verilen
aralikta siirekli ve tiirevlenebilir fonksiyonlardir; ., B;,4, 4 ve A4; uygun

sabitlerdir; a;, bulunmasi gereken Boubaker katsayilaridir.

3.4.1. Diferansiyel ve Gecikmeli Diferansiyel Parg¢alari icin Temel Matris

Bagintilar

Y; (X) = Z a;,B, (X) kesilmis (sonlu) Boubaker serisinin matris formu

Y, (x)=B(X)A, =X(X)HA,, j=12,..,] (3.42)

olarak yazilabilir; burada igerilen matrisler

T .

AJ(X): aJO ajl a]N 1 J:l12a1'-]
X(x):[l X xN],

P00 0 0 0 0 |

0 o 0 0 0

b, 0 ¢z,o 0 0
N tek icin H' = : :

¢N o N 0 ¢N 4 % Py -10 0
0 ¢N’E 0 0 ¢No
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4, O 0 0 0]
0 ¢, O 0 0
¢21 0 ¢2,0 0 0
N cift icin H' = : :
0 ¢ w2 O o O
¢N’N 0 ¢Nyg 0 o

y;" (%) = X (X)HA | = X(x) M HA, (3.43)
010 0]
002 ..0
y I (X)=X(X)MHA;M=| i § i (3.44)
000
000 0|

ile tanimlanmustir.

3.4.1.1. Diferansiyel Kismin Matris Formu

(3.39) denkleminin diferansiyel pargasinda (3.43) ifadesini yerine koyarsak

D, (x) = ki;ipijk (X)X(x)M HA,

j=1

=3 (Pu (X)X (X)MHA, + P, (X)X(X)MUHA, +..+ P, (X)X ()M*HA,

k=0

vei=12,..J igin
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D(x)= DZE(X) =3P, (x)X(x)M* HA (3.45)
D, (x)
P (x) = P, (X) P, :(x) P,,* (x) X(x)- X(:x)
PA(X) P, (x) ... Pyf(x) 0 0 X(x)
M 0 0 0 0 A,
— [0 M 0| — (0 H 0 A,
M= , CH=| | A=
0 0 M 0 0 H A,

3.4.1.2. Gecikmeli Diferansiyel Kismin Matris Formu

(3.44) ifadesinde x — o, X+ g, alarak

yj(r)(ajrx+ﬂjr)= X((erx+,8jr)MrHAi;
= X(X)D(a;. B, )M'HA,

ve sonra (3.39)’un gecikmeli parcasinda yerine koyarak,

D, (x)=Zm:ZJ:R“r (X)X(X)D(aty,, B )M'HA,

r=0 j=1
=Zm: Ril'(X)X(X)D(alr,ﬁlr)MrHA1+Rizr(x)X(x)D(aZr,ﬂZr)MrHAz
-0 +..+R," (X)X (x)D(ay, B )M'HA,
elde edilir. Ayrica, i=1,2,...,J i¢in bu ifade asagidaki gibi olur:
D% (x)
DS(X)| @< = —
D,(x)=| *.*"7 |=2 R X(X)D(a,, 5, )M HA;  (3.46)
. r=0
D,?(x)



D(ayf)=| G](ajr)l(ﬂ,-r)° S O

3.4.2. integral Kismun Matris Formu

Once, (3.39) denkleminin Kij(x,t) ¢ekirdek fonksiyonunun X(X)

tabaninda (Taylor tabaninda) matris formu

1 8K, (0,0)
plgq!  ox'at!

Ky (x,t) =X (x) KX (t); K; =[ kL, |=

Il pq

, p,q=0,1,...,N

olarak yazilabilir. Ayn1 zamanda,
y; (1) =X(t)HA,, y, (At+u)=X(t)D(4, x)HA,

ifadeleri (3.39) denkleminde yerine konuldugunda

()= [ X (0K, X7 ()X (0)D(2,40) HA
= (3.47)

= S X(X)K,Z(X)D (4, ) HA,

=t
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olur; burada

2(%) = [ 20 (0] = [} X ()X (t)al;

)

z (X): (V(X)) _(U(X)) .

:mn=01...,N
m+n+1

Sonra, (3.47) matris bagintisini diizenleyerek,

1,(X) = X(X) Ky Z(X)D(2, ) HA, + X(X)K,Z(X)D(2, ) HA,
+ot X(X)KyZ(X)D(4, ) HA,

ve i=12,..,J) alarak

1 (x)
L(X)| < A —
I(x)=] “. 7 |=X(x)KZ(x)D(4, 1) HA (3.48)
1 (x)
bulunur. Burada tanimlanan matrisler asagidaki gibi tanimlanir:
K, K, Ky, Z(X) 0 0 A
K— K:21 K22 2J ,Z(X): Z(X) 0 ,A: A2
K, Kj, K, 0 0 Z(X) A,
D(4, 1) 0 H O 0
= 0 D(4, 0 —
D (/1) = (:”) S T
0 0 D(4, 1) 0 O H

3.4.3. Temel Matris Denklemi

(3.39) sisteminde G (x)=[g,(x) 9,(x) ... 9,(x)]  oldugundan;
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D(x), D, (x) ve I(x) matris formlar: ile tanimlanan (3.45), (3.46) ve (3.48) matris

bagntilari, (3.39) denkleminde yerine konuldugunda sisteme karsi gelen matris

denklemi
{gpk(x)i(x)mk+2Rr(x)>‘<(x)5(ar,ﬂ,)ﬁr+Y(X)KZ(X)5(M)}EA:G(X) (3.49)

olur. Ayrica, X, = a+%s; s=0,1...,N ile tamimlanan siralama noktalari, (3.49)

matris denkleminde kullanildiginda,

r=0

matris denklemler sistemi ve diizenleyerek

{ip;(m SR XD(a r)ﬁr+i(x)KZ*5(/1,y)}ﬁA=G (350)

k=0 r=0
veya kisaca
WA=GC < [W;G] (3.51)
temel matris denklemi kurulur. Burada tanimlanan matrisler:

P =diag[ P (%) P.(%) - B (xy)]
R, =diag[R (%) R.(%) .. R.(xy)]

D(e By) 0 0
D(a,,B )= 0 D(“Z:’ﬁzr) ?
° 0 (a0 B)
D(4,u) O 0
D(au=| °  PlAa) 0
0 : D(i,ﬂ)
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X o X0 gy O X °
_R(XN)_ 0 0 X(x)
(X(%) 0 0 | X(x) 0 0
% 0 X(x) 0 X ()= 0 X(x) 0
0o X(%)] 0 0 X(x)
K 0 0 k11 12 1J

w 0 K 0 k21 k22 2J
K= K= : :
0 0 K Ky ks, Ky,

' Z(%) ] z(x) 0 0
O I
1Z(xy) 0 0 Z(x)

o
o
o
o
®
—
x
o
~

—_ 10 0| — 0 0 G
H= | M= | 6= (%)
0 0 H 0 0 M G(xy)
A1 aJO
A a.
A="2 A=l P =120
AJ aJN

3.4.4. Coziim Yontemi

Once, (3.43) veya (3.44) bagintilarin1 kullanarak, (3.40) kosullarinin matris

formu asagidaki gibi hesaplanir:

y, ¥ (x)=X(x)M*HA, = y ¥ (a)=X(a)M*HA, = 4,, j=12,..,3; k=0,1..,m-1
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j=12,..,J igin

X(a)M*HA, = 4,
X(a)M“HA, = 4,, i(a)mkﬁAzﬂk

X(a)MHA, =4,
veya

X(@)MHA=4, = UA=4 < [U:4]

veya kisaca

UA =21 yada [U;1] (3.52)
Burada
U, =X(@)M H; 4 =[Ae 4 A
A=[A A A k=01..,m-1
elde edilir.

Dolayisiyla, (3.39) denklem sistemine ve (3.40) baslangig¢ kosullarina karsilik

gelen temel matris denklemleri, sirasiyla, asagidaki gibi olusturulur:
WA =G yada [W;G]| (3.51)

ve
UA=1yada[U;1]; (3.52)
w=[w,]=>PXMHA+Y R X D(a,, M HA+X(x)KZ D(2,u)HA.
k=0 r=0

Sonug olarak (3.39) denklemininin (3.40) baslangic kosullar1 altinda
¢oziimlerini elde etmek i¢in, (3.52) nin satirlarint (3.51) in herhangi satirlariyla yer

degistirerek
[W;é] yada WA =G (3.53)
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yeni artirilmis ¢6ziim matris elde edilir.

Burada rankW =rank|[W; Gl =N+1 ise o zaman A= (W)"'G
yazabiliriz. Boylece A matrisi tek ¢oéziime sahiptir. Bu durumda, (3.40) baslangig
kosullar altinda (3.39) sisteminin tek bir ¢oziimii vardir; bu ¢6ziim (3.41) formundaki

Boubaker sonlu serisi olur.

3.5. Fonksiyonel Gecikmeli Genellestirilmis Neutral Tipte Integro-
Diferansiyel Denklem Sistemlerini Coézmek I¢in Taylor ve Boubaker

Polinomlarina Dayanan Matris Siralama Y éntemi

Bu kesimdeki problemimiz, yiiksek mertebeden genellestirilmis neutral tip

SR, (x

j=1

,
/—\
-
—
>
N—"
SN

kzrj:gpijk(x)y +an_:,
>

+ijljuv((: Ky (x 1)y, (7 (D)t =g, (x), i=12,....]

s=0

—

(3.54)

formundaki fonksiyonel gecikmeli lineer integro-diferansiyel denklem sisteminin,
y,“(a)=2,;, k=01..,m-1 (3.55)

baslangi¢ kosullarina gore

N
;Zamsnx, a<x<b, j=12,.,1J (3.56)

n=

kesilmis (sonlu) Boubaker serisi formunda ¢ozlimlerinin arastirilmasidir.

Burada, P/“(x), R;"(x), K (xt), h"(x), 7,°(x), u(x), v(x) ve
g, (x) fonksiyonlar1 @ < X,t <b arahiginda siirekli, tiirevlenebilir fonksiyonlardir; 4

uygun sabit; a;, bulunmasi gereken Boubaker sabitleri; Bn(x), n=0,1...,N icin

daha once Kesim 2.2 de tanimlanmustir.
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3.5.1. Temel Matris Bagintilari

(3.54) sisteminin (3.56) formunda varsayilan ¢Oziimiiniin matris karsiligi,

(3.42) ve (3.43) de yapildig1 gibi ayn islemler yapilacaktir.

3.5.1.1. Diferansiyel Kismun Matris Formu

(3.54) sisteminin diferansiyel kisminda (3.43) ifadesini yerine koyarsak

iPijk(x)X(X)MkHAj

(P (X)X (X)M HA, + P, (x) X(X)M*HA, +...+ P* (X) X (x) M*HA )

i1

D; (x)

- 1M

7\—
1l
o

ve 1=12,...,J i¢in diizenleme yaparsak

D, (x)
D(x)= DZE(X) :ng(x))_((x)l\_/lk(x)HA (3.57)
D, (x)

matris formunu elde ederiz; burada

P.(X) P, (x) ... P, (x) X(x) 0 0
P, () PZlk:(x) Pzzk:(x) PZJK:(X) X(x)- 0 X(:x) 0
Py (x) Py, () Py () 0 0 0 X(x) JxJ
M0 0 H 0 0 A,
= _| 0 Mk 0| o ? E) Azl P
0 0 M* 0 0 H,, i1y
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3.5.1.2. Fonksiyonel Gecikmeli Diferansiyel Kismin Matris Formu

(3.54) sisteminin fonksiyonel gecikmeli pargasindaki Yy j(r) (hijr (X))
ifadesinin matris formunu elde etmek igin (3.43) bagmtisinda k —r ve x — h;"(x)

konulur ve
yj(r) (hijr (X)) _ X(hijr (X))MrHAja J =12..,J

matris bagmtis1 olusturulur; dolayisiyla fonksiyonel gecikmeli kismin matris formu

(3.54) de yerine konularak

Mc_‘

Fi(x):i

r=0 j

Ry  (x)X(hy" (X)) M HA,

U]

I
LN

n (R, (x)X(hy (X))M'HA, +R,," (x) X (h," (x))M"HA, +
:Zf; Ry (X)X (" (X))MTHA,

ve i =12,..,J kullanilarak ve diizenlenerek

R (x)
F(x)= szx) :iR,(x)xr(x)MrﬁA (3.58)
F, (%)

matris bagintisi elde edilir; burada

er(x) 0 0 Xlr(x)
R, (0)=| RZ:(X) X X, (0=
0 0 R, ( ) w2 X, (%) 32 (N+1)
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X(hy (x)) 0 0
X" (x)= 0 X(h”:(x)) 0 =120,
0 0 x(hi;(x))_m(w

3.5.1.3. integral Kismin Matris Formu
(3.54) sistemindeki K*(x,t) ¢ekirdek fonksiyonunun, X(x) tabamnda

(Taylor tabaninda), matris formu [34,40,50,61]

Kijs(X,t)ZX(X)KijSXT (t), Kijsz[kp’qs,ij],
1 K, (00)

o =T aoar A onN
olarak yazilabilir; burada
X(x)=[1 x ... x"]
kS ok, k! 1
K, = kZl.s'ij kzz‘s'ij - kZN.S’ij X (t)= t
K" k™" o k™! (N+(N+1) t"

Ayrica, Y, (rijs(t)) ifadesinin matris formu, (3.43) bagintisinda k — s ve

x — 7;° (t) konularak,

Yj(s)(TiJS(t))zx(rijs(t))MsHAi;X(T”S(t)):[l () - (Tijs(t))N}

olarak bulunur. Boylece Kijs(x,t) ve yj(s)(rijs(t)) nin matris formlar1 (3.54) iin

integral kisminda yerine konularak ve diizenleyerek,
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v(x)

|i(x)=ii X (XK X" (1) X(z;° (1)) MPHA,

0 [X(X) KX (1) X(7,° (1)) MPHA, + X(x)K,*XT (1) X (7, (1)) M°HA,

[
M

50 u(x) o X(X) KX (1) X (7 (1) )MPHA,

ve 1=12,...,J alarak, gerekli islemleri yaparak,

L (%)
1(x)= 'ZSX) :gi(x)Kszs(x)MsﬁA (3.59)
1 (%)

integral parcasina karsi gelen matris formu elde edilir. Buradaki matrisler agagidaki

gibi hesaplanmgtir:

X(x) 0 0 K’ 0 0
— 0 X 0 °
X(x) = (x) K= 0 K, 0 |
0 0 X(X) I3 (N+1) 0 0 .. K/ I (N+1)x3? (N+1)
Ke=[Ky K, o Ky i=12..]
(x) XlS(t)
Z,(x)= ;T(t)xs(t)dt; X, (t)= XZ.(t) ,
u(x)
JS( ) Ix1, (I2xI(N+1))
X () 0 0 |
- —T
X(@- © X0 0 ,
=T
L 0 0 o (t)_JZ(NJrl)xJZ
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X(7, (1)) 0 0 |
Xz, (t 0
x:(t)=| (T'?( ) . =12,
0 0 X(z; (1))
X'(t)y 0 0 M® 0 0
_ X7 _ s
T (t): 0 :(t) 0 M = 0 M 0
O 0 T( ) J(N+1)xJ 0 O ) J(N+1)x J (N+1)
H® 0 0 A
_ s A
H= 0 H (,) A= P
0 0 H® J(N+1)xJ (N+1) AJ IX(N+1)

3.5.2. Coziim Yontemi

(354) sisteminde, G(x)=[g,(x) 0,(X) ... gy(x)] olmak iizere;

(3.57), (3.58) ve (3.59) bagintilar1 ile tanimlanan (Diferansiyel, fonksiyonel gecikmeli
diferansiyel ve integral pargalarina ait) matris formlarin1 (3.54) de yerine

konuldugunda (3.54) sistemine kars1 gelen matris denklemi

gpk ()X(IM* + 3R, (X)X ()M

e HA =G(x) (3.60)
+3 X(X)K,Z, ()M

. b-a. .
olarak elde edilir. Sonra X, = a+TI, 1=0,1,2...,N ile tanimlanan siralama

noktalar1 yerine konuldugunda (3.60) denklemi;

1SR (XXM SR, ()X ) M+ SX(6)K 2, (5 [ A =G (1) @5

s=0
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matris denklemler sistemine veya diizenleme ile asagidaki temel matris denklemine

dontstiirilir:
W3R RSZS*MS}HA -G

{Z PX M+ R, X,
k=0 r=0
veya kisaca

WA=G=[W ; GJ.

Burada tanimlanan matrislerin hesab1 asagidaki sekilde yapilmistir:

P =diag[P () P (%) - P(xy)].
R, =diag[R, (%) R,(x) ... P.(xy)]

E(XO X, (%) X" (x)
= X0 | el er><1) X (0=
_)_((XN) XF(XN) XJr(X)
X (hy(x)) 0 0o
X' (x)= 0 X(hﬂ:(x)) 0
0 0 X(h," (%)) ]

K, 0 0 K 0 0
0 K 0 K,
K,=| . K= 2K o
0 0 K, 0 o0 K,®
Ke=[Ky K Ky | i=12,...
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Z,(%) (t)X (1)
v o7 :
ZS*: Zs(xl) ’ ZS(X): E") (t)XZ (t) dt,
Z, (%) X (1) X7 (1) |
X(ei () 0 0|
o] 0 O
I 0 0 X(TiJs (t))_
XT(t) 0 o |X(w'® o °
0 X(t) 0 0 Xz (1) 0
o o X0l o o . xw)
X ()X (' (1)) 0 0
(.) X' (t)i.(fizs (t)) O i=12,..1J.
(.) O )_(T (t)x(T”S (t)) IN+D)xI(N+1)

Kesim 3.3.4 de oldugu gibi; (3.43) ve (3.52) bagintilarini kullanarak (3.55)

kosullarnin matris formunu asagidaki gibi hesaplariz:

veya

yj(k)(X)=X(X)MkHAj = yj(k)(a):X(X)MkHAj :ijk,
j=12,.J,k=01,..,m-1,

X(a)M'HA= 4,

X(@aMHA= 4 = UA=4 =[U, ; Al (3.63)
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elde edilir.

Dolayisiyla (3.54) sistemine ve (3.55) baslangi¢ kosullarina karsilik gelen

temel matris denklemleri, sirasiyla.
WA =G yada [W;G] (3.62)
ve

UA=41yada[U, ; A] (3.63)
W=[w,]=d R X MHA+YR X MHA+Y X K.z, M'HA
k=0 r=0 s=0

olarak elde edreiz.

Sonu¢ olarak (3.54) denklemininin (3.55) baslangi¢ kosullar1 altinda
¢oziimlerini elde etmek i¢in, (3.63) iin satirlarini (3.62) in herhangi satirlariyla yer

degistirerek
[W;G | yada WA=G (3.64)
yeni artirilmis ¢6ziim matrisi elde edilir.

Burada rankW =rank|[W; G| =N+1 ise o zaman A= (W)"'G
yazabiliriz. Boylece A matrisi tek ¢6ziime sahiptir. Baslangi¢ kosullart altinda (3.54)
sistemin tek bir ¢6zliimii vardir. Boylece (3.54) sistemi (3.56) Boubaker seri formunda

tek bir ¢oziime sahip olur.

3.6. Cesitli Gecikme Terimi I¢eren Neutral Tip Fonksiyonel Diferansiyel

Denklem Sistemlerinin Coziimiine Yo6nelik Uygun Bir Niimerik Yaklasim

Bu kesimde; c¢esitli gecikmeli, iki bilinmeyenli iki lineer fonksiyonel

diferansiyel denklemden olusan, yiiksek mertebeden
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SR (09, ()R, (x)y, (b (x))] = 3, () (3.65)

k=0 j=1

neutral sistemi ile baglantili baslangi¢ deger problemi incelenmektedir. Bu sistem,
Kesim 3,5 de verilen (3.54) integro diferansiyel sisteminin integralsiz halidir. Burada
(P(x), R*(x), h(x) ve g;(x) a<x<b; arahgnda tanimlanan bilinen
analitik fonksiyonlardir; y; (x), (j=12) belirlenecek bilinmeyen fonksiyonlardur;

hijk (x)fonksiyonu asagidaki formlarda olabilir:

h; (x), (%), x=rijk(x), aijkx+ ijk, X, x—5ij", aiijJrﬂij(X)...

Bu c¢alisgmada, Kesim 3.5 de bahsedilen matris-siralama yontemini dikkate
alarak, (3.65)-(3.55) probleminin sonlu Boubaker serisi formunda yaklasik ¢oziimiinii

bulmak igin, gelistirilmis bir niimerik yontem sunuyoruz

3.6.1. Temel Matris Denklemi

(3.65) sisteminin (3.56) formunda varsayilan ¢Oziimiiniin matris karsiligi,
(3.42) ve (3.43) de yapildig1 gibi ayn islemler yapilacaktir. Ayn1 zamanda, Kesim 3.5
sunulan diferansiyel ve gecikmeli fonksiyonel ifadeelrine ait tiim islemlerde, i,j=1,2

alindig1 goriilmektedir.

y;(x) ¢oziim fonksiyonunun ve yj(hﬁ(x)) fonksiyonel ifadesinin

tiirevlerine ait matris formlar1 agagidaki gibi belirlenir:

i =X(X)M*HA
v, (< (x) = X (h (X)) HA, = X (0, () M*HA ; (3.66)

J

burada
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_ 5 1 0 0 0
10 0
1 0 0
2 0
. , |0 01 00
M = : , M™ = . .
0 0O N
0 0O 1
0 0O 0
_O O 0 0 1_(N+l)x(N+1)

Oncelikle, (3.43) ve (3.66) matris formunu (3.65) sistemine yerlestirip

sadelestirirsek, sunu elde ederiz:

kzm;(Pk(x))_((x)Mk R, ()%, ()M JFA = 6 (x) (3.67)
burada
[P P(X) S | X(x) 0 — [H 0
Pk(X)_{PZlk(X) P22k(x)lx2, X(X)_{ 0 X(X):|2x2(N+l)’ ) _{0 H:|2(N+l)x2(N+1)

' X(h*(x)) 0 }
0 X(hlzk(x)) 2x2(N+1)

X, (x)= 0 X(hy," (X))lxzmm

— [M* 0 X
0 M 2(N+1)x 2(N+1) gz(x) 2x1
a3, | 3,8, |
A aa a,8
1
A:{ } , A =] aa, , A, =| a,a,
AZ 2(N+1)x1 : :
_aiaN Jd(N+1)x1 _aZaN J(N+1)x1
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3.6.2. Coziim Yontemi

(3.65) sisteme karsilik gelen indirgenmis (3.67) matris denkleminde,

X, =a+b_—ar, r=0,1..,N
N

ile tanimlanan siralama noktalar1 kullanilarak , (3.65) sistem i¢in temel matris

denklemini su sekilde olustururuz:

Z(PJ(W +kak*Mk)ﬁA —G=>WA=G

k=0

burada
W = (Pkiﬁk +kak*Mk)ﬁ
k=

0

X(Xo) X, (%) G(Xo)
2 K00 | -0 | 6| 500
_i(.XN)_ X (%) G(xy)

Rk:diag[Rk(xo) R (%) - Rk(xN)}.
Burada, (3.68) temel matris denklemini
WA=G<[W ; GJ.

olarak artirilmig matris formunda yazabiliriz.

(3.68)

(3.69)

Simdi, (3.43) matris bagintisin1 kullanarak, (3.55) baslangi¢ kosullarina

karsilik gelen matris formunu asagidaki gibi elde edebiliriz:

yj(k)(x):ijk :>X(a)MkHAj =2, J=12,k=01,..,m-1

X(a)M“HA, = 2,
X(a)M“HA, = 2,
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z
Ug z
U
UA=7U=| ° | A= ﬂl
Um—l ﬂm—l

Boylece, (3.55) kosullar1 i¢in matris denklemi

UA=A=[U ; A]. (3.70)
formunda olur.
Sonug olarak  (3.65) siteminin ¢oziimiinii elde etmek igin [U ; l]
matrisin satirlari [W ; G] matrisinin herhangi m satirinin yerine koyariz ve
[W;é] yada WA =G (3.71)

yeni artirilmig matrisi elde ederiz.

Burada rankW =rank|[W; G| =N+1 ise o zaman A =(W)"'G
yazabiliriz. Boylece A matrisi tek ¢6ziime sahiptir. Baglangi¢ kosullar altinda (3.65)
sisteminin tek bir ¢6ziimii vardir. Boylece (3.65) denklemi (3.56) formundaki

Boubaker polinomlarina gore tek bir ¢oziime sahiptir.

3.7 Coziimlerin Dogrulugu ve Hata Analizi

Fizik, miihendislik ve matematik gibi alanlarda ¢c6zemedigimiz bir¢ok problem
sayisal olarak coziilebilmektedir. Ozellikle modellemede karsilastigimiz nonlineer
diferansiyel denklemler ve sistemler, bu tip problemlere O6rnek olarak verilebilir.
1940’larda bilgisayarlarin bulunmasiyla birlikte sayisal yontemlerin etkili bir sekilde
kullanilmasmi saglamistir.  Son yillarda miihendislik problemlerinin sayisal
yontemlerle ¢oziim yollarinin artisinda, yiliksek hizli ve verimli bilgisayarlarin

gelistirilmesinin rolii biiytiktiir [72,73].
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Sayisal analiz, analitik olarak ¢oziilemeyen problemlerin yaklasik ¢oziimlerine
ulagmak i¢in kullanilan yontemler biitiiniidiir. Amaci ise, ¢oziimiin elle yapilamadigi
ya da analitik olarak ¢6ziilmesi zor veya olanaksiz olan problemlerin ¢oziilebilmesi
icin uygun ve en iyi yaklasimi veren yontemleri bulmak ve bunlardan anlamli ve
faydali sonuglar ¢ikarmaktir. Ayrica, ¢6ziimii istenen problemi tanimlamak ve sonuca
ulasacak yontemi saptamak yine ayni bilim dalinin isidir. Biitlin bunlar birtakim
asamalar gerektirir; yani, problemin formiile edilmesi, en iyi yaklagik ¢oziimii veren
yontemin secilmesi ve ¢oziim algoritma yardimiyla yaklasik ¢6zlimiin elde edilmesidir
[54].

Yaklasik ¢oztimler, genellikle yuvarlama ve kesim hatalar1 nedeniyle ortaya
cikar. Bizim amacimiz niimerik sonuglar1 en az hataya indirgemektir. Simdi bu
kesimde, ¢6ziimiin kontrolii ile beraber, Ortalama-Deger, diizeltilmis hata ve rezidiiel
fonksiyona dayal1 hata teknikleri tanitacagiz [7, 16-19, 30, 33, 44, 47, 50, 57, 59, 60,
62-64, 66, 69-71].

Bu ¢alismada incelenen neutral diferansiyel denklemi, neutral diferansiyel fark
denklemi, neutral tip integro-diferansiyel denklemi ve neutral fonksiyonel diferansiyel

denklemi, L lineer operator ve y(x) tam ¢6ziim olmak iizere, kisaca
LLy(x)]=g(x) (3.72)

seklinde tanimlayalim. Bu durumda, (3.3) kesilmis Boubaker serisi formunda elde

edilen 'y, (x) yaklasik ¢dzlimii, verilen fonksiyonel denklemi yaklasik olarak saglar;

yani
Ry (X)=L[yy(x)]-g(x)=0 (3.73)

olur. Buradaki R, (X) fonksiyonu, rezidiiel fonksiyon olarak tanimlanmaktadir. Ayni

zamanda x =X, €[a,b], r=0,1,... i¢in

Ry(%)=L[ s (%)]-9(x)=0=Ry(x)<10%, (k.€Z)  (3.74)
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esitsizligi  saglanmalidir. Eger maksl0™ =10 (k pozitif tamsay1) 6nceden
belirlenmisse, o zaman kesme st N, Ry (X, ) degeri 10 dan daha kiiiik oluncaya

kadar artirilir; N yeteri kadar artirildiginda R (x) — 0 oluyorsa hata azalir.

Diger yandan, Ry (x) ile tanimlanan residiiel hata fonksiyonu ve [a, b] araligi
tizerinde |Ry(x)| fonksiyonunun ortalama degeri yardimiyla, ¢6ziimiin dogrulugu
kontrol edilebilir ve hata sinir1 tahmin edilebilir. Dolayisiyla, tiggen esitsizligi ve
Ortalama Deger Teoremi |Ry(x)| tizerinde kullanilarak, Ry ortalama hatanin st
siir1 asagidaki gibi elde edilebilir [16, 33, 44, 61]:

b

JRN(x)dx

a

shRN (x)|dx ve .TRN (x)dx=(b-a)R,(c), a<c<b

a

b

IRN (x)dx

a

=

= (b_a)|RN (C)|

b

= (b—-a)|R, (c)‘s'ﬂRN (x)|dx

a

J'b Ry (x)[dx
‘RMC)‘S%zﬁN, a<c<b. (3.75)

Aciklama: Yukarida yapilan agiklamalar, N lineer olmayan bir operator
olmak tizere, (3.72)-(3.75) ifadelerine N[y(x)] lineer olmayan parcayi ekleyerek

kurulan
LLy (x)1+NLy(x)1=g(x)
Ry (%)= LIyy (¥)1+ NIy, (x)1-g(x)=0

b
R d
Ry (C)‘S'Lt:_—(:)‘xzﬁw a<c<b

denklemleri i¢in de gegerlidir.
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Diger yandan, (3.72) formundaki (1.1), (1.2) ve (1.3) ile tanimlanilan lineer

neutral denklemlerinin, bulunan y, (x) yaklasik Boubaker polinom ¢oziimleri ve

bilinmeyen y(x) tam ¢dziimler olmak iizere, €, (X) hata fonksonunu tahmin etmek ve
ayrica yaklasik ¢oziimii iyilestirmek igin, RN(X) rezidiiel fonksiyonuna dayali

asagidaki rezidiiel hata teknigi sunulmustur [7, 61, 19, 30, 62, 63].
Bu amag i¢in 6nce
ey (X) = y(x) = yy (X) (3.76)

ile tanimlanan hata fonksiyonunu ele alalim. Sonra (3.73) ve (3.76) denklemlerini

kullanarak, €, (X) bilinmeyenli,
el (a)=0, (k=0,1,..,m~1) (3.77)
homojen kosulu ve
Llen () ]=LLY()]-L{yn(¥) ]=—Ry(x) (3.78)

dieransiyel denkleminden olusan hata problemi kurulur. Béylece (3.77)-(3.78) hata

problemi, Kesim 3.1 ve Kesim 3.2 deki ¢6ziim yontemi kullanilarak, €, (X)

tahmin edilen hata fonksiyonu
M *
exw () =>"a;B,(x), (M >N)
n=0

olarak belirlenilir. Dolayisiyla, diizeltilmis Boubaer polinom yaklasimi asagidaki gibi

olur:
Ynom (X) =Yn (X) €M (X) . [3.79]

Ayrica, (1.5), (1.6) ve (1.7) ile tanimlanilan lineer neutral tip sistemlerinin,
ij=1,2,...,] i¢in, Y;(X) tam ¢oziimler ve Y;,(X) yaklasik Boubaker polinom
¢oziimleri olmak tizere, €, (X) hata fonksonlarini tahmin etmek ve ayrica iyilestirilmis

yaklagik ¢oziimiileri iyilestirmek icin, R, (X) rezidiiel fonksiyonuna dayali rezidiiel
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hata teknigi sunulmustur [7, 19, 30 ,62,63]. Burada bahsedilen lineer neutral denklem

sistemleri, hata fonksiyonlar1 ve rezidiiel fonkssiyonlari, sirasiyla,

LIy, (X)]=9;(x);i,j=12,...,J, (3.80)
en(¥)=Y;00-Y;n(X) (3.81)
Ry () =L[y;n () ]-g,(x)i, j=12,...,J (3.82)

olarak tanimlanmaktadir;

mo 2 m, 2
Ly 00 ]= 2 2R" GOy (x)+ 2 20Ry (YR (ayx+ 5, )
k=0 j=1 r=0 j=1
+JIK (xt)y,y (4 u)dt
=L u(x)
m 2 ’ m, 2
LLyin @)= 2 2R (yin® () + 2 2Ry (¥ (R ()
k=0 j=1 r=0 j=1
2 v(x) s
+SZ(;;J.U(X K Xt yJN ( Tij ( ))d

LI:yJN(X)] ZZ[ yJN (x)+ ijk(x)yjN(k)(hijk(X))]

k=0 j=1

Bu durumda, baslangi¢ kosullar1 ile beraber (1.5), (1.6) ve (1.7) tipindeki
sistemlerin olusturdugu hata problemi, (3.80)-(3.82) yardimuyla,

Lley ()] =L[y()]—L[yy()]=—Ry(x)
ve
e, (a)=0, (i, j=12 k=0,1,...m-1)

olarak kurulur. Bu hata problemi, Kesim 3.4-Kesim 3.6 da kullanilan yontem

yardimiyla ¢oziilerek, tahmin edilen hata fonksiyonlari kiimesi

&jum(X)= Za,n (X)), M>N),j=12..3,..,]7

49



seri formunda hesaplanir. Boylece diizeltilmis Boubaker polinom yaklagimi
Yinm (x)= Yin (X) €\ m (), j=12,..J

olarak elde edilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Calismanin bu boliimiinde, ¢alisma kapsaminda kullanilan metotlarin dogrulugu,
verimliligi ve etkileri arastirilmistir. Bu nedenle, farkli denklem formlar1 i¢in dnerilen
metotlar arastirma bulgularina dayandirilmis ve metotlarin isleyisi Orneklerle
desteklenmistir. Problemlerin ¢oziimlerinin hesaplanmasinda, grafiklerin ¢izilmesinde
ve karsilastirma tablolarinda yer alan bulgularin bulunmasinda Mathematica ve
MATLAB programlar1 kullanilmistir. Ornekler i¢in gerekli hata analizleri yapilarak
sonugclar iyilestirilmis, literatiirde yer alan farkli ¢oziim teknikleri ile bu ¢alismada

kullanilan metotlarin sonuglari karsilastiriimistir.

Ornek 4.1 [6] ikinci mertebeden
3 X x) 1 X )
"(X)==y(X)+Yy| = |+Y| = |+=VY"| = |-x —x+1
vi(x) =gy () y(zj y(zj 2y(zj
(3.1) ile tamimlanan pantograf tirii neutral diferansiyel denkleminin

y(O) = y’(O) =0, 0<x<1 kosullart altindaki ¢6ziimiinii inceleyelim. Problemin

tam ¢dziimii y(x)=x* dir. Burada bilinen sabitler

n

M

olarak verilmektedir; ¢éziimii y,(x)= ) a,B,(x) Boubaker seri formunda arayalim.

n=0
Bu durumda, N=3 igin siralama noktalari {XO =0, x = }/,Xz = y,x3 :1} alarak ve

Kesim 3.1 de verilen yontem kullanilarak, (3.10) bagntisina gore, problemin temel

matris denklemi

3
{XM”‘H ~CcXM°H —ZPkXD(qu)M(k)H}A =G
k=0

{XM’H - cXM°H - P,XD(g,) M°H —P,XD(g,)MH - P,XD(q, )M’H} A =G
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olarak elde edilir; artirilmig matrisi formu asagidaki gibi hesaplanir:

o1 Y
T o Ay e | % |
T e e Y | h
T o h %1

Baslangi¢ kosullarinin matris formu:

[W;G]=

[Usi4]=[1 0 2 0 | 0]
[U:4]=[0 1 0 1 | 0]

Boylece sonug artirilmis matris

-1 0 2 0 | 0]
0

R A A T R
Y% % %A

elde edilir. Bu sistemin ¢oziimiiyle

A

[2 01 0]

bilinmeyen katsayilar1 buluruz. Boylece ¢6ziim
0 2
Y5 (x) = Z a,B, (x) = a,B, (x) + 2,8, (x) +a,B, (x) +8;B,(x) = Y,(x) = X
n=0

olur ki bu tam ¢6ziimdyir.

Problem ayn1 zamanda Runge-Kutte metodu [74], Varyasyonel iterasyon metodu [6],
One-leg 8 method [6] ile ¢oziildiigiinde sonuglar tam ¢6ziim olmayip yaklasik
coziimler oldugu goriilmektedir. Dolayistyla burada sunulan Boubaker matris siralama
metodunun bahsedilen diger metodlara gore oldukg¢a etkili ve kullanish oldugu

diistiniilebilir.
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Ornek 4.2 Birinci mertebeden (3.1) ile tanimlanan pantograf tiirii neutral diferansiyel

denkleminin [6]

v (9=-y(x+3y(5 )+ 5v(3)

y(0) =1 kosulu altindaki ¢5ziimiinii inceleyelim. Problemin tam ¢dziimii y(x)=e

—X

dir. Burada bilinen sabitler, (3.1) denklemine gore,
1 1
C:—l’ PO = P]-:E’ qO :q]-:E

seklindedir. Coziimii

<
(2]
—~~
>
~
Il
-
QD
=l
o
>
—_
>
~—

n=0

Boubaker seri formunda arayalim. N=6 i¢in siralama noktalar1

{XO:O,X1=}/,X2=yixa=y’x4=y,xs=7,xe=1}

seklindedir. (3.10) bagintisina gore, temel matris denklemi

6
{XM”‘H ~cXM°H —ZPKXD(qu)M(k)H}A e
k=0
{XMH -cXM°H - P,XD(q,)M’H-P,XD(q,)MH| A =G
olur.

Gerekli siiregler izlendiginde N=6, N=7 ve N=8 i¢in yaklasik ¢oziimler tam
¢ozuimle birlikte Tablo 4.1, Sekil 4.1 ve Sekil 4.2 de gosterilmistir.
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—8B— N=6
—— N=7

0 1 1 1 1 1 ] 1 I 1
-1 08 06 04 02 0 0.2 04 06 08 1
X

Sekil 4.1: Ornek 4.2 icin N=6,7 ve 8 i¢in yaklasik ¢oziim ve tam ¢dziim y(x) =e "in

grafigi
x10°
3 T I I I I I
. o N=6
/& | —o— N=T

errar
—
T
.
|
_p-’r'
1
1
1
i
1
1
1
1
2
,
1
4
)
1
1
,
1
a4
!
1
2
h
1
1
1
1
]

Sekil 4.2: Ornek 4.2 i¢in N=6,7 ve 8 i¢in rezidiiel hata fonksiyonunun grafigi
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Tablo 4.1: Ornek 4.2 nin N=6,7,8 icin mutlak hatalarin karsilastirilmas1

N=6 N=7 N=8
X, leg(xy)l lez (xy)l leg (x|
0 0 0 0
0.1 2.861E-07 1.667E-08 8.193E-10
0.2 6.637E-07 3.466E-08 1.548E-09
0.3 8.871E-07 4,355E-08 1.871E-09
0.4 9.920E-07 4,784E-08 2.036E-09
0.5 1.049E-06 5.022E-08 2.108E-09
0.6 1.082E-06 5.088E-08 2.114E-09
0.7 1.084E-06 5.034E-08 2.097E-09
0.8 1.059E-06 4.971E-08 2.057E-09
0.9 1.043E-06 4.861E-08 1.999E-09
1.0 1.043E-06 4.615E-08 1.975E-09

Ornek 4.3 Ikinci mertebeden (3.1) pantograf diferansiyel denklemini ele alalim [74].
. 2 12 (x
X)=—y(X)+=e2y|l =
y (x)=3y(x)+3 y[zj
1
y(0)=1, y(i}«/e

Tam ¢dziim y(X)=e*. Burada bilinen sabitler, (3.14) denklemine gore,

1 2 1 2
Po =§e2, 060=§1 7, =0, Qoozg’ Q=1

seklindedir. Coziimii

<
w
—~~
>
~—
Il
e
QD
>
99
>
—_~
>
~—

n=0

Boubaker seri formunda arayalim. N=3 i¢in siralama noktalar1

{XO:O, xiz}/,xzzy,xfl}

alinarak, (3.14) denkleminden problemin temel matris denklemi, (3.17) ye gore,

1 1 0 O

D> QXM H->>P.XD(a ,7,)MHA=G

r=0 s=0 k=0 j=0 '
{QuXMH—QXM°H —P, XDM’H} A =G

olur:
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€ 3 000 1
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Ayrica N=3, N=6 ve N=13 i¢in mutlak hatalar Tablo 4.2 de alint1 yapilan
makaledeki Hermite polinomu ile karsilagtirilmistir. Sekil 4.3’de de tam ¢6ziimle N=3,
N=6 ve N=13 yaklasik ¢oziimlerinin grafigi ¢izilmistir. Sekil 4.4’de de rezidiiel hata
fonksiyonunun grafigi ¢izilmistir. Tablo 4.3’de de diizeltilmis hata tablosu yapilmistir
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Sekil 4.3: Ornek 4.3 iin N=3,6 ve 13 i¢in yaklasik ¢dziim ve tam ¢oziimiin grafigi

N = 3,6, 7 i¢in ortalama hatalarin {ist sinir1 asagidaki gibidir.

_ 1 R5 X
R ZJ‘O 0_(_

(
(x
(

dx =7.89x107?,

- |~

)

0

(2]

dx =3.46x107°,

o
o

~— [~

)
R, (X

<
"l

dx=1.83x10"°.
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Tablo 4.2: Ornek 4.3’iin N=3,6 ve 13 i¢in Hermite polinomu ve Mevcut polinomun mutlak hatalarin karsilastiriimasi.

Hermite polinomu [74]

Boubaker polinomu

x | Tam ¢oziim N=3 N=6 N=19 N=3 N=6 N=13

0 1 0 0 0 0 0 0
02 | 1.221402758 2.194E-04 7.933E-09 1.000E-11 1.881E-03 1.707E-06 2. 315E-16
0.4 | 1.490824698 3.363E-05 9.373E-09 2.700E-11 1.391E-03 4.732E-07 4. 190E-17
0.6 | 1.822118800 6.024E-04 6.391E-09 3.906E-11 2.009E-03 1. 487E-07 1. 356E-16
0.8 | 2225540928 5.848E-03 1.285E-07 4.601E-13 6.452E-03 1. 720E-07 3. 143E-16
1 | 2718281828 2.253E-02 8.038E-06 4.041E-14 7.139E-03 1. 920E-07 4. 986E-16
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35[ ]

=== y(x)=eX @ y34(x) ¥g,7(x) = ===-= ¥13,14(x)
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X

Sekil 4.4. Ornek 4.3 iin N = 3, 6, 13 i¢in iyilestirilmis ¢dziimlerin grafigi ve tam
¢Ozliimle karsilastirilmasi

Y34 (X) =1+1.001359015x + 0.5x* +0.1523999531x°+ 0.06386830126x"

Yo7 (X) =1.0 + 0.9999996925x + 0.5x* +0.1666798801x> + 0.04160012883x*
+0.008486273353x°+ 0.001203279418x° + 0.0003115657993x’

Y1314 (X) =1.0 + 1.000000000000000199x + 0.5x* + 0.16666666666664442194x"
+ 4.166666666696500335x1072x* + 8.3333333312392751511x103x°

+ 1.388888898955314477x10°x® +1.9841266826512353351x10 “x’
+2.4801656512454402012x10°x® + 2.7556151354104574413x107°x°
+2.7571816128709538952x10 'x'°+ 2.4921442746366870814x102x*
+2.1705751640786787514x10 °x*? + 1.2580203472541351501x10 °x**
+1.9905690039607575147x10 ' x*;
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Tablo 4.3: Ornek 4.3 iin N=3, M=4, N = 6, M = 7, N=13, M=14 i¢in Boubaker polinomunun mutlak hata hesaplarinin ve iyilestirilmis mutlak

hata hesaplariyla karsilastirilmast

Boubaker polinomu Boubaker polinomunun iyilestirilmis hali
X e (x) 6 () 13 (1) ‘EM (x) ‘E6,7 (x) ‘E13vl4 (x)
0 0 0 0 0 0 0
0.2 1.881E-03 1.707E-06 2.315E-16 1.904E-04 2.381E-08 2. 220E-16
0.4 1.391E-03 4.732E-07 4.190E-17 1.075E-04 6.476E-09 2.442E-15
0.6 2.009E-03 1. 487E-07 1.356E-16 1.077E-04 5.763E-10 2.642E-14
0.8 6.452E-03 1. 720E-07 3.143E-16 2.645E-04 1.085E-07 1.465E-13
1 7.139E-03 1. 920E-07 4.986E-16 6.546E-04 1.008E-06 5.587E-13
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Ornek 4.4 Birinci mertebeden Riccati diferansiyel denkelmi
y'(x)-2y+y* =x?

y(0) =1, 0 <x <1 kosulu altindaki ¢6ziimiinii inceleyecegiz. Denklemi Kesim 3.3 deki

lineer olmayan neutral diferansiyel denklemler formatina indirgeyerek ¢ozecegiz.

Problemin tam ¢oziimii y(X)=x+1. Bilinen sabitler, (3.21) denklemine gore,
P, =-2,P =1Ry(X)=1 g(x)=x’
seklindedir. Coziimii
2
y,(x)=>_a,B, ().
n=0
Boubaker seri formunda arayalim. N=2 i¢in siralama noktalar1

{XO:O, xlz}/,xzzl}

kullanilarak gerekli matrisler agagida hesaplsnmistir;

2 0 0 100 100 010
P,=|0 -2 0|P=[0 1 0,M°=[0 1 O0,M=[0 0 2|,
0 0 -2 001 001 000
1 0 0 1000 0 0 00
X(x)=|1 1/2 1/4[,X(x)=|0 0 0 1 1/2 1/4 O ,
11 1 0000 0O 0 111

1 0 0 0 0 0 0 0 0]

0 0 01 0 0 0 0 O

0 0 00 0 0 1 0 O

11/2 140 0 0 0 0 O 2
X=[0 0 0 112140 0 0|H=[010]

0 0 0 0 0 0 1 1/2 1/4 001

1 1 1 0 0 0 0 0 O

00 0 1 1 1 0 0 O

o0 0 0 0 0 1 1 1
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Boylece, (3.34) denkleminden problemin temel matris denklemi

kZ:(;PKX|\/|“HA+ SR XMPHX M HA=G

p=0g=0

olur ve
W=P,XM°’H+PXMH ,V =R XM HX M'H .

olmak tizere problemin arrtirilmis matris formlari

-2 1 -4 |1 0 2 0 O 0 2 0 4 | 0
[W;V;G]: -2 0 -7/2 | 1 1/2 9/4 1/2 1/4 9/8 9/4 9/8 81/16 | 1/4
-2 -1 -4 |1 1 3 1 1 3 3 3 9 | 1

[Up;05 4 ]=[1 0 2 | 0000O0OGO0GOO | 1]

olarak elde edilir. Dolayisiyla, kosullar yerine konuldugunda sonug artirilmis matris

21 -4 |10 2 0 0 0 2 0 4 | 0
[W;V;G]=|-2 0 -7/2 | 1 1/2 9/4 1/2 1/4 9/8 9/4 9/8 81/16 | 1/4
10 2 |J]oo0o 0 0 0 0O 0 0 0 | 1

seklinde kurulur. Buradan bilinmeyen katsayilar matrisi
A=[11 0]
bulunur. Boylece yaklasik ¢6ziim
2
Y, (X)=> a,B,(x)=2,B,(x)+a,B,(x)+a,B,(x) > y,(x)=x+1
n=0
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olur ki bu tam ¢6ziimdiir.

Ornek 4.5 ikinci mertebe ve ikinci dereceden lineer olmayan
y'(x)+y'(x)y(x)=¢e" (l+ex)

diferansiyel denklemini [30] y(0) = 1, y'(0) = 1, 0 < x < 1 kosullar1 altinda

inceleyecegiz. Problemin tam ¢oziimii y(x)=e"dir. Bilinen sabitler, (3.21) e gore,
m=2,P,=1P,=P,=0,Q;(x)=0,R,, =1, g(x) =€ (1+e¢")

seklindedir. Coziimii

Boubaker seri formunda arayalim. N=6 i¢in

{ono,Xlz}/,xz=y,x3=y,x4=y,x5:7,x6=1}

siralama noktalarini alarak, (3.34) denkleminden problemin temel matris denklemi

iPkXMkHA+ zl:zp: R, XMPHXM HA=G
k=0

p=0 g=0

seklinde olusur. Buradan haraeketle , N = 6 ve N = 4 i¢in yaklasik ¢oziimler Tablo 4.4,
Sekil 4.5'deki tam ¢oziimle karsilastirilmistir.

Tablo 4.4. Ornek 4.5 in N=4, N=6 mutlak hatalarin karsilastirilmasi

X y(x)=¢' N=4 e, (X)| N=6|es (X)|
0 1 0 0

02 | 1.221402758160170 1.487E-05 5.924E-08
04 | 1.491824697641270 3.797E-05 1.055E-07
06 | 1.822118800390509 3.145E-05 1.489E-07
0.8 | 2.225540928492468 3.095E-04 2.978E-07
1 | 2718281828459046 2.070E-03 8.551E-06
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Sekil 4.5. Ornek 4.5 i¢in N = 4, 6 yaklasik ¢oziimlerin ve tam ¢oziim y(x)=e* in

grafikle gosterimi

Ayrica; N = 4, 6 i¢in ortalama hatalarin iist sinir1 agagidaki gibi hesaplanilmistir:
& LR (o |R |dX

“R |dx

=1.555x107

=2.980x10"°

Ornek 4.6 Birinci mertebeden gecikmeli neutral tip

Y (X) =y, (x+1)+ [ 2y, (t+1)dt = g,(x)

Y, (x)+2yl(x+1)+'[:_1 y, (t+1)dt =g, (x)

integro-diferansiyel denklem sisteminin {y, (0)=1, y,(0)=0} baslangig kosullar:
altindaki ¢oziimiinii inceleyecegiz. Problemde g,(x)=x+2 ve g,(x)=6x+9

olmak iizere, tam c¢oziimler  kiimesi {yl(x) =2x+1 y,(x)= X}, 0<x,t<],

bilinmektedir.
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Kesim 3.4 de tanimlanan (3.39) sistemine gore, ¢6ziim igin N =2, 0< x,t <1 alirsak

1
siralama noktalari {X =0, Xl_E X, 21} olur ve bu durumda

0 = =
=g;(x),i=12
1. denklem i=1 i¢in,
%(Pﬂk(x)yl( (X) 4P, (x )+2( (e X+ B)+ Ry (X)) (ax+ )
+:: 1 (%) Yy (At + p) + Ky (%, 1) y, (At + 1) )t = g, (X)
2. denklem i=2 igin,
g(Pm"(x)yl( X)+ P (x )+i( o (O (X + )+ R (X)) (x+ )

v(x

+ | (K (X 1) yy (At + 1) + Koy (X, 1) Y, (At + ) )t = g, (X).

u(x
Gerekli katsayilar ve fonksiyonlar:

1. denklemde:
R, (x)=1 P, (x)=0, B,”(x)=0, P,'(x)=0, R’ (x)=0, &, = B,, =0,
R,’(X)=-1, Ky, (%,t)=0, K, (xt)=2, A= pu=1
2. denklemde:
P, (X)=1 P°(x)=Py, (x)=0, P’ (x)=0, R, (X)=2, oy =1, B, =1,
Ky (1) =1 Ky, (x,8)=0, 2= p=1,

olarak tanimlanmustir.

Sistemin temel matris denklemi, (3.50) denklemine gore, asagidaki gibi hesaplanilir:
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1 000O00O0
010000
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0 00100
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000010
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010000
000010
000011/
012000
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0 00O0O0O0

0
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0
0

1 0000O0O0O
0001000

0 00O0O0O

0 00O0O0O

0
1 1/2 1/4 0 0 0 0 O O

0 00O0OO0OT1T1/21/40
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0 00O0OGOTGO
0 00O0O0OODO
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0
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111000

000111
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0O 0O 0O o 0o 0O 0O OO 0O OO O 0O 0 o o o
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0O 0O 0O o 0o O OO OO 0O 012 0 0 O o0 o
0O 0O 0O o 0o O OOO OO O 0O 0 0 0O 0 o
0O 0O 0O o 0o 0O O OO O OO OO 0 0O 0o o
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(0) Z(0) o 0
Z =|z@1/2)};Z(0)=| 0 z(0) o |
Z(1) 0 0 Z(0)
Z(1/2) 0 0 Z() o 0
Z(1/2)=| 0 z(/2) 0 |, Z()=| O Z(1) O
0 0 Z(1/2) o 0 z(1
1 -1/2 1/3 1 0 1/12
z(0)=|-1/2 1/3 -1/4|,z(1/2)=| 0 1/12 0 |,
1/3 -1/4 1/5 1/12 0 1/80
1 1/2 1/3
Z(l)=|1/2 1/3 1/4|,
1/3 1/4 1/5
1 -1/2 13 0 0 0]
-1/2 1/3 -1/4 0 0 0
1/3 -1/4 1/5 0 0 0
0o 0 0 1 -1/2 1/3
0o 0 0 -1/2 1/3 -1/4
0o 0 0 1/3 -1/4 1/5
- Z(0) 0 1 0 1/2 0 0 0
0 Z(0) o 12 0 0 0 0
> _|ZW/2) 0 | |12 0 1/80 0 0 0
0 Z(1/2) o 0 0 1 0 1/2
Z(1) 0 o o0 0 0 12 o0
0 z@) | | o 0 0 1/2 0 1/80
1 1/2 1/3 0 0 0
1/2 13 14 0 0 0
1/3 14 15 0 0 0
0o 0 0 1 1/2 1/3
o 0 0 1/2 1/3 1/4
0 0 0 1/3 1/4 1/5
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111000 0 O 0 2 1 2/3]
01 2000 1 1/2 1/3 0 O 0
— 0 01 00 0] ——=+— 0 0 0 2 2 13/6
D(11)= , XKZ D(1,1)=
000 11 1 1 13/12 0 O 0
0 00 01 0 O 0 2 3 14/3
00000 1 13/2 7/3 00 0 |
1 0 2 0 0 O]
01 0 0O0UDO0
— |0 01 00O
H=
0 00 10 2
000010
00000 1

w :[POX*W +PX M+R,X D(a,, ;)M JRZ*D(M)}H

9.(0)
0 1 0 1 0 5/3] 0,(0) | [ 2]
3 5/2 25/3 0 1 0 1 9
|01 1112 28/12) gl(ij |5/2
3 4 139/12 0 1 1 | 1 12 |’
0 1 2 1 1 8/3 gz(ij 3
3 11/2 49/3 0 1 2 g,(1) | |15 |
_gz(l)_
0 1 0 1 0 5/3 | 2]
3 5/2 25/3 0 1 o | 9
0o 1 1 1 1/2 23/12 | 5/2
[WiG]=
3 4 139/12 0 1 1 | 12
0 1 2 1 1 8/3 | 3
3 11/2 49/3 0 1 2 | 15|

Kosullar i¢in matris formlari, (3.52) denklemine gore,

w5 x0)'s w0 W/
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1 0 2 00O 1 1 02 0001
A= =
0 0010 2 0 00010270

A

ay,

[U’l]_[l 02000 | 1}A: a,
00010270 Ay,

a21

[ 82 |

olarak elde edilir. Dolayistyla ¢6ziim matrisi ve sonug ¢oziimler, (3.51) ve (3.52) ye

gore, asagidaki gibi olusturulur:

0 1 0 1 0 5/3 | 27 (a,=1
3 5/2 25/130 1 0 | 9 a, =2
[W,GJ:(])- (ZI). ; 2.) 182 23/12 | 5/2 . a,=0
0 | 1 20 =
o0 0 1 0 2 | 0 a, =
3 11/2 49/3 0 1 2 | 15| |a,=0
Y1(X):X(X)HA1’ Y2(X):X(X)HA2 ise
0 2| a,
:>yl(x)=[1 X xz} 0 1 0|la,|=a,+a,X+a,x’=1+2x
0 0 1jla,
0 2| a,
:yz(x):[l X x2] 0 1 0|la, |=a,+a,X+a,X* =X
00 1la,

Elde edilen bu sonuglar, tam ¢éziimlerdir.

Ornek 4.7 [28] Birinci mertebeden neutral gecikmeli

¥, (X)—xe*ty, (x—1)=e*—x
Y, (X)+2x% 7y, (x+1) =2x* —e

71



diferansiyel denklem sisteminin {y, (0)=1, y,(0)=1} kosullar: altinda ¢dziimiinii

inceleyecegiz. Problemin tam ¢oziim kiimesi {y,(x)=¢€",y,(x)=€"},0<x<1

olarak biliniyor.

NII—‘

, X, =1} olur.

Coziim i¢in N =2, 0< x<1 alirsak siralama noktalar1 { =0,x =

Bu durumda, (3.39) denklemine gore, asagidaki matris islemleri yapilir:

kzl;jzzl:Pijk(x +ZOZJZZZR“r (a X+, ) ( ) i=12

r

1. denklem i=1 i¢in,

1

Z(Pnk (X) yl(k) (X) FL P12k (X) yz(k))

k00

+Z( alrx+ﬂ1r)+R12 ( )yz(r)(amx"'ﬂh)):gl(x)

r=0

2. denklem 1=2 i¢in,

> (P (00" (0P (),

+Z( alrx+ﬂlr)+R22 ( )YZ(r)(aer"'ﬂzr)):gz(X)

r=0
Gerekli katsayilar ve fonksiyonlar;

1. denklemde:

Pllo(x)zoy PlZO(X):Oy P111(X):1v plzl(x):O, Rllo(x)zo’
Rlzo (X) =—xe*", Uy =1, fry=-1

2. denklemde:

P.°(x)=0, P,’ (x)=0, B, (x)=0, P,'(x)=1, R, (x)=2x"e™7,
Rzz0 (X) =0, =1 B, =1

Sistemin temel matris denklemi, (3.50)-(3.51) den,
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—_— O —_— —Tr —_—
M'+Y R X D(a, )M }HA:G
veya acikca

(P,X M’ +P,X M+R,X D(a,,4)M )HA =G

olarak kurulur; burada islemsel matrisler asagida sunulmustur:

P, (X) Py (X)

00000O0O
00000O0O
P(0) 0 0 00000O00O
P,=| 0 Py(1/2) 0 |=
00000O0O
0 0 P2
00000O0O
00000 O]
10 00 0 0]
010000
h(0) 0 0 001000
P=| 0 P(1/2) 0 |=
000100
0 0 P
000010
00000 1]
- X(0) o |t o 0o o0 0 0]
X(0) 0 X(0) |0 0 0 1 0 0
Y*—Y(uz)—x(llz) 0 | (112140 0 0
T 0 X@/2)fjo 0 0 1 1/2 1/4
O xg o 1 1 1 0 0 0
0 X1 ]l0o o o 1 1 1]
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Gerekli islemler yapildiginda, sunulan sistemin temel matris formlari ve kosullarin

matris formu asagida olusturulmustur;

—_ —_ —_ J—

W = [POX M’ +P,X M+R,X D(ao,ﬁo)mo}H
veya
i 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1
W= 0 1 1 —743/2450 274/1807
| 355/3182 983/5874 908/1915 0 1
0 1 2 -1 0
1347/1282 347/641 1663/1024 0 1
S
9,(0) -1
0 1
(X) ¢ %b;) et
GU%{Fl },Gz(HUZ): J G= 1,A:[A}_ |
9,(x) 9,(1/2) | = A,
G@® ——e?
9,(1) 2
L 9 @ | e-1
- 2 - e_l -
buradan (3.52) denklemine gore,
102 0001
U, 4l= .
00010 2|1

Sonug olarak, (3.53) denklemine gore, arttirilmis ¢6ziim matrisi

0 1 0 0 0 0 |

0 0 0 0 1 0 |

L 1 0 2 0 0 0 |
[W; G]=

3335/3182 983/5874 908/1915 0 1 1 |

0 1 2 -1 0 2 |

0 0 0 1 0 2 |

elde edilir. Dolayisiyla, bahsedilen prosediir uygulanarak;
N=2 i¢in yaklasik ¢6ziim
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y,(X) =1+ x +0.63806926536031x°,

¥,(X) =1-x+0.45438758056549x".
olur. Ayni islemleri N=3 ve N=6 i¢in de yapacak olursak;

y,(X) =1+ X + 0.4540163899044796 X’ + 0.254284296590186X° N3
y,(X) =1— X +0.4704821223149704X° — 0.0816931672987897X°

Y (X)=1+x+ 0.500158695304634x2 +0.166107691463704 x5

+0.0428110143627691x” +0.0068965533984624x° N =6
Yo (x)=1-x+ 0.500007962842629x2 — 0.1667391230092024x°

+0.0419057497000255x+ — 0.0086858674697918x°

N = 2,3 ve 6 i¢in yaklasik ¢oziimler Tablo 4.5.a, Tablo 4.5.b, Sekil 4.6.a ve Sekil
4.6.b'deki tam ¢oziimlerle karsilastirilmistir.

Sekil 4.6.a: Ornek 4.7 igin tam ¢dziim Y, (X) =e* ve N=2,3 ve 6 igin yaklasik

¢oziimlerin grafigi
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Sekil 4.6.b: Ornek 4.7 igin tam ¢oziim Y, (X)=e™* ve N=2,3 ve 6 i¢in yaklasik

¢Oziimlerin grafigi

Tablo 4.5.a: Ornek 4.7 nin y, (X) =€” tam ¢6ziimiiniin N=2,3 ve 6 yaklagik

¢Ozlimlerinin mutlak hatalarin karsilagtirilmasi

x; N=2 N=3 N=6
leCxi)l leCx)l leCx)l
0 0 0 0
02 | 4.120E-03 1.208E-03 3.156E-06
04 | 1.027E-02 2.908E-03 1.831E-06
06 | 7.586E-03 3.747E-03 9.783E-05
08 | 1.717E-02 4.77T7E-03 5.970E-04
1.0 | 8.021E-02 9.981E-03 2.308E-03
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Tablo 4.5.b: Ornek 4.7 nin y, (X) = e~ tam ¢dziimiiniin N=2,3 ve 6 yaklagik

¢Oziimlerinin mutlak hatalarin karsilagtirilmasi

x; N=2 N=3 N=6
le(x)l le(x)l le(x;)l

0 0 0 0

02 | 5.55250E-04 | 5.65014E-04 | 7.78264E-08
0.4 | 2.38197E-03 | 2.71269E-04 | 6.23194E-06
0.6 | 1.47679E-02 | 2.91620E-03 | 6.88479E-05
0.8 | 4. 14791E-02 | 9.95269E-03 | 3.75889E-04
1.0 | 8.65081E-02 | 2.09095E-02 | 1.39072E-03

Ornek 4.8. Birinci mertebeden degisken gecikmeli

yl'(x)+(x+1)y1(x)—yz(x)+y1'(x2)—y1(x2)+ yz(x2+1)=2x2+4

Yo (X)= Yy (X)+xy, (X)+ yz'(x2 +1)+(x—1) yz(x2 +1)+ yl(xz) =2X°+ X+ X+2

fonksiyonel diferansiyel denklem sisteminin, Y,(0)=1 ve Y,(0)=0 ile verilen
baslangi¢ kosullarina gore ¢6ziimlerini aragtiralim. Bu problemin tam ¢6ziimler

kiimesinin €Y, (X)=X+1, Y,(X)=2x} oldugu biliniyor.

Burada, N =2igin Y; (X) yaklasik ¢oziimiinii

2
y;(x)=Ya,B,(x), j=120<x<1
n=0

kesilmis Boubaker serisi formunda arastiriyoruz.

N =2 i¢in siralama noktalarini kullanirsak

{xo =0, Xﬁ%, X, :1}

Fonksiyonel neutral sistemin temel matris denklemi, Kesim 3.6.2 deki (3.68) temel

matris denklemi ve ¢6ziim teknigine gore veya Kesim 3.5 deki (3.54) sisteminin temel
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diferansiyel ve fonksiyonel gecikmeli pargalarina ait (3.62) esitligine gore, su sekilde

elde edilir:

D+F=G < WA=G
burada D, F ve G matrisleri asagidaki sekilde hesaplanir:

D+F nin tanimi:

’

L ——k— ——0 ——1\—
D:ZPQQAHA:(&XM +HXM)HA
k=0

P.1(0) P.Y(0 10
Pl(o): 111( ) l21( ) :{ :|:P1(1/2):P1(1)
_P21 (O) Py (0) 01
1 0 0 0 ]
0 O 1 0
0 1
— |1 1/2 140 0 0|— [M 0
X= M= M=|0 0
0 1 1/2 1/4 0 M
00
1 1 1 0 0
0 1 1
1 -1 0 0 0 O]
-1 0 0 0 0O O
0 0 32 -1 0 0 g _TH o
P = , P, = I (birim matris) , H =
0 0 -1 1/2 0 O 0 H
0 O 0 0 2 -1
0 0 0 0 -1 1|
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1 0 0 -1 0 0] 010000
-1 0 0 0 0 0 000010
——0o |3/2 3/4 3/8 -1 -1/2 -1/4| —— [0 1 1 0 0 O
P, XM = P XM = :
-1 -1/2 -1/4 1/2 1/4 1/8 000011
2 2 2 1 1 012000
-1 -1 -1 1 1 1 | 0000 1 2]
L e—r— e—0 e—1\—
F=>RX M HA:(ROXO M +RX,'M )HA;
r=0
R, (0) = R.’(0) R,°(0) 0 o | [-110 0
AR 0 R, (0) R,L(0)] [0 01 -1
R,°(1/2) R, (1/2 0 0 110 0
R,(1/2)= w (1/2) Ry'(1/2) . o = :
0 0 R,’(1/2) R,’(1/2)| |0 0 1 -1/2

Ro(l):rllo(l) R,S(L) 0 0 }[—1 10 o]

0 0 R,(1) R,(1)]| [0 0 10

Rl(o){Rﬂl(O) R, (0) 0 0 }[_1 )

0 0 Rle(O) Rzzl(o) 0 0 0 1]
R (1/2)=| Rl M/2) Re'(1/2) O o ] 100 0]
L0 0 R, (1/2) R, (1/2)| [0 0 0 1]
R,(1)= Ry (1) Ry (1) O 0 ] [1000
' 0 0 R, R,@M)] [0 0 0 1]
1100 000 O 0000
0 01-1000 0 02000
R, (0) 0 0
0000 -110 0 0000
Ry=| 0 R,(1/2) 0 |=
0 0 R(1)0000001—1/20000
’ 0000 000 O -1100
0000 000 O O0O0T10
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-1 0 0 1 1 1
1 0 0 -1 -1 -1
~—o |-1 -1/4 -1/16 1 5/4 25/16

RX, M’ = ,
1 1/4 1/16 -1/2 -5/8 -25/32
1 1 112 4
11 1 0 0 0
01 0 00 071 [1L0200 0
00 0 01 2 010000
. l011200 0|—]0o01000
RX, M = H=
00 0 01 5/2 00010 2
01 2 00 0 000010
00 0 01 4| |0000O0O1]
"1 1 0 -1 0 0
1 0 0 0 1 0
o ——a [3/2 7/4 11/8 -1 -1/2 -1/4
(POXM +P.XM ) _ ,
1 -1/2 -1/4 1/2 5/4 9/8
2 3 4 -1 -1 -
1 1 1 1 2 3|
101 o0 1 1 1
1 0 0 -1 o0 1
—o —1 |-1 3/4 7/16 1 5/4 25/16
RX, M’ +RX,M' = ,

1 1/4 1/16 -1/2 3/8 55/32
-1 0 1 1 2 4
1 1 1 0 1 4

Temel matris denklemi:

D+F= {POXO*M° +PX M +R X, M’ + Rlxl*Ml} HA=GoWA=G

w

burada
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0 2 0o 0 1 1] g, (0) ] [ 47
0 0 0o -1 1 -1 g, (0) 2
wo|1/2 B5/2 45/16 0 3/4 21/16| . _ 0,(1/2) | _|9/2
0 -1/4 85/16 0 13/8 91/32] g,(1/2) 3 |
1 3 6 0 1 3 g, (1) 6
0 0 o 1 3 9 | 9, (1) | |6 ]

Bu nedenle bu temel matris denkleminin genisletilmis matrisi su sekilde hesaplanir:

[0 2 0 0 1 1 | 4

0 0 0 -1 1 -1 | 2
W G- 1/2 5/2 45/16 0 3/4 21/16 | 9/2

0 -1/4 85/16 0 13/8 91/32 |

1 3 6 0 1 3 | 6

0 0 0 1 3 9 | 6

Baslangi¢ kosullarinin belirlenmesi:

o O O O +— O
O O Ok OMN
O O B O O O
O b O O O O
O N O O O

1
0
1000 0 0]0
[000100}0
0
0

Coziim matrisi:

Dolayistyla ¢oziim yontemine gore [W ; G] ve [U ) /10] a dayal1 yeni
artirtlmis matris asagidaki gibi elde edilebilir

83



0200 1 1 | 4 a,] [1

000 -11 112 a,| |1
[W;é]:(1)85000|1’A:a12=0.
10210 a,| |0

136 01 36 a, | |2

000 1 3 9 | 6] |a,] O]

Sonug olarak problemin ¢6ziim kiimesi su sekilde olur:

{y,(x)=B(x)A, = X(x)HA, =1+x, Y, (x)=B(x)A, = X(x)HA, = 2x}.

Ornek 4.9. [28] Degisken katsay1l1 birinci mertebeden gecikmeli

Y (X)—xe*ty, (x-1)=e*—x
Y, (X)+2x% 7y, (x+1)=2x* —e ™

diferansiyel ~ denklemler ~ sisteminin,  {y,(0)=1 y,(0)=1 0<x<1}  baslangi

kosullarma gore ¢dziimlerini arastiralim. Burada, Ornek 4.8 deki gibi, Kesim 3.5 veya

Kesim 3.6 daki matris-siralama teknigi kullanilarak, ¢6ziimler elde edilmistir.

Burada tam ¢oziimlerin kiimesi {yl (X), Y, (X)} = {ex , e‘x} 'dir. Farkli kesme sinirlari

icin Onerilen yontemle problem c¢oziildiikten sonra Boubaker polinomunun ¢oziim
kiimesi elde edilir. Bunlardan biri, tam ¢6ziim kiimesiyle cakistiklar1 Sekil 4.7'de ve
Sekil 4.8°de gosterilmektedir. Ek olarak, yontemde daha yiiksek kesme sinirlar1 igeren
mutlak hatalarin karsilastirilmas: Tablo 4.6 ve 4.7’de goriilmektedir.
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25 =
2.0 =@

1.5 il =

L
L.

10-e-
® Tam ¢ézim y,(x)

o8t . eues - y1(x); N=4

0.0
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

X

Sekil 4.7.a: Ornek 4.9 igin Y, (X) =¢" Tam ¢oziim ve N=4 i¢in yaklasik ¢6ziimiin

grafigi.
10-e,
‘"'o\
0.8} e T
B .
! ~'~*'~
0.6 e
f . 2
> "..~..
+ ~'..- 5
0.4 T =
| L J
, ® Tam ¢oziim y,(x)
0.2
c=o=-= Ya(x); N=4
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Sekil 4.7.b: Ornek 4.9 igin Y, (X) =¢" Tam ¢6ziim ve N=4 i¢in yaklasik ¢6zlimiin
grafigi
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Tablo 4.6.a: Ornek 4.9 i¢in tam ¢dziim Y, (X) =e" mutlak hatalarinin N=6,8,12 i¢in

karsilastirilmasi.
Xi |31,6(xi)|} |31,8(xi)|} |e1,12(xi)|;
N=6 N=8 N=12
0.2 3.3041E-06 8.8352E-08 4.9431E-11
0.4 7.6675E-06 1.7439E-07 7.8586E-11
0.6 1.0374E-05 2.0363E-07 8.3960E-11
0.8 1.0964E-05 2.0839E-07 8.4415E-11
1.0 1.1216E-05 2.0883E-07 8.4428E-11

Tablo 4.6.b: Ornek 4.9 i¢in tam ¢dziim Y, (X) =€ " ile mutlak hatalarin N=6,8,12 i¢in

karsilastirilmasi.
Xi |92,6(xi)|; |32,8(xi)|2 |32,12 (xi)l;
N=6 N=8 N=12
0.2 2.4446E-08 2.9002E-10 1.4289 E-13
0.4 3.1348E-07 1.4498E-08 1.0701E-12
0.6 5.7085E-06 7.7066E-08 7.1813E-12
0.8 4.3018E-05 8.2964E-07 9.1593E-11
1.0 2.0728E-04 5.3242E-06 9.8002E-10
Ornek 4.10: Degisken katsayili birinci mertebeden sabit gecikmeli
' %y, (0.5x-0.1 =e* +e*x+ x* cos(0.5x —0.1
Y, (x)+x%y, (0.5x )+ Xy, (X) +e*x+x* cos(0.5x ) ey<n

0.5x+0.5

y, (x)—cos(x)y, (0.5x+0.5)+y,(x)=cos(x)—e cos(x)+sin(x)

diferansiyel denklemler sistemininin [28]. y,(-1)=exp(-1) ve y,(-1)=-sin(1) baslangig

kosullarina gére Boubaker polinomlari cinsinden ¢dzlimleri arastirilmaktadir. Burada

Ornek 4.8 deki gibi matris siralama teknigi kullamlmaktadir. Sorunun tam

¢oziimlerinin kiimesi {y, (x),y,(x)} ={e*,sin(x)}'yi temsil eder. Problemi rezidiiel

hata analiziyle birlikte ele alan onerilen yontem, N=4 olan Boubaker polinom ¢6ziim
kiimesini verir. Bu ¢oziim kiimesi, tam ¢6ziim kiimesiyle birlikte Sekil 4.8.a'da ve
Sekil 4.8.b’de gosterilmektedir. Yaklasik ¢6ziim kiimesinin tam ¢oziim kiimesiyle iyi
bir uyum i¢inde oldugu gézlemlenebilir. Tablo 4.7.a ve 4.7.b’de mutlak ve diizeltilmis
mutlak hata degerleri Charlier serisi yontemi (CSM) [28] ile karsilagtirilmistir. Tablo
4.7.a ve 4.7.b’den, yontemin kesinliginin, yalnizca kesme sinirlarinin N=4 ve M=6

alinarak rezidiiel hata analizi yoluyla artirildig: ifade edilebilir.

86



2.5}
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05 P ==o= yy(x); N=4
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X
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Sekil 4.8.a: Ornek 4.10 i¢in yl(x) =€ Tam ¢6ziim N=4 i¢in yaklasik
¢ozlimiin grafigi
1.0}
| -
.".
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.-
.".
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..
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X

Sekil 4.8.b: Ornek 4.10 igin Y, (X)=Sin(X) Tam ¢oziim ve N=4 icin yaklagik

¢cOziimiin grafigi
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Tablo 4.7.a: Ornek 4.10°daki yontemlere gore mutlak ve diizeltilmis mutlak
hatalarin karsilastirilmasi.

Xi |91,4(xi)|i |e1,4(xi)|; |e1,4,6(xi)|;

CSM N=4 [28] N=4 N=4, M=6
-0.6 2.919E-03 2.919E-03 1.091E-05
-0.2 2.676E-03 2.676E-03 1.083E-05
0.2 7.269E-04 7.269E-04 3.361E-05
0.6 1.983E-03 1.983E-03 2.677E-05
1.0 1.068E-03 1.068E-03 3.507E-05

Tablo 4.7.b: Ornek 4.10°daki yontemlere goére mutlak ve diizeltilmis mutlak
hatalarin karsilastirilmasi.

Xi |32,4(xi)|; |€2,4(xi)|; |ez,4-,6(xi)|;

CSM N=4 [28] N=4 N=4, M=6
-0.6 1.6008E-03 1.6008E-03 8.1494E-06
-0.2 2.9928E-03 2.9928E-03 6.1559E-06
0.2 1.9825E-03 1.9825E-03 7.5462E-06
0.6 1.1841E-04 1.1841E-04 8.3122E-06
1.0 1.1410E-02 1.1410E-02 1.4256E-04

Ornek 4.11: Pantograf tipi iigiincii mertebeden neutral gecikmeli
" ! X "
y"(x)=y(x)+y (§j+ y (

diferansiyel denkleminin y(0)=y’(0)

¢Ozlimiinii arastiralim.

Burada (3.1) denklemine gore,

1
c=1 Py(x)=0, P (x)=1 P,(x)=1, Ps(x):z, m=3, G =50,

g(x):—x4—%x3—gx2+21x

ifadeleri belirlenir.

X

N=4 i¢in 0< X <1 araliginda, siralama noktalari

i

y"(0)=0,0<x<1 kosullart altindaki

Lot
3' 0 g

{xon,xlz%,xzz}/,xe,:y,x4:1}

olarak alinarak ve Kesim 3.1 deki teknigi takip ederek, (3.10) denklemine gore temel
matris denklemi
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[xw —cXM° —XD(%)M —XD(%)M2 —%XD(%)Me‘jHA =G

olarak belirlenir, burada matrisler agagidaki gibi tanimlanmusti:

1 0 0 0 0 01000
1 1/4 1/6 1/64 1/256 00200
X=|1 1/2 1/4 1/8 1/16 |,M=|0 0 0 3 0/ M° = I(birim matris)
1 3/4 9/16 27/64 81/256 0000 4
11 1 1 1 | |oooo o
0020 0] 0006 0] [1L020 -2
0006 0 0000 24 0101 0
M>=/0 0 0 0 12/,M*=/0 0 0 0 O| H=|0 0 1 0 0
0000 0 0000 0 0001 0
0000 0 0000 0| 0000 1
] (g0 ] [ O ]
a5 5 K Kl |5l [P
D(%)Zdia9:1 %% Y Yl oe=le(R)|- 33:524
D(¥)=diaa|1 ¥, Mo Yu Yose) 9(%) 256
o | | 9% |

Kosullarinin temel matris bagintist, (3.6) ile tanimlanan matris bagitisin1 kullanarak
artirllmig matris formunda asagidaki gibi olusturulur:

y(0)=X(0)HA=0 1020 210
y'(0)=X(0)MHA=0 {[U ; 0]=[0 1 0 1 0 | O
y"(0)=X(0)M?HA =0 00200 |0

Kesim 3.1 de kurulan Taylor-Boubaker matris yonteminin ¢dziim adimlari problem
uygulanarak WA=G temel matris denkleminin artirtlmis formu

1 -1 4 2 2 | 0 3,
-1 -5/4 —69/16 19/16 5495/768 | 3959/768 a
[W ; G]=|-1 -3/2 -19/4 3/16  289/24 | 241/24 |, A=|a,
-1 -7/4 -85/16 -35/32 4217/256 | 3705/256 a,
-1 -2 -6  -11/4 121/6 | 109/6 | a, |

ve sonug artirilmis matris formu
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1 -1 -4 2 2 | 0

~1 -5/4 —-69/16 19/16 5495/768 | 3959/768
(w5 Gl=l1 o0 2 0 2 0

0 1 0 1 0 |

0 0 2 0 0 |

olarak elde edilir. Bu sistemin ¢dziim matrisi

A=[2 0 0 0 1
ve problemin ¢oziimii

y(X)=X(x)HA =x"

olur ki bu tam ¢6ziimdiir. Problem ayn1 zamanda N=4 i¢in Lucas matris metodu [7] ile
¢ozililmiis ve tam ¢6ziim elde edilmistir. Ancak ayni1 problem; Runge-Kutte metodu
[74], Varyasyonel iterasyon metodu [6], Homotopy pertiirbasyon metodu [75] ile
¢oziildiiglinde sonuglar tam ¢6ziim olmayip yaklasik ¢oziimler oldugu goriilmektedir.
Dolayisiyla burada sunulan Boubaker matris siralama metodunun bahsedilen diger
metodlara gore oldukea etkili ve kullanislt oldugu diistiniilebilir.

Ornek 4.12: Birinci mertebeden degisken katsayil1 lineer neutral tip

y'(x)+y(x)+sin(§jy[§j+cos(§j y'(gj=cosx_sinx

gecikmeli diferansiyel denkleminin y(0)=1 kosuluna gore

0<xx<1
n=0

kesilmis Boubaker seri formunda ¢dziimlerini aragtiralim.

Kesim 3.2‘nin, (3.14) denklemine gore katsay1 fonksiyonlari, m=1 i¢in,

Quo (X) =1, Qy (X) =1,Qyy (X) =Qy (X) =0, poo(x):sing, Pll(x):cosg, Py (X) =Py (X) =0,
1

aO:E,Ton, alzé, 7, =0,

olarak belirlenmistir. Bu denklemin tam ¢6ziimiiniin de y(X)=COSX oldugu

bilinmektedir.

Bu denklemin Temel matris denklemi, (3.17) ye gore
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(QuXM® +Q, XM +P XD(1/2,0)M° + P, XD(1/3,0)M)HA =G
veya kisaca
WA=G=[W ; G]
olarak tanimlanur.

Kesim 3.1 de kurulan Taylor-Boubaker polinomlarina dayali matris yonteminin ¢éziim
adimlar takip edilerek, N kesme smirinin N=4, N=5 ve N=6 degerleri i¢in gerekli
hesaplamalar yapilarak (3.20) ile olusturulan artirilmis temel ¢6ziim matrisler ve
sonugclari, sirasiyla asagidaki gibi elde edilir:

[1.0000 2.0000 2.0000 2.0000 -2.0000 | 1
1.0832 22526 2.8956 24766 -2.0978 | 0.7215
(W, ; G,|=| 11659 25104 39151 3.4687 -1.7507 | 0.3982
1.2474 27733 50574 50702 -0.4279 | 0.0501
1 0 2 0 2 | 1

Bu sistemin ¢éziimiinden Boubaker kaysayilari

A4:[2.0781 -0.0022 -0.5004 0.0022 0.0387]

ve problemin N=4 i¢in yaklasik Boubaker polinom ¢6ziimii

Ve (X)=X(x)HA,

=1.000000000000005 - 0.500401066970181x” +0.002188980776724x*

+ 0.038664860704633x"

olarak hesaplanir.

[1.0000 2.0000 2.0000 2.0000 -2.0000 -6.0000 | 1
1.0666 2.2017 2.7066 2.3430 -2.0984 -6.7379 | 0.7814
[W G :|_ 1.1329 2.4067 3.4925 3.0040 -1.9748 -7.6775 | 0.5316
® °1711.1987 26149 4.3574 4.0309 -1.3716 -8.5269 | 0.2607

1 0 2 0 -2 0 | 1
11.3272 3.0412 6.3212 7.3746 2.4961 -7.3926 | -0.3012 |

Bu sistemin ¢oziimiinde Boubaker katsayilar

A, :[ 2.0891 -0.0058 -0.4999 -0.0045 0.0447 -0.0034]

ve problemin N=5 i¢in yaklasik Boubaker polinom ¢6ziimii
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¥s (X) = X(x)HA;
=1.000000000000001 + 6.661338147750939E-15x- 0.499869375034727x>
—0.001088904741518x> +0.044691726499186x" —-0.003443021219763x°

olarak hesaplanmustir.

[1.0000 2.0000 2.0000 2.0000 -2.0000 -6.0000 2.0000 1
1.0555 2.1678 2.5833 2.2650 -2.0911 -6.5967 0.6552 0.8202
11109 2.3380 3.2218 2.7454 -2.0558 -7.3547 -1.0841 0.6178

|
|
|
[W, ; G,]=|11659 25104 39151 34687 -17507 -8.1418 -3.3765 | 0.3982
|
|
|

1.2204 2.6851 4.6630 4.4629 -1.0139 -8.7013 -6.1985 0.1675
1.2742 2.8620 5.4652 5.7556 0.3353 -8.6358 -9.2126 -0.0678
1 0 2 0 -2 0 2 1

Bu sistemin ¢éztiimiinde Boubaker katsayilari

A6=[2.0886 -3.3678e-04 -0.5038 -2.1101e-04 0.0392 -1.8260e-04 -0.0013]

ve dolayisiyla problemin N=6 i¢in yaklasik Boubaker polinom ¢6ziimii

Yo (X) = X(X) HA,
=1.000000000000185— 4.973799150320701e-14x — -0.499997374521662x°
-2.841283071575163e-05x° + 0.041774845664754x" -1.825982496157508e-04x°
-0.001264656834586x°

olarak bulunur.

Burada farkli kesme sinirlar1 i¢in verilen denklem ¢6ziilmiis ve sonuclar ile ilgili
Karsilastirmalar tam ¢6ziim ve N=4, 5 ve 6 i¢in Tablo 4.8.a da yapilmistir. Ayni
¢oziimler Sekil 4.9 da da N kesme smiri arttikga tam ¢oziim tizerinde ¢akistiklari
goriilmektedir. Tablo 4.8.b de ise tam ¢6ziim ile N=4, 5 ve 6 i¢in mutlak hatalarinin
karsilastirilmasi yapilmistir.
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I R A N S T AN S N
0 01 02 0.3 04 0.4 06 07 0.8 09 1
X

Sekil 4.9: Ornek 4.12 icin y(X)=cosx ve N=4, 5 ve 6 i¢in yaklasik ¢ziimlerin grafigi

N = 4,5, 6 i¢in ortalama hatalarin {ist sinir1 asagidaki gibidir.

R
\ de:l. 63x107*,
0 1-0

R, = j:—‘ Fif’_( g)‘dx ~1.57x10°,

— 1

R, = j:wdx ~5.39x107,
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Tablo 4.8.a: Ornek 4.12 nin tam ¢éziim y(X)=cosx ile N=4,5 ve 6 i¢in sonuglari

X | y(x)=cosx N=4 N=5 N=6

0.0 1 1 1 1

0.1 | 0.995004165 0.995002045 0.995004652 0.995004172

0.2 | 0.980066577 0.980063333 0.980066919 0.980066578

0.3 | 0.955336489 0.955336192 0.955335992 0.955336480

0.4 | 0.921060994 0.921065744 0.921060062 0.921060988

0.5 | 0.877582561 0.877589910 0.877582182 0.877582566

0.6 | 0.825335614 0.825339402 0.825336140 0.825335625

0.7 | 0.764842187 0.764837731 0.764842327 0.7648422064
0.8 | 0.696706709 0.696701202 0.696703603 0.6967067537
0.9 | 0.621609968 0.621638918 0.62160117 0.6216099770
1.0 | 0.540302305 0.540452775 0.540290426 0.5403018032

Tablo 4.8.b: Ornek 4.12 nin tam ¢oziim y(x)=cosx mutlak hata fonksiyonlarinin

N=4,5,6 i¢in karsilastirilmasi

X, y(xi):CQs X N=4 N=5 N=6
o) ol | i)
0.0 1 0 0 1.85E-13
0.1 0.995004165 2.12E-06 4.87E-07 6.96E-09
0.2 0.980066577 3.24E-06 3.41E-07 4.92E-06
0.3 0.955336489 2.97E-07 4.97E-07 9.38E-09
0.4 0.921060994 4, 75E-06 9.32E-07 6.14E-09
0.5 0.877582561 7.35E-06 3.80E-07 4.27E-09
0.6 0.825335614 3.79E-06 5.25E-07 1.04E-08
0.7 0.764842187 4.46E-06 1.40E-07 1.91E-08
0.8 0.696706709 5.51E-06 3.11E-06 4.44E-08
0.9 0.621609968 2.89E-05 8.80E-06 8.72E-09
1.0 0.540302305 1.50E-04 1.19E-05 5.03E-07
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5. SONUC VE ONERILER

Yiiksek mertebeden gecikmeli neutral fonksiyonel diferansiyel ve integro
diferansiyel denklemleri bir¢ok matematikei, fizik¢i ve miihendis tarafindan ilgi ile
arastirilmaktadir. Bu tip denklemlerin analitik ¢dziimlerini bulmak oldukc¢a zor veya
miimkiin degildir. Bu nedenle yaklasik ¢oziimlere gerek duyulmaktadir. Bu amagla
yaptigimiz ¢alismada, karisik kosullar altinda rezidiiel (kalan) hata tahminli yiiksek
mertebeden degisken katsayili neutral fonksiyonel diferansiyel denklemlerin yaklasik
¢ozimi igin, Boubaker serisi ve siralama noktalarina dayali “Boubaker matris -
siralama yontemi” adi verilen bir polinom yaklasim teknigi gelistirilmistir. Elde
edilen bulgular yontemin, problemler {izerinde dogru ve etkili bir bicimde ¢alistigini

gostermektedir.

Ayrica, yontemin uygulanabilirligini ve sonuglarin dogrulugunu gostermek
icin kalan fonksiyona ve Ortalama Deger Teoremine dayali bir hata tahmini
yapilmistir. Tablolardan ve sekillerden, hata tahminleri ile beraber sunulan yontemin
etkili oldugu gozlemlenmistir. Ayrica, problemin tam ¢6ziimii bilinmedigi durumlarda
bile, ¢0ziimiin hata iist sinir1 yaklagik olarak kalan fonksiyon araciligiyla tahmin
edilebilmektedir. Diger yandan, bu calismada problemlerin elde edilen yaklasik
¢Ozlimlerinin sayisal degerleri ile tam ¢oziimlerinin karsilastirmalarindan, onerilen

yontemin oldukga basit ve bilgisayar programlamasina uyumlu oldugu goriilmektedir.

Sonug olarak, sunulan matris - siralama ydntemin uygulanabilirligi goriilmiis,
bilgisayarla elde edilen sonuglar ile dogrulugundan emin olunmustur. Buna gore,
Onerilen yontemin gecikmeli fonksiyonel diferansiyel, diferansiyel-fark, gecikmeli
integro-diferansiyel denklemlerin yani sira, bazi diizenlemeler ile lineer olmayan
diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢ozlimlerini arastirmak i¢in de etkili bir yontem

olacag diisiiniilmektedir.
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