
ANKARA ÜN·IVERS·ITES·I

FEN B·IL·IMLER·I ENST·ITÜSÜ

YÜKSEK L·ISANS TEZ·I

CALDERON-ZYGMUND OPERATÖRÜNÜN MULT·IL·INEER
KOMÜTATÖRLER·IN·IN GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ DE¼G·IŞKEN ÜSLÜ

MORREY UZAYLARINDAK·I SINIRLILI¼GI

Okan ÖZTÜRK

MATEMAT·IK ANAB·IL·IM DALI

ANKARA
2024

Her hakk¬ sakl¬d¬r



ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

CALDERON-ZYGMUND OPERATÖRÜNÜN MULT·IL·INEER
KOMÜTATÖRLER·IN·IN GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ DE¼G·IŞKEN ÜSLÜ MORREY
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Bu tez dört bölümden oluşmaktad¬r. Birinci bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r. ·Ik-
inci bölümde ana teoremlerin ispatlar¬nda kullanaca¼g¬m¬z temel kavramlara yer
verilmi̧stir. Üçüncü bölümde de¼gi̧sken üslü Lebesgue uzaylar¬üzerinde ilk olarak
multilineer kesirli integrallerin [b; I�]j multilineer komütatörleri ve ard¬ndan multi-
lineer Calderon-Zygmund singüler integral opeatörlerinin [b; T ]j multilineer komü-
tatörlerine göre BMO�nun birer karakterizasyonu verilmi̧stir. Dördüncü bölümde�!
b = (b1; :::; bm) ve bi 2 BMO; i = 1; :::;m olmak üzere T�!

b
Calderon-Zygmund

multilineer komütatör operatörü için lokal Guliyev eşitsizli¼ginin zay¬f ve kuvvetli
biçimleri ispat edildi. Daha sonra T�!

b
Calderon-Zygmund multilineer komütatör op-

eratörününMp(�);'1 genelleştirilmi̧s de¼gi̧sken üslü Morrey uzay¬ndan di¼ger birMp(�);'2

ye s¬n¬rl¬l¬¼g¬ispat edilmi̧stir.
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This thesis consists of four chapters. The �rst chapter is devoted to the introduc-
tion. In the second chapter, the basic concepts that we will use in the proofs of the
main theorems are included. In the third chapter, some characterizations of BMO
in terms of multilinear commutators of multilinear fractional integrals [b; I�]j and
multilinear commutators of multilinear Calderon-Zygmund singular integrals [b; T ]j
on variable Lebesgue spaces. In the fourth chapter, �rstly the strong and weak
types local Guliyev inequalites for Calderon-Zygmund multilinear commutators T�!

b

are proved, where
�!
b = (b1; :::; bm) and bi 2 BMO for i = 1; :::;m: Then the bound-

edness of the multilinear commutator of Calderón-Zygmund operator T�!
b
from one

generalized variable exponent Morrey space Mp(�);'1 to another Mp(�);'2 is proved.
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1. G·IR·IŞ

T bir Calderon-Zygmund singüler operatörü ve b 2 BMO(Rn) olsun. Coifman

ve Weiss�in (1976) iyi bilinen bir sonucu, e¼ger T Calderon-Zygmund operatörü ve

b 2 BMO(Rn) ise o zaman [b; T ] f = T (bf ) � bT (f ) komütatör operatörünün

1 < p <1 için Lp(Rn) üzerinde s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬belirtir.

Komütatörler süreksiz katsay¬l¬ bir çok non-divergence eliptik denklemlerin çal¬̧s-

malar¬nda oldukça faydal¬d¬r (Chirenza vd. 1993, Di Fazio ve Ragusa 1993). Jason

(1978) ve Uchiyama (1978) ba¼g¬ms¬z olarak BMO�nun karakterizasyonunu singüler

integral operatörlerin komütatörleri aç¬s¬ndan oluşturdular. Ek olarak, Chanillo

(1982) kesirli integral operatörlerin komütatörlerini kullanarakBMO fonksiyonlar¬n¬

karakterize etmi̧stir. Perez ve Gonzalez (2002), Chen ve Xue (2010) ile Perez ve Tor-

res (2003) multilineer komütatörleri genelleştirdi ve a¼g¬rl¬kl¬Lebesgue tahminlerini

ispatlad¬. Son zamanlarda, Cha¤ee (2015) BMO�yu noktasal çarpma ile çeşitli bili-

neer singüler integral operatörlerin komütatörlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬aç¬s¬ndan karakterize

etti. Calderon-Zygmund operatörlerinin komütatörleri, ikinci mertebeden eliptik,

parabolik ve ultraparabolik, k¬smi diferensiyel denklemlerin çözümlerinin düzenlil-

i¼ginin incelenmesinde önemli rol oynar.

Klasik Morrey uzaylar¬ ilk olarak Morrey (1938) taraf¬ndan ikinci dereceden elip-

tik k¬smi diferensiyel denklemlerin çözümlerinin lokal davran¬̧s¬n¬incelerken ortaya

ç¬kar¬ld¬. Guliyev (1994), Mizuhara (1991), Nakai (1994) Mp;'(Rn) genelleştirilmi̧s

Morrey uzaylar¬n¬tan¬tt¬lar. De¼gi̧sken üslü fonksiyon uzaylar¬son y¬llarda büyük ilgi

görmektedir. Bu uzaylar sadece teoride klasik fonksiyon uzaylar¬n¬n genelleştirmeleri

olarak de¼gil, ayn¬zamanda ak¬̧skanlar dinami¼gi, elastisite dinami¼gi ve standart ol-

mayan büyümeli diferensiyel denklemler alanlar¬nda geni̧s uygulamalara sahiptir.

Rn üzerinde kompakt destekli tüm C1 fonksiyonlar¬n¬n kümesini D ile gösteririz.

�!
f = (f1; :::; fm); her fi 2 D ve her x =2 \m1 supp(fi) içinm-lineer Calderon-Zygmund

operatörü

T
��!
f
�
(x) =

Z
(Rn)m

K (x; y1; :::; ym)�
m
i=1fi(yi)d

�!y

1



ile tan¬mlan¬r, burada d�!y = dy1:::dym dir. E¼ger baz¬1 < p1; :::; pm <1 için

T : Lp1 � :::� Lpm ! Lp

ise T ye bir m-lineer Calderon-Zygmund operatörü denir. T bir m-lineer integral

operatör ve b bir lokal integrallenebilir fonksiyon olmak üzere herhangi bir 1 � j � m

için multilineer integral operatörünün [b; T ]j multilineer komütatörünü

[b; T ]j

��!
f
�
(x) := bT

��!
f
�
(x)� T (f1; :::; bfj; :::; fm)(x)

ile tan¬mlar¬z.

Yine I�
��!
f
�
multilineer kesirli integral operatörünün [b; I�]j multilineer komütatörü

de

[b; I�]j

��!
f
�
(x) =

Z
Rn

(b(x)� b(yj))�mi=1fi(yi)
(�mi=1 jx� yij)

nm�� �mi=1dyi

ile tan¬mlan¬r, burada multilineer kesirli integral operatör

I�

��!
f
�
(x) =

Z
(Rn)m

�mi=1fi(yi)

(�mi=1 jx� yij)
nm���

m
i=1dyi

ile tan¬mlan¬r.

Di¼ger taraftan

Tf(x) =

Z
Rn
K(x; y)f(y)dy

Calderon-Zygmund singüler integral operatörlerinin multilineer komütatörleri

T�!
b
f(x) =

Z
Rn
�mj=1 [bj(x)� bj(y)]K(x; y)f(y)dy

ile tan¬mlan¬r, burada 1 � j � m için
�!
b = (b1; :::; bm) ve bj ler lokal integrallenebilir

fonksiyonlar ve K(x; y) Calderon-Zygmund çekirde¼gidir. m = 1 için Coifman ve

Weiss (1976) taraf¬ndan tan¬t¬lan klasik komütatör elde edilir.

De¼gi̧sken üslü Lebesgue uzaylar¬ ilk kez 1931�de Orlicz taraf¬ndan tan¬t¬lm¬̧st¬r.

Genelleştirilmi̧s de¼gi̧sken üslü Morrey uzaylar¬Guliyev vd. (2010) taraf¬ndan tan¬t¬ld¬.

Genelleştirilmi̧s de¼gi̧sken üslü Morrey uzaylar¬f 2 Lp(�)loc (Rn) olmak üzere

kfkMp(�);' = sup
x2Rn;r>0

'(x; r)�1r��p(x;r) kfkLp(�)(B(x;r)) <1

2



olacak biçimde tüm fonksiyonlar¬n uzay¬d¬r, burada

kfkLp(�)(B(x;r)) �


f�B(x;r)

Lp(�)(Rn)

dir.

Tezin ikinci bölümünde ana teoremlerin ispatlar¬nda kullanaca¼g¬m¬z temel kavram-

lara yer verilmi̧stir.

Tezin üçüncü bölümünde Cruz-Uribe ve Wang (2014) taraf¬ndan geli̧stirilen Rubio

de Francia ekstrapolasyon teorisini kullanarak, de¼gi̧sken Lebesgue uzaylar¬üzerinde

komütatörlerin baz¬norm eşitsizlikleri ele al¬nacakt¬r. Yine bu bölümde de¼gi̧sken

üslü Lebesgue uzaylar¬üzerinde ilk olarak multilineer kesirli integrallerin [b; I�]j mul-

tilineer komütatörleri ve ard¬ndan multilineer Calderon-Zygmund singüler integral

opeatörlerinin [b; T ]j multilineer komütatörlerine göre BMO�nun birer karakteriza-

syonu verilmi̧stir. Şöyle ki [b; I�]j nin Lp1(�) � Lp2(�) � :::� Lpm(�) den Lq(�) ya s¬n¬rl¬

olmas¬ için gerek ve yeter koşul b 2 BMO olmas¬d¬r. Benzer şekilde [b; T ]j nin

Lp1(�) � ::: � Lpm(�) den Lp(�) ya s¬n¬rl¬olmas¬ için gerek ve yeter koşul b 2 BMO

olmas¬d¬r.

Tezin dördüncü bölümünde
�!
b = (b1; :::; bm) ve bi 2 BMO; i = 1; :::;m olmak üzere

T�!
b
Calderon-Zygmund multilineer komütatör operatörü için lokal Guliyev eşitsi-

zli¼ginin zay¬f ve kuvvetli biçimleri ispat edildi. Daha sonra T�!
b
Calderon-Zygmund

multilineer komütatör operatörünün Mp(�);'1 genelleştirilmi̧s de¼gi̧sken üslü Morrey

uzay¬ndan di¼ger bir Mp(�);'2 ye s¬n¬rl¬l¬¼g¬ispat edilmi̧stir.

Bu tez boyunca, A . B ile uygun büyüklüklerden ba¼g¬ms¬z pozitif C sabitli A � CB
yi kastediyoruz. A . B ve B . A ise bir A t B yazar¬z ve A ve B eşde¼gerdir deriz.

3



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Lebesgue Uzaylar¬

Rn, jxj = (
Pn

i=1 x
2
i )
1=2 normu ile x = (x1; :::; xn) noktalar¬n¬n n-boyutlu Öklid uzay¬

olsun. x 2 Rn ve r > 0 için B(x; r); yar¬çap¬r olan x merkezli aç¬k yuvar¬belirtir.
cB(x; r); B(x; r) yuvar¬n¬n tümleyenini ve jB(x; r)j, B(x; r) nin Lebesgue ölçüsünü

gösterelim.

h : Rn ! C Lebesgue ölçülebilir fonksiyon ve 0 < p <1 olmak üzere

Lp(Rn) =

8<:h : Rn ! C :
Z
Rn

jh(x)jp dx <1

9=;
s¬n¬f¬na mutlak de¼gerin p: kuvveti integrallenebilen fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬denir.

h fonksiyonunun Lp normu

khkp =

8>>>><>>>>:

0@Z
Rn

jh(x)jp dx

1A 1
p

; 1 � p <1

ess sup
x2Rn

jh(x)j ; p =1

9>>>>=>>>>;
ile tan¬mlan¬r ve bu norm ile Lp ye Lebesgue uzay¬denir, burada

ess sup
x2Rn

jh(x)j = inf f� : jfx 2 Rn : jh(x)j > �gj = 0g

dir.

Lp uzaylar¬n¬n ara kesiti boş de¼gildir. Yani her p; q � 1 için Lp \ Lq 6= ? d¬r.

Tan¬m 2.1 f 2 Lloc1 (Rn) olmak üzere Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

(Mf)(x) = sup
r>0

jB(x; r)j
Z
B(x;r)

jf(y)j dy

ile tan¬mlan¬r. 0 � � < n olmak üzere; M�f kesirli maksimal fonksiyonu

(M�f)(x) = sup
r>0

jB(x; r)j�1+
�
n

Z
B(x;r)

jf(y)j dy

4



ile tan¬mlan¬r. � = 0 al¬nd¬¼g¬nda Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu elde edilir.

Eşde¼ger olarak, Q küpleri üzerinden M�f kesirli maksimal fonksiyonu

M�f(x) = sup
Q3x

1

jQj
1��
n

Z
Q

jf(y)j dy

ile tan¬mlan¬r, burada supremum kenarlar¬ eksenlere paralel olan tüm Q küpleri

üzerinden al¬nmaktad¬r.

Tan¬m 2.2 Ayr¬ca, M ]f keskin maksimal fonksiyonu

M ](f)(x) = sup
Q3x

inf
c

1

jQj

Z
Q

jf(y)� cj dy t sup
Q3x

1

jQj

Z
Q

jf(y)� fQj dy

biçiminde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.3 (Riesz Potansiyeli) f 2 L1loc(Rn) ve 0 < � < n olmak üzere I� Riesz

potansiyeli

(I�f)(x) = cn;�

Z
Rn

f(y)

jx� yjn��
dy

ile tan¬mlan¬r (Stein 1970).

2.2 De¼gi̧sken Üslü Lebesgue Uzaylar¬

Tan¬m 2.4 Aç¬k bir E � Rn kümesi ve ölçülebilir bir p(�) : E ! [1;1) fonksiyonu

verilsin. p0(�); p0(�) = p(�)=(p(�) � 1) şeklinde tan¬mlanan eşlenik üstür. Ölçülebilir

bir E � Rn alt kümesi için

p�(E) = ess inf fp(x) : x 2 Eg

ve

p+(E) = ess sup fp(x) : x 2 Eg

ifadelerini tan¬mlayal¬m. Özel olarak, p� = p�(Rn) ve p+ = p+(Rn) şeklinde göster-

iriz.

Tan¬m 2.5 P (E) ile p�(E) > 1; p+(E) <1 olacak şekilde tüm p(�) : E ! [1;1)

fonksiyonlar¬n kümesini gösteririz. Benzer şekilde 1 < p� � p(x) � p+ < 1

olacak biçimde tüm ölçülebilir p(�) : Rn ! (1;1) fonksiyonlar¬n kümesini P (Rn)
5



ile gösteririz. 0 < p� � p(x) � p+ <1; x 2 Rn olacak şekilde tüm ölçülebilir p(�) :

Rn ! (0;1) fonksiyonlar¬n kümesini P 0(Rn) ile gösteririz. 1 � p� � p(x) � p+ <

1 olacak şekilde tüm ölçülebilir p(�) : Rn ! [1;1) fonksiyonlar kümesini P (Rn)

ile gösteririz.

Tan¬m 2.6 B(X;Y ), bir X Banach uzay¬ndan bir Y Banach uzay¬na tüm s¬n¬rl¬alt

lineer operatörlerin s¬n¬f¬olsun ve kAkB(X;Y ) ; A 2 B(X;Y ) nin operatör normunu

göstersin. Özel olarak, kAkB(X1�X2�:::�Xn;Y ) yi kAkB(�ni=1Xi;Y ) olarak k¬salt¬yoruz.

Tan¬m 2.7 Lp(�)(E) de¼gi̧sken üslü Lebesgue uzay¬; E üzerinde 9 " > 0 içinZ
E

(" jf(x)j)p(x) dx <1

olacak biçimde reel de¼gerli ölçülebilir f fonksiyonlar¬n¬n kümesi olarak tan¬mlan¬r.

Lp(�)(E) kümesi

kfkLp(�)(E) = inf
(
� > 0 :

Z
E

�
jf(x)j
�

�p(x)
dx � 1

)
Luxemburg-Nakano normuna göre bir Banach fonksiyon uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.8 Genel olarak Lp(�) (Rn) Lebesgue uzay¬, 9" > 0 için
R
Rn j"f(x)j

p(x) dx <

1 olacak biçimde tüm ölçülebilir f fonksiyonlar¬n¬n kümesi olarak tan¬mlan¬r ve

kfkp(�) = inf
(
� > 0 :

Z
Rn

�
jf(x)j
�

�p(x)
dx � 1

)
ile verilir. Luxemburg-Nakano nun teorisinin özel bir durumu olarak, Lp(�) kuasi-

normlu bir uzayd¬r. Özel olarak, p� � 1 oldu¼gunda, Lp(�) bir Banach uzay¬d¬r.

Tüm kompaktE � Rn alt kümeleri için, Lp(�)loc (Rn) uzay¬L
p(�)
loc (Rn) =

�
f ölçülebilir: f 2 Lp(�)(E)

	
şeklinde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.9 E¼ger p(�)

jp(x)� p(y)j � C

� log (jx� yj) ; jx� yj �
1

2

ve

jp(x)� p(y)j � C

log jxj+ e; jyj � jxj

sa¼gl¬yorsa p(�) 2 LH oldu¼gunu söyleriz.

6



Tan¬m 2.10 B; Lp(�) üzerinde Hardy-littlewood maksimal operatörünün s¬n¬rl¬oldu¼gu

p(�) 2 P lerin kümesi olsun. E¼ger p(�) 2 P \ LH ise p(�) 2 B oldu¼gu iyi

bilinir. Ayr¬ca,WB, Lp(�)(w) üzerindeM Hardy-Littlewood maksimal operatörünün

s¬n¬rl¬oldu¼gu p(�) 2 P lerin kümesi olsun. D. Cruz-Uribe ve L.Wang (2014) e¼ger

p(�) 2 P \ LH ise p(�) 2 WB oldu¼gunu ispatlad¬lar.

2.3 Morrey Uzaylar¬

Tan¬m 2.11 1 � p < 1, 0 � � � n olmak üzere Mp;� � Mp;�(Rn) Morrey uzay¬

kfkMp;� = sup
x2Rn;r > 0

r�
�
p kfkLp(B(x;r))

sonlu kuasinormlu tüm f 2 Lploc(Rn) fonksiyonlar¬n¬n kümesidir.

Not edelim ki Mp;0 = Lp(Rn) ve Mp;n = L1(Rn) dir. E¼ger � < 0 ya da � > n

ise bu durumda �; Rn üzerinde s¬f¬ra denk tüm fonksiyonlar¬n kümesi olmak üzere

Mp;� = � d¬r. WMp;� � WMp;�(Rn) ile de

kfkWMp;� = sup
x2Rn;r > 0

r�
�
p kfkWLp(B(x;r)) <1

olacak biçimde tüm f 2 WLploc(Rn) fonksiyonlar¬n¬n zay¬f Morrey uzay¬n¬gösteririz,

burada WLp(B(x; r))

kfkWLp(B(x;r)) �


f�B(x;r)

WLp(Rn) = sup

t > 0
t jfy 2 B(x; r) : jf(y)j > tgj

1
p

olacak biçimde ölçülebilir f fonksiyonlar¬n¬n zay¬f Lp uzay¬n¬gösterir.

2.4 Genelleştirilmi̧s De¼gi̧sken Üslü Morrey Uzaylar¬

Tan¬m 2.12 p 2 P1(Rn) olsun, ' de Rn� (0;1) üzerinde pozitif ölçülebilir fonksi-

yon olsun. Genelleştirilmi̧sMp(�);' �Mp(�);'(Rn) de¼gi̧sken üslü Morrey uzay¬

kfkMp(�);' = sup
x2Rn;r>0

'(x; r)�1r��p(x;r) kfkLp(�)(B(x;r)) <1

normu ile tüm f 2 Lp(�)loc (Rn) fonksiyonlar¬n¬n kümesi olarak tan¬mlan¬r, burada

kfkLp(�)(B(x;r)) �


f�B(x;r)

Lp(�)(Rn)

dir.
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Uyar¬2.1 Genelleştirilmi̧s de¼gi̧sken üslü Morrey uzaylar¬Guliyev vd. (2010) taraf¬n-

dan tan¬t¬lm¬̧st¬r.

(1) 0 < � < n olmak üzere '(x; r) = r
��n
p(x) için Mp(:);' = Lp(�);�(Rn) Almeida vd.

(2008) taraf¬ndan tan¬t¬lan de¼gi̧sken üslü Morrey uzay¬elde edilir.

(2) '(x; r) � r��p(x;r) ise o zaman Mp(�);' = Lp(�)(Rn) de¼gi̧sken üslü Lebesgue uza-

y¬d¬r.

2.5 BMO Uzaylar¬

Tan¬m 2.13 BMO(Rn) s¬n¬rl¬ortalama sal¬n¬ml¬uzay¬

kbk� = sup
B

1

jBj

Z
B

jb(y)� bBj dy <1

şeklinde tan¬mlan¬r ve k:k� normuna sahip Banach uzay¬modulo sabitleridir, burada

supremum tümB yuvarlar¬n¬n üzerlerinde al¬n¬r, b 2 L1loc(Rn) ve

bB =
1

jBj

Z
B

b(y)dy

dir.

BMOp(�)(Rn) uzay¬

kbkBMOp(�) = sup
B

k(b(�)� bB)�BkLp(�)
k�BkLp(�)

sonlu

normlu bütün lokal integrallenebilen f fonksiyonlar¬n¬n kümesidir.
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3. DE¼G·IŞKEN ÜSLÜ LEBESGUE UZAYLARINDA BAZI MULT·IL·I-

NEER KOMÜTATÖRLER

Bu bölümde de¼gi̧sken üslü Lebesgue uzaylar¬ üzerinde ilk olarak multilineer ke-

sirli integrallerin [b; I�]j multilineer komütatörleri ve ard¬ndan multilineer Calderon-

Zygmund singüler integral opeatörlerinin [b; T ]j multilineer komütatörlerine göre

BMO�nun birer karakterizasyonu verilecektir.

Lemma 3.1 pi(�) 2 P 0 üs fonksiyonu verilsin, p(�) 2 P 0 yi

1

p(x)
=

mX
i=1

1

pi(x)
; fi = 1; 2; :::;mg

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu durumda her fi 2 Lpi(�) ve fi2 Lp(�) için







mY
i=1

fi







p(�)

� C
mY
i=1

kfikpi(�)

d¬r.

Lemma 3.2 p(�) 2 LH \ P verilsin. q(�) 2 LH üs fonksiyonunu

1

q(x)
=

1

p(x)
� �
n
; x 2 Rn;

şeklinde tan¬mlayal¬m, o zaman

kM�fkq(�) � C kfkp(�)

d¬r (Capone vd. 2007).

Lemma 3.3 Kabul edelim ki p(�) 2 LH ve 0 < p� � p+ <1 olsun.

(1) Her jQj � 2n küpleri (veya yuvarlar¬) ve herhangi bir x 2 Q için,



�Q

p(�) � jQj 1

p(x)

dir.
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(2) Her jQj � 1 küpleri (veya yuvarlar¬) için,



�Q

p(�) � jQj 1
p1

olur, burada p1 = lim
x!1

p(x) dir (Diening vd. 2011).

Lemma 3.4 E¼ger p(�) 2 LH \ P bir de¼gi̧sken üs ise bu durumda her b 2 BMO

için

kbk� � sup
Q

1

�Q

p(�)


(b� bQ)�Q

p(�)

sa¼glan¬r. Ayr¬ca, her b 2 BMO için

kbk� � sup
Q
inf
c2C

1

�Q

p(�)


(b� c)�Q

p(�)

sa¼glan¬r (Izuki vd. 2012).

Tan¬m 3.1 Multilineer kesirli integral operatör

I�

��!
f
�
(x) =

Z
(Rn)m

�mi=1fi(yi)

(�mi=1 jx� yij)
nm���

m
i=1dyi

ve [b; I�]j komütatör operatörü

[b; I�]j

��!
f
�
(x) =

Z
Rn

(b(x)� b(yj))�mi=1fi(yi)
(�mi=1 jx� yij)

nm�� �mi=1dyi

ile tan¬mlan¬r.

Teorem 3.1 b 2 L1loc; 0 < � < mn ve pi (�) 2 LH \ P , i = 1; 2; :::;m olsun. Ayr¬ca

q (�) 2 P nin
mX
i=1

1

pi(x)
� �
n
=

1

q(x)
< 1; x 2 Rn

y¬sa¼glad¬¼g¬n¬varsayal¬m. Bu durumda herhangi bir 1 � j � m için, [b; I�]j nin

Lp1(�)�Lp2(�)�:::�Lpm(�) den Lq(�) ya s¬n¬rl¬olmas¬için gerek ve yeter koşul b 2 BMO

olmas¬d¬r. Ayr¬ca,

kbk� �



[b; I�]j


B(�mi=1Lpi(�);Lp(�))

dir.
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·Ispat. Teorem 3.1 i ispatlamak için, keskin maksimal fonksiyon

M ]
�
[b; I�]j

��!
f
��
(x) � C kbk�

"�
M
����I� ��!f ����r�1=r� (x) + mY

i=1

(M�isi jfij
si)1=si(x)

#

tahminine ihtiyac¬m¬z vard¬r, burada
mX
i=1

�i = �; 0 < �i < n; 1 < si < p
�
j ; 1 < r <

q� ve i = 1; 2; :::; n dir.

Bunu yapmak için, f 0j = fj�2Q ve f
1
j = fj � f 0j alal¬m. Bir Q küpünü sabitleyelim

ve

[b; I�]j

��!
f
�
(x) =

Z
(Rn)m

[(b(x)� bQ) + (bQ � b(yi))]
mY
i=1

fi(yi) 
mX
i=1

jx� yij
!nm�� mY

i=1

dyi

= (b(x)� bQ)I�
��!
f
�
(x)� I�(f1; :::; (b� bQ)fj; :::; fm)(x)

= (b(x)� bQ)I�
��!
f
�
(x)� I�(f 01 ; :::; (b� bQ)f 0j ; :::; f 0m)(x)

�I�(f11 ; :::; (b� bQ)f1j ; :::; f1m )(x)

�
X

I�(f
r1
1 ; :::; (b� bQ)f

rj
j ; :::; f

rm
m )(x)

=: A1 � A2 � A3 � A4

alal¬m, burada son toplamda her bir ri = 0 veya 1 dur ve her terimde en az bir

rj = 0 ve rl =1 vard¬r.

Hölder Eşitsizli¼ginden,

1

Q

Z
Q

jA1(z)j dz �
�
1

jQj

Z
Q

jb(z)� bQjr
0
dz

�1=r0 �
1

jQj

Z
Q

���I� ��!f � (z)���r dz�1=r
� C kbk�

�
M
����I� ��!f �����r�1=r (x)

sa¼glan¬r.

1 < si < p
�
j oldu¼gundan 
; �i � 1 i seçebiliriz öyle ki r�i = si dir. Bundan dolay¬

1 < �i < p
�
j dir. O zaman u > 1 vard¬r öyle ki

1
u
=

mX
i=1

1
�i
� �

n
dir. Gerçekten, �i ve

�i yi 0 < 1
�i
� �i

n
< 1

m
olacak şekilde seçebiliriz. Hölder eşitsizli¼gini ve multilineer

kesirli integrallerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬kullanarak (Kening and Stein 1999),

1

jQj

Z
Q

jA2(z)j dz =
�
1

jQj

Z
Q

��I�(f 01 ; :::; (b� bQ)f 0j ; :::; f 0m)(z)��u dz�1=u
11



� C

jQj1=u


(b� bQ)f 0j 

�jY

i6=j



f 0i 

�i
� C jQj�1=u

�Z
2Q

jb� bQjr
0�j dyj

�1=r0�j �Z
2Q

jfj(yj)jr�j dyi
�1=r�j

�
Y
i6=j

�Z
2Q

jfi(yi)j�i dyi
�1=�i

� C kbk� jQj
�=n

mY
i=1

�
1

j2Qj

Z
2Q

jfi(yi)jr�i dyi
�1=r�i

� C kbk�
mY
i=1

 
1

jQj1�
�isi
n

Z
2Q

jfi(yi)jsi dyi

!1=si

� C kbk�
mY
i=1

(M�isi jfij
si)

1=si (x)

elde ederiz.

Q nun merkezini x0 gösterelim, bu durumda x 2 Q ve yi 2 (2Q)c için jx� yij �

jx0 � yij sa¼glan¬r. 1 < sj <1 oldu¼gundan 1 < s0j <1 seçebiliriz öyle ki 1
s0j
+ 1
sj
= 1

dir. sj ve s0j üsleri ile Hölder eşitsizli¼gini kullan¬rsak��I�(f11 ; :::; (b� bQ)f1j ; :::; f1m )(x)� I�(f11 ; :::; (b� bQ)f1j ; :::; f1m )(x0)��

�
Z
(Rnn2Q)m

jQj1=n jb(yj)� bQj
mY
i=1

jfi(yi)j 
mX
i=1

jx0 � yij
!nm��+1 mY

i=1

dyi

�
Z
Rnn2Q

jQj1=n jb(yj)� bQj jfi(yi)j 
mX
i=1

jx0 � yij
!n��j+1

�
Z
(Rnn2Q)m�1

Y
i6=j

jfj(yj)j 
mX
i=1

jx0 � yij
!n(m�1)�Pi6=j �i+1

mY
i=1

dyi

�
 Z

Rnn2Q

jQj1=n jb(yj)� bQjs
0
j

(
Pm

i=1 jx0 � yij)n+1
dyj

!1=s0j
(

Z
Rnn2Q

jQj1=n jfj(yj)jsj

(
Pm

i=1 jx0 � yij)
n+1��j dyj)

1=sj

12



�
Z
(Rnn2Q)m�1

Y
i6=j

jfj(yj)j 
mX
i=1

jx0 � yij
!n(m�1)�Pi6=j �i+1

Y
i6=j

dyi

� C kbk�
mY
i=1

(M�isi jfij
si)1=si(x)

olur.

Şimdi A4 ele alal¬m. Genelli¼gi kaybetmeden, kabul edelim ki r1 = ::: = rd = 0 ve

rd+1 = ::: = 1 olsun. d + 1 � j � m oldu¼gunda ortalama de¼ger teoremi ve Hölder

eşitsizli¼gini uygulayarak

��I�(f r11 ; :::; (b� bQ)f rjj ; :::; f rmm )(x)� I�(f r11 ; :::; (b� bQ)f rjj ; :::; f rmm )(x0)��

�
dY
i=1

Z
2Q

jf rii j
Z
(Rnn2Q)m�d

jQj1=n jb(yj)� bQj
mY

i=d+1

f rii (yi)

(
Pm

i=1 jx0 � yij)nm��+1
mY
i=1

dyi

�
dY
i=1

Z
2Q

jf rii j dyi
1X
l=1

Z
(2l+1n2lQ)m�d

jQj1=n jb(yj)� bQj
mY

i=d+1

f rii (yi)

(2l jQj1=n)nm��+1

mY
i=d+1

dyi

� C kbk�
mY
i=1

(M�isi jfij
si)1=si(x)

elde ederiz.

1 � j � d oldu¼gunda, benzer şekilde���I�(f r11 ; :::; (b� bQ)f rjj ; :::; f rmm )(x)� I�(f r11 ; :::; (b� bQ)f rjj ; :::; f rmm )(x0)���
� C kbk�

mY
i=1

(M�isi jfij
si)1=si(x)

elde ederiz.

p(�) 2 LH \ P 0 oldu¼gunda kMfkp(�) � C


M#f




p(�) d¬r. Bundan dolay¬, b 2 BMO

ise 


[b; I�]j ��!f �



q(�)
�



M [b; I�]j

��!
f
�




q(�)
�



M# [b; I�]j

��!
f
�




q(�)

� C kbk�

0@


M(���I� ��!f ����r)1=r



q(�)
+







mY
i=1

(M�isi jfij
si)1=si







q(�)

1A
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sa¼glan¬r.

q (�) 2 LH(Rn) oldu¼gunu görmek kolayd¬r o zaman M; ( q(�)r ;
q(�)
r
) dir, 1 < r < q�

oldu¼guna dikkat edelim. Multilineer kesirli integral operatörler için a¼g¬rl¬kl¬eşitsi-

zlikler Moen (2009) taraf¬ndan düzenlenmi̧stir. Bundan motive olarak, aşa¼g¬daki

de¼gi̧sken üs durumunu ele alaca¼g¬z:


I� ��!f �



q(�)
� C

mY
i=1

kfikpi(�) ;

burada 1
q(x)

=
mX
i=1

1
pi(x)

� �
n
; x 2 Rn ve q; p�i > 1 dir.

I�. n¬n noktasal tahminini elde edebiliriz, burada Hedberg (1972) ve Welland (1975)

¬n tekniklerini kullanaca¼g¬z. " =
mX
i=1

"i say¬s¬n¬0 < "i < min f�i; n� �ig şeklinde

sabitleyelim. O zaman her f 2 L1loc(Rn) ve herhangi bir Q 3 x için

I�f(x) =

Z
Qm

mY
i=1

fi(yi)

(
mX
i=1

jx� yij)mn��
d �!y +

Z
(RnnQ)m

mY
i=1

fi(yi)

(
mX
i=1

jx� yij)mn��
d�!y

sa¼glan¬r.

Bundan dolay¬,

jIj �
1X
i=1

Z
(2�iQn2�i�1Q)m

mY
i=1

jfi(yi)j

(

mX
i=1

jx� yij)mn��
d�!y

�
1X
i=1

1

(2�i�1 jQj
�1
n )nm��

Z
(2�iQ)m

mY
i=1

jfi(yi)j d�!y

� C
mY
i=1

jQj
"i
n M�i�"ifi(x) = C jQj

"
n

mY
i=1

M�i�"ifi(x)

dir. Benzer şekilde,

jIIj �
1X
i=0

Z
(2iQn2i�1Q)m

mY
i=1

jfi(yi)j

(
mX
i=1

jx� yij)mn��
d�!y
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�
mX
i=1

1

(2i jQj
�1
n )mn��

Z
(2iQ)m

mY
i=1

jfi(yi)j d�!y

� jQj
�"
n

mY
i=1

M�i+"i)fi(x)

olur.

jQj
2"
n =

mY
i=1

M�i+"ifi(x)

mY
i=1

M�i�"ifi(x)

seçerek

���I� ��!f � (x)��� � C( mY
i=1

M�i+"ifi(x))
1=2(

mY
i=1

M�i�"ifi(x))
1=2

elde ederiz. 1
q(x)

=
mX
i=1

1
pi(x)

� �
n
; x 2 Rn ve p�i > 1 oldu¼gunda




I� ��!f �



q(�)
� C

mY
i=1

kfikpi(�)

ispatlanm¬̧s olur. Genelli¼gi kaybetmeden, kfikpi(�) = 1 oldu¼gunu kabul edebiliriz.

kfkp(�) � C olmas¬için gerek ve yeter koşulun
R
Rn jf(y)j

p(y) dy � C oldu¼gunu hat¬r-

lar¬z (Capone vd. 2007). q+ < 1 oldu¼gundan,
R
Rn

���I� ��!f � (x)���q(x) � C oldu¼gunu

ispatlamak yeterli olacakt¬r.

r(�) : Rn ! [1;1) yi

r(x) =
2

"q(x)=n+ 1

şeklinde tan¬mlayal¬m.

O zaman her x 2 Rn için
mX
i=1

1

pi(x)
� 1

r(x)q(x)=2
=
�� "
n

ve
mX
i=1

1

pi(x)
� 1

r0(x)q(x)=2
=
�+ "

n
;

dir.

"; 0 < " < max f�; �� ng sabit tutal¬m öyle ki

2
"q+

n
+ 1

> 1
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dir.

O zaman r� > 1 d¬r. r(�) ve r0(�) üslü de¼gi̧sken Lp için I�
��!
f
�
n¬n noktasal kestirimi

ve Hölder eşitsizli¼ginden

Z
Rn

���I��!f (x)���q(x) dx � C Z
Rn

"
mY
i=1

M�i+"ifi(x)

#q(x)=2 " mY
i=1

M�i�"ifi(x)

#q(x)=2
dx

� C








"
mY
i=1

M�i+"ifi

#q(�)=2






r(�)








"
mY
i=1

M�i�"ifi

#q(�)=2






r(�)

elde ederiz.

Şimdi sa¼g taraftaki her terimin kestirimini yapaca¼g¬z. Her birinin 1 den büyük

oldu¼gunu varsayabiliriz, çünkü aksi taktirde ispatlanacak bir şey yoktur.
�
r0(�)q(�)

2

��
>

1 oldu¼gunu görmek kolayd¬r, o zaman si(x) � s�i > 1 üslü fonksiyonunu seçebiliriz

öyle ki i = 1; :::;m ve x 2 Rn olmak üzere
mX
i=1

1
si(x)

= 1
r0(x)q(x)

2

ve 1
pi(x)

� 1
si(x)

= �i+"i
n

dir. De¼gi̧sken Lebesgue uzay¬n¬n Lüxemburg normunun tan¬m¬ve Lemma 3.1 ve

Lemma 3.2 ye göre






"
mY
i=1

M�i+"ifi

#q(�)=2






r0(�)

�






mY
i=1

M�i+"ifi







q+=2

q(�)r0(�)=2

� C
mY
i=1

kM�i+"ifik
q+=2
si(�)

� C
mY
i=1

kfikq
+=2
pi(�) � C

sa¼glan¬r, burada ilk eşitsizlikde � > 1; �2=q(x) � �2=q+ den dolay¬

Z
Rn

0BBBBB@
 

mY
i=1

M�i+"ifi(x)

!q(x)=2
�

1CCCCCA
r0(x)

dx =

Z
Rn

0BBBB@
 

mY
i=1

M�i+"ifi(x)

!
�2=q(x)

1CCCCA
r0(x)q(x)=2

dx

�
Z
Rn

0BBBB@
 

mY
i=1

M�i+"ifi(x)

!
�2=q

+

1CCCCA
r0(x)q(x)=2

dx

ifadesi do¼grudur.
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Benzer şekilde, 






"
mY
i=1

M�i�"ifi

#q(�)=2






r(�)

� C

elde edebiliriz.

Dolay¬s¬yla,



�M ����I� ��!f �����r�1=r




q(�)
� C




(���I� ��!f ����r


1=r
q(�)=r

� C
mY
i=1

kfikpi(�)

sa¼glan¬r.

Daha sonra, qi(x) > 1 seçebiliriz öyle ki 1
q(x)

=
mX
1

1
qi(x)

ve 1
qi(x)

= 1
pi(x)

� �i
n
olur.

1 � i � m olmak üzere 1
qi(x)=si

= 1
pi(x)=si

� �isi
n
oldu¼guna dikkat edelim. Lemma 3.1

ve Lemma 3.2 den





mY
i=1

(M�isi jfij
si)1=si







q(�)

�
mY
i=1



(M�isi jfij
si)1=si




qi(�)

� C
mY
i=1

kfikpi(�)

elde ederiz.

Bundan dolay¬ 


[b; I�]j ��!f �



q(�)
� C kbk�

mY
i=1

kfikpi(�)

sa¼glan¬r.

Şimdi ispat¬n kaŗs¬t k¬sm¬n¬ verece¼giz. Buradaki �kir Chanillo (1982) ve Janson

(1978) dan gelmektedir.

K�(
�!y ) konvolüsyon çekirde¼ginin tersi orijinden uzakta düzgündür. (�!y ) = (y01; y02; :::; y0m) 2

Rmn; � > 0 seçebiliriz öyle ki B = B(�!y 0; �;
p
mn) dir. O zaman Shirai (2006) ile

benzer argümanlar¬ kullan¬r¬z. B üzerinde 1 e ve B� � B;d¬̧s¬nda 0 a eşit olan

düzgün kesme fonksiyonu düşünüldü¼günde 1
K�(

�!y ) ; B yuvar¬nda mutlak yak¬nsak bir

Fourier serisi olarak temsil edilir. �!y 2 B oldu¼gu zaman

1

K�(
�!y ) � (

mX
i=1

jyij2)(mn��)=2 =
X
l

ale
ivl:(

�!y )

d¬r. Herhangi bir Q = Q(y0; r) için i = 1; :::;m olmak üzere eyi = y0 � ry0i
�
ve

Q0i = Q(eyi; r) olsun. Herhangi bir x 2 Q ve yi 2 Q0i için �
r
(x� y1; x� y2; :::; x� ym)

oldu¼gunu görmek kolayd¬r.
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s(x) = sgn
h
b(x)� bQ0j

i
ve E =

n
x : b(x)� bQ0j 6= 0

o
yi oluştural¬m. O zaman

fi(yi) = e
�i �

r
vil :yi�Q0i(yi)

hl(x) = e
i �
r
vl:(x;x;:::;x)s(x)

olmak üzere ���b(x)� bQ0j ��� = s(x)(b(x)� bQ0j)
=
s(x)

jQj

Z
Q0j

(b(x)� b(yi))dyj

=
s(x)

jQjm
Z
(Rn)m

b(x)� b(yj)

(
mX
i=1

jx� yij)nm��

 
mX
i=1

jx� yij
!nm��

�!�Q(y)d�!y

X
l

al�
�mns(x)

Z
(Rn)m

b(x)� b(yj)

(
mX
i=1

jx� yij)mn��
ei

�
r
vl:(x;x:::;x)

�
mY
i=1

e�i
�
r
vil :yi�Q0i(yi)d

�!y

=:
X
l

al�
�mn

Z
(Rn)m

b(x)� b(yj)

(
mX
i=1

jx� yij)mn��
hl(x)

mY
i=1

fi(yi)d
�!y

=
X

al�
�mnhl(x)

1

jQj
�
n

[b; I�]j

��!
f
�
(x)

sa¼glan¬r.

x 2 E iken jhl(x)j = 1 ve di¼ger yerlerde jhl(x)j = 0 oldu¼guna dikkat ederiz, o zaman


(b� bQ0j)�Q


q(�)
=

1

jQj
�
n






X
l

al�
�mnhl [b; I�]j

��!
f
�
�E







q(�)

+
1

jQj
�
n






X
l

al�
�mnhl [b; I�]j

��!
f
�
�Ec







q(�)

�
X
l

al�
�mn 1

jQj
�
n




[b; I�]j



B(

mY
i=1

Lpi(�);Lq(�))

mY
i=1

kfikpi(�)

� C 1

jQj
�
n




[b; I�]j



B(

mY
i=1

Lpi(�);Lq(�))

mY
i=1




�Q0i


pi(�)
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elde ederiz.

jQj � 1 oldu¼gunda uygun bir � > 0 seçeriz öyle ki \mi=1Q0i 6= � dir, o zaman Lemma

3.3 den dolay¬z 2 \mi=1Q0i 6= � vard¬r öyle ki

kQk�1q(�)



(b� bQ0j)�Q


q(�) � C kQk�1q(�) jQj��n 


[b; I�]j


B( mY

i=1

Lpi(�);Lq(�))

mY
i=1




�Q0i


pi(�)

� C



[b; I�]j




B(

mY
i=1

Lpi(�);Lq(�))

jQj
�1
q(z)

+

mX
i=1

1
pi(z)

��
n

� C



[b; �]j




B(

mY
i=1

Lpi(�);Lq(�))

d¬r.

jQj > 1 oldu¼gunda, benzer şekilde

kQk�1q(�)



(b� bQ0j)�Q


q(�) � C 


[b; I�]j


B( mY

i=1

Lpi(�);Lq(�))

elde ederiz.

Böylece Teorem 3.1 in ispat¬n¬Lemma 3.4 e göre ispatlam¬̧s olduk.

Tan¬m 3.2 K(x; y1; :::; ym), x = y1 = ::: = ym köşegeni d¬̧s¬nda tan¬mlanm¬̧s lokal

integrallenebilir bir fonksiyon olsun. E¼ger baz¬A pozitif parametreleri ve " için

0 � j � m ve
��yj � y0j�� � 1=2 max

0�k�m
jyj � ykj oldu¼gunda,

jK(y0; :::; ym)j �
A�

�mk;l=0 jyk � ylj
�mn

ve ��K(y0; :::; yj; :::; ym)�K(y0; :::; y!j; :::; ym)�� � A
��yj � y0j��"�

�mk;l=0 jyk � ylj
�mn+"

ise K bir m� lineer Calderon-Zygmund çekirde¼gidir.

Tan¬m 3.3 Her fi 2 D ve her x =2 \m1 supp(fi) için

T
��!
f
�
(x) =

Z
(Rn)m

K (x; y1; :::; ym)�
m
i=1fi(yi)d

�!y
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olsun, burada d�!y = dy1:::dym dir. E¼ger baz¬1 < p1; :::; pm <1 için

T : Lp1 � :::� Lpm ! Lp

ise T ye bir m-lineer Calderon-Zygmund operatörü denir, burada 1
p
=

mX
i=1

1
pi
dir.

E¼ger K(x; y1; :::; ym), K(x � y1; :::; x � ym) biçiminde ise o zaman T operatörünün

konvolüsyon tipli oldu¼gunu söyleriz.

Tan¬m 3.4 Herhangi bir 1 � j � m için multilineer integral operatörünün komü-

tatörünü

[b; T ]j

��!
f
�
(x) := bT

��!
f
�
(x)� T (f1; :::; bfj; :::; fm)(x)

ile tan¬mlar¬z, burada b lokal bir integrallenebilir fonksiyondur ve T bir m-lineer

integral operatördür.

Teorem 3.2 "Kabul edelim ki b 2 L1loc; pi(�) 2 LH \P; i = 1; 2; :::;m ve T bir kon-

volüsyon tiplim�lineer Calderon-Zygmund operatörü olsun öyle kiK(�y1; :::; �ym) =

��nmK(y1; :::; ym) d¬r. Ayr¬ca (Rn)m deki bir B yuvar¬için 1
K
n¬n Fourier serisinin

mutlak yak¬nsak oldu¼gunu kabul edelim. q (�)

�mi=1
1

pi(x)
=

1

p(x)
< 1; x 2 Rn

yi sa¼glas¬n.

Herhangi bir 1 � j � m için [b; T ]j nin, L
p1(�)�Lp2(�)� :::�Lpm(�) den Lp(�) ye s¬n¬rl¬

bir operatör olmas¬için gerek ve yeter koşul b 2 BMO olmas¬d¬r. Ayr¬ca,

kbk� �



[b; T ]j


B(�mi=1Lpi(�);Lp(�))

d¬r (Tan vd. 2017).

·Ispat. ·Ilk olarak 1
s
=

mX
i=1

1
si
< 1 ve 1 < si < p�i ile i = 1; 2; :::; n olmak üzere

aşa¼g¬daki keskin maksimal tahmin

M#
�
[b; T ]j

��!
f
��
(x) � C kbk�

"
(M(

���T ��!f ����s))1=s(x) + mY
i=1

(M jfijsi)1=si(x)
#

yi elde edece¼giz.
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f 0j = fj�2Q ve f
1
j = fj � f 0j olarak gösterelim. Bir Q küpünü sabitleyelim ve

[b; T ]j

��!
f
�
(x) =

Z
(Rn)m

[(b(x)� bQ) + (bQ � b (yj))]
mY
i=1

fi(yi)K(x;y)d
�!y

= (b(x)� bQ)T
��!
f
�
(x)� T (f1; :::; (b� bQ) fj; :::; fm) (x)

= (b(x)� bQ)T
��!
f
�
(x)� T

�
f 01 ; :::; (b� bQ) f 0j ; :::; f 0m

�
(x)

�T
�
f11 ; :::; (b� bQ) f1j ; :::; f1m

�
(x)

�
X

T
�
f r11 ; :::; (b� bQ) f

rj
j ; :::; f

rm
m

�
(x)

:= B1 �B2 �B3 �B4

diyelim son toplamda her ri = 0 veya 1 ve her terimde en az bir rl = 0 ve rm =1

d¬r.

Hölder eşitsizli¼ginden dolay¬

1

jQj

Z
Q

jB1(z)j dz �
�
1

jQj

Z
Q

jb(z)� bQjs
0
dz

�1=s0 �
1

jQj

Z
Q

���T ��!f � (z)���s dz�1=s

� C kbk�
�
M(
���T ��!f ����)s�1=s (x)

sa¼glan¬r.

1 < u; q ve qi < 1 seçelim öyle ki uqi = si ve 1
q
=

mX
i=1

1
qi
d¬r. Böylece Hölder

eşitsizli¼gini ve T nin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬(Grafakos and Torres 2002) uygulayarak,

1

jQj

Z
Q

jB2(z)j dz �
�
1

jQj

Z
Q

��T �f 01 ; :::; (b� bQ) f 0j ; :::; f 0m� (z)��q dz�1=q

� jQj�
1
q

 Y
i6=j



f 0i 

qi
!

(b� bQ) f 0j 

qj

� jQj
�

mX
i=1

1
qi

 Y
i6=j



fi�4pnQ

qi
!

(b� bQ)�4pnQ

qju0 

fj�4pnQ

qju

� C kbk�
mY
i=1

(M(jfij)si)1=si(x)

elde ederiz.
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Şimdi Q yu Q = Q(x0; l(Q)) olarak gösterelim. E¼ger yi =2 4
p
nQ ise o zaman

herhangi bir x 2 Q için

jx� x0j �
1

2
max
1�i�n

jx� yij

dir. K çekirde¼ginin düzgünlü¼günden

jB3(x)�B3(x0)j �
Z
(Rn)m

jK (x;y)�K (x0;y)j jb(yj)� bQj
mY
i=1

jf1i (yi)j d�!y

�
Z
(Rn)m

A jx� x0j" 
mX
i=1

jx� yij
!nm+" jb(yj)� bQj mY

i=1

jf1i (yi)j d�!y

� C
Z
Rnn4

p
nQ

l(Q)
"
m j(b� bQ) fj(yj)j
jx� yjjn+

"
m

dyj

�
Y
i6=j

Z
Rnn4

p
nQ

l(Q)
"
m jfi(yi)j

jx� yijn+
"
m

dyi

� C kbk�
mY
i=1

(M(jfij)si)1=si(x)

sonucuna var¬r¬z.

ŞimdiB4 ü düşünelim. Burada (4
p
nQ)

l�(Rnn4
p
nQ)m�l = Rl yazabiliriz. Genelli¼gi

kaybetmeden, rl = ::: = rl = 0 ve rl+1 = ::: = rm = 1 varsayabiliriz. 1 � j � l

oldu¼gunda K n¬n ölçü gösteriminden

1

jQj

Z
Q

��T �f 01 ; :::; (b� bQ) f 0j ; :::; f 0l ; f1l+1; :::; f1m ��� (z) dz
� 1

jQj

Z
Q

Z
Rl

��K (z;y) f 01 (y1)::: (b(yj)� bQ) f 0j (yj):::f1l+1(yl+1):::f1m (ym)�� dydx
� 1

jQj

Z
Q

Z
Rl

A jf 01 (y1)j ::: jb(yj)� bQj
��f 0j (yj)�� ::: ��f1l+1(yl+1)�� ::: jf1m (ym)j 

mX
i=1

jz � yij
!nm dydx

� C

jQj

Z
Q

(
1

j4
p
nQj

Z
4
p
nQ

jb(yj)� bQj jfj(yj)j dyj
lY

i=1(i6=j)

1

j4
p
nQj

Z
4
p
nQ

jfi(yi)j dyi

�
�
jQj

l
m�l

�m�l mY
k=l+1

Z
Rn4

p
nQ

jfk(yk)j
jz � ykjn+

nl
m�l
dyk)dz

� C kbk�
mY
i=1

(M(jfij)si)1=si(x)
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oldu¼gu sonucuna var¬r¬z.

Benzer şekilde, l + 1 � j � m oldu¼gunda

1

jQj

Z
Q

��T (f 01 ; :::; (b� bQ)f 0j ; :::; f 0l ; f1l+1; :::; f1m )�� (z)dz � C kbk� mY
i=1

(M(jfij)si)1=si(x)

elde ederiz.

0 < � < 1=m ve her x 2 Rn için M#
� (T

��!
f
�
)(x) � C

mY
i=1

Mfi(x) oldu¼gunu görürüz

(Perez and Torres 2003), burada her bir fi düzgün ve kompakt desteklidir ve p(�) 2

LH \ P 0 oldu¼gunda kMfkp(�) � C


M#f




p(�) (Cruz-Uribe vd. 2006) d¬r.

Daha sonra Lemma 3.1 e başvurarak,


T ��!f �



p(�)
�



M�(T

��!
f
�
)




p(�)
�



M#

� (T
��!
f
�
)




p(�)

� C






mY
i=1

Mfi







p(�)

� C
mY
i=1

kfikpi(�)

elde ederiz.

Böylece, her pi(�) 2 LH \ P için


T ��!f �



p(�)
� C

mY
i=1

kfikpi(�)

sa¼glan¬r.

1
s
=

mX
i=1

1
si
>

mX
i=1

1
p� =

1
p� oldu¼gundan s < p dir. O zaman




[b; T ]j ��!f �



p(�)
�



M [b; T ]j

��!
f
�




p(�)
�



M# [b; T ]j

��!
f
�




p(�)

� C kbk�

0@


(M(���T ��!f ����)s)1=s



p(�)
+







mY
i=1

(M jfijsi)1=si






p(�)

1A
� C kbk�

mY
1

kfikpi(�)

elde ederiz, burada her fi düzgündür ve kompakt desteklidir ve buradan [b; T ]j

Lp1(�) � :::� Lp(�) dan Lp(�) ya s¬n¬rl¬bir operatöre geni̧sler.

Burada gereklili¼gi ispatlamak için Cha¤ee (2015) ve Janson (1978) taraf¬ndan uygu-

lanan teknikleri kullan¬yoruz. (�!y ) = (y01; y
0
2; :::; y

0
m) 2 Rmn, � > 0 seçeriz öyle ki

23



1
K(�!y ) ; B = B((y0); �

p
mn) yuvar¬içinde mutlak yak¬nsak bir Fourier serisi olarak

gösterilebilir.Yani �!y 2 B oldu¼gu zaman

1

K(�!y ) =
X
l

ale
ivl:(

�!y )

d¬r. i = 1; 2; :::;m olmak üzere herhangi bir Q = Q(y0; r) kübü için eyi = y0 � ry0i
�
ve

Q0i = Q(eyi; r) olsun. Herhangi bir x 2 Q ve yi 2 Q0i için �
r
(x�y1; x�y2; :::; x�ym) 2 B

oldu¼gunu görmek kolayd¬r. t(x) = sgn(b(x)� bQ0j) ile göstererek���b(x)� bQ0j ��� = t(x)��Q0j��
Z
Q0j

(b(x)� b(yj))dyj

= r�mnt(x)

Z
�mi=1Q

0
i

(b(x)� b(yj))dy

= ��mnt(x)

Z
�mi=1Q

0
i

(b(x)� b(yj))
K(x� y1; x� y2; :::; x� ym)
K( �(x�y1)

r
; �(x�y2)

r
; :::; �(x�ym)

r
)
d�!y

=
X
l

al�
�mnt(x)

Z
�mi=1Q

0
i

ei
�
r
vl:(x�y1;x�y2;:::;x�ym)

�(b(x)� b(yj))K(x� y1; x� y2; :::; x� ym)d�!y

=
X
l

al�
�mnt(x)

Z
(Rn)m

(b(x)� b(yj))K(x� y1; x� y2; :::; x� ym)

�ei �r vl:(x;x;:::;x)
mY
i=1

e�i
�
r
vil :yi�Q0id

�!y

=:
X

al�
�mn

Z
(Rn)m

(b(x)� b(yj))K(x� y1; x� y2; :::; x� ym)

�hl(x)
mY
i=1

fi(yi)d
�!y

=
X
l

al�
�mnhl(x) [b; T ]j

��!
f
�
(x)

sonucunu elde ederiz, burada

fi(yi) = e
�i �

r
vil :yi�Q0i(yi);

hl(x) = e
i �
r
vl:(x;x;:::;x)t(x)

dir. De¼gi̧sken Lebesgue uzaylar¬üzerinde [b; T ]j nin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬uygulayarak


(b� bQ0j)�Q


p(�) =





X

l

al�
�mnhl [b; T ]j

��!
f
�






p(�)
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�
X
l

al�
�mn




[b; T ]j


B(�mi=1Lpi(�);Lp(�))
mY
i=1

kfikpi(�)

� C



[b; T ]j




B(�m
i=1

Lpi(�);Lp(�))

mY
i=1




�Q0i


pi(�)
elde ederiz.

jQj � 1 oldu¼gunda uygun bir � > 0 seçebilriz öyle ki \mi=1Q0j 6= � dir, o zaman

Lemma 3.3 den dolay¬z 2 \mi=1Q0i 6= � vard¬r öyle ki

kQk�1p(�)


(b� bQ)�Q

p(�) � C 


[b; T ]j




B(�m
i=1

Lpi(�);Lp(�))

kQk�1p(�)
mY
i=1




�Q0i


pi(�)
� C




[b; T ]j



B(�m

i=1
Lpi(�);Lp(�))

jQj�
1

p(z)
+�mi=1

1
pi(z)

� C



[b; T ]j




B(�m
i=1

Lpi(�);Lp(�))

dir.

jQj > 1 oldu¼gunda benzer şekilde

kQk�1p(�)



(b� bQ0j)�Q


p(�) � C 


[b; T ]j


B(�mi=1Lpi(�);Lp(�)

elde edebiliriz.

Böylece, Lemma 3.4 den ispat tamamlanm¬̧s olur."

Ayr¬ca aşa¼g¬daki T�
��!
f
�
maksimal operatörünün bir s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬bulabiliriz, burada

T�

��!
f
�
(x) = sup

�>0

�����
Z
�m1 jx�yij

2>�2
K(x; y1;:::;ym)�

m
i=1fi(yi)dy

�����
d¬r (Tan vd. 2017).

Teorem 3.3 "T� bir maksimal Calderon-Zygmund operatörü olsun ve p(�)

�mi=1
1

pi(x)
=

1

p(x)
; x 2 Rn

eşitli¼gini sa¼glas¬n. O zaman pi(�) 2 LH \ P; i = 1; 2; :::;m için


T� ��!f �



p(�)
� C�mi=1 kfikpi(�)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Tan vd. 2017)."
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·Ispat. Grafakos ve Torres (2002) deki Teorem 3.1 den, bir T� maximal Calderon-

Zygmund operatörü için 0 < � < p� seçeriz ve her x 2 Rn için,

T�

��!
f
�
(x) � C

 
(M(

���T ��!f �����)(x))1=� + mY
i=1

Mfi(x)

!

sa¼glan¬r.

Böylece, p(�) 2 P 0 ve p+ < 1 verildi¼gi takdirde, herhangi bir s > 0; kjf jskp(�) =

kfkssp(�) ve Lemma 3.1 için




T� ��!f �



p(�)
� C

0@


M(���T ��!f �����))1=�



p(�)
+







mY
i=1

Mfi







p(�)

1A
� C

 


M(���T ��!f �����))


1=�
p(�)=�

+
mY
i=1

kMfikpi(�)

!

� C
mY
i=1

kfikpi(�)

elde ederiz. Böylece ispat tamamlan¬r.
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4. GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ DE¼G·IŞKENÜSLÜMORREYUZAYLARINDA

CALDERON-ZYGMUNDMULT·IL·INEERKOMÜTATÖROPERATÖR-

LER·I

Bu bölümde
�!
b = (b1; :::; bm) ve bi 2 BMO; i = 1; :::;m olmak üzere T�!

b
Calderon-

Zygmund multilineer komütatör operatörü için lokal Guliyev eşitsizli¼ginin zay¬f ve

kuvvetli biçimleri ispat edildikten sonra T�!
b
Calderon-Zygmund multilineer komü-

tatör operatörünün Mp(�);'1 genelleştirilmi̧s de¼gi̧sken üslü Morrey uzay¬ndan di¼ger

bir Mp(�);'2 ye s¬n¬rl¬l¬¼g¬ispat edilecektir.

Tan¬m 4.1 1 � j � m için
�!
b = (b1; :::; bm) ve bj ler lokal integrallenebilir fonksiy-

onlar olsun. O zaman T�!
b
Calderon-Zygmund operatörlerinin multilineer komütatörleri

T�!
b
f(x) =

Z
Rn
�mj=1 [bj(x)� bj(y)]K(x; y)f(y)dy (4.1)

ile tan¬mlan¬r, burada K(x; y) Calderon-Zygmund çekirde¼gi ve

Tf(x) =

Z
Rn
K(x; y)f(y)dy

Calderon-Zygmund singüler integral operatörüdür. Yani, her farkl¬x; y 2 Rn ve

2 jx� zj < jx� yj olan her z için, öyle pozitif C ve 
 sabitleri vard¬r ki,

(i) jK(x; y)j � C jx� yj�n ;

(ii) jK(x; y)�K(z; y)j � C jx�zj


jx�yjn+
 ;

(iii) jK(y; x)�K(y; z)j � C jx+zj


jx�yjn+


sa¼glan¬r. m = 1 için, Coifman ve Weiss (1976) taraf¬ndan verilen klasik komütatör

elde edilir.

Tan¬m 4.2 "E¼ger i = 1; :::;m için bi = b ise o zaman
�!
b 2 BMOm olur ve

T�!
b
f(x) =

Z
Rn
[b(x)� b(y)]mK(x; y)f(y)dy

elde edilir.
�!
b = (b1; :::; bm) bir BMOm(Rn) fonksiyonu oldu¼gunda T�!b komü-

tatörünü her p 2 LH(Rn)\P (Rn) için Lp(�)(Rn) üzerinde s¬n¬rl¬bir operatör olarak
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geni̧sletebiliriz. Ayr¬ca, p(�) � 1 uç noktas¬durumunda komütatörlerin singüler in-

tegral operatörlerinden daha singüler oldu¼guna dikkat edelim. p(�) � 1 uç noktas¬

durumu için Perez and Gonzalez (2002) e başvururuz."

Lemma 4.1 q(�); q1(�); :::; qm(�) 2 P0(Rn) olsun öyle ki 1
q(�) =

1
q1(�) + ::: +

1
qm(�) dir.

O zaman

kf1:::fmkLq(�)(Rn) . kf1kLq1(�)(Rn) ::: kfmkLqm(�)(Rn)

eşitsizli¼gi herhangi fj 2 Lqj(�)(Rn) ve i = 1; :::;m için sa¼glan¬r.

Lemma 4.2 "1 < p < 1 ve
�!
b = (b1; :::; bm) 2 BMOm(Rn) olsun, o zaman bir

C > 0 sabiti vard¬r öyle kiZ
Rn

��T�!
b
f(x)

��p dx � C�mj=1 kbjkBMO

Z
Rn
jf(x)jp dx

dir (Perez and Gonzalez 2002)."

BMO fonksiyonlu komütatörler zay¬f (1,1) tip olmasa da Perez ve Trujillo-Gonzalez

(2002) taraf¬ndan tan¬t¬lan aşa¼g¬daki eşitsizlik gerçeklenir.

Lemma 4.3
�!
b = (b1; :::; bm) 2 BMOm(Rn) olsun, o zaman bir C > 0 sabiti vard¬r

öyle ki

sup
t>0

1

�
�
1
t

� ���x 2 Rn : ��T�!
b
f(x)

�� > t	�� � C sup
t>0

1

�(1
t
)

���x 2 Rn :M�(�mj=1 kbjkBMO f)(x) > t
	��

dir, burada �(t) = t lnm(e+ t) dir.

Lemma 4.4 "
�!
b = (b1; :::; bm) 2 BMOm(Rn) olsun, o zaman bir C > 0 sabiti

vard¬r öyle ki

���x 2 Rn : ��T�!
b
f(x)

�� > �	�� � C Z
Rn
�

�
�mj=1 kbjkBMO jf(x)j

�

�
dx

dir, burada �(t) = t lnm(e+ t) dir.
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Orlicz uzaylar¬nda genelleştirilmi̧s Hölder eşitsizli¼gi ve John-Nirenberg eşitsizli¼ginden

1

jBj

Z
B

jb1(x)� (b1)Bj ::: jbm(x)� (bm)Bj jg(x)j dx . �mj=1 kbjkBMO kgkL(logL)m;B;
(4.2)

elde ederiz (Polidoro and Ragusa 2001)."

Teorem 4.1 p 2 LH(Rn) \ P (Rn) olsun. O zaman k:kBMOp(:) ve k:kBMO normlar¬

eşde¼gerdir (Ho and Kwok-Pun 2016).

Bir B yuvar¬n¬n üzerinde bir f fonksiyonunun � ortalamas¬n¬n �(t) = t(1 + log+ t)

için

kfkL(logL);B = kfk�;B := inf
�
� > 0 :

1

jBj

Z
B

�

�
jf(x)j
�

�
dx � 1

�

ile tan¬mland¬¼g¬bilinmektedir.

Lemma 4.5 "
�!
b = (b1; :::; bm) 2 BMOm(Rn) olsun. O zaman bir C > 0 sabiti

vard¬r öyle ki p 2 LH(Rn) \ P (Rn) için



T�!
b
f



Lp(:)

� C�mj=1 kbjkBMO kfkLp(:)

sa¼glan¬r (Tan vd. 2017)."

H�
wg(t) :=

Z 1

t

g(s)w(s)ds; 0 < t <1

a¼g¬rl¬kl¬Hardy operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬ile ilgili aşa¼g¬daki sonuçlar¬ileride kullanaca¼g¬z,

burada w bir a¼g¬rl¬kt¬r.

Teorem 4.2 "�1; �2 ve w, (0;1) üzerinde a¼g¬rl¬klar olsun ve �1(t) orijinin bir

komşulu¼gu d¬̧s¬nda s¬n¬rl¬olsun.

sup
t>0
�2(t)H

�
wg(t) � C sup

t>0
�1(t)g(t)

29



eşitsizli¼ginin (0;1) üzerinde negatif olmayan ve azalmayan her g ve bir C > 0 için

sa¼glanmas¬için gerek ve yeter koşul

B := sup
t>0
�2(t)

Z 1

t

w(s)ds

esss<t<1 inf �1(t)
<1

olmas¬d¬r (Guliyev 2013)."

Teorem 4.3 "p 2 LH(Rn) \ P (Rn) ve ('1; '2)

Z 1

r

ess
t<s<1

inf '1(x; s)s
�p(x;s)

t�p(x;t)
dt

t
� C'2(x; r)

koşulunu sa¼glas¬n, burada C x ve r ye ba¼gl¬de¼gildir. O zaman T Calderon-Zygmund

operatörü Mp(:);'1 den Mp(:);'2 ye s¬n¬rl¬d¬r (Guliyev vd. 2010).�

Uyar¬4.1 Teorem 4.3 ün p(�) � sabit hali Akbulut vd. (2012) taraf¬ndan ve

'1(x; r) = '2(x; r) � jB(x; r)j
k�1
p hali de Almeida vd. (2008) taraf¬ndan göster-

ilmi̧stir.

Şimdi ana sonuçlar¬vermeye başlayal¬m. ·Ilk olarak, genelleştirilmi̧s de¼gi̧sken üslü

Morrey uzaylar¬üzerindeki T�!
b
multilineer komütatör operatörlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬için

ana teoremleri ispatlamakta kullanaca¼g¬m¬z temel araçlar olan iki lokal Guliyev tah-

minini verece¼giz.

Teorem 4.4 "(Lokal Guliyev eşitsizli¼gi) p 2 LH(Rn) \ P (Rn);�!b = (b1; :::; bm) 2

BMOm(Rn) ve T�!
b
, (4:1) de tan¬mlanan multilineer komütatör olsun. O zaman her-

hangi bir B = B(x0; r) ve her f 2 Lp(�)loc (Rn) için aşa¼g¬daki eşitsizlik geçerlidir

T�!
b
f



Lp(�)(B(x0;r))

� C�mj=1 kbjkBMOr�p(x0;r)

Z 1

2r

lnm
�
e+

t

r

�
kfkLp(�)(B(x0;t)) t

��p(x0;t)dt

t
(4.3)

burada C f; x0 2 Rn ve r > 0 a ba¼gl¬de¼gildir (Ekincio¼glu vd. 2021).
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·Ispat. p 2 LH(Rn)\P (Rn), �!b = (b1; :::; bm) 2 BMOm(Rn) ve f 2 Lp(�)loc (Rn) olsun.

Key� x0 2 Rn ve r > 0 için B = B(x0; r) ve f1 = f�2B , f2 = f�c
(2B)

olmak üzere

f = f1 + f2 yazal¬m. Her f 2 Lp(�)loc (Rn) için

T�!
b
f(x) := T�!

b ;0
f1(x) +

Z
Rn
�mj=1(bj(x)� bj(y))K(x; y)f2(y)dy (4.4)

yi tan¬mlayal¬m.

T�!
b ;0
komütatörü p 2 LH(Rn) \ P (Rn) olacak şekilde Lp(�)(Rn) üzerinde s¬n¬rl¬bir

lineer operatör olan komütatördür. T�!
b
f(x) tan¬m¬n¬n B yuvar¬n¬n seçimine ba¼gl¬

olmad¬¼g¬n¬kontrol etmek kolayd¬r. ·Ilk olarak T�!
b ;0
f(x) in hemen her x için iyi tan¬ml¬

oldu¼gunu ve x i içeren B nin seçiminden ba¼g¬ms¬z oldu¼gunu gösterelim. T�!
b ;0
Lemma

4.2 den dolay¬Lp(�)(Rn) üzerinde s¬n¬rl¬ve f1 2 Lp(�)(Rn) oldu¼gundan, T�!
b ;0
f1 iyi

tan¬ml¬d¬r.

Daha sonra, T�!
b
f(x) i tan¬mlayan sa¼g taraf¬n ikinci teriminin herhangi bir f 2

L
p(�)
loc (Rn) ve hemen hemen her x 2 Rn için mutlak yak¬nsak oldu¼gunu gösterece¼giz.��T�!
b
f2(x)

�� terimi için, genelli¼gi kaybetmeden m = 2 kabul edebiliriz. Böylece T�!
b
f2

operatörü dört parçaya ayr¬labilir.

T�!
b
f2(x) = (b1(x)� (b1)B)(b2(x)� (b2)B)

Z
Rn
K(x; y)f2(y)dy

+

Z
Rn
K(x; y)(b1(y)� (b1)B)(b2(y)� (b2)B)f2(y)dy

�(b1(x)� (b1)B)
Z
Rn
K(x; y)(b2(y)� (b2)B)f2(y)dy

�(b2(x)� (b2)B)
Z
Rn
K(x; y)(b1(y)� (b1)B)f2(y)dy

= I1(x) + I2(x) + I3(x) + I4(x)

Key� x 2 B ve y 2 c(2B) noktalar¬için

1

2
jx0 � yj � jx� yj �

3

2
jx0 � yj ;
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nin sa¼gland¬¼g¬kolayca görülür. O zaman her x 2 B için��T�!
b
f2(x)

�� � jI1(x)j+ jI2(x)j+ jI3(x)j+ jI4(x)j
+

Z
c(2B)

jb1(y)� (b1)Bj jb2(y)� (b2)Bj
jf(y)j
jx0 � yjn

dy

+ jb1(x)� (b1)Bj
Z
c(2B)

jb2(y)� (b2)Bj
jf(y)j
jx0 � yjn

dy

+ jb2(x)� (b2)Bj
Z
c(2B)

jb1(y)� (b1)Bj
jf(y)j
jx0 � yjn

dy

. jb1(x)� (b1)Bj jb2(x)� (b2)Bj
Z
c(2B)

jf(y)j
jx0 � yjn

dy

I1(x) i bulal¬m

jI1(x)j =
Z
c(2B)

�2i=1 jbi(y)� (bi)Bj
jf(y)j
jx0 � yjn

dy

�
Z
c(2B)

�2i=1 jbi(y)� (bi)Bj jf(y)j
Z 1

jx0�yj

dt

tn+1
dy

�
Z 1

2r

Z
2r�jx0�yj�t

�2i=1 jbi(y)� (bi)Bj jf(y)j dy
dt

tn+1

.
Z 1

2r

Z
B(x0;t)

�2i=1 jbi(y)� (bi)Bj jf(y)j dy
dt

tn+1

dir. (4.2) ye Hölder eşitsizli¼gini uygular¬z Lemma 4.1 ve Teorem 4.1 den şunu elde

ederiz:

I1(x) .
Z 1

2r



�2j=1 jbi(�) + (bi)Bj

Lp0(�)(B(x0;t) kfkLp(�)(B(x0;t)) dttn+1
.
Z 1

2r



�2j=1 ��bi(�)� (bi)B(x0;t)��

Lp0(�)(B(x0;t)) kfkLp(�)(B(x0;t)) dttn+1
+

Z 1

2r

��(b1)B(x0;t) � (b1)B�� 

b2(�)� (b2)(B(x0;t)

Lp0(�)(B(x0;t) � kfkLp(�)(B(x0;t) dttn+1
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+

Z 1

2r

��(b2)B(x0;t) � (b2)B�� 

b1(�)� (b1)B(x0;t)

Lp0(�)(B(x0;t)) � kfkLp(�)(B(x0;t)) dttn+1
+

Z 1

2r

�2j=1
��(bi)B(x0;t) � (bi)B�� k1kLp0(:)(B(x0;t) kfkLp(:)(B(x0;t)) dttn+1

.
Z 1

2r

�2j=1


bi(�)� (bi)B(x0;t)

L2p0(�)(B(x0;t)) kfkLp(�)(B(x0;t)) dttn+1

+

Z 1

2r

ln
t

r
k1kL2p0(�)(B(x0;t) kfkLp(�)(B(x0;t))

dt

tn+1

+

Z 1

2r

�2j=1
��(bi)B(x0;t) � (bi)B�� k1kL2p0(�)(B(x0;t) kfkLp(�)(B(x0;t)) dttn+1

. �2j=1 kbjkBMO

Z 1

2r

ln2(e+
t

r
) k1kLp0(�)(B(x0;t) kfkLp(�)(B(x0;t))

dt

tn+1

. �2j=1 kbjkBMO

Z 1

2r

ln2(e+
t

r
) k1kLp0(�)(B(x0;t) kfkLp(�)(B(x0;t)) t

��p(x0;t)
dt

t
:

Şimdi I2(x) i bulal¬m

jI2(x)j = jb1(x)� (b1)Bj
Z
c(2B)

jb2(y)� (b2)Bj
jx0 � yjn

jf(y)j dy

� jb1(x)� (b1)Bj
Z
c(2B)

jb2(y)� (b2)Bj jf(y)j
Z 1

jx0�yj

dt

tn+1
dy

= jb1(x)� (b1)Bj
Z 1

2r

Z
2r�jx0�yj�t

jb2(y)� (b2)Bj jf(y)j dy
dt

tn+1

� jb1(x)� (b1)Bj
Z 1

2r

Z
B(x0;t)

jb2(y)� (b2)Bj jf(y)j dy
dt

tn+1

dir. (4.2) ye Hölder eşitsizli¼gini uygular¬z ve Teorem 4.1 den şunu elde ederiz:

jI2(x)j . jb1(x)� (b1)Bj
Z 1

2r

kb2(�)� (b2)BkLp0(�)(B(x0;t)) kfkLp(�)(B(x0;t))
dt

tn+1

. jb1(x)� (b1)Bj kb2kBMO r
�p(x0r)

Z 1

2r

�
1 +

ln t

r

�
k1kLp0(�)(B(x0;t)) kfkLp(�)(B(x0;t))

dt

tn+1
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. jb1(x)� (b1)Bj kb2kBMO r
�p(x0;r)

Z 1

2r

ln(e+
t

r
) kfkLp(�)(B(x0;t)) t

��p(x0;t)
dt

t
:

Benzer şekilde, I3(x) i bulabiliriz:

jI3(x)j . jb2(x)� (b2)Bj kb1kBMO r
�p(x0;r)

Z 1

2r

ln(e+
t

r
) kfkLp(�)(B(x0;t)) t

��p(x0;t)
dt

t

Hölder eşitsizli¼gini uygulayarak, şunu elde ederiz :Z
c(2B)

jf(y)j
jx0 � yjn

dy .
Z 1

2r

kfkLp(�)(B(x0;t)) k1kLp0 (B(x0;t))
dt

tn+1

.
Z 1

2r

kfkLp(�)(B(x0;t)) k1k
�1
Lp(�)(B(x0;t))

dt

t
: (4.5)

(4.5) den de şunu elde ederiz:

jI4(x)j . �2j=1 jbi(x)� (bi)Bj
Z 1

2r

kfkLp(�)(B(x0;t) t
��p(x0;t)

dt

t
:

Dolay¬s¬yla T�!
b
f(x) in herhangi bir f 2 Lp(�)loc (Rn) ve hemen her x 2 Rn için mutlak

yak¬nsak oldu¼gu görülür. Şimdi (4.3) eşitsizli¼ginin geçerlili¼gini gösterelim.



T�!
b
f



Lp(�)(B)

�


T�!

b
f1



Lp(�)(B)

+


T�!

b
f2



Lp(�)(B)

oldu¼gu aç¬kt¬r. T�!
b
nin Lp(�) deki s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan (Lemma 4.2 ye bak¬n¬z) şu ç¬kar:



T�!
b
f1



Lp(�)(B)

�


T�!

b
f1



Lp(�)

. �mj=1 kbjkBMO kf1kLp(�)

. �mj=1 kbjkBMO kfkLp(�)(2B) :

I1(x); I2(x); I3(x) ve I4(x) için buldu¼gumuz sonuçlar¬toparlarsak, her p(�) 2 P (Rn)

için



T�!
b
f2



Lp(�)(B)

. �2j=1 kbikBMO k1kLp(�)(B)
Z 1

2r

ln2
�
e+

t

r

�
kfkLp(�)(B(x0;t)) t

��p(x0;t)
dt

t

+ kb1(�)� (b1)BkLp(�)(B)
Z 1

2r

ln

�
e+

t

r

�
kfkLp(�)(B(x0;t)) t

��p(x0;t)
dt

t
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+ kb2(:)� (b2)BkLp(�)(B)
Z 1

2r

ln

�
e+

t

r

�
kfkLp(�)(B(x0;t)) t

��p(x0;t)
dt

t

+�2j=1 kbi(�)� (bi)BkL2p(�)(B)
Z 1

2r

kfkLp(�)(B(x0;t)) t
��p(x0;t)

dt

t

olur. Öte yandan

kfkLp(�)(2B) t jBj kfkLp(�)(2B)
Z 1

2r

dt

tn+1
. jBj

Z 1

2r

kfkLp(�)(B(x0;t))
dt

tn+1

� r�p(x0;r) k1kLp0 (B)
Z 1

2r

kfkLp(�)(B(x0;t))
dt

tn+1

� r�p(x0;r)
Z 1

2r

kfkLp(�)(B(x0;t)) k1kLp0 (B(x0;t))
dt

tn+1

� r�p(x0;r)
Z 1

2r

kfkLp(�)(B(x0;t)) t
��p(x0;t)

dt

t
(4.6)

elde ederiz. Son olarak şu sonuca var¬yoruz:



T�!
b
f



Lp(�)(B)

. �mj=1 kbjkBMO kfkLp(�)(2B) +�
m
j=1 kbjkBMO r

�p(x0;r)

�
Z 1

2r

lnm
�
e+

t

r

�
kfkLp(�)(B(x0;t)) t

��p(x0;t)
dt

t
;

ve istenen eşitsizlik (4.6) dan görülür."

Teorem 4.5 "(Zay¬f lokal Guliyev eşitsizli¼gi) T�!
b
, (4.1) de tan¬mlanan multi-

lineer komütatör ve
�!
b = (b1; :::; bm) 2 BMOm(Rn) olsun. O zaman herhangi bir

B = B(x0; r) ve her f 2 Lp(�)loc (Rn) için aşa¼g¬daki eşitsizlik sa¼glan¬r

T�!
b
f



WL1(B(x0;r))

� C�mj=1 kbjkBMO t
n

Z 1

2r

lnm
�
e+

t

r

�
kfkL�(B(x0;t)

dt

tn+1
;

burada C f; x0 2 Rnve r > 0 ye ba¼gl¬de¼gildir ve �(t) = t lnm(e + t) ve kfkL� =

k�(jf j)kL1 dir (Ekincio¼glu vd. 2021).
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·Ispat. p(�) � 1 olsun. Her f 2 L1loc(Rn) için T�!b f(x) i (4.5) deki gibi tan¬mlayal¬m.

f yi önceki gibi f = f1+f2 olarak iki parçaya ay¬ral¬m, bu da T�!b ;0f(x) in hemen her

x için iyi tan¬ml¬oldu¼gunu verir, T�!
b ;0
Lemma 4.2 den dolay¬L� denWL1 e s¬n¬rl¬d¬r

ve f1 2 L�(Rn) den T�!b ;0f1 iyi tan¬ml¬d¬r. Yine, (4.5) deki T�!b f(x) in tan¬m¬nda sa¼g

taraf¬n ikinci teriminin herhangi f 2 L1loc(Rn) ve hemen her x için mutlak yak¬nsak

oldu¼gunu gösterebiliriz. O zaman



T�!
b
f



WL1(B)

�


T�!

b
f1



WL1(B)

+


T�!

b
f2



WL1(B)

olur. T�!
b
nin L�den WL1 ye s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan şu sonuç ç¬kar:



T�!
b
f1



WL1(B)

�


T�!

b
f1



WL1(Rn) . �

m
j=1 kbjkBMO kf1kL�(Rn)

. �mj=1 kbjkBMO kfkL�(2B) :

T�!
b
f2



WL1(B)

nin son terim için, genelli¼gi bozmaks¬z¬n, m = 2 kabul edelim. Homo-

jenlikten dolay¬ �
2
= kb1k = kb2k = 1 oldu¼gunu kabul etmek yeterlidir ve dolay¬s¬yla

her B = B(x0; r) için sadece���x 2 B : ��T�!
b
f2(x)

�� > 1	�� . jBjZ 1

2r

kfkL�(B(x0;t)) jB(x0; t)j
�1 dt

t

yi ispatlamam¬z gerekir. Asl¬nda, Lemma 4.3 e göre

���x 2 B : ��T�!
b
f2(x)

�� > 1	�� � sup
t>0

1

�(1
t
)

���x 2 Rn : ��T�!
b
f2(x)

�� > t	��

. sup
t>0

1

�
�
1
t

� jfx 2 B :M�(f2)(x) > tgj

= sup
t>0

1

�(1
t
)
jfx 2 B :M(�(f2))(x) > tgj

elde ederiz, burada �(t) = t lnm(e + t) dir: Herhangi bir f ve � � 0 fonksiyonu

için Z
fx2Rn:Mf(x)>tg

�(t)dx � C

t

Z
Rn
jf(x)jM�(x)dx

36



Fe¤erman-Stein maksimal eşitsizli¼gini kullan¬r¬z. Bu

jfx 2 B :M(�(f2))(x) > tgj .
1

t

Z
fx2Rn:�(f2)(x)>tg

�B(x)dx

. 1

t

Z
Rn
�(f2)(x)M(�B)(x)

eşitsizli¼gini verir. O zaman���x 2 B : ��T�!
b
f2(x)

�� > 1	�� . sup
t>0

1

�(1
t
)
jfx 2 B :M(�(f2))(x) > tgj

. sup
t>0

1

t�(1
t
)

Z
Rn
�(f2)(x)M(�B)(x)

elde ederiz."

Aşa¼g¬daki ana sonuçlar¬m¬z olan iki teoremde T�!
b
multilineer komütatör operatör-

lerinin genelleştirilmi̧s de¼gi̧sken üslü Morrey uzaylar¬üzerindeki s¬ras¬yla kuvvetli ve

zay¬f tipten s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ispat edece¼giz.

Teorem 4.6 "p 2 LH(Rn) \ P (Rn) ve ('1; '2)

Z 1

r

lnm
�
e+

t

r

� ess
t<s<1

inf '1(x; s)s
�p(x;s)

t�p(x;t)
dt

t
� C'2(x; r)

koşulunu sa¼glas¬n, burada C x ve r ye ba¼gl¬de¼gildir.
�!
b = (b1; :::; bm) 2 BMOm(Rn)

olsun. O zaman T�!
b
; Mp(�)'1 denMp(�);'2 ye s¬n¬rl¬bir operatördür. Üstelik,

T�!

b
f



Mp(�);'2 . �

m
j=1 kbjkBMO kfkMp(�);'1

sa¼glan¬r (Ekincio¼glu vd. 2021).

·Ispat. Teorem 4.2 ve Teorem 4.4 e göre

T�!
b
f



Mp(�);'2 . �

m
j=1 kbjkBMO sup

x2Rn;r>0
'2(x; r)

�1

�
Z 1

r

lnm
�
e+

t

r

�
kfkLp(�)(B(x0;t)) t

��p(x;t) dt

t
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= �mj=1 kbjkBMO sup
x2Rn;r>0

'1(x; r)
�1r��p(x;r) kfkLp(�)(B(x;r))

= �mj=1 kbjkBMO kfkMp(�);'1

elde ederiz."

Teorem 4.7 "
�!
b = (b1; :::; bm) 2 BMOm(Rn) ve ('1; '2)

Z 1

r

lnm
�
e+

t

r

� ess
t<s<1

inf '1(x; s)s
n

tn
dt

t
� C'2(x; r)

koşulunu sa¼glas¬n, burada C x ve r ye ba¼gl¬ de¼gildir. O zaman T�!
b
;M�;'1 den

WM1;'2 ye s¬n¬rl¬bir operatördür. Üstelik



T�!
b
f



WM1;'2

. �mj=1 kbjkBMO kfkM�;'1

sa¼glan¬r, burada �(t) = t lnm(e+ t) dir (Ekincio¼glu vd. 2021).

·Ispat. Teorem 4.2 ve Teorem 4.5 e göre



T�!
b
f



WM1;'2

. �mj=1 kbjkBMO sup
x2Rn;r>0

'2(x; r)
�1

�
Z 1

r

lnm
�
e+

t

r

�
kfkL�(B(x;t)) jB(x; t)j

�1 dt

t

= �mj=1 kbjkBMO sup
x2Rn;r>0

'1(x; r)
�1 jB(x; t)j�1 kfkL�(B(x;r))

= �mj=1 kbjkBMO kfkM�;'1

elde ederiz."
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