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1. GIRIiS

T bir Calderon-Zygmund singiiler operatérii ve b € BMO(R™) olsun. Coifman
ve Weiss’in (1976) iyi bilinen bir sonucu, eger T' Calderon-Zygmund operatorii ve
b € BMO(R") ise o zaman [b,T]f = T(bf ) — bT(f ) komiitatér operatoriiniin

1 < p < o0 igin LP(R™) iizerinde simirhligim belirtir.

Komiitatorler siireksiz katsayili bir ¢ok non-divergence eliptik denklemlerin ¢alis-
malarinda oldukca faydalidir (Chirenza vd. 1993, Di Fazio ve Ragusa 1993). Jason
(1978) ve Uchiyama (1978) bagimsiz olarak BM O’nun karakterizasyonunu singiiler
integral operatorlerin komiitatorleri acisindan olusturdular. Ek olarak, Chanillo
(1982) kesirli integral operatérlerin komiitatorlerini kullanarak BM O fonksiyonlarini
karakterize etmistir. Perez ve Gonzalez (2002), Chen ve Xue (2010) ile Perez ve Tor-
res (2003) multilineer komiitatorleri genellegtirdi ve agirlikli Lebesgue tahminlerini
ispatladi. Son zamanlarda, Chaffee (2015) BM O’yu noktasal ¢carpma ile gesitli bili-
neer singiiler integral operatorlerin komiitatorlerinin sinirliligi acisindan karakterize
etti. Calderon-Zygmund operatorlerinin komiitatorleri, ikinci mertebeden eliptik,
parabolik ve ultraparabolik, kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin diizenlil-

iginin incelenmesinde 6nemli rol oynar.

Klasik Morrey uzaylar: ilk olarak Morrey (1938) tarafindan ikinci dereceden elip-
tik kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin lokal davranigini incelerken ortaya
¢ikarildi. Guliyev (1994), Mizuhara (1991), Nakai (1994) M?¥(R") genellestirilmis
Morrey uzaylarim tamittilar. Degigken tislii fonksiyon uzaylar: son yillarda biiyiik ilgi
gormektedir. Bu uzaylar sadece teoride klasik fonksiyon uzaylarinin genellegtirmeleri
olarak degil, ayn1 zamanda akigkanlar dinamigi, elastisite dinamigi ve standart ol-
mayan biiyiimeli diferensiyel denklemler alanlarinda genis uygulamalara sahiptir.

R" tizerinde kompakt destekli tiim C'*° fonksiyonlarinin kiimesini D ile gosteririz.

—

f = (f1,- fm), her f; € D ve her z ¢ N*supp(f;) i¢in m-lineer Calderon-Zygmund

operatorii

(7Y@= [ K ) BT
1



ile tanimlanir, burada dy = dy;...dy,, dir. Eger baz1 1 < py, ..., p, < 00 icin
T:LP x...x LPm — [P

ise T' ye bir m-lineer Calderon-Zygmund operatorii denir. 7' bir m-lineer integral
operator ve b bir lokal integrallenebilir fonksiyon olmak tizere herhangi bir 1 < j < m

i¢in multilineer integral operatoriiniin [b, 7']; multilineer komiitatoriinii

0.7); (7) @) =07 () (@) = T(frs b f) @)

ile tanimlariz.

Yine [, (?) multilineer kesirli integral operatoriiniin [b, I,,] ; multilineer komiitatori

de

il (7))~ f, CE R e o

ile tanmimlanir, burada multilineer kesirli integral operator

AT
R(T)@= [ SR g,
@®nym (B2 |2 — yil)

ile tanimlanir.

Diger taraftan

Tf(x)= | K(x,y)f(y)dy

R”
Calderon-Zygmund singiiler integral operatorlerinin multilineer komiitatorleri

Ty o) = [ T2 by(o) = by (0)) K () )y

ile tanimlanir, burada 1 < j < m i¢in b = (b1, ..., by,) ve b; ler lokal integrallenebilir
fonksiyonlar ve K (z,y) Calderon-Zygmund cekirdegidir. m = 1 i¢in Coifman ve
Weiss (1976) tarafindan tanitilan klasik komiitator elde edilir.

Degigken iislii Lebesgue uzaylari ilk kez 1931°’de Orlicz tarafindan tanitilmigtir.
Genellestirilmis degisken iislii Morrey uzaylar1 Guliyev vd. (2010) tarafindan tanitild.

p(-)

loc

Genellestirilmig degisken iisliit Morrey uzaylar f € L; 7/ (R") olmak iizere

Hf”MP(‘),so = Sup 90(*%7“)71747917(1#) HfHLP(')(B(:E,r)) <
z€R™,r>0
2



olacak bi¢imde tiim fonksiyonlarin uzayidir, burada

HfHch)(B(z,r)) = HfXB(a:,r)HLp«)(Rn)
dir.

Tezin ikinci boliimiinde ana teoremlerin ispatlarinda kullanacagimiz temel kavram-

lara yer verilmistir.

Tezin iigiincii boliimiinde Cruz-Uribe ve Wang (2014) tarafindan gelistirilen Rubio
de Francia ekstrapolasyon teorisini kullanarak, degisken Lebesgue uzaylar tizerinde
komiitatorlerin bazi norm esitsizlikleri ele alinacaktir. Yine bu boliimde degisken
iislii Lebesgue uzaylar iizerinde ilk olarak multilineer kesirli integrallerin [b, 1,,] ; mul-
tilineer komiitatorleri ve ardindan multilineer Calderon-Zygmund singiiler integral
opeatorlerinin [b, T']; multilineer komiitatorlerine gore BM O’nun birer karakteriza-
syonu verilmistir. Soyle ki [b, [,]; nin LP10) x LP20) x ... x [P=0) den L) ya smirh
olmasi icin gerek ve yeter kosul b € BMO olmasidir. Benzer sekilde [b,T]; nin
LPO) x . x LP»0) den LPO) ya simrh olmasi icin gerek ve yeter kosul b € BMO

olmasidir.

Tezin dérdiincii boliminde b — (b1, ..., b)) ve by € BMO, i =1, ...,m olmak {izere
T+ Calderon-Zygmund multilineer komiitator operatorii igin lokal Guliyev esitsi-
zliginin zay1f ve kuvvetli bigimleri ispat edildi. Daha sonra T Calderon-Zygmund
multilineer komiitator operatoriiniin MP()#1 genellestirilmis degisken iislit Morrey
uzaymdan diger bir MP()%2  ye sinirliligl ispat edilmigtir.

Bu tez boyunca, A < B ile uygun biiyiikliiklerden bagimsiz pozitif C sabitli A < C'B
yi kastediyoruz. A < B ve B < A ise bir A = B yazariz ve A ve B egdegerdir deriz.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Lebesgue Uzaylar1

R, |z| = (321, 22)1/2 normu ile x = (2, ..., z,,) noktalarmin n-boyutlu Oklid uzay1
olsun. = € R" ve r > 0 i¢in B(z,r), yaricap1 r olan = merkezli agik yuvari belirtir.
°B(z,r), B(z,r) yuvarinin tiimleyenini ve |B(z, )|, B(z,r) nin Lebesgue dl¢iisiinii
gosterelim.

h : R" — C Lebesgue 6l¢iilebilir fonksiyon ve 0 < p < oo olmak iizere

L,(R") = h:R"HC:/!h(x)\pdx<oo

sinifina mutlak degerin p. kuvveti integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi denir.

h fonksiyonunun L, normu

" l/mmW¢x , 1<p< oo
Bl =
p

ess sup |h(z)|, p= o0
TER™

ile tanimlanir ve bu norm ile L, ye Lebesgue uzay1 denir, burada

ess sup |h(z)| =inf {\: [{z € R" : |h(x)] > A\}| =0}

TeR™
dir.
L, uzaylarmin ara kesiti bos degildir. Yani her p,q > 1 i¢in L, N L, # @ dir.

Tamim 2.1 f € LP°(R") olmak iizere Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

(Mf)(z )—SuplBl“H y)l dy

r>0 x r

ile tanimlanir. 0 < o < n olmak tizere, M, f kesirli maksimal fonksiyonu

(Mo f)(x) = sup | Blx,r)| "+ /B Wl

r>0
4



ile tamimlanir. o = 0 alindiginda Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu elde edilir.

Esdeger olarak, @ kiipleri iizerinden M, f kesirli maksimal fonksiyonu

Mo f(x) = sup—— / )l dy
03 ||+ Ja

ile tamimlanir, burada supremum kenarlar1 eksenlere paralel olan tiim () kiipleri

tizerinden alinmaktadir.

Tamim 2.2 Ayrica, M*f keskin maksimal fonksiyonu

1
# _ ~ _
M*(f)(z) Suplnf|Q|/|f —cldy Sup|Q|/Q|f(y) fal dy

Qo Q3
biciminde tamimlanir.

Tanim 2.3 (Riesz Potansiyeli) f € L} .(R") ve 0 < a < n olmak iizere I, Riesz

potansiyeli

ile tanimlanir (Stein 1970).
2.2 Degisken Uslii Lebesgue Uzaylar:

Tanim 2.4 Agk bir £ C R™ kiimesi ve 6lgiilebilir bir p(-) : £ — [1, 00) fonksiyonu
verilsin. p/(+), p'(:) = p(-)/(p(-) — 1) seklinde tanimlanan eglenik iistiir. Olgilebilir

bir E C R" alt kiimesi i¢in
p (E) =essinf {p(z) : v € E}

ve

pT(E) =esssup {p(z) : x € £}

ifadelerini tammmlayalim. Ozel olarak, p~ = p~(R") ve p* = p*(R") seklinde goster-

iriz.

Tanmim 2.5 P(FE)ile p~(E) > 1, p"(E) < oo olacak sekilde tiim p(-) : E — [1,00)
fonksiyonlarin kiimesini gosteririz. Benzer gekilde 1 < p~ < p(z) < p™ < o

olacak bigimde tiim olgiilebilir p(-) : R™ — (1,00) fonksiyonlarmn kiimesini P(R")



ile gosteririz. 0 < p~ < p(z) < pT < 0o, © € R™ olacak sekilde tiim dlgiilebilir p(-) :
R"™ — (0,00) fonksiyonlarin kiimesini P°(R") ile gosteririz. 1 < p~ < p(z) < p™ <
oo olacak gekilde tiim 6lgiilebilir p(-) : R™ — [1,00) fonksiyonlar kiimesini P(R")

ile gosteririz.

Tanim 2.6 B(X,Y), bir X Banach uzayindan bir Y Banach uzayina tiim sinirh alt
lineer operatorlerin sunfi olsun ve ||A|zx . A € B(X,Y) nin operatér normunu

gostersin. Ozel olarak, Al 53 % x5 x X7y Vi HA”B(H’LlXi,Y) olarak kisaltiyoruz.

Tamim 2.7 LPU)(E) degisken iislii Lebesgue uzay1, E iizerinde 3 & > 0 icin

[E (e £ ()" dar < oo

olacak bicimde reel degerli 6lciilebilir f fonksiyonlarinin kiimesi olarak tanimlanir.

LPO)(E) kiimesi

p(z)
HfHLp()(E):mf{)\>O/E<|f<)\$)|> dISl}

Luxemburg-Nakano normuna gore bir Banach fonksiyon uzayidir.

Tamm 2.8 Genel olarak L") (R") Lebesgue uzay1, 3= > 0 icin [, ef(2)]P™ da <

oo olacak bigimde tiim olciilebilir f fonksiyonlariin kiimesi olarak tanimlanir ve

2\ P@)
ny\p(.):inf{A>o; /n<|f(A)|) dxgl}

ile verilir. Luxemburg-Nakano nun teorisinin 6zel bir durumu olarak, LP0) kuasi-

normlu bir uzaydir. Ozel olarak, p~ > 1 oldugunda, L*®) bir Banach uzayidar.

Tiim kompakt F C R" alt kiimeleri i¢in, L} (')(R”) uzay1 Lj (')(R”) = {f olgiilebilir: f € LPO(E

loc loc

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.9 Eger p(-)

_ C
— —log(|lz —yl)’

1
_yl< =
|z y\_Z

ve

Ip(z) — p(y) , lyl > |z

| <
log || + e
saghyorsa p(-) € LH oldugunu styleriz.



Tanim 2.10 B, LP0) iizerinde Hardy-littlewood maksimal operatériiniin sinirl oldugu
p() € P lerin kiimesi olsun. Eger p(-) € PN LH ise p(-) € B oldugu iyi
bilinir. Ayrica, WB, LP()(w) iizerinde M Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin
siirh oldugu p(-) € P lerin kiimesi olsun. D. Cruz-Uribe ve L.Wang (2014) eger
p(-) € PN LH ise p(-) € WB oldugunu ispatladilar.

2.3 Morrey Uzaylar:

Tanim 2.11 1 < p < o0, 0 < X < n olmak tizere MP* = MP*(R™) Morrey uzay1

A
[fllaer = sup 772 || fllzo(Bear))
zeR™”r > 0

sonlu kuasinormlu tiim f € L} (R™) fonksiyonlarmm kiimesidir.
Not edelim ki MP°? = [P(R") ve MP™ = [*°(R") dir. Eger A < 0 yada A > n
ise bu durumda ©, R" iizerinde sifira denk tiim fonksiyonlarin kiimesi olmak iizere

MP* = 0O dir. WMPA = WMPAR?) ile de

_2
| fllwaer = sup 777 ||fHWLP(B(:Jc,r)) <0
zeR™r > 0

olacak bigimde tiim f € WL (R") fonksiyonlarimin zayif Morrey uzayim gosteririz,

loc
burada W L»(B(z, 1))

1
1w e = 1 X8l o = sup ¢ {y € B(z,r): [f(y)] > t}"

olacak bicimde 6lciilebilir f fonksiyonlarinin zayif LP uzayini gosterir.

2.4 Genellestirilmis Degisken Uslii Morrey Uzaylar1

Tanim 2.12 p € P;(R") olsun, ¢ de R"™ x (0, 00) iizerinde pozitif 6lgiilebilir fonksi-
yon olsun. Genellestirilmig MP()¥ = MP()¢(R™) degisken iislii Morrey uzay

1 fllspre = sup  (a,r) e len 1N o) By < O°
zeR™,r>0

(")

1o, (R™) fonksiyonlarimin kiimesi olarak tanimlanir, burada

normu ile tim f € L

11z By = 1 X B | oo gy
dir.



Uyar: 2.1 Genellegtirilmig degisken iisliit Morrey uzaylar1 Guliyev vd. (2010) tarafin-
dan tanitilmigtar.

(1) 0 < A < n olmak iizere p(x,r) = P o icin MPO)¢ = [POAR™) Almeida vd.
(2008) tarafindan tamtilan degigken iislii Morrey uzay elde edilir.

(2) o(z,7) = r~%en ise 0 zaman MPO¥ = LP()(R™) degisken iislii Lebesgue uza-

yidir.

2.5 BMO Uzaylar1

Tanmim 2.13 BMO(R") smurh ortalama salimmli uzay:

1
6]l = sup — / 1b(y) — ba| dy < oo
B |B| /g

seklinde tanimlanir ve ||.||, normuna sahip Banach uzay:r modulo sabitleridir, burada

supremum tiim B yuvarlarinin iizerlerinde ahmir, b € L}, (R™) ve

loc
b = / b(y)dy
1Bl Js
dir.
BMOPO)(R") uzay1

[(b(-) = bB) x5l o0
||XB||Lp<»>

101l sarorty = su
B

normlu biitiin lokal integrallenebilen f fonksiyonlarinin kiimesidir.



3. DEGISKEN USLU LEBESGUE UZAYLARINDA BAZI MULTILi-
NEER KOMUTATORLER

Bu boliimde degisken {islii Lebesgue uzaylari iizerinde ilk olarak multilineer ke-
sirli integrallerin [b, 1,]; multilineer komiitatérleri ve ardindan multilineer Calderon-
Zygmund singiiler integral opeatorlerinin [b, 7'|; multilineer komiitatorlerine gore

BMO’nun birer karakterizasyonu verilecektir.

Lemma 3.1 p;(-) € P° iis fonksiyonu verilsin, p(-) € P° yi

pi(w)’

ﬁzz L o ic12.m)

seklinde tanimlayalim. Bu durumda her f; € LP'0) ve f;e LP0) icin

pi(°)

Hfi

< CH || f:
p() =1

dir.

Lemma 3.2 p(-) € LH N P verilsin. ¢(-) € LH iis fonksiyonunu

1 1
I T
g(z) plx) n

seklinde tanimlayalim, o zaman
Mo Sy < CllF e
dir (Capone vd. 2007).

Lemma 3.3 Kabul edelim ki p(-) € LH ve 0 < p~ < p' < 0o olsun.

(1) Her |Q| < 2" kiipleri (veya yuvarlar1) ve herhangi bir x € @ i¢in,

1
Ixell,, = 1QI™

dir.



(2) Her |Q| > 1 kiipleri (veya yuvarlar1) igin,

Ixall,, ~ Q1=

olur, burada p,, = lim p(z) dir (Diening vd. 2011).

Tr—00

Lemma 3.4 Eger p(-) € LH N P bir degigken iis ise bu durumda her b € BMO
icin

1
161l = sup 7——[|(b = bo) Xal| .
G ”XQ”p(.) ” Q QHp()

saglanir. Ayrica, her b € BMO igin

||b]|, ~ sup inf
Q c

1
—F|l(b——¢c
C ||XQHP(.) H( >XQHp(.)

saglanir (Izuki vd. 2012).

Tanim 3.1 Multilineer kesirli integral operator

L) /< e <E";H|Z—f;y\>)mnn;dy

ve [b, I,]; komiitator operatérii

i, (7) 1= [, O e

ile tanimlanir.

Teorem 3.1 be L} ,0<a<mnvep;(-)e LHNP,i=1,2,...,m olsun. Ayrica

loc?

q(-) € P nin

| 1
Z e 1, zeR"”
—~pi(x) n  qx)

y1 sagladigini varsayalim. Bu durumda herhangi bir 1 < j < m igin, [b, I,]; nin
L0 s LP20) 5 x LPm() den LI0) ya siirh olmast icin gerek ve yeter kosul b € BAMO

olmasidir. Ayrica,

ol ~ | b, 7],

B(Tp, Lpi),Lr0))
dir.
10



Ispat. Teorem 3.1 i ispatlamak icin, keskin maksimal fonksiyon

- —s\ |7\ 1/7 N
M (b, 1], (1)) (@) < C ol [(M([a () ) +H )
tahminine ihtiyacimiz vardir, burada Zai —a,0<a;<n 1<s < Py, l<r<
i=1

q vei=1,2, .., ndir.
Bunu yapmak igin, f = fixoq ve f;° = f; — f} alahm. Bir @ kiipiinii sabitleyelim

ve
m

- (b(e) = bo) + (bo — by [ ] o),
bt (F) = [ = | L
(Z |z — in> -

= (b(@) = bQ)lu (F) (@) = Lalf1ss (b = bQ) 1 Fir) (@)
= (6(@) = bQ)a (T ) (@) = Lal 0 s (b = bQ) [0, e 3)(2)
La(fi2 s (5= bQ)f}°, e £33 ()
=D Lol (0= bQ)f o fr) (@)
= A — Ay — A3 — Ay

alalim, burada son toplamda her bir r; = 0 veya oo dur ve her terimde en az bir
= 0 ve r; = oo vardir.

Holder Esitsizliginden,

1 1 SN\
aémwwusG@Lw@—%rw) G@Q

<ol (31 (|1 (7)) @

1 < s; < p; oldugundan v, 8; > 1 i segebiliriz dyle ki rj3; = s; dir. Bundan dolay

r 1/r
dz)

(7))

saglanir.

1 < B; <p; dir. O zaman u > 1 vardwr &yle ki % = ﬁ— — = dir. Gergekten, 3; ve
i=1
a; yi0 < ﬁi -4 < % olacak sekilde secebiliriz. Holder esitsizligini ve multilineer

kesirli integrallerin sinirlihigimi kullanarak (Kening and Stein 1999),

IQ|/\A2 \dz—{’Q|/|[ (2, ey (b= Q) £, .. J&)(z)}udz}l/u

11



o —va) I, TTIA1,

< _
— 1
Q" T i

Y & v 8 s
<clq) “(A w—mejdw) (A ux%nanQ
/B
<11 (/ | fi(y:) dyl)

i#j

/ s\
<ol T (g [, oo™ i)

1/s;
< o, H( / | fi(ya) ™ dyz>

< C|bl, H wise L) (@)

elde ederiz.
() nun merkezini xy gosterelim, bu durumda =z € Q ve y; € (2Q)° igin |z — y;| =~
|20 — ys] saglanir. 1 < s; < oo oldugundan 1 < s < co segebiliriz Gyle ki %—i—é =1

dir. s; ve s’ tisleri ile Holder esitsizligini kullanirsak

|]Oc(ffo7"'7(b_bQ) ]wa"'afﬁzo)(x>_Ia(ffoa"'a(b_bQ) ;oaaf%o)(xo)}

Q1™ 1b(y;) — bol [ 1£: i)l ,
=1
nm—ao dyl

(®R™\2Q)™ “ o 11
Z [z0 — il

i=1

<[ 10 = 1)
— Jrm\20

(Z |20 — yz‘)
LT 155w)l -

i#]

X dy;
/(RW\QQ)ml <m )Tb(ml)zl;&] a;+1 g Y

ZWG - il

=1

n s 1/} " ..
/ ‘Q|1/ b(y;) — bql de' (/ |Q|1/ £ ()] dy,)l/sg'
rvaq (01 w0 =yl r\2Q (D721 |0 — yl)" !
12
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TT175ws)l
7]
X /(Rn\QQ)ml m n(mfl)fzi;&j a;+1 g dyz
(Z |20 — yz|)
i=1

< Coll, [ 1Moo L)% ()
i=1
olur.
Simdi A4 ele alalim. Genelligi kaybetmeden, kabul edelim ki ry = ... = r4 = 0 ve
Tgr1 = ... = 00 olsun. d + 1 < j < m oldugunda ortalama deger teoremi ve Holder

esitsizligini uygulayarak

[La(f1 ey (0= 0Q) s ooy Far) (@) = Tal ST ooey (0 = bQ) f5 oy i) (o)

QI b(y) —bal [T £iw)

d
SIRN e I K
=1

i=172Q @nagm-¢ (203l [wo — wil)rm et

_ Q1™ 1b(y;) — bol T (i)
dy; i=d+1 du;
Y ;/ (2! |Q|1/”)nm—a+1 H Y

(2l+1 \2[@)7ﬂ7d

d
< /V“
ng

) ()

fi

< C Il ] ] (Mas
i=1

elde ederiz.

1 < 5 < d oldugunda, benzer sekilde

La( 1 s (0= bQ) 77 s Fr) @) = L fT s ey (b = BQ)f s oy S (0)

F (@)

< C [oll, T[(Mos,
=1

elde ederiz.

p(-) € LH N P° oldugunda || M f|,, < C'||M# pr(.) dir. Bundan dolay1, b € BMO

o, (7)

< Ooll, | |2

ise

o<l (7

L (7))

a() = HM# b, Lal; <7>>

H(Mozisw

1=

a(’)

+ Si)l/si

q(’)
13

fi

q(’)



saglanir.

q(-) € LH(R™) oldugunu gormek kolaydir o zaman M, ( i), . Ndir, 1 <r < q
olduguna dikkat edelim. Multilineer kesirli integral operatorler icin agirlikli egitsi-
zlikler Moen (2009) tarafindan diizenlenmistir. Bundan motive olarak, agagidaki

degisken iis durumunu ele alacagiz:

L (7)],, =TI

pi(-)?

burada Zpl — 2 v eR" ve q,p; >1dir.
I, nin noktasal ahmlmm elde edeblhrlz burada Hedberg (1972) ve Welland (1975)
m tekniklerini kullanacagiz. ¢ = Zei sayisint 0 < g; < min {a;,n — «;} seklinde

i=1
sabitleyelim. O zaman her f € L}, (R") ve herhangi bir ) > z i¢in

115w Hfz‘(yz')
Iaf(:c):/Q & dy+ ' dy

" ) ®\Q)m
Ol — i)y le—ylm”a
=1

saglanir.

Bundan dolayz,

1] < / a7
Z (2—iQ\2—1Q)™

Z‘x_yz mn a

i / o H‘fz yi)l

—1 2 i— 1|Q|n nm @

C |Q|n a;—€; fz( ) O|Q|%HMaL,azfz(x)

i=1

::]3

Il
—

7

dir. Benzer sekilde,

00 H | fi (i)
<> / =l dy
i=0 (2iQ\2:-1Q)™ (Z |$ _ y'|)m”_°‘
i=1

14




m

- 1
< —1 i\Yi d—>
<Y o fg L0100

< ’Q‘? H Maﬂrsi)fi(w)
=1

olur. -
2 [[reieri@
Q| = F-——— segerek

H Ma;—c; fi(2)
i=1

<?) ‘ < HM e i)V HM%,EZfZ ()2

1 _
elde ederiz. O Z

=1

o — nr T € R ve p; > 1 oldugunda

pi()

0 (7)<

ispatlanmig olur. Genelligi kaybetmeden, [|f;[[,,; = 1 oldugunu kabul edebiliriz.
1f1l,(.y < € olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun Jer 1 F @) @ gy < C oldugunu hatur-

— ()
I, <f> (x)‘q < C oldugunu

larz (Capone vd. 2007). ¢ < oo oldugundan, [g,
ispatlamak yeterli olacaktir.

r(-): R" — [1,00) yi

seklinde tanimlayalim.

O zaman her x € R" i¢in

U 1 a—¢
2 (z)  r(z)g(z)/2 n

i=1 Di

ve

- 1 1 _a+te
2 (@) r(@a@)/2 n

im1 i
dir.
g, 0 < e <max{a,a — n} sabit tutalim &yle ki
2
@t 4]
15
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dir.
O zaman r~ > 1 dir. r(-) ve 7/(+) iislii degigken L? igin I, (?) nin noktasal kestirimi

ve Holder esitsizliginden

/.

q(z)

Ia?)(:c) de < C

m q(z)/2 m q(a:)/2
HMO&¢+E¢fi('T)] [H Maz’&fi(m)] dx
=1 i=1

RTL

a(-)/2

m a-)/2 m
< ¢ [H Mai+€¢fi] [H Mai_eifi]
= rey I ")
elde ederiz.

Simdi sag taraftaki her terimin kestirimini yapacagiz. Her birinin 1 den biiyiik

V

oldugunu varsayabiliriz, ¢iinkii aksi taktirde ispatlanacak bir sey yoktur. ( %) )

1 oldugunu gormek kolaydir, o zaman s;(x) > s; > 1 iislii fonksiyonunu segebiliriz

m
oyle kit =1,...,m ve x € R" olmak {izere Z Siéw) = ve pitc) — Siéx) = O‘i:*fi
i=1

dir. Degigken Lebesgue uzayimnin Liixemburg normunun tanimi ve Lemma 3.1 ve

1
7 (@)a(z)
2

Lemma 3.2 ye gore

qt/2 m

+/2
< 1T IMaire FIZ)
LOLICTE I

H Maﬁ-é‘ifi

i=1

A q(-)/2

= ()

m " )
<cILIse 2 <c
=1

saglanir, burada ilk esitsizlikde A > 1, \¥9@®) > \?/ 7" den dolay1

m ' (x)q(x)/2
(H Mai-l—aifi(x))
d

. g(x)/2\ "' @)
H Mai+5i fz (x)>
=1

(i:l _
/n A do = /,,L \2/a(@) *

r'(z)q(z)/2

(H Ma¢+€¢fi (Z‘))

= / n N o

ifadesi dogrudur.
16



Benzer sekilde,
a(")/2

[H Mai—aifi] S C
= ")
elde edebiliriz.

Dolayisiyla,
—_— T 1/7“ —_— T 1/T m
H(M DY == =TTz
a() 1)/ i=1
saglanir.
Daha sonra, ¢;(x) > 1 segebiliriz dyle ki ﬁ = Z qi%x) ve qigx) = pi%m) — % olur.
1

1 <4 < m olmak iizere qi(;) 7ol (Il) ot O‘;’fi olduguna dikkat edelim. Lemma 3.1
ve Lemma 3.2 den

H(Mam f, si)l/sl H Mo, |fi* 1/sz < CH I fi pil)

i=1 i=1 =1

elde ederiz.

Bundan dolay:

pi(°)

o, (7)), < T

saglanir.

Simdi ispatin karsit kismini verecegiz. Buradaki fikir Chanillo (1982) ve Janson
(1978) dan gelmektedir.

K, () konvoliisyon ¢ekirdeginin tersi orijinden uzakta diizgiindiir. (%) = (¢/;, ¥4, ..., y,) €
R™ § > 0 segebiliriz oyle ki B = B(y",§,y/mn) dir. O zaman Shirai (2006) ile
benzer argiimanlar1 kullaniriz. B iizerinde 1 e ve B¥ D B,disinda 0 a esit olan
diizgiin kesme fonksiyonu diisiiniildiigiinde m, B yuvarinda mutlak yakinsak bir

Fourier serisi olarak temsil edilir. 5 € B oldugu zaman

~ (Z |yi|2)(mn—a)/2 _ Zaleivl.(?)
i=1 l

dir. Herhangi bir @ = Q(yo,7) igin ¢ = 1,...,m olmak iizere y; = yo — Tgl/' ve

Q) = Q(y;,r) olsun. Herhangi bir = € @ ve y; € Q) i¢in g(x — Y1, T — Y2y ey T — Ypy)
oldugunu gormek kolaydir.
17



s(x) = sgn [b(x) - bQ}] ve E = {x :b(x) — bo, # 0} yi olugturalim. O zaman
—i% i,
filys) = e x g (i)

hl(l') _ ezfvl( ""’x)8<33')

olmak iizere

b(x) = by | = s(@)(b(x) = bgy)
s()

- / (b{) = b(y:))dy

o [ =) (Z\x—yir) Y047
= e

=1

b(x) — b(y; ;
E al(g—mns(x)/ - (I’) (yj) 61%1};.(%,&..,@
(Rm)™ _
: O e — il)ymme

i=1
- —iSyiy;
x [Te ¥ xg (y)dy
=1
= b(x) — by, N
l > Je—yymme
=1

=y ala—mnhl(x)ﬁ [b, L) ; (?) (x)

saglanir.

z € F iken |h(x)| = 1 ve diger yerlerde |h;(z)| = 0 olduguna dikkat ederiz, o zaman

&= b xe
q(’)

57 hy [b, 1), (7)

5y b, 1], (7) X

qa(’) |Q|n

m HHf'L p,b
Hqu( ) Lq()

q(’)

b, 1,

_Zal5 mn g

<o,

o n j Xg!
|Q| " B(H LPi() La()) 211 *pi ()




elde ederiz.
|Q] <1 oldugunda uygun bir § > 0 segeriz dyle ki NI*, Q% # © dir, o zaman Lemma
3.3 den dolay1 z € N2, Q) # @ vardir dyle ki

-1
1Rl g

b= bapxe| , < C QY Q1T 1],

SCH[b,Ia]j ; " ="
([ ] eri.2e0)
i=1
<c||mal]| =

B(H LPi(')}L‘I('))
i=1

dir.
|@Q| > 1 oldugunda, benzer gekilde

B[ [ zrit).2a0))
=1

[Le]lweR (CREEAP) Yol (LY AP

elde ederiz.

Boylece Teorem 3.1 in ispatin1 Lemma 3.4 e gore ispatlamig olduk. m

Tanim 3.2 K(x,y1, ..., Ym), T = Y1 = ... = Ym kOsegeni diginda tanimlanmig lokal
integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Eger bazi A pozitif parametreleri ve ¢ i¢in

0<j<mve ’yj — yj| < 1/202}%); ly; — yk| oldugunda,

A

|K(y07 7ym)| S mn
(EZ,LZ:O Y — yl|)

ve .
Aly; — 5|
(22?1:0 [Ye — w1

‘K(y(b e Yy, --'7ym) - K(y07 "'ay;'a 7ym)‘ < |)mn+a

ise K bir m — lineer Calderon-Zygmund cekirdegidir.

Tamim 3.3 Her f; € D ve her x ¢ N"supp(f;) icin

(7Y@= [ K ) BT
19



olsun, burada dy = dy;...dy,, dir. Eger bazi 1 < pq, ..., pm < 00 icin

T:L x...x [P — [P

ise T ye bir m-lineer Calderon-Zygmund operatorii denir, burada 1—1) = Z z% dir.
i=1
Eger K(z,y1,...,Ym), K(x — y1, ..., — yy,) bigiminde ise o zaman T operatoriiniin

konvoliisyon tipli oldugunu soyleriz.

Tanim 3.4 Herhangi bir 1 < 5 < m ic¢in multilineer integral operatoriiniin komii-

tatoriini
0.7); (7) @) =07 () (@) = T(frs b f) @)

ile tanimlariz, burada b lokal bir integrallenebilir fonksiyondur ve T bir m-lineer

integral operatordiir.

Teorem 3.2 "Kabul edelimkib € L, p;(-) € LHNP,i=1,2,....m ve T bir kon-
voliisyon tipli m—lineer Calderon-Zygmund operatorii olsun 6yle ki K (Ayq, ..., A\ypm) =
AT K (Y1, e, Ym) dir. Ayrica (R™)™ deki bir B yuvarn i¢in + mn Fourier serisinin
mutlak yakinsak oldugunu kabul edelim. ¢ (-)

E;LL:L<1, r e R"

pi(z)  p(x)

yi saglasin.

Herhangi bir 1 < j < m igin [b, 77; nin, L0 x LP20) x x LPm() den LPO) ye siirh

bir operator olmasi icin gerek ve yeter kosul b € BMO olmasidir. Ayrica,

I, ~ | .77,

B, Lri) Lp())

dir (Tan vd. 2017).
ispat. Ik olarak % = Zsi <lvel <s; <p; ilei =12 ..,n olmak tizere

i
=1

asagidaki keskin maksimal tahmin

()

oz ()[04 + TT01 15

=1

M ([b, T, <7>> (z) <o,

yi elde edecegiz.
20



f) = fixaq ve f7° = f; — f} olarak gosterelim. Bir @ kiipiinii sabitleyelim ve
.71, (7) (@) = /( o [0 =)+ (b = b [] ) K (2 )T
i=1

= (b(2) = bQ) T (F ) (2) = T (fus s (b= bQ) fys s fi) (@)
= 0(@) = bQ) T (F) (@) = T (1, (b= bQ) [0, 15) ()
T (3, (b= bg) [,y £2) ()
DT (s (0= bQ) S S17) ()
=Dy — By — B3 — B,

diyelim son toplamda her r; = 0 veya co ve her terimde en az bir r, = 0 ve r,, = co
dir.
Holder esitsizliginden dolay:

i el < (i [ o)~ bl ) ¢ (@ [l ()

<l (wr (7)) @

R 1/s
) dz)

saglanir.
m

1 < u,q ve q; < oo secelim oyle ki ug; = s; ve % = qu dir. Boylece Holder

i=1
esitsizligini ve 7' nin simirlihgim (Grafakos and Torres 2002) uygulayarak,

ﬁ/d&(z)ldz’ < (ﬁ/@ﬁ(ﬁ),...,(b—b@) 0 f0) (z)}qdz)l/q

<o (H Hfﬂ!q,) 16— b0) 21,
it

D
<|Q[ = (H ||fz

i#]

ij4x/ﬁQquu

6=l

< Cjoll, H (1fil)*) = ()

elde ederiz.
21



Simdi @ yu @ = Q(z0,1(Q)) olarak gosterelim. Eger y; ¢ 4,/n@Q ise o zaman
herhangi bir x € @ i¢in

1
|# = @o| < 5 max |z —

dir. K cekirdeginin diizgiinliigiinden

By() — By(ao)| < /( oV @) = K o)l 040) = bl T 157001 4

Alr —x
S/( | O‘nera ‘b y] bQ‘H‘fOO Yi |dy
(Z|x_yz>

< 0/ 1(Q)m |(b— bfjgj(yj)’dyj
R™\4y/nQ |z — ;[

(@)™ |fi(ys)] ‘
" zl_I/R - yz‘|n+% %

mavnQ T

sz l/sz )

< Cpl, H (I£:l)

sonucuna variriz.
Simdi B, ii diigiinelim. Burada (4,/nQ)'x (R"\4,/nQ)™~! = R, yazabiliriz. Genelligi
kaybetmeden, r, = ... = r; = 0 ve 41 = ... = r,,, = 0o varsayabiliriz. 1 < j <

oldugunda K nin 6l¢ii gosteriminden

1
@/Q {T (f{)’ Y (b - bQ) JQ’ "'7flo7flo—&<—)17 st fﬁf)‘ (Z) dz

= ﬁ/ B G) B - (0y) = o) (0S5 W) J32 ()| dy

A|f1 ?Jl (y] _bQHf y] “fzof1<yl+1)||f%o(ym)|
dyd
\@r/ /R Y

(; |2 — yi|>nm

l

b(y;) — bol 15wl dy; [
i=1(i#j5)

;
SCE "“y’“j’nl dyi)d

heit1 VR\VAQ |2 — i |”

<& [ |
Q1 Jg [4vnQ| Jiymg

| fi(yi)| dy;
\4\/_Q| 470

< Clbll, H (1)) % ()
22



oldugu sonucuna variriz.

Benzer sekilde, [ +1 < j < m oldugunda

1
@/Q‘T(.ﬂ)y-..,(b—bQ)f]Q,...>f107flo—:17-..,f::lo)‘( dz < C||b]], H (1)) ()

elde ederiz.

0 <d < 1/m ve her x € R" igin M#(T<f> ) < CHMfl oldugunu goriiriiz
(Perez and Torres 2003), burada her bir f; diizgiin ve kompakt desteklidir ve p(-) €
LH N P° oldugunda |[Mf|,, < C HM#f”p(.) (Cruz-Uribe vd. 2006) dur.
Daha sonra Lemma 3.1 e bagvurarak,

I~ (%)

< pur (7)

o S P ()

p() ()

<C

pi(°)

H Mf;

< CH | fi
A

p(+)

elde ederiz.

Boylece, her p;(-) € LH N P igin

2 (7)., =TT

glamr
m m
é > Z p% = -L oldugundan s < p dir. O zaman
=1 =1

H 5,7 (7>> ()

< ool | | (7)

= HM[b’ T <7> ()

< o+, (7)

(")

[Tariny

=1

s\1/s
+
") p()

p()

pi(-)

<Clpl, [T
1

elde ederiz, burada her f; diizgiindiir ve kompakt desteklidir ve buradan [b, T i
L0 x .. x LPO) dan LP0) ya smirl bir operatore genisler.
Burada gerekliligi ispatlamak i¢in Chaffee (2015) ve Janson (1978) tarafindan uygu-

lanan teknikleri kullantyoruz. (%) = (y},%5, .., %,,) € R™ § > 0 seceriz oyle ki
23



(y), B = B((y'),0y/mn) yuvar icinde mutlak yakinsak bir Fourier serisi olarak

gosterilebilir. Yani 3 € B oldugu zaman

1 RPN
72 iv.(Y)
~ = ae
K(y) 4

dir. i =1,2,...,m olmak iizere herhangi bir Q = Q(yo,r) kiibii i¢in y; = yo — % ve

Q) = Q(y;, r) olsun. Herhangi bir z € Q ve y; € Q) igin g(x—yl,a:—yg, ey T—Ym) € B
oldugunu gérmek kolaydir. ¢(z) = sgn(b(z) — bg;) ile gostererek

t(z)

‘Q, | " (b(x) — b(yj>)dyj

‘b(m) bo:| =

=) [ 0l ~ by

_ c—mn K(x_ylwx_y%"'a — Ym ) —
< t(x)/le,a)(x) a b(yj))K(a(x—yn, o—ps)  Sa= ym>)d?/

r T s

X (b(x) — b(y;)K(x —y1, 0 — Y2, ..., T — Y)Y

=Y as @) [ (@) - M) K = g~ )

(Rr)m

XGZTUZ He—z ol yZX dy

=3 a5 / (b(x) = by, K (& = 41,7 ~ You s T — )

(Rn)m

m

xhy(x) Hfi(yi)d7

i=1
ﬁ
= X ad @) BT, (7) @
sonucunu elde ederiz, burada
—i8t. ;
filyi) = €71 X Qi g,
hl(CE) _ ezrvl (z,,.. ac)t(x)

dir. Degisken Lebesgue uzaylar iizerinde [b, T'] ; hin sinirliligimi uygulayarak

sl = [, (7
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[, ]

pi(-)

J

< Z al5—mn
l

m
B(HglLPi(')7Lp(.)) E ||f7,

m

H HXQ;

B(H;?;ILPZ‘(‘) Lp()y =1

<cfpn)

pi(")

elde ederiz.

|Q < 1 oldugunda uygun bir § > 0 segebilriz oyle ki N2,Q # © dir, o zaman
Lemma 3.3 den dolay1 z € N7, Q% # @ vardir 6yle ki

1QI¢ 1[0 = ba)xgll,y < € H[b, 7,

-1
HQHp(.) | | HXQ;
) i=1 pi)

B(n;gleC),LpC)

<c||w, QI

B(H?;lLPi(‘),LP(‘))

<cfon)

B(n;gle('),Lp(J)
dir.
|@Q| > 1 oldugunda benzer sekilde

o o=l <l

B(H;{ilLPi<')7LP(')

elde edebiliriz.
Boylece, Lemma 3.4 den ispat tamamlanmig olur." m

Ayrica agagidaki T, (?) maksimal operatoriiniin bir sinirliligini bulabiliriz, burada

7. (F) (2) = sup

6>0

dir (Tan vd. 2017).

Teorem 3.3 "7, bir maksimal Calderon-Zygmund operatérii olsun ve p(-)

1 1
= - z€eR"
pi(z)  p(v)

esitligini saglasin. O zaman p;(-) € LHN P, i =1,2,...,m igin

esitsizligi saglanir (Tan vd. 2017)."

i m
T* (f)Hp(.) S OHi:l Hfz‘Hpi(,)
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Ispat. Grafakos ve Torres (2002) deki Teorem 3.1 den, bir 7, maximal Calderon-

Zygmund operatorii icin 0 < n < p~ seceriz ve her z € R" igin,

r.(f)w=c ((M()T (7) i+ f[foas))

saglanir.
Boylece, p(-) € P° ve p™ < oo verildigi takdirde, herhangi bir s > 0, [|[f|*||,, =

1115,y Ve Lemma 3.1 icin
7. (7)
<C (HM(\T (7) ‘n))Hig/n + ﬁ ||Mfi||pi(.)>

< CH 1 fi
i=1

elde ederiz. Boylece ispat tamamlanir. m

<o e (7)o

_l’_
p(+)

H Mf,

p(") ()

pi(°)
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4. GENELLESTIRILMIiS DEGISKEN USLU MORREY UZAYLARINDA
CALDERON-ZYGMUND MULTILINEER KOMUTATOR OPERATOR-
LERI

Bu boliimde b = (b, ..., by) ve b € BMO, i = 1,...,m olmak tizere T Calderon-
Zygmund multilineer komiitator operatorii igin lokal Guliyev esitsizliginin zayif ve
kuvvetli bi¢imleri ispat edildikten sonra 7 Calderon-Zygmund multilineer komii-
tator operatoriiniin MPO)#1 genellestirilmis degisken tislit Morrey uzaymndan diger

bir MPO)#2 ye siirlihgr ispat edilecektir.

Tanim 4.1 1 < j < m igin b = (b1, ..., by,) ve b; ler lokal integrallenebilir fonksiy-

onlar olsun. O zaman 7 Calderon-Zygmund operatorlerinin multilineer komiitatorleri

Ty f(2) = / L [by(2) = bi(y)) K (2, y) £ (y)dy (4.1)

ile tanimlanir, burada K (z,y) Calderon-Zygmund ¢ekirdegi ve
Tf(x)= | K(z,y)f(y)dy
R’I’L
Calderon-Zygmund singiiler integral operatoriidiir. Yani, her farkh =,y € R" ve
2|x — z| < |x — y| olan her z i¢in, dyle pozitif C' ve v sabitleri vardir ki,
(i) [K(z,y)l <Cle—yl™;
(i) |K(z,y) - K(z,y) < Ol

(iii) | K (y, 2) — K(y, )| < CA220

|z—y|"

saglanir. m = 1 igin, Coifman ve Weiss (1976) tarafindan verilen klasik komiitator

elde edilir.
Tanim 4.2 "Eger i = 1,...,m icin b; = b ise o0 zaman b € BMO™ olur ve
Tof@) = [ bla) = b Ko 0) )iy

clde edili. b = (by,...,bn) bir BMO™(R") fonksiyonu oldugunda T komii-

tatoriinii her p € LH(R™) N P(R") igin LP*)(R") tizerinde smirl bir operator olarak
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genigletebiliriz. Ayrica, p(-) = 1 ug noktasi durumunda komiitatorlerin singiiler in-
tegral operatorlerinden daha singiiler olduguna dikkat edelim. p(-) = 1 ug noktasi

durumu i¢in Perez and Gonzalez (2002) e bagvururuz."

Lemma 4.1 q(-),q1(), ..., gn(-) € Po(R™) olsun dyle ki ﬁ = ﬁ + ...+ qm—l_) dir.

O zaman

”fl-'-meLq(-)(Rn) S Hfl”qu(-)(Rn) HmeLQm(-)(Rn)

esitsizligi herhangi f; € L%O(R") ve i = 1,...,m icin saglanr.

Lemma 4.2 "1 < p < oo ve b = (b1, ..., bm) € BMO™(R™) olsun, o zaman bir

C > 0 sabiti vardir oyle ki

| i@ do < TG b o [ 5@ da

dir (Perez and Gonzalez 2002)."

BM O fonksiyonlu komiitatorler zayif (1,1) tip olmasa da Perez ve Trujillo-Gonzalez
(2002) tarafindan tanitilan agagidaki esitsizlik gerceklenir.

Lemma 4.3 b = (b1, ..., b)) € BMO™(R™) olsun, o zaman bir C' > 0 sabiti vardir

oyle ki
1 1
Stligw H:U eR": |T3>f(:n)‘ > t}‘ < Cstli%)@ }{x eR": M‘ﬁ(l—[?‘:l 1051 garo [ () > t}|

dir, burada ¢(t) = tIn™(e + t) dir.

Lemma 4.4 "b = (b1, ...,bm) € BMO™(R™) olsun, o zaman bir C' > 0 sabiti

vardir oyle ki

[{z e R": [Ty f(a)| > A}] < C/anﬁ (H?H ||bj||§Mo|f(x)|> .

dir, burada ¢(t) = tIn™(e + t) dir.
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Orlicz uzaylarinda genellestirilmis Holder esitsizligi ve John-Nirenberg esitsizliginden

1
] /B |br(2) = (01)B] -+ [bm () = (bn) 8| l9(2)| dz S T (1650 aso 190 Lo 2y 5,
(4.2)

elde ederiz (Polidoro and Ragusa 2001)."

Teorem 4.1 p € LH(R") N P(R") olsun. O zaman ||| 5,000 Ve |||l garo normlar

esdegerdir (Ho and Kwok-Pun 2016).

Bir B yuvarmn iizerinde bir f fonksiyonunun ¢ ortalamasimim ¢(t) = (1 + log™ ¢)

| 1 f(@)]
1 logog s = I1Fllos = mf{A >0 E/qu (‘ ;> ) dr < 1}

ile tanimlandig bilinmektedir.

icin

Lemma 4.5 "b = (by,...,bm) € BMO™(R") olsun. O zaman bir C' > 0 sabiti
vardir oyle ki p € LH(R") N P(R") i¢in

HT?fHLp(J < CILy (165l pago 1 1oy
saglanir (Tan vd. 2017)."

Hg(t) := /toog(s)w(s)ds, 0<t<oo

agirhikh Hardy operatoriiniin sinirhihig ile ilgili agagidaki sonuclari ileride kullanacagz,

burada w bir agirliktir.

Teorem 4.2 "vy, vy ve w, (0,00) ilizerinde agirliklar olsun ve v4(t) orijinin bir

komgulugu diginda sinirh olsun.

sup v(t) Hyg(t) < Csupvi(t)g(t)
>0 0
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esitsizliginin (0, co) tizerinde negatif olmayan ve azalmayan her g ve bir C' > 0 i¢in

saglanmasi ic¢in gerek ve yeter kosul

B :=sup Vg(t)/ ws)ds < 00
¢

t>0 €58 5<t<oo INf g (t)

olmasidir (Guliyev 2013)."

Teorem 4.3 "p € LH(R™) N P(R") ve (¢4, ps)

s €ss inf @, (z,s)s%@ 2t

t<s<oo <
/ 7 < Ol

kosulunu saglasin, burada C' x ve r ye bagl degildir. O zaman T" Calderon-Zygmund

operatorii MPO)#1 den MPO)#2 ye simrhdir (Guliyev vd. 2010).”

Uyar:1 4.1 Teorem 4.3 iin p(-) = sabit hali Akbulut vd. (2012) tarafindan ve
o1(x, 1) = po(x,7) = ]B(a:,r)|% hali de Almeida vd. (2008) tarafindan goster-

ilmigtir.

Simdi ana sonuclar1 vermeye baslayalim. Ilk olarak, genellestirilmis degisken {islii
Morrey uzaylan tizerindeki 7 multilineer komiitator operatorlerinin simirlihgr igin
ana teoremleri ispatlamakta kullanacagimiz temel araclar olan iki lokal Guliyev tah-

minini verecegiz.

—

Teorem 4.4 "(Lokal Guliyev esitsizligi) p € LH(R") N P(R"), b = (by,...,bn) €

BMO™(R") ve T, (4.1) de tanimlanan multilineer komiitator olsun. O zaman her-

hangi bir B = B(zg, r) ve her f € LY (R") icin asagidaki esitsizlik gecerlidir

loc

o t Coapdt
" (4 1) W im0
(4.3)

”T?f”Lp(J(B(mO,T)) < CHT:l ||ijBMor9p(zovr)/

2r

burada C' f,zo € R" ve r > 0 a bagh degildir (Ekincioglu vd. 2021).
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ispat. p € LH(R")NP(R"), b = (b, ..., by) € BMO™R") ve f € L) (R") olsun.

Keyfi 29 € R" ve r > 0 i¢in B = B(xo,7) ve fi = fy,, » fo = fX&B) olmak {izere
f = fi+ fo yazahm. Her f € L} (')(R”) icin

loc

T f(x) =T o fu(z) + / 7L, (bj(2) — bi(y)) K (,y) f2(y)dy (4.4)

n

yi tanimlayalim.
T3 , komiitatort p € LH(R") N P(R") olacak sekilde LP0)(R™) iizerinde siirh bir
lineer operator olan komiitatordiir. T+ f(x) tammimin B yuvarmin segimine bagh
olmadigini kontrol etmek kolaydir. Ik olarak T?,o f(2) in hemen her z i¢in iyi tanimh
oldugunu ve x i igeren B nin se¢iminden bagimsiz oldugunu gosterelim. T?,o Lemma
4.2 den dolay1 LPO)(R") iizerinde smirh ve f; € LPO(R™) oldugundan, T?,o f1 iyi
tanimhdir.
Daha sonra, T f(z) i tamimlayan sag tarafin ikinci teriminin herhangi bir f €
Ly (fc) (R™) ve hemen hemen her x € R” igin mutlak yakinsak oldugunu gosterecegiz.
|T3> fg(x)| terimi igin, genelligi kaybetmeden m = 2 kabul edebiliriz. Boylece T fa

operatorii dort parcaya ayrilabilir.

T3 fo(x) = (bi(x) = (b1)B)(b2(2) — (b2)B) [ K(2,y)f2(y)dy

R’I’L

+ [ K(z,y)(bi(y) — (b1)B)(b2(y) — (b2)B) f2(y)dy

Rn

—(b1(2) = (b1)B) | K(z,y)(b2(y) — (b2) ) f2(y)dy

Rn

—(ba(2) = (b2)B) | K(z,y)(br(y) — (b1)s) f2(y)dy

Rn
= Ii(x) + LIx(x) + I3(x) + Ls(x)
Keyfi x € B ve y € °(2B) noktalar1 igin

1| | < |<3! |

—|zg — T — —|zg —

9 0 Yl = y_2 0 Yyl
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nin saglandig1 kolayca goriiliir. O zaman her x € B i¢in

T3 fo(@)] < 1(@)] + | B()] + To(@)] + |a(a)]

)
[ 15 = 001l ) s
Fle) = Gsl [ Tbaw) — (o)sl LD g
c(2B) |0 — ¥
ol
+[b2(2) — (b) B|/ b1(y) — (b1)5 || _y‘ndy
< lbu(@) — (b1)sl fbale) — (bo)sl | L gy

¢(2B) |z —y|"
I(x) i bulalim

_ 2 1) — (b)g] L@
@)= [T~ G0l [

dt
tn—i—l dy

~ / o T2, bi(y) — (0:) 5] 1£(v)]

|zo—y|

= dt
<[] ) - Gosllr @)y
2r 2r<|zo—y|<t

d
<[ ) - esl sl

dir. (4.2) ye Holder esitsizligini uygulariz Lemma 4.1 ve Teorem 4.1 den gunu elde

ederiz:

* dt
Il(x) S / HH§:1 |bZ() + (bi)B|HLp,(-)(B(x0,t) ||f||Lp(~>(B(xo,t)) W
2r

< AT dt
~ /2 HHJ'ZI ’bz() - (bi)B(xOvt)‘HLP'(')(B(xo,t)) ||f||LP(')(B(w07t)) fn+1

& dt
+/2 |(01) Baoy = (1) 5] [120) = (52) (B0 || 1o (Bagy * I oo Blaot) ntl
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o dt
+/2 ‘<b2)B(J»‘ot b2 } Hbl (bl) B(zo,t) HLP() B(zo,t)) ||f||Lp() B(zo,t)) t”+1

r

> dt
+/2 H§:1 (bi)B(zo,t) - (bi)B‘ ||1||Lp’(-)(B(a:0,t) ”f“LP(-)(B(xO,t)) e+l

T

o dt
S, / H?:1 ||bz() - (bi)B(mo,t)Hsz’(-)(B(gg07t)) HfHLP(-)(B(xO,t)) W

<ot dt
+ ) In ; ||1||L21°’(~)(B(:co,t) ||f”LP(-)(B(;r0,t)) W

r

& dt
+/ I3 |(b1) Blaosy — (b1)B| 2] £2r ) (B0 ) 1 206 (B2 1)) prvE]

2r

= t dt
S H?=1 ||bj||BMo/2 ln2(e + ;) ||1||Lp’(~)(B(mO,t) Hf”Lp(-)(B(xO,t)) JENSY
o t _ dt
S H32‘=1 ||bj||BMo/2 1n2(e + ;) “1||LP'(')(B(xo,t) ||f||Lp(-)(B(z0,t))t 0”““’”7‘

Simdi I5(z) i bulahm

= (o) = ol [ P01y

< Ihae) ~ (sl | Ily) ~ sl lF )] [ ey

¢(2B) |zo—y

dt
= by () — (b1)s] / / 1bo(y) — (b2)s ] |£ ()] dy—
2r<|zo—y|<t t

dt
<) =Gl [ 1lo) — Golal Sl vy
(Eot

dir. (4.2) ye Holder esitsizligini uygulariz ve Teorem 4.1 den sunu elde ederiz:

dt
[Io(2)] < [br(2) = (br) !/ 1620) = (2) 51l L) By 1 o) (320,00 Tt

* Int dt
S [b1(@) = (b1) ] b2l gpgo 77707 /2 (1 r > I 2o By 1l 2o (B0 19) 1
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o

t _ dt
S In(e) = Ol Pallanior* 00 [ e+ )1y 100

2r
Benzer sekilde, I3(x) i bulabiliriz:

oo

t _ dt
1) £ 102) = B2 Il 00 | "0t 2) Ll 000

2r
Holder esitsizligini uygulayarak, sunu elde ederiz :

() > it
| By < [ 1o 1o 57

(2B) ‘xO - T

o dt
—1
S [ 18 lomtmen Mo 5 (45)

T

(4.5) den de sunu elde ederiz:

o _ dt
| La(@)] S Ty [bi) — (bz-)B\/2 11l 70"

Dolaysiyla T f(x) in herhangi bir f € Lj (')(]R”) ve hemen her x € R” i¢in mutlak

loc

yakinsak oldugu goriiliir. Simdi (4.3) egitsizliginin gegerliligini gosterelim.

HTE’fHLm-)(B) < HTE’flan(-)(B) - ”T?f?HLp(-)(B)

oldugu agiktir. 7 nin LP0) deki stmirhhigindan (Lemma 4.2 ye bakiniz) su cikar:
175 Fill ooy < N5 F1ll s S TG bsl o 1l ot

S H}nzl “bJ'HBMO HfHLP(-)(zB) .

L(x), I (x), I3(x) ve I4(x) i¢in buldugumuz sonuglar toparlarsak, her p(-) € P(R")
icin

o0

t _ dt
HTz’fanp(-)(B) STE_ 10ill paso ||1||LP(')(B)/ In? (e + ;) 11| 260 (Bao.ty) T 9’”0‘”?

2r

o0

t _
In (e + ;) HfHLP(')(B(xo,t))t 9p(z0,t>7
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o _ dt
+1ba2(.) — (bz)BHLp(»)(B)/ hl( ) £l o) (Bzo.t)) t 91”‘”“’”7

2r

dt
FIEL 1) = el | 1o €70

olur. Ote yandan

< dt dt
I lscomy ~ 1B vy | s S VBT 10 oosnen s

T

o o0 dt
<r p(zq,r) ||1||LP’(B)/2 ||f||LP(')(B($07t)) ntl

T

) 00 dt
< 7o) i ||f||Lp(.) B(zo,t) H1HLP B(zo,t)) yn+1
T

dt
< 1% [N ot S (4.6
2r

elde ederiz. Son olarak su sonuca variyoruz:

”TZ’fHLp(-)(B) S I 1051 saro 1 | oo @my + Ty (1051 saso Prizo.n)

© ! o dt
o r t

ve istenen esitsizlik (4.6) dan goriiliir." =
Teorem 4.5 "(Zayif lokal Guliyev esitsizligi) 7, (4.1) de tanimlanan multi-

lineer komiitator ve b = (b1, ..., bm) € BMO™(R"™) olsun. O zaman herhangi bir
B = B(xzg,r) ve her f € L] 3 )(R") i¢in agagidaki egitsizlik saglanir

loc

2r

HTE’fHWLI(B(xOr < CIGL, |[bill aso / In (6+ ;) 1AW 2o B oy fn+17

burada C' f, zp € R"ve r > 0 ye bagh degildir ve ¢(t) = tIn™(e +t) ve || f]|;s =

16(1fDIl,» dir (Ekincioglu vd. 2021).
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Ispat. p(-) = 1 olsun. Her f € L}, (R") igin T+ f(x) i (4.5) deki gibi tamimlayalim.

f yionceki gibi f = f1+ fo olarak iki pargaya ayiralim, bu da T3, f(z) in hemen her

2 igin iyi tanimh oldugunu verir, 77  Lemma 4.2 den dolay1 L? den WL! e smurhdir

ve fi € L*(R") den T of1 iyl tammbhdir. Yine, (4.5) deki T f(z) in tamminda sag

tarafin ikinci teriminin herhangl f € L,.(R™) ve hemen her z i¢in mutlak yakinsak

oldugunu gosterebiliriz. O zaman

HTE’fHWLl(B) < HT?ﬁ“WLl + ”T f2HWL1 (B)

olur. 77 nin L?den W L' ye smurlihigindan su sonug cikar:

HT?ﬁHWLl HT fl”WLl (Rn) ~ S Hm =1 Hb ||BMO ||f1||L¢ (R™)

S L 1051 aro 11l 2o o) -

||T€> fa HW L1(B) nin son terim igin, genelligi bozmaksizin, m = 2 kabul edelim. Homo-
jenlikten dolay1 3 = ||b1|| = ||bo|| = 1 oldugunu kabul etmek yeterlidir ve dolayisiyla
her B = B(xg,r) igin sadece

o —p dt
[{z € B:|T5 fo(a)| > 1}| S |B] i 1 ooy | Blao, )7

yi ispatlamamiz gerekir. Aslinda, Lemma 4.3 e gore

HxEB:}T—b»fQ }>1H<sup }{xER” }T fo(z ‘>t}‘

cb(

Ssup oy o € B M(R)@) > )

= sup oL )I{weB M(p(f2))(x) > t}]

elde ederiz, burada ¢(t) = tIn™(e + ) dir. Herhangi bir f ve ¢ > 0 fonksiyonu
icin
C
o(t)de < — [ | f(2)| M(z)dz
R
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Fefferman-Stein maksimal esitsizligini kullaniriz. Bu

o€ B MO(R)@) > 11 5 7 |
{zeR™:¢(f2)(x) >t}

xg(z)dx
1

<
~t

[ () ()0 () (2)

esitsizligini verir. O zaman

(o€ B: [Ty ()] > 1] Ssup s (o € B: M) (x) > 1)
< O(f2) (@) My (@)

~ sup

t>0 t¢<%) R™
elde ederiz." m
Asagidaki ana sonuglarimiz olan iki teoremde 7 multilineer komiitator operator-
lerinin genellestirilmis degisken iislii Morrey uzaylar: iizerindeki sirasiyla kuvvetli ve

zayif tipten sinirliligini ispat edecegiz.

Teorem 4.6 "p € LH(R™) N P(R™) ve (py, ¢,)

o i Op(a.s)
In™ | e+ ! e ) @ < Cypy(x,7)
. r tep(w,t) t = ¢2 )

kogulunu saglasin, burada C' x ve r ye bagh degildir. e (b1, ..., b)) € BMO™(R™)

olsun. O zaman T, M P()¢1 den MPO)2 ye sinirli bir operatordiir. Ustelik,

|75 e S T2 105l 5aso 1 agocron

saglanir (Ekincioglu vd. 2021).

Ispat. Teorem 4.2 ve Teorem 4.4 e gore

HTnyMp(%m 5 HT:l HijBMO sup 902(37»T)_1
zeR™ r>0

© t L dt
X/ In <€+ ;) Hf“LP(-)(B(zo,t))t ep(z’t)?
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=17 bl paro sup 1 (7)) [l s mamy
z€R™ r>0

= 1I3%, 1651l aso 1 | arrtren

elde ederiz." =

Teorem 4.7 "D = (by, ..., by) € BMO™(R") ve (g, 0y)

0 £\ L85 inf ¢, (z, 5)s" 4,
/ In™ (e~|— —) fees ; - < Cyy(x,r)
T r "

kogulunu saglasin, burada C' x ve r ye bagh degildir. O zaman T, M ?¢1 den

W M2 ye sinirh bir operatordiir. Ustelik

HTZ’fHWMl,«az N H?:l ”bj”BMO | f |l ago.en

saglanir, burada ¢(t) = tIn" (e + t) dir (Ekincioglu vd. 2021).
Ispat. Teorem 4.2 ve Teorem 4.5 e gore

HT?fHWMlA,<p2 S./ H‘;n:1 ||bj||BMO E%Bp>0 902(1'776)_1
T R

< m t _, dt
[ (e D) Uy 1B 0

m - -1
= 152, (151 garo H%UP ()7 |B(x, 1) 1 Lo (Beer)

z€R™,r>0

=72 {1051l gaso 11 Tasenen

elde ederiz." =
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