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ÖZET 

KAHLER MANĠFOLDLARI ARASINDA HOLOMORFĠK PROJEKTĠF 

DÖNÜġÜM 

TOMBAŞ, Şeyma  

Yüksek Lisans Tezi, 

Matematik Anabilim Dalı 

Tez Danışmanı: Doç. Dr. Lokman BİLEN 

Mayıs 2023, 43 Sayfa 

Bu tez çalışması beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmına 

ayrılarak genel literatür bilgisine yer verilmiştir. İkinci bölümde gerekli temel tanımlar 

ve kavramlar sunulmuştur. Üçüncü bölümde “Dönüşüm” kavramı tanıtılarak bir 

dönüşümün deformasyon tensörü açıklanmıştır. Dördüncü bölümde Kahler 

manifoldunun tanımı verilerek, Kähler manifoldunda konjügasyon işlemi 

açıklanmıştır. Ayrıca bu bölümde “holomorfik projektif eğri” ve “holomorfik projektif 

dönüşüm” kavramları tanıtılarak bu dönüşümün bazı geometrik özelliklerine yer 

verilmiştir. Beşinci bölüm tartışma ve sonuç kısmına ayrılarak elde edilen sonuçlar 

özetlenmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Kähler Manifoldu, Levi-Civita Konneksiyonu, Holomorfik 

Projektif Dönüşüm. 
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ABSTRACT 

HOLOMORPHICALLY PROJECTIVE MAPPINGS BETWEEN KAHLER 

MANIFOLDS 

TOMBAŞ, Şeyma  

Master‟s Thesis 

Department of Mathematics 

Thesis Adviser: Assoc.Dr. Lokman BİLEN  

May 2023,43 Pages 

This thesis is consist of five chapters. The first chapter is devoted to the 

introduction section and provide a general knowledge of literature. In the second 

chapter, the necessary basic concepts and definitions are presented. In the third 

chapter, the  concept of mapping is introduced and the deformation tensor of a map is 

explained. In the fourth chapter, the definition of Kähler manifold is given and the 

conjugation process in Kähler manifolds is explained. In addition, in this section, the 

concepts of “holomorphically projective curve” and “holomorphically projective 

transformation” are introduced and some geometric properties of this transformation 

are given. The fifth chapter is divided into the conclusion part and the obtained results 

are summarized.  

 

Keywords: Kähler Manifold, Levi-Civita Connection, Holomorphically Projective 

Mapping. 
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1. GĠRĠġ 

Friedrich Gauss and Bernhard Riemannian‟ın çalışmaları ile diferensiyel 

geometri, matematiğin yeni bir alanı olarak ortaya çıkmaya başlamıştır. Kavram olarak 

manifold kelimesini, ilk kez 1854 yılında Bernhard Riemannian, Göttingen‟deki bir 

açılış konuşmasında ifade etmiştir. Gauss “Theorema Egregium” teoremi ile bir yüzeyin 

eğriliğinin intristik bir özellik olduğunu kanıtlamıştır. Manifold teorisi de bu intristik 

özelliklere dayanmaktadır. Daha sonra Tullio Levi-Civita ve Gregorio Ricci Corbastro 

gibi matematikçiler tensör analizin gelişmesine yön vermişlerdir. Manifold kavramı ile 

ilgili önemli çalışmalar yapan bilim insanlarından biri de Hermann Klaus Hugo Weyl‟ 

dir. Weyl 1913 yılında yayınladığı “Riemann Yüzeyleri” adlı kitabında 2- boyutlu 

manifold kavramını tanımlamıştır. Manifoldların kabul gören en yaygın tanımını ise 

Hassler Whitney yapmıştır. 

 Bu tez çalışmasında Kähler manifoldları arasında holomorfik projektif 

dönüşümün bazı geometrik özellikleri incelenmiştir. 

Klasik Eliptik Kähler manifoldlarında (  
 ) holomorfik projektif dönüşümler 

konusu T. Otsuki ve Y. Tashiro tarafından tanıtıldı. (Otsuki ve Tashiro 1954) Benzer 

şekilde hiperbolik Kähler manifoldlarında (  
 ) M. Prvanovic ve parabolik Kähler 

manifoldlarında (  
 ) V. V. Vishnevskij, holomorfik projektif dönüşümleri 

tanımlamışlardır. (Prvanovi´c, 1971), (Vishnevskij, 2002) 

 Bu şekildeki benzer dönüşümlerin teorisi K. Yono tarafından (Yano, 1965) ve V. 

V. Vishnevskij, A. P. Shirokov, V. V. Shurigin tarafından da incelenmiştir. (Vishnevskij 

et al., 1985) 

 Son yıllarda holomorfik projektif dönüşüm ile ilgili birçok çalışma yapılmıştır. 

     yılında Prvanovic M. lokal product uzaylarda holomorfik projektif dönüşümleri 

çalıştı. (Prvanovi´c, 1971)      yılında Sakaguchi T. ise kompleks yapıları koruyan 

Kähler uzayları arasında holomorfik projektif dönüşümler ile ilgili çalışmalar yaptı. 

(Sakaguchi, 1974) 
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 Daha sonraki yıllarda Radulovich Zh. ve Mikeš J. konformal Kähler uzaylarının 

geodezik ve holomorfik projektif dönüşümleri ile ilgili araştırmalarda bulundular. 

(Radulovich ve Mikeš, 1993) Ardından parabolik Kähler uzaylarında holomorfik 

projektif dönüşümlerin bazı özellikleri Shiha M. tarafından çalışıldı. (Shiha,1993) 

 T-quasi semi–simetrik ve genel simetrik Kähler uzaylarında holomorfik projektif 

dönüşümlerin bazı özellikleri Haddad M. tarafından elde edildi. (Haddad, 1993) 

 Aminova A. V. ve Kalinin D. A. tarafından yapılan bazı çalışmalarda ise 

holomorfik projektif dönüşümlerin mekanik alanında çeşitli uygulamaları yapıldı. 

(Aminova ve Kalinin, 1995) Yine aynı yazarlar tarafından sabit holomorfik eğrilikli 

Kähler manifoldlarında holomorfik projektif dönüşümlerin Lie cebiri çalışıldı. 

(Aminova ve Kalinin, 1999) 

      yılında Skodova M. ve arkadaşları eş afin simetrik ve recurrent uzaylardan 

Kähler uzayları üzerine holomorfik projektif dönüşümler ile ilgili çeşitli çalışmalar 

yaptılar. (Skodov´a et al., 2005) 

      yılında Mikeš ve arkadaşları parabolik Kähler uzaylarında holomorfik 

projektif dönüşüm altında invaryant (değişmez) kalan bazı geometrik objeleri 

incelediler. (Mikeš et al., 2009) 

 Shiha M. ve Mikeš J. de holomorfik projektif flat parabolik Kähler uzayını 

tanımladılar ve bir parabolik Kahlar uzayının holomorfik projektif flat olması için gerek 

ve yeter şartı ortaya koydular. (Shiha ve Mikeš, 2006) Ayrıca yine aynı yazarlar 

tarafından Riemannian tanjant product uzaylarda da holomorfik projektif dönüşümler 

çalışıldı. (Shiha et al., 2012) 

      yılında Mikeš ve arkadaşları tarafından yayınlanan bir kitapta ise Kähler 

manifoldları arasında holomorfik projektif dönüşümler ile ilgili çeşitli çalışmalara yer 

verilerek bu konu detaylı bir şekilde ele alındı. (Mikeš, et al., 2015) 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

Kavram dizilimi bir bilimsel araştırmada çok önemli olduğu için çalışmalarda 

farklı kavramlara ve araştırma için temel oluşturan tanımlara ihtiyaç duyulmaktadır. Bu 

nedenle ihtiyaç duyduğumuz kavramlar kuramsal temeller başlığı altında ifade 

edilecektir. 

2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar 

Tanım (Hausdorff Uzay): (   ) bir topolojik uzay olsun. Her          

(     ) için           olacak şekilde          ve           açık alt 

kümeleri varsa (   ) topolojik uzayına Hausdorff Uzayı denir. 

Tanım (Homeomorfizma): (    ) ve (    ) iki topolojik uzay olsun. 

Aşağıdaki koşulları sağlayan          fonksiyonuna  (    ) ve  (    )  topolojik 

uzayları arasında bir homeomorfizma adı verilir. 

i.    birebir örten bir fonksiyondur. 

ii.   süreklidir. 

iii.      süreklidir. 

Tanım (Harita):    bir Hausdorff uzay olmak üzere herhangi bir     açık 

kümesinden      bölgesine tanımlanan 

      

Homeomorfizmine   de  -boyutlu koordinat sistemi veya harita,     açık kümesine de 

  haritasının koordinat komşuluğu veya koordinat bölgesi denir ve harita (    ) 

şeklinde gösterilir. Eğer     ise 

 (  )  (          )     

olur. Buradaki         reel sayılarına   haritasında   noktasının koordinatları denir. 

“Tanım: Eğer   Hausdorff uzayının  -boyutlu    haritalarının    bölgeleri bu 

uzayı örterse, yani   ⋃      , ( A-indisler kümesi ) ise,   ye  -boyutlu topolojik 

manifold veya sadece   -boyutlu manifold denir.” (Salimov ve Mağden, 2007) 
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“Tanım (Atlas):    bir Hausdorff uzay ve  ise,     şartını sağlayan tam sayı 

olsun. Aşağıdaki şartları sağlayan *(     )           + lokal koordinatlar 

ailesine   üzerinde    sınıfından  -boyutlu atlas adı verilir. 

i. Lokal haritaların    bölgesi  ‟yi örter, yani  ,  -boyutlu topolojik 

manifolddur. 

ii. Keyfi       için            ise 

      
      (       )       (       ) 

dönüşümü    sınıfındandır. Bu şarta bazen (      ) ve (      ) haritalarının     

uzlaşması şartı da denir.       
   dönüşümüne koordinatların dönüşümü denir. 

(  
    

 (  
 
)             ) Burada   

  (      ) haritasındaki            

noktasının koordinatları ve   
 
 ise (      ) haritasındaki   noktasının koordinatlarıdır. 

(       )    olması halinde,       
   dönüşümünün   sınıfından olduğu 

kabul edilecektir. 2 şartı,       
   dönüşümlerinin   sınıfından diffeomorfizmler 

olmasına denktir. Bu ise,      
   koordinat dönüşümünün Jacobian matrisinin 

determinantının sıfırdan farklı olması demektir.” (Salimov ve Mağden, 2007). 

“Tanım: *(      )+ ve {(      )}    sınıfından herhangi iki atlas olsun. Bu 

atlasların keyfi (      ) ve (      ) haritaları    uzlaşmış ise yani *(      )+ ve 

*(      )+ atlaslarının birleşimi    sınıfından atlas ise verilen atlaslara denk atlaslar 

denir.” (Salimov ve Mağden, 2007). 

Haritaların    uzlaşması bir denklik bağıntısıdır. Bu bağıntı    atlaslar kümesini 

denk atlasların ayrık denklik sınıflarına ayırır. 

“Tanım: Bir   Hausdorff uzayı üzerinde    atlaslarının denklik sınıfına   -

yapı denir. 

  -yapısının tüm    atlaslarının birleşiminin oluşturduğu    atlasına maksimal 

   atlas adı verilir.   üzerindeki    atlaslarının her bir denklik sınıfı, kendisinin bir 

elemanı ile ifade edilir. Yani,   -yapısı, onun keyfi    atlası yardımıyla oluşturulabilir. 
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Buradan da,   üzerindeki her bir   -yapısının bu yapıdan olan bir    atlas ile 

verilebileceği sonucu çıkar. 

  -yapıya topolojik yapı,    (   ) yapıya ise düzgün (smooth) yapı denir. 

Bundan sonra yalnız    yapılara bakılacaktır.” (Salimov ve Mağden, 2007) 

“Tanım:  , sayılabilir baza sahip Hausdorff uzay olsun. Eğer,   üzerinde  -

boyutlu    atlaslarının   -yapısı verilmişse   uzayına  -boyutlu    sınıfından 

diferensiyellenebilir manifold veya düzgün manifold denir ve    ile gösterilir.” 

(Salimov and Mağden, 2007). 

Örnek:    uzayındaki birim çemberi    ile göstersek,  -boyutlu bir 

diferensiyellenebilir manifolddur. 

Bilindiği gibi    topolojik bir uzaydır. Bir topolojik uzayın her alt kümesi asıl 

uzayın topolojisinden indirgenen topoloji ile birlikte bir topolojik uzay olduğundan     

kümesi topolojik bir uzaydır.    , Hausdorff uzayı olduğundan    de Hausdorff uzayı 

olur. 

   *(   )         + 

şeklinde yazılıp, koordinat komşuluklarını aşağıdaki gibi seçelim. 

   *(   )         + 

   *(   )         + 

   *(   )         + 

   *(   )         + 

    (       ) kümeleri açık yarım çemberlerdir. 

                dir. 

       (    )(   )    (   )    

       (    )(   )    (   )    

       (    )(   )    (   )    

       (    )(   )    (   )    
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olsun.     (       ) fonksiyonları birer homeomorfizmadır. Örneğin    için kontrol 

edelim. 

  (   )    olduğundan    fonksiyonu süreklidir. 

Her (     ) (     )     için   (     )    (     ) ise, 

      

olarak bulunur. (     ) (     )     olduğundan,   
    

    ve   
    

    dir. 

Buradan       kullanılır ve           olduğu dikkate alınırsa, 

      

olarak elde edilir. Dolayısıyla    fonksiyonu birebirdir. Şimdi   ‟ in tersini bulalım: 

  
   (    )     

dir.   
  ( )  (   ) fonksiyonu sürekli olduğundan   bir homeomorfizmadır. Benzer 

şekilde          fonksiyonları da birer homeomorfizma olur.  

Şimdi                için bağdaşma koşulunu kontrol edelim. 

        *(   )            + 

     
     (     )    (     ) 

ve 

  (     )  (   ) dir.     (     ) 

olsun. 

  (   )       .  √    /       
  ( )  (  √     ) 

bulunur. Bu durumda, 

     
  ( )    .  √    /  √      (   ) 

şeklinde elde edilir. Böylece      
   fonksiyonu (   ) aralığı üzerinden (   ) aralığı 

üzerine bir homeomorfizmadır. Bu fonksiyonunun tersi, 

     
     (     )    (     ) 

dir.     (     ) olsun. 
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  .√       /      
  ( )  (√      ) 

     
  ( )    .√      /  √      (   ) 

olarak bulunur. 

     
   fonksiyonu süreklidir ve (   ) aralığı üzerinde diferensiyellenebilirdir. O 

halde      
   homeomorfizması    sınıfındandır. Benzer şekilde, 

        *(   )            + 

     
     (     )    (     ) 

ve 

  (     )  (   )‟ dir.     (     ) 

olsun. 

  (   )      .   √    /      
  ( )  .   √    / 

bulunur. Bu durumda 

     
  ( )    .   √    /   √      (   ) 

olarak elde edilir. Dolayısıyla      
   fonksiyonu (   ) aralığından (    ) aralığı 

üzerine bir homeomorfizmadır. Bu fonksiyonun tersi, 

     
     (     )    (     ) 

dir.     (    ) olsun. 

  (   )      .√      /      
  ( )  .√      / 

bulunur. 

     
  ( )    .√      /  √      (   ) 

olarak bulunur.      
   fonksiyon süreklidir ve (   ) aralığı üzerinde 

diferansiyellenebilirdir. O halde       
   homeomorfizması     sınıfındandır.  

Benzer şekilde diğer haritaların da    bağdaştığı gösterilebilir. Böylece   , 1-boyutlu 

bir diferansiyellenebilir manifold olur. 
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2.2. Tensör Alanları 

“Tanım:    bir vektör uzayı ve   
  da onun dual uzayı olsun.  ⃗        

         vektör ve      
             kovektör değişkenlerinin  

   ( ⃗   ⃗     ⃗            ) 

reel değerli fonksiyonunu göz önüne alalım. Eğer bu fonksiyon her bir değişkene göre 

lineerlik şartını sağlıyorsa bu fonksiyona multilineer fonksiyon denir.” (Salimov ve 

Mağden, 2007). 

Mesela           olmak üzere birinci vektör değişkenine göre lineerlik şartı, 

 (  ⃗    ⃗  ⃗     ⃗            )    ( ⃗  ⃗     ⃗            ) 

                                                                                 ( ⃗  ⃗     ⃗            ) 

şeklinde gösterilebilir.  

   ( ⃗   ⃗     ⃗            )  multilineer fonksiyonuna karşılık gelen  

         ⏟        
      

         
      

 ⏟          
      

   

operatörüne   uzayında   dereceden kontravaryant,   dereceden kovaryant tensör adı 

verilir ve   
 (  ) ile gösterilir. (Bishop and Goldberg, 1968). 

        olmak üzere       sayısına tensörün valentliği, (   ) sembolüne ise 

tensörün tipi denir. (   ) tipli tensöre kontravaryant tensör, (   ) tipli tensöre ise 

kovaryant tensör denir.   manifoldu üzerindeki    sınıfından (   ) tipli tensör 

alanlarının kümesini   
 ( ) ve   deki tüm tensör alanlarının kümesini  ( ) ile 

göstereceğiz.   (  ),    
 (  ) uzayının bütün simetrik tensörlerinin alt uzayı olmak 

üzere herhangi bir     (  ) tensörünü alalım;   ⃗     için, 

 ( ⃗  ⃗)                                                                 (2.1) 

şartının sağlanması için  ⃗    oluyorsa, bu taktirde   tensörüne regüler tensör denir. 

(   ) eşitliği koordinatlarla, 

          

biçiminde yazılır. Bu eşitlik her     için sağlandığından, 
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bulunur. Bu denklem sisteminin      çözümüne sahip olması için, 

   (   )    

olması gerekir. Burada (   )    tensörüne karşılık gelen matristir.     (  ) 

tensörü regüler tensör ise   tensörüne    uzayında esas tensör adı verilir. Esas tensöre 

karşılık gelen     tensörünün tersini ( ̃  ) ile gösterelim. Bu taktirde, 

 ̃        
  

yazılır. 

“Tanım :  ,   sınıfından bir manifold ve   ( ), her     noktasındaki 

tanjant uzayı olsun.   manifoldunun her     noktasına   ( ) uzayından bir ve yalnız 

bir     vektörü karşılık getiren         vektör değerli fonksiyonuna   üzerinde bir 

vektör alanı denir.”(Salimov ve Mağden, 2007). 

“Tanım :  ,    sınıfından bir manifold ve   
 ( ), her     noktasındaki 

kovektör uzayı olsun. Her     noktasına bir ve yalnız bir      
 ( ) kovektörünü 

karşılık getiren         dönüşümüne   üzerinde bir kovektör alanı denir.” (Salimov 

ve Mağden, 2007). 

  sınıfından bir manifold   olmak üzere her     noktasındaki her bir (   ) 

tipli tensör için uygun bir   
 ( ) tensör uzayı vardır. 

‘’Tanım :  ,    sınıfından bir manifold ve   
 ( ), bir     noktasındaki 

(   ) tipli tensör uzayı olsun.   manifoldunun her     noktasına bir ve yalnız bir 

       
 ( ) tensörünü karşılık getiren        kuralına   üzerinde (   ) tipli tensör 

alanı denir.‟‟ (Bishop and Goldberg, 1968). 

Eğer         ise vektör alanı elde edilir. Yani (   ) tipli tensör alanı bir 

vektör alanıdır. 

Eğer         olursa   
 ( ) uzayının elemanları kovektör alanı olur. Eğer 

      ise her     noktasına bir skaler değer karşılık gelir. Bu yüzden  (   ) tipli 

tensör alanı reel değerli bir fonksiyondur. 
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Eğer     bölgesinde   fonksiyonu    sınıfından ise, her     için  

         
 ( ) olur. Böylece   fonksiyonunun diferensiyeli olan    operatörü (   ) tipli 

bir tensör alanıdır. 

     için    tensörü simetrik tensör ise   tensör alanına simetrik tensör alanı 

denir. Eğer her bir   noktasındaki    tensörü antisimetrik tensör ise   tensör alanına 

antisimetrik tensör alanı denir. 

  (   ) tipli tensör alanı olsun. Kovektör alanları         ve vektör alanları 

         olmak üzere 

 (               )( )      (  ( )     ( )   ( )     ( )) 

ifadesi reel değerli fonksiyon tanımlar. Özelikle    koordinatlarına göre   tensör 

alanının bileşenleri 

 
     

       (                      
) 

biçiminde reel değerli fonksiyonlardır (Bishop and Goldberg, 1968). 

   tensör alanının bileşenleri    sınıfından fonksiyonlar ise   tensör alanına    

sınıfındandır denir. 

(   ) tipli   tensör alanının    sınıfından olması için gerek ve yeter şart her 

   sınıfından         kovektör alanları ve her    sınıfından         vektör alanları 

için  (               ) fonksiyonunun    sınıfından olmasıdır. 

“Tanım :    ( )
 ( ) tensör uzayı üzerinde  

  
    ( )

 ( )      
   ( ) 

    
 ( )(                   )   * (                   )+ 

ve 

  
 ( )  ∑  (                         )
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şeklinde tanımlanan operatöre kontraksiyon operatörü denir. Böylece bir kontraksiyon 

operatörü (   ) tipli bir tensörü (       ) tipli bir tensöre taşır, yani kovaryantlık 

ve kontravaryantlık derecelerini düşürür” (Şahin, 2013). 

2.3. Tensör Diferensiyellemesi 

Tanım: Aşağıda belirtilen şartları sağlayan     ( )    ( ) dönüşümüne 

 ( ) cebirinin tensör diferensiyellemesi denir. 

i.  (     )    ( )    ( )  ani   sabit katsayılara göre lineerdir. 

ii.   tipi korur. Yani;  .  
 ( )/     

 ( ) 

iii.  (   )            , (Leibnitz kuralı) 

iv.   işlemi ile kontraksiyon işlemi yer değiştirebilir. Yani;  (  )   (  ) 

burada       ( )        dir. 

2.4. Diferensiyellenebilir Manifold Üzerinde Afin Konneksiyon 

“   Diferensiyellenebilir manifoldunun        (  ) eğrisi boyunca 

konneksiyon dahil edilmesi eğrinin noktalarına tatbik edilmiş vektörler arasında 

uygunluk oluşturma kuralıdır. Eğer   eğrisinin herhangi bir noktasındaki    vektörü    

parametresine bağlı olarak değiştikçe verilen konneksiyona göre başlangıçtaki ile uygun 

kalırsa, bu durumda bu vektör verilmiş konneksiyona göre   eğrisi boyunca paralel 

kaydırılmış olur. Eğer konneksiyon diferensiyellenebilirse, o zaman paralel kaydırmayı 

ifade eden      ( ) fonksiyonları da diferensiyellenebilir fonksiyonlar olur. Eğer 

vektörlerin paralel kaydırılması halinde lineer bağımlılık korunursa verilen 

konneksiyona afin veya lineer konneksiyon adı verilir.” (Salimov ve Mağden, 2007). 

Afin konneksiyonun invaryant tanımı aşağıdaki gibi verilir. 

Tanım 2.4.1:   manifoldu   sınıfından bir manifold olmak üzere 

          
 ( ) ve       

 ( ) olmak üzere  ( ) cebirinin,  

    
 ( )    

 ( )    
 ( ) 

işlemi, 

i.                  

ii.   (     )  (  )       (  )       
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şartlarını sağlıyorsa   dönüşümüne “afin (lineer) konneksiyon” denir. (   ) ikilisine 

ise “afin konneksiyonlu uzay” adı verilir. 

Tanım :  ,   sınıfından bir manifold ve  ,   üzerinde bir afin konneksiyon 

olsun.         
 ( ),     

 ( ),       
 ( ) olmak üzere  ( ) cebirinin, 

      ( )   ( ) 

diferensiyelleme işlemi, 

i.                  

ii.         

 

şartlarını sağlıyorsa     e   vektör alanı yönündeki kovaryant türev adı verilir. 

   
 

    ve   

   

        gösterimini kabul edelim,   ,    vektör alanına 

uygulandığında sonuç vektör alanı olduğundan, 

        
    

yazabiliriz. Bu ifadeyi yeni koordinatlarda 

            
  

    

şeklinde yazabiliriz. Buradan 

                             
  

        

    
 

   

(   )  
   

       
   (         ) 

                                                               
   

    
   

.    

    

 

   
/ 

                                  
   

    0.
 

   

   

    /
 

       

        1 

                                  
      

        

 

       
   

    
   

       
    

 4     
     

    
5

 

   
  4

    

        
 

   

    

   

    
   

 5
 

   
 

 4     
     

    
5  4

    

        
 

   

    

   

    
   

 5 
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olup her iki taraf  
    

    ile çarpılırsa, 

     
  

 
   

    

   

    

    

   
   

  
    

   

    

        
 

 

bulunur ki    
  nın        dönüşüm kuralı, 

     
  

    
    

 
  

     
    

       
  

şeklindedir. 

Şimdi               alınırsa 

         
(    )       

(    ) 

                                          .(   
 )         / 

                                          .(   
 )        

   / 

                                                      (   
     

   )   

Burada          
       alınırsa, (yani      

  alınırsa) 

(   
 )

 
     

 (   
     

   )   

             
                                                 (2.2) 

 

yazılır. Bu   vektör alanının kovaryant türevinin koordinatlarla ifadesidir. Şimdi 

    
 ( ) için kovaryant türeve bakalım.       

 ( ) ve  ( )    
 (   )   

 ( ) 

olmak üzere,  

   ( )  (   )   (   ) 

                                              (   )    ( )   (   ) 

olup           yazılırsa, 

(   )(  )     (  )   (    ) 

                                                                  
                                                 (   ) 
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şeklinde yazılır. 

Benzer şekilde (   ) tipli tensör için kovaryant türev lokal koordinatlarla, 

   
       

           
       

        ∑    
   

    
       

            ∑     

  
    

           

       
            (   ) 

 

şeklinde yazılır. (Kobayashi and Nomizu, 1963). 

Tanımdan da anlaşılacağı gibi (   ) tipli bir tensöre kovaryant türev 

uygulandığı taktirde (     ) tipinde bir tensör elde edilecektir. Sonuç olarak bir 

tensöre kovaryant türev uygulandığında tensörün kovaryantlık derecesi artar. 

2.5. Lie Türevlemesi : 

  üzerindeki (   ) koordinat sisteminde        ve         vektör alanları 

ve     
 ( ) fonksiyonu için, 

 ( )         ( )        

           ( )   (     )    (   
          

  ) 

           ( )   (     )    (             
  ) 

bulunur. Buradan, 

  ( )    ( )  (     
       

 )    

yazılır. Böylece, 

      ,   - 

biçiminde tanımlanan yeni bir vektör alanı tanımlanmış olur. Bu vektör alanının     

doğal çatısı cinsinden ifadesi, 

,   -        (     
       

 )                        (   ) 

biçiminde olur. 

Tanım: (   ) eşitliği ile tanımlanan ,   - vektör alanına   ve   vektör 

alanlarının Lie parantezi denir. 

Özel olarak      
         

     vektör alanları alınırsa  (   ) formülünden 
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[     ]    

elde edilir. Lie parantezinin, aşağıda ifade edilecek olan özelliklere sahip olduğu, (   ) 

formülü vasıtası ile gösterilebilir: 

i. ,     -  ,   -  ,   -  

ii. ,    -   ( )   ,   -   

iii. ,   -   ,   -  

iv. [  ,   -]  [  ,   -]  [  ,   -]    

 

Tanım:    diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde   vektör alanı olmak üzere 

  vektör alanı için aşağıdaki şartları sağlayan    operatörüne Lie türevi denir. 

(Kobayashi and Nomizu, 1963). 

i.   (    )                         (  ) 

ii.             
 (  ) 

iii.           

iv.     ,   - 

Burada  ,   - Lie parantezidir.     ‟nin lokal koordinatlardaki ifadesi; 

                   

biçiminde yazılır. 

Keyfi olarak alacağımız bir kovektör alanı için Lie türev formülünü bulmaya 

çalışalım. Önce     
 (  ) kovektör alanını göz önüne alalım.       

 (  ) için 

 ( )    
 (  ) olduğu açıktır.    türevinin özelliklerine göre 

  ( ( ))  (   )   (   ) 

ve buradan da 

(   )    ( ( ))   (   )   ( ( ))   (,   -)                               (   ) 

yazılır. 

Eğer,      alınırsa (   ) eşitliğinin   komşuluğundaki lokal koordinatlarla 

ifadesi 
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                                                             (   ) 

şeklinde elde edilir. 

Şimdi ise keyfi (   ) tipli   tensör alanına bakalım.     
 (  ) için 

 (         
      )    

 (  )             
 (  ) 

                                                                    
 (  ) 

olduğu açıktır. Bu takdirde   ‟in özelliklerine göre 

  . (               )/  (   )(               ) 

                                                     ∑   
   (                      ) 

                                                     ∑  (                      ) 
    

ve buradan da 

(   )(               )   . (               )/ 

                                                    ∑   
   (                      ) 

                                                    ∑  (                      ) 
    

bulunur.    türevi    (  )    
  için uygulanırsa, 

      
    .   (  )/  (     )      (    ) 

olarak bulunur. Şimdi ise Lie parantezinin özellikleri kullanılarak, 

(     )       [    ]      [       ]     [       ] 

                                                             
       

ya da (     )  (    )    bulunur. Bu değer ve (    )      
    eşitliği 

kullanılırsa, 

   
     

           
     

      ∑ (     ) 
    

       

      ∑ (     ) 
     

        
                 (   ) 
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eşitliği elde edilir. Burada    
     

     
 ile (   )

     

     
 gösterilmiştir. Özel olarak      

    ve         olduğunda (   ) eşitliğinden (   ) ve (   ) eşitlikleri elde 

edilir. 

2.6. Eğrilik ve Burulma Tensörleri: 

“  afin konneksiyonlu uzayda    (       ) diferensiyellenebilir 

fonksiyonu verilmiş olsun. Bu fonksiyonun tam diferensiyeli, yani           ifadesi 

koordinatların dönüşümü halinde invaryant kalır ve    fonksiyonu     vektörünün 

lineer fonksiyonu olur. Bu lineer fonksiyona karşılık gelen kovektörün koordinatları 

                                                              (   ) 

ile gösterilir. Bu kovektöre   fonksiyonunun gradienti,   fonksiyonuna ise bu kovektör 

alanının potansiyel fonksiyonu denir.  

Keyfi    kovektörünün herhangi bir skaler alanın gradienti olması için gerek ve yeter 

şart, 

 ,   -                                                   (    ) 

   

olmasıdır.” (Yano, 1955). 

Gradient kovektörü    nin kovaryant türevi, 

             
                                                  (    ) 

biçimindedir. (    ) denkleminde   ve   indislerine göre alterneleştirme yapılır ve 

(    ) eşitliği kullanılırsa, 

 ,   -     
                                                           (    ) 

bulunur. Burada, 

   
   ,  -

                                                          (    ) 

şeklinde belirtilmiştir. (    ) denkleminin sol kısmındaki kovaryant türev ise (   ) tipli 

bir tensör olduğundan    
  çoklukları alt indislerine göre antisimetrik olan (   ) tipli 

tensör belirtir. (    ) tensörüne    uzayının burulma tensörü denir.   manifoldundan 
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alınmış herhangi iki   ve   vektör alanı için burulma tensörünün invaryant formda 

yazılışı ise        
 ( )  için, 

  (   )          ,   -                                   (    ) 

şeklindedir. (Kobayashi and Nomizu, 1963).  

Burada ,   -,   ve   vektör alanlarının Lie parantezidir.  

Burulması sıfır olan uzaylarda, konneksiyon katsayıları simetrik olur ve bu 

uzaylara burulmasız uzay adı verilir. Yani,  

   
     

     
    

olur. Burulma tensörünün (    ) biçimindeki invaryant formu kullanılarak burulmasız 

uzaylarda, 

,   -          

olduğu görülür.  

Keyfi   vektörünün kovaryant türevi              
     şeklindedir ve 

     (   ) tipli tensördür. (   ) tipli tensörün kovaryant türevi hesaplanırsa, 

                   
         

      

   (        
   )     

 (        
   )     

      

    
         

       
         

    
       

      

bulunur. 

Son eşitliğin her iki tarafında     indislerine göre alterneleştirme işlemi 

yapılırsa, 

  ,   - 
      

             
                                   (    ) 

denklemi elde edilir. Burada, 

    
            

       
     

    
     

    
   ( ,   - 

   ,    
   - 

 ) 

yazılır. (    ) denkleminin sol tarafındaki terim ve sağ tarafındaki ikinci terim tensör 

ve    keyfi vektör olduklarından     
  ifadesi (   ) tipli tensördür. Bu tensöre   

uzayının eğrilik tensörü veya Riemannian-Christoffel tensörü denir. 
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(    ) formülüne benzer olarak aşağıdaki formüller yazılır; 

  ,   -        
           

                                                                   (    ) 

  ,   -  
 

     
      

  
      

     
 

     
     

 
                                                (    ) 

  ,   -        

        ∑     
       

    
       

            ∑      

     
    

           

            
    

       

       
       (    ) 

    ve     manifoldundan alınmış keyfi vektör alanları olmak üzere eğrilik 

tensörünün invaryant formda yazılışı ise, 

 (   )               ,   -                                 (    ) 

biçimindedir (Kobayashi and Nomizu, 1963).  

2.7. Riemannian Metriği ─ Riemannian Manifoldu 

Tanım:    manifoldu üzerinde tanımlı, 

i.  (   )   (   )          
 (  ), (simetriklik) 

ii.  (   )           
 (  ) ve  (   )       , (pozitif tanımlılık) 

şartlarını sağlayan (   ) tipli   tensör alanına Riemannian metriği denir.   Riemannian 

metriğine sahip     manifolduna Riemannian manifoldu denir. 

  ‟de *          + lokal koordinat sistemi verilmiş olsun. Bu lokal  

koordinatlara göre,  ‟nin     bileşenleri 

     (
 

   
 

 

   
)                

ile verilir    ‟ye  ‟nin kovaryant bileşenleri denir.  ‟nin    , kontravaryant bileşenleri 

     (       )               

ile tanımlanır. (Kobayashi and Nomizu, 1963). 

Tanım (Levi-Civita Konneksiyonu):   manifoldu üzerinde     tensörü 

verilmiş olsun. Bu uzayda         şartını sağlayan burulmasız tek bir    
  2

 

  
3

 
 

konneksiyonu vardır. Bu konneksiyona Riemannian konneksiyonu veya Levi-Civita 

konneksiyonu denir.         
 ( ) için Koszul formülü olarak bilinen aşağıdaki, 

  (     )   ( (   ))   ( (   ))   ( (   )) 
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                                         (  ,   -)   (  ,   -)   (  ,   -) 

denkleminde                alınırsa; 

              (        )    . (     )/    ( (     ))    . (     )/ 

                                           (   ,     -)   (   ,     -)   (   [     ])  (   
      ) 

 

                                                        

                           
                       

                                   
  

 

 
   (                 ) 

bulunur ki bu    
  fonksiyonlarına Levi-Civita konneksiyonunun katsayıları denir. 

Ayrıca Riemannian manifoldu üzerinde      şartını sağlayan 

konneksiyonlara metrik konneksiyon denir. 

Herhangi bir afin konneksiyonun eğrilik tensörünün aksine, Riemannian eğrilik 

tensörünün kontravaryant indisi indirilerek kovaryant eğrilik tensörü elde edilebilir. 

Yani, 

    
               

eşitliği geçerlidir. Benzer şekilde eğrilik tensörünün kovaryant indisleri de yükseltilerek 

kontravaryant eğrilik tensörü de elde edilebilir. Kovaryant eğrilik tensörünün aşağıdaki 

özellikleri vardır; 

i.  (  )     

ii.    (  )    

iii.             

iv.  ,   -   ,        (                   ) 

v.  ,    -    ,    (                   ) 

Tanım: Bir (   ) Riemanian manifoldunun   eğrilik tensörü özdeş olarak sıfır 

ise   ye flat manifold denir.  

 

0 0 0 
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Tanım (Ricci tensörü):     
  eğrilik tensöründe i  ile   aynı alınarak 

(kontraksiyon yapılarak) elde edilen, 

        
       

tensörüne Ricci tensörü denir (Kobayashi and Nomizu, 1963). Riemannian 

manifoldunun Ricci eğrilik tensörü simetriktir. Gerçekten 

        
                                     

           

dır.  

Tanım: Ricci eğrilik tensörünün tam kontraksiyonuna skaler eğrilik denir ve    

ile gösterilir. Yani          dır.   

Tanım: (   ) Riemanian manifoldunun konformal eğrilik tensörü 

        
 

(   )
(                           )  

 

(   )(   )
(             ) 

ile verilir.        olmak üzere (   ), Riemannian manifoldunun konformal eğrilik 

tensörü sıfır ise   manifoldu lokal konformal flat manifold olarak adlandırılır. 
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3. MATERYAL VE METOD 

3.1. DönüĢüm Teorisi 

      ̅ bir diffeomorfizm olsun.         nin koordinat komşuluğu 

ise  ( )   ̅  de  ( )   ̅  „ nin bir koordinat komşuluğudur. Yani (   )      

civarında bir harita ise  ( )   ̅ civarında ( ( )      ) haritasını seçebiliriz. Diğer 

bir değişle      ve  ( )   ( ) aynı lokal koordinatlara sahiptir. 

  ve  ̅ afin konneksiyonlu (   ) ve ( ̅  ̅) manifoldlar arasındaki 

  (   )  ( ̅  ̅) 

diffeomorfizmini göz önüne alalım. Şayet *(     )    +, (  indis kümesi)  ‟nin bir 

atlası ise   diffeomorfizminin özelliklerinden dolayı *( (  )       )    + da  ̅ 

manifoldunun bir atlası olur. 

3.2. Bir DönüĢümün Deformasyon Tensörü 

  (   )  ( ̅  ̅) dönüşümü (   ) ve ( ̅  ̅) afin konneksiyonlu manifoldlar 

arasında bir diffeomorfizm olsun. Burada  (   )    ̅       şeklinde ifade 

edilecek olan 

   ̅                                                                (   ) 

(   ) tipli tensör alanına   diffeomorfizmine göre  ̅ ve   konneksiyonlarının 

deformasyon tensörü denir. (Mikes J., et al, 2015). 

Not:  ̅ manifoldu üzerindeki konneksiyon, metrik, Riemannian tensörü, Ricci 

tensörü gibi bütün geometrik objeler üzerindeki çizgi ile   manifoldundaki 

benzerlerinden ayırt edilecektir. 

(   ) de ifade edilen   tensör alanının bileşenleri, 

   
   ̅  

     
                                                      (   ) 

şeklindedir. Eğer     ise bu durumda   dönüşümü konneksiyonu koruyan (afin) 

dönüşüm olarak adlandırılır. 

(   ) ifadesi vasıtasıyla (   ) ve ( ̅  ̅) nın Riemannian ve Ricci tensörleri arasındaki 

ilişkiyi gösterelim. 
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i.  

 ̅((   ) )   ̅ ( ̅  )   ̅ ( ̅  )   ̅,   -  

 ((   )  )    (   )    (   )   ,   -  

eşitliklerinden, 

 ̅((   ) )   ((   ) )   ̅ ( ̅  )   ̅ ( ̅  )   ̅,   -    (   ) 

   (   )   ,   -                                                      (   ) 

yazılabilir. 

Burada    
 

         
 

         
 

          yazılırsa (   )   ifadesi, 

 ̅(     )    (     )    ̅  
. ̅  

   /   ̅  
( ̅  

   )     
.   

   / 

                                                  
(   

   ) 

( ̅   
          

     )    ̅  
( ̅  

   )   ̅  
( ̅  

   )     
(   

   )     
(   

   ) 

                                         (   ̅  
 )    ̅  

  ̅  
    (   ̅  

 )    ̅  
 ( ̅  

  ) 

                                              (     
 )      

 (   
  )  (     

 )      
 (   

  ) 

                                            ( ̅  
     

 )     ( ̅  
     

 )    ̅  
  ̅  

    

         
    

     ̅  
  ̅  

       
    

    

gerekli işlemler yapılırsa, 

 ̅   
          

           
       

     
    

     
    

                                 (   ) 

olarak bulunur. (   ) eşitliği invaryant formda 

 ̅((   ) )   ((   )  )     (   )     (   ) 

   ( (   )  )   ( (   )  )      (   ) 

biçiminde yazılır. 

     (   ) eşitliğinde her iki taraf   
  ile kontraksiyon yapılırsa 

 ̅            
       

     
    

     
    

                                  (   ) 
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elde edilir. (   ) eşitliği invaryant formda 

   (   )     (   )    (     (   )     (   ) 

  ( (   )  )   ( (   )  )                                            (   ) 

şeklinde elde edilir. 

Teorem 3.2.1: (Mikes J., et al., 2015). (   ) burulmasız afin konneksiyonlu 

manifold ve ( ̅  ̅) ise  ̅ Riemannian metriğine sahip bir Riemannian manifoldu olsun. 

Bu durumda  ̅     eşitliği, 

   ̅(   )   ̅(   (   ))   ̅(   (   )) 

eşitliğine denktir. Bu eşitlik lokal koordinatlarla 

   ̅    ̅     
   ̅     

  

biçiminde gösterilir. 

Ġspat: (   ) ve ( ̅  ̅) burulmasız uzaylar olduklarından 

 ̅(   )   ̅(   )  ,   - 

 (   )   (   )  ,   - 

yazılır ve taraf tarafa çıkarılırsa 

 ̅(   )   (   )   ̅(   )   (   ) 

 (   )   (   ) 

bulunur. 

   ̅      ̅      
  ̅      

  ̅   eşitliğinde    
   ̅  

     
   değeri kullanılırsa 

   ̅      ̅   ( ̅  
     

 ) ̅    ( ̅  
     

 ) ̅   

                    ̅    ̅  
  ̅    ̅  

  ̅    ̅     
   ̅     

  

                                           ̅     ̅     
   ̅     

  

yazılır. ( ̅  ̅) Riemannian uzayı olup   ̅        olacağından 

   ̅    ̅     
   ̅     

                                                             (   ) 

olarak bulunur. Şimdi  
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 (     )   ( ̅(   ̅(   )   (   )   (   ))                        (   ) 

şeklinde (   ) tipli Q tensör alanını tanımlayalım. Q tensör alanı lokal koordinatlarda; 

    
   ̅  ( ̅  

     
     

 ) 

şeklinde yazarız. Buna göre 

    
      

   ̅  ( ̅  
     

     
 )   ̅  ( ̅  

     
     

 ) 

 ( ̅   ̅  
   ̅   ̅  

 )⏟          
       

   ( ̅     
   ̅     

 )  ( ̅     
   ̅     

 )⏟          
  

 

 ̅  ̅     olduğundan       ̅   ve  (   )  eşitliğinden        ̅   

yazılır. Buna göre 

    
      

      ̅      
  ̅      

  ̅      ̅   

     ̅      ̅   

                                                                                   (    ) 

olur. Buna göre 

 (     )   (     )                                                     (    ) 

yazılır. Ayrıca (    ) eşitliğinden  

 (     )   (     )                                                     (    ) 

yazılabilir. (    ) ifadesinden 

{

 (     )   (     )   

 (     )   (     )   
 (     )   (     )   

 

elde edilir. Bu eşitliklerin birincisi     ile çarpılıp üçü taraf tarafa toplanırsa; 

 (     )   (     )      (     )    

bulunur. Buradan (   )  eşitliğinden 

 ̅(   )   (   )   (   )    

yazılır ki  ̅     elde edilir ve ispat tamamlanmış olur. 
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3.3. Jakobi Formülü ve Voss-Weyl Formülü: 

Lemma 3.3.1:     tensörü (   ) tipli bir tensör ve      (   ) olarak 

gösterelim.     ye karşılık gelen matrisin ek matrisi   (   )      olmak üzere, 

                                                             (    ) 

yazılır. 

Burada            (   )         (   )      olarak alınırsa, Jakobi 

formülünden, 

                                                             (    ) 

yazılır.     nin tersi     olmak üzere, 

    
 

 
             

elde edilir. Son eşitlik (    ) denkleminde kullanılırsa, 

                
 

 
                                             (    ) 

sonucuna ulaşılır. Christoffel sembolünde   
  ile kontraksiyon yapılırsa, 

   
  

 

 
 ̃  (                 ) 

    
  

 

 
   (                 ) 

               
  

 

 
(                          ) 

yazılır ve gerekli indis işlemleri yapılırsa, 

   
  

 

 
         

elde edilir. (    ) formülünden, 

    
  

 

 

 

 
    

 

√ 

 

 √ 
        √    (                 )          (    ) 

olarak bulunur. (Weyl H. 1921 ). 
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4. ARAġTIRMA VE BULGULAR 

4.1. K ̈hler Manifoldu:  

  metrik tensörü ve (   ) tipli   tensör alanı ile birlikte aşağıdaki şartları 

sağlayan  -boyutlu   manifolduna K ̈hler manifoldu denir ve    ile gösterilir. 

i.         

ii.   (    )    (    )                                                                   (4.1) 

iii.        

burada      ve  ,    manifoldu üzerinde keyfi bir tanjant vektörü,   ise    

manifoldunda kovaryant türevi göstermektedir. 

Eğer; 

      ise   bir kompleks yapı olup    manifoldu eliptik K ̈hler manifoldu (  
 ) 

adını alır. 

    ise   bir product yapı olup    manifoldu hiperbolik K ̈hler manifoldu   
  adını 

alır. 

Yukarıda bahsedilen şartlar lokal koordinatları ile aşağıdaki gibi yazılır. 

i.   
   

     
   

ii.      
       

                                                                                (4.2) 

iii.     
     

burada         *       + dir. 

4.2. Konjügasyon ( Conjugation ) ĠĢlemi:  

Hesaplamalarımızı daha kolay ve düzenli yapabilmek için eliptik ve hiperbolik 

K ̈hler manifoldlarında konjügasyon işlemini aşağıdaki gibi kullanacağız. 

   ̅        
      ,        ̅        
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yukarıdaki tanım ve (4.2) eşitlikleri dikkate alındığında konjügasyon işleminin 

aşağıdaki özellikleri sağladığını gösterebiliriz. 

i.   ̿    ̅  
      

 
  

       
 

      

ii.    ̅       
        ̅      ̅  

iii.   (  ̅)    (    
 )  (    )  

    (    
 )   

   (    
 )      ̅  

iv.   ̿    ̅  
      

   
       

       

v.   ̅  ̅      
     

         
               

vi.   (  ̅)    (    
 )  (    )  

    (    
 )  

                     (    )  
      ̅  

ayrıca 

  ̅
    

   
    

  

  
 ̅    

   
    

  

  ̅
    

 ̅    
                                                     (4.3) 

olarak yazılabilir. 

Benzer şekilde  

 (    )   (    )    

şartı lokal koordinatlarda  

     
       

    

biçiminde yazıldığından, bu şartı 

   ̅    ̅                                                       (4.4) 

şeklinde yazabiliriz. 

(4.4) eşitliğinde her iki taraf   
 
 ile kontraksiyon yapılırsa 
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   ̅   

 
   

      
     ̅̅̅    

   ̅̅̅                                                            (4.5) 

olarak bulunur. 

Benzer şekilde,     ile gösterilen,   tensörünün dualinin bileşenleri de  

  ̅     ̅    

 ve       

   ̅        

eşitliklerini sağlar.  

Bu iki eşitliği elde etmek için (4.4) eşitliğinde her taraf        ile kontraksiyon yapılırsa 

  ̅     ̅    sonucuna ulaşılır ki bu son eşitlikte her taraf   
  ile kontraksiyon yapılırsa 

   ̅        sonucuna ulaşılır. 

     denklemlerinin integrallenebilme şartından     

  
     

       
     

        

yazılır. Konjügasyon işlemi ile 

    
    ̅    ̅  

                                                            (4.6) 

yazılır. Burada     
     ise Riemannian eğrilik tensörünün bileşenleridir. (4.6) eşitliğinden  

    
    ̅    ̅  

       
     

       
     

      

her iki taraf   
  ile kontraksiyon yapılırsa 

  
   

     
       

   
     

      

   
     

       ̅  
     ̅          

     
        ̅  

     ̅                                                       (4.7) 
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sonucuna ulaşılır. (4.7) eşitliğinde yapılacak gerekli indis işlemleri ile  

   ̅                                                             (4.8) 

ve son olarak 

  ̅     ̅                                                        (4.9) 

sonuçlarına ulaşılır. Burada     , Ricci tensörünün bileşenleridir. 

4.3. Holomorfik Projektif Eğri: 

   K ̈hler manifoldu üzerinde    ( ) eşitliği ile verilen bir   eğrisini göz önüne 

alalım.  ( )  
  

  
  ,  (    ) , (   )     eğrisinin tanjant vektörü olsun.   eğrisi 

boyunca paralel taşıma altında   ve    tarafından üretilen  - boyutlu dağılıma sahipse, 

yani  

     ( )   ( )                                                 (4.10) 

ise   eğrisine holomorfik projektif eğri denir. Burada  ( ) ve  ( ),    parametresinin 

fonksiyonlarıdır. Özellikle  ( )    ise, bu holomorfik projektif eğri geodezik eğri 

adını alır. Bir holomorfik projektif eğri için  ( )    şartını sağlayan bir   parametresi 

seçilebiliyorsa, bu   parametresi kanonik parametre olarak adlandırılır. Kanonik 

parametre ile parametrelendirilmiş holomorfik projektif eğriler 

      ( )   

denkleminin çözümleridir. 

Tanım:   tensör yapısı ile birlikte tanımlanan (      ) K ̈hler manifoldundan, 

 ̅ tensör yapısı ile birlikte tanımlanan ( ̅   ̅  ̅) K ̈hler manifolduna tanımlanan bir 

dönüşüm eğer   ' deki her holomorfik projektif (analitik planar) eğriyi,  ̅  

manifoldunda bir holomorfik projektif eğriye dönüştürüyorsa bu dönüşüme holomorfik 

projektif dönüşüm denir. 
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Teorem 4.3.1: (Mikeš J.,et al.,2015) (      ) K ̈hler manifoldundan 

( ̅   ̅  ̅)  K ̈hler manifolduna tanımlanan bir   holomorfik projektif dönüşümü her 

    vektör alanı için aşağıdaki şekilde karakterize edilir. 

 (   )   ( )   ( )    (  )     (  )                (4.11) 

Burada    ̅    ,   dönüşümünün deformasyon tensörü ,   ise bir lineer formdur. 

  dönüşümüne göre genel koordinat sisteminde ( ) yapı tensörlerinin bileşenleri 

çakışır. ( ̅ 
 ( )    

 ( )) Christoffel sembolleri arasında 

 ̅  
     

      
      

     ̅  ̅
     ̅  ̅

                       (4.12) 

şeklinde bir ilişki vardır. 

Burada    ler ise    - formunun bileşenleridir. Ayrıca konjügasyon tanımından 

  ̅      
   ve    ̅

    
   yazılır.  

  deformasyon tensörünün    ̅     ,     
   ̅  

     
   ifadesine denk olan ve 

(Teorem 3.2.1) de verilen  

   ̅    ̅     
   ̅     

  

eşitliği göz önünde bulundurularak (4.12) denkleminden  

   
   ̅  

     
      

      
     ̅  ̅

     ̅  ̅
                      (4.13) 

yazılır. (4.13) eşitliğinden  

   ̅    ̅  [    
      

     ̅  ̅
     ̅  ̅

 ]  

  ̅  [    
      

     ̅  ̅
     ̅  ̅

 ] 

   ̅      ̅      ̅      ̅ ̅  ̅     ̅ ̅  ̅     ̅      ̅      ̅ ̅  ̅     ̅ ̅  ̅ 

elde edilir. Burada konjügasyon işleminde verilen (4.4) (   ̅     ̅ ) eşitliği kullanılırsa  

   ̅       ̅      ̅      ̅      ̅ ̅ ̅     ̅ ̅ ̅                  (4.14) 
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sonucuna ulaşılır. Böylece (4.14) ve (4.12) de verilen denklem sistemleri, holomorfik 

projektif dönüşümleri karakterize eden ve birbirine denk olan denklem sistemleridir. 

4.4. Holomorfik Projektif DönüĢümlerin Denklik Sınıfları: 

Holomorfik projektif dönüşümleri karakterize eden (4.12) eşitliğinden, K ̈hler 

manifoldlarının holomorfik projektif dönüşümlere göre ayrık denklik sınıflarına 

ayrıldığını söyleyebiliriz.    (      )  ( ̅   ̅  ̅) bir holomorfik projektif 

dönüşümü   

   ( )
→      ̅   ile gösterelim. Aşağıdaki denklik özellikleri (4.12) 

denklemlerinden kolayca gösterilebilir. 

i. Özdeşlik dönüşümü holomorfik projektif dönüşüm olur. Çünkü,  

  

   (   )
→        ̅   yazabiliriz. 

ii. Eğer,   

   ( )
→      ̅  ise   ̅  

   (  )
→         yazılabilir. 

iii. Eğer,   

   ( )
→      ̅  ve   ̅  

   ( ̅)
→      ̿   ise bu durumda 

   

   (   ̅)
→        ̿  elde edilir. 

   ve  ̅  manifoldlarının aynı holomorfik projektif denklik sınıfına ait olması için 

gerek ve yeter şart    manifoldundan  ̅  manifolduna bir holomorfik projektif eğri 

bulunmasıdır. Aynı holomorfik projektif denklik sınıfına ait uzaylara holomorfik 

projektif denk uzaylar denir. 

4.5. Holomorfik Projektif DönüĢüm Altında Bazı Geometrik Objeler: 

(      ) ve ( ̅   ̅  ̅) K ̈hler manifoldları arasında (      )  ( ̅   ̅  ̅) bir 

holomorfik projektif dönüşümün varlığını kabul edelim. Bu durumda (4.12) denklemleri 

sağlanır. (4.12)  eşitliğinde her iki taraf   
  ile kontraksiyon yapılırsa 

 ̅  
     

      
      

       
   

   
     ̅  
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 ̅  
     

              
   

     ̅  
  

 ̅  
     

               
  

yazılır. Son eşitlikte   
     ,    

   
     

   ve        eşitlikleri kullanılırsa 

 ̅  
     

  (   )                                                (4.15) 

olarak bulunur. Buradan  

   
 

   
( ̅  

     
 )                                               (4.16) 

yazılır. 

      (   ) olmak üzere Voss-Weyl formülü olarak bilinen  

   
  

 

 
        

eşitliği (4.15) denkleminde kullanılırsa ( ̅     ( ̅  ))  

 

 
    |

 ̅

 
|  (   )   

     6
 

 (   )
  |

 ̅

 
|7 

şeklinde yazılır. Burada 

  
 

 (   )
  |

 ̅

 
| 

olarak gösterilirse 

       

elde edilir. Yani   ,    fonksiyonun gradiyenti olur. (4.16) eşitliği (4.12) denkleminde 

kullanılırsa  

                 ̅  
     

  
 

   
( ̅  

     
 )  

  
 

   
( ̅  

     
 )  

 

  
 

   
( ̅ ̅ 

    ̅ 
 )  ̅

   
 

   
( ̅ ̅ 

    ̅ 
 )  ̅

                         

Son eşitlikte düzenleme yapılarak 
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 ̅  
  

 

   
* ̅  

   
   ̅  

   
    ̅ ̅ 

   ̅
    ̅ ̅ 

   ̅
 +

    
  

 

   
*   

   
     

   
     ̅ 

   ̅
     ̅ 

   ̅
 + 

yazılır. Yukarıdaki eşitliğin sol tarafı  ̅  
   ile sağ tarafı ise    

   işaretlenir ise  

 ̅  
     

                                                         (4.17) 

sonucuna ulaşılır. 

Bu yolla holomorfik projektif dönüşüm altında invaryant kalan ve geodezik dönüşümler 

teorisinde bahsedilen "Thomas projektif parametresi" nin benzeri olan bir geometrik 

obje elde edilmiş oldu. 

Buradan yola çıkarak aşağıdaki teoremi yazabiliriz. 

Teorem 4.5.1: (Mikeš J.,et al.,2015)  (      ) ve ( ̅   ̅  ̅) K ̈hler 

manifoldları arasında bir holomorfik projektif dönüşüm tanımlanabilmesi için gerek ve 

yeter şart (4.17) eşitliğinin sağlanmasıdır. 

 Holomorfik projektif dönüşümleri karakterize eden (4.12) eşitliği ve dönüşüm 

teorisinde bahsedilen (   ) eşitliği kullanılarak (      ) ve ( ̅   ̅  ̅) K ̈hler 

manifoldlarının eğrilik tensörlerinin bileşenleri arasında aşağıdaki bağıntıyı elde 

edebiliriz. 

 ̅   
          

        
       

        ̅
   ̅     ̅

   ̅     ̅
 (  ̅    ̅ )      (4.18) 

burada   ̅ ,  (   )  tipli simetrik tensörü 

  ̅               ̅  ̅                                 (4.19) 

biçimindedir. 

(4.18) denkleminde her iki taraf   
  ile kontraksiyon yapılırsa    ve  ̅  K ̈hler 

manifoldlarının birbirine karşılık gelen Ricci tensörleri arasında  

 ̅                 ̅                                      (4.20) 

bağıntısı elde edilir. 

Konjügasyon işleminde bahsedilen    ̅        eşitliği son denklemde kullanılarak 

aşağıdaki eşitlikler yazılabilir. 

          ̅        ̅ 

    ̅     ̅   ̅  ̅       ̿ 

burada   ̿      konjügasyon işlemi hatırlanmalıdır. 
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Son denklemlerin ikincisinde    ̅        yazılır ve birinci denklem   ile çarpılırsa 

(    ) 

              ̅       ̅ 

    ̅          ̅         

elde edilir. Taraf tarafa toplama ile 

           ̅      ̅        

(   )   ̅    (   )    

   ̅                                                         (4.21) 

sonucuna ulaşılır. (4.21) eşitliğini (4.20) denkleminde kullanarak  

 ̅       (   )                                             (4.22) 

olarak bulunur.  (4.22) eşitliğinden 

    
 

   
(     ̅  ) 

bulunur ve bu son ifade (4.18) denkleminde kullanılırsa 

 ̅   
      

 

   
*  

  ̅     
  ̅      ̅

  ̅ ̅     ̅
  ̅ ̅     ̅

 ( ̅  ̅   ̅ ̅ )+ 

     
      

 

   
*  

       
        ̅

   ̅     ̅
   ̅     ̅

 (   ̅   ̅ )+ 

eşitliği elde edilir. Burada 

    
         

      
 

   
*  

       
        ̅

   ̅     ̅
   ̅     ̅

 (   ̅   ̅ )+        (4.23) 

olarak gösterilirse (Benzer olarak  ̅   
    ) 

 ̅   
         

                                                               (4.24) 

eşitliği yazılır. 

(4.23) eşitliği ile verilen ve bileşenleri     
     olan   tensörüne holomorfik projektif 

eğrilik tensörü denir ve buradan aşağıdaki teorem elde edilmiş olur. 

Teorem 4.5.2: (Mikeš J.,et al.,2015)  (      ) ve ( ̅   ̅  ̅) K ̈hler 

manifoldları arasında bir holomorfik projektif dönüşüm tanımlansın. Bileşenleri     
     

olan    holomorfik projektif eğrilik tensörü bu dönüşüm altında invaryant kalır. 

 

Tanım: Eğer    K ̈hler manifoldundan bir flat uzay üzerine holomorfik 

projektif dönüşüm var ise bu K ̈hler manifolduna holomorfik projektif flat manifold 
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denir. Holomorfik projektif flat manifoldlar için holomorfik projektif eğrilik tensörü 

sıfırdır. 

4.6. Holomorfik Projektif DönüĢüm Teorisinin Temel Denklemleri: 

 (      ) K ̈hler manifoldundan ( ̅   ̅  ̅) K ̈hler manifoldu üzerine bir holomorfik 

projektif dönüşüm tanımlansın. Bu durumda (4.14) te verilen 

   ̅       ̅      ̅      ̅      ̅ ̅ ̅     ̅ ̅ ̅  

denkleminin sağlanacağı aşikardır. Biz 

 ̃        ̅                                                        (4.25) 

şeklinde tanımlanan bir  ̃ tensörünü göz önüne alalım. Doğal olarak  ̃ tensörü, 

konjügasyon işleminde bahsedilen  

 ̃    ̃      ̃  ̅  ,  | ̃  |                                         (4.26) 

eşitliğini sağlar. 

(4.25)  eşitliğinde (4.14) eşitliği kullanılır ve kovaryant türev alınırsa 

   ̃             ̅       (    ̅      ̅      ̅      ̅ ̅ ̅     ̅ ̅ ̅ ) 

     (   ̅      ̅      ̅ ̅ ̅     ̅ ̅ ̅ ) 

   (     ̅  )    (     ̅  )     ̅(     ̅ ̅ )     ̅(     ̅ ̅ ) 

                     ̃      ̃      ̅ ̃ ̅     ̅ ̃ ̅   

yazılır. Buradan 

   ̃    (  ̃ )    ( ̅ ̃ ̅)                                            (4.27) 

elde edilir. 

Şimdi  ̃   tensörünün duali olan  ̃   tensörünü göz önüne alalım. 

 ̃   ̃     
                                                          (4.28) 

olup ( ̃  ) tensörü konjügasyon işleminde verilen 

  ̃    ̃      ̃  ̅  ,  | ̃  |                                           (4.29) 

eşitliklerini sağlayacaktır. (4.28) eşitliğinde her iki tarafta kovaryant türev alındığı 

takdirde  

   ̃   ̃         ̃     

veya buna denk olan  

   ̃       ̃   ̃   ̃                                           (4.30) 

sonucuna ulaşılır. (4.30) denkleminde (4.27) eşitliği kullanılacak olursa 
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   ̃    (   ̃      ̃      ̅ ̃ ̅     ̅ ̃ ̅ ) ̃   ̃   

      ̃    
 

    ̃    
      ̃  ̅  

 
     ̃  ̅  

  

                   ̃    
 

    ̃    
      ̃ ̅   

 ̅
     ̃  ̅  

 ̅  

(   ̃ ̅    ̃   ̅       
    

 ̅    ̅
    eşitlikleri kullanıldı) 

yazılır. Burada        ̃   olarak belirlenirse 

   ̃    (   
 )

   ( ̅  
 ̅)

                                        (4.31) 

eşitliği elde edilir. Bu son eşitlikte   ve   indisleri indirilirse 

  ( ̃        )      
 
           

           ̅  
 ̅
          ̅  

 ̅        

                ̅  ̅      ̅  ̅  

olarak bulunur. Burada  

     ̃                                                         (4.32) 

olarak belirlenir ve     ,     indis değişikliği yapılırsa 

                     ̅  ̅     ̅  ̅                             (4.33) 

sonucuna ulaşılır. 

Not:      ̅  
 ̅
           ̅   ̅̅ ̅  

 ̅
   ̅̅̅̅                                   

                                   (      
      

   
 )(  

 
  ̅   

 
)           

                                                    
      

   ̅   
 
                        

                                              
   ̅   

                                          
   ̅   

                                                  ̅  ̅   

şeklinde çeşitli konjügasyon işlemleri kullanılarak elde edilir. (         ̅̅ ̅      

  
   

     
 ) 

(4.29) ve (4.32) eşitliklerini sağlayan (   ) tensörü için              ̅  ,  |   |    

eşitliğinin sağlandığı aşikardır. Bu durumda aşağıdaki teorem ifade edilebilir. 

Teorem 4.6.1: (Mikeš J.,et al.,2015)  (      ) K ̈hler manifoldundan 

( ̅   ̅  ̅) K ̈hler manifoldu üzerine bir holomorfik projektif dönüşüm 

tanımlanabilmesi için gerek ve yeter şart  

i.                      ̅  ̅     ̅  ̅  

ii.              ̅   ,   |   |    
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eşitliklerinin sağlanmasıdır. 

Burada      ̃      ,       ̃          ve      ise   ,   - formunun bileşenleridir. 

Teorem 4.6.2: (Mikeš J.,et al.,2015) Eğer  (      ) K ̈hler manifoldu üzerinde 

bir geodezik dönüşüm tanımlanabiliyor ise aynı uzay üzerinde bir holomorfik projektif 

dönüşüm tanımlanabilir. 

Ġspat:  (      ) K ̈hler uzayında bir geodezik dönüşümün tanımlandığını 

kabul edelim. Bu durumda  

                  

eşitliğini sağlayan bir (   ) tensörü vardır.  Burada      ̃     ̃  ̅  olarak seçilirse 

        ( ̃    ̃  ̅)                                                

    ̃      ̃  ̅                                   

                ̅  ̅     ̅  ̅  

sonucuna ulaşılır. Bu da (4.33) eşitliğinin sağlanması, yani  (      ) K ̈hler manifoldu 

üzerinde bir holomorfik projektif dönüşümün tanımlanabilmesi demektir. 

Böylece ispat tamamlanmış olur. 
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5.TARTIġMA ve SONUÇ 

Sunulan bu tezde ilk olarak Eliptik ve Hiperbolik Kähler manifoldlarında 

konjügasyon işlemi tanıtılarak bu işlemin özelliklerinden bahsedilmiştir. 

Daha sonra holomorfik projektif eğri ve holomorfik projektif dönüşüm 

kavramlarından bahsedilmiş ve    Kähler manifoldundan  ̅  Kähler manifolduna 

tanımlanan holomorfik projektif dönüşümün karakterizasyonu yapılmıştır. 

Ardından holomorfik projektif   dönüşümü altında Riemannian ve Ricci 

tensörleri incelenmiş ve holomorfik projektif eğrilik tensörünün bu dönüşüm altında 

invaryant kaldığı görülmüştür.  

Son olarak Kähler manifoldları arasında holomorfik projektif dönüşüm 

tanımlanabilmesi için gerek ve yeter şartlar ifade edilmiş ve Kähler manifoldu üzerinde 

bir geodezik dönüşüm tanımlanabiliyor ise aynı uzay üzerinde bir holomorfik projektif 

dönüşümün tanımlanabildiği gösterilmiştir. 
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