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Bu tez calismasi bes bolimden olusmaktadir. Birinci bolim giris kismina
ayrilarak genel literatiir bilgisine yer verilmistir. Ikinci béliimde gerekli temel tanimlar
ve kavramlar sunulmustur. Uciincii bolimde “Doniisim” kavrami tanitilarak bir
donligimiin ~ deformasyon tensorii  agiklanmigtir. Dordiincii  boliimde  Kahler
manifoldunun tamim1  verilerek, Kéhler —manifoldunda konjiigasyon islemi
aciklanmistir. Ayrica bu boliimde “holomorfik projektif egri” ve “holomorfik projektif
dontisgiim” kavramlar1 tanitilarak bu doniislimiin bazi geometrik ozelliklerine yer
verilmistir. Besinci boliim tartisma ve sonug¢ kismina ayrilarak elde edilen sonuglar
Ozetlenmistir.
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This thesis is consist of five chapters. The first chapter is devoted to the
introduction section and provide a general knowledge of literature. In the second
chapter, the necessary basic concepts and definitions are presented. In the third
chapter, the concept of mapping is introduced and the deformation tensor of a map is
explained. In the fourth chapter, the definition of K&hler manifold is given and the
conjugation process in Kéhler manifolds is explained. In addition, in this section, the
concepts of “holomorphically projective curve” and “holomorphically projective
transformation” are introduced and some geometric properties of this transformation
are given. The fifth chapter is divided into the conclusion part and the obtained results
are summarized.
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SIMGELER DiZiNi

M. e n — boyutlu C* smifindan diferensiyellenebilir manifold.
n
Ty(Mp)  woeeeeeeoeeees p € M, noktasindaki tanjant uzay.
Ti(My)  veeeeeeeees p € M, noktasindaki kovektor uzay.
SZ (M) woovmeveeeees p € M, noktasindaki (p, q) tipli tensor uzayu.
Y ceeeeeeeeeeens Afin konneksiyon.
Tk Christoffel sembolii.
ij
v, T X vektor alan1 yoniindeki kovaryant tiirev.
X
[X,Y] e X veY vektor alanlarinin Lie parantezi.
L. - X vektor alan1 yoniindeki Lie tiirevi.
X
Ry Ii ............... M manifoldunun egrilik tensoriiniin bilesenleri.
Ryj — coeeeeeeeeees Ricci tensoriiniin bilesenleri.
PE Deformasyon tensorii.
M. Thomas projektif parametresi.



1. GIRIS

Friedrich Gauss and Bernhard Riemannian’in ¢alismalar1 ile diferensiyel
geometri, matematigin yeni bir alan1 olarak ortaya ¢ikmaya baslamistir. Kavram olarak
manifold kelimesini, ilk kez 1854 yilinda Bernhard Riemannian, Goéttingen’deki bir
acilis konusmasinda ifade etmistir. Gauss “Theorema Egregium” teoremi ile bir ylizeyin
egriliginin intristik bir 6zellik oldugunu kanitlamistir. Manifold teorisi de bu intristik
ozelliklere dayanmaktadir. Daha sonra Tullio Levi-Civita ve Gregorio Ricci Corbastro
gibi matematikgiler tensor analizin gelismesine yon vermiglerdir. Manifold kavramu ile
ilgili 6nemli ¢alismalar yapan bilim insanlarindan biri de Hermann Klaus Hugo Weyl’
dir. Weyl 1913 yilinda yaymladigi “Riemann Yiizeyleri” adli kitabinda 2- boyutlu
manifold kavramii tanimlamistir. Manifoldlarin kabul géren en yaygin tanimini ise

Hassler Whitney yapmustir.

Bu tez c¢alismasinda Kahler manifoldlari arasinda holomorfik projektif

dontisiimiin baz1 geometrik 6zellikleri incelenmistir.

Klasik Eliptik Kdhler manifoldlarinda (K,;) holomorfik projektif doniisiimler
konusu T. Otsuki ve Y. Tashiro tarafindan tanitildi. (Otsuki ve Tashiro 1954) Benzer
sekilde hiperbolik Kiahler manifoldlarinda (K;7) M. Prvanovic ve parabolik Kihler
manifoldlarinda (K?) V. V. Vishnevskij, holomorfik projektif doniisiimleri

tanimlamiglardir. (Prvanovi’c, 1971), (Vishnevskij, 2002)

Bu sekildeki benzer doniisiimlerin teorisi K. Yono tarafindan (Yano, 1965) ve V.
V. Vishnevskij, A. P. Shirokov, V. V. Shurigin tarafindan da incelenmistir. (Vishnevskij
etal., 1985)

Son yillarda holomorfik projektif doniisiim ile ilgili birgok ¢aligma yapilmustir.
1971 yilinda Prvanovic M. lokal product uzaylarda holomorfik projektif doniistimleri
calisti. (Prvanovi'c, 1971) 1974 yilinda Sakaguchi T. ise kompleks yapilar1 koruyan
Kaéhler uzaylart arasinda holomorfik projektif doniisiimler ile ilgili ¢alismalar yapti.

(Sakaguchi, 1974)



Daha sonraki yillarda Radulovich Zh. ve Mikes J. konformal Kahler uzaylarinin
geodezik ve holomorfik projektif doniistimleri ile ilgili arastirmalarda bulundular.
(Radulovich ve Mikes, 1993) Ardindan parabolik Kahler uzaylarinda holomorfik
projektif doniisiimlerin bazi 6zellikleri Shiha M. tarafindan ¢alisildi. (Shiha,1993)

T-quasi semi—simetrik ve genel simetrik Kéhler uzaylarinda holomorfik projektif
doniisiimlerin baz1 6zellikleri Haddad M. tarafindan elde edildi. (Haddad, 1993)

Aminova A. V. ve Kalinin D. A. tarafindan yapilan bazi c¢aligmalarda ise
holomorfik projektif doéniisiimlerin mekanik alaninda cesitli uygulamalar1 yapildi.
(Aminova ve Kalinin, 1995) Yine aymi yazarlar tarafindan sabit holomorfik egrilikli
Kéahler manifoldlarinda holomorfik projektif doniisimlerin Lie cebiri ¢alisildi.
(Aminova ve Kalinin, 1999)

2005 yilinda Skodova M. ve arkadaslar1 es afin simetrik ve recurrent uzaylardan
Kéhler uzaylar1 {lizerine holomorfik projektif doéniisiimler ile ilgili ¢esitli calismalar
yaptilar. (Skodov’a et al., 2005)

2009 yilinda Mike§ ve arkadaglari parabolik Kéhler uzaylarinda holomorfik
projektif doniisim altinda invaryant (degismez) kalan bazi geometrik objeleri
incelediler. (Mikes et al., 2009)

Shiha M. ve Mikes J. de holomorfik projektif flat parabolik Kahler uzayini
tanimladilar ve bir parabolik Kahlar uzaymin holomorfik projektif flat olmasi igin gerek
ve yeter sarti ortaya koydular. (Shiha ve Mikes, 2006) Ayrica yine ayni yazarlar
tarafindan Riemannian tanjant product uzaylarda da holomorfik projektif doniisiimler
caligildi. (Shiha et al., 2012)

2015 yilinda Mikes ve arkadaslar tarafindan yayimnlanan bir kitapta ise Kahler
manifoldlar1 arasinda holomorfik projektif dontistimler ile ilgili ¢esitli calismalara yer

verilerek bu konu detayli bir sekilde ele alindi. (Mikes, et al., 2015)



2. KURAMSAL TEMELLER

Kavram dizilimi bir bilimsel arastirmada ¢ok onemli oldugu igin ¢aligmalarda
farkli kavramlara ve arastirma i¢in temel olusturan tanimlara ihtiyag duyulmaktadir. Bu
nedenle ihtiya¢ duydugumuz kavramlar kuramsal temeller bashigi altinda ifade

edilecektir.

2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar
Tamim (Hausdorff Uzay): (X,t) bir topolojik uzay olsun. Her p,,p, € X,

(p1 #p,) i¢in Gy NG, = @ olacak sekilde p, € Gy €T ve p, € G, € T acik alt

kiimeleri varsa (X, ) topolojik uzayina Hausdorff Uzayi denir.

Tammm (Homeomorfizma): (X,7x) ve (Y,7y) iki topolojik uzay olsun.
Asagidaki kosullart saglayan f : X — Y fonksiyonuna (X,7yx) ve (Y,7y) topolojik

uzaylar arasinda bir homeomorfizma adi verilir.

I.  f birebir 6rten bir fonksiyondur.
I.  f streklidir.
iii.  f71 siireklidir.
Tamm (Harita): M, bir Hausdorff uzay olmak {izere herhangi bir U c X agik

kiimesinden V' c R™ bolgesine tanimlanan
p:U-V

Homeomorfizmine M de n-boyutlu koordinat sistemi veya harita, U agik kiimesine de
¢ haritasinin koordinat komsulugu veya koordinat bdlgesi denir ve harita (U, ¢ )
seklinde gosterilir. Eger x € U ise

o(x) = (x4 x?% ..., x") € R"
olur. Buradaki x1, ..., x™ reel sayilarina ¢ haritasinda x noktasinin koordinatlar1 denir.

“Tammm: Eger M Hausdorff uzayinin n-boyutlu ¢, haritalarinin U, bdlgeleri bu
uzayi orterse, yani M = Ugeq Uy, ( A-indisler kiimesi ) ise, M ye n-boyutlu topolojik

manifold veya sadece n-boyutlu manifold denir.” (Salimov ve Magden, 2007)



“Tanum (Atlas): M, bir Hausdorff uzay ve kise, 0 < k sartin1 saglayan tam say1
olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan {(U,, ¢,): @ € A, U, € M } lokal koordinatlar

ailesine M iizerinde C* siifindan n-boyutlu atlas adi verilir.

I.  Lokal haritalarin U, bdlgesi M’yi orter, yani M, n-boyutlu topolojik
manifolddur.
ii. Keyfia,p €AicinU, NUg #+ @ ise

0p° 92t 9 (Ug NUg) = @p(Uy NUR)

doniisiimii C* smifindandir. Bu sarta bazen (Ug,¢,) Ve (U, ¢ ) haritalarinin C k

uzlagmasi sart1 da denir. ¢g° @g ! doniisiimiine koordinatlarin doniisiimii denir.

(u;; = u};(ué), i,j=1,..,n) Burada u};, (Ug, pp) Tharitasindaki  x U, N Up
noktasinin koordinatlar1 ve u{); ise (U, @) haritasindaki x noktasinin koordinatlaridir.

(Ua N Uﬁ) = @ olmasi halinde, @g° @q 1 déniisiimiiniin C*sinifindan oldugu
kabul edilecektir. 2 sarti, @z° @' doniisimlerinin C*sinifindan diffeomorfizmler
olmasina denktir. Bu ise, @z°@g 1 koordinat déniisiimiiniin Jacobian matrisinin

determinantinin sifirdan farkli olmasi demektir.” (Salimov ve Magden, 2007).

“Tanmm: {(U,, @)} Ve {(Uﬁ , (pﬁ)} C* smifindan herhangi iki atlas olsun. Bu
atlaslarin keyfi (Uy, @) Ve (Ug, g ) haritalart C k uzlasms ise yani {(Uy, @q)} Ve
{(Ug, @p)} atlaslarmin birlesimi C k smifindan atlas ise verilen atlaslara denk atlaslar

denir.” (Salimov ve Magden, 2007).

Haritalarin C* uzlasmasi bir denklik bagintisidir. Bu bagint1 C* atlaslar kiimesini

denk atlaslarin ayrik denklik siiflarina ayirir.
“Tammm: Bir M Hausdorff uzay iizerinde C* atlaslariin denklik sinifina C*-
yapi denir.

C*-yapismin tiim C¥* atlaslarinin birlesiminin olusturdugu C* atlasina maksimal
Ck atlas ad1 verilir. M iizerindeki C* atlaslarinin her bir denklik smifi, kendisinin bir

eleman ile ifade edilir. Yani, C*-yapisi, onun keyfi C¥ atlas1 yardimiyla olusturulabilir.



Buradan da, M iizerindeki her bir C¥-yapisinin bu yapidan olan bir C¥ atlas ile

verilebilecegi sonucu ¢ikar.

CC-yap1ya topolojik yap1, C¥, (1 < k) yapiya ise diizgiin (smooth) yap1 denir.
Bundan sonra yalniz C* yapilara bakilacaktir.” (Salimov ve Magden, 2007)

“Tanum: M, sayilabilir baza sahip Hausdorff uzay olsun. Eger, M {izerinde n-
boyutlu C* atlaslarinin C*-yapisi1 verilmisse M uzayina n-boyutlu C* smifindan
diferensiyellenebilir manifold veya diizgiin manifold denir ve M, ile gosterilir.”
(Salimov and Magden, 2007).

Ornek: R? uzayindaki birim ¢emberi S! ile gostersek, 1-boyutlu bir

diferensiyellenebilir manifolddur.

Bilindigi gibi R? topolojik bir uzaydir. Bir topolojik uzaym her alt kiimesi asil
uzayin topolojisinden indirgenen topoloji ile birlikte bir topolojik uzay oldugundan S?!
kiimesi topolojik bir uzaydir. R?, Hausdorff uzay: oldugundan S! de Hausdorff uzayi

olur.
St={(ylx*+ y* =1}
seklinde yazilip, koordinat komsuluklarin1 agagidaki gibi secelim.
Uy ={(x,y) € S*|x > 0}
U, ={(x,y) € S'|x < 0}
Us ={(x,y) € S'|y > 0}
Uy ={(x,y) € S'|y <0}
U, (¥ = 1,...,4) kiimeleri agik yarim ¢emberlerdir.
S1=U,uU,uU;UU,dir.
0::U; » (=1L,D(xy) » 01(x,y) =y
02:U; = (LD (x,y) - B,(x,y) =y
P3:Us = (LD (x,y) = B3(x,y) = x

0s:Us = (1,1 (x,y) = 04(x,y) = x



olsun. U, (y = 1,...,4) fonksiyonlar: birer homeomorfizmadir. Ornegin @, i¢in kontrol

edelim.

@,(x,y) = y oldugundan @, fonksiyonu siireklidir.

Her (x1,¥1), (x2,¥2) € Uy igin @1(xy,y1) = B1(x2, ¥2) ise,
Yy1=DY2

olarak bulunur. (x;,y,).(x3,y,) € St oldugundan, x? + yZ = 1ve x2 +yZ =1 dir.

Buradan y, = y, kullanilir ve x; > 0, x, > 0 oldugu dikkate alinirsa,
X1 = X2
olarak elde edilir. Dolayisiyla @; fonksiyonu birebirdir. Simdi @, in tersini bulalim:
o7t (—-1,1) » U,

dir. 71(y) = (x,y) fonksiyonu siirekli oldugundan @;bir homeomorfizmadir. Benzer

sekilde @,, @5, @, fonksiyonlar1 da birer homeomorfizma olur.
Simdi U; N U5 ve U; N U, i¢in bagdagma kosulunu kontrol edelim.
U NU; = {(x,y) € St|x >0,y > 0}
@10 03 B3(Uy N U3) = B, (U; N Us)
ve
?@s(U; nU3) = (0,1) dir. v € @5(U; N U3)

olsun.

B3(x,y) =x = @3 (v,\/l —vz) =v =03 W) = (W,V1-v?)

bulunur. Bu durumda,

0,003 () = 0 (v./1-v2) =J1-v2 € (0,1)

seklinde elde edilir. Boylece @, o @3 fonksiyonu (0,1) aralig: iizerinden (0,1) araligs
tizerine bir homeomorfizmadir. Bu fonksiyonunun tersi,
B30 @1 @,(Uy N Us) - @3(Uy N Us)

dir. v € 9, (U; N Us) olsun.



01 (V1-v2,v) =v=207'0) = (1 -v2 D)
03007 () = 05 (VI—v2,v) = J1—-v2 € (01)

olarak bulunur.

@5 o @71 fonksiyonu siireklidir ve (0,1) araligi iizerinde diferensiyellenebilirdir. O

halde @5 o @7 homeomorfizmas: C® smifindandir. Benzer sekilde,
UynU, = {(x,y) €Stx >0,y < 0}
@10 03B, (U NU,) - B, (U N U,)
Ve
0,(U; nU,) = (0,1)’ dir. v € §,(U; N U,)

olsun.

D4(x,y) =x = 0,4 (v, —J1- v2) =v=0;1(v) = (U, _M)

bulunur. Bu durumda
010071 () = 0, (v,—V1—v2) = -1 -2 € (O,1)

olarak elde edilir. Dolayisiyla @ o @3 fonksiyonu (0,1) araligindan (—1,0) aralig

tizerine bir homeomorfizmadir. Bu fonksiyonun tersi,
Byo @101 (U1 NU,) — B4(Up N UL)

dir. v € (—1,0) olsun.

01(x,y) =y =0, (v1 —vz,v) =v= 07 (v) = (\/1 —v2,v)

bulunur.
04007 () = 0, (VI—v2,0) = J1—-v2 € (01)

olarak bulunur. @, 0 @7* fonksiyon siireklidir ve (0,1) aralig iizerinde

diferansiyellenebilirdir. O halde @, o ®;! homeomorfizmas1 C® smifindandir.

Benzer sekilde diger haritalarin da C® bagdastigi gosterilebilir. Boylece S*, 1-boyutlu

bir diferansiyellenebilir manifold olur.



2.2. Tensor Alanlar

“Tammm: B, bir vektor uzayr ve B, da onun dual uzayr olsun. X;eB,, | =

1,2, ...,q vektor ve EieB;{ ,i = 1,2, ..., p kovektor degiskenlerinin
w = t(¥q, X5, ...,a_c’q,fl,fz, ., &P)

reel degerli fonksiyonunu g6z oniine alalim. Eger bu fonksiyon her bir degiskene gore
lineerlik sartin1 sagliyorsa bu fonksiyona multilineer fonksiyon denir.” (Salimov ve
Magden, 2007).

MeselaV 4,4 € R olmak iizere birinci vektor degiskenine gore lineerlik sarti,
t(A% + puy, Xy, oo, X0, €4, 62, ., 8P) = A(R, X5, ., R, E1, 62, .0 EP)
+ut(y, %y, ..., %, €1, 82, ..., EP)
seklinde gosterilebilir.
W = t(Xy, Xy, ..., X, €1, &2, ..., EP) multilineer fonksiyonuna karsilik gelen

t:ByX ..XB, X B:X..xBi->R

q tane p tane

operatoriine B,uzayinda p dereceden kontravaryant, g dereceden kovaryant tensor adi

verilir ve qu (B,) ile gosterilir. (Bishop and Goldberg, 1968).

p = 0,q = 0 olmak lizere s = p + q sayisina tensoriin valentligi, (p, q) semboliine ise
tensoriin tipi denir. (p,0) tipli tensore kontravaryant tensor, (0,q) tipli tensore ise
kovaryant tensor denir. M manifoldu tzerindeki ¢* smifindan (r,s) tipli tensor
alanlarmin kiimesini J5(M) ve M deki tim tensor alanlarinin kiimesini J(M) ile
gosterecegiz. S,(B,), JI9(B,) uzaymin biitiin simetrik tensorlerinin alt uzayr olmak

lizere herhangi bir geS,(B,,) tensoriinii alahm; Vy € B,, i¢in,
gx,y) =0 (21)

sartinin saglanmasi igin X = 0 oluyorsa, bu taktirde g tensériine regiiler tensor denir.

(2.1) esitligi koordinatlarla,
gijx'y’ =0

bigiminde yazilir. Bu esitlik her y/ i¢in saglandigindan,



gijx'=0,j=1,..,n

bulunur. Bu denklem sisteminin x* = 0 ¢oziimiine sahip olmasi igin,

Det(gi j) 0
olmasi1 gerekir. Burada (gi j) , g tensoriine karsilik gelen matristir. geS,(B;,)
tensOrii regiiler tensor ise g tensoriine B,, uzayinda esas tensor adi verilir. Esas tensore
kargilik gelen g;; tensoriiniin tersini ( gy ) ile gosterelim. Bu taktirde,

3" gij = 8
yazilir.

“Tammm : M, C®smifindan bir manifold ve Tp(M), her peM noktasindaki
tanjant uzayi olsun. M manifoldunun her peM noktasina Tp (M) uzayindan bir ve yalniz
bir Xp vektori karsilik getiren X: P — Xp vektor degerli fonksiyonuna M fizerinde bir

vektor alani denir.”(Salimov ve Magden, 2007).

“Tammm : M, C® smifindan bir manifold ve Tp(M), her peM noktasindaki
kovektor uzayr olsun. Her peM noktasina bir ve yalniz bir w,eTp(M) kovektoriinii
karsilik getiren w:p — w,, doniisiimiine M {izerinde bir kovektor alan1 denir.” (Salimov

ve Magden, 2007).

C”smifindan bir manifold M olmak iizere her peM noktasindaki her bir (p, q)

tipli tensor i¢in uygun bir T(f (M) tensor uzay1 vardir.
“Tanmm . M, C* smifindan bir manifold ve T(f (M), bir peM noktasindaki
(p, q) tipli tensor uzayr olsun. M manifoldunun her peM noktasina bir ve yalniz bir

tP
alani denir.”” (Bishop and Goldberg, 1968).

€ T(f (M) tensoriinii karsilik getiren t:p — t,, kuralina M {izerinde (p, q) tipli tensor

Eger p = 1,q = 0 ise vektor alan1 elde edilir. Yani (1,0) tipli tensor alan1 bir

vektor alanidir.

Eger p = 0,q = 1 olursa T{ (M) uzayinin elemanlar1 kovektor alan1 olur. Eger
p = q = 0 ise her peM noktasina bir skaler deger karsilik gelir. Bu yiizden (0,0) tipli

tensor alani reel degerli bir fonksiyondur.



Eger U c M bolgesinde f fonksiyonu C* sinifindan ise, her xeU igin
df1,eTL, (M) olur. Béylece f fonksiyonunun diferensiyeli olan df operatérii (0,1) tipli

bir tensor alanidir.

VpeM igin T, tensoril simetrik tensor ise T tensor alanina simetrik tensor alani
denir. Eger her bir p noktasindaki Tp tensorii antisimetrik tensor ise T tensor alanina

antisimetrik tensor alani denir.
T, (p, q) tipli tensor alani olsun. Kovektor alanlar 64, ..., 8, ve vektor alanlari

X1, ., Xq olmak lizere
T(Ql, o0 J le Xl; ;Xq)(m) = Tm (gl(m)l a0 g gp(m)'Xl(m)l qu (m))

ifadesi reel degerli fonksiyon tanimlar. Ozelikle x’ koordinatlarina gére T tensor

alaninin bilesenleri

7}‘1{_1‘;’ T(dx", ..., dx",d;,, ..., 8;)
bi¢iminde reel degerli fonksiyonlardir (Bishop and Goldberg, 1968).

T tensor alaninin bilesenleri C* sinifindan fonksiyonlar ise T tensor alanina C*

sinifindandir denir.

(p,q) tipli T tensor alaninin C* sinifindan olmasi i¢in gerek ve yeter sart her

C® smifindan 6,, ..., Bp kovektor alanlar1 ve her C* smifindan X5, ..., X, q vektor alanlari

i¢in T(Hl, ey Op, X1, ,Xq) fonksiyonunun €* smifindan olmasidir.

“Tanim : T, (p)(M) tensér uzay1 iizerinde
s(p)(M) - TT 1(M)

A - CJL(A)(Elﬁ "”ES—l’Xl’ r 1) - C{A(Xlﬂ T 1 El 55—1)}

ve

Cl(A) = Z AGE™EL L ESUX Xy X))
m
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seklinde tanimlanan operatore kontraksiyon operatorii denir. Boylece bir kontraksiyon
operatorii (r,s) tipli bir tensorii (r — 1,s — 1) tipli bir tensore tasir, yani kovaryantlik

ve kontravaryantlik derecelerini diisiiriir” (Sahin, 2013).

2.3. Tensor Diferensiyellemesi
Tanim: Asagida belirtilen sartlar1 saglayan D : J(M) —» J(M) doniistimiine

(M) cebirinin tensor diferensiyellemesi denir.

i. D(at+ bs) =aD(t)+ bD(s), yani D sabit katsayilara gore lineerdir.
ii. D tipi korur. Yani; D (S5(M)) € S(M)

iii. D(t®s) = Dt®s + t@®Ds , (Leibnitz kurali)
iv. D islemi ile kontraksiyon islemi yer degistirebilir. Yani; D(Ct) = C(Dt)

buradat,s € 3(M) a,b € R dir.

2.4. Diferensiyellenebilir Manifold Uzerinde Afin Konneksiyon

“M,,  Diferensiyellenebilir manifoldunun y:u! =u(t) egrisi boyunca
konneksiyon dahil edilmesi egrinin noktalarina tatbik edilmis vektorler arasinda
uygunluk olusturma kuralidir. Eger y egrisinin herhangi bir noktasindaki v* vektorii t
parametresine bagli olarak degistikce verilen konneksiyona gore baslangigtaki ile uygun
kalirsa, bu durumda bu vektor verilmis konneksiyona gore y egrisi boyunca paralel
kaydirilmis olur. Eger konneksiyon diferensiyellenebilirse, o zaman paralel kaydirmay1
ifade eden v = vi(t) fonksiyonlar1 da diferensiyellenebilir fonksiyonlar olur. Eger
vektorlerin paralel kaydirilmasi halinde lineer bagimlhilik korunursa verilen

konneksiyona afin veya lineer konneksiyon adi verilir.” (Salimov ve Magden, 2007).
Afin konneksiyonun invaryant tanimi asagidaki gibi verilir.

Tamm 2.4.1: M manifoldu C%smifindan bir manifold olmak {izere
vV X,Y,ZeIL(M) ve f, geIS (M) olmak iizere I(M) cebirinin,
V: 35 (M) x 35(M) - I5(M)
islemi,
i, Vixigr=fV%Z + gVyZ
i, Vy(fY+gY) = XAOY + VY + (Xg)Z + gVxZ

11



sartlarin1 sagliyorsa V doniisiimiine “afin (lineer) konneksiyon” denir. (M, V) ikilisine

ise “afin konneksiyonlu uzay” adi verilir.
Tanim : M, C“smifindan bir manifold ve V, M iizerinde bir afin konneksiyon
olsun. v X, YeI§(M), Ze}) (M), f, geI) (M) olmak iizere I(M) cebirinin,
D =Vy:3(M) - I(M)
diferensiyelleme islemi,
i. fo+gy: vaZ + ngZ

sartlarint sagliyorsa Vy e X vektor alan1 yoniindeki kovaryant tiirev adi verilir.

] T . ,
d; = o Ve Vo =Vs=V; gosterimini kabul edelim, V;, 0d; vektér alanina
dxt

uygulandiginda sonug vektor alan1 oldugundan,

Vla] = F{;ak

yazabiliriz. Bu ifadeyi yeni koordinatlarda

_ k'
Vi/ajf = l“l.,j,ak/

seklinde yazabiliriz. Buradan

dxt
axt!

Fi’f;-lak’ = vaxi 9 (a]’) =

Axt gxt

Vo,V (VexY = fVxY)

= 20 v, (22-2)
axt! " 0i \ox" 9xJ

- 2 [ v

T axi I\axi ax’) ax)  ax)!

a2xi7k g Xt 5ud ke

T 9xi'axJ! axi—k axi axJ’ U7k

, oxk\ o 02xk oxt dx/ 0
VI oxk' | oxk dxVaxJ’  9xVaxJ Y ) oxk

o 0xk 0%xk oxt ox)
=\l g ax %) T oxt oxr U
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k!
olup her iki taraf % ile ¢arpilirsa,

w 0xtoxJ oxM N oxk 92xk
el = - - o T T
VIT o 9xt axJ axk Y 0xk 9xVox!

bulunur ki Fl-lj nin d; — 0;, doniisiim kurals,
I = ALALARTE + AL A,
seklindedir.
Simdi X = X‘0;, Y = Yjaj alinirsa
VyY = inai(yjaj) = Xivai(yjaj)
= X ((2:7)0; + YTk,
= X'(9;Y* +TSY )0,
Burada X = X'9; = 6'0; = 9, alinirsa, (yani X* = &8¢ alinirsa)
(VoY) 8, = 65(3,Y* + TEY))a,

VYK = oYk + .Y (2.2)

yazilir. Bu Y vektor alanmin kovaryant tiirevinin koordinatlarla ifadesidir. Simdi
weJ?(M) igin kovaryant tiireve bakalim. X, YeI?(M) ve w(X) = CL(wQ®X)eIJ(M)

olmak tizere,
Viw(Y) = (Vxw)Y + w(VyY)
(Vxyw)Y = Xw(Y) — w(VyY)
olup X = 0,,Y = 0; yazilirsa,
(Vow)(9;) = 9w (9;) — w(V:9;)

13



seklinde yazilir.
Benzer sekilde (p, q) tipli tensor i¢in kovaryant tiirev lokal koordinatlarla,
il,...,ip _ il,...,ip P il i1,...,m,...,ip _ q m il,...,ip
vktjl,...,jq - aktjl,...,jq + 221:1 [ tjl,...,jq p=1 iju tjl ..... m,...jq (24)

seklinde yazilir. (Kobayashi and Nomizu, 1963).

Tanimdan da anlasilacagi gibi (p,q) tipli bir tensére kovaryant tiirev
uygulandig1 taktirde (p,q + 1) tipinde bir tensor elde edilecektir. Sonug olarak bir

tensore kovaryant tiirev uygulandiginda tensoriin kovaryantlik derecesi artar.

2.5. Lie Tiirevlemesi :

M iizerindeki (U, ) koordinat sisteminde X = X'9; ve Y = Yfa,- vektor alanlari

ve feJJ(M) fonksiyonu icin,
X(f) = X'0:,f,Y(f) =Y of

xy(f) =Xx(Y'o;f) = X'(a;Y/0,f + YI}f)

YX(f) =Y(X'0;f) =Y (0;X'0;f + X'05f)
bulunur. Buradan,

XY(f) —YX(f) = (X'0;Y) —Y'9,X7)o;f
yazilir. Boylece,
XY —YX = [X,Y]

biciminde tanimlanan yeni bir vektor alani tanimlanmis olur. Bu vektdr alaninin 0;

dogal catis1 cinsinden ifadesi,
[X,Y] =XY —YX = (X'0,Y/ — Y'0,X/)0; (2.5)
bi¢giminde olur.

Tanmmm: (2.5) esitligi ile tanimlanan [X,Y] vektor alanina X ve Y vektor

alanlarinin Lie parantezi denir.

Ozel olarak 9; = 6%y, 0; = 6}‘6,( vektor alanlari alinirsa (2.5) formiiliinden
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[al’, 0]] =0

elde edilir. Lie parantezinin, asagida ifade edilecek olan 6zelliklere sahip oldugu, (2.5)

formiili vasitasi ile gosterilebilir:

i X Y+Z]=[XY]+[XZ],
ii. [X,fYI=X(OY +fIX, Y],
i, [X,Y]=-[Y,X],
iv. [X[V,Z]]+[v. [z, x]] + [z [X,Y]] =0

Tamm: M, diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde X vektor alan1 olmak {izere
X vektor alani i¢in asagidaki sartlar1 saglayan Ly operatoriine Lie tiirevi denir.

(Kobayashi and Nomizu, 1963).

i.  Ly(K®K') = LyKQK' + KQLyK',VK,K' € 3(M,)
ii.  Lyf=Xf,f€ 3(My)
iii.  Lydf = dLyf

iv. LyY =[X,Y]

Burada [X,Y] Lie parantezidir. LyY’nin lokal koordinatlardaki ifadesi;
LyYt = Xk0,Y! —Yk9, X!
bi¢iminde yazilir.

Keyfi olarak alacagimiz bir kovektdr alani icin Lie tiirev formiiliinii bulmaya
calisalim. Once w € J%(M,,) kovektor alanmi goz oniine alalm. VY € J3(M,,) icin

w(Y) € I3(M,,) oldugu agiktir. Ly tiirevinin dzelliklerine gore
Ly(w(Y)) = (Lyw)Y + w(LxY)
ve buradan da
(Lyw)Y = Ly(0(1)) — 0(LxY) = X(0(¥)) — o([X,Y]) (2.6)
yazilir.

Eger, Y = 0; aliirsa (2.6) esitliginin U komsulugundaki lokal koordinatlarla

ifadesi
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Lyw; = X*0,w; + w0, X* (2.7)
seklinde elde edilir.
Simdi ise keyfi (p, q) tipli t tensor alanina bakalim. t € SZ (M,,) igin
t(Xy, .., Xg 01, ..., wP) € IJ(M,),V Xy, ..., Xy € I5(My,)
WV wl, ..., 0P € 39(M,)

oldugu agiktir. Bu takdirde Ly ’in 6zelliklerine gore
Ly (6K o Xq 01 ey 7)) = (L) (X, o, Xgp @Y, ., 07)

+ 20 t(Xy, o Ly Xy, o, Xy @1, ., 0P)

+ Z;-Ll t(Xy, . X0l Lyw!, ., wP)
ve buradan da
(Lx)(Xyy o Xgy 0 ey 0P) = X (t(Xy, o, X, 01, .o 7))

—2d t(Xy, o Ly Xy, o, Xy 0%, .., @P)

—Z?zl t(Xy, wo Xg @Y o, Ly, ey WP)
bulunur. Ly tiirevi dxi(aj) = a;' i¢in uygulanirsa,

0 = Ly} = Ly (dx'(9;)) = (Lxdx')d; + dx'(Lyd;)
olarak bulunur. Simdi ise Lie parantezinin 6zellikleri kullanilarak,
(Lydx')d; = —dx'[X,0,] = —dx'[X*0y, 0;] = dx'[d;, X*0y]
= dx'0;X*0), = ank(S,i = 0,X"

ya da (Lydx')=(8;X')dx’ bulunur. Bu deger ve (Lxd;) = —0;X*d; esitligi

kullanilirsa,

i1dp kA Lii-dp q K\ ip D i\, iekeip
Lyt "0 = X 0ty ") +X3_ (02X )tjl_._k._.jq zﬂzl(akx;t)tjl_jq (2.8)
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Jd

esitligi elde edilir. Burada LXt]?;.'_'_;Z ile (LXt)j.ll'_:_j’; gosterilmistir. Ozel olarak p = 1,
q=0ve p=0, g=1 oldugunda (2.6) esitliginden (2.7) ve (2.8) esitlikleri elde
edilir.

2.6. Egrilik ve Burulma Tensorleri:

“M afin konneksiyonlu uzayda f = f(ul,..,u"™) diferensiyellenebilir
fonksiyonu verilmis olsun. Bu fonksiyonun tam diferensiyeli, yani df = 9, fdu' ifadesi
koordinatlarm déniisiimii halinde invaryant kalir ve df fonksiyonu du! vektdriiniin

lineer fonksiyonu olur. Bu lineer fonksiyona karsilik gelen kovektoriin koordinatlar

ile gosterilir. Bu kovektore f fonksiyonunun gradienti, f fonksiyonuna ise bu kovektor

alaninin potansiyel fonksiyonu denir.

Keyfi V; kovektoriiniin herhangi bir skaler alanin gradienti olmasi i¢in gerek ve yeter

sart,

olmasidir.” (Yano, 1955).
Gradient kovektori V; nin kovaryant tiirevi,
ViV = 0;V; — T{Vy (2.11)

bi¢imindedir. (2.11) denkleminde j ve i indislerine gore alternelestirme yapilir ve
(2.10) esitligi kullanilirsa,

ViiVi = SEVi (2.12)
bulunur. Burada,
SE =T, (2.13)

seklinde belirtilmistir. (2.12) denkleminin sol kismindaki kovaryant tiirev ise (0,2) tipli
bir tensoér oldugundan Sikj cokluklar1 alt indislerine goére antisimetrik olan (1,2) tipli

tensor belirtir. (2.13) tensoriine M uzaymin burulma tensorii denir. M manifoldundan
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alinmis herhangi iki X ve Y vektor alani i¢in burulma tensoériiniin invaryant formda

yazilisi ise VX, YeI3(M) igin,

2S(X,Y) = VY — VyX — [X,Y] (2.14)
seklindedir. (Kobayashi and Nomizu, 1963).
Burada [X, Y], X ve Y vektor alanlarinin Lie parantezidir.

Burulmasi sifir olan uzaylarda, konneksiyon katsayilari simetrik olur ve bu

uzaylara burulmasiz uzay adi verilir. Yani,
k=T esk=0
olur. Burulma tensoriiniin (2.14) bigimindeki invaryant formu kullanilarak burulmasiz
uzaylarda,
[X,Y] = VyY = VX
oldugu gortiliir.

m

Keyfi v vektoriiniin kovaryant tiirevi Vvt = 9,0t + I, v seklindedir ve

d,v* (1,1) tipli tensordiir. (1,1) tipli tensriin kovaryant tiirevi hesaplanirsa,
V.Vt = 0,V,vt + I, Voo™ — IV, vt
= 05(05v" + TEvk) + Th, (8sv™ + THvY) — [V, vt
= 0Zv' + 0, T4 v* + Th0,v* + T}, TRvk — IV, vt
bulunur.

Son esitligin her iki tarafinda r, s indislerine gore alternelestirme islemi

yapilirsa,
2V Vvt = R,giv* — 25KV, vt (2.15)
denklemi elde edilir. Burada,
Rysi = 0,Tdx — 05T + T Tl — T/ = 200 Tyye + T Tli)

yazilir. (2.15) denkleminin sol tarafindaki terim ve sag tarafindaki ikinci terim tensor

ve v keyfi vektor olduklarindan Rl ifadesi (1.3)tipli tensordiir. Bu tensore M

uzayinin egrilik tensorii veya Riemannian-Christoffel tensorii denir.
18



(2.15) formiiliine benzer olarak asagidaki formiiller yazilir;

2V VWi = =R geWm — 2575V Wy, (2.16)
Zv[rvs](pi] = Rrsr]n(plm - Rr?il(pr]n - ZS;gle(pij (2.17)
ZV[rVS]t P =YP_ Rugh ;11 ]’" — %0 R, th T‘;j e zszgvmtj‘;:_';s (2.18)

X, Y ve Z M manifoldundan alinmig keyfi vektdr alanlari olmak {iizere egrilik

tensOriiniin invaryant formda yazilis1 ise,
R(X, Y)Z = VvaZ - VyVXZ - V[X,y]Z (219)
bigimindedir (Kobayashi and Nomizu, 1963).

2.7. Riemannian Metrigi — Riemannian Manifoldu

Tanim: M,, manifoldu lizerinde tanimli,

i gX,Y) =g, X),VX,Y € I5(M,), (simetriklik)
i. gX,X)=0,VX,€ESII(M,) veg(X,X) =0 X =0, (pozitif tanimlilik)

sartlarin1 saglayan (0,2) tipli g tensor alanina Riemannian metrigi denir. g Riemannian

metrigine sahip M,, manifolduna Riemannian manifoldu denir.

M,’de {x!,x2, ..,x"} lokal koordinat sistemi verilmis olsun. Bu lokal

koordinatlara gore, g’nin g;; bilesenleri

a 0 .
95 =9(550.57) #i=1m
ile verilir g;;’ye g’nin kovaryant bilesenleri denir. g’nin g9, kontravaryant bilesenleri
gy = g(dxi,dxj) L,j=1,..,n
ile tanimlanir. (Kobayashi and Nomizu, 1963).
Tanmm (Levi-Civita Konneksiyonu): M manifoldu iizerinde g;; tensorii

verilmig olsun. Bu uzayda V,g;; = 0 sartin1 saglayan burulmasiz tek bir T, k i = {s}
g

konneksiyonu vardir. Bu konneksiyona Riemannian konneksiyonu veya Levi-Civita

konneksiyonu denir. X, Y, ZeJL (M) i¢cin Koszul formiilii olarak bilinen asagidaki,

29(V,Y,2) =X(g(Y,2))+Y(9(Z X)) - Z(g(X,1))
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denkleminde X = 9;,Y = 9;,Z = 0y alinirsa;
29(V:0;,0x) = 0; (g(aj» ak)) +9;(g(0y, 0,)) — 0y (g(ai' aj))

=900 190 0] + 9(3, 106,04) + (36, [30.9))29(Kon,90)
0 0 0

= 0;9jk + 0;9ki — Ok Yij
Zri}}ghk = 0:9jk + 0;9ki — OrYij
1
Ifj = ;ghk(aigjk + 09k — O gij)

bulunur ki bu F{} fonksiyonlarina Levi-Civita konneksiyonunun katsayilar1 denir.

Ayrica Riemannian  manifoldu ilizerinde Vg =0 sartim1 saglayan

konneksiyonlara metrik konneksiyon denir.

Herhangi bir afin konneksiyonun egrilik tensoriiniin aksine, Riemannian egrilik
tensorlinlin kontravaryant indisi indirilerek kovaryant egrilik tensorii elde edilebilir.

Yani,

I _ . ml
Rijk = 9" Rijkm

esitligi gecerlidir. Benzer sekilde egrilik tensoriiniin kovaryant indisleri de yiikseltilerek

kontravaryant egrilik tensorii de elde edilebilir. Kovaryant egrilik tensoriiniin asagidaki

Ozellikleri vardir;
i. R(ij)kl =0
|| Rij(kl) = 0
||| Rijkl = Rklij
V. Rk =0, (1. Bianchi 6zdesligi)
V. VisRijj =0, (2.Bianchi 6zdesligi)
Tamm: Bir (M, g) Riemanian manifoldunun R egrilik tensorii 6zdes olarak sifir

ise M ye flat manifold denir.
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Tamm (Ricci tensorii): Rl egrilik tensérinde i ile [ ayni alinarak

(kontraksiyon yapilarak) elde edilen,
Ris = Rys

tensoriine Ricci tensorii denir (Kobayashi and Nomizu, 1963). Riemannian

manifoldunun Ricci egrilik tensorii simetriktir. Gergekten
Rix = Rijt = 9™ Rijkm = 9™ Rimij = 9™ Rmiji = R} = Ry
jk = Rjr = 9 likm = 9 kmij = 9 mkjl = Rpgj = Bgj
dir.

Tanmm: Ricci egrilik tensoriiniin tam kontraksiyonuna skaler egrilik denir ve S

ile gosterilir. Yani S = gijjk dir.
Tamm: (M, g) Riemanian manifoldunun konformal egrilik tensorii
1 S
C = Rijji — m=2 (9j1Rik — 9uRjx + iRy — 9jiRu) + m=—Dn=2 (9iRj — guRjx)

ile verilir. dimM > 4 olmak iizere (M, g), Riemannian manifoldunun konformal egrilik

tensori sifir ise M manifoldu lokal konformal flat manifold olarak adlandirilir.

21



3. MATERYAL VE METOD

3.1. Doniisiim Teorisi

f:M — M bir diffeomorfizm olsun. U € M, m € M nin koordinat komsulugu
ise f(U)Yc M de f(m) €M * nin bir koordinat komsulugudur. Yani (U, @), meU
civarinda bir harita ise f(m) € M civarinda (f(U), gof 1) haritasi segebiliriz. Diger
bir degisle m € U ve f(m) € f(U) ayn1 lokal koordinatlara sahiptir.

V ve V afin konneksiyonlu (M, V) ve (M, V) manifoldlar arasindaki
f:(M,V) — (M,V)

diffeomorfizmini géz 6niine alalim. Sayet {(U,, @,), €A}, (A indis kiimesi) M’nin bir
atlas1 ise f diffeomorfizminin 6zelliklerinden dolayr {(f(U,), 9,°f 1), aeA} da M

manifoldunun bir atlasi olur.

3.2. Bir Doniisiimiin Deformasyon Tensorii
f:(M,V) — (M,V) déniisiimii (M, V) ve (M, V) afin konneksiyonlu manifoldlar
arasinda bir diffeomorfizm olsun. Burada P(X,Y) = VyY — V4V seklinde ifade

edilecek olan
P=V-V (3.1)

(1.2) tipli tensér alanina f diffeomorfizmine gére V ve V konneksiyonlarinimn

deformasyon tensorii denir. (Mikes J., et al, 2015).

Not: M manifoldu iizerindeki konneksiyon, metrik, Riemannian tensorii, Ricci
tensorii gibi biitiin  geometrik objeler tizerindeki ¢izgi ile M manifoldundaki

benzerlerinden ayirt edilecektir.
(3.1) de ifade edilen P tensor alaninin bilesenleri,

Pl =Tk -1k (3.2)
seklindedir. Eger P = 0 ise bu durumda f doniisiimii konneksiyonu koruyan (afin)
doniisiim olarak adlandirilir.

(3.1) ifadesi vasitasiyla (M, V) ve (M, V) nin Riemannian ve Ricci tensérleri arasindaki

iliskiyi gosterelim.
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R(X,Y)Z) = Vx(VyZ) = Vy(VxZ) = VixyZ
R((X,Y),2) = Vx(VyZ) = Vy(VxZ) = Vixy)Z
esitliklerinden,

R(X,VZ) —R((X,V)Z) = Vx(VyZ) = Vy(VxZ) — VixyZ — Vx (Vv Z)

+Vy(VXZ) + V[X'y]Z (33)
yazilabilir.
Burada X = % =0, Y= % =0, Z= % = 0, yazilirsa (3.3) ifadesi,

R(8:,0;)9 — R(3:,97)0k = Vs, (o, 0 ) — Vo, (Y, 0kc) — Vo, (Vo 01
+va].(vai, k)
(Rijic = Rijie)0n = Vo, (Tk0n) — Vo (Tfk0p) — Vo, (Tjk9n) + Vo (T 9p)
= (0:Tk)0n + i 0 — (9;Tk )00 — T (Vo,0n)
—(0:iT%)0n = T%(Va,0n) + (9;Tik )0 + Tk (Va,0n)
= 0;(Tfk — Tk)0n — 9;(Tfk — Tk )0 + Tk o
— T O — T Tl O + T T Oy
gerekli islemler yapilirsa,
Riji¢ = Ryjic = ViPfi — V;Pji + Ph PRt — PP} (3.4)
olarak bulunur. (3.4) esitligi invaryant formda
R(X,V)Z) —R((X,Y)Z) = VxP(Z,Y) — VyP(Z,X)
+P(P(Z,Y),X)—P(P(Z,X),Y) (3.5
bi¢iminde yazilir.
ii. (3.4) esitliginde her iki taraf 8} ile kontraksiyon yapilirsa

Ry — Ry = ViP}, — V;P}, + PLPf;, — PLPf; (3.6)
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elde edilir. (3.6) esitligi invaryant formda
Ric(X,Y) — Ric(X,Y) = T.(Z — VyP(Z,X) — VxP(Z,Y)

+P(P(Z,Y),X) — P(P(Z,X),Y) (3.7)
seklinde elde edilir.

Teorem 3.2.1: (Mikes J., et al., 2015). (M, V) burulmasiz afin konneksiyonlu
manifold ve (M, V) ise g Riemannian metrigine sahip bir Riemannian manifoldu olsun.
Bu durumda V=V + P esitligi,

V.gX,Y) = g(X,P(Y,2)) + g(¥,P(X,2))

esitligine denktir. Bu esitlik lokal koordinatlarla
Vidij = JiaPik + GjaPik
biciminde gosterilir.
Ispat: (M, V) ve (M, V) burulmasiz uzaylar olduklarindan
V(X,Y) = V(Y,X) + [X,Y]
V(X,Y) = V(Y,X) + [X, Y]
yazilir ve taraf tarafa ¢ikarilirsa
V(X,Y) — V(X,Y) = V(Y,X) — V(Y,X)
P(X,Y) = P(Y,X)
bulunur.
Vigij = Okdij — Tkidja — TjJai esitliginde Fl-’j = f{; - Pi’; degeri kullanilirsa
Vigij = 0kGij — (T = P& Gaj — (T — P i
= 0kJij — TkiGaj — T¢iGai + GaiPé; + GajPis
= Vgij + JaiPe; + Ja;Pii
yazilir. (M, V) Riemannian uzayi olup V,g;; = 0 olacagindan
Vi3ij = JiaPik + JjaPik (3.8)

olarak bulunur. Simdi
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QX Y,2) = (g(Z,V(X,Y) - V(X,Y) - P(X,Y)) (3.9)
seklinde (1,3) tipli Q tensor alanini tanimlayalim. Q tensor alani lokal koordinatlarda;
Qlix = G (T} =T} — P}
seklinde yazariz. Buna gore
Qi + Qi = gin(Th = Tk — Pl) + gin ([T — Tk — P

= (gl + ginTh) — (GinThk + GjnTh) — (GinPh + gnP)

* * %k

ngij = 0 oldugundan * = Okg_l-j ve (3.8) esitliginden **= Vigij
yazilir. Buna gore
Qlij + Qi = 0kGij — Tk din — TGin — Viedij

= Vigij — Vi 3ij

=0 (3.10)
olur. Buna gore
QX,Z,Y)+Q,Z,X)=0 (3.11)
yazilir. Ayrica (3.10) esitliginden
QX,Y,2) =Q(Y,X,2) (3.12)

yazilabilir. (3.11) ifadesinden
QX,Z,Y)+Q(,Z,X)=0
QX,Y,2)+Q(Z,Y,X) =0
QY,X,2)+Q(Z,X,Y)=0
elde edilir. Bu esitliklerin birincisi —1 ile garpilip ti¢ii taraf tarafa toplanirsa;
QX,Y,2) +0Q(Y,X,Z) =0 = Q(X,Y,Z) = 0
bulunur. Buradan (3.9) esitliginden
VX,Y) =V(X,Y)—P(X,Y) =0

yazilir ki V=V + P elde edilir ve ispat tamamlanmus olur.
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3.3. Jakobi Formiilii ve Voss-Weyl Formiilii:

Lemma 3.3.1: Q;; tensdrii (0,2) tipli bir tensdér ve Q = Det(Q;;) olarak

gosterelim. Q;; ye karsilik gelen matrisin ek matrisi E k(Qi j) = QY olmak iizere,

Ok = QY0,Q;;
yazilir.

Burada Q;; = g;;, Det(gi;) = g ve Ek(gij) = GY olarak almirsa, Jakobi

formiiliinden,
Org = G''0y.gi
yazilir. g;; nin tersi g olmak iizere,
o1 .
g7 =—-G" =G =g.g"
)
elde edilir. Son esitlik (3.17) denkleminde kullanilirsa,
P 1 P
kg = g-9"0kgij = Eakg = g" 0k gij
sonucuna ulagilir. Christoffel semboliinde 8% ile kontraksiyon yapilirsa,
1
k= Egkl (0:9j1 + 0,94 — 019:5)

= Tk =lgil(a.g. + 0,95 — 0,9:))
9] 2 tyjl JjYil 19ij

P . .
=TIy = E(gllaigjl + 99194 — 9"0.9:))

yazilir ve gerekli indis islemleri yapilirsa,

i1y
Ij; = 59 il
elde edilir. (3.17) formiiliinden,

1 11 1 1
rl =22 =

i = zgajg = Eﬁaj =0d;In/|gl, (Voss — Weyl Formiilii)

olarak bulunur. (Weyl H. 1921).

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)
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4. ARASTIRMA VE BULGULAR

4.1. Kahler Manifoldu:

g metrik tensorii ve (1,1) tipli F tensor alani ile birlikte asagidaki sartlari
saglayan n-boyutlu M manifolduna Kdahler manifoldu denir ve K, ile gosterilir.
i. F’=eld
i. gX,FY)+ g(Y,FX)=0 (4.1)
iii. VF=0
burada e = +1 ve X, M, manifoldu iizerinde keyfi bir tanjant vektorii, V ise K,
manifoldunda kovaryant tiirevi gostermektedir.
Eger;
e = —1 ise F bir kompleks yap1 olup K, manifoldu eliptik Kdahler manifoldu (K, )
adint alir.
e = 1 ise F bir product yap1 olup K,, manifoldu hiperbolik Kéhler manifoldu K, adini
alir.
Yukarida bahsedilen sartlar lokal koordinatlari ile asagidaki gibi yazilir.
i.  FPFS =es!
i g+ gjuFT =0 (4.2
ii. ViFt=0
burada h,i,x € {1,2,...,n}dir.
4.2. Konjiigasyon ( Conjugation ) islemi:
Hesaplamalarimizi daha kolay ve diizenli yapabilmek igin eliptik ve hiperbolik
Kdhler manifoldlarinda konjligasyon islemini asagidaki gibi kullanacagiz.
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yukaridaki tanim ve (4.2) esitlikleri dikkate alindiginda konjiigasyon isleminin

asagidaki 6zellikleri sagladigini gosterebiliriz.
i, Ay = AgFS = AgEPFS = Ages! = ea,
ii.  AgxB* = A FEXB* = A, B* = A B*
iii. V(4 = Vj(AxFF) = (VA Ff + A(V;FF)
= V(A Ff) = v;A;
iv. B'=B%Fi = B*FFE! = B¥e§| = eB'
V. AxB* = A FfB'FY = AyB'eSf = eA,B* = eAB™
vi.  Vi(BY) = V;(B¥RL) = (V;B*)EL + B(V;Fi)
= (7B*)E = V'
ayrica
St = §rFf = F!
P = 6FFh = FP
sh=gsh=F!

olarak yazilabilir.
Benzer sekilde
gX,FY)+g(Y,FX) =0
sart1 lokal koordinatlarda
JicF + gojF =0
biciminde yazildigindan, bu sarti
9ijt 95 =0
seklinde yazabiliriz.

(4.4) esitliginde her iki taraf ij ile kontraksiyon yapilirsa

(4.3)

(4.4)
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9iFfF! + gijF! =0
gixeSic + gig =0
9k = ~eJix (4.5)
olarak bulunur.
Benzer sekilde, g;; ile gosterilen, g tensoriintin dualinin bilegenleri de
g7 +g7=0
Ve
g7 = —eg¥
esitliklerini saglar.
Bu iki esitligi elde etmek igin (4.4) esitliginde her taraf g g/! ile kontraksiyon yapilirsa
gij + gif_ = 0 sonucuna ulasilir ki bu son esitlikte her taraf F}k ile kontraksiyon yapilirsa
g9 = —egY sonucuna ulasilir.
VF = 0 denklemlerinin integrallenebilme sartindan
FIR; % — FFRy i = 0
yazilir. Konjiigasyon islemi ile

Riji = R} (4.6)

yazilir. Burada R; j},é ise Riemannian egrilik tensoriiniin bilesenleridir. (4.6) esitliginden

h
Ryjx

Rk = FLRj% = F{'Ry };
her iki taraf F{ ile kontraksiyon yapilirsa
FiFIR i = FifFiocRocj}Ilc

t o< __ t
e6uR;jix = Ryji
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sonucuna ulasilir. (4.7) esitliginde yapilacak gerekli indis islemleri ile

Ry = —eR;; (4.8)
ve son olarak

Rij+R;;=0 (4.9)
sonuglarina ulasilir. Burada R;; , Ricci tensoriiniin bilesenleridir.
4.3. Holomorfik Projektif Egri:
K, Kdhler manifoldu tizerinde ¢ = #(t) esitligi ile verilen bir ¢ egrisini géz Oniine
alalm. A(t) = Z—i , (dt#0), (tel) ¢ egrisinin tanjant vektorii olsun. £ egrisi

boyunca paralel tagima altinda A ve FA tarafindan iiretilen 2- boyutlu dagilima sahipse,
yani
Vid=a(t)A+ b(t)FA (4.10)
ise £ egrisine holomorfik projektif egri denir. Burada a(t) ve b(t), t parametresinin
fonksiyonlaridir. Ozellikle b(t) = 0 ise, bu holomorfik projektif egri geodezik egri
admi alir. Bir holomorfik projektif egri i¢in a(t) = 0 sartin1 saglayan bir t parametresi
secilebiliyorsa, bu t parametresi kanonik parametre olarak adlandirilir. Kanonik
parametre ile parametrelendirilmis holomorfik projektif egriler
VA= b(t)FA

denkleminin ¢6ziimleridir.

Tamm: F tensor yapisi ile birlikte tanimlanan (K, g, F) Kdhler manifoldundan,
F tensér yapist ile birlikte tanimlanan (K, g, F) Kdhler manifolduna tanimlanan bir
doniisim eger K,' deki her holomorfik projektif (analitik planar) egriyi, K,
manifoldunda bir holomorfik projektif egriye doniistiiriiyorsa bu doniisiime holomorfik

projektif dontisiim denir.
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Teorem 4.3.1: (Mikes J.et al.,2015) (K, g,F) Kdhler manifoldundan
(Kn, g, F) Kadhler manifolduna tanimlanan bir f holomorfik projektif doniisiimii her
X, Y vektor alani icin asagidaki sekilde karakterize edilir.
PX,Y) =yvX)Y +yYp(¥)X + ep(FX)FY + e (FY)FX (4.11)
Burada P = V — V, f doniisiimiiniin deformasyon tensorii , 1 ise bir lineer formdur.
f doniisimiine gore genel koordinat sisteminde (x) yapi tensorlerinin bilesenleri
cakisir. (F/*(x) = F/*(x)) Christoffel sembolleri arasinda
Tl =T} + 6 + ;8! + e8! + e;6] (4.12)
seklinde bir iliski vardir.
Burada ; ler ise ¥ 1- formunun bilesenleridir. Ayrica konjligasyon tanimindan
Yr = Yo FF ve 88 = F!' yazilir.
P deformasyon tensdriinin P =V -V , P =Tf—T) ifadesine denk olan ve
(Teorem 3.2.1) de verilen
Vidij = JicPix + JjucPik
esitligi gbz oniinde bulundurularak (4.12) denkleminden
Pl =T} =T = ;6] + ;6! + ey:6 + ep;6} (4.13)
yazilir. (4.13) esitliginden
Viedij = Jiec| W 0% + Wic8 + es6y + ey f]
+Gjoc[Wi8% + P1e8i* + eviby + ey ]
Vigij = ¥igix + ¥ gij + e¥;gix + e¥rgiz + Vigjr + Vi gji + evigix + evrdji
elde edilir. Burada konjiigasyon isleminde verilen (4.4) (g;; = —gy;) esitligi kullanilirsa

Vigij = 20kgij +¥igjx + ¥igik — e¥; 9w — evigix (4.14)
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sonucuna ulasilir. Béylece (4.14) ve (4.12) de verilen denklem sistemleri, holomorfik
projektif doniisiimleri karakterize eden ve birbirine denk olan denklem sistemleridir.
4.4. Holomorfik Projektif Doniisiimlerin Denklik Simiflari:

Holomorfik projektif doniistimleri karakterize eden (4.12) esitliginden, Kdhler
manifoldlarinin  holomorfik projektif doniistimlere goére ayrik denklik smiflarina
ayrildigii  sdyleyebiliriz.  f: (K,, g,F) = (K,, g, F) bir holomorfik projektif

HPD() —
doniisimii K, —(szn ile gosterelim. Asagidaki denklik ozellikleri (4.12)

denklemlerinden kolayca gosterilebilir.

I. Ozdeslik déniisiimii holomorfik projektif doniisiim olur. Ciinkii,

HPD(0=1) _ r
K,, — K,, yazabiliriz.

.. HPD(Y) — . _— HPD(=%) i
I. Eger, K, — K,, ise K,, — K, yazilabilir.

HPD()) _ — HPD() = .
iii. Eger, K, — K,, ve K, —— K,, ise bu durumda

HPD(Y+Y) =
K, PP 2 elde edilir,

K, ve K, manifoldlarmin ayni holomorfik projektif denklik sinifina ait olmasi igin
gerek ve yeter sart K, manifoldundan K,, manifolduna bir holomorfik projektif egri
bulunmasidir. Ayni1 holomorfik projektif denklik smifina ait uzaylara holomorfik
projektif denk uzaylar denir.
4.5. Holomorfik Projektif Doniisiim Altinda Bazi Geometrik Objeler:

(Kn, g, F) ve (Ky, g, F) Kdhler manifoldlar1 arasinda (K, g, F) = (K, g, F) bir
holomorfik projektif doniigiimiin varligini kabul edelim. Bu durumda (4.12) denklemleri
saglanir. (4.12) esitliginde her iki taraf 8} ile kontraksiyon yapilirsa

Fll] = Fll] + l/)lajl + ll)](sll + elpo(FiO(P}'h(S}il + el/)]—Fl-hé‘};
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TG =T + ¢ + ) + YeeFF + ey;Ff
I“ = I“ +; + ny; + Peed”
yazilir. Son esitlikte Ff =0 Fl-“F}-i = ed;° ve ee =1 esitlikleri kullanilirsa
Tl =T + (n + 2) (4.15)
olarak bulunur. Buradan
i = — (T — Ti) (4.16)

yazilir.

G = det(g;;) olmak iizere Voss-Weyl formiilii olarak bilinen

« 4l
Fio( = Eal lanl

esitligi (4.15) denkleminde kullanilirsa (G = det(g;;))

—6 In

G
‘—m+mm
G

el

1 G
“2m+2) |G

1
"=y

seklinde yazilir. Burada

olarak gosterilirse
Y =¥
elde edilir. Yani i;, ¥ fonksiyonun gradiyenti olur. (4.16) esitligi (4.12) denkleminde

kullanilirsa

_ 1 _ 1
=T} + —— (T — T8 + — (T — )8t

_ 1 _
5 U — Frfc)(gjh +e - (l-}_%(c - F]—‘;‘()(S{l

+2

Son esitlikte diizenleme yapilarak
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_ 1 _ _ _
- n—”{r;;aﬁ + T8 + eTxol + elnsl)

=T} - %{rﬁaj" + T 6] + elix ) + elx67}

yazilir. Yukaridaki esitligin sol tarafi 'I_"i’} ile sag tarafi ise Ti’} isaretlenir ise

Th =T} (4.17)
sonucuna ulasilir.
Bu yolla holomorfik projektif doniisiim altinda invaryant kalan ve geodezik doniisiimler
teorisinde bahsedilen "Thomas projektif parametresi” nin benzeri olan bir geometrik
obje elde edilmis oldu.
Buradan yola ¢ikarak asagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 4.5.1: (Mikes J.et al.,2015) (K, g,F) ve (K, g F) Kdbhler
manifoldlart arasinda bir holomorfik projektif doniisiim tanimlanabilmesi i¢in gerek ve
yeter sart (4.17) esitliginin saglanmasidir.

Holomorfik projektif doniistimleri karakterize eden (4.12) esitligi ve doniigiim
teorisinde bahsedilen (3.4) esitligi kullamlarak (K,,g,F) ve (K, g, F) Kdihler
manifoldlarinin egrilik tensorlerinin bilesenleri arasinda asagidaki bagintiyr elde
edebiliriz.

Rijl = Ryt + 6w — 8]y + e8Mpg; — e8Py — eSt (y; — ¥5:)  (4.18)
burada ;;, (0,2) tipli simetrik tensorii

Yij = Vi, — Y — ey (4.19)
bigimindedir.
(4.18) denkleminde her iki taraf 8} ile kontraksiyon yapilirsa K, ve K, Kdhler
manifoldlarinin birbirine karsilik gelen Ricci tensorleri arasinda
Rij = Ry — nyy; + 2eyy (4.20)
bagintisi elde edilir.
Konjligasyon isleminde bahsedilen R; = —eR;; esitligi son denklemde kullanilarak
asagidaki esitlikler yazilabilir.
ny;; = R;; — Rij + 2eyy
nYy = Ry — Ry + ey

burada A; = eA; konjligasyon islemi hatirlanmalidir.
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Son denklemlerin ikincisinde R; = —eR;; yazilir ve birinci denklem e ile carpilirsa
(e =1)
e.ny;; = eR;; — eR;; + 2
np; = —eR;; + eR;j + 2e;
elde edilir. Taraf tarafa toplama ile
e.n;; + NPy = 2y + 2Zeyy;
(n—2)Yy = —e(n — 2);;

Y = —eyy; (4.21)
sonucuna ulagilir. (4.21) esitligini (4.20) denkleminde kullanarak

olarak bulunur. (4.22) esitliginden

1 _
Vi = m(Rij —Ryj)

bulunur ve bu son ifade (4.18) denkleminde kullanilirsa
_ 1 _ _ _ . b _
Riji + ——5 16" R = 8{' Rij + e/ Re; — e6{'Re; + eS¢ (Riy — Riy)}
1
= Rii + n—H{q.thi — 6['Ry; + e6"Ry; — e8! Ry ; + e8¢ (Ri;—Ry))}
esitligi elde edilir. Burada

1
Pijic = Ryjt +—{8/'Rii — 6{'Ryj + e8]'Ry; — e8] Ry + e85 (Ry—Ry;)}  (4.23)

olarak gdsterilirse (Benzer olarak P,
esitligi yazilir.
(4.23) esitligi ile verilen ve bilesenleri P}

;i olan P tensoriine holomorfik projektif

egrilik tensorli denir ve buradan agagidaki teorem elde edilmis olur.
Teorem 4.52: (Mikes J.et al,2015) (K, g,F) ve (K, g,F) Kdhler
manifoldlar1 arasinda bir holomorfik projektif doniisiim tanimlansin. Bilesenleri P; j,'(‘

olan P holomorfik projektif egrilik tensorii bu doniisiim altinda invaryant kalir.

Tanmm: Eger K,, Kdhler manifoldundan bir flat uzay iizerine holomorfik

projektif doniisiim var ise bu Kdhler manifolduna holomorfik projektif flat manifold
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denir. Holomorfik projektif flat manifoldlar i¢in holomorfik projektif egrilik tensori
stfirdir.
4.6. Holomorfik Projektif Doniisiim Teorisinin Temel Denklemleri:
(K,, g, F) Kdhler manifoldundan (K,, g, F) Kdhler manifoldu iizerine bir holomorfik
projektif doniisiim tanimlansin. Bu durumda (4.14) te verilen
Viigij = 2Yrgij + Vigji + ¥igik — e¥;gu — e¥igik
denkleminin saglanacagi asikardir. Biz
gij = e gy (4.25)
seklinde tanimlanan bir § tensoriinii goz Oniine alalim. Dogal olarak § tensord,
konjiigasyon isleminde bahsedilen
Gij = gji = —edy , |G| # 0 (4.26)
esitligini saglar.
(4.25) esitliginde (4.14) esitligi kullanilir ve kovaryant tiirev alinirsa
Vidij = —2Vipe 2V g + e P 2y gij + Vidjk + VG — eV — ;G
=e Wi gjx + Vg — eVidik — eP;gu)
=Yi(e™™gix) + (e i) — epi(e™ P gpi) — eppy(e™ ¥ g)
=Y Gjx +¥;Jik — eV — e¥; g
yazilir. Buradan
Viidij = Yadjpr — eV adnk (4.27)
elde edilir.

Simdi g;; tensoriiniin duali olan g Y tensoriinii gdz dniine alalim.

GG = 6 (4.28)
olup (§¥) tensérii konjiigasyon isleminde verilen
Gy =g""=—eg? , |g¥| £ 0 (4.29)

esitliklerini saglayacaktir. (4.28) esitliginde her iki tarafta kovaryant tiirev alindig
takdirde
V3 Guj + 9V guj = 0
veya buna denk olan
V7 = —Vidxp g™ gh (4.30)
sonucuna ulagilir. (4.30) denkleminde (4.27) esitligi kullanilacak olursa
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~ioC

Vid” = —(udpr + Vpdur — eWzds, — €5 i) G < G"
= Yo 8, — WP 5\ — Yo F! — eypg P F
=~ "8, — YpgP 8k + 5] + epg P}
( G =—g ve F. = 6L = 6. esitlikleri kullanildr)
yazilir. Burada 1° = —,§** olarak belirlenirse
Vg = 265) — eas) (4.31)
esitligi elde edilir. Bu son esitlikte i ve j indisleri indirilirse
Vi(§Y 9xi95;) = Aié‘}{gocigﬁj + V6L guigp; — eN8lguigp; — eN 6L gwidp,
= A9k + Gk — €195k — €€A5g5k
olarak bulunur. Burada
axp = §79xi9p; (4.32)
olarak belirlenir ve x« i, B & j indis degisikligi yapilirsa
Viaij = igjk + Aigik — eligsk — eAsguk (4.33)
sonucuna ulasilir.

Not: —el@,{g“igﬁj = —e/lfgo(—ld,i_gm

= (—eA'Flg,sFLFF)(Fl gz, F)

= —eA'6{ grsFi 95,61,

= —eA°grsFx 9pi

= —el FX gpk

= —eAz9pxk
seklinde ¢esitli konjiigasyon islemleri kullanilarak elde edilir. (go; = —egs, €° = e,
F'Ff = eb?)
(4.29) ve (4.32) esitliklerini saglayan (ai}-) tensoril i¢in a;; = a;; = —eay; , |ai]-| *0
esitliginin saglandigi asikardir. Bu durumda asagidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 4.6.1: (Mikes J.et al.,2015) (K,,g,F) Kdhler manifoldundan
(K,,g,F) Kdhler manifoldu {izerine bir holomorfik projektif doniisiim
tanimlanabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

L Veay; = Aigjk + 49k — eAigik — e g
i a; =a;=—eay , |aij| 0
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esitliklerinin saglanmasidir.
Burada ' = — "¢ , a;; = 3P gxigp; Ve P« ise P, 1- formunun bilesenleridir.
Teorem 4.6.2: (Mikes J. et al.,2015) Eger (K, g, F) Kdhler manifoldu iizerinde
bir geodezik donilisiim tanimlanabiliyor ise ayni uzay iizerinde bir holomorfik projektif
doniisiim tanimlanabilir.
Ispat: (K, g,F) Kdhler uzayinda bir geodezik doniisiimiin tanimlandigi
kabul edelim. Bu durumda
Viaij = 4igjk + 4 9ix
esitligini saglayan bir (a;;) tensorii vardir. Burada a;; = @;; — ed;; olarak segilirse
Viay = Vi(@y — dy)
= Vid;; — Vidy
= Aigjk + 4Gk — eAigj — eA 9w
sonucuna ulasilir. Bu da (4.33) esitliginin saglanmasi, yani (K, g, F) Kdhler manifoldu
tizerinde bir holomorfik projektif doniigiimiin tanimlanabilmesi demektir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.
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5 TARTISMA ve SONUC

Sunulan bu tezde ilk olarak Eliptik ve Hiperbolik Kéhler manifoldlarinda

konjiigasyon islemi tanitilarak bu islemin 6zelliklerinden bahsedilmistir.

Daha sonra holomorfik projektif egri ve holomorfik projektif doniisiim
kavramlarindan bahsedilmis ve K, Kihler manifoldundan K,, Kihler manifolduna

tanimlanan holomorfik projektif doniisiimiin karakterizasyonu yapilmistir.

Ardindan holomorfik projektif f donilisimii altinda Riemannian ve Ricci
tensorleri incelenmis ve holomorfik projektif egrilik tensoriiniin bu doniisiim altinda

invaryant kaldig1 goriilmiistiir.

Son olarak Kaihler manifoldlart arasinda holomorfik projektif doniisiim
tanimlanabilmesi i¢in gerek ve yeter sartlar ifade edilmis ve Kéhler manifoldu tizerinde
bir geodezik doniisiim tanimlanabiliyor ise ayni uzay iizerinde bir holomorfik projektif

doniisiimiin tanimlanabildigi gosterilmistir.
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