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OzET

Bazi Dagilimlar I¢in Alfa Kuvvet Doniisiimiiniin Incelenmesi
Fatma ARSLANOGLU

Yiksek Lisans Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisii

Istatistik Anabilim Dali

Haziran 2024, Sayfa: ix +23

Istatistikte dagilimlar verilerin karakteristik 6zellikleri hakkinda bilgi verdigi igin dnemli bir yere
sahiptir. Ancak ¢cogu durumda bilinen istatistiksel dagilimlar gergek verilere uygulamada yetersiz kalirlar.
Bu yetersizligi ortadan kaldirmak igin yeni istatistiksel dagilimlar tiiretilmistir Bu yeni dagilim
yontemlerinden biri de alfa kuvvet doniisim yontemidir. Bununla ilgili literatiire de bir¢ok caligma
yapilmig ve bir ¢ok yeni dagilim modelleri tiiretilmistir.

Bu tez ¢alismasinda alfa kuvvet doniistiirilmiis dagilimlarin 6nemli goriilenlerinden bir kagina
yer verilmistir. Bu dagilim modellerin matematiksel ve istatistiksel 6zellikleri ele alinmistir. Bu
dagilimlarin sira istatistikleri tanitilmis ve parametre tahminlerine yer verilmistir.

Dagilimlarin veri modelleme amaciyla daha esnek yapida olmasi gerekliligi istatistikte bilinen bir
problemdir. Bu gereklilik, bilinen dagilim ailelerinin genisletilmesiyle, yeni olasilik dagilim ailelerinin elde
edilmesi tlizerine yapilan ¢alismalart arttirmistir. Bu seminer ¢alismasinda, Oncelikle istatistikte yaygin
olarak kullanilan dagilimlardan bazilar verilecek daha sonra son yillarda (2017 yilindan itibaren) istatistik
alaninda uygulanmaya baglanan alfa kuvvet (kuvvet) donisiimii tanitilacaktir. Alfa kuvvet doniigimii
uygulanmis dagilimlar i¢in olasilik fonksiyonlari incelenecek ve bu olasilik fonksiyonlarini kullanarak
istatistiksel sonug ¢ikarimi yapilacaktir.

Anahtar Kelimeler: Dagilim fonksiyonu, En ¢ok olabilirlik metodu, Alfa Kuvvet doniisiimii, Parametre
tahmini, Momentler.
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ABSTRACT

Examination of Alfa Power Transformed For Some Distributions

Fatma ARSLANOGLU

Master's Thesis
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June 2024, Pages: ix + 23

In statistics, distributions have an important place as they provide information about the characteristic
features of the data. However, in most cases, known statistical distributions are insufficient in application to
real data. New statistical distributions have been derived to eliminate this inadequacy. One of these new
distribution methods is the alpha power transformation method. There is literature on this. Many studies
have been done and many new distribution models have been derived. In this thesis, some of the most
important alpha power transformed distributions are included. The mathematical and statistical properties
of these distribution models are discussed. The order statistics of these distributions are introduced and
parameter estimates are included.

It is a well-known problem in statistics that distributions need to be more flexible for data modeling
purposes. This requirement has increased the work on obtaining new probability distribution families by
expanding the known distribution families. In this seminar, first of all, some of the distributions that are
widely used in statistics will be given and then the alpha power (power) transformation, which has been
applied in the field of statistics in recent years (since 2017), will be introduced. Probability functions for
distributions with alpha power transform applied will be examined and statistical results will be made by
using these probability functions.

Keywords: Distribution function, Maximum likelihood method, Alpha power transform, Parameter
estimation, Moments
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KISALTMALAR

. Alfa kuvvet doniisiim

. Alfa Kuvvet Weibull Dagilimi

. Alfa Kuvvet Doniistiiriilmiis Rayleigh Dagilimi
. Alfa Kuvvet Doniistiiriilmiis Burr-XII Dagilim1
: Alfa Kuvvet Lindley Dagilimi



1. GIRIS

Olasilik dagilimlari olaylarin olasiligiin tanimlanmast i¢in kullanilan metotlardir. Teorik
ve uygulamali alanlarda kullanilan bilinen dagilimlar bazen yeterli olmayabilir. Boylece
verilenlere en uygun olasilik dagilimlarini belirlemek i¢in yani, yeni olasilik dagilimlar1 elde
etmek icin cesitli yontemler gelistirilmistir.

Alfa kuvvet doniistimii gercek yasam verilerini modellemek i¢in dagilimlar1 daha zengin ve
esnek hale getiren yontemlerden bir tanesidir. Bu tezde 2017°den itibaren yapilan ¢alismalara yer
verilmigtir. Bu konuda yapilan calismalarin hepsi literatiirde 6nemli bir yere sahip olmakla
birlikte bu tezde hepsine birden yer verilemeyeceginden, konunun anlasilmast agisindan faydal
olacag diistiniilen birka¢ yeni dagilim incelenecek ve bu yeni dagilim modellerinin matematiksel
ve istatistiksel Ozellikleri {izerinde durulacaktir. Alfa kuvvet doniisiim yontemi mevcut bir
dagilim ailesini temel dagilim alarak, temel dagilima yeni ek bir parametre ekleyerek temel
dagilimdan daha esnek yeni bir dagilim tiireten bir yontemdir. Yontem ilk olarak, Mahdavi ve
Kundu [1] tarafindan yapilan ¢alisma ile ortaya konmustur. Metot siirekli dagilim ailelerine
basarili bir sekilde uygulanabilirlige sahiptir. Ozellikle iistel dagilim ailelerine yeni bir parametre
ekleyerek, yeni dagilimin temel dagilima gore daha esnek olmasini saglamaktadir [1]. Yontem
her ne kadar yeni de olsa, literatiirde alfa kuvvet donlisiim yontemi kullanilarak tiiretilmis
dagilimlar mevcuttur. Hassan vd. [2] alfa kuvvet doniisim metodu ile Lindley dagilimini
tamitmuslar ve istatistiksel c¢ikarimlarini incelemislerdir. Nassar vd. [3] alfa kuvvet doniisim
metodu ile Weibull dagilimini ele almiglar ve istatistiksel ¢ikarimlarini incelemislerdir. Dey vd.
[4] alfa kuvvet doniisiim metodunu Lindley dagilimi kullanarak ele almislar ve deprem verileri
tizerinde bir uygulama ile karakteristik yapisini incelenmiglerdir.

Dey vd. [4] alfa kuvvet doniisiim metodunu ters Lindley dagilimi kullanarak ele almiglar
ve bir uygulama ile ¢ikarimlari incelemislerdir. Hassan vd. [5] alfa kuvvet donistiiriilmiis
genisletilmis tstel dagilimi tanitmislar ve ¢ikarimlarimi incelemislerdir. Biger [6] ,alfa kuvvet
doniisim metodu ile Genellestirilmis Rayleigh dagilimini ele alarak istatistiksel sonug¢ ve
¢ikarimlarda bulunmustur. Unal vd. [7] alfa kuvvet déniisiim metodu ile Ters Ustel dagilimini ele
almiglar ve bir uygulama ile esnekligini ve 6nemini incelemislerdir. Nassar vd. [8], Mashall-
Olkin alfa kuvvet donisiim ailesini tanitmislardir. Bu yeni dagilimin Marshall-Olkin
genellestirilmis  Lindley, Marshall-Olkin  genellestirilmis  dstel, Marshall-Olkin ile
karsilagtirildiginda daha uygun oldugunu gostermislerdir. Efe-Eyefia vd.[9], Weibull Alfa kuvvet
ters Ustel dagiliminin teorik analizini ele almislar ve bu dagilimin 6zelliklerini incelemislerdir.

Alfa kuvvet dontisiimii (alpha power transformation), giinliik yasamdaki verileri
modellemek i¢in dagilimlar1 daha zengin ve esnek hale getiren yontemlerden biridir. Bu yontem,

Mahdavi ve Kundu [1] tarafindan temel (baseline) dagilima garpiklik parametresi dahil edilerek



onerilmistir. Ayrica Mahdavi ve Kundu [1] tarafindan 6zel bir durum olarak alfa kuvvet
doniisiimlii iistel dagilimin 6zelliklerini incelemislerdir. Literatiirde bu alfa kuvvet doniisiimii ile
ilgili birgok ¢alisma yapilmigtir. Abdel Rahman ve El-Bassiouny [10] alfa kuvvet iistel Weibull
dagilimini; Unal vd. [7] alfa kuvvet ters iistel dagilimini; Dey vd. [11] alfa kuvvet doniistiiriilmiis
Lindley dagilimimi, Ramadan ve Magdy [12] alfa kuvvet ters Weibull dagilimini, Ahmad
[13] genisletilmis alfa kuvvet doniistiiriilmiis Weibull dagilimmi, Dey vd. [4] alfa kuvvet
doniistiiriilmiis ters Lindley dagilimini, Nasiru vd. [14] alfa kuvvet doniistiiriilmiis Frechet

dagilimini, Hassan vd. [2] ise alfa kuvvet doniistiiriilmiis Lindley dagilimini incelemislerdir.



2. TANIMLAR

Tanim 2.1. Olasiik Yogunluk Fonksiyonu

Degeri f(X) ile tanimli olan bir fonksiyon,

fx)=20,—0o<x<o0 (1.2

SO f(dx =1 (2.2)

sartlarin1 saghyor ise f(x)’e X siirekli tesadiifi degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu denir
[15].
Tamm 2.2. Olasilik Fonksiyonu

X degiskeni sonlu bir sayidaki xq, x5, ... x,degerlerinin f(x;) = P(X = x;),i = 1,2,...,N
olasiligi ile alinabilen kesikli rastgele degiskenler olmak {izere asagidaki kosullari saglayan f(x)
fonksiyonuna X’ in olasilik fonksiyonu denilir [16].

F[x] = 0 tiim x ler i¢in

Yl flx) =1 (2.3)

Tanim 2.3. Kiimiilatif Dagilim Fonksiyonu
(Q,3, P) olasilik uzay1 ve X tesadiifi degiskeni bu uzayda tanimli olsun. Vx € R icin X

tesadiifi degiskeninin dagilim fonksiyonu asagidaki gibidir [15].
Fx)=PX<x), 0<F(x) <1 (2.4)

Tanim 2.4. Ustel Dagilim
Ustel dagilim giivenilirlik analizinde, yasam analizinde ve bekleme hatti teorisinde yaygin
olarak kullanilir. Bu sebeple olasilik teorisinde biiyiik bir 6neme sahiptir. Negatif degerler

almayan siirekli X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

f0=fe = x>0 @5)

ile tanimlansin. Bu durumda X; A > 0 parametresi ile iistel dagilima sahiptir. A parametresine sahip

iistel dagilimin beklenen deger ve varyans: sirayla,

EX) = % (2.6)

Var(X) = %2 (2.7

gosterilir [17].



Tanim 2.5. Poisson Dagilimi

X, 0,1,2, ... , degerlerini alabilen Poisson rastgele degisken olmak iizere, X’ in olasilik
fonksiyonu,
e~ A )\X
F) =P(X =x) ="——,x=0,12,...,4>0 (2.8)

x!

seklinde tanimlanir. Poisson dagiliminin beklenen degeri;

EX) =2 (2.9)
varyansl,
Var(X) = A dir [16]. (2.10)

Tanim 2.6. Pareto Dagilimi
X tesadiifi degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,
BaP

fx)= {x_ﬁﬂ' asx<%», [>0 (2.11)
0, d.d

olarak verilmis ise, X tesadiifi degiskenine pareto dagilimina sahiptir denir. Pareto dagiliminin

beklenen deger ve varyansi sirasiyla

_ _Ba
E0 = 25 p>1 2.12)
Var(X) = —L% __ g>o (2.13)
(B-1D2(B-2)"’

seklindedir [17].
Tamm 2.7. iki Parametreli Weibull Dagilim
X Weibull (k,) degerleri i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu;
k() ()
F(x)=f(x) = E(B) e W, x>0 (2.14)
0, d.d
gibidir.

Weibull dagiliminin beklenen deger ve varyansi,

EX) = pr(1+3) (2.15)



2

Var(x) = 2 [r(l +3)-a +%)2] (2.16)

seklindedir. [17].

Tanmim 2.8. En Cok Olabilirlik Tahmin Edicisi

Parametreleri tahmin etmek i¢in 6nemli metot olan en ¢ok olabilirlik metodu, 1922 yilinda
genetikci ve ayni zamanda istatistik¢i olan Ronal A. Fisher tarafindan bulunmustur. Bu metot
genis boyutlu verilerde daha iyi sonuc elde etmemizi saglamakta ve bu verilerin istatistiksel
modellere uygunlugunu o6l¢cmede kullanilan en uygun metotlardandir. En ¢ok olabilirlik
yontemiyle B° nin degerinin gergekte gozlemlenen degerlerden maksimum olasiliga sahip deger
olmasini ister [18].

X1, X, X, f(x\p) dagilimindan alinan 6rneklem ve bu drneklemin olasilik fonksiyonu

...........

f(xa,..... x2\B) = f(x1\B) ... ... f (X \B) olmak iizere
L(B;x1, X, e X)) = f(x1,x2 ........ xn; B) = L(B)
=12 f (x5 B)

bi¢iminde tanimlanan L(f) fonksiyonuna olabilirlik fonksiyonu denilmektedir. Buradaki
fonksiyonu maksimum yapan B degerine B nin en ¢ok olabilirlik tahmini denir.
Genellikle, olabilirlik fonksiyonunu maksimize etmek yerine, fonksiyonun logaritmasi

(log-olabilirlik) maksimize edilir ve bu fonksiyon,

L(B) = log(L(B\Xj,............. Xn)) (2.17)

elde edilir [19].
Tanim 2.9. Burr XII. Dagihim
Iki parametreli Burr-XIl nin olasilik yogunluk fonksiyonu ve dagilim fonksiyonu sirasiyla

asagida tanimlandig gibidir.

faxn (G a, B) = aBxPF~1(1 + xF)~@+D x > 0igin (2.18)
ve

Fexn(a,B) =1—(1+x8) x>0 igin (2.19)

bi¢imindedir. Burada o> 0 ve B > 0 sekil parametreleridir [20].



Tanim 2.10. Rayleigh Dagilim
X rasgele degiskeni negatif degerler almayan mutlak siirekli bir rasgele degisken olmak

iizere; X rasgele degiskeni icin

2

F(x,A) =1—e 222 , x>0, 250 (2.20)
ve
x2
flx,2) = %e‘m , x>0 , A>0 (2.21)

bi¢iminde ise X rasgele degiskenine Rayleigh dagilimina sahiptir denir [21].

Tamim 2.11. Sira Istatistikleri

X1, X5, ..., X, bagimsiz ve ayni dagilimh tesadiifi degiskenler olmak {izere bu tesadiifi
degiskenler biiyiiklik sirasina gore dizildiginde elde edilen X;.,, < X,., < -+ < X,,., tesadifi
degiskenlerine sira istatistikleri denir. Buna gore X,.,, n boyutlu 6rneklemin r inci sira istatistigi

olmak tizere 1 inci ve r inci sira istatistikleri sirasiyla,
Xl:TL = min(Xl,Xz, ...,Xn) (222)
Xpm = max(Xy, Xy, ..., X)) (2.23)

olur.
X1, X3, ..., X, tesadiifi degiskenleri olasilik yogunluk fonksiyonlart f(x) ve dagihim
fonksiyonlar1 F(X) olan mutlak siirekli bir ana kiitleden ¢ekilen tesadiifi 6rneklem olsun. Buna

gore X,.,, sira istatistiginin olasilik fonksiyonu
! — —
fra() = oo FEOI L - FOOIf(x) , —w<x<o (2.24)

seklinde yazilabilir [22].

Tanim 2.12. Stokastik Bagimsizhk
f1(x1) ve f,(x,) sirastyla X; ve X,’nin marjinal yogunluk fonksiyonlart ve f de X; ve X,
‘nin ortak yogunluk fonksiyonu olmak iizere, X; ve X, tesadiifi degiskenleri igin f(xq,x;) =

f1(x1) fo(x3) sart1 saglanmiyor ise stokastik olarak bagimsizdir denir [23].



3. ALFA KUVVET DONUSUMU

Alfa kuvvet doniisim yontemi 2017’ de Mahdavi ve Kundu tarafindan gelistirilmis ¢ok
yeni bir yontem olmakla birlikte literatiirde biiylik bir 6neme sahip olmustur. 2017°den itibaren
arastirmacilar tarafindan bu konu ile ilgili bir ¢ok ¢alisma yapilmistir. Bu tezde 2017°den itibaren
yapilan ¢aligmalara yer verilmistir. Bu konuda yapilan ¢aligmalarin hepsi literatiirde énemli bir
yere sahip olmakla birlikte bu tezde hepsine birden yer verilemeyeceginden konunun anlagilmasi
acisindan faydali olacagi diisiiniilen birka¢c yeni dagilim incelenecek ve bu yeni dagilim
modellerinin matematiksel ve istatistiksel 6zellikleri tizerinde durulacaktir.

Bu kisimda, Mahdavi ve Kundu [1] tarafindan tanitilan alfa kuvvet doniisim (APT)
yontemi agiklanmaktadir. Varsayalim X, F(x) dagilim fonksiyonuna sahip mutlak siirekli bir
rasgele degisken olsun. F(x) temel dagilim fonksiyonunu g6z oniinde bulundurarak, APT

dagilimimin dagilim fonksiyon

" 0 1
Fapr(x) ={ a1 @0 @7 (3.1)
F(x) ,ao=1

bi¢iminde verilir. (3.1) esitligi ile verilen Fypr(x) fonksiyonu dagilim fonksiyonu olma
ozelliklerini tagiyan bir fonksiyondur. Eger temel dagilimin dagilim fonksiyonu F(x) ‘e karsilik
gelen olasilik yogunluk fonksiyonu olan f(x) siirekli bir fonksiyon ise, F4pr(x) ‘e karsilik gelen

fapr (%) olasilik yogunluk fonksiyonu da siirekli bir olasilik yogunluk fonksiyonu olur ve

loga f(x)aF®
fapr(x) = a-1 0 ,0*1 (3.2)
f(x) a=1

olarak verilir [1,7,8,24]. Asikér olarak a # 1 iken; fipr(x), f(x)’ in agirlikli bir fonksiyonu
gibidir.

w(x) = af® (3.3)
bir agirlik fonksiyonu olmak iizere; f,pr(x)
fapr(x) = w (3.4)

bi¢iminde yazilir. Esitlik (3.4) de verilen c sabiti agirliklandirilmis fonksiyonun beklenen degeri,
yani ¢ = E(w(x))’ dir. Bu durumda bu agirlastirilmig fonksiyon a > 1 durumuna ve a < 1

durumuna bagli olarak azalan veya artan olabilir. Temel dagilimin dagilim fonksiyonu F(x) goz



oniinde bulundurularak APT yontemi ile tiiretilen dagilimin yasam fonksiyonu (Survival

Function) S,pr(x),

a

— (1 - aF(x)—l) a0 a+1

Sipr(x) =4a-1 ’ , .
e { S « .

Bigiminde ve bozulma orani fonksiyonu (Hazard Rate Function- HRF) Hpr(x),
aF(x)—l
Hapr(x) = {1099 ) 7= >0 a#1 (3.6)
1-F(x) ,a=1

bigiminde elde edilir. y, ile Fapr(x)"in p. ¢eyrekligi gosterilmek iizere; a1 igin doniistiirilmiis
dagilimin p. yiizdeligi

_ -1 (log+(a-1p
I = ' ( loga ) (3'7)

bigiminde elde edilir. Burada F?(.) temel dagilimin dagilim fonksiyonunun tersini ifade
etmektedir. Eger xp, ile temel dagilimin p. yiizdeligi gosterilirse, esitlik (3.7) gbz Oniinde
bulundurulmasiyla a#1 i¢in

log (1+(a—1)p)

W <p (3.8)

Yp < Xplgin
yazilabilir.

2017°den bu yana bu konuda ¢ok fazla galisma yapilmistir. Bu ¢alismalarin hepsine birden

yer verilemeyeceginden konunun anlagilmasi agisindan faydali olacagini diislindiigiimiiz birkag

dagilim ele alinacaktir.

3.1. Alfa Kuvvet Weibull Dagilimi (APW):

Weibull dagilimi, giivenirlik teorisinde ¢ok yaygin kullanilan bir dagilimdir. Genellikle
biyolojik, tibbi ve hidrolojik veri setlerini analiz etmek i¢in kullanilir. Fakat bazi uygulamalar igin
kabul edilebilir bir uyum saglamaz. Bu yiizden cesitli veri tiirlerini modellemek icin weibull
dagiliminin cesitli genellemeleri ve uzantilar1 gelistirilmigtir. Buna 6rnek verilecek olursa Nassar
ve arkadaglar1 [3] weibull dagilimina alfa kuvvet doniisimi uygulayarak APW dagilimi adini
verdikleri yeni bir dagilim tiiretmislerdir.

@ = (a, 4, B)T alalim. X, ii¢ parametreli APW dagilimina sahip bir tesadiifi degisken olmak

tizere, X’ in dagilim fonksiyonu



(g gre ™
Fppw (x, 9) = {1_“ (1 “ )' @>0a#l (3.9)
1— e MF , a=1
ve olasilik yogunluk fonksiyonu,
ga g1, 4> 0,a %1
fapw (x, @) = {“_1 “ p “ o (3.10)
ABxB1e=2x" a=1

seklinde elde edilmistir.

3.1.1. APW Dagiliminin Temel Ozellikleri
APW dagilimimnin yasam fonksiyonu ve hazard fonksiyonu x > 0 olmak iizere sirasiyla

asagidaki gibi yazilabilir.

a

_1(1_0(_6-/1;:3)' a>0,a+1

Sapw (x, @) =1 a- p (3.11)
1—e ) ifa =1
B-1,-2AxF e—2xf _ 1)1
hapw (%, @) = {log(a} ABxP~ e (a D™, a>0a+1 (3.12)
ABxB1 , a=1

APW dagilimmin r. momenti ve moment ¢ikaran fonksiyonu da tanimdan yola ¢ikarak

hesaplanabilir.

_ _al(r/B+1) oo (—loga)®
Hr = EQX") = (o375 Tt e 6 (3.13)
ve moment ¢ikaran fonksiyonu
- keir(j
Mx(t) _ alogazl?:()zoo (—loga)*t'T(j/B+1) (3.14)

(1-a) J=0 (k1)1 (k+1)I/BAI/P

olarak hesaplanabilir.

3.1.2. APW Dagilimimin Parametrelerinin En Cok Olabilirlik Tahmin Edicisi

X1,Xg, .. X, APW dagilimina sahip tesadiifi Ornekler olur. Buna gore olabilirlik

fonksiyonunun logaritmasi
B
Il =nlog (%) +nlog(aBr) + (B — 1Y%, logx;loga Y™, e ™ —AY™ xl-B (3.15)

seklinde yazilabilir. Béylece a, A ve ’nin parametre tahminleri



""Yh

al n n(a—1-aloga) 1 _

da  a a(a-1)loga Z =0 (3.16)
ﬂ=—+lo a i x; e"l"lz x =0 (3.17)
EY) g 1 i=1 :
:;— +3"  logx; + Aloga Yt e lx logxl—/lz L1 X; logxl—O (3.18)

seklinde bulunur [3].

3.1.3.  APW Dagihminin Sira istatistigi
X1,X5, ..., X, n boyutlu tesadiifi degiskenler olsun. Xj.,, i. sira istatistigi olmak tizere
X;.n nin pdf’si

fin () = o FOOHF G (1 = FGO)™ (3.19)

olarak yazilir. Bu tanima gore 3 parametreli weibull dagiliminin i. sira istatistiginin pdf> si

fim(x) = —ZCDTpy(q — gie ™ yim1(g - gme - (3.20)

B(in—i+1)(a—1)""1

olarak yazilir. Burada B(a, b) beta fonksiyonudur. Binom ifadesini kullanarak f;.,,(x) ,
___ 2Bloga =i yi=1 (M= D (1= 1\ kit g
fin(0) = 5= e Zk=0 §'=o( K )( j )mxﬁ (3.21)
olarak da yazilabilir.

3.2. Alfa Kuvvet Doniistiiriilmiis Rayleigh Dagilimi1 (APR):

Esasinda Rayleigh dagilimi, Weibull dagiliminin 6zel bir halidir. Weibull dagilimina sahip
bir Y rasgele degiskeni i¢in

1

yrx
FO)=1—eed) ,ys0 ,250 , as0 (3.22)

ve
1 V\a
foad) =1@ e 350,150 , a>0 (3.23)

yazilabilir. Burada 4, dagilimin 6lgek parametresi ve « ise sekil parametresidir. (3.22) ve (3.23)

esitliklerinde sekil parametresi @ = 2 olarak segilirse, dagilim Rayleigh dagilimina doner.

10



Rayleigh dagiliminin tek parametresi olmasi ve parametre tahmininde karsilasilan kolayliktan
dolayi, farkli aragtirmalarda Weibull dagilimina karsi tercih sebebi olmustur [25].
APT yonteminde temel dagilim olarak Rayleigh dagilimi segildiginde, Rayleigh dagilimina

karsilik gelen APR dagiliminin dagilim fonksiyonu ve olasilik yogunluk fonksiyonu, sirasiyla

xZ

(a1—e_m_

Fippr() ={ a1 %~ 0, #1, A>0,x>0 (3.24)
XZ
1—e 22, a=1, 250, x>0
X2 _x2

lo%j_ze_mal_e o a>0a#1,  150,x0
fapr(x) =1 ¢ 2 (3.25)

;_ze_m , a=1, 2>0, x>0

bi¢iminde elde edilir.

3.2.1. APR Dagiliminin Temel Ozellikleri

APR dagiliminin yasam fonksiyonu Sapr(x) ve bozulma orani fonksiyonu Hupg (x) esitlik

(3.26) ve esitlik (3.27) 'de verildigi gibidir [21].

x2
{alogla 1—a e a>0,a+#1,1>0,x>0
Sapr(x) =4 7 (3.26)
x2
e 222, a=11>0, x>0
2 X
e 227 ¢ P loga >0,a#1,150,x50
, o ,a ,A>0, x>
Hypr(x) = L _e—z";z (3.27)
= , a=12>0, x>0
APR a, A) dagiliminin moment ¢ikaran fonksiyonu t < A i¢in
_ A2 o (loga)kt?
Mypr(t) = o Zk:o—(kll—tu)k! (3.28)
olarak elde edilir. X tesadiifi degiskeninin . momenti
_ ar! o (- loga')k
EQXT) = s Zh=1 o (3.29)
olarak elde edilir. Buna gére beklenen degeri (3.29) esitliginde = 1 alinmasiyla
_ a © (—loga)k
EQ) = T2k (3.30)

11



olarak bulunur. Sekil 3.1. de APR dagiliminin « =1.5 ve farkli A degerleri i¢in olasilik yogunluk

fonksiyonu grafigi gosterilmistir.

1.8 . . . T
——a=15 A=05
16 i X a=15 AI=1
[ \\ a=15 A=15
TISN =15 A=
12+ | \
| \
e 1l \
”~ |
E || \
o8l | 1
|
|
06|
| \
04 / N
I W P o <
| ,/ \‘\
0.2/ g \ G ¥
/57 & s
L : B
o . o
0 1 2 3 4 5 6 7 8
X

Sekil 3.1. APR dagiliminin a =1.5 ve farkli A degerleri igin olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi

3.2.2.  APR Dagiliminin Parametrelerinin En Cok Olabilirlik Tahmin Edicisi

X1,X5, ..., X, rasgele orneklemi APR(a, A1) dagilimindan alinmis rasgele bir 6rneklem

olsun. Xi, X, ..., X,, rasgele degiskenleri i¢in log-olabilirlik fonksiyonu esitlik (3.25)” in goz

Oniine alinmastyla

25 T T T T T T
—a=025 =05
——a=025 X=1
A 0=025 X=15
2t [\ ——a=025 )=2
|
|
|
[
15+ \
= »
X [ \
N \
| T
1 \
"
05¢ / P S e
> e \ s %
/ \ S
4 o Sy
0 / N - - A ——
0 1 2 3 5 6 7 8

Sekil 3.2. APR dagiliminin a =0.25 ve farkli A degerleri i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi
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X

2 :
InL(a, 1) = nin(lna) — nin(a — 1) + In [, x? — 2nind — Z?:l% + na}, <1 — e_m>

bi¢iminde elde edilir. Elde edilen log-olabilirlik fonksiyonunun a ve A parametrelerine gore tiirev

alinip sifira esitlenirse;

da alna a—1 a

x2
A@hH _ n _n 1 ?:1<1_e—ﬁ>:0

2
o) _2n | 1wn 2 1on 2f —L\ _
e = 2 tmlimX — ey, xi|e 27| =0 (3.31)

olabilirlik denklemlerine ulasilir. Boylece a ve A parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin
edicileri, (3.30) ve (3.31) esitlikleri ile olusturulan denklem sisteminin ¢dziimiinden elde edilir.
Fakat bu denklemler dogrusal olmayan denklemler igerdiginden analitik olarak ¢oziilemez [21].
Sekil 3.2. de APR dagiliminin a¢ =0.25 ve farkli A degerleri i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu

grafigi gosterilmistir.

3.3. Alfa Kuvvet Doniistiiriilmiis Burr-XII Dagilimi (AGBXI1)

Alfa kuvvet yontemi ile Burr-XIl dagilimi kullanilarak alfa kuvvet BurrXIl dagilimi
(AGBXII) olarak adlandirilan yeni bir dagilim 6nerilmistir. Sekil 3.3” de farkli parametre degerleri
icin AGBXII dagilimimin dagilim fonksiyonunun grafigi goriilmektedir

AGBXII dagilimin, dagilim fonksiyonu ve olasilik yogunluk fonksiyonu sirastyla
a,(l—(1+x5)_y) 1
a—1

log(a)xB-D (1-(14x8)7)
(@- DA +xHam“

Faepxu (o a, B,y) = a By, x>0,a+1

facexu(x; a,B,y) = By "a,By,x>0,a#1

gibidir.

Sekil 3.3. Farkli parametre degerleri icin AGBXII dagiliminin dagilim fonksiyonu

13



Sekil 3.3” de goriildiigii lizere cesitli parametre degerleri icin kiigiik degerlerde 0’ a, biiyiik
degerlerde ise 1’e yaklagir. Dolayisiyla bu dagilim, dagilim fonksiyonu 6zelligi saglar [21].

3.3.1. AGB Dagihminin Temel Ozellikleri
Yasam fonksiyonu S(x) =1 — F(x) olarak ifade edilir ve AGBXII dagiliminin yasam
fonksiyonu asagidaki gibidir:

a(1—(1+xﬁ)‘7)—1 a_a(1—(1+xﬁ)_)/)

Sacexu(x) =1— p—y = o aB,7,x>0,a #1 (3.32)

Hazard fonksiyonu ise h(x) = f(x)/s(x) seklinde elde edilmekte olup AGBXII

dagiliminin hazard fonksiyonu,

B »(B-D) a(1—1+xﬁ)‘1’)
hagpxi(x) = By IOg“(HxB)(HV) (a—a(1-+xP)~¥)y a,B,y,x>0 a #1 (3:33)

3.3.2. AGB Dagiliminin En Cok Olabilirlik Fonksiyonu

X,, Q kimesinde degerler alan 0 parametresine bagli  f(x; 8)olasilik

yogunluk fonksiyonuna sahip bagimsiz tesadiifi degiskenleri olsun. Bu tesadiifi degiskenlerinin n
degiskenli ortak olasilik yogunluk fonksiyonu f(x4;0)...f(x,;6) ... ile verilsin. X;” lerin
degismez oldugu diisiilsiin. Bu bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu 0’nin bir fonksiyonu

olduguna goére L(6;x1x, ... x,) bi¢ciminde gosterilir. L fonksiyonuna olabilirlik fonksiyonu,
L(6) = Tg=1 f (xx16) (3.34)

bicimindedir. "InL" logaritmas1 alinmis olabilirlik fonksiyonunun parametreye gore

tiirevinin alinip sifira esitlenmesiyle elde edilen olabilirlik denklemi,
S InL(8; Xy, X; . %) = 0 (3.35)

olur [26]. Buradan AGBXII dagilimi igin olabilirlik fonksiyonu,

By (@)L, xFVask, | 1-——
(o0:f)

L) = (3.36)

(1+y)
(a—1D)™ ?=1(1+xi8) v

olur.
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InL(@)nin(By In(a)) + (B — 1) Xz, In(xy) +In (@) X1y (1 e - ﬁ)v> -

nin(a—1) - A +y)X¢ 1(1 + xﬁ) (3.37)

bicimindedir. Olabilirlik denklemi i¢in InL(6) ifadesinin parametrelere gore 1 inci tlirevlerinin

sifira esitlenmis hali asagidaki gibidir:

amL®) _ n _ n o lyn __ 1t \_
da - alna a—1 + a21=1 (1 (1+xﬁ)y> =0 (3.38)
]
MO =243 In(x) - n0xf 2 + () B yIn(x) —br =0 (3.39)
dap B x (xf)
ainL()n _ nin(xP + 1) + (Inl) ¥ & =0 (3.40)
dy v ( +xf)y B .

Dogrusal olmayan denklemler igeren olabilirlik fonksiyonu nedeniyle R paket programinda

tahmini parametre degerleri hesaplanir.

3.3.3. AGB Dagilimimn Sira istatistikleri

AGBXII dagilimi igin r. sirali istatistigin olasilik yogunluk fonksiyonu,

S (%)
B n! log(a) xB-1) (PW q-1+hy 1t
‘(r—n>!(n—r>![ﬁy<a—1) G« | [T
1-(14xB)7" "
[1 - [—a< ( a_l) )_1] (3.41)

seklinde yazilir. Bu esitlige gore 1 inci (r = 1) ve n inci (r= n) sirali istatistigin olasilik yogunluk

fonksiyonu ise sirasiyla,

n-1
B y
_ log(@ xF~V 1 Hxﬁ (1-(+xF)=
Fern () =10 | BY T T @ 1- (3.42)
[ n-1
_ log(a) xB-D 1—# a@-a+xPyr _y
o) = 1| BY G5 Gy @ o) a1 (343)
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seklinde yazilabilir.

3.4. Alfa Kuvvet Pareto Dagilimi( APP):

X rastgele degiskenin pdf” si su sekildeyse APP dagilimina sahip oldugu sdylenir [27].

Bloga 1—x_5x—ﬁ—1 a+1
=1 3.44
fapp(x) { 1 f) ve1 (3.44)

APP dagiliminin karsilik gelen birikimli dagilim fonksiyonu asagidaki gibidir.

al_x_B—l
Fapp(x) = { a-1 a#1 (3.45)
1-xF a=1

3.4.1. APP Dagilimimn Temel Ozellikleri

Hayatta kalma (giivenilirlik) fonksiyonu ve tehlike oran1 fonksiyonu sirasiyla asagidaki

sekilde elde edilir.

_xB

a
Sapp(x) = {E (1-a ) axl (3.46)
x B a=1
—ﬁlo_ic_rﬁ a X Px Bt g1
hypp(x) = {17 p (3.47)
= a=1
X
3.4.2. APP Dagiliminin Momentleri
APP dagiliminin moment tireten fonksiyonu su sekilde verilmektedir:
M, (t) = E[e®™] = floo etx%al‘x_ﬁx‘ﬁ‘ldx (3.48)
X-B = z'yi ve asagidaki seri gdsterimini degistirerek et* = Y22 trr—icr
- o (-1 k
a7 =y, S gk, (3.49)
kolayca dogrulanabilir.
_ B v yoo (—loga)ktt
M (®) = T k=0 X0 ks om) (3.50)
_ ap w (—loga)k+? 1
E() = 5 S0 20— || (3.51)
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an _ aB wow (—loga)ktt 2.1
E(X?) = {0 S0 2 — || (352)

(- log a)k+1

k! [(kﬁ-:!ﬁ—r)]

E(X) = 2y,

(3.53)

3.4.3. APP Dagiliminin En Cok Olabilirlik Fonksiyonu

X1,X2 X3, ..., Xy, olsun, APP' den rastgele bir ornekse (a, B) olabilirlik fonksiyonu su
sekildedir:

l(a—p) = pr(Eyman2x” [T, P! (3.54)

logaritma alindiginda asagidaki denklem elde edilir.
logl(a,B) =nlogpf + nlog(%) + (n — in_ﬁ)loga + (=B — 1) X logx;

Yukaridaki denklemin o ve B' ya gore tiirevi alinarak ve sifira esitlendiginde asagidaki iki

denklem elde edilir:

dlogl(a,f) _ n(a—1-aloga) n—in_B _
Jda T a(a-1)loga a =g (3-55)
alo,‘,;léa,ﬂ) - %+ % xl._ﬁ logx;loga — Y logx; =0 (3.56)

3.4.4. APP Dagiliminin Sira Istatistikleri

X1, X3 X3, ..., X, olsun, APP dagilimma sahip n boyutunda tesadiifi bir degisken olsun.
Yi.,'nin, i. sira istatistigi olarak tanimlansin. Buna gére APP dagiliminin i. sira oldugu pdf' si

asagidaki gibidir.
fin®) = Gy YO FX)IH L = Fx (I (3.57)

(3.56)' daki APP dagilimimin pdf ve cdf' sini degistirerek i. pdf' sini elde ederiz. Buradan i.

sira istatistigi

181 _o=Bn—-i _p_ _v=B - = B_i
fin) = hn@s e Y@ DT a—e Yy (358)

olarak elde edilir.

i =1 koyarak birinci dereceden istatistikleri su sekilde elde ederiz:
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fln) = ’Ei“’;‘;’,‘j‘ a Y P y=B-1(1 — g~y Fyn-1 (3.59)

i = n koyarak n'inci derece istatistiklerini elde ederiz:

f(yn) = ngiolfi: al—y—ﬁy—ﬁ—l(al—y—ﬁ _ 1)11—1 (3.60)

3.5. Alfa Kuvvet Lidnley Dagilim (APTL):

Tek parametreli Lindley dagilimi Lindley [11] tarafindan diger dagilimlara alternatif bir
model olarak onerilmistir [28]. Bu aragtirmacilar Lindley dagilimmin 6zelliklerini matematiksel
islemlerle ortaya koymuslardir. Ayrica sayisal bir uygulama ile Lindley dagilimimin iistel
dagilimmdan daha iyi bir model sagladigim gostermislerdir. Lindley dagilimimin olasilik

yogunluk fonksiyonu ve dagilim fonksiyonu sirasiyla

2
fo) =2—(1+x)e™ ,x20 (3.61)
ve
Fo(x) = 1— (%) 0% x>0, (3.62)

seklindedir. Lindley dagilimi yasam analizinde artan basarisizlik oranina sahiptir [29-32]. Alfa
kuvvet doniisiimii gercek yasam verilerini modellemek icin dagilimlar1 daha zengin ve esnek hale
getiren iglemlerden bir tanesidir. X, Alfa kuvvet doniistiiriilmiis Lindley dagilimina (APTL) sahip
bir tesadiifi degisken olsun. Buna goére APTL dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu ve

dagilim fonksiyonu sirasiyla

Fapro(x) = { a-1 lfa' >0,a+1,
fo(x) if a =1
ve
aFG(x)_l .
Faprp(x) = {T ifa>0,a+1,
Fy(x) if a =1,

seklindedir [11].

3.5.1. APTL Dagiliminin Temel Ozellikleri

X, APTL dagilimina sahip bir tesadiif degisken olmak iizere yasam fonksiyonu

18



| aaleons

a-1
1— [1 . (1+99++16x)] e_gx

ve bozulma oran1 fonksiyonu

)

Sapr(x;a,0) =

0+1

log tx( )(1+x)e‘9x [1_(

ifx>0;, a,86>0a+1
ifx>0;, a,86>0a=1

1+9+9x)] —ox

e

< 62 )(1+x)e'9"

T

hapr(x; a, 0) =

seklinde tanimlanir.

ifx>0 a0>0a=1

ifx>0;,a08>0a=1

(3.63)

(3.64)

X, APTL dagilimina sahip tesadiifi degisken ve X’ in moment ¢ikaran fonksiyonu

M, (t) = E(e'®) olmak iizere asagidaki gibi elde edilir.

M(t) = ‘°g“(9+1)1<(a 0,0,0 — t)

3.5.2. APTL Daghm Sira istatistikleri

Sira istatistiginin pdf ve cdf’ sinin tanimindan yola ¢ikarak APTL dagiliminin r. sira

istatistiginin pdf ve cdf ‘si sirasiyla

fr) = —g::?)(!;fi)f; nzp-n ("
ve
RO =3, 50 (M) oty oo

olarak elde edilir. Burada V/(.) [29-32]" deki gibidir.

B T) (1+y)e Pa [1 -

1+6

3.5.3. APTL Dagiliminin En Cok Olabilirlik Fonksiyonu

L] oy [y )i

Klasik yasam altinda bir modelin parametrelerini tahmin etmek i¢in mevcut birgok yontem

arasinda en ¢ok olabilirlik yontemi en yaygin kullanilan prosediirdiir. Burada APTL dagiliminin

bilinmeyen parametrelerinin en ¢ok olabilirlik yontem ile tahmin edilmesi ele alinmistir.

¢ =4(a,0) = n{log(loga)

O XL, x; +loga X, [1- (Foat)|e0x

6+1

boylece en ¢ok olabilirlik denklemleri
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—log(a —1) + 2log6

—log(6 + DI+TL

1log(1 +x;) —



= (B G P 89

da aloga a-1 6+1

ve

—0x;

9 _ 2 et 1
S =5 o ThamoHloga L[5 (0~ 7). (366)

olarak elde edilir.
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4. SONUC

Olasilik dagilimlari olaylarin olasiligiin tanimlanmast i¢in kullanilan metotlardir. Teorik
ve uygulamali alanlarda kullanilan, bilinen dagilimlar bazen yeterli olmayabilir. Boylece
verilenlere en uygun olasilik dagilimlarim belirlemek ic¢in yani yeni olasilik dagilimlarn elde
etmek i¢in gesitli yontemler gelistirilmistir. Genellestirilmis dagilimlar, daha fazla parametre
icerdiginden, istatistikte yaygin olarak kullanilan dagilimlari daha esnek hale getirerek giinliik
yasamda kullanima daha uygun hale getirir. Yapilan ¢aligmalarda istatistikte yaygin olarak
kullanilan dagilimlardan bazilar1 modifiye edilerek yeni parametre eklenmis ve farkli dagilimlar
elde edilmistir. Alfa kuvvet doniisiim yontemi, son zamanlarda genellestirilmis dagilimlara
ulasmada kullanilan yontemlerden biridir.

Bu tez ¢alismasinda da bu yeni alfa kuvvet doniistiiriilmiis dagilim modellerinden bazilari
ele alinmistir. Ele alinan dagilimlarin her birinin temel oOzellikleri incelenmistir. Ayrica
momentleri, en ¢ok olabilirlik fonksiyonu ve sira istatistikleri gibi istatistiksel Ozellikleri
incelenmistir.

Bundan sonraki g¢alismalarda ise litaratiire katki saglayacak yeni bir dagilim modeli

bulunmasi1 amag¢lanmaktadir.
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