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OZET
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3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA FOKAL EGRILER ETRAFINDA
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Danmisman: Do¢. Dr. Muhammed Talat SARIAYDIN
2024, viii+45 Sayfa
Jiiri
Do¢. Dr. Muhammed Talat SARIAYDIN

Dr. Ogr. Uyesi Giilay Koru YUCEKAYA
Dr. Ogr. Uyesi Aziz YAZLA

Bu ¢aligma bes boliimden olugmaktadir. Birinci bolim ¢alismanin giris kismidir, bu béliimde; egriler,
fokal egriler ve kanal yiizeyler tizerine yapilan galigmalar hakkinda bilgi verilmis, bu ¢alismanin amaci ve
6zgiin degeri belirtilmistir. Ikinci bdliimde; calismada siklikla kullanilan temel tamm ve teoremlere yer
verilmistir. Ugiincii boliimde; Minkowski uzayinda fokal egriler ve yiizeyler iizerine yapilan ¢alismalarda
yer alan ve bu ¢alismada kullanilan temel kavramlar verilmistir. Drdiincii ve besinci boliimler ¢alismanin
orijinal kismint olusturmaktadir. Dordiincti boliimde Minkowski uzayinda bulunan herhangi bir uzay
egrisinin fokal egrisi elde edilmistir. Besinci bolimde bir fokal egri etrafindaki kanal yiizey

olusturulmustur.

Anahtar Kelimeler: Minkowski uzay, fokal egri, fokal yiizey, kuasi ¢ati
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This study consists of five chapters. The first chapter is the introduction of the study, in this chapter;
information about the studies on curves, focal curves and canal surfaces is given, and the purpose and
original value of this study one stated. In the second part; frequently used basic definitions and theorems in
this study are included. In the third chapter; the basic concepts included in the studies on focal curves and
surfaces in Minkowski space and used in this study are given. The fourth and fifth chapters constitute the
original part of the study. In the fourth chapter, the focal curve of any space curve in Minkowski space is
obtained. In the fifth chapter, a canal surface around a focal curve is created.
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: Simetrik bilineer form
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: 3-boyutlu Minkowski uzayinda fokal egri
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1.GIRIS

Egri kavrami, dogada ve giinliik yasantimizda siklikla karsimiza ¢ikan kavramlardan biridir.
Ornegin; canlilarin temel yap1 tas1 olan hiicrelerin iginde bulunan DNA molekiilii helis egrisi
adr verilen egrilerden olugmaktadir. Diger taraftan, kalp grafisi ¢ekilirken kalbin diizenli
calisip calismadig1 egriler ile anlasilir. Egri kavraminin yasam ig¢in Onemi gbéz Oniine
alindiginda, bu kavram dogal olarak matematigin ilgisini ¢cekmistir ve matematikgiler egrilerin
Ozelliklerini incelemek i¢in uzun yillar ¢alismalar yapmustir. Bunlara 6rnek olarak, 3-boyutlu
Oklid uzay1 R? ve 3-boyutlu Minkowski uzay1 R3’deki Mannheim egrileri incelemistir ve bu
uzaylarda bir egrinin Mannheim egrisi olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar verilmistir (Liu
ve Wang, 2008). Galilean 4-uzayinda bir egrinin Frenet-Serret ¢atis1 olusturulmus ve bu ¢atiya
gore Frenet-Serret denklemleri elde edilmistir, ardindan Galilean 4-uzayindaki bir egrinin
teget vektorliiniin dordiincii dereceden bir vektorel diferensiyel denklemi sagladigi
kanitlanmistir (Yilmaz, 2010). Goriintiisii pseudo hiperbolik uzayda yer alan spacelike,
timelike ve null egriler karakterize edilmistir (Math ve Kragujevac, 2000). Diferensiyel
geometrinin 6nemli bir ¢alisma alan1 olan egriler teorisinde bazi 6zel egriler bulunmaktadir.
Bunlara 6rnek olarak, disliler i¢in en iyi formu bulmak amaciyla yapilan bir aragtirmada
Roemer (1674) tarafindan kesfedilen sikloid egrileri, 6zel birer sikloid egrisi olan ve ilk kez
strastyla Daniel Bernoulli (1725) ve Roemer (1674) tarafindan fark edilen astroid ve kardioid
egrileri ile Giovanni Domenico Cassini (1680) tarafindan diinya ve giinesin goreceli
hareketleriyle baglantili olarak incelenen Cassini egrisi verilebilir. Bu 6zel egrilerle ilgili daha

fazla bilgiye Yates (1952) kaynagindan ulasilabilir.

Uzerinde galisilan bir egriyle ilgili bazi problemlere cevap aranirken egrinin &zelliklerini
tespit etmek zorlasabildigi icin egriyle iliskili olan yeni egrilerle ilgilenilmistir (Gokeelik,
2012). Bu egrilerden biri fokal egridir. Fokal egri, regiiler bir egrinin oskiilator hiperkiirelerin
merkezlerinin geometrik yeri olarak adlandirilir (Gokgelik, 2012). Bu alanda yapilan
calismalardan bazilar su sekildedir; regiiler bir egrinin fokal egrisinin Frenet egrilikleri ile
fokal egrilikler arasinda bir iliski kuran bir formiil kesfedilmistir ve fokal egriliklerin bir
Frenet denklem sistemini karsiladig1 gosterilmistir (Vargas, 2005). Fokal egriler akigkanlar
mekanigi ve optik gibi fizigin bir¢cok alanin da ve bir¢ok bilim dalinda kullanilmaktadir
(Simsek, 2016). Bir yiizeyin digbiikeyligini test etmek, biikiilme noktalarini belirlemek ve diiz
noktalarmi gorsellestirmek igin fokal egriler kullanmilmistir (Hagen ve Hahmann, 1992).

Dogrularin kongriianslar1 olarak bilinen yiizeyler fokal yiizeylerdir ve bu ylizeyler ilk defa



goriintiileme alaninda tanimlanmistir (Hagen vd. 1991). Fokal yiizeylerin geometrisi
arastirtlmistir (Giiler, 2022). Bishop catisina gore tiip ylizeylerini ve tiip yiizeylerin fokal
yiizeylerini incelenmistir, (R. Al-Dayel vd. 2022). Belirli bir yiizeyin fokal yiizeylerinin,
yiizey tizerindeki gerileme kenarindan sabit bir mesafede bazi 6zel yiizeyler vasitasiyla elde
edilebilecegi gosterilmistir (Yurttangitkmaz ve Tarakgi, 2015). Parabolik silindirin, fokal
ylizeyinin ve genellestirilmis fokal yiizeyinin 6zelliklerinin bir karsilastirmasi verilmistir

(Georgiev ve Pavlov, 2018).

Degisken yaricapli hareketli bir kiirenin zarfi olarak tanimlanan kanal yiizeyleri, ilk
olarak 1850 yilinda Fransiz matematik¢i Gaspard Monge tarafindan tanimlanmistir (Gray,
1998). Helisel kanal yiizeyi bu kiirelerin merkezlerinin yoriingesinin bir helis olmasi
durumunda donel yiizey ise bir dogru olmas1 durumunda gergeklesir. Ayrica kanal yiizeyini
olusturan hareketli kiirenin yaricap fonksiyonu sabit ise, kanal yiizeyine tiip ya da boru yiizeyi
ad1 verilir (Dogan, 2012). Bu alanda yapilan ¢alismalardan bazilar1 su sekildedir; kanal
yiizeylerinin analitik ve geometrik 6zellikleri incelenmistir (Xu vd, 2016). 3-boyutlu Oklid
uzayinda Weingarten ve lineer Weingarten kanal yiizeyleri i¢in ¢esitli karakterizasyonlar
verilmistir (Tunger ve Yoon, 2016). Oskiilator hiperkiiresinin yarigapinin kritik noktalarinin
bir egrinin kose noktalarini olusturdugu gosterilmistir ayrica fokal egriler ve egriliklerinden
yararlanarak egrilerin kdse noktalarina farkli bir agidan bakmistir ve geometrik optikte, 3-
boyutlu Oklid uzaymdaki bir y egrisinin bir 151k kaynag olarak diisiiniilebilecegini
sdylenmistir (Vargas,2005). Fokal egriler ve fokal yiizeyler n- boyutlu Oklid uzaymda
incelenmistir (Ozdemir, 2008). Cizgili yiizeylerin dayanak egrisini fokal egri olarak secerek
karakterizasyonlar elde edilmistir (Arslan vd. 2010). Fokal egrilikleri agisindan dual fokal

egrilerin bir karakterizasyonunu tanitilmigtir (Korpinar and Turhan, 2012).

Bu ¢alismada; kuasi ¢at1 yardimiyla bir egrinin fokal egrisi elde edilecektir daha sonra
birinci ve ikinci fokal egrilikler yardimiyla Q-fokal egriler karakterize edilecektir. 3-boyutlu
Minkowski uzayinda spacelike ve timelike fokal egriler etrafinda kanal ve tiip ylizeyler

tanimlanacaktir.



2. MINKOWSKI UZAYINDA TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamm 2.1 V sonlu boyutlu bir reel vektor uzayi olsun.
()xV xV ->NR
fonksiyonu, her a,b € R ve heru,v,w € V igin,
I. (au + bv,w) = a(u,w) + b(v,w)ve(u,av + bw) = a(u,v) + b{u,w),
ii. (u,v) = (v,u)
Ozelliklerini sagliyorsa, (,) fonksiyonuna V vektor uzay: tizerinde bir simetrik bilineer

form denir (O’ Neill, 1983).

Tanmm 2.2 (, ), V vektor uzayi tizerinde bir simetrik bilineer form olsun.
i.u # 0 ozelligindeki her u € V igin (u,u) > 0 ise, (, ) pozitif taniml,
ii.u # 0 ozelligindeki heru € Vigin(u,u) < 0ise, (,) negatif taniml,
iii. Heru € Vigin (u,u) = 0ise, (,) pozitif yari-tanimli,
iv.Heru € Vigin(u,u) < 0ise, (,) negatif yari-tanimli,
v.Heru € Vigin(u,v) = 0ikenv = 0 ise, (,) dejenere olmayan
simetrik bilineer formdur denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.3 Pozitif veya negatif taniml1 bir simetrik bilineer forma tanimli ve pozitif yari-
taniml1 veya negatif yari-tanimli bir simetrik bilineer forma ise yari-tanimli simetrik

bilineer form denir (O’Neill, 1983).

Tanmm 2.4 (, ), V vektor uzayi lizerinde bir simetrik bilineer form olsun.
Ow:W X W - R
kisitlanmis fonksiyonu negatif tanimli bir simetrik bilineer form olacak sekildeki en
biiyiik boyutlu W < V alt uzayinin boyutuna, (,) simetrik bilineer formunun indeksi
denir ve v ile gosterilir (O’Neill, 1983).
Tanim 2.4’den 0 < v < boyV oldugu agiktir. Bununla birlikte, (,)

simetrik bilineer formunun pozitif yari-tanimli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul v = 0

olmasidir (O’Neill, 1983).

Tamim 2.5 V vektor uzay lizerinde dejenere olmayan bir g simetrik bilineer formuna, V

tizerinde bir skaler ¢arpim, bu durumda (V, g) ikilisine de bir skaler ¢carpim uzayi denir.



Ayrica, bir (V, g) skaler ¢carpim uzaymin indeksi, {izerinde taniml1 g skaler ¢arpiminin

indeksi olarak tanimlanir (O’Neill, 1983).

Tamim 2.6 (V, g) indeksi v olan bir skaler ¢arpim uzay1 olmak lizere v =1 ve boy V >

2 ise (V, g) skaler ¢arpim uzayina bir Lorentz uzay1 denir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.7 R? yar1-Oklid uzayinda v = 1 ve n > 2 ise R} yar1-Oklid uzayina n- boyutlu
Minkowski uzay1 denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.8 Bir u € RY vektoriiniin normu,

lullgy = v [(u, w)|

ile tanimlanir (O’ Neill, 1983).

Tanmm 2.9 R} Minkowski uzayinda herhangi iki vektor u = (uq, Uy, ,uy) Ve v =
(v4,vy,++,v,) olmak lizere u ve v vektorlerinin skaler carpimi

(I REX RY - R, (u,v), = —u U3 + UV + = + Up_1Vnp_q + UpUp
olarak tanimlanir. Bu skaler carpima u ve v vektorlerinin Lorentz skaler ¢carpimi denir.

Bir u € R vektoriiniin Lorentz normu,

lull, = v I(u, u),]
esitligi ile tamiml1 ||u||, reel sayisidir. Eger ||u||, = 1 ise, u vektoriine birim vektor denir
(O’Neill, 1983).
Tanim 2.10°da n = 3 almirsa, R} Minkowski uzay1 elde edilir ve bu uzayda herhangi
iki vektor u = (uq,u,, uz) ve v = (vq,v,,v3) olmak iizere, u ve v vektorlerinin skaler
garpimi,

<’>L . Ri X ]Ri - R y <u,v>L = —uqvq + [ oX% +u3173
seklindedir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.10 Her u = (uq,uy,u3), v = (v, v,,v3) € RS icin,

—6’1 6’2 63
u X, v =det| U1 Uz U3
vy VU V3



seklinde tanimlanan ifadeye u ve v vektorlerinin Lorentz vektdrel carpimi denir (O’Neill,

1983).

Tamim 2.11 (V, g) bir Lorentz uzayi olsun. Bir u € V vektorii i¢in,
I. g(u,u) > 0veyau = 0 ise, u’ya spacelike vektor,
ii. g(u,u) < 0ise, u’ya timelike vektor,
iii. gu,u) = 0veu # 0ise, u’ya lightlike (null) vektor denir (O’Neill, 1983).

Tanmim 2.12 R3 3-boyutlu Minkowski uzayi olsun. I, R de bir agik aralik olmak {izere
al > RS

diferensiyellenebilir fonksiyonuna egri adi verilir (O’Neill, 1983).

Tamim 2.13 R3, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir a’ lightlike olmamak iizere birim
hizli a egrisinin k egriligi

k= Ka",a")
ile tanimlanir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.14 3-boyutlu Minkowski uzayinda tiirevlenebilir bir a:1 € R — R$ egrisi
verilsin. t € I i¢in elde edilen a'(t) vektorii spacelike, timelike veya lightlike ise a
egrisine sirastyla t noktasinda spacelike, timelike veya lightlike denir. Eger her t € [
icin a'(t) vektori spacelike, timelike veya lightlike ise, a egrisine sirasiyla spacelike,

timelike veya lightlike egri denir (Lopez, 2014).

Tanim 2.15 R3 uzayinda bir regiiler egria : I — R3 olsun.t € I noktasindaki Frenet
catis1 vektorleri {T (t), N(t), B(t)} olmak tizere

_a'®
()= lla @)l

N(t) = B(t) xT(t)

_a'®xa'(@®
B(t) = la’®) xa’ @)l

seklinde tanimlanir. Burada T vektor alanina birim teget vektor alani, N ye egrinin birim
normal vektdr alan1 ve B vektoriine de birim binormal vektor alan1 denir (Hacisalihoglu,

1983).



Tamm 2.16 Bir a: I - R3 egrisi s ye bagh birim hizli egri olmak iizere, « egrisinin
oskiilator kiirelerinin merkezleri « egrisinin C,(s) fokal egrisini olusturur. Bu egriler

Co(s) = als) + ¢1(S)T(s) + c2(s)N(s)
parametrelendirmesiyle ifade edilir ve bunlara a egrisinin genellestirilmis evoliitii denir.
o egrisinin  fokal egrilikleri, c1, ¢z, {T(s),N(s),B(s)} ise Frenet catisidir
(Hacisalihoglu, 1998).



3. FOKAL EGRILER VE YUZEYLER

Tanmm 3.1. M cR3 bir egri olsun m eM noktasinda sonsuz yakin dort noktasi ortak
olan kiireye, M’nin meM noktasindaki oskiilator kiiresi veya egrilik kiiresi denir

(Hacisalihoglu, 2000).

. @
'—-_H"\“ \"" ""\}Q__f'
I '\.\ ‘zi 5 o \‘-
£ ha - ( 2/, ".‘
/ \
| N
\ aklre merkezi
/
\
Y S
\\"‘-\-\. //

Sekil 1 a egrisinin oskiilator kiiresi

a—a(s) = myT(s) + myN(s) + myB(s)
(a—a(s),T(s))=0=m,

1
(a —a(s),N(s)) = T

(a - a(s), B(s)) = (ki)kl

1 1\ 1
a—a(s) = k—lN(s) + (k_l) k—zB(s)
bulunur. Tek nokta i¢in

!

1
—B(s),

a=a(s) +ki1N(s) + (i) 5

kq

farkli noktalar i¢in

1 1\ 1
Cy(s) =a(s) + k_lN(S) + (k_1> k_zB(S)
dir. Oskiilator kiire her bir nokta i¢in vardir ve oskiilator kiirenin geometrik yeri fokal

egriyi olusturur.

Tamm 3.2. Bir a: I — R3 egrisi verilsin. Birim hizl1 s parametresine bagl « egrisinin

oskiilator kiirelerinin merkezleri C, (s) fokal egrisini olusturur. Bu egriler

Ca(s) = a(s) + c1($)T(s) + c2(s)N(s)



olarak ifade edilir ve bunlara «egrisinin genellestirilmis evoliitii denir. Buradan «
egrisinin fokal egrilikleri ¢;, c, ve {T'(s), N(s), B(s)} ise Frenet gatisidir (Hacisalihoglu,
1998).

Teorem 3.1. M cR3 egrisi /I, @)} atlasi ile verilsin. M’nin Frenet 3-ayaklisi
{T(s),N(s),B(s)} ve egrilik fonksiyonlar1 c;,c, olsun. a(sy)=QeM noktasinin bir
komsulugunda M ve oskiilatdr kiirenin merkezi a € R3 ise

(a—a(s),Vi(sg)) = ci(s50),0<i <3 (3.1)
dir (Hacisalihoglu, 2000).

Teorem 3.2. Bir a: I — R3 egrisinin fokal egrisi C,(s): ] cR— R3,

2
Cals) = () + ) l(sIVi(s)
i=0

olmak iizere; c; katsayilari

Co (S) = 0!
1
ki(s)

1) 1
cz(s) = (k_l) P
esitliklerini saglar (Hacisalihoglu, 2000).

¢ (s) = (3.2)

Ispat: Fokal egri a egrisinin s, noktasindaki oskiilator kiirelerin merkezlerinin
geometrik yeri olarak tanimlanir. Egri ile kiirenin s, noktasinda sonsuz yakin dort ortak
nokta vardir. Bu da verilen yarigap fonksiyonunun ( f) liglincii mertebeden tiirevinin sifir
olmasi demektir. & egrisinin s, noktasindaki oskiilator kiirelerin merkezleri a(s) ve
yarigaplar1 r olmak {izere;
f:IcR—-> R
s = f(s) = lla(s) —a()|* —r?
fonksiyonu yardimiyla; « egrisinin s, noktasinda oskiilator kiire ile sonsuz yakin bes
ortak noktasinin bulunmasi
FS)smsy = ' (Dssy = F"(Vssy = F"'(smsy = 0,f¥(S)sosy £0 (33)

sartlarin1 saglar. Oskiilator kiirenin yarigap vektorii, egrinin ¢atisi cinsinden

a(s) — a(s) = Tho ci(s)Vi(s) (34)

dir. ¢; ler reel degerli fonksiyonlar (3.3) ve Frenet formiillerinden;



f(s)=0 ise (a(s)—a(s),a(s) —a(s))=r?

f'(s)=0 ise (T(s),a(s)—a(s))=0
dir. (3.4) den

Co(s) =0
ve Frenet esitliklerinden
fr(s) =0 ise (T(s),a(s) —a(s)) —(T(s),T(s))=0
dir. Boylece
(k1(s)N(s),a(s) —a(s))—1=0

veya

(k1(s)N(s),a(s) —a(s)) =1
veya

1

(N(s),a(s) —a(s)) = 0

elde edilir. (3.4) den
_ 1
c1(s) = k1 (5)

dir.

f/l/(s) =0 ise (N(S)I,a(s) —= CZ(S)) - (Vz(S), T(S)) = Cl(s), = (kll(s))’

Frenet formiillerinden ve (3.4) den

(=k1(s) T(s)+k2(s)B(s),a(s) — a(s)) = ¢;'(s)

veya
e ($)eo() + ka(8)ex(s) = '(s)
veya
- k(5)6,(5)
veya
=) Be
dir.

Tanim 3.3 K(u, v) regiiler bir yiizey olsun
X(wv) = K(u,v) + f(ky, k2)N(u, v)
olarak tanimlanan yiizeye K(u,v) nin genellestirilmis fokal yiizeyi denir. Burada

f(kq, k,) skaler fonksiyondur ve kq, k, asli egriliklerine baghdir (Hagen ve ark., 1992).
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ki + k3
ki +k,
oldugu durumda K (u, v) nin genellestirilmis fokal yiizeyi

f(kll kZ) =

X(wv) = k(u,v) + +k2N(u V)i ky # ks

olur (Hagen ve ark., 1992).

Tamm 3.4 K, ve K, (kq, k; ye karsilik) C,, egrisinin egrilikleri olsun. Buna gore

kol — ky  leh + el |R?'|
dir (Eisenhart , 1909), (Vargas,2005).

Tamm 3.5 ¥ ¢ R3 egrisi verilsin. k;(s) # 0 olmak iizere y’nin konik geodezik egri

olmasi igin % (s) sabit fonksiyon olmasidir.
1

Teorem 3.3 y € R3birim hizl1 egri ve C, fokal egrisi olsun.
| Y | = , a, b sabit a # 0 i¢in

y denklemi saglarsa konik bir geodez1k olarak tanimlanabilir (Izumiya ve Takeuchi,
2004)
Ispat Varsayalim ki y konik bir geodezik egri ve C, fokal egri olsun.

Tanim 3.4 ve Tanim 3.5 den yararlanirsak ( ) (s) = 0 oldugu i¢in

[k2| 1
ol _ 1
kl |C£+C1C2| ( )
ve baz1 hesaplamalar yapilirsa
16| = lez + crepl = — 2)

Tersine; eger (2) dogru ise (1) (£2 2') (s) = 0 elde edilir ve y konik bir geodezik egri

olarak tanimlanir.
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4. MINKOWSKI UZAYINDA FOKAL EGRILER

Tamm 4.1 R3 3- boyutlu Minkowski uzayimnda birim hizl bir egri ¥ olsun. ¥’nin kuasi
catisi {t, ng, bq} olsun. Bu durumda 1’ nin fokal egrisi

Dy(s) = Y(s) + 01()n(5) + ()b (s) (4.)
dir. Burada w; ve w, diizgiin fonksiyonlarina 1 ’nin birinci ve ikinci fokal egrilikleri
denir.
3- boyutlu Minkowski uzayinda timelike ve spacelike egriler i¢in kuasi ¢atinin bes farkl

durumu oldugu i¢in bu boliimde fokal egri 5 durumda incelenecektir.
1. Durum: Normal Vektorii Spacelike Olan Spacelike Egriler;

Teorem 4.1 R3’ de n, kuasi normal vektorii spacelike olan bir spacelike egri (k vektori

timelike) i¢in

t, 0 k1 _kz t
[_kl 0 —k3] L] (42)
-k, —kg 0 b,
dir. Burada
ki =Kkcosh@, k, =ksinhf, k; =—-df —

elde edilir (Tarim, 2016).

Teorem 4.2 ¢ : I > R Teorem 4.1 kosulunu saglayan birim hizli spacelike bir egri,

Y nin fokal egrisi de D,,(s) olsun. Bu durumda

ELELIPY kskigo k
Dy(s) = () +e T Uef o k—3+clnq(s)
2

+ b,(s)

k3ky k3ky
1 k| —[=Hos [=-L0s k3
———le "k e’ k2 T —=+¢
ky Kk [ f ks

dir.

Ispat Varsayalim ki 1 Teorem 4.1 kosulunu saglayan birim hizli spacelike bir egri, Dy
Y ’nin fokal egrisi olsun. Bu durumda Teorem 4.1 geregince

(ng,ny) = +1 = ng = —kit - ksb,
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<t, t) =+1 - t, = klnq - kqu
(bq, bq) =-1 = bq, = _kzt - k3nq

dir. (4.1) denkleminde her iki tarafin s’ ye gore tiirevi alinirsa

Dy = P+ wi'ng+ wing' + wy'by + wyby’
=t 4w, 'ng+ w;,(—kt — ksby) + w,'by + w,(—k,t — ksny)
= t+ w'ng — wikit — wiksbg + wy'by — wyk t — wyksny
= (1 - wiky — wrk)t + (01" — waks)ng + (w;" — wik3)by
elde edilir. Bu durumda fokal egrinin tanimindan
1—wky —wyk, =0 (4.3)
W, — wk; =0

yazilabilir. (4.3) denklem sisteminde birinci esitlik, ikinci esitlikte géz 6niine alinirsa

1—wk 4.4
o' = () =0 0
/ k3 — kzwiky
o - (S5 o
, ks wikiks
wq K, + X, =
,  wikszky k3
w, + K, _kz

elde edilir. Kisaligin hatrina
p(s) =" ve q(s) =2
alinirsa (4.4) sisteminin dordiincii esitligi
w;" + w;p(s) = q(s)
olarak yeniden yazilabilir. integral carpani yontemi ile diferensiyel denklemi ¢oziiliirse
1 =elp@E0s w,p(s) —q(s)=M,N =1
olmak tizere
ol p()ds %Jr e/ P35 () 1(s) = el P g(s)
(e/ P05y ) = oI P()Dsg(s)
el P($)0s ) — fefp(S)asq(s)

a)l = e_fp(s)as[f efp(s)asq(s)]
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’<3’<1 kaky
wy = e e 08 fef k2 as%+ c] (4.5)
2

elde edilir.

(4.5) esitligi (4.3)’ln birinci esitliginde gdz oniine alinirsa

1 Ky k3k1a [f f3k1 C]
ko, ky )

elde edilir.

2. Durum: Normal Vektorii Timelike Olan Spacelike Egriler;

Teorem 4.3 Ry’ de n, Kuasi normal vektorii spacelike olan bir spacelike egri (k  vektori

timelike) i¢in

t, 0 kl _kz t
nql - [_kl O _k3]
bql _kz _k3 0 bq

dir. Burada
ky = ksinhf, k,=kcoshf, k;=d0 +t
elde edilir (Tarim, 2016).

Teorem 4.4  : I > R} Teorem 4.3 kosulunu saglayan birim hizli spacelike bir egri,

Y nin fokal egrisi de D,,(s) olsun. Bu durumda

k k1 3k1
k2 [f f —=—=0s k3

Dy(s) =Y(s) + e + c] (s)ng

1 kg
ka k2

_rksky ksky
= as[fef o asﬁ+c] by (s)
k2

dir.

Ispat Varsayalim ki ¥ Teorem 4.3 kosulunu saglayan birim hizli spacelike bir egri, Dy
1’ nin fokal egrisi olsun. Bu durumda Teorem 4.3 geregince
(ng,ng)=+1 = n,' =—kit—ksb,

t,t) = +1 = t' =kn, —k,b,
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(bq, bq) = _1 = bq, == _kzt - k3nq

dir. (4.1) denkleminde her iki tarafin s’ ye gore tlirevi alinirsa

®¢I = V, + wllnq + (Ulnq, + (Uzlbq + a)zbq,
=t+ (Ullnq + wl(_klt - k3bq) + (Uzlbq + wz(_kzt - k3nq)
=t+ wllnq - wlklt - (l)lk3bq + (,Uzlbq - (,Uzkzt - 0)2k3nq

= (1 - a)lkl - (l)zkz)t + (0)1’ - 0)2k3)nq + ((l)zl - (l)lkg)bq

elde edilir. Bu durumda fokal egrinin tanimindan
1 - w1k1 - a)zkz = 0 (46)
(l)l’ - (Uzk3 - 0

yazilabilir. (4.6) denklem sisteminde birinci esitlik, ikinci esitlikte géz 6niine alinirsa

' = (F2) ks = 0 4.7)
' k3—kswikq) _
W1 — ( Ky ) =0
F — =0
wq X, + 0,
y, Wikzky _ k3
1t ky Kk
elde edilir. Kisaligin hatrina
ksk

— 1 _ k3
p(s) - k2 ,CI(S) - kz
alinirsa (4.7) sisteminin dordiincii esitligi
w;" + wyp(s) = q(s)
olarak yeniden yazilabilir. integral carpani yontemi ile diferensiyel denklemi ¢oziiliirse
A =elP©%, w1p(s) — q(s) = M,N =1

olmak tizere

el p()ds %_'_ el p(s)ds w.p(s) = el P(s)ds q(s)

(efp(S)aswl)r — efp(s)asq(s)
e/ P©Bs gy, = [l P©dsg(s)
wy = e—fp(S)BSU efp(S)asq(s)]

k3k k3k
- [=213s [=2108s ks
ko e’ k2 —= I
J T

w, =e (4.8)
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elde edilir.

(4.8) esitligi (4.6) nin birinci esitliginde gdz oniine alinirsa

1 ky
Wy =—— W —
k; k;
k3kq k3kq
1 k| —f ds [ ds ks
=———|e ko ko -
P [ [f e e

elde edilir.

3. Durum: Normal Vektorii Timelike Olan Spacelike Egriler;

Teorem 4.5 R’ de n, kuasi normal vektdrii timelike olan bir spacelike egri (k vektori

spacelike) icin

t 0 —k; k[t
nq’ = [—k1 0 k3] ng
bq, _kz k3 0 bq

dir. Burada
k, = —kcoshf, k,=—ksinh@, k;=d6 + 1
elde edilir (Tarim, 2016).

Teorem 4.6 ¢ : I > R3 Teorem 4.5 kosulunu saglayan birim hizli spacelike bir egri,

Y nin fokal egrisi de Dy, (s) olsun. Bu durumda

LELSP _rkskigo k
®¢(5)=¢(s)+ef k0 [—Je P k—3+cl(s)nq
2

bq(s)

ksky kskq

1 k as — [=—0s k

T Y P —fesz Z+c
kx k2 ko

dir.

Ispat Varsayalim ki 1 Teorem 4.5 kosulunu saglayan birim hizli spacelike bir egri, Dy
1’nin fokal egrisi olsun. Bu durumda Teorem 4.5 geregince

(ng,ng)=—-1 = ny' =—kt+ksb,

(t,t) = +1 = t' = —king+ kb,

(bg.bg) =+1 = b, = —k,t+ksn,
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dir. (4.1) denkleminde her iki tarafin s’ ye gore tiirevi alinirsa
Dy = V' + wi'ng+wing +w,'by + w,by

=t+ w,'Ng + w;(—kit + k3by) + w,'by + w,(—t + ksny)

= t+ w;'ng — wikt + wiksbg + w;'bg — wykt + wyksng

= (1 - wik; — wrk)t + (w1 + wok3)ng + (w;" + wik3)by
elde edilir. Bu durumda fokal egrinin tanimindan

1—wiky —wyk, =0 (4.9)
W, +wyk; =0

yazilabilir. (4.9) denklem sisteminde birinci esitlik, ikinci esitlikte goz oniine alinirsa

Wy + (= “’1"1) k3=0 (4.10)
ky — ks;w.k
il (%) r
2
; , ks wikiks
wq + k_z — k—z =0
wll il w1:3k1 — _%
2 2
elde edilir. Kisaligin hatrina
p(s) = 4=

alinirsa (4.10) sisteminin dordiincii eslthgl
w;' + w;p(s) = q(s)
olarak yeniden yazilabilir. integral carpani yontemi ile diferensiyel denklemi ¢oziiliirse
A =elPO o pn(s)—q(s)=M,N=1
olmak iizere

el p(s)ds 6w1 +el P 4y p(s) = el PO q(s)

(efp(s)aswl)r — efp(s)asq(s)
efp(s)aswl — fefp(s)asq(s)

wl = e_fp(s)as[f efp(s)asq(s)]

k3k1 _ k3k1
W =e [ [e Ta 08 ’;2+c] (4.11)
elde edilir.

(4.11) esitligi (4.9)’un birinci esitliginde gbz oniine alinirsa
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o k3kla f _fk3kla k3 e
=a"

elde edilir.
4. Durum: Normal Vektorii Spacelike Olan Spacelike Egriler;

Teorem 4.7 R;’ de ng kuasi normal vektorii timelike olan bir spacelike egri (k vektori

spacelike) i¢in

—ky 0 ks

t’ [O _k1 kz] t
—k, ks O

b,

dir. Burada
ki, = ksinh8, k,=—kcoshf, k;=—df —t
elde edilir (Tarim, 2016).

Teorem 4.8 ¢ : I > R Teorem 4.7 kosulunu saglayan birim hizli spacelike bir egri,

Y nin fokal egrisi de D,,(s) olsun. Bu durumda

k3k1
Dyls) =y (s)+e I f +clnq(s)

k3k1 _k3kla s
+lz-% [ [f Pty c] by (s)

dir.

Ispat Varsayalim ki 1 Teorem 4.7 kosulunu saglayan birim hizli spacelike bir egri, Dy
1’nin fokal egrisi olsun. Bu durumda Teorem 4.7 geregince
(ng,ng)=+1 = n,' =—kit+ksb,
(tt)=+1 = t =—kn,+kb,
(bg.bg) =—1 = b, = —kyt+ksn,
dir. (4.1) denkleminde her iki tarafin s’ ye gore tiirevi alinirsa
Dy = V' + wi'ng+wing +w,'by + wyb,’

=t 4w, 'ng+ o, (—kit + k3by) + w, by + w,(—kyt + ksny)
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= t+ w;' ng — wikit + wiksbg + w;'bg — wykt + wyksng
= (1 - wiky — wrk))t + (0" + wok3)ng + (w' + wik3)by
elde edilir. Bu durumda fokal egrinin tanimindan
1—wky —wyk, =0 (4.12)
W, +wyk; =0

yazilabilir. (4.12) denklem sisteminde birinci esitlik, ikinci esitlikte g6z 6niine alinirsa

Wy + (R Zl"l) ks=0 (4.13)
ks — kyw k
wf+Ci_f_Lg:0
2
W, k3 0)1k1k3 -0
Tk
, C01k3k1 k3
w —
! ks ks,

elde edilir.
—ksk —k
p(s) =—==.q(s) =-=
alinirsa (4.13) sisteminin dordiincii esitligi

w;" + wyp(s) = q(s)
olarak yeniden yazilabilir. Integral carpan1 yontemi ile diferensiyel denklemi ¢oziiliirse
A =elPO o pn(s)—q(s)=M,N=1

olmak lizere

dw
efp(s)as _1_|_ efp(S)as (l)1p(5) — efp(s)as Q(S)

as
(efp(s)aswl)' — efp(s)asq(s)
efp(s)aswl — fefp(s)asq(s)
wq = e—fp(s)as [f efp(s)asq(s)]
k3k1 k3k1 s ks
Wy = [f 2+4 (4.14)
elde edilir.

(4.14) esitligi (4.12)’nin birinci esitliginde goz oniine alinirsa

2

:L_ﬁ[k“%[f—ﬁmah+4
k
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elde edilir.
5. Durum: Timelike Egriler;

Teorem 4.9 R3 de bir timelike egri (k vektorii spacelike) icin

t [O k, kzl t

ng'l=lk;, 0 ks||ng
b, | lkz —ks 0l[bg
dir. Burada
ki =kcos@, k,=—ksinf, k;=d0 +t
ve

det[a” @' k]

k. =
L7l Akl (12
o = —(a’ ey’ @)+l |’ k)
2 e’ Aklllla’ |3 :
(a' k)det[a',a" k]
k3 =

lla" Akl Nl 112

dir (Tarim, 2016).

Teorem 4.10 ¢ : I - R} Teorem 4.9 kosulunu saglayan birim hizli spacelike bir egri,

Y nin fokal egrisi de D,,(s) olsun. Bu durumda

_ kakagg kski ok
Dy(s) = p(s) +e T H"I o f“l(s)nq
2

k3kq k3kq
1 k - J=—0s ——=0s k
____1[6 sz [—fef ky 02 b,(s)

+c
ky ka2 ko

dir.

Ispat Varsayalim ki 1 Teorem 4.9 kosulunu saglayan birim hizli spacelike bir egri, Dy
1’ nin fokal egrisi olsun. Bu durumda Teorem 4.9 geregince
(ng,ng) =+1 = ny =kit+ksb,
(tt)=-1 = t =kn,+k,b,
(bg.by)=+1 = b, =k,t—ksn,
dir. (4.1) denkleminde her iki tarafin s ye gore tiirevi alinirsa

®¢, = V, + (,l)l,nq + (,l)lnq, + (,l)zlbq + wzbq,
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=t+w;'ng + w;(ket + ksby) + w,'by + wy(kyt — ksny)
= t+ w'ng + wikit + wiksbg + w;'bg + wyk,t — wyksng
= (1+ wiky + 0kt + (01" — wyk3)ng + (0" + wik3)by
elde edilir. Bu durumda fokal egrinin tanimindan
1+ wiky + wyk, =0 (4.15)
w; — wyk; =0

yazilabilir. (4.15) denklem sisteminde birinci esitlik, ikinci esitlikte g6z 6niine alinirsa

W, + (”“’1"1) ks =0 (4.16)
w, + (ks + 'Z3w1k1) _
2
k w1k k
X3 Witk
Tt TL,
, wyk3kq ks

(U1+ F 4

k, k,

4

w1

elde edilir.
ksk —k
p(s) == q(s) =32
alinirsa (4.16) sisteminin dordiincii esitligi

w1+ wp(s) = q(s)

olarak yeniden yazilabilir. Integral carpan1 yontemi ile diferensiyel denklemi ¢oziiliirse

A =elp©)0s wp(s) —q(s)=M,N=1
olmak iizere

el P(s)ds a“’l + el P& 4y p(s) = I PO g(s)

(efp(s)aswl)f — efp(s)asq(s)

efzo(s)asw1 — jefp(s)asq(s)

w0, = e~ P©s U efp(s)asq(s)]

k3k1 k3kq
0, a[ [ as"3 c] (4.17)

elde edilir.

(4.17) esitligi (4.15)’in birinci esitliginde goz Oniine alinirsa



elde edilir.

1

ez

k
k

_1[e‘f

k3kq
k2

as[_fef

k3kq
k2

as k3
k

+c]
2
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5. FOKAL EGRILER YARDIMIYLA OLUSTURULAN FOKAL YUZEYLER

Tamim 5.1 R3'deki bir kanal yiizeyi, bir parametreli Lorentz kiireler ailesinin zarfi olarak
adlandirilir. Bagka bir deyisle, merkezi C,(s) ve yarigap fonksiyonu r(t) olan yoriinge
tarafindan tanimlanan, degisen yarigapli hareketli bir Lorentz kiirenin zarfidir. Eger
r(t) = r yarigap fonksiyonu bir sabit ise, 0 zaman R3'te Lorentz tiip yiizeyi olarak
adlandirilir (Yildirim, 2018).

Bu bolimde merkezi Dy ’da olan Lorentz kirelerin denklemi

£ =500y~ wl =1
ve Y ile oskiilator kiiresi arasinda sonsuz yakin dort nokta varsa
f(so) = f'(so) = f"(s0) = f""(s0) =0 (5.1)
dir.
3- boyutlu Minkowski uzayinda timelike ve spacelike egriler i¢in kuasi ¢atinin 5 farkl

durumu oldugu i¢in bu boliim 5 durumda incelenecektir.
1. Durum Normal Vektorii Spacelike olan Spacelike Egriler;

Teorem 5.1. 1 teorem 4.1°deki kosullar1 saglayan bir egri olsun. Bu durumda i egrisinin

kuasi gatis1 {t, ng, bg} ve Dy, fokal egrisinin Frenet ¢atisi {5, g, by} olmak tlizere

Dy(s) = $(s) ko + kaks )
s) = yY(s) — n,(s
v ky'ky + ky ks — ki Pks — ok, O
k' + k,k
+ [; 21 - 23 Ibq(s)

k1 kz + kz k3 - k1 k3 - klkz
ve

tO' = gtbq

Ng = —&:&n(kat + k3ng)

bO' = En(kgt _— kznq)
dir.

Ispat ) teorem 4.1°deki kosullar1 saglayan bir egri, kuasi catis1 {t, ng, by} ve P egrisinin
fokal egrisi Dy, olsun. Bu durumda

3)1/) - lp = Cot + Clnq + Cqu (52)
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yazilabilir. (5.2) denkleminden

(Dy — ¥, t) =co (5.3)
(Dy —Yng) =c; (5.4)
(Dy =, by) = —c, (5.5)

olur. Diger taraftan (5.1) gbz oniine alinirsa
f=0 z(iDlp—lp,iD#,—lp) =r?
f'=0= (D, —9)=0
f"=0 =2 ki{ng Dy — ) —ky(bg, Dy —P) =1 (5.6)
" =0 = (ky +kyk3)ey + (ky' + kik3)c, =0 (5.7)
elde edilir. (5.4), (5.5) ve (5.6) denklemlerinden
kici + kyep =1 (5.8)
elde edilir. (5.7) ve (5.8) denklemleri birlikte diistiniiliirse
3 ki + koks
ki'ky + kolks — kyPks — kik,'
k,' + kqks
ka'ky + koZks — ko Pks — kiks'

Cy

1 =

bulunur. Buradan
k, + kiks
ki'ky + ko’ks — ky’ks — kiky'
ki + kyks
+ 12 2 2 12
kik,+k, ks —k“ks — kik,

elde edilir. (5.2) denkleminin s parametresine gore tekrar tiirevi alinirsa

Dy (s) =9P(s) -

n,(s)

be(s)

9D 0Dy 0 I ’
a—;’b = a—:a—z = (1 — klcl —_ kZCZ)t + (Cl - C2k3)nq + (CZ - C1k3)bq (59)

ve buradan

0 ’
a—: = |cy" — c1ks] (5.10)

elde edilir. a;% = t, olarak gosterilirse ve (5.10) denklemi (5.9) denkleminde yerine

yazilirsa
b= ;' — C1ks b
7 e —cyks| 1
!
T . —c1k
elde edilir. Gosterimlerde kisalik igin &; = |ZZ’ zlk3| olarak alinirsa
2 TCL1R3
0Dy
5. = Lo = &bg (5.11)
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1

/k22+k32

bulunur. (5.11) denkleminde her iki tarafin tiirevinin normu alinir ise €, =

olmak lizere

/kzz + ky”

fo = lcy" — cqks|
ve buradan

Ng = —&&n(kat + ksng) (5.12)
elde edilir. b, = t,; X n, oldugundan

by = gy (kst — kyng) (5.13)

dir.

Teorem 5.2 ¢ teorem 4.1’°deki kosullar1 saglayan bir egri ve Y egrisinin fokal egrisi olan

Dy, etrafinda olusan kanal ytizey

1\ 2 "\ 2
K(s,t) = Dy(s) + &, | £ 1+(;) sintksinhfe +r 1+(;) cost(—df —1) |t

N2 2
+8n<ir 1+(%) sint(—df —t)e; £ 1 1+(%) COStKSinhQ)"q

’
"
+é& qu

dir.

Ispat 1y teorem 4.1°deki kosullar1 saglayan bir egri olsun. 1 egrisinin kuasi catist
{t,ng, by} ve Dy, fokal egrisinin Frenet catisi {t4, Ny, by} olmak iizere
K(s,t) = Dy(s) = als, )ts(s) + b(s, t)ng(s) + c(s, t)bs(s) (5.14)
yazilabilir. Son denklemde (5.11), (5.12) ve (5.13) denklemleri g6z 6niine alinirsa
K(s,t) — Dy(s) = g,(—b(s, ) ke + als, t)k3)t
+en(=b(s, ksee — als, t)k)ng + g.c(s, )by  (5.15)

yazilabilir. (5.15) denkleminde her iki tarafin normu alinirsa

1K (s, ) = Dy ()||” = r2(s) (5.16)
veya

(K(s,t) — Dy(s), Ks) = 0 (5.17)

(K(s,t) = Dy(s), K) = 0 (5.18)

elde edilir. (5.14) ve (5.15) denklemleri (5.16) ve (5.17)’de g6z oniine alinirsa
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en2(@® + b?)(ky? + k3®) = r2+c?
a’+b%? —c? =r?
aag + bbs + ccy = rr’ (5.19)

- ) .. e
elde edilir. v = a—j = |c,’ — c,k3] i¢in (5.15) denkleminin tiirevi alinirsa

K, = [ &,'(—=bkye, + aks) + €,(—bsk, &, — bk, e, + agks + aks' + bkikse, +
ak,k,) — cky& ]t
+[ &,/ (—bkse, — aky) + &,(—bgkss, — bk3'e, — ask, — aky’ — bk kye, +
akqks) — ckselng
+[enber(ky® + ks?) + e.(cs + V)] by (5.20)
bulunur. (5.15), (5.17), (5.19) ve (5.20) birlikte diisiiniiliirse

cv=rr'

r'\2
a=+r 1+<;) cost

r'\?
b=+r 1+<;) sint

olacagindan

bulunur. Son iki esitlik (5.15)’de yerine yazilir ise

! 2 ! 2
K(s,t) — Dy(s) =en<ir ’1+(%) sintk,e, + 1 /1+(%) costk3>t
"\ 2 "\ 2
+e, | £r 1+(;) sintkse + 1 1+(7) costk, |n,

!

rr
s—Db
+tv q

bulunur. k, ve k5 degerleri yerine yazilirsa

T’ 2 T/ 2
K(s,t) = Dy(s) = g | 27 1+(;) sintksinh@ e + r 1+(;) cost (—df —1) |t

! 2 ! 2
+&, <ir /1+(%) sint (—d@ —1)e; 1 /1+(%) costxsinh@)nq

’
T
+& qu

elde edilir.

Sonug 5.1 r’nin sabit olmas1 durumunda K (s, t) tiip yiizeyi elde edilir. Bunun sonucunda
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K(s,t) = Dy(s) = ep(£rsint kye, £ rcostkz)t +e,(£rsint kse, X1 costky)ng

elde edilir.

2. Durum Normal Vektorii Timelike olan Spacelike Egriler;

Teorem 5.3. 1 teorem 4.3’deki kosullar saglayan bir egri olsun. Bu durumda 1 egrisinin

kuasi catist {t, ng, bq} ve Dy, fokal egrisinin Frenet ¢atisi {t;,ngs, by} olmak tizere

kzl + k1k3
Dy(s) =yY(s) — ng(s
lp( ) l/)( ) k1,k2 + k22k3 - k12k3 - k1k2, q( )
ki +kyk
+ [ 21 - 23 ,bq(S')
k1 kz + kz k3 - k1 k3 - klkz
ve
tO' = gtbq
Ng = —&&n(kat + k3ng)
bO' — gn(k3t -3 kznq)
dir.

Ispat vy teorem 4.3’deki kosullar1 saglayan bir egri, kuasi gatis1 {t, ng, by} ve P egrisinin
fokal egrisi D, olsun. Bu durumda

Dl[) - lp = Cot + Clnq + Czbq

(5.21)
oldugundan
(Dy — Y, t) =g (5.22)
(Dy —Yng) =4 (5.23)
(Dy — P, bg) = —c, (5.24)

olur. Diger taraftan (5.1) denklemi g6z oniine alinirsa
f=0=(D,—Dy—P)=r?
ff=0=(t,Dy,—y)=0
f"=0 = ki(ng, Dy —P) —ky(bg, Dy —) =1 (5.25)
f"=0 = (ky' + kyks)ey + (ky' + kiks)e, =0 (5.26)
elde edilir. (5.23), (5.24) ve (5.25) denklemlerinden
kici + kycp =1 (5.27)
elde edilir. (5.26) ve (5.27) denklemleri ile birlikte diistiniiliirse
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~ k' + kyks

o ky'ky + kyPks — kyks — kyiky'
Ky + kyks

ky'key + ky ks — ki 2ks — kiky'

(&)

1 =

bulunur. Buradan
k,' + kiks
kyi'key + kyPks — kylks — kyky'
N k' + kyks
ki'ky + ko ks — kyPks — kik,'

elde edilir. (5.21) denkleminin s parametresine gore tekrar tlirevi alinirsa

wa(S) =Y(s) —

ny(s)

by(s)

9D 0Dy 0 ’ ’
a—sw = a_(:ba_z. = (1 — klcl —_ kZCZ)t + (Cl —_ C2k3)nq + (Cz - C1k3)bq (528)

ve buradan

0 ’
a—: = lcy" — c1ks] (5.29)

elde edilir. a(:% = t, olarak gosterilirse ve (5.29) denklemi (5.28) denkleminde yerine

yazilirsa
¢, — 1k
v 2’ 1K3 b,
ez — ¢1ks]
e e - "—cik
elde edilir. Gosterimlerde kisalik i¢in &, = |ZZ’ Zlk3| olarak aliirsa
2 —t1R3
0Dy
U= t, = &b, (5.30)

1

/k22+k32

bulunur. (5.30) denkleminde her iki tarafin tiirevinin normu alinir ise &, =

olmak tzere

/kzz + ky”

o = 2" = ciks]
ve buradan

Ng = —&&n(kat + ksny) (5.31)
elde edilir. b, = t, X n, oldugundan

by = g, (kst — kyng) (5.32)

dir.
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Teorem 5.4 1 teorem 4.3 deki kosullar1 saglayan bir egri ve Y egrisinin fokal egrisi olan

Dy etrafinda olusan kanal ytizey

N 2
K(s,t) =®¢(s)+£n<ir /1+(%) sintkcoshfe + r /1+(r—) cost(d9+r)>t
! 2 ! 2
+£n<ir /1+(%) sint (d6 +1)g; + 71 /1+(%) costrccosh@)nq

’

rr
&—Db
+tv q

dir.
Ispat ¢ teorem 4.3’deki kosullari saglayan bir egri olsun. i egrisinin kuasi catisi
{t, ng, bq} ve D, fokal egrisinin Frenet ¢atisi {t;,ns, by} olmak tizere
K(s,t) = Dy(s) = a(s, t)ts(s) + b(s, )ns(s) + c(s, t)bs(s) (3.33)
yazilabilir. Son denklemde (5.30), (5.31) ve (5.32) denklemleri g6z 6niine alinirsa
K(s,t) — Dy(s) = en(—b(s,kye + als, t)ks)t
+en(=b(s, ksee — als, t)k)ng + (s, )by  (5.34)

yazilabilir. (5.34) denkleminde her iki tarafin normu alinirsa

K (s, t) — Dw(s)”z = r2(s) (5.35)
veya

(K (5,6) = Dy (s), Ks) = 0 (5.36)

(K(5,6) = Dy (s), K,) = 0 (5.37)

elde edilir. (5.33) ve (5.34), (5.35) ve (5.36)’da goz Oniine alinirsa

en2(a? + b?)(ky? + k3®) = 1% + c?
a’+b%? —c? =r?
aag + bbs + cc, = rr’ (5.38)

elde edilir. v = Z—Z = |c," — k3] igin (5.34) denkleminin tlirevi alinirsa
K, = [ &,/ (=bkyg, + aks) + €,(=bsk,&, — bky' &, + asks + aks' + bk kse, +
ak,k,) — ck,g ]t
+[ &,/ (—bkse, — ak,) + &,(—bskse, — bk3'e, — ask, — ak,’ — bk kye, +
aklkg) - Ck3€t]nq
+[enber(k? + k3?) + e(cs + v)| by (5.39)

bulunur. (5.34), (5.36), (5.38) ve (5.39) birlikte diistiniiliir ise

cv=rr'

olacagindan
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r'\?
a=+r 1+(—) cost

v

r'\2
b=ir/1+(;) sint

bulunur. Son iki esitlik (5.34)’de yerine yazilir ise

! 2 ! 2
K(s,t) = Dy(s) = £n<ir /1+(%) sintk,e, +r /1+(%) costk3>t
! 2 ! 2
+&p <ir /1+(%) sintks;e; £ 1 /1+(%) costk2>nq
rr!
+€t7bq

olur. k, ve ks degerleri yerine yazilirsa

.rl 2 T’ 2
K(s,t) =Dy (s) = &, | £r 1+(;) sintkcoshfe + r 1+(;) cost(dd +1) |t
! 2 ! 2
+&, (ir /1+(%) sint (d0 + 1)e; £ 1 /1+(%) cost;ccosh@)nq

rr!
+gt7bq
elde edilir.

Sonug 5.2 ’nin sabit olmas1 durumunda K (s, t) tiip yiizeyi elde edilir. Bunun sonucunda
K(s,t) = Dy(s) = eq(2rsintkye; £ rcostky)t +&,(2rsint kge, £ rcostky)ng

elde edilir.
3. Durum Normal Vektorii Timelike Olan Spacelike Egriler;

Teorem 5.5 . 1 teorem 4.5°deki kosullar saglayan bir egri olsun. Bu durumda

egrisinin kuasi catis1 {t,n4, bg} ve D, fokal egrisinin Frenet catisi {t;, s, by} 0lmak

uzere
k1k3_k2’
Dy(s) =yY(s) + n,(s
1/)( ) lp( ) kllkz - k22k3 + k12k3 - k1k2, q( )
k' — kyk
1 273 bq(S)

+ ! 2 2 !
k1 kz_kz k3+k1 k3_ k1k2

ve



Ng = &&n(—kat + k3ny)

bO’ ES _gn(kgt + kznq)
dir.
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Ispat y teorem 4.5°deki kosullar1 saglayan bir egri, kuasi gatis1 {t, ng, by} ve P egrisinin

fokal egrisi D, olsun. Bu durumda

Dy — Y =cot + cyng + c;by
yazilabilir. (5.40) denkleminden
(Dy —h,t) =co
(Dy —hng) =—¢;
(Dy =¥, by) =,
olur. Diger taraftan (5.1) gdz oniine alinirsa
f=0=2(Dy,—9,Dy—1h) =r?
ff=0=>(Dy—y)=0

F1=0 = —ky(ng, Dy — ) + kylby, Dy — ) = 1
f"=0= (k1' —kyk3)c, + (kzl — kik3)c; =0

elde edilir. (5.42), (5.43) ve (5.44) denklemlerinden

k1C1 + szz - 1
elde edilir. (5.45) ve (5.46) denklemleri birlikte diistiniiliir ise

ky' — kaks
C2 = ] 2 2 !
kik, —k,"ks+ k,“k; — kik,
kiks — k;'
€1 = ] 2 2 [
kik, —ky,"ks +k{“ks — kik,
bulunur. Buradan
kik.—k.,’'
Dy (s) = P(s) + 2

n,(s
ki'ky, — ko’ks + ky’ks — kiky' a(s)

kll - kzkg
+ ’ 2 2 Ibq(s)
k1 kz - kz k3 + k1 k3 - k1k2

elde edilir. (5.40) denkleminin s parametresine gore tekrar tiirevi alinirsa

0D 0Dy do

a_Sw = a_ofpa = (1 - k1C1 - szz)t + (Cll + C2k3)nq + (CZI + C1k3)bq
ve buradan

do
P lco" + c1ks|

(5.40)

(5.41)
(5.42)
(5.43)

(5.44)
(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)



31

elde edilir. a;% = t, olarak gosterilirse ve (5.48) denklemi (5.47) denkleminde yerine

yazilirsa
. ¢, + ciks
7 ey + crks] 1

s .. . - "+c1k
elde edilir. Gosterimlerde kisalik icin &, = —2-—2 olarak alinirsa
lca"+c1ks|
0Dy
95 = to— = gtbq (549)

bulunur. (5.49) denkleminde her iki tarafin tiirevinin normu alinir ise &, = 1

|k ®—k3?|
olmak tizere
|ko* — ks
T e ekl
ve buradan
Ng = &&q(—kat + ksng) (5.50)
elde edilir. b, = t, X n, oldugundan
by = —en(kst + kyny) (5.51)

dir.

Teorem 5.6 Y teorem 4.5’deki kosullar saglayan bir egri ve ¥ egrisinin fokal egrisi olan

Dy etrafinda olusan kanal ytizey

N ~2
K(s,t) = @w(s) + &, (ir /1 + (r—> cosht(do+1)+ 7 /1 + (r—) sinhtetksinh9> t
T’ 2 T/ 2
+ep | 21+ (;) sinht (d0 +1)e, 7 1+ (;) cosht ksinh@ |n,

!
Trr
~&bq

dir.

Ispat 1 teorem 4.5’deki kosullar1 saglayan bir egri olsun. ¥ egrisinin kuasi gatis
{t,ng, by} ve Dy, fokal egrisinin Frenet catist {t4, Ny, by} olmak iizere
K(s,t) = Dy(s) = als, )ts(s) + b(s, t)ns(s) + c(s, t)bs(s) (5.52)
yazilabilir. Son denklemde (5.49), (5.50) ve (5.51) denklemleri g6z 6niine alinirsa
K(s,t) — Dy(s) = g,(—=b(s, )k — als, t)k3)t



+en(b(s, kzer — als, )ky)ng + e.c(s, t)bg

yazilabilir. (5.53) denkleminde her iki tarafin normu alinirsa

|k (s, t) - Dw(s)”Z = r2(s)

veya

(K(S, t) - Dlp(s)' Ks) =0
(K(s, ) — Dy(s), Ke) = 0

elde edilir. (5.52) ve (5.53) denklemleri (5.54) ve (5.55) de goz Oniine alinirsa
&2 (a? — b?) (k32 — k22) + 4absksk, = r? — c?
a? —b%+c? =r?
aag — bbg + ccg =11’

elde edilir. v = Z—Z = |c,’ + cq1k3] igin (5.53) denkleminin tlirevi alinirsa

K, = [ &, (bkye, — aks) + €,(—bsk, e, — bky'e, — agks — aks’ — bk ke, +
ak,k,) — cky& ]t
+[ &,/ (bk3e, — ak,) + &, (bskse, + bks's, — ask, — ak,’ + bkikye, +
akqks3) + ckselng
+[enbe,(—ko® + ks®)+er(cs + v) — 2akzkse, by,
bulunur. (5.53), (5.55), (5.57) ve (5.58) birlikte diisiiniiliirse
—cv=rr'
olacagindan

r'\?
a=+r 1+(?> cosht

r'\?
b=+r 1+(;) sinh ¢t

bulunur. Son iki esitlik (5.53)’de yerine yazilir ise

"\ 2 "\ 2
K(s,t) = Dy(s) =g, [ 2r 1+ (7) coshtks +r |1+ (;) sinhtk,e; |t

32

(5.53)

(5.54)

(5.55)
(5.56)

(5.57)

(5.58)

+&, <ir ’1 + (%,)2 sinhtkze; £ 1 /1 + (%,)2 coshtk2>nq
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bulunur. k, ve k5 degerleri yerine yazilirsa

"2 " 2
K(s,t) —Dy(s) = &, <ir /1+(%) cosht(dd+1)t r ,1+(%) sinhtatksinhﬁ)t

N2 " 2
+é&p <ir 1+ (%) sinht (d6 + 1)e, £ 7 |1+ (%) cosht k sinh 9) n,

elde edilir.

Sonug 5.3 r’nin sabit olmas1 durumunda K (s, t) tiip yiizeyi elde edilir. Bunun sonucunda
K(s,t) — Dy(s) = en(£rcosht ks £ rsinht kye)t
+&,(£rsinh t ke, £ rcosht ky)n,

elde edilir.
4. Durum Normal Vektorii Spacelike olan Spacelike Egriler;

Teorem 5.7. 1 teorem 4.7°deki kosullar1 saglayan bir egri olsun. Bu durumda i egrisinin
kuasi gatis1 {t, ng, bg} ve Dy, fokal egrisinin Frenet ¢atisi {5, g, by} olmak tlizere
kiks—k,'
ki'ky — kyPks 4 kylks — kyky'
N ky' — kaks
kllkz - k22k3 + k12k3 - k1k2,

Dy (s) = p(s) + ny(s)

bg(s)

ve
tO' = Etbq
Ng = E&n(—kat + k3ng)

bO' = _gn(k3t + kznq)

Ispat 1 teorem 4.7’ deki kosullari saglayan bir egri, kuasi gatis1 {t, ng, by} ve P egrisinin
fokal egrisi D, olsun. Bu durumda
Dy —Y =cot+ cing + c;by (5.59)
yazilabilir. (5.59) denkleminden
(Dy =, ) = ¢ (5.60)
(Dy —Y,my) = —¢; (5.61)



(Dy =, by) =c,
olur. Diger taraftan (5.1) goz 6niine alinirsa
f=0=(Dy—9,Dy—9)=r?
ff=0=({tDy—9P)=0
f"=0 = —ki(ng Dy — )+ ky(bg, Dy — ) =1
=0 = (k' = kak3)ey + (ky' — kiks)c, = 0
elde edilir. (5.61), (5.62) ve (5.63) denklemlerinden
kici + kycp =1
elde edilir. (5.64) ve (5.65) denklemleri birlikte diistiniiliir ise

k1, - k2k3
C = ’ 2 2 Y
k1 kz - kz k3 + k1 k3 - k1k2
kiks — k'
€1

ki 'ky — kyks + ki ks — kiky'

bulunur. Buradan

Dy(s) = P(s) + kales —lez ©)
S) = S n,(s
v ky'ky — ky ks + ki Pks — ik, O
ky' — kyks
by(s)

+ ! 2 2 !
kiky, —ky,"ks +k{“ks — kik;
elde edilir. (5.59) denkleminin s parametresine gore tekrar tiirevi alinirsa

9D, 9Dy do
—L=—L—= = (1= ke — kpcp)t + (1 + coka)ng + (¢3' + c1ks)by

ve buradan

do
P lc2" + c1ksl
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(5.62)

(5.63)
(5.64)

(5.65)

(5.66)

(5.67)

elde edilir. a(:% = t, olarak gosterilirse ve (5.67) denklemi (5.66) denkleminde yerine

yazilirsa
¢y + c1k3
7 e +ogks| 1

!
elde edilir. Gosterimlerde kisalik i¢in & = % olarak alinirsa
2 173
0Dy
5. = Lo = &bq (5.68)
bulunur. (5.68) denkleminde her iki tarafin tiirevinin normu alinir ise &, = .
|ke2®~kes?|

olmak tlzere
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|ka® = k5’|
o= 2" + c1ks]
ve buradan
Ng = &&q(—kat + ksny) (5.69)
elde edilir. b, = t,; X n, oldugundan
by = —en(kst + kyny) (5.70)

dir.

Teorem 5.8. y teorem 4.7°deki kosullar1 saglayan bir egri ve ¥ egrisinin fokal egrisi olan

Dy etrafinda olusan kanal yiizey

"N 2 N2
K(s,t) = Dy(s) + &, <ir fl +(%) cosht(dé+1)t r /1 + (%) sinhtstkcosh0>t
2 . "2
+e, | 27 1+(;) sinht (d6 + 1)e, + 1 1+(;) coshtk cosh@ |n,

dir.

Ispat 1 teorem 4.7°deki kosullar1 saglayan bir egri olsun. 1 egrisinin kuasi catist
{t,ng, by} ve Dy, fokal egrisinin Frenet catisi {t4, Ny, by} olmak iizere
K(s,t) = Dy(s) = a(s, t)ts(s) + b(s, t)ns(s) + c(s, t)bs(s) (5.71)
yazilabilir. Son denklemde (5.68), (5.69) ve (5.70) denklemleri g6z 6niine alinirsa
K(s,t) = Dy(s) = en(—b(s, ke, — als, t)k3)t
+&,(b(s, )kze, — a(s, ky)ng + g.c(s,t)bg  (5.72)

yazilabilir. (5.73) denkleminde her iki tarafin normu alinirsa

1K (s, ) = Dy ()||” = r2(s) (5.73)
veya

(K(s,t) — Dy (s), Ks) = 0 (5.74)

(K(s,t) = Dy(s), K) = 0 (5.75)

elde edilir. (5.71) ve (5.72) denklemleri (5.73) ve (5.74)’ de gz Oniine alinirsa
&2 (a? — b?) (k32 — k22) + 4abeksk, = r? — c?
a? —b%+c? =r?

aas — bbs + cc, = rr’ (5.76)
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elde edilir. v = Z—: = |c;" + c1k3] igin (5.72) denkleminin tiirevi alinirsa

K, = [ &, (bk,e, — aks) + €,(=bsk,e, — bk, e, — asks — aks' — bkikse, +
akk,) — ckye]t
+[ &, (bkse, — aky) + e, (bskse, + bks' e, — agk, — ak,' + bkikye, +
akqks) + ckseng
+[enber(—kay® + ks?)+er(cs + V) — 2akykse, by, (5.77)
bulunur. (5.72), (5.74), (5.76) ve (5.77) birlikte diistiniiliirse
—cv=rr

olacagindan

'\ ?
a=+r 1+(;> cosht

'\ 2
b=+r 1+<;) sinh ¢t

bulunur. Son iki esitlik (5.72)’de yerine yazilir ise

r\? r\?
K(s,t) —Dy(s) = g, | &7 1+(;) coshtks; +r 1+(;) sinhtk,e; |t
71\ 2 1\ 2
+ep | X7 1+(;) sinhtkze, 71 1+<7) coshtk, |n,
T

!
T
~&bq

bulunur. k, ve ks degerleri yerine yazilirsa

N 2 N2

K(s,t) = Dy(s) = &, (ir ’1 + (%) cosht(dd+7)t r /1 + (%) sinh t €.k cosh 9>t
"\ 2 "\ 2

+e, | 2r 1+ (;) sinht (d6 + 1), £ 7 1+ (;) coshtkcoshd |n,

elde edilir.

Sonug 5.4 r’nin sabit olmas1 durumunda K (s, t) tiip yiizeyi elde edilir. Bunun sonucunda
K(s,t) — Dy(s) = gy(£rcosht ks + rsinht kye)t
+en(£rsinhtkze, £ 7 cosht ky)n,

elde edilir.
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5. Durum Timelike Egriler;

Teorem 5.9. y teorem 4.9°deki kosullar1 saglayan bir egri olsun. Bu durumda 1 egrisinin
kuasi gatis1 {t,ng, by} ve Dy, fokal egrisinin Frenet ¢atisi {5, ng, by} olmak tlizere
kiks + ky'
ky'ky — kyks — ky’ks — kik,'
4 —ky' + kyks
ka'ky = ko"ks — ki *ks — Kok

Dy (s) = P(s) +

n,(s)

be(s))

ve
tO' = gtbq
Ng = &&n(kat — k3ng)

bO’ = En(k3t + kznq)

Ispat 1 teorem 4.9°deki kosullar saglayan bir egri, kuasi gatis1 {, ng, by} ve P egrisinin
fokal egrisi D, olsun. Bu durumda

Dy — Y =cot + cyng + c3by

(5.78)
yazilabilir. (5.78) denkleminden
(Dy — Y, t) = —¢y (5.79)
(Dy —h,ny) = ¢4 (5.80)
(Dy =P, bg) =, (5.81)

olur. Diger taraftan (5.1) gdz 6niine alinirsa
f =0 ﬁ(fblp—lp,fblp—lp) = r?
ff=0=({tDy—9P)=0
f"=0 = +ki(ng, Dy — ) + ky(bg, Dy —P) =1 (5.82)

f"=0 = (ky —kyk3)cy + (ky' + kik3)c, =0 (5.83)
elde edilir. (5.80), (5.81) ve (5.82) denklemlerinden
kici + kycp, = —1 (5.84)
elde edilir. (5.83) ve (5.84) denklemleri birlikte diisliniiliir ise
—ky' + kykg
C2

- k1,k2 - k22k3 - k12k3 - klkzl
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kiks + k,'
€1 = ] 2 2 [;
ky'ky —ky ks — ki"ks — kqik;
bulunur. Buradan
kiks + k'
Dy(s) =Y(s) + n,(s
W = T e — Tk )
—ky + kyks

+ b, (s
ky'ky — ky'ks — kyPks — Kok, ()

elde edilir. (5.78) denkleminin s parametresine gore tekrar tiirevi alinirsa

9Dy _ 9Dy do

s 90 ds (1 + kicr + kpc)t + (¢ — cok3)ng + (c;' + c1k3)by (5.85)
ve buradan

0 :
== lcy' + ciks] (5.86)

elde edilir. % = t, olacak gosterilirse ve (5.86) denklemi (5.85) denkleminde yerine
yazilirsa
'+ ks
7 e +crks| T

elde edilir. Gésterimlerde kisalik i¢in &, = Cz:+clk3 olarak alinirsa
lcz"+c1k3]
oD
ty = &by = a—;” (5.87)
bulunur. (5.87) denkleminde her iki tarafin tiirevinin normu alinir ise &, = .
|-k % +k32|
olmak {izere
|_k22 + k32|
Ky = -
2" + c1ks]
ve buradan
Ng = &&q(—kat + ksny) (5.88)
elde edilir. b, = t, X n, oldugundan
by = gy (kst + kynyg) (5.89)

dir.

Teorem 5.10 y teorem 4.9°deki kosullar1 saglayan bir egri ve Y egrisinin fokal egrisi

olan Dy, etrafinda olusan kanal yiizey
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’ N\ 2 ’ N\ 2
K(s,t) = Dy(s) + & | £r 1+< > cosht ksinfe, + r 1+< ) sinht (d6 + 1) |t
2

N2 ’
+&, <ir /1 + (%) cosht (df + 1) + 1 ’1 + (%) sinh t ksin9> n,

T
—, b
v

< |
Q|

q
dir.

Ispat ¢ teorem 4.9°deki kosullar1 saglayan bir egri olsun. i egrisinin kuasi catisi
{t,ng, by} ve Dy, fokal egrisinin Frenet gatisi {t4, Ny, b, } olmak iizere
K(s,t) — Dy (s) = a(s, t)t;(s) + b(s, t)ns(s) + c(s,t)bs(s) (5.90)
yazilabilir. Son denklemde (5.87), (5.88) ve (5.89) denklemleri g6z 6niine alinirsa
K(s,t) — Dy (s) = en(b(s, )k, + als, t)k3)t

+&,(=b(s, kze, + a(s, ky)ng + g.c(s, t)bg (5.91)
yazilabilir. (5.91) denkleminde her iki tarafin normu alinirsa
1K (s, 8) = Dy ()| = 72(s) (5.92)
veya
(K(s,t) — Dy (s),Ks) =0 (5.93)
(K(s,t) — Dy(s),Kp) =0 (5.94)

elde edilir. (5.90) ve (5.91) denklemleri (5.92) ve (5.93)’ de goz Oniine alinirsa
en2(@® — b?) (—ks® + k;") + 44abecksk, = 12 —
—a’+b? +c? =r?
—aag + bbs +ccy =17’ (5.95)
elde edilir. v = Z—: = |c," + c,1k3] igin (5.91) denkleminin tlirevi alinirsa
K, = [ &, (bkyg + aks) + e,(bskyer + bky' e, + agks + aks’ — bk ke, +
ak,k,) + ckyet
+[ &,/ (—=bkse, + ak,) + &,(—bgkse; — bks'e, + agk, + ak,’ + bk k,e, +
akqks) — ckseng
+[enbey (ko? — k3?)+e(cs + V) + 2akykse,| by (5.96)
bulunur. (5.91), (5.93), (5.95) ve (5.96) birlikte diistintiliirse
—cv=rr'

olacagindan
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\S]

2

1+
r
b=+r 1+<—) cosht

r! ]
a=+r (—) sinh ¢
1’ v

v

bulunur. Son iki esitlik (5.91)’de yerine yazilir ise

r\? 2
K(s,t) = Dy(s) = g5 [ 2r 1+ (;) coshtkye, £7r |1+ (;) sinhtk; |t
T’ 2 T', 2
+e, | £r 1+ (;) coshtkze, £7r |1+ (;) sinht k, |n,

rr
IR

bulunur. k, ve ks degerleri yerine yazilirsa

"2 ’ .
K(s,t) — Dy (s) = & <ir 1+ (%) coshtksinfs, +7 |1+ (%) sinht (d6 + T)) t
"\ 2 1\ 2
+e, | 21+ (;) cosht (df +1)e, £7r |1+ (;) sinh ¢ ksin® |n,

elde edilir.

Sonug 5.5 r’nin sabit olmas1 durumunda K (s, t) tiip yiizeyi elde edilir. Bunun sonucunda
K(s,t) — Dy(s) = gy(£rcoshtkye + rsinht kj)t
+ep(2rcosht ke, £ rsinht k;)n,

elde edilir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Lorentz-Minkowski geometrisi 6zellikle diferensiyel geometri, matematiksel fizik gibi
alanlarla iligkilendirilmistir. Bu bilim dallarinda karsilagilan problemlerin ¢oziimleri igin
Oklid dis1 geometriden yardim alindig1 i¢in biz de tez ¢alismamizda Lorentz-Minkowski
uzayindaki kuasi ¢atiy1 kullanarak sonuglar elde ettik. Fakat farkli uzaylarda fokal egriler

ve fokal yiizeyler incelenerek yeni denklemler de elde edilebilir.

Egriler diferensiyel geometri i¢in énemli bir yer kaplamaktadir. Bu tezde 6zel bir egri
olan fokal egriler ile ilgilenildi. Fokal egri bir egrinin oskiilator kiirelerinin merkezinin
geometrik yeri olarak degerlendirilir. Bu tez ¢alismasinda 3 boyutlu Lorentz-Minkowski
uzayinda kuasi ¢at1 yardimiyla fokal egri ve fokal yiizeyler i¢in ¢alismalar yapilmistir. Tk
olarak Minkowski uzayinda kuasi ¢atinin bes farkli durumuna gore sirasi ile fokal egriler

elde edilmistir. Daha sonra bu egriler etrafinda kanal ve tiip ylizeyleri olusturulmustur.

Bu tezde elde edilen tanim ve teoriler fizikin optik ve akigkanlar mekanigi basta olmak
lizere ¢esitli alanlarinda kullanilabilir. Fizikte canlilarin goz yapisi ve odak noktalarindan

yararlanarak en iyi goriintiiyii alabilmek fokal egriler araciligi ile bulunabilir.
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