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1.GİRİŞ 

 

Eğri kavramı, doğada ve günlük yaşantımızda sıklıkla karşımıza çıkan kavramlardan biridir. 

Örneğin; canlıların temel yapı taşı olan hücrelerin içinde bulunan DNA molekülü helis eğrisi 

adı verilen eğrilerden oluşmaktadır. Diğer taraftan, kalp grafisi çekilirken kalbin düzenli 

çalışıp çalışmadığı eğriler ile anlaşılır. Eğri kavramının yaşam için önemi göz önüne 

alındığında, bu kavram doğal olarak matematiğin ilgisini çekmiştir ve matematikçiler eğrilerin 

özelliklerini incelemek için uzun yıllar çalışmalar yapmıştır. Bunlara örnek olarak, 3-boyutlu 

Öklid uzayı ℝ3 ve 3-boyutlu Minkowski uzayı ℝ1
3’deki Mannheim eğrileri incelemiştir ve bu 

uzaylarda bir eğrinin Mannheim eğrisi olması için gerekli ve yeterli koşullar verilmiştir (Liu 

ve Wang, 2008). Galilean 4-uzayında bir eğrinin Frenet-Serret çatısı oluşturulmuş ve bu çatıya 

göre Frenet-Serret denklemleri elde edilmiştir, ardından Galilean 4-uzayındaki bir eğrinin 

teğet vektörünün dördüncü dereceden bir vektörel diferensiyel denklemi sağladığı 

kanıtlanmıştır (Yılmaz, 2010). Görüntüsü pseudo hiperbolik uzayda yer alan spacelike, 

timelike ve null eğriler karakterize edilmiştir (Math ve Kragujevac, 2000). Diferensiyel 

geometrinin önemli bir çalışma alanı olan eğriler teorisinde bazı özel eğriler bulunmaktadır. 

Bunlara örnek olarak, dişliler için en iyi formu bulmak amacıyla yapılan bir araştırmada 

Roemer (1674) tarafından keşfedilen sikloid eğrileri, özel birer sikloid eğrisi olan ve ilk kez 

sırasıyla Daniel Bernoulli (1725) ve Roemer (1674) tarafından fark edilen astroid ve kardioid 

eğrileri ile Giovanni Domenico Cassini (1680) tarafından dünya ve güneşin göreceli 

hareketleriyle bağlantılı olarak incelenen Cassini eğrisi verilebilir. Bu özel eğrilerle ilgili daha 

fazla bilgiye Yates (1952) kaynağından ulaşılabilir. 

 

Üzerinde çalışılan bir eğriyle ilgili bazı problemlere cevap aranırken eğrinin özelliklerini 

tespit etmek zorlaşabildiği için eğriyle ilişkili olan yeni eğrilerle ilgilenilmiştir (Gökçelik, 

2012). Bu eğrilerden biri fokal eğridir. Fokal eğri, regüler bir eğrinin oskülatör hiperkürelerin 

merkezlerinin geometrik yeri olarak adlandırılır (Gökçelik, 2012). Bu alanda yapılan 

çalışmalardan bazıları şu şekildedir; regüler bir eğrinin fokal eğrisinin Frenet eğrilikleri ile 

fokal eğrilikler arasında bir ilişki kuran bir formül keşfedilmiştir ve fokal eğriliklerin bir 

Frenet denklem sistemini karşıladığı gösterilmiştir (Vargas, 2005). Fokal eğriler akışkanlar 

mekaniği ve optik gibi fiziğin birçok alanın da ve birçok bilim dalında kullanılmaktadır 

(Şimşek, 2016). Bir yüzeyin dışbükeyliğini test etmek, bükülme noktalarını belirlemek ve düz 

noktalarını görselleştirmek için fokal eğriler kullanılmıştır (Hagen ve Hahmann, 1992). 

Doğruların kongrüansları olarak bilinen yüzeyler fokal yüzeylerdir ve bu yüzeyler ilk defa 
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görüntüleme alanında tanımlanmıştır (Hagen vd. 1991). Fokal yüzeylerin geometrisi 

araştırılmıştır (Güler, 2022). Bishop çatısına göre tüp yüzeylerini ve tüp yüzeylerin fokal 

yüzeylerini incelenmiştir, (R. Al-Dayel vd. 2022). Belirli bir yüzeyin fokal yüzeylerinin, 

yüzey üzerindeki gerileme kenarından sabit bir mesafede bazı özel yüzeyler vasıtasıyla elde 

edilebileceği gösterilmiştir (Yurttançıkmaz ve Tarakçı, 2015). Parabolik silindirin, fokal 

yüzeyinin ve genelleştirilmiş fokal yüzeyinin özelliklerinin bir karşılaştırması verilmiştir 

(Georgiev ve Pavlov, 2018). 

 

Değişken yarıçaplı hareketli bir kürenin zarfı olarak tanımlanan kanal yüzeyleri, ilk 

olarak 1850 yılında Fransız matematikçi Gaspard Monge tarafından tanımlanmıştır (Gray, 

1998). Helisel kanal yüzeyi bu kürelerin merkezlerinin yörüngesinin bir helis olması 

durumunda dönel yüzey ise bir doğru olması durumunda gerçekleşir. Ayrıca kanal yüzeyini 

oluşturan hareketli kürenin yarıçap fonksiyonu sabit ise, kanal yüzeyine tüp ya da boru yüzeyi 

adı verilir (Doğan, 2012). Bu alanda yapılan çalışmalardan bazıları şu şekildedir; kanal 

yüzeylerinin analitik ve geometrik özellikleri incelenmiştir (Xu vd, 2016). 3-boyutlu Öklid 

uzayında Weingarten ve lineer Weingarten kanal yüzeyleri için çeşitli karakterizasyonlar 

verilmiştir (Tunçer ve Yoon, 2016). Oskülatör hiperküresinin yarıçapının kritik noktalarının 

bir eğrinin köşe noktalarını oluşturduğu gösterilmiştir ayrıca fokal eğriler ve eğriliklerinden 

yararlanarak eğrilerin köşe noktalarına farklı bir açıdan bakmıştır ve geometrik optikte, 3-

boyutlu Öklid uzayındaki bir 𝛾 eğrisinin bir ışık kaynağı olarak düşünülebileceğini 

söylenmiştir (Vargas,2005). Fokal eğriler ve fokal yüzeyler n- boyutlu Öklid uzayında 

incelenmiştir (Özdemir, 2008). Çizgili yüzeylerin dayanak eğrisini fokal eğri olarak seçerek 

karakterizasyonlar elde edilmiştir (Arslan vd. 2010). Fokal eğrilikleri açısından dual fokal 

eğrilerin bir karakterizasyonunu tanıtılmıştır (Korpinar and Turhan, 2012). 

 

Bu çalışmada; kuasi çatı yardımıyla bir eğrinin fokal eğrisi elde edilecektir daha sonra 

birinci ve ikinci fokal eğrilikler yardımıyla 𝑄-fokal eğriler karakterize edilecektir. 3-boyutlu 

Minkowski uzayında spacelike ve timelike fokal eğriler etrafında kanal ve tüp yüzeyler 

tanımlanacaktır.
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2. MINKOWSKI UZAYINDA TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

 

Tanım 2.1 𝑉 sonlu boyutlu bir reel vektör uzayı olsun. 

〈, 〉: 𝑉 ×  𝑉 →  ℝ 

fonksiyonu, her 𝑎, 𝑏 ∈  ℝ ve her 𝒖, 𝒗, 𝒘 ∈  𝑉 için, 

    i.   〈𝑎𝒖 +  𝑏𝑣, 𝒘〉  =  𝑎〈𝒖, 𝒘〉 +  𝑏〈𝒗, 𝒘〉 ve 〈𝒖, 𝑎𝒗 +  𝑏𝒘〉  =  𝑎〈𝒖, 𝒗〉  +  𝑏〈𝒖, 𝒘〉, 

    ii.  〈𝒖, 𝒗〉  =  〈𝒗, 𝒖〉  

özelliklerini sağlıyorsa, 〈, 〉 fonksiyonuna 𝑉 vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer 

form denir (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.2 〈, 〉, 𝑉 vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer form olsun.  

𝑖. 𝒖 ≠  0 özelliğindeki her 𝒖 ∈  𝑉 için 〈𝒖, 𝒖〉  >  0 ise, 〈, 〉 pozitif tanımlı,  

𝑖𝑖. 𝒖 ≠  0 özelliğindeki her 𝒖  ∈  𝑉 için 〈𝒖 , 𝒖 〉  <  0 ise, 〈, 〉 negatif tanımlı, 

𝑖𝑖𝑖. Her 𝒖  ∈  𝑉 için 〈𝒖 , 𝒖 〉  ≥  0 ise, 〈, 〉 pozitif yarı-tanımlı,  

𝑖𝑣. Her 𝒖  ∈  𝑉 için 〈𝒖 , 𝒖 〉  ≤  0 ise, 〈, 〉 negatif yarı-tanımlı,  

𝑣. Her 𝒖  ∈  𝑉 için 〈𝒖 , 𝒗〉  =  0 iken 𝒗 =  0 ise, 〈, 〉 dejenere olmayan  

simetrik bilineer formdur denir (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.3 Pozitif veya negatif tanımlı bir simetrik bilineer forma tanımlı ve pozitif yarı-

tanımlı veya negatif yarı-tanımlı bir simetrik bilineer forma ise yarı-tanımlı simetrik 

bilineer form denir (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.4 〈, 〉, 𝑉 vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer form olsun.  

〈, 〉|𝑊: 𝑊 ×  𝑊 →  ℝ 

kısıtlanmış fonksiyonu negatif tanımlı bir simetrik bilineer form olacak şekildeki en 

büyük boyutlu 𝑊 ⊂  𝑉 alt uzayının boyutuna, 〈, 〉 simetrik bilineer formunun indeksi 

denir ve 𝜈 ile gösterilir (O’Neill, 1983).  

                     Tanım 2.4’den 0 ≤  𝜈 ≤  𝑏𝑜𝑦 𝑉 olduğu açıktır. Bununla birlikte, 〈, 〉 

simetrik bilineer formunun pozitif yarı-tanımlı olması için gerek ve yeter koşul 𝜈 =  0 

olmasıdır (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.5 𝑉 vektör uzayı üzerinde dejenere olmayan bir 𝑔 simetrik bilineer formuna, 𝑉 

üzerinde bir skaler çarpım, bu durumda (𝑉, 𝑔) ikilisine de bir skaler çarpım uzayı denir. 
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Ayrıca, bir (𝑉, 𝑔) skaler çarpım uzayının indeksi, üzerinde tanımlı 𝑔 skaler çarpımının 

indeksi olarak tanımlanır (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.6 (𝑉, 𝑔) indeksi 𝜈 olan bir skaler çarpım uzayı olmak üzere 𝜈 = 1 ve 𝑏𝑜𝑦 𝑉 ≥

 2 ise (𝑉, 𝑔) skaler çarpım uzayına bir Lorentz uzayı denir (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.7 ℝ𝑣
𝑛 yarı-Öklid uzayında 𝜈 = 1 ve 𝑛 ≥ 2 ise ℝ1

𝑛 yarı-Öklid uzayına 𝑛- boyutlu 

Minkowski uzayı denir (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.8 Bir 𝒖 ∈ ℝ1
𝑛 vektörünün normu, 

‖𝒖‖ℝ1
𝑛 = √|〈𝒖, 𝒖〉| 

ile tanımlanır (O’ Neill, 1983).  

 

Tanım 2.9 ℝ1
𝑛 Minkowski uzayında herhangi iki vektör 𝒖 = (𝑢1, 𝑢2, ⋯ , 𝑢𝑛) ve 𝒗 =

(𝑣1, 𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑛)  olmak üzere 𝑢 ve 𝑣 vektörlerinin skaler çarpımı 

〈, 〉𝐿 : ℝ1
𝑛 × ℝ1

𝑛 →  ℝ , 〈𝒖 , 𝒗 〉𝐿 =  −𝑢1𝑣1 +  𝑢2𝑣2 +  ⋯ +  𝑢𝑛−1𝑣𝑛−1 +  𝑢𝑛𝑣𝑛 

olarak tanımlanır. Bu skaler çarpıma 𝒖 ve 𝒗 vektörlerinin Lorentz skaler çarpımı denir. 

Bir 𝒖 ∈ ℝ1
𝑛 vektörünün Lorentz normu,  

‖𝐮‖𝐿 = √|〈𝐮, 𝐮〉𝐿| 

eşitliği ile tanımlı ‖𝐮‖𝐿 reel sayısıdır. Eğer ‖𝐮‖𝐿 =  1 ise, 𝑢 vektörüne birim vektör denir 

(O’Neill, 1983). 

 Tanım 2.10’da 𝑛 = 3 alınırsa, ℝ1
3 Minkowski uzayı elde edilir ve bu uzayda herhangi 

iki vektör 𝒖 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)  ve 𝒗 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)  olmak üzere, 𝒖 ve 𝒗 vektörlerinin skaler 

çarpımı, 

〈, 〉𝐿 : ℝ1
3 ×  ℝ1

3 →  ℝ , 〈𝒖 , 𝒗 〉𝐿 =  −𝑢1𝑣1 +  𝑢2𝑣2 + 𝑢3𝑣3 

 

şeklindedir (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.10 Her  𝒖 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), 𝒗 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)  ∈  ℝ1
3 için, 

𝒖 ×𝐿 𝒗  = 𝑑𝑒𝑡 [

−𝑒1 𝑒2 𝑒3

𝑢1 𝑢2 𝑢3

𝑣1 𝑣2 𝑣3

] 
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şeklinde tanımlanan ifadeye 𝒖 𝑣𝑒 𝒗 vektörlerinin Lorentz vektörel çarpımı denir (O’Neill, 

1983). 

 

Tanım 2.11 (𝑉, 𝑔) bir Lorentz uzayı olsun. Bir 𝒖 ∈  𝑉 vektörü için,  

i. 𝑔(𝒖, 𝒖)  >  0 veya 𝒖 =  0 ise, 𝑢’ya spacelike vektör, 

ii. 𝑔(𝒖, 𝒖)  <  0 ise, 𝒖’ya timelike vektör, 

iii. 𝑔(𝒖, 𝒖)  =  0 ve 𝒖 ≠  0 ise, 𝑢’ya lightlike (null) vektör denir (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.12 ℝ1
3 3-boyutlu Minkowski uzayı olsun. 𝐼, ℝ de bir açık aralık olmak üzere 

𝛼: 𝐼 → ℝ1
3 

diferensiyellenebilir fonksiyonuna eğri adı verilir (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.13 ℝ1
3, 3-boyutlu Minkowski uzayında bir 𝛼′′ lightlike olmamak üzere birim 

hızlı 𝛼 eğrisinin 𝑘 eğriliği  

𝑘 = √|〈𝛼′′, 𝛼′′〉| 

ile tanımlanır (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.14 3-boyutlu Minkowski uzayında türevlenebilir bir 𝛼: 𝐼 ⊂  ℝ →  ℝ1
3 eğrisi 

verilsin. 𝑡 ∈  𝐼 için elde edilen 𝛼′(𝑡) vektörü spacelike, timelike veya lightlike ise 𝛼 

eğrisine sırasıyla 𝑡 noktasında spacelike, timelike veya lightlike denir. Eğer her 𝑡 ∈  𝐼 

için 𝛼′(𝑡) vektörü spacelike, timelike veya lightlike ise, 𝛼 eğrisine sırasıyla spacelike, 

timelike veya lightlike eğri denir (López, 2014). 

 

Tanım 2.15  ℝ3 uzayında bir regüler eğri 𝛼 ∶  𝐼 →  ℝ3  olsun. 𝑡 ∊  𝐼 noktasındaki Frenet 

çatısı vektörleri {𝑻(𝑡), 𝑵(𝑡), 𝑩(𝑡)} olmak üzere 

                                                               𝑇(𝑡) = 
𝛼 ′(𝑡) 

‖𝛼 ′(𝑡)‖
 

 𝑵(𝑡) = 𝐵(𝑡) х 𝑇(𝑡) 

  𝐵(𝑡) = 
𝛼 ′(𝑡) х 𝛼 ′′(𝑡)

‖𝛼 ′(𝑡) х 𝛼 ′′(𝑡)‖
 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝑇 vektör alanına birim teğet vektör alanı, 𝑁 ye eğrinin birim 

normal vektör alanı ve 𝐵 vektörüne de birim binormal vektör alanı denir (Hacısalihoğlu, 

1983). 
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Tanım 2.16 Bir  ∶  𝐼  ℝ3  eğrisi s ye bağlı birim hızlı eğri olmak üzere,  eğrisinin 

oskülatör kürelerinin merkezleri  eğrisinin 𝐶(𝑠) fokal eğrisini oluşturur. Bu eğriler  

𝐶(𝑠) = (𝑠) + 𝑐1(𝑠)𝑻(𝑠) + 𝑐2(𝑠)𝑵(𝑠) 

parametrelendirmesiyle ifade edilir ve bunlara  eğrisinin genelleştirilmiş evolütü denir. 

 eğrisinin fokal eğrilikleri,  𝑐1, 𝑐2, {𝑻(𝑠), 𝑵(𝑠), 𝑩(𝑠)} ise Frenet çatısıdır 

(Hacısalihoğlu, 1998). 
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3. FOKAL EĞRİLER VE YÜZEYLER 

 

 Tanım 3.1.  𝑀  ℝ3 bir eğri olsun 𝑚𝑀 noktasında sonsuz yakın dört noktası ortak 

olan küreye, 𝑀’nin 𝑚𝑀 noktasındaki oskülatör küresi veya eğrilik küresi denir 

(Hacısalihoğlu, 2000). 

 

Şekil 1 𝛼 eğrisinin oskülatör küresi 

 

𝑎−𝛼(𝑠) = 𝑚1𝑻(𝑠) + 𝑚2𝑵(𝑠) + 𝑚3𝑩(𝑠) 

〈𝑎 − 𝛼(𝑠), 𝑻(𝑠)〉 = 0 = 𝑚1 

〈𝑎 − 𝛼(𝑠), 𝑵(𝑠)〉 =
1

𝑘1
 

〈𝑎 − 𝛼(𝑠), 𝑩(𝑠)〉 = (
1

𝑘1
)

′ 1

𝑘2
 

 𝑎 − 𝛼(𝑠) =
1

𝑘1
𝑵(𝑠) + (

1

𝑘1
)

′ 1

𝑘2
𝑩(𝑠) 

bulunur. Tek nokta için  

𝑎 = 𝛼(𝑠) +
1

𝑘1
𝑵(𝑠) + (

1

𝑘1
)

′ 1

𝑘2
𝑩(𝑠), 

farklı noktalar için 

𝐶𝛼(𝑠) = 𝛼(𝑠) +
1

𝑘1
𝑵(𝑠) + (

1

𝑘1
)

′ 1

𝑘2
𝑩(𝑠) 

dir. Oskülatör küre her bir nokta için vardır ve oskülatör kürenin geometrik yeri fokal 

eğriyi oluşturur. 

 

Tanım 3.2. Bir  ∶  𝐼  ℝ3 eğrisi verilsin. Birim hızlı 𝑠 parametresine bağlı  eğrisinin 

oskülatör kürelerinin merkezleri 𝐶𝛼(𝑠) fokal eğrisini oluşturur. Bu eğriler 

𝐶𝛼(𝑠) = 𝛼(𝑠) + 𝑐1(𝑠)𝑻(𝑠) + 𝑐2(𝑠)𝑵(𝑠) 
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olarak ifade edilir ve bunlara  eğrisinin genelleştirilmiş evolütü denir. Buradan  

eğrisinin fokal eğrilikleri 𝑐1, 𝑐2 ve {𝑻(𝑠), 𝑵(𝑠), 𝑩(𝑠)} ise Frenet çatısıdır (Hacısalihoğlu, 

1998). 

 

Teorem 3.1. 𝑀  ℝ3  eğrisi 𝐼, atlası ile verilsin. 𝑀’nin Frenet 3-ayaklısı 

{𝑻(𝑠), 𝑵(𝑠), 𝑩(𝑠)} ve eğrilik fonksiyonları 𝑐1, 𝑐2 olsun. 𝛼(𝑠0) QM  noktasının bir 

komşuluğunda 𝑀 ve oskülatör kürenin merkezi 𝑎 ∈ ℝ3 ise 

                                    〈𝑎 − 𝛼(𝑠), 𝑉𝑖(𝑠0)〉 = 𝑐𝑖(𝑠0), 0 ≤ 𝑖 ≤ 3                                 (3.1) 

dir (Hacısalihoğlu, 2000).  

 

Teorem 3.2. Bir  ∶  𝐼  ℝ3 eğrisinin fokal eğrisi 𝐶𝛼(𝑠): 𝐼  𝑅 ℝ3, 

𝐶𝛼(𝑠) = 𝛼(𝑠) + ∑ 𝑐𝑖(𝑠)𝑽𝒊(𝑠)

2

𝑖=0

 

olmak üzere; 𝑐𝑖 katsayıları 

𝑐0(𝑠) = 0, 

                                                              𝑐1(𝑠) =
1

𝑘1(𝑠)
,                                                 (3.2) 

          𝑐2(𝑠) = (
1

𝑘1
)

′ 1

𝑘2
 

eşitliklerini sağlar (Hacısalihoğlu, 2000).  

 

İspat: Fokal eğri   eğrisinin 𝑠0 noktasındaki oskülatör kürelerin merkezlerinin 

geometrik yeri olarak tanımlanır. Eğri ile kürenin 𝑠0 noktasında sonsuz yakın dört ortak 

nokta vardır. Bu da verilen yarıçap fonksiyonunun  𝑓  üçüncü mertebeden türevinin sıfır 

olması demektir.   eğrisinin 𝑠0 noktasındaki oskülatör kürelerin merkezleri 𝑠 ve 

yarıçapları 𝑟 olmak üzere; 

𝑓 ∶ 𝐼  𝑅 →  𝑅 

     𝑠 → 𝑓(𝑠) = ‖𝑎(𝑠) − 𝛼(𝑠)‖2 − 𝑟2 

fonksiyonu yardımıyla;  eğrisinin 𝑠0  noktasında oskülatör küre ile sonsuz yakın beş 

ortak noktasının bulunması 

       𝑓(𝑠)𝑠=𝑠0
= 𝑓′(𝑠)𝑠=𝑠0

= 𝑓′′(𝑠)𝑠=𝑠0
= 𝑓′′′(𝑠)𝑠=𝑠0

= 0, 𝑓𝑖𝑣(𝑠)𝑠=𝑠0
≠ 0          (3.3)                 

şartlarını sağlar. Oskülatör kürenin yarıçap vektörü, eğrinin çatısı cinsinden 

                                      𝑎(𝑠) − 𝛼(𝑠) = ∑ 𝑐𝑖(𝑠)𝑉𝑖(𝑠)2
𝑖=0                                              (3.4) 

dir. 𝑐𝑖 ler reel değerli fonksiyonlar (3.3) ve Frenet formüllerinden; 
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𝑓(𝑠) = 0    ise    〈𝑎(𝑠) − 𝛼(𝑠), 𝑎(𝑠) − 𝛼(𝑠)〉 = 𝑟2 

                             𝑓′(𝑠) = 0    ise   〈 𝑻(𝑠), 𝑎(𝑠) − 𝛼(𝑠)〉 = 0 

dir. (3.4) den 

𝑐0(𝑠) = 0 

ve Frenet eşitliklerinden 

𝑓′′(𝑠) = 0   ise   〈 𝑻(𝑠)′, 𝑎(𝑠) − 𝛼(𝑠)〉 − 〈 𝑻(𝑠), 𝑻(𝑠)〉 = 0 

dir. Böylece  

〈𝑘1(𝑠)𝑵(𝑠), 𝑎(𝑠) − 𝛼(𝑠)〉 − 1 = 0 

veya 

〈𝑘1(𝑠)𝑵(𝑠), 𝑎(𝑠) − 𝛼(𝑠)〉 = 1 

veya 

〈𝑵(𝑠), 𝑎(𝑠) − 𝛼(𝑠)〉 =
1

𝑘1(𝑠)
 

elde edilir. (3.4) den 

𝑐1(𝑠) =
1

𝑘1(𝑠)
 

dir.  

𝑓′′′(𝑠) = 0   ise   〈𝑵(𝑠)′, 𝑎(𝑠) − 𝛼(𝑠)〉 − 〈𝑉2(𝑠), 𝑻(𝑠)〉 = 𝑐1(𝑠)′ = (
1

𝑘1(𝑠)
)

′

 

Frenet formüllerinden ve (3.4) den 

〈−𝑘1(𝑠) 𝑻(𝑠)+𝑘2(𝑠)𝑩(𝑠), 𝑎(𝑠) − 𝛼(𝑠)〉 = 𝑐1
′(𝑠) 

veya 

−𝑘1(𝑠)𝑐0(𝑠) + 𝑘2(𝑠)𝑐2(𝑠) = 𝑐1
′(𝑠) 

veya 

                                                                                      = 𝑘2(𝑠)𝑐2(𝑠) 

veya 

𝑐2(𝑠) = (
1

𝑘1(𝑠)
)

′ 1

𝑘2(𝑠)
 

dir. 

 

Tanım 3.3  𝐾(𝑢, 𝑣) regüler bir yüzey olsun  

𝑋(𝑢, 𝑣) = 𝐾(𝑢, 𝑣) + 𝑓(𝑘1, 𝑘2)𝑁(𝑢, 𝑣) 

olarak tanımlanan yüzeye 𝐾(𝑢, 𝑣) nin genelleştirilmiş fokal yüzeyi denir. Burada 

𝑓(𝑘1, 𝑘2) skaler fonksiyondur ve 𝑘1, 𝑘2 asli eğriliklerine bağlıdır (Hagen ve ark., 1992). 
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𝑓(𝑘1, 𝑘2) =
𝑘1

2 + 𝑘2
2

𝑘1 + 𝑘2
 

olduğu durumda 𝐾(𝑢, 𝑣) nin genelleştirilmiş fokal yüzeyi  

 

𝑋(𝑢, 𝑣) =  𝑘(𝑢, 𝑣) +
𝑘1

2+𝑘2
2

𝑘1+𝑘2
𝑁(𝑢, 𝑣); 𝑘1 ≠ 𝑘2 

olur (Hagen ve ark., 1992). 

 

Tanım 3.4 𝐾1 ve 𝐾2 (𝑘1, 𝑘2 ye karşılık) 𝐶𝛾 eğrisinin eğrilikleri olsun. Buna göre 

𝐾1

|𝑘2|
=

|𝐾2|

𝑘1
=

1

|𝑐2
′ + 𝑐1𝑐2|

=
2𝑐2

|𝑅2′
|
 

dir (Eisenhart , 1909), (Vargas,2005). 

 

Tanım 3.5 𝛾 ⊂ ℝ3 eğrisi verilsin. 𝑘1(𝑠) ≠ 0 olmak üzere 𝛾’nın konik geodezik eğri 

olması için 
𝑘2

𝑘1
(𝑠) sabit fonksiyon olmasıdır. 

 

Teorem 3.3 𝛾 ⊂ ℝ3birim hızlı eğri ve 𝐶𝛾 fokal eğrisi olsun.  

| 𝐶𝛾
′| =

1

𝑎𝑠+𝑏
 , 𝑎, 𝑏 sabit 𝑎 ≠ 0 için 

 𝛾  denklemi sağlarsa konik bir geodezik olarak tanımlanabilir (Izumiya ve Takeuchi, 

2004) 

İspat Varsayalım ki 𝛾 konik bir geodezik eğri ve 𝐶𝛾 fokal eğri olsun. 

Tanım 3.4 ve Tanım 3.5 den yararlanırsak (
|𝑘2|

𝑘1
)

′′
(𝑠) = 0 olduğu için 

                                                   
|𝑘2|

𝑘1
=

1

|𝑐2
′ +𝑐1𝑐2|

                                                               (1) 

ve bazı hesaplamalar yapılırsa 

                                                | 𝐶𝛾
′| = |𝑐2

′ + 𝑐1𝑐2| =
1

𝑎𝑠+𝑏
                                             (2) 

 

Tersine; eğer (2) doğru ise (1) (
|𝑘2|

𝑘1
)

′′
(𝑠) = 0 elde edilir ve 𝛾 konik bir geodezik eğri 

olarak tanımlanır. 
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4. MINKOWSKI UZAYINDA FOKAL EĞRİLER 

 

Tanım 4.1 ℝ1
3 3- boyutlu Minkowski uzayında birim hızlı bir eğri 𝜓 olsun. 𝜓’nin kuasi 

çatısı {𝒕, 𝒏𝑞 , 𝒃𝑞} olsun. Bu durumda 𝜓’nin fokal eğrisi  

                               𝔇𝜓(𝑠) = 𝜓(𝑠) + 𝜔1(𝑠)𝒏𝑞(𝑠) + 𝜔2(𝑠)𝒃𝑞(𝑠)                              (4.1) 

dir. Burada 𝜔1 ve 𝜔2 düzgün fonksiyonlarına 𝜓’nin birinci ve ikinci fokal eğrilikleri 

denir. 

3- boyutlu Minkowski uzayında timelike ve spacelike eğriler için kuasi çatının beş farklı 

durumu olduğu için bu bölümde fokal eğri 5 durumda incelenecektir. 

 

1. Durum: Normal Vektörü Spacelike Olan Spacelike Eğriler; 

 

Teorem 4.1 ℝ1
3’ de 𝒏𝒒 kuasi normal vektörü spacelike olan bir spacelike eğri (𝑘 vektörü 

timelike) için 

                               [

𝒕′

𝒏𝒒
′

𝒃𝒒
′
] = [

0 𝑘1 −𝑘2

−𝑘1 0 −𝑘3

−𝑘2 −𝑘3 0
] [

𝒕
𝒏𝑞

𝒃𝑞

]                                    (4.2) 

dir. Burada 

𝑘1 = 𝜅 cos ℎ𝜃,  𝑘2 = 𝜅 sin ℎ𝜃, 𝑘3 = −𝑑𝜃 − 𝜏 

elde edilir (Tarım, 2016). 

 

Teorem 4.2 𝜓 ∶ 𝐼 → ℝ1
3  Teorem 4.1 koşulunu sağlayan birim hızlı spacelike bir eğri, 

𝜓’nin fokal eğrisi de 𝔇𝜓(𝑠) olsun. Bu durumda  

𝔇𝜓(𝑠) = 𝜓(𝑠) + 𝑒
− ∫

𝑘3𝑘1
𝑘2

𝜕𝑠
[∫ 𝑒

∫
𝑘3𝑘1

𝑘2
𝜕𝑠 𝑘3

𝑘2
+ 𝑐] 𝒏𝑞(𝑠) 

                   + [
1

𝑘2
−

𝑘1

𝑘2
[𝑒

− ∫
𝑘3𝑘1

𝑘2
𝜕𝑠

[∫ 𝑒
∫

𝑘3𝑘1
𝑘2

𝜕𝑠 𝑘3

𝑘2
+ 𝑐]]] 𝒃𝑞(𝑠) 

dir. 

 

İspat Varsayalım ki 𝜓 Teorem 4.1 koşulunu sağlayan birim hızlı spacelike bir eğri, 𝔇𝜓 

𝜓’nin fokal eğrisi olsun. Bu durumda Teorem 4.1 gereğince  

      〈𝒏𝒒, 𝒏𝒒〉 = +1          ⟹   𝒏𝒒
′ = −𝑘1𝒕 − 𝑘3𝒃𝒒 
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         〈𝒕, 𝒕〉 = +1          ⟹   𝒕′ = 𝑘1𝒏𝒒 − 𝑘2𝒃𝒒 

       〈𝒃𝒒, 𝒃𝒒〉 = −1          ⟹   𝒃𝒒
′ = −𝑘2𝒕 − 𝑘3𝒏𝒒 

dir. (4.1) denkleminde her iki tarafın 𝑠’ ye göre türevi alınırsa  

 

  𝔇𝜓
′ =  𝜓′ + 𝜔1

′𝒏𝒒 + 𝜔1𝒏𝒒
′ + 𝜔2

′𝒃𝒒 + 𝜔2𝒃𝒒
′
 

                              = 𝒕 + 𝜔1
′𝒏𝒒 + 𝜔1(−𝑘1𝒕 − 𝑘3𝒃𝒒) + 𝜔2

′𝒃𝒒 + 𝜔2(−𝑘2𝒕 − 𝑘3𝒏𝒒) 

                              =  𝒕 + 𝜔1
′𝒏𝒒 − 𝜔1𝑘1𝒕 − 𝜔1𝑘3𝒃𝒒 + 𝜔2

′𝒃𝒒 − 𝜔2𝑘2𝒕 − 𝜔2𝑘3𝒏𝒒 

                              =  (1 − 𝜔1𝑘1 − 𝜔2𝑘2)𝒕 + (𝜔1
′ − 𝜔2𝑘3)𝒏𝒒 + (𝜔2

′ − 𝜔1𝑘3)𝒃𝒒 

elde edilir. Bu durumda fokal eğrinin tanımından  

                                                   1 − 𝜔1𝑘1 − 𝜔2𝑘2 = 0                                             (4.3) 

         𝜔1
′ − 𝜔2𝑘3 = 0 

yazılabilir. (4.3) denklem sisteminde birinci eşitlik, ikinci eşitlikte göz önüne alınırsa    

                                           (4.4) 

 

 

 

 

 

 

 

                                           

   

elde edilir. Kısalığın hatrına  

𝑝(𝑠) =
𝑘3𝑘1

𝑘2
  ve  𝑞(𝑠) =

𝑘3

𝑘2
 

alınırsa (4.4) sisteminin dördüncü eşitliği 

𝜔1
′ + 𝜔1𝑝(𝑠) = 𝑞(𝑠) 

olarak yeniden yazılabilir. İntegral çarpanı yöntemi ile diferensiyel denklemi çözülürse       

𝜆 = 𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠, 𝜔1𝑝(𝑠) − 𝑞(𝑠) = 𝑀, 𝑁 = 1 

olmak üzere 

               𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠   
𝜕𝜔1

𝜕𝑠
+ 𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠  𝜔1𝑝(𝑠) = 𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠  𝑞(𝑠) 

(𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠𝜔1)′ =  𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠𝑞(𝑠) 

                                                   𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠𝜔1 =  ∫ 𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠𝑞(𝑠) 

                                                                𝜔1 = 𝑒− ∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠[∫ 𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠𝑞(𝑠)] 

𝜔1
′ − (

1 − 𝜔1𝑘1

𝑘2
) 𝑘3 = 0 

  𝜔1
′ − (

𝑘3 − 𝑘3𝜔1𝑘1

𝑘2
) = 0 

𝜔1
′ −

𝑘3

𝑘2
+

𝜔1𝑘1𝑘3

𝑘2
 = 0 

𝜔1
′ +

𝜔1𝑘3𝑘1

𝑘2
 =

𝑘3

𝑘2
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                                                                𝜔1 = 𝑒
− ∫

𝑘3𝑘1
𝑘2

𝜕𝑠
[∫ 𝑒

∫
𝑘3𝑘1

𝑘2
𝜕𝑠 𝑘3

𝑘2
+ 𝑐]              (4.5) 

elde edilir. 

(4.5) eşitliği (4.3)’ün birinci eşitliğinde göz önüne alınırsa 

𝜔2 =
1

𝑘2
− 𝜔1

𝑘1

𝑘2
 

                                                               =
1

𝑘2
−

𝑘1

𝑘2
[𝑒

− ∫
𝑘3𝑘1

𝑘2
𝜕𝑠

[∫ 𝑒
∫

𝑘3𝑘1
𝑘2

𝜕𝑠 𝑘3

𝑘2
+ 𝑐]] 

elde edilir. 

 

2. Durum: Normal Vektörü Timelike Olan Spacelike Eğriler; 

 

Teorem 4.3 ℝ1
3’ de 𝒏𝒒 kuasi normal vektörü spacelike olan bir spacelike eğri (𝑘   vektörü 

timelike) için 

[

𝒕′

𝒏𝒒
′

𝒃𝒒
′
]= [

0 𝑘1 −𝑘2

−𝑘1 0 −𝑘3

−𝑘2 −𝑘3 0
] [

𝒕
𝒏𝒒

𝒃𝒒

] 

dir. Burada 

𝑘1 = 𝑘 sin ℎ𝜃,  𝑘2= 𝑘 cos ℎ𝜃, 𝑘3= 𝑑𝜃 + 𝜏 

elde edilir (Tarım, 2016). 

 

Teorem 4.4  𝜓 ∶ 𝐼 → ℝ1
3  Teorem 4.3 koşulunu sağlayan birim hızlı spacelike bir eğri, 

𝜓’nin fokal eğrisi de 𝔇𝜓(𝑠) olsun. Bu durumda  

𝔇𝜓(𝑠) = 𝜓(𝑠) + 𝑒
− ∫

𝑘3𝑘1
𝑘2

𝜕𝑠
[∫ 𝑒

∫
𝑘3𝑘1

𝑘2
𝜕𝑠 𝑘3

𝑘2
+ 𝑐] (𝑠)𝒏𝒒  

             + [
1

𝑘2
−

𝑘1

𝑘2
[𝑒

− ∫
𝑘3𝑘1

𝑘2
𝜕𝑠

[∫ 𝑒
∫

𝑘3𝑘1
𝑘2

𝜕𝑠 𝑘3

𝑘2
+ 𝑐]]] 𝒃𝑞(𝑠) 

dir. 

 

İspat Varsayalım ki 𝜓 Teorem 4.3 koşulunu sağlayan birim hızlı spacelike bir eğri, 𝔇𝜓 

𝜓’nin fokal eğrisi olsun. Bu durumda Teorem 4.3 gereğince 

               〈𝒏𝒒, 𝒏𝒒〉 = +1    ⟹   𝒏𝒒
′ = −𝑘1𝒕 − 𝑘3𝒃𝒒 

〈𝒕, 𝒕〉 = +1          ⟹   𝒕′ = 𝑘1𝒏𝒒 − 𝑘2𝒃𝒒 
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                                             〈𝒃𝒒, 𝒃𝒒〉 = −1     ⟹   𝒃𝒒
′ = −𝑘2𝒕 − 𝑘3𝒏𝒒  

dir. (4.1) denkleminde her iki tarafın 𝑠’ ye göre türevi alınırsa  

 

           𝔇𝜓
′ =  𝑉′ + 𝜔1

′𝒏𝒒 + 𝜔1𝒏𝒒
′ + 𝜔2

′𝒃𝒒 + 𝜔2𝒃𝒒
′
 

   = 𝒕 + 𝜔1
′𝒏𝒒 + 𝜔1(−𝑘1𝒕 − 𝑘3𝒃𝒒) + 𝜔2

′𝒃𝒒 + 𝜔2(−𝑘2𝒕 − 𝑘3𝒏𝒒) 

=  𝒕 + 𝜔1
′𝒏𝒒 − 𝜔1𝑘1𝒕 − 𝜔1𝑘3𝒃𝒒 + 𝜔2

′𝒃𝒒 − 𝜔2𝑘2𝒕 − 𝜔2𝑘3𝒏𝒒 

=  (1 − 𝜔1𝑘1 − 𝜔2𝑘2)𝒕 + (𝜔1
′ − 𝜔2𝑘3)𝒏𝒒 + (𝜔2

′ − 𝜔1𝑘3)𝒃𝒒 

 

elde edilir. Bu durumda fokal eğrinin tanımından  

                                               1 − 𝜔1𝑘1 − 𝜔2𝑘2 = 0                                              (4.6) 

𝜔1
′ − 𝜔2𝑘3 = 0 

yazılabilir. (4.6) denklem sisteminde birinci eşitlik, ikinci eşitlikte göz önüne alınırsa 

                                                  𝜔1
′ − (

1−𝜔1𝑘1

𝑘2
) 𝑘3 = 0                                          (4.7)  

                                             𝜔1
′ − (

𝑘3−𝑘3𝜔1𝑘1

𝑘2
) = 0 

𝜔1
′ −

𝑘3

𝑘2
+

𝜔1𝑘1𝑘3

𝑘2
= 0 

         𝜔1
′ +

𝜔1𝑘3𝑘1

𝑘2
=

𝑘3

𝑘2
 

elde edilir. Kısalığın hatrına  

𝑝(𝑠) =
𝑘3𝑘1

𝑘2
 , 𝑞(𝑠) =

𝑘3

𝑘2
 

alınırsa (4.7) sisteminin dördüncü eşitliği 

𝜔1
′ + 𝜔1𝑝(𝑠) = 𝑞(𝑠) 

olarak yeniden yazılabilir. İntegral çarpanı yöntemi ile diferensiyel denklemi çözülürse 

𝜆 = 𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠, 𝜔1𝑝(𝑠) − 𝑞(𝑠) = 𝑀, 𝑁 = 1 

olmak üzere 

               𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠   
𝜕𝜔1

𝜕𝑠
+ 𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠  𝜔1𝑝(𝑠) = 𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠  𝑞(𝑠) 

(𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠𝜔1)′ =  𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠𝑞(𝑠) 

                                                   𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠𝜔1 =  ∫ 𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠𝑞(𝑠) 

                                                                𝜔1 = 𝑒− ∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠[∫ 𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠𝑞(𝑠)] 

                                                                𝜔1 = 𝑒
− ∫

𝑘3𝑘1
𝑘2

𝜕𝑠
[∫ 𝑒

∫
𝑘3𝑘1

𝑘2
𝜕𝑠 𝑘3

𝑘2
+ 𝑐]            (4.8) 
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elde edilir. 

 

(4.8) eşitliği (4.6)’nın birinci eşitliğinde göz önüne alınırsa 

𝜔2 =
1

𝑘2
− 𝜔1

𝑘1

𝑘2
 

                                                               =
1

𝑘2
−

𝑘1

𝑘2
[𝑒

− ∫
𝑘3𝑘1

𝑘2
𝜕𝑠

[∫ 𝑒
∫

𝑘3𝑘1
𝑘2

𝜕𝑠 𝑘3

𝑘2
+ 𝑐]]                                                               

elde edilir. 

 

3. Durum: Normal Vektörü Timelike Olan Spacelike Eğriler;  

 

Teorem 4.5 ℝ1
3’ de 𝒏𝒒 kuasi normal vektörü timelike olan bir spacelike eğri (𝑘 vektörü 

spacelike) için 

[

𝒕′

𝒏𝒒
′

𝒃𝒒
′
]= [

0 −𝑘1 𝑘2

−𝑘1 0 𝑘3

−𝑘2   𝑘3 0
] [

𝒕
𝒏𝒒

𝒃𝒒

] 

dir. Burada 

𝑘1 = −𝑘 cos ℎ𝜃,  𝑘2= −𝑘 sin ℎ𝜃, 𝑘3= 𝑑𝜃 + 𝜏 

elde edilir (Tarım, 2016). 

 

Teorem 4.6 𝜓 ∶ 𝐼 → ℝ1
3  Teorem 4.5 koşulunu sağlayan birim hızlı spacelike bir eğri, 

𝜓’nin fokal eğrisi de 𝔇𝜓(𝑠) olsun. Bu durumda  

𝔇𝜓(𝑠) = 𝜓(𝑠) + 𝑒
∫

𝑘3𝑘1
𝑘2

𝜕𝑠
[− ∫ 𝑒

− ∫
𝑘3𝑘1

𝑘2
𝜕𝑠 𝑘3

𝑘2
+ 𝑐] (𝑠) 𝒏𝒒 

             + [
1

𝑘2
−

𝑘1

𝑘2
[𝑒

∫
𝑘3𝑘1

𝑘2
𝜕𝑠

[− ∫ 𝑒
− ∫

𝑘3𝑘1
𝑘2

𝜕𝑠 𝑘3

𝑘2
+ 𝑐]]] 𝒃𝑞(𝑠) 

dir. 

 

İspat Varsayalım ki 𝜓 Teorem 4.5 koşulunu sağlayan birim hızlı spacelike bir eğri, 𝔇𝜓 

𝜓’nin fokal eğrisi olsun. Bu durumda Teorem 4.5 gereğince 

               〈𝒏𝒒, 𝒏𝒒〉 = −1    ⟹   𝒏𝒒
′ = −𝑘1𝒕 + 𝑘3𝒃𝒒 

   〈𝒕, 𝒕〉 = +1          ⟹   𝒕′ = −𝑘1𝒏𝒒 + 𝑘2𝒃𝒒 

                                             〈𝒃𝒒, 𝒃𝒒〉 = +1     ⟹   𝒃𝒒
′ = −𝑘2𝒕 + 𝑘3𝒏𝒒 
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dir. (4.1) denkleminde her iki tarafın 𝑠’ ye göre türevi alınırsa  

 𝔇𝜓
′ =  𝑉′ +  𝜔1

′𝒏𝒒 + 𝜔1𝒏𝒒
′ + 𝜔2

′𝒃𝒒 + 𝜔2𝒃𝒒
′
 

       = 𝒕 + 𝜔1
′𝒏𝒒 + 𝜔1(−𝑘1𝒕 + 𝑘3𝒃𝒒) + 𝜔2

′𝒃𝒒 + 𝜔2(−𝒕 + 𝑘3𝒏𝒒) 

       =  𝒕 + 𝜔1
′𝒏𝒒 − 𝜔1𝑘1𝒕 + 𝜔1𝑘3𝒃𝒒 + 𝜔2

′𝒃𝒒 − 𝜔2𝑘2𝒕 + 𝜔2𝑘3𝒏𝒒 

       =  (1 − 𝜔1𝑘1 − 𝜔2𝑘2)𝒕 + (𝜔1
′ + 𝜔2𝑘3)𝒏𝒒 + (𝜔2

′ + 𝜔1𝑘3)𝒃𝒒 

elde edilir. Bu durumda fokal eğrinin tanımından  

                                            1 − 𝜔1𝑘1 − 𝜔2𝑘2 = 0                                              (4.9) 

𝜔1
′ + 𝜔2𝑘3 = 0 

yazılabilir. (4.9) denklem sisteminde birinci eşitlik, ikinci eşitlikte göz önüne alınırsa 

      𝜔1
′ + (

1−𝜔1𝑘1

𝑘2
) 𝑘3=0 (4.10) 

𝜔1
′ + (

𝑘3 − 𝑘3𝜔1𝑘1

𝑘2
) = 0 

       𝜔1
′ +

𝑘3

𝑘2
−

𝜔1𝑘1𝑘3

𝑘2
= 0 

                   𝜔1
′ −

𝜔1𝑘3𝑘1

𝑘2
= −

𝑘3

𝑘2
 

elde edilir. Kısalığın hatrına  

𝑝(𝑠) =
−𝑘3𝑘1

𝑘2
 , 𝑞(𝑠) =

−𝑘3

𝑘2
 

alınırsa (4.10) sisteminin dördüncü eşitliği 

𝜔1
′ + 𝜔1𝑝(𝑠) = 𝑞(𝑠) 

olarak yeniden yazılabilir. İntegral çarpanı yöntemi ile diferensiyel denklemi çözülürse 

𝜆 = 𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠, 𝜔1𝑝(𝑠) − 𝑞(𝑠) = 𝑀, 𝑁 = 1 

olmak üzere 

         𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠   
𝜕𝜔1

𝜕𝑠
+ 𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠  𝜔1𝑝(𝑠) = 𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠  𝑞(𝑠) 

                                        (𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠𝜔1)′ =  𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠𝑞(𝑠) 

                                             𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠𝜔1 =  ∫ 𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠𝑞(𝑠) 

                                                          𝜔1 = 𝑒− ∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠[∫ 𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠𝑞(𝑠)] 

                                                          𝜔1 = 𝑒
∫

𝑘3𝑘1
𝑘2

𝜕𝑠
[− ∫ 𝑒

− ∫
𝑘3𝑘1

𝑘2
𝜕𝑠 𝑘3

𝑘2
+ 𝑐]              (4.11) 

elde edilir. 

(4.11) eşitliği (4.9)’un birinci eşitliğinde göz önüne alınırsa 

𝜔2 =
1

𝑘2
− 𝜔1

𝑘1

𝑘2
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                                                               =
1

𝑘2
−

𝑘1

𝑘2
[𝑒

∫
𝑘3𝑘1

𝑘2
𝜕𝑠

[− ∫ 𝑒
− ∫

𝑘3𝑘1
𝑘2

𝜕𝑠 𝑘3

𝑘2
+ 𝑐]] 

                                                               

elde edilir. 

 

4. Durum: Normal Vektörü Spacelike Olan Spacelike Eğriler; 

 

Teorem 4.7 ℝ1
3’ de 𝒏𝒒 kuasi normal vektörü timelike olan bir spacelike eğri (𝑘 vektörü 

spacelike) için 

[

𝒕′

𝒏𝒒
′

𝒃𝒒
′
]= [

0 −𝑘1 𝑘2

−𝑘1 0 𝑘3

−𝑘2   𝑘3 0
] [

𝒕
𝒏𝒒

𝒃𝒒

] 

dir. Burada 

𝑘1 = 𝑘 sin ℎ𝜃,  𝑘2= −𝑘 cos ℎ𝜃, 𝑘3= −𝑑𝜃 − 𝜏 

elde edilir (Tarım, 2016). 

 

Teorem 4.8 𝜓 ∶ 𝐼 → ℝ1
3  Teorem 4.7 koşulunu sağlayan birim hızlı spacelike bir eğri, 

𝜓’nin fokal eğrisi de 𝔇𝜓(𝑠) olsun. Bu durumda  

𝔇𝜓(𝑠) = 𝜓(𝑠) + 𝑒
∫

𝑘3𝑘1
𝑘2

𝜕𝑠
[− ∫ 𝑒

− ∫
𝑘3𝑘1

𝑘2
𝜕𝑠 𝑘3

𝑘2
+ 𝑐] 𝒏𝒒(𝑠) 

                    + [
1

𝑘2
−

𝑘1

𝑘2
[𝑒

∫
𝑘3𝑘1

𝑘2
𝜕𝑠

[− ∫ 𝑒
− ∫

𝑘3𝑘1
𝑘2

𝜕𝑠 𝑘3

𝑘2
+ 𝑐]]] 𝒃𝑞(𝑠) 

dir. 

 

İspat Varsayalım ki 𝜓 Teorem 4.7 koşulunu sağlayan birim hızlı spacelike bir eğri, 𝔇𝜓 

𝜓’nin fokal eğrisi olsun. Bu durumda Teorem 4.7 gereğince 

               〈𝒏𝒒, 𝒏𝒒〉 = +1    ⟹   𝒏𝒒
′ = −𝑘1𝒕 + 𝑘3𝒃𝒒 

            〈𝒕, 𝒕〉 = +1  ⟹      𝒕′ = −𝑘1𝒏𝒒 + 𝑘2𝒃𝒒 

                                             〈𝒃𝒒, 𝒃𝒒〉 = −1     ⟹   𝒃𝒒
′ = −𝑘2𝒕 + 𝑘3𝒏𝒒 

dir. (4.1) denkleminde her iki tarafın 𝑠’ ye göre türevi alınırsa  

        𝔇𝜓
′ =  𝑉′ +  𝜔1

′𝒏𝒒 + 𝜔1𝒏𝒒
′ + 𝜔2

′𝒃𝒒 + 𝜔2𝒃𝒒
′
 

= 𝒕 + 𝜔1
′𝒏𝒒 + 𝜔1(−𝑘1𝒕 + 𝑘3𝒃𝒒) + 𝜔2

′𝒃𝒒 + 𝜔2(−𝑘2𝒕 + 𝑘3𝒏𝒒) 
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=  𝒕 + 𝜔1
′𝒏𝒒 − 𝜔1𝑘1𝒕 + 𝜔1𝑘3𝒃𝒒 + 𝜔2

′𝒃𝒒 − 𝜔2𝑘2𝒕 + 𝜔2𝑘3𝒏𝒒 

=  (1 − 𝜔1𝑘1 − 𝜔2𝑘2)𝒕 + (𝜔1
′ + 𝜔2𝑘3)𝒏𝒒 + (𝜔2

′ + 𝜔1𝑘3)𝒃𝒒 

elde edilir. Bu durumda fokal eğrinin tanımından  

                                               1 − 𝜔1𝑘1 − 𝜔2𝑘2 = 0                                               (4.12)                       

𝜔1
′ + 𝜔2𝑘3 = 0 

yazılabilir. (4.12) denklem sisteminde birinci eşitlik, ikinci eşitlikte göz önüne alınırsa 

                                                        𝜔1
′ + (

1−𝜔1𝑘1

𝑘2
) 𝑘3=0                                        (4.13) 

𝜔1
′ + (

𝑘3 − 𝑘3𝜔1𝑘1

𝑘2
) = 0 

     𝜔1
′ +

𝑘3

𝑘2
−

𝜔1𝑘1𝑘3

𝑘2
= 0 

                      𝜔1
′ −

𝜔1𝑘3𝑘1

𝑘2
= −

𝑘3

𝑘2
 

elde edilir.  

𝑝(𝑠) =
−𝑘3𝑘1

𝑘2
 , 𝑞(𝑠) =

−𝑘3

𝑘2
 

alınırsa (4.13) sisteminin dördüncü eşitliği 

𝜔1
′ + 𝜔1𝑝(𝑠) = 𝑞(𝑠) 

olarak yeniden yazılabilir. İntegral çarpanı yöntemi ile diferensiyel denklemi çözülürse 

𝜆 = 𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠, 𝜔1𝑝(𝑠) − 𝑞(𝑠) = 𝑀, 𝑁 = 1 

olmak üzere 

𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠   
𝜕𝜔1

𝜕𝑠
+ 𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠  𝜔1𝑝(𝑠) = 𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠  𝑞(𝑠) 

                                     (𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠𝜔1)′ =  𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠𝑞(𝑠) 

                                        𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠𝜔1 =  ∫ 𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠𝑞(𝑠) 

               𝜔1 = 𝑒− ∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠 [∫ 𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠𝑞(𝑠)] 

                                                    𝜔1 = 𝑒
∫

𝑘3𝑘1
𝑘2

𝜕𝑠
[− ∫ 𝑒

− ∫
𝑘3𝑘1

𝑘2
𝜕𝑠 𝑘3

𝑘2
+ 𝑐]                    (4.14) 

elde edilir. 

(4.14) eşitliği (4.12)’nin birinci eşitliğinde göz önüne alınırsa 

𝜔2 =
1

𝑘2
− 𝜔1

𝑘1

𝑘2
 

                                                               =
1

𝑘2
−

𝑘1

𝑘2
[𝑒

∫
𝑘3𝑘1

𝑘2
𝜕𝑠

[− ∫ 𝑒
− ∫

𝑘3𝑘1
𝑘2

𝜕𝑠 𝑘3

𝑘2
+ 𝑐]] 
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elde edilir. 

 

5. Durum: Timelike Eğriler; 

 

Teorem 4.9 ℝ1
3’ de bir timelike eğri (k vektörü spacelike) için 

[

𝒕′

𝒏𝒒
′

𝒃𝒒
′
]= [

0  𝑘1 𝑘2

𝑘1 0 𝑘3

𝑘2  −𝑘3 0
] [

𝒕
𝒏𝒒

𝒃𝒒

] 

dir. Burada 

𝑘1 = 𝑘 cos 𝜃,  𝑘2= −𝑘 sin 𝜃, 𝑘3= 𝑑𝜃 + 𝜏 

ve 

𝑘1 =
𝑑𝑒𝑡[𝛼′′,𝛼′,𝑘]

‖𝛼′′⋀𝑘‖‖𝛼′‖2
, 

                                                         𝑘2 =
−〈𝛼′,𝑘〉〈𝛼′′,𝛼′〉+‖𝛼′‖

2
〈𝛼′′,𝑘〉

‖𝛼′′⋀𝑘‖‖𝛼′‖3 , 

      𝑘3 =
〈𝛼′,𝑘〉𝑑𝑒𝑡[𝛼′,𝛼′′,𝑘]

‖𝛼′′⋀𝑘‖2‖𝛼′‖2  

dir (Tarım, 2016). 

 

Teorem 4.10 𝜓 ∶ 𝐼 → ℝ1
3  Teorem 4.9 koşulunu sağlayan birim hızlı spacelike bir eğri, 

𝜓’nin fokal eğrisi de 𝔇𝜓(𝑠) olsun. Bu durumda  

𝔇𝜓(𝑠) = 𝜓(𝑠) + 𝑒
− ∫

𝑘3𝑘1
𝑘2

𝜕𝑠
[− ∫ 𝑒

∫
𝑘3𝑘1

𝑘2
𝜕𝑠 𝑘3

𝑘2
+ 𝑐] (𝑠)𝒏𝑞 

                       + [−
1

𝑘2
−

𝑘1

𝑘2
[𝑒

− ∫
𝑘3𝑘1

𝑘2
𝜕𝑠

[− ∫ 𝑒
∫

𝑘3𝑘1
𝑘2

𝜕𝑠 𝑘3

𝑘2
+ 𝑐]]] 𝒃𝑞(𝑠) 

dir. 

 

İspat Varsayalım ki 𝜓 Teorem 4.9 koşulunu sağlayan birim hızlı spacelike bir eğri, 𝔇𝜓 

𝜓’nin fokal eğrisi olsun. Bu durumda Teorem 4.9 gereğince 

               〈𝒏𝒒, 𝒏𝒒〉 = +1    ⟹   𝒏𝒒
′ = 𝑘1𝒕 + 𝑘3𝒃𝑞 

     〈𝒕, 𝒕〉 = −1         ⟹   𝒕′ = 𝑘1𝒏𝒒 + 𝑘2𝒃𝑞 

                                             〈𝒃𝑞 , 𝒃𝑞〉 = +1     ⟹   𝒃𝑞
′ = 𝑘2𝒕 − 𝑘3𝒏𝒒  

dir. (4.1) denkleminde her iki tarafın 𝑠’ ye göre türevi alınırsa  

          𝔇𝜓
′ =  𝑉′ +  𝜔1

′𝒏𝒒 + 𝜔1𝒏𝒒
′ + 𝜔2

′𝒃𝑞 + 𝜔2𝒃𝑞
′
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= 𝒕 + 𝜔1
′𝒏𝒒 + 𝜔1(𝑘1𝒕 + 𝑘3𝒃𝑞) + 𝜔2

′𝒃𝑞 + 𝜔2(𝑘2𝒕 − 𝑘3𝒏𝒒) 

  =  𝒕 + 𝜔1
′𝒏𝒒 + 𝜔1𝑘1𝒕 + 𝜔1𝑘3𝒃𝑞 + 𝜔2

′𝒃𝑞 + 𝜔2𝑘2𝒕 − 𝜔2𝑘3𝒏𝒒 

  =  (1 + 𝜔1𝑘1 + 𝜔2𝑘2)𝒕 + (𝜔1
′ − 𝜔2𝑘3)𝒏𝒒 + (𝜔2

′ + 𝜔1𝑘3)𝒃𝑞 

elde edilir. Bu durumda fokal eğrinin tanımından  

                                                     1 + 𝜔1𝑘1 + 𝜔2𝑘2 = 0                                          (4.15) 

           𝜔1
′ − 𝜔2𝑘3 = 0 

yazılabilir. (4.15) denklem sisteminde birinci eşitlik, ikinci eşitlikte göz önüne alınırsa 

                                                                𝜔1
′ + (

1+𝜔1𝑘1

𝑘2
) 𝑘3 = 0                                      (4.16) 

𝜔1
′ + (

𝑘3 + 𝑘3𝜔1𝑘1

𝑘2
) = 0 

     𝜔1
′ +

𝑘3

𝑘2
+

𝜔1𝑘1𝑘3

𝑘2
= 0 

                      𝜔1
′ +

𝜔1𝑘3𝑘1

𝑘2
= −

𝑘3

𝑘2
 

elde edilir.  

𝑝(𝑠) =
+𝑘3𝑘1

𝑘2
 , 𝑞(𝑠) =

−𝑘3

𝑘2
 

alınırsa (4.16) sisteminin dördüncü eşitliği 

𝜔1
′ + 𝜔1𝑝(𝑠) = 𝑞(𝑠) 

olarak yeniden yazılabilir. İntegral çarpanı yöntemi ile diferensiyel denklemi çözülürse 

 𝜆 = 𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠, 𝜔1𝑝(𝑠) − 𝑞(𝑠) = 𝑀, 𝑁 = 1 

olmak üzere 

        𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠   
𝜕𝜔1

𝜕𝑠
+ 𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠  𝜔1𝑝(𝑠) = 𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠  𝑞(𝑠) 

                                             (𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠𝜔1)′ =  𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠𝑞(𝑠) 

                                                   𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠𝜔1 =  ∫ 𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠𝑞(𝑠) 

                                 𝜔1 = 𝑒− ∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠 [∫ 𝑒∫ 𝑝(𝑠)𝜕𝑠𝑞(𝑠)] 

                                                                   𝜔1 = 𝑒
− ∫

𝑘3𝑘1
𝑘2

𝜕𝑠
[− ∫ 𝑒

∫
𝑘3𝑘1

𝑘2
𝜕𝑠 𝑘3

𝑘2
+ 𝑐]             (4.17) 

elde edilir. 

(4.17) eşitliği (4.15)’in birinci eşitliğinde göz önüne alınırsa 

𝜔2 = −
1

𝑘2
− 𝜔1

𝑘1

𝑘2
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                                                             = −
1

𝑘2
−

𝑘1

𝑘2
[𝑒

− ∫
𝑘3𝑘1

𝑘2
𝜕𝑠

[− ∫ 𝑒
∫

𝑘3𝑘1
𝑘2

𝜕𝑠 𝑘3

𝑘2
+ 𝑐]] 

elde edilir. 
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5. FOKAL EĞRİLER YARDIMIYLA OLUŞTURULAN FOKAL YÜZEYLER 

 

Tanım 5.1  ℝ1
3'deki bir kanal yüzeyi, bir parametreli Lorentz küreler ailesinin zarfı olarak 

adlandırılır. Başka bir deyişle, merkezi 𝐶𝛼(𝑠) ve yarıçap fonksiyonu 𝑟(𝑡) olan yörünge 

tarafından tanımlanan, değişen yarıçaplı hareketli bir Lorentz kürenin zarfıdır. Eğer 

𝑟(𝑡)  =  𝑟 yarıçap fonksiyonu bir sabit ise, o zaman ℝ1
3'te Lorentz tüp yüzeyi olarak 

adlandırılır (Yıldırım, 2018). 

Bu bölümde merkezi 𝔇𝜓’da olan Lorentz kürelerin denklemi 

𝑓(𝑠) =
1

2
(‖ 𝔇𝜓 − 𝜓‖

2
− 𝑟2) 

ve 𝜓 ile oskülatör küresi arasında sonsuz yakın dört nokta varsa 

                                𝑓(𝑠0) = 𝑓′(𝑠0) = 𝑓′′(𝑠0) = 𝑓′′′(𝑠0) = 0                       (5.1) 

dir. 

3- boyutlu Minkowski uzayında timelike ve spacelike eğriler için kuasi çatının 5 farklı 

durumu olduğu için bu bölüm 5 durumda incelenecektir. 

 

1. Durum Normal Vektörü Spacelike olan Spacelike Eğriler; 

 

Teorem 5.1. 𝜓 teorem 4.1’deki koşulları sağlayan bir eğri olsun. Bu durumda 𝜓 eğrisinin 

kuasi çatısı {𝒕, 𝒏𝒒, 𝒃𝒒} ve 𝔇𝜓 fokal eğrisinin Frenet çatısı {𝑡𝜎, 𝑛𝜎 , 𝑏𝜎} olmak üzere 

𝔇𝜓(𝑠) = 𝜓(𝑠) −
𝑘2

′ + 𝑘1𝑘3

𝑘1
′𝑘2 + 𝑘2

2𝑘3 − 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′  𝒏𝒒(𝑠)

+  
𝑘1

′ + 𝑘2𝑘3

𝑘1
′𝑘2 + 𝑘2

2𝑘3 − 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 𝒃𝒒(𝑠) 

ve   

                                                     𝑡𝜎 = 𝜀𝑡𝒃𝒒                                                              

                                                     𝑛𝜎 = −𝜀𝑡𝜀𝑛(𝑘2𝒕 + 𝑘3𝒏𝒒)                                   

𝑏𝜎 = 𝜀𝑛(𝑘3𝒕 − 𝑘2𝒏𝒒)                                         

dir. 

 

İspat 𝜓 teorem 4.1’deki koşulları sağlayan bir eğri, kuasi çatısı {𝒕, 𝒏𝒒, 𝒃𝒒} ve 𝜓 eğrisinin 

fokal eğrisi 𝔇𝜓 olsun. Bu durumda 

                                    𝔇𝜓 − 𝜓 = 𝑐0𝒕 + 𝑐1𝒏𝒒 +  𝑐2𝒃𝒒                                               (5.2) 
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yazılabilir. (5.2) denkleminden 

                                                 〈𝔇𝜓 − 𝜓, 𝒕〉 = 𝑐0                                             (5.3) 

                                              〈𝔇𝜓 − 𝜓, 𝒏𝒒〉 = 𝑐1                                             (5.4) 

                                              〈𝔇𝜓 − 𝜓, 𝒃𝒒〉 = −𝑐2                                          (5.5) 

olur. Diğer taraftan (5.1) göz önüne alınırsa 

    𝑓 = 0 ⇒ 〈𝔇𝜓 − 𝜓, 𝔇𝜓 − 𝜓〉 = 𝑟2    

𝑓′ = 0 ⇒  〈𝒕, 𝔇𝜓 − 𝜓〉 = 0 

                                              𝑓′′ = 0 ⇒ 𝑘1〈𝒏𝒒, 𝔇𝜓 − 𝜓〉 − 𝑘2〈𝒃𝒒, 𝔇𝜓 − 𝜓〉 = 1    (5.6) 

                                              𝑓′′′ = 0 ⇒ (𝑘1
′ + 𝑘2𝑘3)𝑐1 + (𝑘2

′ + 𝑘1𝑘3)𝑐2 = 0      (5.7) 

elde edilir. (5.4), (5.5) ve (5.6) denklemlerinden  

                                                       𝑘1𝑐1 + 𝑘2𝑐2 = 1                                                   (5.8) 

elde edilir. (5.7) ve (5.8) denklemleri birlikte düşünülürse 

𝑐2 =
𝑘1

′ + 𝑘2𝑘3

𝑘1
′𝑘2 + 𝑘2

2𝑘3 − 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 

𝑐1 = −
𝑘2

′ + 𝑘1𝑘3

𝑘1
′𝑘2 + 𝑘2

2𝑘3 − 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 

bulunur. Buradan 

𝔇𝜓(𝑠) = 𝜓(𝑠) −
𝑘2

′ + 𝑘1𝑘3

𝑘1
′𝑘2 + 𝑘2

2𝑘3 − 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′  𝒏𝒒(𝑠)

+  
𝑘1

′ + 𝑘2𝑘3

𝑘1
′𝑘2 + 𝑘2

2𝑘3 − 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 𝒃𝒒(𝑠) 

elde edilir. (5.2) denkleminin 𝑠 parametresine göre tekrar türevi alınırsa 

      
𝜕𝔇𝜓

𝜕𝑠
=

𝜕𝔇𝜓

𝜕𝜎

𝜕𝜎

𝜕𝑠
= (1 − 𝑘1𝑐1 − 𝑘2𝑐2)𝒕 + (𝑐1

′ − 𝑐2𝑘3)𝒏𝒒 + (𝑐2
′ − 𝑐1𝑘3)𝒃𝒒        (5.9) 

ve buradan 

                                                           
𝜕𝜎

𝜕𝑠
= |𝑐2

′ − 𝑐1𝑘3|                                            (5.10) 

elde edilir. 
𝜕𝔇𝜓

𝜕𝑠
= 𝑡𝜎 olarak gösterilirse ve (5.10) denklemi (5.9) denkleminde yerine 

yazılırsa 

𝑡𝜎 =
𝑐2

′ − 𝑐1𝑘3

|𝑐2
′ − 𝑐1𝑘3|

𝒃𝒒 

elde edilir. Gösterimlerde kısalık için 𝜀𝑡 =
𝑐2

′−𝑐1𝑘3

|𝑐2
′−𝑐1𝑘3|

 olarak alınırsa 

                                                      
𝜕𝔇𝜓

𝜕𝑠
 = 𝑡𝜎 = 𝜀𝑡𝒃𝒒                                                 (5.11) 
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bulunur. (5.11) denkleminde her iki tarafın türevinin normu alınır ise 𝜀𝑛 =
1

√𝑘2
2+𝑘3

2
 

olmak üzere 

𝜅𝜎 =
√𝑘2

2 + 𝑘3
2

|𝑐2
′ − 𝑐1𝑘3|

 

ve buradan   

                                                        𝑛𝜎 = −𝜀𝑡𝜀𝑛(𝑘2𝒕 + 𝑘3𝒏𝒒)                                     (5.12) 

elde edilir. 𝑏𝜎 = 𝑡𝜎 × 𝑛𝜎 olduğundan 

                                                        𝑏𝜎 = 𝜀𝑛(𝑘3𝒕 − 𝑘2𝒏𝒒)                                            (5.13) 

dir. 

 

Teorem 5.2 𝜓 teorem 4.1’deki koşulları sağlayan bir eğri ve 𝜓 eğrisinin fokal eğrisi olan 

𝔇𝜓 etrafında oluşan kanal yüzey 

  𝐾(𝑠, 𝑡) = 𝔇𝜓(𝑠) + 𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sin 𝑡 𝜅 sinh 𝜃 𝜀𝑡  ± 𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cos 𝑡 (−𝑑𝜃 − 𝜏)) 𝒕    

                                 +𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sin 𝑡 (−𝑑𝜃 − 𝜏)𝜀𝑡 ± 𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cos 𝑡 𝜅 sinh 𝜃) 𝒏𝒒 

                                 +𝜀𝑡
𝑟𝑟′

𝑣
𝒃𝒒         

dir. 

 

İspat 𝜓 teorem 4.1’deki koşulları sağlayan bir eğri olsun. 𝜓 eğrisinin kuasi çatısı 

{𝒕, 𝒏𝒒, 𝒃𝒒} ve 𝔇𝜓 fokal eğrisinin Frenet çatısı {𝑡𝜎 , 𝑛𝜎 , 𝑏𝜎} olmak üzere 

                   𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠) = 𝑎(𝑠, 𝑡)𝑡𝜎(𝑠) + 𝑏(𝑠, 𝑡)𝑛𝜎(𝑠) + 𝑐(𝑠, 𝑡)𝑏𝜎(𝑠)          (5.14) 

yazılabilir. Son denklemde (5.11), (5.12) ve (5.13) denklemleri göz önüne alınırsa 

                    𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠) = 𝜀𝑛(−𝑏(𝑠, 𝑡)𝑘2𝜀𝑡 + 𝑎(𝑠, 𝑡)𝑘3)𝒕 

                                                  +𝜀𝑛(−𝑏(𝑠, 𝑡)𝑘3𝜀𝑡 − 𝑎(𝑠, 𝑡)𝑘2)𝒏𝒒 + 𝜀𝑡𝑐(𝑠, 𝑡)𝒃𝒒    (5.15) 

yazılabilir. (5.15) denkleminde her iki tarafın normu alınırsa 

                                                 ‖𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠)‖
2

= 𝑟2(𝑠)                                  (5.16) 

veya 

                                                  〈𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠), 𝐾𝑠〉 = 0                                       (5.17) 

                                                  〈𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠), 𝐾𝑡〉 = 0                                       (5.18) 

elde edilir. (5.14) ve (5.15) denklemleri (5.16) ve (5.17)’de göz önüne alınırsa 
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                                   𝜀𝑛
2(𝑎2 + 𝑏2)(𝑘2

2 + 𝑘3
2) = 𝑟2+𝑐2 

𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2 = 𝑟2 

                                                 𝑎𝑎𝑠 + 𝑏𝑏𝑠 + 𝑐𝑐𝑠 = 𝑟𝑟′                                             (5.19) 

elde edilir. 𝑣 =
𝜕𝜎

𝜕𝑠
= |𝑐2

′ − 𝑐1𝑘3| için (5.15) denkleminin türevi alınırsa 

𝐾𝑠 = [ 𝜀𝑛
′(−𝑏𝑘2𝜀𝑡 + 𝑎𝑘3) + 𝜀𝑛(−𝑏𝑠𝑘2𝜀𝑡 − 𝑏𝑘2

′𝜀𝑡 + 𝑎𝑠𝑘3 + 𝑎𝑘3
′ + 𝑏𝑘1𝑘3𝜀𝑡 +

          𝑎𝑘1𝑘2) − 𝑐𝑘2𝜀𝑡]𝒕  

       +[ 𝜀𝑛
′(−𝑏𝑘3𝜀𝑡 − 𝑎𝑘2) + 𝜀𝑛(−𝑏𝑠𝑘3𝜀𝑡 − 𝑏𝑘3

′𝜀𝑡 − 𝑎𝑠𝑘2 −  𝑎𝑘2
′ − 𝑏𝑘1𝑘2𝜀𝑡 +

         𝑎𝑘1𝑘3) − 𝑐𝑘3𝜀𝑡]𝒏𝒒 

        +[𝜀𝑛𝑏𝜀𝑡(𝑘2
2 + 𝑘3

2) + 𝜀𝑡(𝑐𝑠 + 𝑣)]𝒃𝒒                                                               (5.20)                         

bulunur. (5.15), (5.17), (5.19) ve (5.20) birlikte düşünülürse 

𝑐𝑣 = 𝑟𝑟′ 

olacağından 

𝑎 = ±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cos 𝑡 

𝑏 = ±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sin 𝑡 

bulunur. Son iki eşitlik (5.15)’de yerine yazılır ise 

  𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠) = 𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sin 𝑡 𝑘2𝜀𝑡 ± 𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cos 𝑡 𝑘3) 𝒕 

                                  +𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sin 𝑡 𝑘3𝜀𝑡 ± 𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cos 𝑡 𝑘2) 𝒏𝒒 

                                  +𝜀𝑡
𝑟𝑟′

𝑣
𝒃𝒒     

bulunur. 𝑘2 ve 𝑘3 değerleri yerine yazılırsa     

      𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠) = 𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sin 𝑡 𝜅 sinh 𝜃 𝜀𝑡 ±  𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cos 𝑡 (−𝑑𝜃 − 𝜏)) 𝒕    

                                 +𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sin 𝑡 (−𝑑𝜃 − 𝜏)𝜀𝑡 ± 𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cos 𝑡 𝜅 sinh 𝜃) 𝒏𝒒 

                                 +𝜀𝑡
𝑟𝑟′

𝑣
𝒃𝒒                             

elde edilir. 

 

Sonuç 5.1 𝑟’nin sabit olması durumunda 𝐾(𝑠, 𝑡) tüp yüzeyi elde edilir. Bunun sonucunda 
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𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠) = 𝜀𝑛(±𝑟 sin 𝑡 𝑘2𝜀𝑡 ± 𝑟 cos 𝑡 𝑘3)𝒕 +𝜀𝑛(±𝑟 sin 𝑡 𝑘3𝜀𝑡 ± 𝑟 cos 𝑡 𝑘2)𝒏𝒒 

elde edilir. 

 

2. Durum Normal Vektörü Timelike olan Spacelike Eğriler; 

 

Teorem 5.3.  𝜓 teorem 4.3’deki koşulları sağlayan bir eğri olsun. Bu durumda 𝜓 eğrisinin 

kuasi çatısı {𝒕, 𝒏𝒒, 𝒃𝒒} ve 𝔇𝜓 fokal eğrisinin Frenet çatısı {𝑡𝜎, 𝑛𝜎 , 𝑏𝜎} olmak üzere 

𝔇𝜓(𝑠) = 𝜓(𝑠) −
𝑘2

′ + 𝑘1𝑘3

𝑘1
′𝑘2 + 𝑘2

2𝑘3 − 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′  𝒏𝒒(𝑠)

+  
𝑘1

′ + 𝑘2𝑘3

𝑘1
′𝑘2 + 𝑘2

2𝑘3 − 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 𝒃𝒒(𝑠) 

ve   

                                                      𝑡𝜎 = 𝜀𝑡𝒃𝒒                                                               

                                                     𝑛𝜎 = −𝜀𝑡𝜀𝑛(𝑘2𝒕 + 𝑘3𝒏𝒒)                                      

                                                    𝑏𝜎 = 𝜀𝑛(𝑘3𝒕 − 𝑘2𝒏𝒒)                                            

dir. 

İspat 𝜓 teorem 4.3’deki koşulları sağlayan bir eğri, kuasi çatısı {𝒕, 𝒏𝒒, 𝒃𝒒} ve 𝜓 eğrisinin 

fokal eğrisi 𝔇𝜓 olsun. Bu durumda 

                                  𝔇𝜓 − 𝜓 = 𝑐0𝒕 + 𝑐1𝒏𝒒 +  𝑐2𝒃𝒒                                                

(5.21) 

olduğundan 

                                               〈𝔇𝜓 − 𝜓, 𝒕〉 = 𝑐0                                             (5.22) 

                                            〈𝔇𝜓 − 𝜓, 𝒏𝒒〉 = 𝑐1                                             (5.23) 

                                            〈𝔇𝜓 − 𝜓, 𝒃𝒒〉 = −𝑐2                                          (5.24) 

olur. Diğer taraftan (5.1) denklemi göz önüne alınırsa 

                                    𝑓 = 0 ⇒ 〈𝔇𝜓 − 𝜓, 𝔇𝜓 − 𝜓〉 = 𝑟2    

                                                     𝑓′ = 0 ⇒  〈𝒕, 𝔇𝜓 − 𝜓〉 = 0 

                                             𝑓′′ = 0 ⇒ 𝑘1〈𝒏𝒒, 𝔇𝜓 − 𝜓〉 − 𝑘2〈𝒃𝒒, 𝔇𝜓 − 𝜓〉 = 1    (5.25) 

                                            𝑓′′′ = 0 ⇒ (𝑘1
′ + 𝑘2𝑘3)𝑐1 + (𝑘2

′ + 𝑘1𝑘3)𝑐2 = 0      (5.26) 

elde edilir. (5.23), (5.24) ve (5.25) denklemlerinden  

                                                     𝑘1𝑐1 + 𝑘2𝑐2 = 1                                                   (5.27) 

elde edilir. (5.26) ve (5.27) denklemleri ile birlikte düşünülürse 
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𝑐2 =
𝑘1

′ + 𝑘2𝑘3

𝑘1
′𝑘2 + 𝑘2

2𝑘3 − 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 

𝑐1 = −
𝑘2

′ + 𝑘1𝑘3

𝑘1
′𝑘2 + 𝑘2

2𝑘3 − 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 

bulunur. Buradan 

𝔇𝜓(𝑠) = 𝜓(𝑠) −
𝑘2

′ + 𝑘1𝑘3

𝑘1
′𝑘2 + 𝑘2

2𝑘3 − 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′  𝒏𝒒(𝑠)

+  
𝑘1

′ + 𝑘2𝑘3

𝑘1
′𝑘2 + 𝑘2

2𝑘3 − 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 𝒃𝒒(𝑠) 

elde edilir. (5.21) denkleminin 𝑠 parametresine göre tekrar türevi alınırsa 

      
𝜕𝔇𝜓

𝜕𝑠
=

𝜕𝔇𝜓

𝜕𝜎

𝜕𝜎

𝜕𝑠
= (1 − 𝑘1𝑐1 − 𝑘2𝑐2)𝒕 + (𝑐1

′ − 𝑐2𝑘3)𝒏𝒒 + (𝑐2
′ − 𝑐1𝑘3)𝒃𝒒        (5.28) 

ve buradan 

                                                           
𝜕𝜎

𝜕𝑠
= |𝑐2

′ − 𝑐1𝑘3|                                            (5.29) 

elde edilir. 
𝜕𝔇𝜓

𝜕𝑠
= 𝑡𝜎 olarak gösterilirse ve (5.29) denklemi (5.28) denkleminde yerine 

yazılırsa 

𝑡𝜎 =
𝑐2

′ − 𝑐1𝑘3

|𝑐2
′ − 𝑐1𝑘3|

𝒃𝒒 

elde edilir. Gösterimlerde kısalık için 𝜀𝑡 =
𝑐2

′−𝑐1𝑘3

|𝑐2
′−𝑐1𝑘3|

 olarak alınırsa 

                                                      
𝜕𝔇𝜓

𝜕𝑠
=  𝑡𝜎 = 𝜀𝑡𝒃𝒒                                                 (5.30) 

bulunur. (5.30) denkleminde her iki tarafın türevinin normu alınır ise 𝜀𝑛 =
1

√𝑘2
2+𝑘3

2
 

olmak üzere 

𝜅𝜎 =
√𝑘2

2 + 𝑘3
2

|𝑐2
′ − 𝑐1𝑘3|

 

ve buradan 

                                                        𝑛𝜎 = −𝜀𝑡𝜀𝑛(𝑘2𝒕 + 𝑘3𝒏𝒒)                                  (5.31) 

elde edilir. 𝑏𝜎 = 𝑡𝜎 × 𝑛𝜎 olduğundan 

                                                        𝑏𝜎 = 𝜀𝑛(𝑘3𝒕 − 𝑘2𝒏𝒒)                                        (5.32) 

dir. 
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Teorem 5.4  𝜓 teorem 4.3’deki koşulları sağlayan bir eğri ve 𝜓 eğrisinin fokal eğrisi olan 

𝔇𝜓 etrafında oluşan kanal yüzey 

  𝐾(𝑠, 𝑡) = 𝔇𝜓(𝑠) + 𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sin 𝑡 𝜅 cosh 𝜃 𝜀𝑡 ±  𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cos 𝑡 (𝑑𝜃 + 𝜏)) 𝒕    

                            +𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sin 𝑡 (𝑑𝜃 + 𝜏)𝜀𝑡  ± 𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cos 𝑡 𝜅 cosh 𝜃) 𝒏𝒒 

                            +𝜀𝑡
𝑟𝑟′

𝑣
𝒃𝒒                             

dir. 

 

İspat 𝜓 teorem 4.3’deki koşulları sağlayan bir eğri olsun. 𝜓 eğrisinin kuasi çatısı 

{𝒕, 𝒏𝒒, 𝒃𝒒} ve 𝔇𝜓 fokal eğrisinin Frenet çatısı {𝑡𝜎 , 𝑛𝜎 , 𝑏𝜎} olmak üzere 

                  𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠) = 𝑎(𝑠, 𝑡)𝑡𝜎(𝑠) + 𝑏(𝑠, 𝑡)𝑛𝜎(𝑠) + 𝑐(𝑠, 𝑡)𝑏𝜎(𝑠)          (3.33) 

yazılabilir. Son denklemde (5.30), (5.31) ve (5.32) denklemleri göz önüne alınırsa   

                    𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠) = 𝜀𝑛(−𝑏(𝑠, 𝑡)𝑘2𝜀𝑡 + 𝑎(𝑠, 𝑡)𝑘3)𝒕 

                                                  +𝜀𝑛(−𝑏(𝑠, 𝑡)𝑘3𝜀𝑡 − 𝑎(𝑠, 𝑡)𝑘2)𝒏𝒒 + 𝜀𝑡𝑐(𝑠, 𝑡)𝒃𝒒    (5.34) 

 

yazılabilir. (5.34) denkleminde her iki tarafın normu alınırsa 

 

                                                 ‖𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠)‖
2

= 𝑟2(𝑠)                                   (5.35) 

veya 

                                                  〈𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠), 𝐾𝑠〉 = 0                                       (5.36) 

                                                  〈𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠), 𝐾𝑡〉 = 0                                       (5.37) 

 

elde edilir. (5.33) ve (5.34), (5.35) ve (5.36)’da göz önüne alınırsa 

 

                                   𝜀𝑛
2(𝑎2 + 𝑏2)(𝑘2

2 + 𝑘3
2) = 𝑟2 + 𝑐2 

𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2 = 𝑟2 

                                                 𝑎𝑎𝑠 + 𝑏𝑏𝑠 + 𝑐𝑐𝑠 = 𝑟𝑟′                                             (5.38) 

 

elde edilir. 𝑣 =
𝜕𝜎

𝜕𝑠
= |𝑐2

′ − 𝑐1𝑘3| için (5.34) denkleminin türevi alınırsa 

 

𝐾𝑠 = [ 𝜀𝑛
′(−𝑏𝑘2𝜀𝑡 + 𝑎𝑘3) + 𝜀𝑛(−𝑏𝑠𝑘2𝜀𝑡 − 𝑏𝑘2

′𝜀𝑡 + 𝑎𝑠𝑘3 + 𝑎𝑘3
′ + 𝑏𝑘1𝑘3𝜀𝑡 +

          𝑎𝑘1𝑘2) − 𝑐𝑘2𝜀𝑡]𝒕  

         +[ 𝜀𝑛
′(−𝑏𝑘3𝜀𝑡 − 𝑎𝑘2) + 𝜀𝑛(−𝑏𝑠𝑘3𝜀𝑡 − 𝑏𝑘3

′𝜀𝑡 − 𝑎𝑠𝑘2 −  𝑎𝑘2
′ − 𝑏𝑘1𝑘2𝜀𝑡 +

         𝑎𝑘1𝑘3) − 𝑐𝑘3𝜀𝑡]𝒏𝒒 

         +[𝜀𝑛𝑏𝜀𝑡(𝑘2
2 + 𝑘3

2) + 𝜀𝑡(𝑐𝑠 + 𝑣)]𝒃𝒒                                                              (5.39)                         

 

bulunur. (5.34), (5.36), (5.38) ve (5.39) birlikte düşünülür ise 

 

𝑐𝑣 = 𝑟𝑟′ 
olacağından 
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𝑎 = ±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cos 𝑡 

𝑏 = ±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sin 𝑡 

 

bulunur. Son iki eşitlik (5.34)’de yerine yazılır ise 

 

  𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠) = 𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sin 𝑡 𝑘2𝜀𝑡 ± 𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cos 𝑡 𝑘3) 𝒕 

                                  +𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sin 𝑡 𝑘3𝜀𝑡 ± 𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cos 𝑡 𝑘2) 𝒏𝒒 

                                  +𝜀𝑡
𝑟𝑟′

𝑣
𝒃𝒒     

 

olur. 𝑘2 ve 𝑘3 değerleri yerine yazılırsa    

𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠) = 𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sin 𝑡 𝜅 cosh 𝜃 𝜀𝑡 ±  𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cos 𝑡 (𝑑𝜃 + 𝜏)) 𝒕    

                            +𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sin 𝑡 (𝑑𝜃 + 𝜏)𝜀𝑡  ± 𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cos 𝑡 𝜅 cosh 𝜃) 𝒏𝒒 

                            +𝜀𝑡
𝑟𝑟′

𝑣
𝒃𝒒                             

elde edilir. 

 

Sonuç 5.2 𝑟’nin sabit olması durumunda 𝐾(𝑠, 𝑡) tüp yüzeyi elde edilir. Bunun sonucunda 

𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠)  = 𝜀𝑛(±𝑟 sin 𝑡 𝑘2𝜀𝑡 ± 𝑟 cos 𝑡 𝑘3)𝒕 +𝜀𝑛(±𝑟 sin 𝑡 𝑘3𝜀𝑡 ± 𝑟 cos 𝑡 𝑘2)𝒏𝒒 

elde edilir. 

 

3. Durum Normal Vektörü Timelike Olan Spacelike Eğriler; 

 

Teorem 5.5 .  𝜓 teorem 4.5’deki koşulları sağlayan bir eğri olsun. Bu durumda 𝜓 

eğrisinin kuasi çatısı {𝒕, 𝒏𝒒, 𝒃𝒒} ve 𝔇𝜓 fokal eğrisinin Frenet çatısı {𝑡𝜎 , 𝑛𝜎 , 𝑏𝜎} olmak 

üzere 

𝔇𝜓(𝑠) = 𝜓(𝑠) +
𝑘1𝑘3−𝑘2

′

𝑘1
′𝑘2 − 𝑘2

2𝑘3 + 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 𝒏𝒒(𝑠)                                     

+  
𝑘1

′ − 𝑘2𝑘3

𝑘1
′𝑘2 − 𝑘2

2𝑘3 + 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 𝒃𝒒(𝑠) 

 

ve   

                                                      𝑡𝜎 = 𝜀𝑡𝒃𝒒                                                               
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                                                     𝑛𝜎 = 𝜀𝑡𝜀𝑛(−𝑘2𝒕 + 𝑘3𝒏𝒒)                                      

   𝑏𝜎 = −𝜀𝑛(𝑘3𝒕 + 𝑘2𝒏𝒒)                                         

dir. 

İspat 𝜓 teorem 4.5’deki koşulları sağlayan bir eğri, kuasi çatısı {𝒕, 𝒏𝒒, 𝒃𝒒} ve 𝜓 eğrisinin 

fokal eğrisi 𝔇𝜓 olsun. Bu durumda 

                                    𝔇𝜓 − 𝜓 = 𝑐0𝒕 + 𝑐1𝒏𝒒 +  𝑐2𝒃𝒒                                            (5.40) 

yazılabilir. (5.40) denkleminden 

                                              〈𝔇𝜓 − 𝜓, 𝒕〉 = 𝑐0                                              (5.41) 

                                           〈𝔇𝜓 − 𝜓, 𝒏𝒒〉 = −𝑐1                                           (5.42) 

                                           〈𝔇𝜓 − 𝜓, 𝒃𝒒〉 = 𝑐2                                              (5.43) 

olur. Diğer taraftan (5.1) göz önüne alınırsa 

                                        𝑓 = 0 ⇒ 〈𝔇𝜓 − 𝜓, 𝔇𝜓 − 𝜓〉 = 𝑟2    

                                        𝑓′ = 0 ⇒  〈𝒕, 𝔇𝜓 − 𝜓〉 = 0 

                                       𝑓′′ = 0 ⇒ −𝑘1〈𝒏𝒒, 𝔇𝜓 − 𝜓〉 + 𝑘2〈𝒃𝒒, 𝔇𝜓 − 𝜓〉 = 1      (5.44) 

                                      𝑓′′′ = 0 ⇒ (𝑘1
′ − 𝑘2𝑘3)𝑐1 + (𝑘2

′ − 𝑘1𝑘3)𝑐2 = 0           (5.45) 

elde edilir. (5.42), (5.43) ve (5.44) denklemlerinden  

                                                       𝑘1𝑐1 + 𝑘2𝑐2 = 1                                                 (5.46) 

elde edilir. (5.45) ve (5.46) denklemleri birlikte düşünülür ise 

𝑐2 =
𝑘1

′ − 𝑘2𝑘3

𝑘1
′𝑘2 − 𝑘2

2𝑘3 + 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 

𝑐1 =
𝑘1𝑘3 − 𝑘2

′

𝑘1
′𝑘2 − 𝑘2

2𝑘3 + 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 

bulunur. Buradan 

𝔇𝜓(𝑠) = 𝜓(𝑠) +
𝑘1𝑘3−𝑘2

′

𝑘1
′𝑘2 − 𝑘2

2𝑘3 + 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 𝒏𝒒(𝑠)

+  
𝑘1

′ − 𝑘2𝑘3

𝑘1
′𝑘2 − 𝑘2

2𝑘3 + 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 𝒃𝒒(𝑠) 

elde edilir. (5.40) denkleminin 𝑠 parametresine göre tekrar türevi alınırsa 

      
𝜕𝔇𝜓

𝜕𝑠
=

𝜕𝔇𝜓

𝜕𝜎

𝜕𝜎

𝜕𝑠
= (1 − 𝑘1𝑐1 − 𝑘2𝑐2)𝒕 + (𝑐1

′ + 𝑐2𝑘3)𝒏𝒒 + (𝑐2
′ + 𝑐1𝑘3)𝒃𝒒        (5.47) 

ve buradan 

                                                           
𝜕𝜎

𝜕𝑠
= |𝑐2

′ + 𝑐1𝑘3|                                            (5.48) 
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elde edilir. 
𝜕𝔇𝜓

𝜕𝑠
= 𝑡𝜎 olarak gösterilirse ve (5.48) denklemi (5.47) denkleminde yerine 

yazılırsa 

𝑡𝜎 =
𝑐2

′ + 𝑐1𝑘3

|𝑐2
′ + 𝑐1𝑘3|

𝒃𝒒 

elde edilir. Gösterimlerde kısalık için 𝜀𝑡 =
𝑐2

′+𝑐1𝑘3

|𝑐2
′+𝑐1𝑘3|

 olarak alınırsa 

                                                      
𝜕𝔇𝜓

𝜕𝑠
= 𝑡𝜎 = 𝜀𝑡𝒃𝒒                                                  (5.49) 

bulunur. (5.49) denkleminde her iki tarafın türevinin normu alınır ise 𝜀𝑛 =
1

√|𝑘2
2−𝑘3

2|

 

olmak üzere 

𝜅𝜎 =
√|𝑘2

2 − 𝑘3
2|

|𝑐2
′ + 𝑐1𝑘3|

 

ve buradan 

                                                  𝑛𝜎 = 𝜀𝑡𝜀𝑛(−𝑘2𝒕 + 𝑘3𝒏𝒒)                                        (5.50) 

elde edilir. 𝑏𝜎 = 𝑡𝜎 × 𝑛𝜎 olduğundan 

                                                  𝑏𝜎 = −𝜀𝑛(𝑘3𝒕 + 𝑘2𝒏𝒒)                                           (5.51) 

dir. 

 

Teorem 5.6 𝜓 teorem 4.5’deki koşulları sağlayan bir eğri ve 𝜓 eğrisinin fokal eğrisi olan 

𝔇𝜓 etrafında oluşan kanal yüzey 

𝐾(𝑠, 𝑡) = 𝔇𝜓(𝑠) + 𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cosh 𝑡 (𝑑𝜃 + 𝜏) ±  𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sinh 𝑡 𝜀𝑡𝑘 sinh 𝜃) 𝒕    

                    +𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sinh 𝑡 (𝑑𝜃 + 𝜏)𝜀𝑡  ± 𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cosh 𝑡 𝜅 sinh 𝜃) 𝒏𝒒 

                −𝜀𝑡
𝑟𝑟′

𝑣
𝒃𝒒 

dir.  

 

İspat 𝜓 teorem 4.5’deki koşulları sağlayan bir eğri olsun. 𝜓 eğrisinin kuasi çatısı 

{𝒕, 𝒏𝒒, 𝒃𝒒} ve 𝔇𝜓 fokal eğrisinin Frenet çatısı {𝑡𝜎 , 𝑛𝜎 , 𝑏𝜎} olmak üzere 

                  𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠) = 𝑎(𝑠, 𝑡)𝑡𝜎(𝑠) + 𝑏(𝑠, 𝑡)𝑛𝜎(𝑠) + 𝑐(𝑠, 𝑡)𝑏𝜎(𝑠)          (5.52) 

yazılabilir. Son denklemde (5.49), (5.50) ve (5.51) denklemleri göz önüne alınırsa 

                    𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠) = 𝜀𝑛(−𝑏(𝑠, 𝑡)𝑘2𝜀𝑡 − 𝑎(𝑠, 𝑡)𝑘3)𝒕 
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                                                  +𝜀𝑛(𝑏(𝑠, 𝑡)𝑘3𝜀𝑡 − 𝑎(𝑠, 𝑡)𝑘2)𝒏𝒒 + 𝜀𝑡𝑐(𝑠, 𝑡)𝒃𝒒       (5.53) 

yazılabilir. (5.53) denkleminde her iki tarafın normu alınırsa 

 

                                                 ‖𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠)‖
2

= 𝑟2(𝑠)                                  (5.54) 

veya 

 

                                                  〈𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠), 𝐾𝑠〉 = 0                                       (5.55) 

                                                  〈𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠), 𝐾𝑡〉 = 0                                       (5.56) 

 

elde edilir. (5.52) ve (5.53) denklemleri (5.54) ve (5.55)’ de göz önüne alınırsa 

                                   𝜀𝑛
2(𝑎2 − 𝑏2) (𝑘3

2 − 𝑘2

2
) + 4𝑎𝑏𝜀𝑡𝑘3𝑘2 = 𝑟2 − 𝑐2 

𝑎2 − 𝑏2 + 𝑐2 = 𝑟2 

                                                 𝑎𝑎𝑠 − 𝑏𝑏𝑠 + 𝑐𝑐𝑠 = 𝑟𝑟′                                             (5.57) 

elde edilir. 𝑣 =
𝜕𝜎

𝜕𝑠
= |𝑐2

′ + 𝑐1𝑘3| için (5.53) denkleminin türevi alınırsa 

𝐾𝑠 = [ 𝜀𝑛
′(𝑏𝑘2𝜀𝑡 − 𝑎𝑘3) + 𝜀𝑛(−𝑏𝑠𝑘2𝜀𝑡 − 𝑏𝑘2

′𝜀𝑡 − 𝑎𝑠𝑘3 − 𝑎𝑘3
′ − 𝑏𝑘1𝑘3𝜀𝑡 +

          𝑎𝑘1𝑘2) − 𝑐𝑘2𝜀𝑡]𝒕  

        +[ 𝜀𝑛
′(𝑏𝑘3𝜀𝑡 − 𝑎𝑘2) + 𝜀𝑛(𝑏𝑠𝑘3𝜀𝑡 + 𝑏𝑘3

′𝜀𝑡 − 𝑎𝑠𝑘2 −  𝑎𝑘2
′ + 𝑏𝑘1𝑘2𝜀𝑡 +

              𝑎𝑘1𝑘3) + 𝑐𝑘3𝜀𝑡]𝒏𝒒 

        +[𝜀𝑛𝑏𝜀𝑡(−𝑘2
2 + 𝑘3

2)+𝜀𝑡(𝑐𝑠 + 𝑣) − 2𝑎𝑘2𝑘3𝜀𝑛]𝒃𝒒                                        (5.58)                                     

bulunur. (5.53), (5.55), (5.57) ve (5.58) birlikte düşünülürse 

−𝑐𝑣 = 𝑟𝑟′ 

olacağından 

𝑎 = ±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cosh 𝑡 

𝑏 = ±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sinh 𝑡 

bulunur. Son iki eşitlik (5.53)’de yerine yazılır ise 

  𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠) = 𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cosh 𝑡 𝑘3 ± 𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sinh 𝑡 𝑘2𝜀𝑡) 𝒕 

                                  +𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sinh 𝑡 𝑘3𝜀𝑡 ± 𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cosh 𝑡 𝑘2) 𝒏𝒒 



 

 

 

 

33 

                                 −𝜀𝑡
𝑟𝑟′

𝑣
𝒃𝒒     

 bulunur. 𝑘2 ve 𝑘3 değerleri yerine yazılırsa     

 𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠) = 𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cosh 𝑡 (𝑑𝜃 + 𝜏) ±  𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sinh 𝑡 𝜀𝑡𝑘 sinh 𝜃) 𝒕    

                                   +𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sinh 𝑡 (𝑑𝜃 + 𝜏)𝜀𝑡  ± 𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cosh 𝑡 𝜅 sinh 𝜃) 𝒏𝒒 

                                  −𝜀𝑡
𝑟𝑟′

𝑣
𝒃𝒒                             

elde edilir. 

 

Sonuç 5.3 𝑟’nin sabit olması durumunda 𝐾(𝑠, 𝑡) tüp yüzeyi elde edilir. Bunun sonucunda 

                             𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠) = 𝜀𝑛(±𝑟 cosh 𝑡 𝑘3 ± 𝑟 sinh 𝑡 𝑘2𝜀𝑡)𝒕 

                               +𝜀𝑛(±𝑟 sinh 𝑡 𝑘3𝜀𝑡 ± 𝑟 cosh 𝑡 𝑘2)𝒏𝒒 

elde edilir. 

 

4. Durum Normal Vektörü Spacelike olan Spacelike Eğriler; 

 

Teorem 5.7.  𝜓 teorem 4.7’deki koşulları sağlayan bir eğri olsun. Bu durumda 𝜓 eğrisinin 

kuasi çatısı {𝒕, 𝒏𝒒, 𝒃𝒒} ve 𝔇𝜓 fokal eğrisinin Frenet çatısı {𝑡𝜎, 𝑛𝜎 , 𝑏𝜎} olmak üzere 

𝔇𝜓(𝑠) = 𝜓(𝑠) +
𝑘1𝑘3−𝑘2

′

𝑘1
′𝑘2 − 𝑘2

2𝑘3 + 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 𝒏𝒒(𝑠)                                     

+  
𝑘1

′ − 𝑘2𝑘3

𝑘1
′𝑘2 − 𝑘2

2𝑘3 + 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 𝒃𝒒(𝑠) 

ve   

                                                      𝑡𝜎 = 𝜀𝑡𝒃𝒒                                                               

                                                     𝑛𝜎 = 𝜀𝑡𝜀𝑛(−𝑘2𝒕 + 𝑘3𝒏𝒒)                                      

   𝑏𝜎 = −𝜀𝑛(𝑘3𝒕 + 𝑘2𝒏𝒒)                                         

 

İspat 𝜓 teorem 4.7’deki koşulları sağlayan bir eğri, kuasi çatısı {𝒕, 𝒏𝒒, 𝒃𝒒} ve 𝜓 eğrisinin 

fokal eğrisi 𝔇𝜓 olsun. Bu durumda 

                                   𝔇𝜓 − 𝜓 = 𝑐0𝒕 + 𝑐1𝒏𝒒 +  𝑐2𝒃𝒒                                             (5.59) 

yazılabilir. (5.59) denkleminden 

                                              〈𝔇𝜓 − 𝜓, 𝒕〉 = 𝑐0                                              (5.60) 

                                           〈𝔇𝜓 − 𝜓, 𝒏𝒒〉 = −𝑐1                                           (5.61) 
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                                           〈𝔇𝜓 − 𝜓, 𝒃𝒒〉 = 𝑐2                                              (5.62) 

olur. Diğer taraftan (5.1) göz önüne alınırsa 

                                         𝑓 = 0 ⇒ 〈𝔇𝜓 − 𝜓, 𝔇𝜓 − 𝜓〉 = 𝑟2  

                                              𝑓′ = 0 ⇒  〈𝒕, 𝔇𝜓 − 𝜓〉 = 0 

                                       𝑓′′ = 0 ⇒ −𝑘1〈𝒏𝒒, 𝔇𝜓 − 𝜓〉 + 𝑘2〈𝒃𝒒, 𝔇𝜓 − 𝜓〉 = 1      (5.63) 

                                      𝑓′′′ = 0 ⇒ (𝑘1
′ − 𝑘2𝑘3)𝑐1 + (𝑘2

′ − 𝑘1𝑘3)𝑐2 = 0           (5.64) 

elde edilir. (5.61), (5.62) ve (5.63) denklemlerinden  

                                                       𝑘1𝑐1 + 𝑘2𝑐2 = 1                                                 (5.65) 

elde edilir. (5.64) ve (5.65) denklemleri birlikte düşünülür ise 

𝑐2 =
𝑘1

′ − 𝑘2𝑘3

𝑘1
′𝑘2 − 𝑘2

2𝑘3 + 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 

𝑐1 =
𝑘1𝑘3 − 𝑘2

′

𝑘1
′𝑘2 − 𝑘2

2𝑘3 + 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 

bulunur. Buradan 

𝔇𝜓(𝑠) = 𝜓(𝑠) +
𝑘1𝑘3−𝑘2

′

𝑘1
′𝑘2 − 𝑘2

2𝑘3 + 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 𝒏𝒒(𝑠)                                  

+  
𝑘1

′ − 𝑘2𝑘3

𝑘1
′𝑘2 − 𝑘2

2𝑘3 + 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 𝒃𝒒(𝑠) 

elde edilir. (5.59) denkleminin 𝑠 parametresine göre tekrar türevi alınırsa 

      
𝜕𝔇𝜓

𝜕𝑠
=

𝜕𝔇𝜓

𝜕𝜎

𝜕𝜎

𝜕𝑠
= (1 − 𝑘1𝑐1 − 𝑘2𝑐2)𝑡 + (𝑐1

′ + 𝑐2𝑘3)𝑛𝑞 + (𝑐2
′ + 𝑐1𝑘3)𝒃𝒒        (5.66) 

ve buradan 

                                                           
𝜕𝜎

𝜕𝑠
= |𝑐2

′ + 𝑐1𝑘3|                                            (5.67) 

elde edilir. 
𝜕𝔇𝜓

𝜕𝑠
= 𝑡𝜎 olarak gösterilirse ve (5.67) denklemi (5.66) denkleminde yerine 

yazılırsa 

𝑡𝜎 =
𝑐2

′ + 𝑐1𝑘3

|𝑐2
′ + 𝑐1𝑘3|

𝒃𝒒 

elde edilir. Gösterimlerde kısalık için 𝜀𝑡 =
𝑐2

′+𝑐1𝑘3

|𝑐2
′+𝑐1𝑘3|

 olarak alınırsa 

                                                      
𝜕𝔇𝜓

𝜕𝑠
= 𝑡𝜎 = 𝜀𝑡𝒃𝒒                                                  (5.68) 

bulunur. (5.68) denkleminde her iki tarafın türevinin normu alınır ise 𝜀𝑛 =
1

√|𝑘2
2−𝑘3

2|

 

olmak üzere 
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𝜅𝜎 =
√|𝑘2

2 − 𝑘3
2|

|𝑐2
′ + 𝑐1𝑘3|

 

ve buradan 

                                                  𝑛𝜎 = 𝜀𝑡𝜀𝑛(−𝑘2𝒕 + 𝑘3𝒏𝒒)                                        (5.69) 

elde edilir. 𝑏𝜎 = 𝑡𝜎 × 𝑛𝜎 olduğundan 

                                                  𝑏𝜎 = −𝜀𝑛(𝑘3𝒕 + 𝑘2𝒏𝒒)                                           (5.70) 

dir. 

 

Teorem 5.8. 𝜓 teorem 4.7’deki koşulları sağlayan bir eğri ve 𝜓 eğrisinin fokal eğrisi olan 

𝔇𝜓 etrafında oluşan kanal yüzey 

𝐾(𝑠, 𝑡) = 𝔇𝜓(𝑠) + 𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cosh 𝑡 (𝑑𝜃 + 𝜏) ±  𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sinh 𝑡 𝜀𝑡𝑘 cosh 𝜃) 𝒕    

                    +𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sinh 𝑡 (𝑑𝜃 + 𝜏)𝜀𝑡  ± 𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cosh 𝑡 𝜅 cosh 𝜃) 𝒏𝒒 

                   −𝜀𝑡
𝑟𝑟′

𝑣
𝒃𝒒 

dir.  

 

İspat 𝜓 teorem 4.7’deki koşulları sağlayan bir eğri olsun. 𝜓 eğrisinin kuasi çatısı 

{𝒕, 𝒏𝒒, 𝒃𝒒} ve 𝔇𝜓 fokal eğrisinin Frenet çatısı {𝑡𝜎 , 𝑛𝜎 , 𝑏𝜎} olmak üzere 

                  𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠) = 𝑎(𝑠, 𝑡)𝑡𝜎(𝑠) + 𝑏(𝑠, 𝑡)𝑛𝜎(𝑠) + 𝑐(𝑠, 𝑡)𝑏𝜎(𝑠)          (5.71) 

yazılabilir. Son denklemde (5.68), (5.69) ve (5.70) denklemleri göz önüne alınırsa 

                    𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠) = 𝜀𝑛(−𝑏(𝑠, 𝑡)𝑘2𝜀𝑡 − 𝑎(𝑠, 𝑡)𝑘3)𝒕 

                                                  +𝜀𝑛(𝑏(𝑠, 𝑡)𝑘3𝜀𝑡 − 𝑎(𝑠, 𝑡)𝑘2)𝒏𝒒 + 𝜀𝑡𝑐(𝑠, 𝑡)𝒃𝒒       (5.72) 

yazılabilir. (5.73) denkleminde her iki tarafın normu alınırsa 

                                                 ‖𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠)‖
2

= 𝑟2(𝑠)                                  (5.73) 

veya 

                                                  〈𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠), 𝐾𝑠〉 = 0                                       (5.74) 

                                                  〈𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠), 𝐾𝑡〉 = 0                                       (5.75) 

elde edilir. (5.71) ve (5.72) denklemleri (5.73) ve (5.74)’ de göz önüne alınırsa 

                                   𝜀𝑛
2(𝑎2 − 𝑏2) (𝑘3

2 − 𝑘2

2
) + 4𝑎𝑏𝜀𝑡𝑘3𝑘2 = 𝑟2 − 𝑐2 

𝑎2 − 𝑏2 + 𝑐2 = 𝑟2 

                                                 𝑎𝑎𝑠 − 𝑏𝑏𝑠 + 𝑐𝑐𝑠 = 𝑟𝑟′                                             (5.76) 
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elde edilir. 𝑣 =
𝜕𝜎

𝜕𝑠
= |𝑐2

′ + 𝑐1𝑘3| için (5.72) denkleminin türevi alınırsa 

 

𝐾𝑠 = [ 𝜀𝑛
′(𝑏𝑘2𝜀𝑡 − 𝑎𝑘3) + 𝜀𝑛(−𝑏𝑠𝑘2𝜀𝑡 − 𝑏𝑘2

′𝜀𝑡 − 𝑎𝑠𝑘3 − 𝑎𝑘3
′ − 𝑏𝑘1𝑘3𝜀𝑡 +

          𝑎𝑘1𝑘2) − 𝑐𝑘2𝜀𝑡]𝒕  

         +[ 𝜀𝑛
′(𝑏𝑘3𝜀𝑡 − 𝑎𝑘2) + 𝜀𝑛(𝑏𝑠𝑘3𝜀𝑡 + 𝑏𝑘3

′𝜀𝑡 − 𝑎𝑠𝑘2 −  𝑎𝑘2
′ + 𝑏𝑘1𝑘2𝜀𝑡 +

            𝑎𝑘1𝑘3) + 𝑐𝑘3𝜀𝑡]𝒏𝒒 

         +[𝜀𝑛𝑏𝜀𝑡(−𝑘2
2 + 𝑘3

2)+𝜀𝑡(𝑐𝑠 + 𝑣) − 2𝑎𝑘2𝑘3𝜀𝑛]𝒃𝒒                                       (5.77)                                     

bulunur. (5.72), (5.74), (5.76) ve (5.77) birlikte düşünülürse 

−𝑐𝑣 = 𝑟𝑟′ 

olacağından 

𝑎 = ±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cosh 𝑡 

𝑏 = ±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sinh 𝑡 

bulunur. Son iki eşitlik (5.72)’de yerine yazılır ise 

  𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠) = 𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cosh 𝑡 𝑘3 ± 𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sinh 𝑡 𝑘2𝜀𝑡) 𝒕 

                                  +𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sinh 𝑡 𝑘3𝜀𝑡 ± 𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cosh 𝑡 𝑘2) 𝒏𝒒 

                                 −𝜀𝑡
𝑟𝑟′

𝑣
𝒃𝒒     

 bulunur. 𝑘2 ve 𝑘3 değerleri yerine yazılırsa     

      𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠) = 𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cosh 𝑡 (𝑑𝜃 + 𝜏) ±  𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sinh 𝑡 𝜀𝑡𝑘 cosh 𝜃) 𝒕    

                                   +𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sinh 𝑡 (𝑑𝜃 + 𝜏)𝜀𝑡  ± 𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cosh 𝑡 𝜅 cosh 𝜃) 𝒏𝒒 

                                 −𝜀𝑡
𝑟𝑟′

𝑣
𝒃𝒒                             

elde edilir. 

 

Sonuç 5.4 𝑟’nin sabit olması durumunda 𝐾(𝑠, 𝑡) tüp yüzeyi elde edilir. Bunun sonucunda 

                    𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠) = 𝜀𝑛(±𝑟 cosh 𝑡 𝑘3 ± 𝑟 sinh 𝑡 𝑘2𝜀𝑡)𝒕 

                                                  +𝜀𝑛(±𝑟 sinh 𝑡 𝑘3𝜀𝑡 ± 𝑟 cosh 𝑡 𝑘2)𝒏𝒒 

elde edilir. 
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5. Durum Timelike Eğriler; 

 

Teorem 5.9.  𝜓 teorem 4.9’deki koşulları sağlayan bir eğri olsun. Bu durumda 𝜓 eğrisinin 

kuasi çatısı {𝒕, 𝒏𝒒, 𝒃𝒒} ve 𝔇𝜓 fokal eğrisinin Frenet çatısı {𝑡𝜎, 𝑛𝜎 , 𝑏𝜎} olmak üzere 

𝔇𝜓(𝑠) = 𝜓(𝑠) +
𝑘1𝑘3 + 𝑘2

′

𝑘1
′𝑘2 − 𝑘2

2𝑘3 − 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 𝒏𝒒(𝑠)

+  
−𝑘1

′ + 𝑘2𝑘3

𝑘1
′𝑘2 − 𝑘2

2𝑘3 − 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 𝒃𝒒(𝑠)) 

ve   

                                                      𝑡𝜎 = 𝜀𝑡𝒃𝒒                                                               

                                                     𝑛𝜎 = 𝜀𝑡𝜀𝑛(𝑘2𝒕 − 𝑘3𝒏𝒒)                                      

   𝑏𝜎 = 𝜀𝑛(𝑘3𝒕 + 𝑘2𝒏𝒒)                                          

 

İspat 𝜓 teorem 4.9’deki koşulları sağlayan bir eğri, kuasi çatısı {𝒕, 𝒏𝒒, 𝒃𝒒} ve 𝜓 eğrisinin 

fokal eğrisi 𝔇𝜓 olsun. Bu durumda 

                                    𝔇𝜓 − 𝜓 = 𝑐0𝒕 + 𝑐1𝒏𝒒 +  𝑐2𝒃𝒒                                             

(5.78) 

yazılabilir. (5.78) denkleminden 

                                              〈𝔇𝜓 − 𝜓, 𝒕〉 = −𝑐0                                          (5.79) 

                                           〈𝔇𝜓 − 𝜓, 𝒏𝒒〉 = 𝑐1                                             (5.80) 

                                           〈𝔇𝜓 − 𝜓, 𝒃𝒒〉 = 𝑐2                                              (5.81) 

olur. Diğer taraftan (5.1) göz önüne alınırsa 

                                         𝑓 = 0 ⇒ 〈𝔇𝜓 − 𝜓, 𝔇𝜓 − 𝜓〉 = 𝑟2  

                                              𝑓′ = 0 ⇒  〈𝒕, 𝔇𝜓 − 𝜓〉 = 0 

                                       𝑓′′ = 0 ⇒ +𝑘1〈𝒏𝒒, 𝔇𝜓 − 𝜓〉 + 𝑘2〈𝒃𝒒, 𝔇𝜓 − 𝜓〉 = 1      (5.82) 

                                      𝑓′′′ = 0 ⇒ (𝑘1
′ − 𝑘2𝑘3)𝑐1 + (𝑘2

′ + 𝑘1𝑘3)𝑐2 = 0           (5.83) 

elde edilir. (5.80), (5.81) ve (5.82) denklemlerinden  

                                                       𝑘1𝑐1 + 𝑘2𝑐2 = −1                                              (5.84) 

elde edilir. (5.83) ve (5.84) denklemleri birlikte düşünülür ise 

𝑐2 =
−𝑘1

′ + 𝑘2𝑘3

𝑘1
′𝑘2 − 𝑘2

2𝑘3 − 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 
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𝑐1 =
𝑘1𝑘3 + 𝑘2

′

𝑘1
′𝑘2 − 𝑘2

2𝑘3 − 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 

bulunur. Buradan 

𝔇𝜓(𝑠) = 𝜓(𝑠) +
𝑘1𝑘3 + 𝑘2

′

𝑘1
′𝑘2 − 𝑘2

2𝑘3 − 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 𝒏𝒒(𝑠)

+  
−𝑘1

′ + 𝑘2𝑘3

𝑘1
′𝑘2 − 𝑘2

2𝑘3 − 𝑘1
2𝑘3 −  𝑘1𝑘2

′ 𝒃𝒒(𝑠) 

elde edilir. (5.78) denkleminin 𝑠 parametresine göre tekrar türevi alınırsa 

      
𝜕𝔇𝜓

𝜕𝑠
=

𝜕𝔇𝜓

𝜕𝜎

𝜕𝜎

𝜕𝑠
= (1 + 𝑘1𝑐1 + 𝑘2𝑐2)𝒕 + (𝑐1

′ − 𝑐2𝑘3)𝒏𝒒 + (𝑐2
′ + 𝑐1𝑘3)𝒃𝒒        (5.85) 

ve buradan 

                                                           
𝜕𝜎

𝜕𝑠
= |𝑐2

′ + 𝑐1𝑘3|                                            (5.86) 

elde edilir. 
𝜕𝔇𝜓

𝜕𝑠
= 𝑡𝜎 olacak gösterilirse ve (5.86) denklemi (5.85) denkleminde yerine 

yazılırsa 

𝑡𝜎 =
𝑐2

′ + 𝑐1𝑘3

|𝑐2
′ + 𝑐1𝑘3|

𝒃𝒒 

elde edilir. Gösterimlerde kısalık için 𝜀𝑡 =
𝑐2

′+𝑐1𝑘3

|𝑐2
′+𝑐1𝑘3|

 olarak alınırsa 

                                                      𝑡𝜎 = 𝜀𝑡𝒃𝒒 =
𝜕𝔇𝜓

𝜕𝑠
                                                  (5.87) 

bulunur. (5.87) denkleminde her iki tarafın türevinin normu alınır ise 𝜀𝑛 =
1

√|−𝑘2
2+𝑘3

2|

  

olmak üzere 

𝜅𝜎 =
√|−𝑘2

2 + 𝑘3
2|

|𝑐2
′ + 𝑐1𝑘3|

 

ve buradan 

                                              𝑛𝜎 = 𝜀𝑡𝜀𝑛(−𝑘2𝒕 + 𝑘3𝒏𝒒)                                           (5.88) 

elde edilir. 𝑏𝜎 = 𝑡𝜎 × 𝑛𝜎 olduğundan 

                                             𝑏𝜎 = 𝜀𝑛(𝑘3𝒕 + 𝑘2𝒏𝒒)                                                  (5.89) 

dir. 

 

Teorem 5.10 𝜓 teorem 4.9’deki koşulları sağlayan bir eğri ve 𝜓 eğrisinin fokal eğrisi 

olan 𝔇𝜓 etrafında oluşan kanal yüzey 
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𝐾(𝑠, 𝑡) = 𝔇𝜓(𝑠) + 𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cosh 𝑡 𝑘𝑠𝑖𝑛𝜃𝜀𝑡 ± 𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sinh 𝑡 (𝑑𝜃 + 𝜏)) 𝒕 

                                  +𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cosh 𝑡 (𝑑𝜃 + 𝜏)𝜀𝑡 ± 𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sinh 𝑡 𝑘𝑠𝑖𝑛𝜃) 𝒏𝒒 

                                 −𝜀𝑡
𝑟𝑟′

𝑣
𝒃𝒒 

dir. 

 

İspat 𝜓 teorem 4.9’deki koşulları sağlayan bir eğri olsun. 𝜓 eğrisinin kuasi çatısı 

{𝒕, 𝒏𝒒, 𝒃𝒒} ve 𝔇𝜓 fokal eğrisinin Frenet çatısı {𝑡𝜎 , 𝑛𝜎 , 𝑏𝜎} olmak üzere 

                    𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠) = 𝑎(𝑠, 𝑡)𝑡𝜎(𝑠) + 𝑏(𝑠, 𝑡)𝑛𝜎(𝑠) + 𝑐(𝑠, 𝑡)𝑏𝜎(𝑠)       (5.90) 

yazılabilir. Son denklemde (5.87), (5.88) ve (5.89) denklemleri göz önüne alınırsa 

     𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠) = 𝜀𝑛(𝑏(𝑠, 𝑡)𝑘2𝜀𝑡 + 𝑎(𝑠, 𝑡)𝑘3)𝒕 

                                   +𝜀𝑛(−𝑏(𝑠, 𝑡)𝑘3𝜀𝑡 + 𝑎(𝑠, 𝑡)𝑘2)𝒏𝒒 + 𝜀𝑡𝑐(𝑠, 𝑡)𝒃𝒒                   (5.91) 

yazılabilir. (5.91) denkleminde her iki tarafın normu alınırsa 

                                                 ‖𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠)‖
2

= 𝑟2(𝑠)                                   (5.92) 

veya 

                                                  〈𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠), 𝐾𝑠〉 = 0                                       (5.93) 

                                                  〈𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠), 𝐾𝑡〉 = 0                                       (5.94) 

elde edilir. (5.90) ve (5.91) denklemleri (5.92) ve (5.93)’ de göz önüne alınırsa 

                                   𝜀𝑛
2(𝑎2 − 𝑏2) (−𝑘3

2 + 𝑘2

2
) + 44𝑎𝑏𝜀𝑡𝑘3𝑘2 = 𝑟2 − 𝑐2 

−𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 𝑟2 

                                               −𝑎𝑎𝑠 + 𝑏𝑏𝑠 + 𝑐𝑐𝑠 = 𝑟𝑟′                                         (5.95) 

elde edilir. 𝑣 =
𝜕𝜎

𝜕𝑠
= |𝑐2

′ + 𝑐1𝑘3| için (5.91) denkleminin türevi alınırsa 

𝐾𝑠 = [ 𝜀𝑛
′(𝑏𝑘2𝜀𝑡 + 𝑎𝑘3) + 𝜀𝑛(𝑏𝑠𝑘2𝜀𝑡 + 𝑏𝑘2

′𝜀𝑡 + 𝑎𝑠𝑘3 + 𝑎𝑘3
′ − 𝑏𝑘1𝑘3𝜀𝑡 +

          𝑎𝑘1𝑘2) + 𝑐𝑘2𝜀𝑡]𝒕  

         +[ 𝜀𝑛
′(−𝑏𝑘3𝜀𝑡 + 𝑎𝑘2) + 𝜀𝑛(−𝑏𝑠𝑘3𝜀𝑡 − 𝑏𝑘3

′𝜀𝑡 + 𝑎𝑠𝑘2 +  𝑎𝑘2
′ + 𝑏𝑘1𝑘2𝜀𝑡 +

            𝑎𝑘1𝑘3) − 𝑐𝑘3𝜀𝑡]𝒏𝒒 

          +[𝜀𝑛𝑏𝜀𝑡(𝑘2
2 − 𝑘3

2)+𝜀𝑡(𝑐𝑠 + 𝑣) + 2𝑎𝑘2𝑘3𝜀𝑛]𝒃𝒒                                         (5.96)                                     

bulunur. (5.91), (5.93), (5.95) ve (5.96) birlikte düşünülürse  

−𝑐𝑣 = 𝑟𝑟′ 

olacağından 
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𝑎 = ±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sinh 𝑡 

𝑏 = ±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cosh 𝑡 

bulunur. Son iki eşitlik (5.91)’de yerine yazılır ise 

  𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠) = 𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cosh 𝑡 𝑘2𝜀𝑡 ± 𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sinh 𝑡 𝑘3) 𝒕 

                                  +𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cosh 𝑡 𝑘3𝜀𝑡 ± 𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sinh 𝑡 𝑘2) 𝒏𝒒 

                                 −𝜀𝑡
𝑟𝑟′

𝑣
𝒃𝒒     

 bulunur. 𝑘2 ve 𝑘3 değerleri yerine yazılırsa     

      𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠) = 𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cosh 𝑡 𝑘𝑠𝑖𝑛𝜃𝜀𝑡 ± 𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sinh 𝑡 (𝑑𝜃 + 𝜏)) 𝒕 

                                  +𝜀𝑛 (±𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

cosh 𝑡 (𝑑𝜃 + 𝜏)𝜀𝑡 ± 𝑟√1 + (
𝑟′

𝑣
)

2

sinh 𝑡 𝑘𝑠𝑖𝑛𝜃) 𝒏𝒒 

                                 −𝜀𝑡
𝑟𝑟′

𝑣
𝒃𝒒 

 elde edilir. 

 

Sonuç 5.5 𝑟’nin sabit olması durumunda 𝐾(𝑠, 𝑡) tüp yüzeyi elde edilir. Bunun sonucunda 

                      𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝔇𝜓(𝑠) = 𝜀𝑛(±𝑟 cosh 𝑡 𝑘2𝜀𝑡 ± 𝑟 sinh 𝑡 𝑘3)𝒕 

                                                    +𝜀𝑛(±𝑟 cosh 𝑡 𝑘3𝜀𝑡 ± 𝑟 sinh 𝑡 𝑘2)𝒏𝒒 

elde edilir. 
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6. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Lorentz-Minkowski geometrisi özellikle diferensiyel geometri, matematiksel fizik gibi 

alanlarla ilişkilendirilmiştir. Bu bilim dallarında karşılaşılan problemlerin çözümleri için 

Öklid dışı geometriden yardım alındığı için biz de tez çalışmamızda Lorentz-Minkowski 

uzayındaki kuasi çatıyı kullanarak sonuçlar elde ettik. Fakat farklı uzaylarda fokal eğriler 

ve fokal yüzeyler incelenerek yeni denklemler de elde edilebilir. 

 

Eğriler diferensiyel geometri için önemli bir yer kaplamaktadır. Bu tezde özel bir eğri 

olan fokal eğriler ile ilgilenildi. Fokal eğri bir eğrinin oskülatör kürelerinin merkezinin 

geometrik yeri olarak değerlendirilir. Bu tez çalışmasında 3 boyutlu Lorentz-Minkowski 

uzayında kuasi çatı yardımıyla fokal eğri ve fokal yüzeyler için çalışmalar yapılmıştır. İlk 

olarak Minkowski uzayında kuasi çatının beş farklı durumuna göre sırası ile fokal eğriler 

elde edilmiştir. Daha sonra bu eğriler etrafında kanal ve tüp yüzeyleri oluşturulmuştur. 

 

Bu tezde elde edilen tanım ve teoriler fizikin optik ve akışkanlar mekaniği başta olmak 

üzere çeşitli alanlarında kullanılabilir. Fizikte canlıların göz yapısı ve odak noktalarından 

yararlanarak en iyi görüntüyü alabilmek fokal eğriler aracılığı ile bulunabilir. 
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