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OZET

DEJENERE LAPLACE DONUSUMU VE DEJENERE GAMA FONKSIYONU

Solmaz, M., Aydin Adnan Menderes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik

Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi, Damisman: Prof. Dr. Inci EGE, Aydin, 2024.

Amac: Bu calismada dejenere iistel, dejenere Euler ve dejenere Gama fonksiyonlarinin tanimi
ve Ozellikleri ile dejenere Laplace doniislimiiniin tanimi ve bazi uygulamalarinin verilmesi

amaclanmaktadir.

Materyal ve Yontem: Konu ile ilgili yazilmig tiim makale ve kitaplar arastirmanin
materyalleridir. Arastirma teknigi olarak kaynaklar kisminda verilen makaleler incelenmis,

sonrasinda da matematiksel ispat yontemleri kullanilarak calisma yiiriitiilmiistiir.

Bulgular: Bu tez bes bolimden olusmaktadir. Girig boliimiiniin ardindan ikinci boliimde,
tezde kullanilan kaynak o6zetlerine yer verilmistir. Ugiincii bolimde, Gama fonksiyonu,
beta fonksiyonu ve Laplace doniisiimii tanitilarak tezin ilerleyen kisminda kullanilacak bazi
teoremlere yer verilmistir. Dordiincii boliimde ise dejenere iistel, dejenere Euler ve dejenere
Gama fonksiyonlar1 ozellikleriyle birlikte verilmistir. Ayrica dejenere Laplace doniistimii

tanitilmis ve bazi uygulamalar1 ve Laplace doniisiimil ile aralarindaki iligkiler verilmistir.

Sonuc: Bu yiiksek lisans tez calismasinda Gama fonksiyonu ve Laplace doniisiimii ile iligkili
olan dejenere Gama ve dejenere Laplace doniisiimleri tanitilmig, ozellikleri ayrintili olarak

incelenmis ve bu konuda elde edilen sonuglar ispatlariyla birlikte verilmisgtir.

Anahtar kelimeler: Gama fonksiyonu, Laplace doniisiimii, Dejenere iistel fonksiyonu,

Dejenere Gama fonksiyonu, Dejenere Laplace doniigiimii.
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ABSTRACT

DEGENERATE LAPLACE TRANSFORM AND DEGENERATE GAMMA
FUNCTION

Solmaz M., Aydin Adnan Menderes University, Graduate School of Natural and Applied
Sciences, Department of Mathematics, Master Thesis, Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Inci

EGE, Aydin, 2024.

Objective: This study aims to give the definition and properties of degenerate exponential,
degenerate Euler, and degenerate Gamma functions, and the definition and some applications

of the degenerate Laplace transform.

Material and Methods: All articles and books written on the subject are the materials of
the study. As a research technique, the articles given in the references section were examined

and then the study was carried out using mathematical proof methods.

Results: The thesis consists of five chapters. After the introduction, the second chapter
summarises the references used in the thesis. The third chapter introduces the gamma function,
the beta function and the Laplace transform and gives some theorems that will be used in the rest
of the thesis. In the fourth chapter the degenerate exponential, degenerate Euler and degenerate
Gamma functions are given with their properties. The degenerate Laplace transform is also

introduced and some applications and relations to the Laplace transform are given.

Conclusion: In this thesis, degenerate Gamma and degenerate Laplace transforms, which
are related to the Gamma function and the Laplace transform, are introduced, their properties

are studied in detail and the results obtained in this subject are given with their proofs.

Keywords: Gamma function, Laplace transform, Degenerate exponential function, Degenerate

Gamma function, Degenerate Laplace transform,

Xiii






1. GIRIS

Gama fonksiyonunu, ilk tamimlayan kisi Leonard Euler olmustur. Ancak daha sonra
kompleks sayilar icin ¢caligan Gauss, Weierstrass ¢arpimi adini alan, ﬁ fonksiyonunun sonsuz
capimini kesfeden Weierstrass gibi bircok matematik¢i gama fonksiyonun gelisimine katki
saglamistir. Gama fonksiyonu matematikte faktoriyel fonksiyonunun karmagik sayilar ve tam

say1 olmayan reel sayilar i¢cin genellenmesi olan bir fonksiyondur ve I" simgesiyle gosterilir.

Bu calismada da yer alan Laplace doniisiimii, fizik ve miihendislikte bircok uygulama
ile yaygin olarak kullanilan bir integral doniisiimiidiir. Adini, olasilik teorisi iizerine yaptigi

caligsmalarda doniistimii tanitan matematik¢i ve astronom Pierre Simon Laplace’den almugtir.

Gama fonksiyon ve Laplace doniisim i¢in birgok calisma yapilmig ve Ozellikler
kesfedilmigtir. Bu tezde Gama fonksiyon ve Laplace doniisiimii i¢in On arastirmalar sirasinda
bir¢cok akademik yayin incelenmistir. Yapilan son ¢alismalarda klasik analizde kullanilan Gama
fonksiyon ve Laplace doniigiimiiniin tantminda yer alan e~V iistel fonksiyonuna benzer olarak
A € (0,0) ve v € R degerleri igin e} = (1 + lv)% dejenere iistel fonksiyonu tanimlanarak

Dejenere Gama fonksiyon ve Dejenere Laplace doniisiimii tamitilmistir.

Bu tezde; Gama fonksiyonu ve Laplace doniisiimiiniin dejenere versiyonu tanimlanacak
olup dejenere Gama fonksiyonu ve dejenere Laplace doniisiimiine yer verilecektir. Dejenere
Gama fonksiyonun rezidiisii, dejenere Beta fonksiyonu ile iligkisi verilecektir. — Ayrica
trigonometrik fonksiyon, iistel mertebeli fonksiyon gibi fonksiyonlar icin dejenere Laplace

doniistimiinde uygulanacak bazi teorem ve ispatlara yer verilecektir.






2. KAYNAK OZETLERI

Gama fonksiyonu, a € C ve Re(a) > 0 degerleri i¢in Euler tarafindan

F(Oc):/ v le™vdy
0

integrali ile tamimlanir (Andrews vd., 1999). Ayrica Euler integrali ile tanimlanan Gama

fonksiyonunun bir diger ad1 genelestirilmig faktoriyel fonksiyonudur.

Gama fonksiyon icin limit yardimiyla tanimlanan Gauss formiilii,

n!
INa)=1li “
(@) nl—>ngooc(oc+1)...(oc+n)n

bicimindedir. Gama fonksiyonunun diger bir gosterimi Karl Weierstrass tarafindan a #

0,—1,-2,-3... degerleri i¢in

1

oo (04 8)e)

esitligi ile ifade edilmistir (Andrews vd., 1999).

Gama fonksiyonu o = 0,—1,—2,—3... degerleri i¢in kutup noktasina sahiptir. k =1,2,...

olmak iizere gama fonksiyonun o = —k degerleri icin rezidiisii,

(—1*
k!

res(T,—k) =

bicimindedir (Spiegel, 1965).

o, B > 0 degerleri i¢in Legendre tarafindan

B(a, B) :/O] V11— By

integrali ile tanimlanan fonksiyona beta fonksiyonu ya da birinci tiirden Euler integrali denir.
o, B #0,—1,-2,... degerleri icin Beta fonksiyonun Wierstrass formiilii ile gosterimi,

a+ﬁ)
(1+2)

> 1+
Bla.p) = *%f nrzll(lig)



bicimindedir.

Pierre Simon Laplace tarafindan Laplace doniigiimii, f(v), [0,0) aralifinda tanimli herhangi

bir u sayis1 i¢in

M

Fu)y=2{fv)}= /Ow e "f(v)dv= lim e " f(v)dv

M—o0 )0
genellestirilmis integralin yakinsak olmasi kosuluyla tanimlanmustir (Schiff, 2013).

Dejenere Gama fonksiyonu, A € (0,e0) olmak iizere 0 < Re(a) < 7 degerleri igin

I(a)= /Oooe/{l(v)va_]dv = /000(1 —i—AV)_%VO‘_ldV

integrali ile ve dejenere Laplace doniisiimii, f(v) fonksiyonu v > 0 degerleri i¢in

LAs} = [+ )y

biciminde tanimlanmugtir (T. Kim ve D. Kim, 2017).



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, tez konusu ile ilgili bazi temel kavramlara yer verilecektir. Konu hakkinda
yazilmig makale ve kitaplar bu aragtirmanin materyalleridir. Aragtirma teknigi olarak kaynaklar
kisminda verilen kitap ve makaleler incelenmis ve matematiksel ispat yontemleri kullanilarak

caligilmagtir.
3.1. Gama, Beta Fonksiyonlar1 ve Bazi Ozellikleri

Tanim 3.1.1. o € C ve Re(a) > 0 degerleri i¢cin Gama fonksiyonu

I'(a)= / Ve le™vdy (3.1)
0
Euler integrali ile tanimlanir (Abramowitz ve Stegun, 1964) ve

r() = 1 (3.2)
T(a+1) = al(a) 3.3)

esitliklerini saglar. (3.3) esitliginde « =n(n=0,1,2...) alinirsa
['(n+1)=n!

esitligi elde edilir. Boylece I' fonksiyonu, faktoriyel fonksiyonunun negatif olmayan gercel

sayilara bir genisletilmesi olarak diisiiniilebilir.
aecCvea#0,—1,-2,... olmak iizere Gama fonksiyonu i¢in Euler formiilii

M(a) = é}f{l {(1+%)a(1+%>_1}

n!
= Ui 3.4
o (@t 1)...(atn—1) 4)

bicimindedir. (3.4) esitligi kullanilarak

1 - a\N® _a
- T - i
) = Qe nIZI1 {(1 + n> e } 3.5



Weierstrass formiilii elde edilir. Burada y sayis1

I 1 1

Yy=Ilim|(14+=-4+-+4+...+——logn
n—oo 2 3 n

ile tanimlidir ve Euler sabiti olarak adlandirilir. (3.5) esitliginden

F(a)F () — _% :{(H%)e—z}l’ﬁ{(l_ﬁ)ez}l

asinTo

olur. Boylece o € C ve ot # 0,—1,—2,... degerleri i¢in

T

Na)(1-a)=T(a)l(~0a) = —

Euler yansima formiilii elde edilir (Andrews vd., 1999).

Ornek 3.1.2. (Andrews vd., 1999) I' (5 ) = /7 bi¢imindedir.

Ispat: Gergekten; (3.1) esitliginden

r (%) _ /va—ie—vczv (3.6)

olur. (3.6) esitliginde integrale v = > degisken degistirmesi uygulanirsa

1 Sl
r(=)=2 -t
(2) /0 ¢ di

elde edilir. Boylece

r(O =r (L (! —4/°°/°° K drdk
2] T \2)\2) T b €
olur. Buradan iki katl integrale k = rcos6 ve t = rsin® doniisiimii ve ardindan > = u degisken

degistirmesi uygulanirsa
1 2 3 [ )
= = 4 / / e " rdrd0
2 o Jo
T

elde edilir. O



Ornek 3.1.3. Simdi de Gama fonksiyonu ile de ifade edilebilen beta fonksiyonunu

tanimlayalim.

o,B € CveRe(a) >0, Re(B) > 0 degerleri i¢in beta fonksiyonu
1
B(a,f) — / V11— By
0
o V(X*I
= —d 3.7
/0 (1+v)arB®” G.D
Rieamann integrali ile tanimlanir (Abramowitz ve Stegun, 1964) ve
B(a,B)=B(B, @)

simetri 0zelligini saglar.

Gama ve beta fonksiyonlar1 arasindaki iligki (3.1) ve (3.7) esitliklerinden

I'(a)I(B)
I'(a+P)

bigimindedir (Andrews vd., 1999). Ornek 3.1.2 ve (3.8) esitligi ile B (%, %) = 7 dir. Gergekten,

p(L1) - Tr <>

B(a,B) = (3.8)

=

+"J

NI*—‘

Q‘

n—ﬂ:
1=

olur.

Tanim 3.1.4. (Bir Karmasik Fonksiyonun Tiirevi) (Zill ve Shanahan, 1940) f karmagik

fonksiyonu zg noktasinin bir komsulugunda tanimli olsun.

lim f(z0+Az) — f(z0)
Az—0 Az

limiti varsa bu limite f nin zo ’daki tiirevi denir ve f/(zo) ile gosterilir.

Tanmm 3.1.5. (Bir Noktada Analitiklik) (Zill ve Shanahan, 1940) Bir w = f(z) karmagik
fonksiyonu z = zp noktas1 ve bir D komsulugundaki her noktada tiirevli ise f "ye zo ’da “analitik

fonksiyon” denir.
D ’de analitik olan f fonksiyonuna “holomorfik fonksiyon”denir.

7



Tanim 3.1.6. (Tekil Nokta) (Zill ve Shanahan, 1940) Bir w = f(z) karmasik fonksiyonu z = 7

noktasinda analitik degilse bu noktaya fonksiyonun “tekil noktas1” denir.

Tanim 3.1.7. (Ayrik Tekil Nokta) (Zill ve Shanahan, 1940) Bir w = f(z) karmagik fonksiyonu
icin z = zp bir tekil nokta olsun. 0 <|z—zp |< R delinmis komsulugunda f analitik olacak

sekilde bir R > 0 sayis1 varsa z = zg noktasina f ’nin “ayrik tekil noktas1” denir.

Tamim 3.1.8. (Zill ve Shanahan, 1940) Bir w = f(z) karmasik fonksiyonu i¢in z = z¢ bir
ayrik tekil nokta olsun. 0 <| z—zp |< R delinmig komsulugunda gegerli f ’nin Laurent serisi
gosterilisi

[e )

=Y az—2)"=Y an(z—20)"+ Y an(z—2)" (3.9)
n=1

Nn——oo n=0

olsun. (3.9) serisinin z — zp "1n negatif kuvvetlerinden olusan

ZZO

n=1
kismina (3.9) serisinin “esas kismi1” denir.

(i) Eger (3.9) serisinin esas kismui sifir ise yani a_, katsayilar sifir ise z = zo’a “kaldirilabilir
tekil nokta” denir.

(i) Eger (3.9) serisinin esas kismu sifirdan farkli sonlu sayida terim iceriyorsa z = zp’a “kutup
noktas1” denir.

(111) Eger (3.9) serisinin esas kismu sifirdan farkli ve a_; katsayili bir tek terim iceriyorsa z =

Zo’a “basit kutup” denir.

Tanim 3.1.9. (Rezidii) (Zill ve Shanahan, 1940) Bir w = f(z) karmasik fonksiyonu bir z = z
noktasinda ayrik tekillige sahipse 0 <| z —zp |< R delinmis komgulugunda (3.9) Laurent seri
gosterimine sahiptir. (3.9) serisinde ﬁ ifadesinin a_; katsayisina f fonksiyonunun z = zg

ayrik tekil noktasinda “rezidiisii” denir ve

a_1 =Res(f(z),z20)

ile gosterilir.

Teorem 3.1.10. (Basit Kutupta Rezidii) (Zill ve Shanahan, 1940) Bir w = f(z) karmagik

Jfonksiyonu 7 = zo noktasinda bir basit kutba sahipse o zaman z = 7o noktasindaki rezidiisii

Res(f(z),z0) = Zli)nzio (z—20) f(2)



bicimindedir.

Tanim 3.1.11. (Zill ve Shanahan, 1940) Bir w = f(z) karmagik fonksiyonu bir D bolgesinde,

belki D ’de ki kutup noktalar1 disinda her yerde analitik ise f ’ye “moromorfik fonksiyon” denir.

Bir moromorfik fonksiyon D bdlgesi i¢inde en fazla sonlu sayida kutup noktasina sahiptir.

o € Cve Re(a) > 0degerleriicinI' (e + 1) = al (&) esitliginden

C(oa+k+1)
o(oc+1)...(a+n—1)

=(a+kI'(a) (3.10)

yazilabilir. Simdi (3.10) esitligini kullanarak I' fonksiyonun k = 1,2,... olmak lizere k = —n

noktalarinda rezidisiinii verelim.

Ornek 3.1.12. (Spiegel, 1965) I'(«) fonksiyonu o = 0, —1,—2,—3,... degerleri icin kutup
noktasina sahiptir ve k = 1,2,... olmak iizere Gama fonksiyonunun & = —k noktalarindaki

rezidiisi

Res(T,—k) = Ilim (ou—(—k))T()

bi¢imindedir.

3.2. Laplace Doniisiimii

Laplace doniisiimil bir integral doniisiimiidiir ve zor bir diferansiyel denklemi, kolay ¢oziilen
bir cebir problemi haline getirip ardindan ters doniisiim yardimiyla sonucu elde etmek amaciyla

kullanilir.

Laplace doniisiimii matematikte bazi integrallerin hesaplanmasinda, integral denklemlerinin

coziilmesi ve kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilan oldukca yaygin bir



yontem olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bunun yani sira fizik, mithendislik gibi bilim dallarinda

da baz1 problemlerin ¢oziimiinde Laplace doniisiimii kullanilir.

Tanmm 3.2.1. (Schiff, 2013) f(v) ,[0,c0) araliginda taniml1 bir fonksiyon olsun. Herhangi bir u

gercel ya da karmagik sayisi i¢in

F(u) = /Oooe_wf(v)dv (3.11)

esitligindeki genellestirilmis integral yakinsak ise F(u) fonksiyonuna f(v) nin Laplace
Doniisiimii denir ve

L)y =F(u)

biciminde gosterilir. Yakinsama,

Igijzo ORe_”Vf(v)dv
limiti var oldugunda elde edilir. Eger limit yoksa genellestirilmis integral iraksaktir ve bu
durumda f(v) 'nin Laplace doniisiimii yoktur. (3.11) denklemini hesaplarken u degiskeni bir
sabit olarak alinir ¢iinkil integrasyon v ’ye gore alinmaktadir. Tanimdaki u parametresi (3.11)
Laplace integrali yakinsak olacak sekilde gercel ya da karmasik say1 kiimesinden segilebilir.

Eger u bir karmasik say1 ise u = x + iy gosterimini kullanacagiz.

Ornek 3.2.2. v > 0 olmak iizere f(v) = 1 fonksiyonunun Laplace doniisiimii % bicimindedir.

Gergekten, u € R ve u > 0 olmak iizere

L) = / e 1dy (3.12)
0
e UR
= lim ( +—>
R—o0 —Uu u
1
u
ve boylece
1
elde edilir.

10



Not 3.2.3. Eger u <0 ise (3.12) integrali iraksak olacagindan f(v) = 1 fonksiyonunun Laplace
doniisiimii yoktur. Ayrica; u bir karmagsik sayt ise Re(u) > 0 icin {1} = % elde edilir.

Ornek 3.24. f(v) = parcali fonksiyonunu goz Oniine alirsak Laplace
1; v>1
doniislimiiniin tantmindan

2U0)} = [ e rma

1 R
= / ve " dv+ lim e Wdy
0 R—o J1
1—e
= ) (Re(u) > 0)

olur.

Simdi de Laplace doniisiimii olmayan bir fonksiyona ornek verelim.

Ornek 3.2.5. v > 0 olmak iizere f(v) = ¢" olsun. Her u degeri icin

R 2 R
lim e WeV dv = lim eV T dy =00
R—e J0 R—e /0

olacagindan f(v) = e’ fonksiyonunun Laplace doniisiimii yoktur.

Orneklerde goriildiigii gibi baz1 fonksiyonlar igin Laplace doniisiimii hesaplanabilirken
bazilar1 i¢in hesaplanamamaktadir. Boylece “Laplace doniisiimiine sahip olan genis bir
fonksiyon sinif var midir” sorusu ortaya ¢cikmaktadir. Uzerinde calisilan fonksiyonlara birkag

kisitlama getirildiginde bdyle bir sinifin var oldugu goriiliir.

Tanim 3.2.6. (Parcal Siirekli Fonksiyon) (Schiff, 2013) v € (a,b) olmak iizere [a,b] aralig
sonlu sayida alt araliklarina boliindiigiinde f fonksiyonu bu alt araliklarin her birinde siirekli ve
v sayist bu alt araliklarin her birinin ug¢ noktalarina yaklastik¢a f(v) sonlu bir limite yaklagirsa

f’ye |a,b] aralifinda “pargali siirekli fonksiyon” denir.

Bir f fonksiyonu [a, b] aralifinda parcali siirekli ve vy, a < vy < b alt araliklarindan birinin

bir u¢ noktasi olsun. f(v) fonksiyonunun soldan limiti, v, vy "a soldan yaklagtiginda

lim f(v) yada f(vy)

V—)VO

11



biciminde tanimlanir. Benzer sekilde, v, v "a sagdan yaklastiginda f fonksiyonunun sagdan

limiti

lim+f(v) yada f(v)

V—)VO

bi¢iminde gosterilir. vy noktasinda f (v, ) ve f(v§) sonludur, fakat genelde bu degerler
birbirine esit degildir. Boylece f fonksiyonu (a,b) araliginda parcali siirekli ise bu aralikta
aym zamanda pargali siireklidir ve f fonksiyonu (a,b) arahiginda pargali siirekli ise bu aralikta

integrallenebilirdir.

Not 3.2.7. Eger bir f fonksiyonu parcali siirekli ise her bir alt aralikta stmirlidir; yani | f(v) |<
M;, R; < v < Ri1 olacak sekilde M; >0 (i=1,2,...n— 1) sayari vardwr.

Tanim 3.2.8. (Ustel Mertebeli Fonksiyon) (Schiff, 2013) f fonksiyonu vy > 0 olmak iizere

(vg,o0) aralig tizerinde tanimli olsun. Eger bir o gergel sayisi i¢in

| f) [SMe®,  v>g

olacak sekilde bir M > 0 say1s1 varsa f fonksiyonuna “oc—iistel mertebeli fonksiyon” denir.

Ornek 3.2.9. f(v) =", (n € N) fonksiyonu o herhangi bir pozitif say1 olmak iizere iistel

mertebelidir; ¢linkii

oy

V=0, (a>0)

lime™
y—yoo

oldugundan v > v i¢in

eV =e M <M
olacak sekilde bir M > 0 ve v > 0 vardir.
Ornek 3.2.10. f(v) = e’ fonksiyonu ar—iistel mertebeye sahip degildir.

Not 3.2.11. f a—iistel mertebeli bir fonksiyon ve B > o ise e < oB¥ (v > 0) olacagindan f

B —mertebeli iistel bir fonksiyon olur.

Simdi,
Z{UWY= [ e rey

12



Laplace doniisiimiiniin varlig: ile ilgili teoremi verelim.

Teorem 3.2.12. (Schiff, 2013) f fonksiyonu [0,00) araliginda parcalt siirekli ve ot—mertebeli
iistel bir fonksiyon olsun. Bu durumda Re(u) > a degerleri icin f fonksiyonunun Laplace

doniistimii vardrr.

Ispat:

/Ooo e f(v)dv= /OVO e " f(v)dv+ /V: e " f(v)dv (3.13)

yazilabilir. Kabuliimiizden esitliginin sag tarafindaki ilk integral vardir. Ayrica, f, @ —mertebeli

tistel bir fonksiyon oldugundan
| f(v) [< Me™ (v>w)
olacak sekilde en az bir M > 0 sayis: vardir. Boylece

e V) |< eTMe™ = Mem Ry sy

olur.
o R
/ Me =y —  lim [ Me =%y
Vo R—po0 Vo
R
Me—(u—a)v
= Ilim———
R—oo u—o
V0

_ lim( M )(e—w—a)m_e—(u—am)
R—oo \U— O

_ ( M )e_(”_a)VU,Re(u)>Ot
u—o

yazilabilir.  Boylece [~M e~ (=®)vqy integrali Re(u) > o degerleri icin vardir. Ayrica
kabuliimiizden e | f(v) |, [vo, o) araliginin her sonlu kapali alt araliginda integrallenebilirdir.
Boylece [-e™"| f(v) | dv integrali Re(u) > o degerleri igin vardir. Buradan [;"e™"" [ f(v) | dv

integralinin Re(u) > a degerleri i¢in var oldugu elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

|

Ornek 3.2.13. a € R olmak iizere f(v) = ¢® fonksiyonu [0,c0) araliginda siireklidir ve

a—mertebeli tistel bir fonksiyondur. Boylece Teorem 3.2.12 *den f(v) = e* fonksiyonunun

13



Laplace doniisiimii vardir. Laplace doniisiimiin tanimindan

g{eaV} — /0 e*MVe(lVdv

_ / o (u=ay g,
0

e—(u—a)v “

elde edilir.

Ornek 3.2.14. f(v) = v, (v > 0) fonksiyonu Teorem 3.2.12 teoreminin kosullarini

sagladigindan
Z{fn}=ZL{} = /ve”vdv
0
—uy |*° oo
== +l/ e "dv
u |p uJdo
1
= —Z{1}, (Re(u) > 0)
A |
= -
elde edilir.

Genel olarak tiimevarimlan = 1,2,3, ... de8erleri icin

L = uf—il (Re(u) > 0) (3.14)

bi¢cimindedir.
Ayrica, (3.14) esitligi 0! = 1 oldugundan n = 0 i¢inde gecerlidir.

[0,00) aralig1 tizerinde tanimli, gercel (ya da karmagik) degerli ve Laplace dontigiimii var
olan fonksiyonlarin kiimesi L ile gosterilir. Boylece Teorem 3.2.12 den [0, o) aralig1 iizerinde
taniml1, parcali siirekli ve iistel mertebeli fonksiyonlar L kiimesindedir. Ancak Teorem 3.2.12’in

kosullarindan en az birini saglamadigi halde L kiimesinde olan fonksiyonlarda vardir.
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Ornek 3.2.15. f(v) = 2ve” cos (ev2> olsun. f fonksiyonu [0,c) aralig1 iizerinde siireklidir

ancak listel mertebesi yoktur. Kismi integrasyon ile

bl 2 2
/ e "2ve" cos (ev )dv
0
—uyv _: V2 ® « —Uuy _: V2
= e "Ysinle +u e Ysinle )dv
0 0

= sinl +uL{sin (evz) }, (Re(u) >0)

yazilabileceginden ¥ {2vev2 cos (ev2> } Laplace dontisiimii vardir.

Teorem 3.2.16. (Laplace Doniisiimiiniin Dogrusallik Ozelligi) (Schiff. 2013) Re(u) > o icin
f1 € Lve Re(u) > B icin fr € L olsun. O zaman Re(u) > max{a,B} icin fi + fo € L 'dir ve

c1,¢2 € R sayilari igin
L{afitaht=aZ{fi}+aZ{f}
esitligi saglanir.

Gama fonksiyonu kavrami Laplace doniisiimiiniin kullanilmasinda ©Onemli bir yer

tutmaktadir.

Ornek 3.2.17. r € R olmak iizere f(v) =", (v > 0) olsun. —uv = s degisken degistirmesi

/Oooe_wvrdv = /Owes (—§>r (—%)

elde edilir. Boylece I fonksiyonun tanimindan

yapilirsa

L) = /“essrdszr(r+l)_rr(r) _rn(r—1)...1 (3.15)

w1 o utl T gl w1
elde edilir.
Not 3.2.18. Ornek 3.2.17 ile (3.14) esitligi her r € R icin gecerlidir.

Ornek 3.2.19. f(v) = v~ olsun. v > 1 degerleri icin | f(v) |< 1 olacagindan f fonksiyonu
0—iistel mertebelidir. Ayricav — 07 igin f(v) — oo olacagindan [0,0) aralifinda pargali siirekli

degildir. Ayrica ¥ {v_%} = \/g bigimindedir.
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Gergekten; (3.15) esitliginden

f{v—%}: F(_%_’_l) _ F(%l)

u % +1 2
olur. T' (1) = v/ oldugundan istenen elde edilir.

Teorem 3.2.20. (Birinci Oteleme Teoremi) (Spiegel, 1965) £ {f(v)} = F(u) olsun. Bu
durumda

ZL{e"f(v)} =F(u—a) (3.16)
bigimindedir.
Teorem 3.2.21. (Ikinci Oteleme Teoremi) (Spiegel, 1965) L {f(v)} = F (u) ve

giv—a); v>a

0; v o

olsun. Bu durumda

L{gv)} =e *F(u) (3.17)
bicimindedir.
Teorem 3.2.22. (Spiegel, 1965) £ {f(v)} = F(u) olsun. Bu durumda
1 u
Z{flav)}=—F (&) (3.18)
esitligi dogrudur.

Teorem 3.2.23. (Spiegel, 1965) £ {f(v)} = F(u) olsun. Bu durumda

3{ / vf(y)dy} i) (3.19)

u

bicimindedir.

Teorem 3.2.24. ( Baslangic Deger Teoremi ) (Spiegel, 1965) £ {f(v)} = F(u) olsun. Eger
limitler mevcut ise

limf(v) = limuF (u) (3.20)

v—0 U—0

bicimindedir.
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Teorem 3.2.25. ( Son Deger Teoremi ) (Spiegel, 1965) £ {f(v)} = F(u) olsun. Eger limitler
mevcut ise

lim f(v) = limuF (u) (3.21)

y—roo u—0

bicimindedir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliim dort kisstmdan olugsmaktadir. Birinci kisimda dejenere iistel, dejenere Euler ve
dejenere Gama fonksiyonu tamimlanmustir. ikinci boliimde dejenere gama fonksiyonu icin bazi
ozellikler verilerek esitlikler elde edilmistir. Uciincii boliimde dejenere Laplace doniisiimii
tanimi verilmistir. Dordiincii boliimde ise dejenere Laplace doniisiimiiniin uygulamalarina yer

verilmistir.
4.1. Dejenere Ustel, Dejenere Euler ve Dejenere Gama Fonksiyonlar

Bilindigi gibi, e yaklagik degeri e ~ 2,718281 olan bir say1 olmak iizere u = €' ile
tanimlanan fonksiyona “iistel fonksiyon” denir. Simdi iistel fonksiyonun “dejenere iistel

fonksiyon” olarak adlandirilan bir benzerini tanimlayalim.

Tanim 4.1.1. (T. Kim ve D. Kim, 2017) 4 € (0,e0) ve v € R olmak iizere
i 1
ey = (1+Av)7 4.1)

ile tanimlanan fonksiyona “dejenere iistel fonksiyon” denir. Ustel fonksiyon ile dejenere iistel
fonksiyon arasindaki iligki

lim ¢} = lim (1+Av)t =¢" (4.2)

A—07 A—07
bicimindedir.
Tamm 4.1.2. (Y. Kim vd., 2018) A € (0,) ve v € R olmak iizere ¢} dejenere iistel fonksiyonun

tersine “dejenere logaritmik fonksiyon” denir ve

A1
A

1%

log)v = 4.3)

biciminde tanimlanir. Boylece (4.1) ve (4.3) esitliklerinden
ey (logyv) =v =log; (¢})

\&

lim logyv = logv
A—0t L g
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olur.

Euler formiilii ¢ = cos0 + isin0 ile tamimlidir (Verma, 1974). Boylece

eiae 4 e—ia@
0)=——
cos(aB) 3
ve 0 »
elab _ p—ia
i (a) —
sin (a0) >

esitlikleri elde edilir. Euler fonksiyonuna benzer olarak dejenere iistel fonksiyon yardimiyla

dejenere Euler fonksiyonu tanimlanir.

Tamim 4.1.3. (T. Kim ve D. Kim, 2017) A € (0,) ve v € R olmak iizere
el = (1 +7Lv)/1i = cosy, (v) +isiny, (v) (4.4)

ile tanimlanan fonksiyona “dejenere Euler fonksiyonu” denir.

Tanimdan

lim €% = lim (1 —l—?Lv)% = ¢ = cos(v) +isin(v) 4.5)

A—0T A—0T

esitligi elde edilir. (4.4) ve (4.5) esitliklerinden

li = 4.6
lim cos; (v) = cos(v) (4.6)
lim si =i 4.7
Lim siny (v) = sin(v) 4.7)

elde edilir. Boylece sirasiyla dejenere cosiniis ve dejenere siniis olarak isimlendirilen

—iv

elV+e

cosy (v) = % (4.8)
v — e—iv

siny (v) = )“T)‘ (4.9)

fonksiyonlar: elde edilir (T. Kim ve D. Kim, 2017). Ayrica (4.4), (4.8) ve (4.9) esitliklerinden

Ve i i
cosk(v):%:5<(l+lv)7+(l+lv)_7> (4.10)

W e 1 i i
smk(v):%:z—i((wxv)z—(1+7w)—z) .11
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elde edilir ve

(cosy(v)) = %cos;L (v)=— 1 _:lvsinx(v) (4.12)
] A _ ! 4.13
(siny (v)) = Esm;L(v) = 1+;ch0s,1(v) (4.13)

yazilabilir. Simdi de dejenere kosiniis hiperbolik ve dejenere siniis hiperbolik fonksiyonlarinin

tanimlarini verelim.

Tanim 4.1.4. (T. Kim ve D. Kim, 2017) 4 € (0,%) ve v € R olmak iizere

eh +e,’
coshy (v) = A—2
2
eV —eV
sinhy, (v) = -2 3 A

ile tanimlanan fonksiyonlara sirasiyla “dejenere kosiniis hiperbolik fonksiyon” ve “dejenere

siniis hiperbolik fonksiyon” denir.

Boylece
coshy (v) = % ((1 FAV)E (1 +/lv)—%> (4.14)
. 1 1 |
sinhy (V) = 3 <(1+/1v)/1 —(1+Av) x) 4.15)

esitlikler elde edilir. Ayrica, coshy (v) ve sinhy (v) fonksiyonlarinin tiirevleri,

(coshy,(v)) = %coshx (v)= sinhy (v) (4.16)

1+Av

(sinhy (v)) = ;—vsinh,l (v)= coshy, (v) 4.17)

1+Av
bicimindedir (T. Kim ve D. Kim, 2017).

Tanmm 4.1.5. (T. Kim ve D. Kim, 2017) A € (0,0) olmak iizere 0 < Re() < % degerleri i¢in

dejenere Gama fonksiyonu

F;L(Oc):/o exvva_ldv:/o (1+?Lv)_%va_1dv

integrali ile tanimlanir. Ayrica
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1

/ (1+7Lv)7%va*1dv = la/ (14v)" 2 v* lay
0 0

= A %B (a, % - a)

s —a @Iz —a)
I'(z)

o

(4.18)

>l

esitligi elde edilir.
4.2. Dejenere Gama Fonksiyonunun Baz1 Ozellikleri

Teorem 4.2.1. (T. Kim ve D. Kim, 2017) A € (0,1) olmak iizere 0 < Re (o) < % degerleri

icin
(04
Ir(a+l)=——7—-T

T () (4.19)

bigimindedir.
Ispat: Dejenere Gama fonksiyonun tanimindan

oo

Ty(a+ )= [

; elvvadv:/o (1+lv)_%vadv

yazilabilir. Son integralde kismi integrasyon uygulanirsa

_1=2
2

(1=A)w)* ! dv

a oo
- A
Ty (0 +1) 1_/1/0 (1+m(1—x)v) e

_ ﬁ/j (l—l—%(l—/’t)\/) (1= ay  (4.20)

1-A
A

olur. (4.20) integralinde y = (1 — A1) v degisken degistirmesi yapildiginda A € (0, 1) oldugundan

_1-A
A o

o > A
F 1 e 1 (X—ld — F
rla+l) (1—A>a+1/0 ( +1—7Ly> Uy = ety ()
esitligi elde edilir. |

Teorem 4.2.2. (T. Kim ve D. Kim, 2017) n € Nve A € (0, #) olmak iizere n < Re (o) < %

degerleri icin

ofaa—1)...(a—(n+1)+1)

Betl) = Gohi-22). (- m) (= DT
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esitligi gecerlidir.
Ispat: A € (0, %) olsun. (4.19) esitliginden 1 < Re (@) < % degerleri i¢in

O (a+1) = (l_iﬁrlxl (@)

= () (T e

B o(a—1)
= G2 & Y

yazilabilir. Simdi de A € (0,%) olsun. Bu durumda (4.19) esitliginden 2 < Re (&) < %

degerleri i¢in

B o(a—1) B
FA(OC—FI) = (1_1)(1_21)061“%(06 1)
alo—1)(a—2)(1—24)%"!
=) =21 —3A)e 1" iy (2
_ oo —1)(—2)
= T2 —3aye 1l (@2
elde edilir. Bu sekilde devam edersek A € (0, 1) olmak iizere n < Re (o) < 152 degerleri
i¢in
B ola—1)...(ac—(n+1)+1)

Dule+) = G0 G (= (i Ay 1L ey (¢~ (A D)
_ o(a—1)...(c—(n+1)+1) . (a—n)
(1—=2)(1=24)...(1 —nA)(1 — (n+ D)A)e "+ —5ox
esitligi elde edilir. O
(4.21) esitliginden n € N ve A € (0, Fll) olmak iizere n < Re (@) < % degerleri i¢in
B a-nt1 Ip(a+1)  a(a—1)(a—2)...(a—n)

(L= (a1 5 o (a—n)  (I=A)(1=2A)...(1=n2)

1—(n+1

yazilabilir.

Teorem 4.2.3. (T. Kim ve D. Kim, 2017) n € N olmak iizere A € (O, %) degerleri icin

B (n—1)!
[y (n) = (1—2)(1—24)...(1—nA)

bicimindedir.
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Ispat: o0 =n+1 olsun. (4.21) esitliginden A € (0,1) degerleri igin

(n+1)! r . (1) (4.22)

D42 = G 02 . (=) (= (- DA, e

elde edilir. Ayrica A € (0,+15) degerleri igin

roaom o= (”mV) dv

- () () (rmaim)

0
_ 1=(n+1)2
R ECES)Y) (4.23)
olur. Boylece (4.22) ve (4.23) esitlikleri ile A € (0, ;=) degerleri igin
- (n+1)!
Fa(nt2)= (1=2)(1=24)...(1=nA)(1 = (n+ 1)A)(1 — (n+2)A) (:24)
elde edilir. O

Simdi de dejenere Gama fonksiyonunun rezidiilerini veren teoremi ifade edelim.

Teorem 4.2.4. (T. Kim ve D. Kim, 2020) A € (0,1) olsun. 0 < Re(s) < % degerleri icin
tammlanan Uy, fonksiyonu tekil noktalart s =0,—1,-2,... %, % +1,... noktalar: disinda basit
kutuplart olan C iizerinde tanimli meromorfik bir fonksiyona analitik olarak genisletilebilir ve

k=0,1,2,... olmak iizere

_ T
R€S(F;L, k) - k,l—, %) 9
DRI k1T (L 1k
Res (F;L, : +k) = (=1) f (’l—i— )
A KT (1)

bicimindedir.
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Ispat: Teorem 3.1.10 *dan k = 0,1,2,... olmak iizere

Res(Ty,—k) = lim (a—(—k))[ (a)

a——k

(a+k)A°T(a)[ (1 — )

.. k
olur. Ornek (3.1.12) *den Res (T', —k) = S oldugundan

Res (Fl, —k) =

(=DFA'T (7 +4)
k! r'(3)

S

elde edilir. Benzer sekilde k =0,1,2,... olmak iizere

1
Res (F;L, 1 +k)

elde edilir.

(o ()

V. (0= (F+k)A~T(a)L (4 — )
@bk r(z)

TG (o (1)) (1)

1
A
AE RO (L 4k
A 1(’L+) lim ((1—a>+k)r<
r'(z) o fk \\ A

— A Res (I', k
rp Y
(1) AT (f +K)
k! r(z)

A € (0,1) olmak iizere o € C\{O,—l,—Z,...%,%—k 1,...} degerleri i¢in

[ (o)

_ AT (a) T (

Sl
|
&
Il
5
S
S~
7~
R
I
|
R
N———

r(z)
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ve
1
AT, (o) = A2 °T, (X - a>
bicimindedir.
Simdi de I'y, fonksiyonu i¢in fark denklemini verelim.

Teorem 4.2.5. (T. Kim ve D. Kim, 2020) A € (0,1) olsun. o € C\{O,—l,—Z,...%,%—}— I,...}

degerleri icin

(04
Fl(aﬁ‘l):mrl(a)
esitligi gecerlidir.
Ispat: Teorem 4.2.4 *den
e T@EDTda-l) @t T@r(i-a)
rarl) = T (1 ~ A ) r(
(z) (z—a—1) (%)
IF'(o)l(+ -«
S S GO ) B SO S PP 95
Az —a—1) I'(5) 1—A(o+1)
ve boylece istenen elde edilir. O

Teorem 4.2.6. (T. Kim ve D. Kim, 2020) A € (0,1) ve k € N degerleri icin

esitligi elde edilir  Burada, (0)py = 1 ve (A)yy = (@ —A)...(a—(k—1)4) , k>1
bicimindedir.

Ispat: o =k , k € N olsun. Teorem 4.2.5 *dan

B k B k(k—1)
DD = 6 W = a2ger a2 %Y
- ke(k—1)---2-1
B '”_(1—(k+1)7t)(1—k)L)---(l—27L)F’l(l) (4.27)
olur. (4.25) esitliginden
1ot -1 1 1
D) = 3 ()F((zft) >:7L(%—1):1—7L (4.28)
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elde edilir. Boylece (4.27) ve (4.28) esitliklerinden
k-(k—1)---2-1
(I—(k+1DA)(1—kA)---(1=24)(1—=A)

O (k+1) =
T(k+1)

 (Drg2a

(4.29)

a

olur.
Teorem 4.2.7. (T. Kim ve D. Kim, 2020) A € (0,1) olsun. @ € C olmak iizere
a#0,—1,-2... %, % +1,... degerleri icin I fonksiyonunun Weierstrass ¢carpimi,
A¢ —yﬁ i AN %—Ot -
I (a) = er ext <1+—) 1
a(;-a)T(3) i k k
ATY d 1 x AL %— B
- 1+—) (1+2) 1+
s arp (e (3 z
bicimindedir.
Ispat: (3.5) esitligi ve Teorem 4.2.4 *den
1 1 1 1
= I'(-)A?
[ () </1) (o) (5 - )
= o o 1 0 l—OC 1 4
_ Aar<_)aewkr_11{(1+z)ek}(ra)ema>kr_11{(1+ak ) }
1 1 7 1 a 1«
= 2T (o o+ —a)et (1) (142 430
<)L)oc(/I a)ekl]l{ek O (12 (4.30)
esitligi elde edilir. (4.30) esitliginden I’ () fonksiyonu a =0,—1,-2,..., %, 7+ L % +2,
kutup noktalari analitiktir. Boylece,
! = AT ! o l—Oc lim e (I zt++5—logm) pi, ﬁeﬁl (l—l—g> 1 %_
I (a) A A m—oo m—yoo | L% n n
1 1 (o« r—a
_ o - - . — hd A
= A oc(/l “)F(x>n5fi nI;[lm x(l—i—n) 1+ 24— )]
e N e N e ey (o d—a
— A%+ —a)T(5) tim 14— H(H——) 1+
A A ) myeo | LS n bl n n
_1 1
1 1\ & 1\ % o = —
= A% (- —a ||+ the ) T () (14
G r (I () e (45



elde edilir. O

Teorem 4.2.8. (T. Kim ve D. Kim, 2020) A € (0,1) olsun. a € C olmak iizere
o #0,—1,-2,..., 4,4 +1,... degerleri igin
1

—a Lo 2
A ki ((k— 1)) w3

M) = r(h) ;finia(1+a)...(k—1+a)(%—a)(1+%—0‘)---("‘1+%_“)

bicimindedir.

Ispat: Teorem 4.2.7 *den

Ly (a) = ﬁ(;)a(;_a)g{(kzl)i(ka <k+£—a>}

S N {milt (m—1)! (m—1)!
L (7)o (g —a)me

ve boylece istenen elde edilir. O

Sonug 4.2.9. (T. Kim ve D. Kim, 2020) o € C\Z degerleri icin

no _I°-°[ l_a_z !
SinwoL - k?

1

bicimindedir.
Ispat: (4.31) esitliginde A — 1™ igin

k((k—1)1)?

EH ) B e e o e s )

(
1 £ a2\~
= EH (1—k—) (4.32)

esitligi elde edilir.

esitliginden A — 1~ i¢in

I ()= = (4.33)




olur. Boylece (4.32) ve (4.33) esitliklerinden istenen elde edilir. O

Simdi de beta fonksiyonu B(c,3) ’ye benzer olarak dejenere beta fonksiyonunu

tanimlayalim.

Tamm 4.2.10. (T. Kim ve D. Kim, 2020) &, B € Cve o, f #0,-1,-2,..., 5,7 + 1,1 +2,...

degerleri icin dejenere beta fonksiyonu

(@I (B)

PP = )

esitligi ile tamimlanir.

Teorem 4.2.4, Teorem 4.2.6 ve Teorem 4.2.7 ’den A € (0,1) ve o, #0,—1,-2, ..., %, % +
1,7 +2,... degerleri icin

- L= (G —h)
Bi(wp) = ppB@h)—Er,
(14 a8
_ TihGap) o A W#)(” :
- T(i)ep

esitligi elde edilir (T. Kim ve D. Kim, 2020).

Ozel olarak oo = n ve B =k, n,k € N degerleri igin

(D ntkt1.2 B(n.k)

B = D

bicimindedir.
4.3. Dejenere Laplace Doniisiimii

Dejenere Laplace doniisiimii ilk olarak Taekyun Kim ve Dae San Kim tarafindan
tanitilmigtir. Daha sonraki yillarda bu tanimdan yola ¢ikarak bircok teorem elde edilmis ve

kanitlanmigtir. Bu boliimde, Dejenere Laplace doniisiimii ve uygulamalar: ele alinmigtir.

Tanmim 4.3.1. (T. Kim ve D. Kim, 2017) A € (0, ) olmak iizere f(v) fonksiyonu v > 0 degerleri

i¢cin tanimli olsun.

Fy(u) = /000(1 —|—7Lv)7% fv)dv
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esitligindeki genellestirilmis integral yakinsak ise Fj (u) fonksiyonuna f(v) fonksiyonunun

“dejenere Laplace doniisiimii” denir ve

LAf(v)} = Fy(u)

bigiminde gosterilir. &, B € R olmak iizere

L{of(v)+Be(v)} = afH{f ()} +BL{e(v)}

esitligi saglanir. Yani dejenere Laplace doniistimii dogrusaldir.

Ornek 4.3.2. A € (0,) olsun. f(v) = 1 fonksiyonunun dejenere Laplace doniisiimii

31{1}:/0°°(1+M)%dv: u_lz’”ﬂ

ve f(v) fonksiyonun dejenere Laplace doniigiimii

_a * _uta 1
ZA{(l‘f’AV) l}—/o (1+AV) A dv_u—}—(x——l7u>_a+l

bicimindedir.
4.4. Dejenere Laplace Doniisiimiiniin Baz1 Uygulamalari

Ise oncelikle bazi elementer fonksiyonlarmn Dejenere Laplace doniisiimiinii alarak

baglayalim.

Teorem 4.4.1. (T. Kim ve D. Kim, 2017) A € (0,) olmak iizere

u—»A
2 {cosy(av)} = w—A)2+oa? (4.34)
ve
. o
g)ﬂ {Slnl((XV)} = m (435)
bicimindedir.

30



Ispat: f(v) = cos, (ov) olsun. Dejenere Laplace doniisiimii tanimi ve (4.5) esitliginden

L {cosy (av)} = /()00(1 + Av) " i cosy (ow)dv

+ai

1 o _u—ai _u
_ 5/0 (A0~ 4+ (14 A5 ) av

o 1 1
B E(u—?t—oci+u—l+ai>
1 2u—2A
- 5<m)
u—=»~A
(u—2A)2+ o2

esitligi elde edilir. Benzer sekilde, f(v) = siny (av) fonksiyonu i¢in dejenere Laplace

doniigiimii
L sing(av)} = /(1+7Lv) % siny (Qv)dv

- 2—/ 1+7w T (14 ) ”3“')dv
1 !
2 u—)L oi u—A+oi
&
C2i —|—O£2
T (- z) w—1)2+a?

olur. a

Teorem 4.4.2. (Dejenere Hiperbolik Fonksiyonlarin Dejenere Laplace Doniisiimleri) (T. Kim
ve D. Kim, 2017)A € (0,e0) olmak iizere

u—~»A
.,E/ﬂl {COSh,’L(aV)} = m (436)
ve
. (04
bigimindedir.
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Ispat: (4.14) ve (4.15) esitliklerinden

25 {coshy (o)} =

Ve

2 sinhy (av)} =

esitlikleri elde edilir.

/oo(l + Av) " *coshy (av)dy
0

1/ (1+7Lv)‘%+(1+kv)‘”T“>dv
2Jo
1 1 1
E(u—a—l u—i—Oc—l)
u—A
(u—21)2—a?

1/ (14 Av) ™5 — (14 A) ™5 ) v
2 Jo
1 1 1
Z(M—OC—?L u—HX—l)
o
(u—21)%— o

O

Simdi de Teorem (3.16) ile verilen Birinci Oteleme teoremine benzer olarak asagidaki

teoremi verelim.

Teorem 4.4.3. (Dejenere Laplace Doniisiimii icin Birinci Oteleme Teoremi) (Upadhyaya,

2018)A € (0,0) olmak iizere 5 { f (v

)} = F),(u) olsun. Bu durumda

L{ef" f(V)} =F(u—a)

bigimindedir.

(4.38)

Ispat: Dejenere Laplace doniisiimiiniin tanim (4.38) esitliginin sol tarafina uygulanir ve (4.2)

esitligi gbz Oniine alinirsa

e fv)}

= /Oooel”veffvf(v)dv
_ /OW(HM)%(HM)

>R

f(v)dv

(u—a)

= /Ooo(l—klv)lf(v)dv
= Fu-a)
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esitligi elde edilir.

(4.38) esitliginde A — OT"icin limit alinirsa (3.16) esitligi elde edilir.

Ornek 4.4.4. f(v) = cosy (v) olsun. Teorem 4.4.1 *den % {cos;v} =
Teorem 4.4.3 den %), {e coslv} u(”%m olur.
Genel olarak;
u—=»A

Ziteos( @} =g

ve
. a
fl {Sln;t((xv)} = m

oldugundan asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.4.5. (Upadhyaya, 2018) A € (0,00) olmak iizere

u—»~AL—ao
L {e}b cos; ﬁv)} = i—A—a) 1P
ve
B
L {e;L siny, ﬁv)} = =i —a) P
esitlikleri dogrudur.
Benzer sekilde;
u—=~A
2Ly {coshp(Bv)} = w—AP—p2
ve
. B
A {Slnhl (ﬁ\/)} - (l/t . 1)2 - Bz

oldugundan Teorem 4.4.3 kullanilarak asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 4.4.6. (Upadhyaya, 2017)

Uu—0o—A

L { e coshy (Bv)} = (u—o—2)%— B2

ve
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oldugundan



B

2z {ej{“’sinh)b (ﬁv)} = u—a—1)2_p2

ifadeleri gecerlidir.

Ornek 4.4.7. f(v) = e, " (3sinhy (2v) — Scoshy (2v)) olsun. Dejenere Laplace doniisiimiiniin

dogrusallifindan
25 {5 (3sinhy (2v) — 5coshy, (2v)) }
= 3.2 {e;"3sinhy (2v)} — 5.2 {e}"5coshy (2v) }
_ 3 2 _s u+l1-24
B (u+1-21)2—4 (u+1-21)2—4
B 1 —5u+54
 (ut+1-1)2—4
elde edilir.

Teorem 4.4.8. (Upadhyaya, 2017) A € (0,00) olmak iizere

o {(u—A)>—2u*}

Ly {cosy (aw)sinhy (av)} =

(u—2A)*+4at
ve )
25 {siny (o) sinhy (o)} = (uzf}t()bi:—/}lzx“
esitlikleri gecerlidir.
Ispat: Teorem 4.4.3 ve (4.37) esitli§inden
(04

o
L X sinhy (o) } i A

a{(u—2)*—20*+2ia(u—A)}
(u—A)*+4ot

yazilir ve e = (1+ lv)% = cos, v+ isiny,v esitligi kullanilirsa

a{(u—A)?—20>+2ia(u—1)}
(u—A)*+4o*

2, {(cosy (aw) + isinhy (av)) siny (ov) } =

elde edilir. Son esitligin gercel ve sanal kisimlar1 gbz 6niine alindiginda istenen elde edilir. O
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Teorem 4.4.9. (T. Kim ve D. Kim, 2017) A € (0, ) olmak iizere u > (n+1)A ve n € N degerleri

icin
P n!
W= (u—A)(u—21)...(u—nA)(u— (n+1)A)
n! 1
T Wt (A — 2k, (1= (EDAy (439
bicimindedir. Ayrica,
LV =u" T (n+1) (4.40)
esitligi gecerlidir.
Ispat: (4.18) esitlifinden
L") = /w(l—klv)j{v"dv
0
_ ! L 4
= A B(n-l—l,7L n 1)
ve
L = /w(1+zv)—ﬁv"dv
0
Af 1 —u—»> noo n o —u—A n—1
= _u—lz<l+lv) Ty 0+M—/1/0 (I+Av) 2 V' dy
o n ” /|
_ u—?L/o (1+Av) T ay (4.41)

elde edilir. u > (n+ 1)A olsun. O zaman (4.41) esitliginden

L /Ooo(l—k?w)_/'{v"dv

= [T e

- (u—ni(L’;(_ul—)z/l)/Ow(”M)_"flv”Zdv:.._
- (u—z)(u—z’;)...(u_n,l)/Om(1+lv>‘“ﬂdv
B (u—z)(u—zx)...(z!_na)(u_(Hm)

— uﬁl(l—%)(l—%)l...u_@)

= unilrg(mrl)
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olur. O
(4.40) esitliginin A — 07 icin limit alinirsa

n!

1 1 !
lim 2 {v"} = lim ——T(n+1)=——=Tn+1)=—-— neN
A—0 u

A—0" Lot utt urtl
esitligi elde edilir.

Tamm 4.4.10. (Dejenere Ustel Mertebeli Fonksiyon) (T. Kim ve D. Kim, 2017) A € (0,)
ve f fonksiyonu vy > 0 olmak iizere (vg, o) araliginda tamimh olsun. Eger bir a gergel sayist

icin

>IQ

| fW) |ISM(1+Av)2 | v>

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa f fonksiyonuna “dejenere o—iistel mertebeli fonksiyon”

denir.

Ornek 4.4.11. f(v) = v fonksiyonu A € (0,%0) olmak iizere a > A degerleri igin dejenere

o—listel mertebeli bir fonksiyondur.

Teorem 4.4.12. (T. Kim ve D. Kim, 2017) A € (0,e) olmak iizere f(v) fonksiyonu (0,o)
araliginda parcali siirekli ve dejenere a.—iistel mertebeli fonksiyon ise u > o + A degerleri

icin £, {f(v)} dejenere Laplace doniisiimii vardur.

Ispat:

/Ow(1+xv)ﬁf(v)dv
_ /v°(1+/1v)—%f(v)dv+/°°(1+7w)‘%f(v)dv
0 Vo

yazilabilir f fonksiyonu dejenere o —iistel mertebeli oldugundan

(14+Av) 4 [ f0) | < M14+Av)% (1+Av)

1

= M(1+2)"10% sy
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olur. Ayrica;

o R
/ M(1+lv)7%(”7a)dv = Mlim (1+7Lv)7%(”7a)dv
Vo R—po0 Vo
—Lu—0)+1 R
73
_ i LAY
R—yoo A—ut+a

Vo

— e i (AR A (1 e

ifadesi u > o + A degerleri i¢in yakinsaktir. ~ Boylece, fvlz(l—klv)_% f(v)dv integrali
u > o+ A degerleri igin vardir. Diger taraftan; f fonksiyonu (0,0) aralig1 iizerinde parcalt

siirekli oldugundan [,° (1+ 7Lv)_jli f(v)dv integrali vardir. Boylece istenen elde edilir. O

Simdi de asagidaki teoremle fonksiyonlarin tiirevlerinin dejenere Laplace doniisiimiinii

verelim.

Teorem 4.4.13. (T. Kim ve D. Kim, 2017) f,f,f",....f" V) fonksiyonlar: (0,e0) araligi
lizerinde siirekli ve dejenere oi—iistel mertebeli olsun. Ayrica f\") fonksiyonu (0,00) araligt

lizerinde parcali siirekli olsun. Bu durumda A € (0,%0) olmak iizere
LA} = wlurR) e (1= DAL {14+ A 0)
n—1 n—i—1
- Y r(0) ( IT u+(1—1)/1>
i=0 I=1

esitligi dogrudur. Burada f™ (v) = (%)n f(v) seklindedir.

Ispat: f(v) fonksiyonunun 1.,2.,...n. mertebeden tiirevleri icin Dejenere Laplace doniisiimii,

LAro) = f{frmf= o i o
— —f(O)—I—uZ,I{(l-I-?Lv)_lf(v)} (4.42)

olur.

A0+ W)} ==f0)+ (u+2A)L {(1+2Av) 2 f(v)}

bicimindedir. Boylece

2o} = 4 {(500)}=-r oz {am o)

= —f(0) —uf(0) +u(u+2A).Z {(1+ ) 2f ()}
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elde edilir. Bu sekilde devam edilirse

z{mw} - a{(%) v

= u(u+A)...(u+(n—1)A) L {A+A1v)"f(v)}
n—1 n—i—1
=Y 90 ( I1 u+(l—1)l>
i=0 I=1
ve boylece istenen elde edilir. O

Teorem 4.4.14. (T. Kim ve D. Kim, 2017)Z3{f(v)} = F,(u) olsun. A € (0,e0) olmak iizere

n € Ndegerleri igin

3 {tog(1+ 1)'s(0)} = (12 (5 ) Falw)

ifadesi gecerlidir.
Ispat:
Filw) = [ (1+an) )y
0
oldugundan
d °° 1 _u
SR = —/ log(1+Av)E (14 Av) 5 f(v)dv
u 0

= AL {0+M)f(v)}
elde edilir. Benzer sekilde,

_ (—1)2/1Z/Ow(zog(lmv))zumv)%f<v)dv
= (—1) A2 {(1+Av)2f(v)}

olur. Bu sekilde devam edilirse;

(%)"mu) = (1 [ (tog1+20) ) (1420 )y

_ (_1)%—"/:(1%(1+7Lv)>"(1+xv>—ﬁf(v)dv
= (=1)"A7" L {log(1+Av)"f(v)}
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esitligi elde edilir. O

Teorem 4.4.15. (Dejenere Laplace Doniisiimii Icin Ikinci Oteleme Teoremi) (Upadhyaya,
2018) A € (0,0) olmak iizere 5 { f(v)} = F; (u) olsun. Bu durumda

Sfonksiyonu icin

A‘ uo
L{s0)} =, "L 4 { (1 n 1+;La> f(v)} (4.43)

esitligi dogrudur.

Ispat: Dejenere Laplace doniisiimiiniin tanimindan

Zs0)} = [ 1+ Eelyay
= /a(H—ﬂ,v)_%g(v)dv+/m(1+7tv)_/b{g(v)dv
0 (o4

o u ° u
_s / (1+Av)~ Odv-l—/ (1+Av) "% f(v— a)dv
0 o
yazilabilir. Son esitligin sag tarafina v — @ = ¢ degisken degistirmesi uygulanirsa

LAs0)) = [ (+aera) o

w [ At O\ H
= (14l /1/ 1 t)dt 4.44
aaa)t [" (1) o o
olur. (4.44) esitliginde p = ; fk 5 yazilir ve ) = (1+ lv)% esitlidi g6z Oniine alinirsa

u(l-pa)

L)} = e [ o) o

_ e;m/:(wpt)Z(1+pz)“°‘f(z)dt

yani

H AW} =" L, {(1+p0)"“ f(p)}

esitligi elde edilir. Son esitlikteki  degiskenini v ile degistirir ve p yerine H% yazilirsa istenen

elde edilir. O
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Teorem 4.4.15 Teorem 3.2.21 ’nin genellestirmesidir. (4.43) esitliginde A — 0Ti¢in limit

alimursa (3.17) esitligi elde edilir.

) (v=3)73 :v>3
Ornek 4.4.16. g(v) = fonksiyonun dejenere Laplace doniisiimiinii bulalim.
0 v<3
f(v) =3 alinirsa
fv=3) :v>3
g(v) =
0 v<3

olur. Boylece (4.43) esitliginden

BlaW)} =L, {(1+

Av 3u ;
1+31) "

elde edilir.

Teorem 4.4.15 de f(v) =vP | B> —1veu> (B+1)A, A € (0,) olsun. Bu durumda

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.4.17. (Upadhyaya, 2018) A € (0, ) olmak iizere Z5{f(v)} = Fy (u) ve

olsun. Bu durumda

(] 4 Aor)Pt!

2 {5y =2 ry (B +1)

bicimindedir.

Ispat: (4.43) esitliginde f(v) = v* yazilir ve p = alinirsa

A
THia
AV uo
zi0) = oz, {1 5g) )
— e)buotg { 1+pv M(X ﬁ}
= [ ) %< +pv)* Py

— elua/o (l—i—pv)_ p

_ elua/: (1 4 mua —p(X)v)
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vﬁdv

_u(l-pa)

”{

u(l—pa)
u(l—pa)

u(1 —poc)v}[3

u(l—pa)



olur. u(1 — pa)v =y degisken degistirmesi uygulanirsa

ol - _u(l—pa)
2 - A | (e ty) Ty
2 {g(v)} (1= pa)BH Jy ( +u(1_pa)y) yody
elde edilir. (4.45) esitliginde u(1 — pot) > 0 ve A = —£— alimirsa
1-pa
e (14 Aa)Btl e A\ F
Ligv)}y = 2 eS| /0 <1+Zy) yPdy
e; "% (1 +Aa)Pt!
- U e

esitligi elde edilir.

(4.45)

(4.46)

a

Teorem 4.4.18. (Upadhyaya, 2018) A € (0,) olmak iizere £){f(v)} = F)(u) ve o # 0

degerleri icin
u

1
L {f(o)} =—Fs (<)
bicimindedir.

Ispat: Dejenere Laplace doniisiimiiniin tanimindan

2 (s} = [+ favay

yazar ve v = 1 degisken degistirmesi uygulanirsa

u

Zitr@n = [ (1450) s gan

o

olur. (4.48) esitliginde B = % olsun. Buna gore

LAsta)}y = o [apn) i fnn
- 2 (5) = an ()

esitligi elde edilir.

(4.47)

(4.48)

Teorem 4.4.18, (3.18) esitliginin bir genellemesidir; (4.47) esitli§inin A — 0Ticin limiti

alinirsa (3.18) esitligi elde edilir.
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Not 4.4.19. Daha once verilen (4.34) ve (4.35) esitlikleri (4.47) esitligi yardumiyla da verilebilir.

Gercekten,

3%FMMW}:Z;%%%1T

D {sing (v)} = m

oldugundan Teorem 4.4.18 "de f(v) = cos; (v) alimirsa

1 u
Zi{fa)} = Lifcosr(an)}=—F: (<)
1§ u—h
o(L—2p (u-2A)P+a
= L {cosp(aw)}
ve benzer sekilde Teorem 4.4.18 *de f(v) = siny v alimirsa
. 1 u
LAf(a)} = Zi{sim (@)} =—F: (=)
| 1 - (07
Coag-Erer w-Ap+a
= 2 {siny(av)}

elde edilir.

Teorem 4.4.20. (Upadhyaya, 2017) A € (0,00) olmak iizere £3{f(v)} = Fj(u) olsun. Bu

durumda

2 =z {0+ [ ojar) @.49)
biimindedir.
Ispat: g(v) = [y f(y)dy olsun. g'(v) = &£ {5 f(y)dy} = f(v) ve g(0) = 0 olur. Bbylece

ZA¢ 0} =2 { 000} = —e0) +u s {(1420) 1)}

oldugundan g'(v) = f(v) ve g(0) = 0 esitlikleri ile istenen elde edilir. O

(4.49) esitliginde A — 0" limit alinirsa (4.34) esitligi elde edilir.
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Ornek 4.4.21. f(v) = cos; (2v) olsun. (4.49) esitliginden

fl{(l—f—l\;)l/ovcosl(Zy)dy} = ifl {cos) (2v)}

ul(u—2A)%+4]
olur.

Teorem 4.4.22. (Upadhyaya, 2017) A € (0,%0) olmak iizere £3{f(v)} = Fy(u) olsun. Bu

/:F,l(u)du =12 {—log(]i(:—)/lv) }

durumda

bicimindedir.

Ispat: Dejenere Laplace doniisiimiiniin tanimindan

R = 5400 = [T (1+a0)E f)av

esitliginin her iki tarafinin ¥ = u *den u = o ’a kadar u degigskenine gore integrali alinirsa

/;F,l(u)du = /uwdu/om(l +7Lv)_%f(v)dv

elde edilir. u ve v bagimsiz degiskenler oldugundan son esitlikteki integralin siras1 degisebilir.

Boylece

/;F;L(u)du _ /mf( )dv{/uw(lJr?Lv)_/uldu]

:/f v 1+/1v)ﬁr

log(1 +lv)*l

e (A E
- /Of(v)dv [O —+log(1+Av)

_ * e fO)
B ;L/O (1+4v) log(1+Av)

- 2l i)

esitligi elde edilir. O
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Teorem 4.4.23. (Periyodik Fonksiyonlarin Dejenere Laplace Doniisiimii) (Upadhyaya, 2017)
f(v), periyodu @ olan bir periyodik fonksiyon yani k = 0,1,2,... degerleri icin f(v+ k) =
f(v) olsun. A € (0,00) ve 6 =

2 ..
e olmak iizere

)

LAy =Y (1 + ko)1 Uow(l +61)70 (14 601)"*® £ (1) dr

k=0
bicimindedir.
ispat: O

> rlk+l)o

LWy = [asatrme=Y [

k=0 ko

(14+Av) "% f(v)dy
yazilir ve f(v) periyodik fonksiyonu i¢in v =t + k® degisken degistirmesi uygulanirsa

H{f)} = ki‘b/ow(l+l(t—|—ka)))_f{f(t—|—ka))dt

>l

— i/owawlkw)—i (1+1f;kw)_ F(0)dt (4.50)
k=0

olur. (4.50) esitliginde 0 = yazilirsa

_A
1+Akw

L)) = Z(1+ka>%/ow(1+et)e Flr)de

ve boylece istenen elde edilir.

Teorem 4.4.24. (Dejenere Baslangic Deger Teoremi) (Upadhyaya, 2017) A € (0,0) ve f

fonksiyonu tiirevlenebilir olsun. Bu durumda

limf(v) = limu%y {(1 —|—7Lv)_1f(v)}

v—0 U—roo
bicimindedir.

Ispat: (4.42) esitliginden

LA} = /0°°(1+/1v)a” f(v)dv=—Ff0)+u; {(1+7w)*1f(v)} 4.51)
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yazilir ve (4.51) esitli§inde u — oo icin limit alinirsa

{es)

lim [ (1+Av)% f(v)dv=—f(0)+ limuZ {(1+ )" f(v)} (4.52)

u—oo J( U—roo

elde edilir. f fonksiyonu tiirevlenebilir oldugundan siireklidir ve bdylece f(0) = limf(v)

v—0
yazilabilir. O halde (4.52) esitliginden
0=—f(0)+ limu 2 {(1+Av)~'f(v)}
olur. linz) f(v) = £(0) oldugundan
V—r
. T -1
lim f(v) = limu 23 {(14+ )" £(4)}

esitligi elde edilir. O

Teorem 4.4.25. (Dejenere Son Deger Teoremi) (Upadhyaya, 2017) A € (0,0) ve f fonksiyonu

tiirevlenebilir olsun. Bu durumda

limf(v) = i%uﬁl {1 +7Lv)_]f(v)}

bicimindedir.
Ispat:
LAWY = /0°° (14 A0 7 ' (W)dv = —F(0) + 1y {(1+Av) "1 f(v))
esitlizinde u — 0 icin limit alinirsa
/:f'(v)dv = —£(0) + limu 2, {(1+29)" f ()}

yani
FOINZG = —f(0)+ limu 25 { (14 Av) "1 F(v) }
olur ve boylece istenen elde edilir. O

Teorem 4.4.24 ve Teorem 4.4.25 de A — 0% icin limit alimirsa (3.20) ve (3.21) esitlikleri
elde edilir.
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5. SONUC

Bu yiiksek lisans tez calismasinda; dejenere iistel, dejenere Euler ve dejenere Gama
fonksiyonlarinin tanimi ve Ozellikleri ile dejenere Laplace doniisiimiiniin tanimina ve bazi
uygulamalarina yer verilmistir.  Dejenere Gama fonksiyonun rezidiisii, dejenere Beta
fonksiyonu ile iligkisi verilmistir. Ayrica trigonometrik fonksiyon, iistel mertebeli fonksiyon
gibi bazi temel fonksiyonlarin dejenere Laplace doniisiimii hesaplanmistir. Son olarak dejenere

baglangic deger ve dejenere son deger teoremlerine yer verilmistir.

Dejenere Gama fonksiyonu ve dejenere Laplace doniisiimiiniin literatiirdeki 6nemi ve bu
konuda yapilan ¢alismalar géz Oniine alindiginda, bu yiiksek lisans tez ¢alismasi daha sonra
yapilacak caligsmalara yol gosterici olabilecektir. Ayrica bu konu hakkinda temel bilgiye sahip

olmak isteyen arastirmacilara da ogretici bir kaynak olacaktir.
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