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OZET

Sabit nokta teorisinin uygulamali matematigin yani sira miihendislik, biyoloji,
istatistik gibi birgok anabilim dalinda uygulamalar1 mevcuttur. Bulanik kiime
kavramimin gelisimi ile birlikte sabit nokta teorisi bulanik kiimeler iizerinde de
gelistirilerek genis uygulama alani bulmustur. Bu tez ¢alismasinda ilk olarak bulanik
kiime teorisi hakkinda temel kavramlara yer verilecektir. Daha sonra sabit nokta
teorisinin bulanik metrik uzaylardaki gelisimi ele alinacaktir. Boylece, bulanik daralma
dontigiimleri ile birlikte bulanik sabit nokta teoremleri sistematik olarak aragtirilacaktir.
Son olarak, bu sabit nokta teoremlerinin integral denklemlere uygulamasi {izerine

yapilan ¢alismalar irdelenecektir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik kiime, Bulanik metrik uzay, Bulanik sabit nokta

teoremleri, integral denklemler.
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SUMMARY

Fixed point theory has applications in many branches of science such as
engineering, biology and statistics, as well as applied mathematics. With the
development of the concept of fuzzy sets, fixed point theory has been developed on
fuzzy sets and has found a wide application area. In this thesis, first the fundamental
concepts about fuzzy set theory will be included. Then, the development of fixed point
theory in fuzzy metric spaces will be discussed. Thus, fuzzy fixed point theorems along
with fuzzy contraction mappings will be systematically investigated. Finally, studies on
the application of these fixed point theorems to integral equations will be examined.

Keywords: Fuzzy set, Fuzzy metric space, Fuzzy fixed point theorems, Integral

equations.
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1. GENEL BILGILER

1965 yilinda Zadeh "bulanik" belirsiz kavramini ortaya atmistir (Zadeh,1965).
Bulanik kavrami cebir, topoloji, grafik teorisi, miihendislik gibi bircok alanda
kullanilmaktadir. Bulanik mantik insanlar tarafindan, giinliik dilimizde kullanilan
kesinlik bildirmeyen ifadelerin derecelendirilmesini saglar. Ornegin, "biraz sicak”,
"hemen hemen dogru”, "¢ok giizel" gibi belirsiz ifadeler sayisal olarak ifade edilemez.
Bulanik mantik bu gibi ifadelerin sayisal olarak derecelendirilmesini saglar. Diger bir
ornekte ise "kahvenizin nasil olmasini istersiniz?" seklinde garsonun sordugu bir soruya
"kesinlikle 0,58 oraninda sekerli olsun” seklinde cevap veremeyiz. Bulanik mantik
kavraminda kesinlikle dogru ya da kesinlikle yanlis degerler yoktur. Bunun yerine
kismen dogru, kismen yanlis gibi belirsiz ifadeler kullanilir.

Klasik mantikta ise bir ifade veya eleman bir kiimeye ya aittir ya da degildir veya
bir kavram ya tamamen dogrudur ya da tamamen yanhstir. Ornegin “Pazartesi giinii
hava sicakligt 32 derece olacak.”, “9/A smifindaki kilosu 45 in iizerinde olan
ogrenciler.” bu ifadeler klasik mantig1 temsil eder. Fakat, “Soguk su sevmem.”, “Diin
hava fazlasiyla sicakti.” ve “O kiz ¢ok zeki.” bu ifadeler ise bulanik mantigi temsil eder.

Klasik mantikla matematik modeller ortaya konarak ¢oziilmesi ¢ok zor veya
imkansiz olan sistemlerde bulanik mantik kullanilabilir. Bunun i¢in problem &nce
bulanik hale getirilip, bulanik mantigin ortaya koydugu prensipler g¢ergevesinde
¢oziildiikten sonra ortaya g¢ikan bulanik ¢6ziimiin gercek diinyada bir sonug¢ olarak
ortaya konmasi gerekir. Asagida Sekil 1’de bu belirtilen algoritmanin semasi

goriilmektedir (Taggin, 2002).

Klasik Diinya Bulanik Diinyasi
Bulaniklastirma
Problem » Bulanik Problem
Bulanik Mantik

Bulanik Kiimeler
Bulaniklastirmay1

giderme
Cozim Bulanik C6ziim

Sekil 1. Klasik mantigin bulanik mantik bi¢iminde ¢oziimlenmesi



Zadeh’in ¢alismasindan sonra bulanik topolojik uzay kavrami (Chang, 1968) ve
(Lowen, 1976) caligmalar ile literatiire kazandirilmistir. Bdylece klasik topolojide
yapilan ¢aligmalar i¢in yeni bir alan olusturmustur. Metrik en genel anlamda, uzaydaki
nokta ¢iftleri ile pozitif bir reel sayi iliskilendirmek olarak ifade edilebilir. Son elli yi1lda
bu kavramin bir¢ok genellemesi elde edilmistir. Bulanik metrik kavrami da bunlardan
biridir. Fakat metrik uzaylardan farkli olarak; bulanik metrik uzaylarda iki nesne
arasindaki mesafe, kesin bir reel say1 ile ifade edilmez. Kramosil ve Michalek (1975)
calismalarinda bulanik metrigi tanimladiktan sonra George ve Veeramani (1994)
Hausdorff uzay yapisini elde edilebilmek i¢in Kramosil ve Michalek’in bulanik metrik
uzay tanimini yeniden giincellemislerdir. Bu sayede klasik analizde yapilan pek c¢ok
caligsma bulanik uzaylara taginmistir.

Matematigin en basarili ve etkili araclarindan biri sabit nokta teorisi 6zellikle
diferansiyel denklemler, kismi diferansiyel denklemler, integral denklemler gibi
alanlarda oldugu kadar diger anabilim dallarinda genis uygulamaya sahiptir. Sabit nokta
teorisi ¢esitli kosullar altinda Stephan Banach tarafindan 1922'de sabit noktanin
varhigmin ve tekliginin ispatlanmasi ile ortaya konmustur (Banach, 1922). Sabit nokta
teori arastirmacilar1 bulanik metrik uzaylara yogun ilgi gostermislerdir. Farkli kosullar
altinda bir fonksiyonun sabit noktasinin varligini ve tekligini incelenmislerdir. Abu
Osman, Banach'm sabit nokta teoremini bulanik metrik uzaylarda ele almistir (Abu
Osman, 1983). Ardindan Grabiec (Grabiec, 1988), George ve Veermani (George ve
Veermani, 1997), Gregori ve arkadaslar1 (Gregori ve Romaguer 2000, 2004, Gregori ve
Sapena 2002, Gregori vd. 2016), Hadzic ve Pap (Hadzic ve Pap 2002), Mihet (Mihet
2004, 2008) gibi arastirmacilar bulanik sabit nokta teoremi ve bulanik metrik uzaylarin
diger oOzellikleri {izerine ¢alismislardir. Hem klasik metrik uzaylardaki daralma
dontigtimlerinin  bulanik versiyonlari hem de yeni tanimlanan bulanik daralma
dontistimleri ile bulanik metrik uzaylarda bircok sabit nokta teorisi literatiire
kazandirmistir. Bulanik metrik uzaylarda sabit nokta teorisi iizerine ¢ok sayida c¢alisma
mevcuttur. Bu ¢alismalardan bazilar1 burada sunulmustur. Ilgilenen arastirmacilar bu
calismalara ve buradaki referanslara bakabilir: (Chitra ve Subrahmanyam, 1987; Mihet,
2004, 2007, 2008; Tiirkoglu vd., 2006; Alaca, 2009; Abbas vd., 2012; Samet vd., 2012;
Wardowski 2013; Beg vd., 2013; Chauhan vd. 2013; Shukla ve Abbas, 2014; Gopal ve
Vetro, 2014; Gregori ve Mifana, 2016; Radenovic vd., 2017; Sangurlu Sezen ve
Turkoglu, 2017; Melliani ve Moussaoui, 2018; Cho vd., 2018, Sedghi vd., 2018;
Shukla vd., 2018; Ahmad vd., 2019; Gregori vd., 2019a, 2019b; Mahmood vd. 2019;

Wang vd., 2019; Zheng ve Wang, 2019; Tiwari ve Som 2019; Rakic vd., 2020; Saleem
2



vd., 2020; Sola Erduran, 2020; Gubran vd., 2021; Rasham vd., 2021; Singh vd., 2023;
Senocak ve Giiner, 2023).

Bulanik metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri iizerine yapilan calismalarla
birlikte bu teoremlerin integral denklemler iizerine uygulamalar yapilmaktadir (Gopal
vd., 2014; Mishra vd., 2016; Jain ve Jain, 2021; Mohammadi vd., 2021; Wong vd.,
2023). Tiim bu gelismelerle 1518inda, bulanik kiimeler teorisi potansiyel bir disiplinler
arasi arastirma alami olarak ortaya c¢ikmistir ve bu da c¢alismamizin motivasyonunu
olusturmaktadir. Tez ¢alismasinda bazi sabit nokta teorilerine yer verildikten sonra

(Mishra vd., 2016) caligmast ayrintil olarak incelenecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu béliimde sirasiyla fonksiyonel analiz, integral denklemler ve sabit nokta teorisi

ile ilgili baz1 temel kavramlar verilmistir.

2.1. Fonksiyonel Analizin Temel Kavramlari
Tamim 2.1.1. X bos olmayan herhangi bir kiime olmak tlizere d: X X X —» R

fonksiyonu V x,y,z € X igin;

i. dix,y) =2 0

ii. d(x,y) = 0 & x =y (Ozdeslik Ozelligi)
iii. d(x,y) = d(y,x) (Simetri Ozelligi)

v, d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (Uggen Esitsizligi)

kosullarmi sagliyor ise d fonksiyonuna X kiimesi iizerinde metriktir denir. Uzerinde bir
d metrigi ile taniml1 olan uzaya da metrik uzay denir ve bu ifade (X, d) ile gosterilir. X
kiimesinin elemanlarina da (X, d) metrik uzayinin noktalar1 denir.

Eger metrik tanimindaki ii kosulu saglanmiyor ise ii kosulu yerine;
(ii) Vx € Xigind(x,x) = 0
kosulu alinirsa (i), (if) ', (iii) ve (iv) kosullarmi saglayan d fonksiyonuna yari metrik,

uzaya da yar1 metrik uzay denir (Bagkan vd., 2006).
Ornek 2.1.1. d : Rx R - R,

d(x,y) =[x =yl

seklinde tanimlanan d fonksiyonu bir metriktir. Bu metrige R nin alisiimis metrigi veya
mutlak deger metrigi ad1 verilir.

Ornek 2.1.2. a,b € R, a < b kosulunu saglayan iki say1 olsun ve

C([a,b],R) ={f | f : [a,b] » R, f siirekli fonksiyon}



kiimesi tanimlansin. Analizin temel teoremlerinden bilinir ki
f:la,b]> R, g:[a,b] >R

stirekli fonksiyonlar ise
IfI:la,b] > R, f—g:[ab] >R

fonksiyonlar1 da stireklidir. Bu halde,

{If(x) —gx)|: x € [a,b]}

siirekli bir kiime ise {istten sinirlidir. Dolayisiyla, bu kiimenin supremumu vardir.
Weierstrass ekstrem deger teoreminden, bu kiimenin bu aralikta maksimumu mevcuttur.

Boylece, d, : C X C - Rve

do(f,9) = max{|f(x) — g(x)| : x € [a,b]}

seklinde tanimli doniistim anlamli olup, (C[a, b], do,) bir metrik uzaydir.

Ornek 2.1.3. C[a,b]ile [a,b]iizerinde tanimli tiim reel degerli siirekli

fonksiyonlarin  uzaymi  gosterelim. d(x,y) = f;lx(t) —y()|dt ile tamimh

fonksiyonun C|[a, b] tizerinde bir metrik oldugunu gosteriniz.

Coziim: d fonksiyonunun i, i, iii, iv sartlarin1 sagladigini1 gosterelim.
Vx,y,z € Cla, b] ve Vt € [a, b] i¢in

i -y 0
b
j (D) — y(©)] dt = 0

d(x,y) = 0

mutlak deger metrigi oldugundan i sart1 saglanir.



i.  dxy) =0 [Tlx®) -y@©ldt=0

S |x() —y@®)|=0
e x(t) = y(t)

Sx=y

oldugundan ii sart1 saglanir.

ii.  deoy) = [Dlx(© - y©ldt = [Ply(®) — x(©)] dt = d(y,%)

oldugundan iii sart1 saglanir.

iv. |x(®) —y(@®)] < [x(@) = z(O)] + |z(¢) — y (O]

oldugundan

d(x,y) = [71x(8) = y(t)] dt

b
< j () — 20| + |2(0) — y(©)] dt

b b
= flx(t) —z(t)| dt + fly(t) —z(t)| dt

=d(x,z) +d(z,y)

gerceklenir. O halde iv saglanir. Bu durumda d fonksiyonu C[a, b] iizerinde bir
metriktir.

Tamm 2.1.2. N, dogal sayilar kiimesi {izerinde taniml1 her fonksiyona bir dizi
denir ve (x,) seklinde gosterilir (Musayev ve Alp, 2000).

Tamm 2.1.3. (X, d) bir metrik uzay ve (x,), X de bir dizi olsun. Ve > 0 i¢in
dny(e) € N oyle ki Vn = ny(e) igin d(x,, x) < € ise (x,,) dizisi x e yakinsaktir denir
(Bayraktar, 2006). Yani,

lim d(x,,x) =0
n—->oo



olacak bigimde x € X mevcutsa (x,) dizisi X de yakinsaktir ve x e de dizinin limiti

denir. Su halde, (x,,) dizisi yakinsak ve

lim x, = x

n-co
ise n — oo iken (x,) — x seklinde gosterilir. (x,) dizisi yakinsak degilse iraksaktir
denir.

Tamm 2.1.4. (X, d) bir metrik uzay ve (x,), X de bir dizi olsun. Her € > 0 i¢in
Ang(€) € N vardir dyle ki her m,n > ny(¢) igin d(x,, x,,) < €ise (x,) dizisine X de
bir Cauchy dizisi ad1 verilir (Bayraktar, 2006).

Teorem 2.1.1.(X,d) bir metrik uzay olsun. (X,d) de her yakinsak dizi bir
Cauchy dizisidir (Bayraktar, 2006).

Teorem 2.1.2.(X,d) metrik uzayinda bir Cauchy dizisinin alt dizisinin
yakinsadigi degere dizinin kendisi de yakinsar (Bayraktar, 2006).

Tamm 2.1.5. (X,d) metrik uzayindaki her (x,) Cauchy dizisi, yine uzayn bir
elemanina yakinsak olmasi durumunda yani (x,) = x € X ise (X,d) metrik uzayi
tamdwr denir (Bayraktar, 2006).

Ornek 2.1.4. a € R olmak iizere R Oklid uzaymin R —{a} alt uzay1 tam
degildir.

Cozim: x, = a+ % olmak iizere R — {a} da (x,,) alinirsa

oldugundan (x,) Cauchy dizisidir. Fakat bu R — {a} alt uzayinda bu dizi yakinsak
degildir. Ciinkii lim x,, = a dir. a € R — {a} dur.
n—->oo

Ornek 2.1.5. Q rasyonel sayilar kiimesi tam degildir. Gergekten;
(x,) = (1,1.4,1.41,1.414, ...,) dizisi (Q,d) de bir Cauchy dizisidir fakat bu dizinin
yakinsadigr lim x, = r, sayisi rasyonel sayilar kiimesinin iginde degildir. Bundan
n—oo
dolay1 Q rasyonel sayilar kiimesi tam degildir.
Ornek 2.1.6. R mutlak deger metrigine gore tamdir.

Tanmim 2.1.6. X bos olmayan herhangi bir kiime ve F (R veya C) bir cisim olsun.

+:XxX-X, (a,b)=a+b



FxX-X, (a,b) > ab

dontistimleriyle yukaridaki islemler tanimlansin. Va, b,c € X ve Va, € F i¢in

h.a+b=b+a,
hLa+(b+c)=(a+b)+c

lii. a + 0 = a esitligini saglayan yalniz bir 0 € X mevcuttur,
iv. a + (—a) = 0 esitligini saglayan yalniz bir (—a) € X mevcuttur,
v.l.a=a,
vi. (af)a = a(Ba),
vii. a(e + B) = aa + Ba,
viii. (a + b)a = aa + ba,

kosullar1 saglaniyorsa, X e FF cismi lizerinde bir vektor (lineer) uzay denir (Maddox,
1970). Burada, F nin elemanlarina skaler, X in elemanlarina ise vektor adi verilir.
Ayrica eger X vektor uzayinda F = R olarak alinirsa reel vektor uzayi, F = C olarak
aliirsa da kompleks vektor uzay: olarak adlandirilir.

Ornek 2.1.7. X = R" kiimesi

X = (xli "'!xn) y Y= (yl' "'ﬂyn)

vb. seklinde yazilan, tiim sirali reel say1 n-lilerin kiimesi olsun. R nin bir cisim oldugu

dikkate alindiginda x,y € R" ve a € R olmak {izere R" kiimesinin

x+y=01+y,%+ Y 0, Xy + V), ax = (axq, ..., ax,)

islemlerine gore vektor uzayidir. Burada islemlere sirasiyla bilesen toplama ve skalerle
carpma denir.
Tamm 2.1.7. X, F cismi iizerinde herhangi bir vektor uzayi ve K, X uzayinin bir

alt kiimesi olsun. Her a, 8 € [F ve her a, b € K igin,

a+beKveaa €K

sartlar1 saglaniyorsa K kiimesine X vektor uzayinin alt uzayi denir ve bu iki sart aa +

Bb € K seklinde de gosterilebilir (Maddox, 1970).
8



Ornek 2.1.8. X bir vektor uzayi olsun. {8} < X kiimesi bir alt vektor uzaydir.
Tanmim 2.1.8. F cismi {izerinde iki vektor uzayr X veY olsun. Her x,y € X ve

a,f €F igin,

T(ax + By) = aT(x) + BT (y),

saglaniyor ise, T: X — Y fonksiyonuna bir lineer doniisiim denir (Bayraktar, 2006).
Tanmim 2.1.9. X # @ kiimesi F (R veya C) cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun.
Kabul edelim ki,

I-l: X > R, x - [lx]|

fonksiyonu Vx,y € X ve a € FF i¢in

i. [|lx]] =0
ii. [x]| =0 x=0
iii. [|ax|| = |a||lx||

iv. [lx + vl < [lx|l + Iyl

sartlarin1 sagliyorsa, ||-|| fonksiyonuna norm fonksiyonu ve (X, ||-]|) ikilisine de normlu
uzay denir. i, ii, iii ve iv 6zelliklerine norm aksiyomlar: denir (Maddox, 1970).
Ornek 2.1.9. X = Rve x € X i¢in

I'll : R-> R, x - |[x]| = |x]|

seklinde tanimlanirsa R kendisi lizerinde normlu uzaydir. Gergekten, Vx,y € R ve a €

R i¢in

i Jlxll = x| =0
ii. |lx]| =0 @ |x]| =0 x=0
iii. [lax|| = |ax| = |allx| = |a|||x]|

v [lx +yll = lx + yl < x| + |yl = llxll + Iyl = llx + yll < llxll + 1yl

sartlar1 saglanir. O halde (IR, ||*||) normlu uzaydir. Benzer olarak,

9



I'l: Q » @ x — [lx|| = [x]

icin (Q, ||*]|) de normlu uzaydir.
Teorem 2.1.3. Her normlu uzay bir metrik uzaydir. Fakat genelde tersi dogru
degildir (Musayev ve Alp, 2000).

Ispat: (X, ||||) normlu bir uzay olmak iizere
d:XXX->R, dixy) = llx—yll

seklinde tanimlanan uzaklik fonksiyonunun X iizerinde bir metrik oldugu goriiliir.

Gergekten, Vx,y,z € X i¢in

i. d(x,y) =0, x—y=>0 = |[lx—y|| =0

. dix,y) =0 |x—y[|=0= x—y=0 Sx=y

ii. dix,y) =llx—yll = lI-@&v =2l = lly — x|l = d(y,x)

iv. d,y) =llx—yll=llx—z+z-yll
<llx—zll+llz=yll = d(x,2) + d(z,y)

oldugundan dolay1 d, X tizerinde bir metriktir. O halde her (X, ||-|]|) normlu uzayindan
bir (X, d) metrik uzay1 elde edilebilir. Bu sekilde elde edilen d metrigine ||-|| normunun
indirgendigi (iirettigi, dogurdugu) metrik ad1 verilir

Ornek 2.1.10. X # {8} vektér uzay1 iizerinde tammli metrigin normdan
tiretilmedigini gosteriniz.

Coziim: x # y olacak sekilde x,y € X ve a # 0 ve a # 1 olacak sekilde bir a
skalart almir. x # y oldugundan ax # ay olup d(ax,ay) =1 # |ald(x,y) = |a|
gerceklenir. O halde oteleme degismezligi ger¢eklenmediginden d metrigi normdan
tiretilmemistir.

Tamim 2.1.10. (X, [|*]|) bir normlu uzay olsun, (x,) bu uzayin i¢inde bir dizi ve
x € X olsun. Eger Ve > 0 igin 3Any(e) € N 3 Vn > ny(e) igin |[x, — x| < € ise (x;)
dizisi x e yakinsaktir denir (Soykan, 2008). Yani,

lim||lx, —x||=0
n—->oo

ise (x,) dizisi x noktasina yakinsiyor denir ve (x,) — x veya
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olarak ifade edilir. Normlu uzayda tanimlanan bu yakinsamaya norma gére yakinsama
denir.

Tanmm 2.1.11. (X, |||, (Y, |[-]) normlu uzaylar ve f:X — Y bir fonksiyon ve
x € X olsun. Eger ki V € > 0 sayisina karsilik gelen, her y € X igin ||[x — y|| < & iken
If (x) — f()Il < & olacak sekilde bir § > 0 mevcutsa f fonksiyonu x noktasinda
stireklidir denir (Soykan, 2008).

Tammm 2.1.12. (X, ||-|]) bir normlu uzay ve Y, X in bir alt kiimesi olarak

tanimlansin. Buna gore,
d(Y) = sup{llx -yl : x,y €Y} = 0

sayisina Y kiimesinin ¢apt denir. Eger bir Y € X kiimesinin ¢ap1 sonlu ise Y kiimesine
smirl kiime adi verilir. Ayrica X igindeki (x,,) dizisine karsilik gelen noktalar kiimesi
smirl ise (x,,) dizisine simirl: dizi denir (Rynne ve Youngson, 2008).

Ornek 2.1.11. A = {(x,y):x% + y% = 1} ise cap1 d(A4) = 2 dir.
Ornek 2.1.12. (x,) = (%) dizisi smirli midir?

Coziim: Gergekten, dizinin terimlerini bir A kiimesi i¢erisinde distintlir. Burada,

Az{L

N |-

,%, } ise gapt d(4) =1
dir. O halde (x,,) dizisi sinirlidir.

Ornek 2.1.13. (x,) = (n) dizisi sirh degildir. Ciinkii, dizinin terimleri bir A
kiimesi icinde

A=1{1,23 ..}

olsun. Dogal sayilar iistten sinirli olmadig i¢in

d(A) <K

11



olacak sekilde bir K > 0 sayis1 mevcut olamaz, yani A kiimesi sinirsizdir. O halde (x,,)
dizisi siirsizdir.
Teorem 2.1.4. Norm fonksiyonu siireklidir (Soykan, 2008).

Teorem 2.1.5. (x,), (X, ||-|l) normlu uzayinda bir dizi ve x € X olsun. Eger

lim x, = x
n—-oo
ise,
i. x limiti tektir.

ii. (x,) dizisi sinirhdir.
iii. (x,) dizisinin her (x,, ) alt dizisinin limiti de x dur.
iv. a, (a,) € Fi¢in (a,) — aise (a,x,) - ax.

V. y, (yn) € X igin () — yise (x,+y,) = x + .

ifadeleri dogrudur (Soykan, 2008).

Tamm 2.1.13. (X, ||:||) bir normlu uzay ve (x,), X de bir dizi olsun. Her € > 0
icin Any(€) € N vardir 6yle ki her m,n = ny(¢) igin |[|x, — x| < € ise (x,,) dizisine
X normlu uzayimnda bir Cauchy dizisi ad1 verilir (Bayraktar, 2006).

Tamim 2.1.14. Eger bir normlu uzayda her Cauchy dizisi, bu normlu uzayda
yakinsak ise bu uzaya bir tam uzay denir (Maddox, 1970).

Tanmm 2.1.15. (X, ||-|) normlu uzay olsun. Eger X uzay1 norm metrigine gore
tamsa X e bir Banach uzayr denir (Kreyszig, 1978). O halde her Banach uzay1 bir tam
normlu uzaydir.

Ornek 2.1.14. R" = {x = (x4, %y, ..., %,,) : x; € R, 1 < i < n} kiimesi

1
n 2
x| = (le#)
i=1

normuna gore bir Banach uzaydir.
Coziim: R" in bir normlu uzay oldugu biliniyor. Bu halde R™ in bir Banach uzay

oldugunu gostermek i¢in tam oldugunu gostermek yeterlidir.
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(on) = 21" ooy X'}

R™ de bir Cauchy dizisi olsun. Yani, Ve > 0 i¢in 3ny(e) € N 6yle ki Vm,r > ny(e)

iken |[x,, — x|l < & olsun.

vm,r > ny(e)vel <i <nigin

1

n 2
ot = 1l = (le{” - x{|2> <e
i=1

olur. Buradan ise, vm,r > ny(e) ve 1 < i < nigin

n

leim —x7|? < &?

i=1
|x™ — x]|? < €2
|x* —x]| <€

bulunur. Bu ise (x/™) dizisinin R de Cauchy dizisi olmas1 demektir. R tam oldugundan

lim x* = x;

m-—oo

olacak sekilde x; € R vardir.
x = {xq, X5, e, Xp}

alinirsa, x € R™ dir. Bu halde (x,,,) dizisinin x e yakinsak oldugu gosterilsin.
vm,r > ny(e)vel <i < nigin
|x* —x]| <€

esitsizliginin her iki tarafinin m > ny(€) ve r — oo igin limiti alinirsa,
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lim |x* — x]| < lim ¢
T —00 Tr—00
|2 —x;| < ¢

m
Xi =X

bulunur. O halde, (x,,) = x olup R™ in n-boyutlu Oklid uzay: tamdr.

Ornek 2.1.15. C" = {z = (24,23, ..., Z,) : z; € C, 1 < i < n} kiimesi

1
n 2
Izl = (lem)
i=1

normuna gore Banach uzaydir.

Tanmim 2.1.16. F cismi iizerinde bir lineer uzay X olmak iizere, f: X — F lineer
doniistimiine bir lineer fonksiyonel adi verilir. Yani lineer fonksiyonel, kompleks ya da
reel degerli lineer bir doniisiim olur (Musayev ve Alp, 2000).

Tanmm 2.1.17. X, F cismi lizerinde bir normlu uzay olsun. X {izerinde tanimli tiim
sinirh lineer fonksiyonellerden olusan Banach uzayina, X nin normlu duali denir. X" ile
gosterilir (Musayev ve Alp, 2000).

Tamim 2.1.18. X' Banach uzaymin normlu duali X" = (X')’ uzayina, X in ikinci
duali denir. O halde ikinci dual uzay da bir Banach uzaydw (Musayev ve Alp, 2000).

Tanmm 2.1.19. X, F cismi ilizerinde bir normlu uzay ve X = X" ise X uzayma
yansimali (veflektif) uzay adi verilir (Musayev ve Alp, 2000).

Tamim 2.1.20. X bir normlu uzay ve (x,), X de bir dizi olsun. Eger,

lim x, = x

n—>oo

olacak sekilde bir x € X var ise, (x,) dizisi x e kuvvetli yakinsaktir denir. x, b X
seklinde gosterilir (Maddox, 1970).

Tamim 2.1.21. X bir normlu uzay ve (x,), X de bir dizi olsun. Eger her f € X’
i¢in

lim £ (x,) = f(x0)

n—-oo
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olacak sekilde bir x, € X eleman varsa (x,,) dizisi x, a zayif yakinsaktir denir. x, 5 x
seklinde gosterilir (Maddox, 1970).

Tamm 2.1.22. X, bir reel vektor uzay olsun. X tizerinde
():XxX >R
fonksiyonu her x,y,z € X ve her a, f € R igin

i (x,x) =0

ii. (x,x) = 0ancak veancak x =0
iii. (x,y) = (y,x)
iv. (ax + By, z) = alx,z) + B(y, z)

ozelliklerini sagliyorsa (-,) fonksiyonuna bir i¢ ¢arpim denir. X kompleks degerli bir ig

carpim ise Iii sart1 agagidaki sekilde ifade edilir

V. (x,y) = (y,x),

(Bayraktar, 2006).
Ornek 2.1.16. x = (xq,%,, v Xn), ¥ = (¥1,¥Y2, -, Vn) € R™ olmak tizere

() R"xR" > R,
n

(,¥) = x1¥1 + X35 + -+ Xy = ZxRYk ,
k=1

fonksiyonu R"™ iizerinde bir i¢ ¢arpimdir.
Ornek 2.1.17. F (R veya C) cisim ve C[a, b] ise [a, b] kapal1 araliginda taniml

stirekli fonksiyonlarin kiimesi olsun. Bu takdirde f, g € C[a, b] ve a € F olmak tizere;

(f+9) ) =fx)+g9x) ve (af)(x) = af (x)

seklinde tanimlanirsa C[a, b] bir lineer (vektor) uzaydir.
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b

(f, g) = f F() G0 dx

a

seklinde tanimlanan (-,) fonksiyon ise bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur.

Tamm 2.1.23. i¢ carpimdan elde edilen norma gére bir i¢ ¢arpim uzayl tam
oluyor ise bu uzay bir Hilbert uzay: olarak adlandirilir (Bayraktar, 2006).

Tamm 2.1.24. 1 < p < 400 olsun. X kiimesi tlizerinde tanimli, R degerli, X
olgiilebilir |f|P fonksiyonunun I dlglimiine gore integralinin sonlu oldugu u denklik
siniflarinin olusturdugu aile LP = LP (X, X, ) ile gosterilsin. f € LP(X,Z,u), 1<p <

oo i¢in LP ailesi

1/p

Ifll, = j flrdu |

normuna gore bir Banach uzaydir (Aliprantis ve Burkinshaw, 1998).

2.2. Integral Denklemler

Tamim 2.2.1. Bilinmeyen fonksiyon integral altinda olan denklemlere integral

denklem denir.

x(®) = f(£) + A [, K(¢,5)x(s)ds (1)

Bu denklemde x(t) fonksiyonu bilinmeyen fonksiyon, f(t) ve K(t,s) fonksiyonlar
onceden verilmis belli fonksiyonlardir, A ise parametredir. K(t,s), a<t,s<b
fonksiyonuna integral denklemin ¢ekirdegi denir. f(t),a <t < b fonksiyonuna ise
integral denklemin serbest terimi denir (Kokli, 2018).

Integral denklemleri lineer ve lineer olmayan integral denklemler olmak iizere iki
farkli sinifa ayirabiliriz.

Tanmm 2.2.2. (1) integral denkleminde x(t) bilinmeyen fonksiyonu lineer

oldugunda bir lineer integral denklemdir. Eger,

x(®) = f(©) + A[, K(t,)x"(s)ds, n#1 2)
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ise bu integral denklemde x(t) bilinmeyen fonksiyonunun n. kuvveti bulundugundan
lineer olmayan integral denklemdir (Koklii, 2018).

Tanmm 2.2.3. (1) integral denkleminde f(t) serbest terimi [a, b] araliginda sifira
doniistiigiinde, yani her bir t € [a, b] i¢in f(t) = 0 sart1 saglandiginda (1) denklemine
homojen, aksi halde homojen olmayan integral denklem denir (Koklii, 2018).

Homojen integral denklemlerin, kolayca goriilebilecegi gibi x(t) = 0 olan bir
¢Ozimii vardir. Buna asikar ¢oziim veya trivial ¢oziim denir,

Integral denklemler yapilarma gére {i¢ smifa ayrilir.

Tamim 2.2.4. x(t) fonksiyonu bilinmeyen fonksiyon, f(t) ve ¢(t) fonksiyonlari

onceden verilmis belli fonksiyonlar ve K (t, s) ¢ekirdek fonksiyonu olmak tizere

¢ = f(O) + A [, K(t,5)x(s)ds 3)

seklindeki denklem tiplerine /. ¢esit (cins)integral denklemler denir.

Eger, integral denklem

x(8) = f(©) + A [ K(t,5)x(s)ds (4)

seklinde ise yani bilinmeyen fonksiyon integralin hem i¢inde hem de disinda ise Il. gesit
(cins) integral denklemler denir.

Eger, integral denklem

$(O)x(t) = £(£) + 1 [, K(t,5)x(s)ds (5)

seklinde ki integral denklemlere ise Ill. ¢egit (cins) integral denklemler denir (Kokli,
2018).

Burada dikkat edilmelidir ki 1. gesit ve II. gesit integral denklemler Ill. gesit
integral denklemlerin birer 6zel halidir. Yani, lI1. gesit integral denklemde ¢(t) =0
alinirsa 1. gesit integral denklem; ¢ (t) = 1 alinirsa 1. gesit integral denklem elde edilir.

Ote yandan, integral denklemlerin lineer ve homojen olup olmadiklarina
bakmaksizin integral sinirlariin  degisken veya sabit olmalarma gore de

siniflandirmalar yapilmaktadir.
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Tamm 2.2.5. Integral smirlar1 sabit olan denklemlere Fredholm integral
denklemler, integral smirlarindan biri degisken olan denklemlere Volterra integral
denklemler denir (Kokli, 2018).

Yukarida ifade edilen integral denklem siniflari i¢in asagida bazi1 6rnekler verelim.

x(t) =sint + %fol(t +5%).x(s) ds (ikinci ¢esit lineer homojen olmayan
Fredholm integral denklemi)
t = fol e lt=sl x2(s) ds (birinci gesit lineer olmayan
homojen Fredholm integral denklemi)
cost=t—m+ fots. sinx(s) ds (birinci ¢esit lineer ve homojen olmayan

Volterra integral denklemi)

x(t) = fots.x(s) ds (ikinci cesit lineer ve homojen
Volterra integral denklemi)
tx(t)=et +1— flt(t —5s)2.x(s)ds (iigiincii cesit lineer ve homojen

Volterra integral denklemi)

2.3.  Sabit Nokta Teorisi ile ilgili Baz1 Temel Kavramlar

Iterasyon yontemleri lineer olmayan problemlerin ¢dziimiinde yaygin olarak
kullanilan ¢ok yararli matematiksel yontemlerden biridir. Bu yontem ilk olarak
Liouville (1837) tarafindan tanmitilmis ve Cauchy (1821) tarafindan kullanilmigtir. Fakat
Picard (1890) tarafindan sistematik olarak gelistirilmistir. Banach (1922) tarafindan adi
diferansiyel denklemler icin baslangic deger problemlerin ¢oziimiiniin varhig ve
tekligine iliskin ispata kullanilmistir. Banach sabit nokta teoremi, 6zellikle 20. ylizyilin
ikinci yarisinda bircok arastirmacinin - gelistirdigi iterasyon modelleri, daralma
dontigiimleri ve farkli uzay se¢imleri ile bircok sabit nokta teoremlerinin
tanimlanmasina olanak saglamistir. Bu gelismelerle birlikte zaman igerisinde konunun
literatiire sabit nokta teorisi olarak yerlesmesine neden olmustur.

Tamm 2.3.1. X # @ birkiime ve T : X — X bir doniisiim olsun.

Tx =x (6)
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esitligini saglayan x € X elemanina T nin bir sabit noktas: denir. T nin tim sabit
noktalariin kiimesi Fp , F(T) ya da Fix(T) ile gosterilir (Berinde, 2007). Bu tez
calismasinda Fr gdsterimi kullanilacaktir.

Ayrica bir T : X = X doniisiimiiniin hi¢bir sabit noktasi olmayabilir, yalniz bir
sabit noktasi olabilir veya birden fazla sabit noktasi olabilir.

Ornek 2.3.1. X =[0,1]veT:X - X, Tx = x? ise Fr = {0,1} olur.

Ornek2.3.2. X=RveT:X—>X, Tx=6-—xolsun. Tx =x yani 6 —x = x
den bu doniisiimiin sabit noktas1 x = 3 dir. Yani F; = {3} diir.

Ornek 2.3.3. X #@ bir kime ve I:X — X,Ix = x 6zdes (birim) déniisiimii
verilsin. Bu durumda X in her noktas1 I 6zdeslik doniisiimiiniin bir sabit noktasi olur.
Yani, F; = X dir.

Ornek 2.3.4. X # @ bir kime ve X = [0,1] ve

seklinde tanimlanan doniisiimiin sabit noktas1 Fp = {é} dir.

Ornek 2.3.5. X = R? kiimesi gdz 6niine alinsin.
I a # 0 olmak iizere, Tx = a + x olarak tanimlan T : R? -» R? &Steleme

doniistimiint alalim. Su halde,

Tx =x

a+x=x

oldugundan T doniisiimiiniin bir sabit noktasi mevcut degildir.

ii. 0 <60 < 2migin

cosf —sin 9] [x]
y

T(xy) = [sinB cos 8

_ [xcos@ —ysin6
"~ lxsin +ycos6

= (xcos8 —ysin6,xsin6 + ycos0)
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ile verilen T : R? > R? dénme doniisiimiiniin tek bir sabit noktast mevcuttur ve bu

(0,0) noktasidir. Gergekten,

T(x,y) = (xy)
(xcosO —ysinb,xsinf +ycosb) =(x,y)

{xcos@—ysin@ =x
xsin@+ycosf =y

iii. {(x,0) : x € R} kiimesinin her bir elemani1

T(x»)’) = (x’ —3’)

ile taniml1 T : R? > R? yansima déniisiimiiniin sabit noktasidir. Baska bir deyisle, T
doniisiimiiniin sonsuz sabit noktas1 mevcuttur.
T : X — X doniisiimiiniin sabit noktalar1 aslinda, X tizerindeki I birim fonksiyonu

i¢in verilen,
(T-Dx)=0

denkleminin ¢6ziimleri ile aynidir. Bu halde bir denklemin ¢6ziimiinii bulmak igin
standart bir yontem, buna karsilik gelen fonksiyonun sabit noktalarini aragtirmaktir.
Simdi sabit nokta teorisi ile ilgili caligmalarda kullanilan bazi daralma
dontigiimleri ve iterasyon kavramlarina yer verilecektir.
Tamim 2.3.2. (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. Eger her
x,y € X icin;

d(Tx,Ty) < Ad(x,y) (7)
olacak sekilde bir A > 0 sayis1 mevcut ise T ye bir Lipschitz doniisiimii denir
(Berinde, 2007).

Ornek2.3.6. X=R, d(x,y) = |x —y|ve Tx = 4x olsun.

d(Tx,Ty) = |4x —4y| = 4|x — y| = 4d(x,y)

20



dir. Bu durumda A >4 i¢in T doniisimii Lipschitz sartin1 saglar. Tanimdan da
anlasilacagi tizere, her T Lipschitz donilisiimii diizglin siireklidir. Fakat her diizgiin
stirekli doniisiimiin ise Lipschitz sartin1 saglamasi1 gerekmez.

Ornek 2.3.7. f(x) =+x seklinde tanimlanan £:(0,1) - R fonksiyonu
diizgiin stireklidir. Fakat Lipschitz sartin1 saglamaz.

Tamm 2.3.3. (X,d) bir metrik uzay ve T: X — X bir Lipschitz doniisimii olsun.
Eger her x,y € X igin,

d(Tx,Ty) < Ad(x,y)

olacak sekilde en az bir 1 € [0,1) sayis1 bulunabiliyorsa, T ye daralma (contraction)
donitistimii denir (Berinde, 2007).
Ornek 2.3.8. X = [0,00),d(x,y) = |x —y| olsunve T:X — X déniisiimii

T(x) =3+ %arctan(x) seklinde tanimlansin. V x,y € X i¢in,

d(Tx,Ty) = |3 + %arctan(x) — (3 + %arctan(y)) |

1
=73 |arctan(x) — arctan(y)]|

1

an ()
> arctan 1+xy

1 —
S—x 4
211+ xy

< Loyl
< glx-y

1
< Ed(x,Y)

boylece A € E, 1) icin T donilisiimiiniin daralma doniisiim oldugu elde edilir.

Uyan 2.3.1. Lipschitz sartin1 saglayan her doniisiim diizgiin siireklidir, o halde
daralma doniigsiimleri de diizgiin siirekli olur. Yani T siirekli degil ise, bir daralma
doniisiimii olamaz. Fakat, T daralma doniisiimii olmasa da, herhangi bir n i¢in T" bir
daralma doniisiimii olabilir.

Tamim 2.3.4. (X,d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Vx,y € X

ve x # y i¢in
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d(Tx,Ty) < d(x,y)

ise T ya bir kesin (strict) daralma doniisiimii denir (Berinde, 2007).

x
1+]|x|

Ornek2.39. T: R — R tanimh T(x) =x+ 1 — donisiimii ele alalim.

IT'"xX)|=1-(1+x])?<1
dir. Her x < y i¢in

y
Ty — Tx| = fT’(t)dt

X

y
< flT’(t)l dt

y
<fdt
X
= |y — x|

olur. R de mutlak deger metrigine gore T kesin daralma doniistimiidiir.

Tamim 2.3.5. (X,d) bir metrik uzay ve T: X — X bir Lipschitz doniisiim olsun.
Eger her x,y € X icin,

d(Tx,Ty) < d(x,y)

ise T ye bir genislemeyen (nonexpensive) dontisiim denir (Berinde, 2007).
Ornek2.3.10. X =R, d(x,y) = |x —y| ve T:X —» X doniisimi Tx = x +

4 seklinde tanimlansin. Su halde,
d(Tx,Ty) = |x+4—-y—4|=|x—y|l=d(x,y)

olup, her x,y € X i¢in |[Tx — Ty| < |x —y| sart1 saglandigindan T bir genislemeyen
doniisiim olur.
Yukarida tanimlanan doniisiimler arasinda,

Daralma = Kesin Daralma = Genislemeyen = Lipschitz
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seklinde bir bagint1 vardir.

Tanim 2.3.6. X # @ bir kiime olsun. T : X — X bir doniisiim ise,

ToT(x) = T(T(x))
ile verilen T? doniisiimii de X » X bir doniisiimdiir ve buna T nin ikinci iterasyonu

denir (Soykan, 2008). Genel olarak m adet T den elde edilen

ToTo..0T(x)=T(T(..T(x)..))

mtaneT

ifadesine T nin m. iterasyonu denir ve T™ ile gosterilir.
Bir iterasyon yonteminin en genel tanim1 asagidaki gibi ifade edilebilir.
(X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir doniisim olsun. f bir fonksiyon olacak

sekilde, bir sabit nokta iterasyon yontemi en genel sekilde;

{ Xo € X, (®)
Xns1 = f(T,x,), n=0,12,...

denklemi ile tanimlanir.
Tamim 2.3.7. (Picard iterasyon Yéntemi): (8) ile verilen ifade de her n € N

icin Picard iterasyonu (ardisik yaklagiklar dizisi)

Xn+1 = f(T' xn) =Tx,

seklinde tanimlanir (Picard, 1890).
Ornek 2.3.11. X = [0,1] ve T:[0,1] > [0,1], Tx=1—x olacak sekilde

genislemeyen bir donilisiim olsun. Bu doniisiimiin sabit noktasi % dir. Yani Fp = {%} dir.

Burada herhangi bir x, = a # % noktasi i¢in Picard iterasyonu:

x1=Txg=1—a

X, =Tx; =T?*xy= a

= Tx, =T%x; = T3xo= 1—
X3 =Tx, =T?xy = T3xg = a

Xp =Txp_1 =T?x,_5 = T3x,_3 == T"x,
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seklinde bulunur ve bu a,1—a,a,1—a,a,... saliniml diziye karsilik gelir. Bu
salimiml dizi a # % icin yakinsak olmadig1 i¢in, Picard iterasyonu bu doniisiimiin sabit

noktasina yakinsamaz.

Asagida verilen Banach sabit nokta teoremi, bir tam metrik uzay {izerindeki
herhangi bir daralma doniisiimii i¢in bir sabit noktanin varliginmi ve tekligini garanti eder
ve hesaplamak i¢in bir yontem saglar (Banach, 1922).

Teorem 2.3.1: (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X - X bir daralma doniisiimii
olsun. Bu durumda,

i. T nin bir tek x € X sabit noktas1 vardir.
ii. Herhangi bir x, € X i¢in {T™x,} iterasyon dizisi, T nin bu sabit noktasina yakinsar.
(yani vn € N igin x,, = T(x,_,) ile taniml (x,,) iterasyon dizisi T nin bu

sabit x  noktasina yakinsar).
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3.  BULANIK KUME KAVRAMI

3.1. Bulanik Kiime ile Tlgili Temel Kavramlar

Bir biiytikliiglin niceligini veya niteligini anlatmak i¢in giinliikk dilde
kullandigimiz bazi kavramlar, birden fazla 6zelligi ayn1 anda gosterebilir, agik ve net
tek bir anlam1 yoktur. Ornegin “iyi” sifat1 bir gekici nitelerken kullanish, fonksiyonel
gibi anlamlara gelirken, bir 6grenci i¢in Ornek-caligkan, bir ¢orba icin lezzetli-giizel
anlamlar1 tagiyabilir. Kesin degerli kiimelerle bulanik kiimelerin farkini su ifadelerle de
aciklamak miimkiindiir. Bir¢ok biiytikliigli veya ifadeyi kesin sinirlarla siniflara ayirmak
miimkiindiir. Baz1 kavramlar ise, az ya da ¢ok gibi birden fazla 6zelligi ayni anda
gosterebilir. Bu kavrami, baskin 6zelligini gosterdigi sinifa dahil etmek, diger 6zelligini
ihmal etmek dogru bir yaklasim olmayabilir. Yasgli-geng, 1lik, soguk, sicak gibi
kavramlar net olmayan ifadelerdir ve ifadeleri agiklayabilmek i¢in kiimeler
kavramindan yararlanilir.

Tanmm 3.1.1. X bostan farkli bir kiime olmak iizere X iizerinde A bulanik kiimesi
Us: X = I <[0,1] olmak lizere A = {(x, pa(x)) : x € X} seklinde tanimlanir. Burada
Vx € X igin py(x) degerine x in Abulanik kiimesine ait olma (iiyelik) derecesi ve
w4 fonksiyonuna da idiyelik fonksiyonu denir. Tanimdan anlasilacagi tizere her A klasik

(crisp) kiimesi

1, xeA
MA(X)={O xeA

ile taniml karakteristik fonksiyonu ile bir bulanik kiime olarak ifade edilebilir (De Luca
ve Termini,1970).

Tamim 3.1.2.  (Bulanik Kiimelerde Uyelik Dereceleri)

Bir bulanik kiimesinin iiyelik dereceleri [0,1] arasindadir (Zadeh, 1965).

Genel bilgilerde ifade edilen "9/A sinifindaki kilosu 45 in iizerinde olan kilolu

ogrenciler” 6rneginin grafigini asagida Sekil 2 ve Sekil 3’de inceleyelim.



Uyelik
A derecesi

45 70 kel

Sekil 2. Kilosu 45 in iizerinde olan kilolu 6grenciler

veya,

Uyelik
derecesi
A

0 45 70 (k]
Sekil 3. Kilosu 45 in iizerinde olan kilolu 6grenciler

Bulanik kiimesi = {iiyelik derecesi (u)/eleman} ile gosterilir. Yani, F = Y uy(X)/X
seklinde de gosterilir.

Bulanik kiime 6rnekleri:

Matematik miihendisligi boliimiindeki zayif 6grenciler =

{0,3/Murat + 0,5/Ahmet + 0,4/Selin + 0,2/Bilisra}

Matematik miihendisligi boliimiindeki sigman 6grenciler =

{0,7/Murat + 0,5/Ahmet + 0,6/Selin + 0,8/Biisra}

Tamim 3.1.3. y, X kiimesinin bir bulanik kiimesi olsun. O zaman t € [0,1] igin
pe = {x € X:p(x) = t}

kiimesine y bulanik kiimesinin seviye alt kiimesi denir (Kandasamy, 2003).
Ornek 3.1.1. X kiimesi hava sicakhigimin derecelerinin kiimesi olsun. u bulanik
kiimesi ise ideal olan hava sicakligmin bir bulanik kiimesi olsun. Ideal hava sicaklig

25 ile belirlenirse, bu durumda uy(25) = 1 olur. 15 in altinda veya 35 in {izerinde olan
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hava sicakliklarinin tiyelik dereceleri ise 0 olur. O halde 15 ile 35 dereceleri arasindaki
sicakliklarin tiyelik dereceleri [0,1] araliginda iken 22 ile 28 arasinda kalan sicakliklarin
tiyelik dereceleri [0,5,1] araliginda degisiyorsa, u bulanik kiimesinin seviye alt kiimesi

22 ile 28 arasinda bulunan sicakliklarin bulanik kiimesi olur ve
o = {x € X u(x) = 0,5)

seklinde gosterilir. Asagida Sekil 4’1 inceleyelim.
u(x}

1.0

0,5

0.0

v

15 22 25 28 35 X

Sekil 4. Hava sicakliklarinin iiyelik dereceleri

Tamim 3.1.4. Birgok degisik yoOntemle bulanik degiskenlerinin iiyelik
derecelerini belirleyebiliriz. Bu metotlardan bazilar1 asagida siralanmistir (Timoty,

1997).

o Sezgisel (Intuitionistic)

. Sonug ¢ikarma (Inference)

. Tercihlerin diizenlenmesi (Rank ordering)

. Agisal bulanik kiimeler (Angular bulanik sets)
o Sinir aglar1 (Neural Networks)

o Genetik algoritma-Yapay zeka (Genetic algorithms)

Ua(x), tyelik fonksiyonundaki bir x noktasinin A bulanik kiimesindeki tiyelik
derecesi oldugunu Tanim 3.1 de ifade edilmisti. u,(x) = 1 durumu xin A bulanik
kiimesine kesin olarak ait oldugunu gostermektedir. Benzer sekilde u,(x) = 0 durumu
ise x in A bulanik kiimesi disinda oldugunu ifade eder. 0 < p,(x) < 1 arasinda Ki her

deger, x in A bulanik kiimesindeki iyeliginin belirsiz degerleridir. Bu ylizden kesin
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olmayan biiyiikliikler {liyelik fonksiyonlar1 tarafindan belirtilmis bulanik kiimelerle
temsil edilirler.

Bulanik {tiyelik fonksiyonlari, olaylarin ger¢ek uzaylarini ya da dagilimlarimi
icerecek oOzellikleri sergilemektedir. Tablo 1 de ¢ok sik kullanilan fonksiyonlarin adlari,

denklemleri ve grafikleri gosterilmistir (Kiyak, 2003).

Tablo 1. Onemli iiyelik fonksiyonlar:

Adi Denklemi Grafigi
U'g:gen u(x)
. _ . X—X1 Xp—X1
Uyelik u(x) = max {mm [E'E' 0 ]} 1
Fonksiyonu 0 x
X1 Xt X3
Yamuk KGx)
. D[ x—x Xy — X1 1
Uyelik u(x) = max {mm [ , 1, ,0 ]}

) Xe1 — X1 X2 T Xg2 .
Fonksiyonu T
Gauss K(x)

. X=X t
Uyelik /J(.X') = e%( 4 1) .
Fonksiyonu >

X1 X X

Tanmm 3.1.5. Her a € (0,1] ve u € X i¢in liyelik fonksiyonu

[ v=u
Ha(v) = {0, diger durumda

seklinde tamimlanan u,:X — [0,1] bulanik kiimesine X de bir bulanik nokta denir
(Wong, 1974).
Tamm 3.1.6 (Uggen Uyelik Fonksiyonu) A bulanik kiimesine ait elemanlarin,

ticgen liyelik fonksiyonu Sekil 10°da gosterilmistir.

1+ u)

><V

a b c
Sekil 5. Uggen iiyelik fonksiyon grafigi
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Matematiksel olarak ise asagidaki gibi ifade edilir (Nguyen, 1999).

(x—a)/(b—a) eger a<x<bhb

Ua(x) = uya(x;a,b,c) = (c—x)/(c—b) eger b<x<c
0 eger x >c veya x<a

Ayni sekilde burada da p,(x) ifadesi x elemaninin, A kiimesine ait olma derecesini

(tiyelik derecesi) gostermektedir.

Tamm 3.1.7. (Yamuk Uyelik Fonksiyonu) A bulanik kiimesine ait elemanlarin,

yamuk tiiyelik fonksiyonu Sekil 11°de gosterilmistir.

+ u)

v

a b c d x
Sekil 6. Yamuk iiyelik fonksiyonu grafigi

Matematiksel olarak ise asagidaki gibi ifade edilir (Sen, 2001).

(x—a)/(b—a) eger a<x<b

_ _ _ 1 eger b<x<c
Ha(X) = ua(x;0,b,c,d) = (d-—x)/(d—c) eger c<x<d
0 eger x>d veya x <a
Tamm 3.1.8. (Gauss Uyelik Fonksiyonu)
R4E),
> x

X

. 1. . Xt . X2
Sekil 7. Gauss liyelik fonksiyonu grafigi
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1/x— t
u(x) = ezl )
(K1yak, 2003).

3.2. Bulanik Kiimelerde Temel islemler

Asagidaki sekillerin olusturdugu A uzaymi ele alalim

Sekil 8. Bulanik kiime

A uzaymin elemanlan, A = {e,d, c, b, a}

Daire sekillerinden olusan B bulanik kiimesi, B = {1/e + 0,8/d + 0,6/b + 0,3/c}
Kare sekillerinden olusan C bulanik kiimesi, C = {1/b + 0,9/d + 0,3/a + 0,1/c}
F(A): Bulanik kiimelerinin ait oldugu A uzayi

B,C € F(A)

Tammm 3.2.1. Ave B, X iizerindeki bulanik kiimeler olsun. Eger Vx € X icin
us(x) = ug(x)ise Ave Bbulanik kiimelerine egsittir denir ve u, = up seklinde
gosterilir (Chang, 1968).

Tanimm 3.2.2. Ave B, X lizerinde herhangi iki bulanik kiime olsun. Eger Vx €
X igin py(x) < ug(x) seklinde ise B bulanik kiimesi A bulanik kiimesini kapsar denir
ve A c B seklinde gosterilir (Chang, 1968).

Tanmm 3.2.3. A, X lizerindeki bir bulanik kiime olsun. Bu taktirde; Vx € X i¢in
0 < py(x) < 1ve uy(x) = 1oldugundan, py(x) < ug(x) dir. Dolayisiyla X {izerindeki
bir A bulanik kiimesine, X in bulanik alt kiimesi de denir (De Luca ve Termini,1970).

Tamim 3.2.4. B, C kiimeleri X de iki bulanik kiime olsun. ug ve u. fonksiyonlari

ise B ve C nin iiyelik fonksiyonlar1 olmak iizere Va € X igin

BulC= {(a»fBuc(a)) ¢ fpuc(a) = maX{IJB(a),MC(a)}},

30



kiimesi B ve C bulanik kiimelerinin birlesimidir (Chang, 1968).

Daire veya kare sekillerinin olusturdugu bulanik kiime;

BvCc={1/e+1/b+09/d+0,3/c+0,3/a}

XV

Sekil 9. Bulanik birlesim kiimesi grafigi

Tamm 3.2.5. B, C kiimeleri X de iki bulanik kiime olsun. up ve u. fonksiyonlari

ise B ve C nin iiyelik fonksiyonlar1 olmak lizere Va € X igin

BN C={(afsnc@): fonc(@ = min{uz(a), uc(a)}},

kiimesi B ve C bulanik kiimelerinin kesisimidir (Chang, 1968).

daire veya kare sekillerinin olusturdugu bulanik kiime;

BnC=1{06/b+08/d+0,1/c+0,6/b}

A‘u

v

Sekil 10. Bulanik kesisim kiimesi grafigi

Tanmim 3.2.6. B bulanik kiimesinin degili asagidaki gibi gosterilebilir (Chang,

1968).
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B ~{a/¢ B}; wuz(a)=1-pz(a)
daire olmayan sekillerin olusturdugu bulanik kiime;

B={1/a+04/b+0,7/c+0,2/d}

“IJ'

o]

=Y

Sekil 11. Bulanik kiimesinin degilinin grafigi

Bulanik kiimelerde bazi temel 6zellikler vardir. Bu 6zellikler asagida verilmistir.

AUuBuUC)=(AuB)uUC

Birlesme Ozelligi
An(BnNnC)=AnNnB)NC

AUBNC)=(AUB)N(AUC)

Dagilma Ozelligi
ANn(BUC)=(ANB)U(ANC)

Aym Kuvvet Ozelligi AUA=Ave ANA=A

AU =Ave AnX =A X evrensel kiime

Ozdeslik
ANd=0 ve AUX=X
Gegislilik Ozelligi ACSBcCiseASC
De Morgen Kurah ANB=AUB
AUB=ANB
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Ornek 3.2.1. Bir sehre su 1,2 ve 3 kaynaklarindan iletilmektedir. A, B, C ve
D borularinin ariza gésterme bulanik kiimesine aitlik dereceleri sirasiyla 0,15, 0,10,

0,05 ve 0,02 dir. Sehrin susuz kalma durumunu inceleyiniz.

Sekil 12. Sehre iletilen su kaynaklarinin semast

Sehrin susuz kalmasi (AnBnC)ubD

Sehrin susuz kalmamast (ANBNC)UD

Demorgan kuralina gore

(AnBnC)uD=(AuBulC)nD
A=1-4A=1-0,15=10,85

B =10,90
C =095
D =0,98

(0,85 U 0,90 U 0,95) N 0,98

verilen sebekeye gore sehir sebeke hattinin arizalanmamasinin tiyelik derecesi 0,95 dir.
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4. BULANIK METRIK UZAYLAR

Bu boliimde ¢alismamiza temel teskil eden bulanik metrik uzaylar ile ilgili bazi
kavramlara ve orneklere yer verilecektir. ilk olarak siirekli t-norm ve bu tanima baglh
olarak farkli bulanik metrik tanimlar ifade edilecektir.

Tanim 4.1. *: [0,1] X [0,1] - [0,1] ikili islem tanimlansin. Va,b,c,d €
[0,1] i¢in

i. axb=bxa,

ii. (axb)*c=ax(b=xc),
iii. * islemi stireklidir ,

iv. axl=a,

V. a<cveb<dikenaxb<c=x*d

kosullarini saglayan * islemine siirekli t-norm denir (Schwiezer ve Sklar 1960).
Ornek 4.1. Hera,b € [0,1] icin

ax*; b =max{0,a+ b — 1}

seklinde tanimli ikili islem siirekli t-normdur. Bu siirekli t-norma Lukasiewicz t-normu
denir.

Coziim: V a,b,c,d € [0,1] i¢in

a*x; b =max{0,a+b —1} =max{0,b+a—-1}=b=x*,a olur. Boylece *;

islemi degisme ozelligine sahiptir.

ii. (a*; b)*;c=(max{0,a+b—1}) %, c
= max{0,max{0,a+ b —1}+c — 1}
=max{0,a+b—1+c—1}
=max{0,a+b+c—1-1} 9)
ax*; (b*;¢c)=ax (max{0,b +c—1})
= max{0,a + max{0,b + c — 1} — 1}
=max{0,a+b+c—1-1} (10)



olup (9) ve (10) dan
(a1 b)*1 ¢ =axy (bx*c)
dir. Boylece *; islemi birlesme 6zelligine sahiptir.
iii. (a,),(b,) c [0,1] fiizerinde tamiml iki dizi ve a, > a,b, > b;n -
ise
a, *1 b, = max{0,a, + b, — 1}Tioo>max{0,a +b—-1}=ax b
dir. Dolayisiyla,

anp *1 by > ax b;n—- o

oldugu goriildiigiinden *; dizisel stireklidir. O halde *; islemi siireklidir.

iv. Va € [0,1] i¢in
a*;1=max{0,a+1—-1}=max{0,a}=a=>a*x 1=a

elde edilir.

V. a<cveb <d olmak iizere her a, b, c,d € [0,1] i¢in
a+b<c+d
dir. O halde,
a+b—-1<c+d-1
max{a + b — 1} < max{c +d — 1}

a*x;b<cxd

olur. Boylece (i)-(v) den =, islemi bir siirekli t-normdur.
Ornek 4.2. Hera, b € [0,1] igin

ax,b=ab
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seklinde tanimli ikili islem siirekli t-normdur. Bu siirekli t-norma ¢arpim t-normu denir.
Coziim: V a,b,c,d € [0,1] i¢in

i a*x,b=ab=ba=>bx,a
olur. Boylece *, iglemi degisme 6zelligine sahiptir.
ii. (a*, b) *, c = (ab) *, ¢
= (abc)
= a(bc)
= a *, (bc)

=a#*, (b*;0)

dir. Boylece *, islemi birlesme 6zelligine sahiptir.

iii. (a,), (b,) < [0,1] tzerinde taniml iki dizi ve a,, = a, b, = b;n — oo ise

n—->0o
a, ¥, b, =a,b, —>ab=a+*, b
n"2n n“n 2

dir. Dolayisiyla,

ap *2 b, > a*,b;n— oo

oldugundan *, islemi dizisel siireklidir. Dolayisiyla *, islemi siireklidir.

(\2
ax,1=(al)=a
olup
a*xl=a
dir.

V. a<cveb <d olmak iizere

ab < cd
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dir. O halde,

a*;b<cx*,d

olur.
Boylece (i)-(v) den *, islemi bir siirekli t-normdur.
Ornek 4.3. Hera, b € [0,1] igin

a *3 b = min{a, b}

olarak tanimli ikili islem bir siirekli t-normdur. Bu siirekli t-norma minimum t-normu
ad1 verilir.

Yukarida ifade edilen *; , *, ve *5 siirekli t-normlar1 arasinda

axyb<axb<ax*3b

bagintis1 mevcuttur.

Olasiliksal metrik uzay kavrami klasik metrik uzayin baska bir ifadesidir. Bu
kavram Menger tarafindan 1942 yilinda tanim1 yapilmis, Schweizer ve Sklar tarafindan
1960 yilinda gelistirilmis ve 1975 yilinda Kramosil ve Michalek tarafindan bulanik
metrige genellestirilmistir.

Tamm 4.2. X keyfi secilmis kiime, * siirekli bir t-norm olsun. M, X2 x [0, o)

tizerinde taniml1 bir bulanik kiimesi olsun. Her x,y,z € X ve her s,t > 0 igin

i. M(x,y,00=0,
i. Mx,yt)=1ox=y,
iii. M(x,y,t) =M(y,x,t)
iv. M(x,y,t)*M(y,z,s) <M(x,zt+s)
V. M(x,y, -):[0,1) - [0,1] sol siireklidir,

sartlar1 saglaniyorsa (X, M,*) sirali tigliisiine bir bulanik metrik uzay denir. M(x,y,t)
degeri x ile y arasinda t ye gore yakinlik derecesi olarak diistiniilebilir. Her t > 0 igin
M(x,y,t) =1ilex =y ve M(x,y,t) = 0 ile co ayn1 anlama gelmektedir (Kramosil ve
Michalek, 1975).
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Simdi Kaleva ve Seikkala tarafindan ifade edilen bulanik metrik tanimini ifade
edelim.

Tanim 4.3. Vt <0 i¢in u(t) = 0 ise u (bulanik sayisi) negatif olmayandir.
Negatif olmayan biitiin bulanik sayilarin kiimesi G ile gosterilecektir. R deki tiim
bulanik sayilarm kiimesi icin ise L(R) sembolii kullanilacaktir. Ote yandan bulanik
sayilarin toplamaya gore birimi ve carpmaya gore birimleri sirasiyla 0 ve 1 olarak

gosterilecektir. r € R olmak tizere ¥ € L(R) bulanik sayisi

A(t) = {1, t=r
=10, diger durumlarda

biciminde tanimlanir (Kaleva ve Seikkala, 1984).
Tanim 4.4. X bir keyfi kiime, L,R : [0,1] X [0,1] — [0,1] simetrik ve artan iki
doniisiim ve L(0,0) = 0, R(1,1) = 1 olsun. Bu durumda d : X x X — G fonksiyonu

i. dix,y)=0sx=y
ii. Vx,y€Xigind(x,y) =d(y,x)
iii. Vx,vy,z€Xigin

a) s<u(xz), t<u(zy), s+t <u;(x,y) olmak iizere
d(x,y)(s+6) > L(d(x,2)(s), d(z,y)(®))

b) d(x,y)(s+t)<R (cf(x, z)(s),d(z, y)(t))
s =>uq,(x,2)

t=>u(zy)
s+t=u(x,y)

kosullarin1 sagliyorsa (X, d, L,R) ye bulanik metrik uzay denir (Kaleva ve Seikkala,
1984).

Simdi, Kromasil ve Michalek anlamindaki bulanik metrik iizerinde ¢aligilarak
gelistirilen ve literatiirde genis bir uygulama alanina sahip olan George ve Veeramani
tarafindan ortaya konulan bulanik metrik uzay tanimini verelim.

Tanim 4.5. X bostan farkli herhangi bir kiime ve * islemi bir siirekli t-norm ve
M, X? X (0,00) da tamml1 bir bulanik kiime olsun. Eger M her x,y,z € X ve t,s > 0
i¢in
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i. M(x,y,t)>0
ii. Mx,yt)=1ex=y
iii. M(x,y,t) =M(y,x,t)
iv. M(x,y,t)*M(y,zs)<M(x,zt+s)
V. M(x,y, *):(0,00) - (0,1] siireklidir.

kosullarin1 saglaniyorsa M ye X de bir bulanik metrik ve (X, M,*) igliisiine de bir
bulanik metrik uzay denir (George ve Veeremani, 1994).

Lemma 4.1. (X, M,*) tgcliisii bir bulanik metrik uzay olsun. Bu taktirde her x,y €
X i¢in M (x,y, -) azalmayan bir fonksiyondur (Grabiec, 1988).

Tanim 4.6. (X, M,*) bulanik metrik uzay, x € X, 0 <r < 1lvet > 0ise

By(x,r,t) ={y €X: M(x,y,t) >1—r}

kiimesine x merkezli, r yaricapl agik yuvar denir (George ve Veeramani, 1994).
Lemma 4.2. Her agik yuvar agik bir kiimedir (George ve Veeramani, 1994).
Sonug¢ 4.1. (X, M,x) bir bulanik metrik uzay olsun.

Ty = {A € X : her bir x € Ai¢in By (x,r,t) S A olacak sekilde r € (0,1) ve t
> 0 vardir }

ailesi X tizerinde bir topoloji tanimlar (George ve Veeramani, 1994).
Tanim 4.7. (X, M,x) bulantk metrik uzay ve x € A olmak tizere (A4,7Ty)

topolojisine gore

(B (xp)m=12.-]
M x’n'n n=12,..¢

acik yuvarinin ailesi x noktasinin bir yerel bazidir (George ve Veeramani, 1994).
Tanim 4.8. (X, M,*) bir bulanik metrik uzay (x,) € X olsun. Vt > 0 igin

lim M(x,,x,t) = 1 sart1 saglanirsa (x,,) dizisi x noktasina yakinsar denir ve limx, =
n—00

n—->oo

x seklinde gosterilir (George ve Veeramani, 1994).
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Tanim 4.9. (X, M,*) bir bulanik metrik uzay (x,) € X olsun. vt >0 ve 0 <
€ < 1 olmak tizere Iny(e) € N vardir 6yle ki Vm,n > ny(¢) igin M(xp, X, t) > 1 —
€ ise (x,) dizisine Cauchy dizisi denir (George ve Veeramani, 1994).

Tanim 4.10. (X, M,*) bir bulanik metrik uzay (x,) € X olsun. X deki her
Cauchy dizisi yakinsak ise (X, M,*) bulanik metrik uzayma tamdir denir (George ve
Veeramani, 1994).

Tanim 4.11. (X, M,*) bir bulanik metrik uzay ve A c X olsun. A kiimesinde Ki
yakinsak her dizinin limiti A da ise A ya X de kapalidir denir (George ve Veeramani,
1994).

Tanim 4.12. (X, M,*) bir bulanik metrik uzay ve A c X olsun. A kiimesinde Ki
her dizinin A da en az bir yakinsak alt dizi var ise A kiimesine X de kompakt denir
(George ve Veeramani, 1994).

Tanmim 4.13. (X, M, *) bir bulanik metrik uzay olsun. Eger M, t den bagimsiz ise
yani her x,y € X igin

My (t) = M(x,y,t)

sabit ise M ye X ftzerinde yerlesik bulantk metrik ve (X, M,*) da yerlesik (stationary)
bulanik metrik uzay denir. Bu durumda M (x, y, t) yerine M(x, y) kullanilir (Gregori ve
Romaguera, 2004)

Tanim 4.14. (X, M,*) bir bulanik metrik uzay olsun. Eger her bir x € X ve t > 0

i¢in

{B(x,r,t): re€ (0,1)}

ailesi X in bir yerel tabani ise M ye temel bulanik metrik ve (X, M,x) tgliisiine de temel
(principal) bulanik metrik uzay denir (Gregori vd, 2009).

Tanmim 4.15. (X, M,*) bir bulanik metrik uzay olsun. Eger M her x,y,z € X ve
t > 0i¢in

M(x,z,t) = M(x,y,t) * M(y, z,t)

esitsizligini saglaniyorsa M ye kuvvetli (strong) bulanik metrik ve (X, M,*) ugliisiine de
kuvvetli bulanik metrik uzay denir (Gregori vd, 2010).
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Uyan 4.1. Tanim 4.5 deki bulanik metrik taniminin (iv) aksiyomu ile Tanim 4.15
daki aksiyom degistirilemez. Ciinkii bu durumda M, X de bulanik metrik olmayabilir.
Tanim 4.5 deki (iv) aksiyom yerine Tanim 4.15 deki aksiyom alinarak ve Tanim 4.5 Ki
(v) aksiyomda M(x,y, -) nin t ye gore artan siirekli olmasi istenerek bir kuvvetli

bulanik metrik tanimindan bulanik metrik elde etmek miimkiindiir. Gergekten,

M(x,z,t+s) =M(x,y, t+s)*M(y,z,t+s) =M(x,y,t) *(y,25)

dir.
Uyan 4.2. Yerlesik metrik ve kuvvetli bulanik metrik uzay tanimlarindan da

kolayca goriilecegi gibi yerlesik bulanik metrikler ayn1 zamanda kuvvetli bulanik

metriklerdir.

Simdi George ve Veeramani tarafindan verilen bulanik metrik tanimi dikkate

alarak degisik stirekli t-normlar i¢in bazi 6rnekler verelim.

Ornek 4.4. X = Rvea *, b = ab olsun. Vx,y € X ve t > 0 icin M fonksiyonu

M(x,y,t) =

lx=y|
e t

seklinde tanimlansin. Bu durumda (X, M,*,) bir bulanik metrik uzaydir.

Coziim: Vx,y,z € X ve t,s > 0 icin

i M(X,y,t)=|x;_y|>0

e t

ii. M(x,y,t) =1 ise

1
=1
[x—y|
e t
[x—y|
et =1
x—
| yI=O
t
lx —y|=0
X=y
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== M(y,x,t)

[x=yl ly=x —
e t e t

Iv. M(x,y,t) *, M(y,z,5) < M(x,z,t +5)

iii. M(x,y,t) =

oldugunu gostermek icin

lx —z| < |x —y|+ |y — 2]

olup

+s

t+s
Y=yl + (=) Iy -2

|x—z|S(

esitsizligini ele alalim.

()i = () () o1+ (55) () -

X —Z X — —
| I<I y|+ly z|

t+s = t S
|x—z| Ix—y|+|y—Z|
et+s <e t S
[x—z| lx-y| |y—z|
e t+s S e t e s
1 1
<
lx-y| ly—z| |x—z|
e t e s e t+s
1 1 1
<
lx-y| |y—z| |x—z|
e t e s e t+s

M(x,y,t) x, M(y,2,5) < M(x,z,t +5)

V) Vt, > 0igin;

. . 1
Jim M(x,y, t) = lim =7
e t
_ 1
o lx—yl
lime ¢
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olup

lim M(x,y,t) = M(x,y,to)
—Ulo

dir. Su halde, M(x,y, -) : (0,0) — [0,1] siireklidir.
Boylece (X, M,*,) bir bulanik metrik uzaydir.

Bulanik metrikler ile ilgili 6rneklerin ¢éziimiinde kullanilan asagidaki lemmay1
verelim.

Lemma 4.3. (X,d) bir metrik uzay, s,t > 0 ve x,y,z € X olsun. vn > 1 tam

sayisl i¢in

d(%,y) e D

d(x,z) y {d(x, y) d(, Z)}
< max ,
—m (t + S)n

esitsizligi dogrudur (Sapena, 2001).
Ornek 4.5. (X, d) metrik uzay olsun. x,y € X ve t > 0 ise V n € N i¢in

olarak tanimlansin. Bu taktirde (X, M,*3) bir bulanik metriktir. Ozel olarak n = 1
George ve Veeramani, tarafindan verilmis olup bu durumda (X, M,*;) temel bulanik
metrik uzaydir. Ayrica (X, M,*) de kuvvetli bulanik metrik uzaydir.

Coziim: Tanim 4.5, Lemma 4.3 nin sonucu olup diger 6zellikler agik oldugundan
(X, M,*3) bir bulanik metriktir.

Ornek 4.6. (X, d) bir metrik uzay ve a *, b = ab olsun. Her o, € R* ven € N
i¢in

at™

at™ + Ld(x,y)

My(x,y,t) =
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olarak ifade edilen fonksiyon bir bulanik metriktir (George ve Veeramani, 1994). Bu
sekilde tanimlanan bulanik metrige d tarafindan indirgenen standart bulanik metrik
denir.
Coziim:
i. t € (0,) ve metrik uzay tamimindan d(x,y) > 0 olur ve M(x,y,t) >0
dir.
ii. Vx,y€Xvet> 0 igin;

x5y =1 ey

dx,y) =0 x=y

olur.
iii. Metrik tanimindan d(x,y) = d(y, x) olup
M(x,y,t) = = =M(y, x,t
@D = ey " trdgn  Me®D
dir.
iv. Vx,y,z € Xves,t > 0igin

M(x,y,t) ¥, M(y,z,5) < M(x,z,t +5)
esitsizliginin saglanmasina bakalim. Metrik tanimina goére
d(x,z) <d(x,y)+d(y,2z)
ve

t+s t+s
>1, >1

oldugundan

d(x,z) < (H_TS) d(x,y) + (H—Ts) d(y,z)
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d(x,z) < d(x,y) D)

t+s t S

d(x,z) - sd(x,y) + td(y,z)

t+s st

d(x,z) N sd(x,y) +td(y,z)

<1
t+s st

1+

t+s+d(x,z) - st +sd(x,y) +td(y,z)
t+s - st

d(x,y)d(y,z) > 0 oldugundan

t+s+d(xz) - st + sd(x,y) + td(y, z)
t+s st
- st +sd(x,y) +td(y,z) + d(x,y)d(y, 2)
st
st < t+s
st +sd(x,y) +td(y,z) +d(x,y)d(y,z) ~ t+s+d(x,z2)

(t + dt(x, y)) (s + dS(y, z)) 4 t+ st++ds(x, Z)

M(x,y,t) %, M(y,2,5) < M(x,z,t +5)

elde edilir.
V. Her x,y € X ve t, > 0 igin;
. . t
tlgg Mxy,t) = th—g}) t+d(x,y)
limt
t—)to

~ Tim ¢ + d(x, )
t—)to

B to +d(x,y)

= M(x' y' tO)

oldugundan M(x,y, -) : (0,00) — [0,1] siireklidir.
O halde M, X de bir bulanik metrik ve (X, M,*,) bir bulanik metrik uzaydir.
Bu son ornekte siirekli t-norm *5 olarak alindiginda da (X, M,*3) bir bulanik

metrik uzaydir.
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Ornek 4.7. (X,d) metrik uzay olsun. x,y € X ve t > 0 olmak iizere her bir

a, B € R* ven € N igin

at™
at™ + fd(x,y)

M(x,y,t) =

bi¢iminde tanimlansin. O zaman (X, M,*3) bir bulanik metrik uzaydir.
Coziim: Diger aksiyomlar asikar olup sadece bulanik metrik kosullarindan (iv)

aksiyomu gosterilecektir. Lemma 4.3 den

1

ML RN P2 VP70
a(t + s)n at™ as™

olup buradan

a(t+s)" > at™ as™
a(t+s)" + pd(x,z)~ " {at" + Bd(x,y) as" + Bd(y, z)}

bulunur. Béylece M(x,z,t +5s) > M(x,y,t) *3 M(x, z, t) ispatlanmis olur.
Bu 6rmek n € R i¢in gegerli degildir. Gergekten d, R iizerindeki mutlak deger

metrigi ise @ = f = 1 olmak lizere n =% olarak alindiginda M, R iizerinde bulanik

metrik uzay olmaz.
Tanim 4.16. Ornek 4.6 ve Ornek 4.7 da eger a = f = n = 1 alnirsa

My(x,y,t) = t+dooy)

bulunur. Bu durumda M, bulanik metrigine d tarafindan indirgenen standart bulanik
metrik denir (George ve Veeramani, 1994).

Sonuc 4.2. Ornek 4.6 ve Ornek 4.7 drneklerinin bir sonucu olarak her metrik uzay
bir bulanik metrik uzaydir diyebiliriz. Ancak tersi her zaman degildir. Asagida bu
durum i¢in bir 6rnek verilmistir.

Ornek 4.8. X €N ve a*, b = ab olsun. Her t > 0 igin
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M(x,y,t) =

QI s

seklinde tamimlanirsa (N, M,x,) bir bulanik metriktir. Fakat bu bulanik metrik i¢in N

uzerinde

M(x,y,t) :—t+d(x,y)

esitligini saglayan bir d metrigi yoktur. Gergekten d metriginin var oldugu kabul

edilerek gerekli islemler yapilirsa,

t(1—M(x,y,1))
M(x,y,t)

d(x,y) =

dir. Bu fonksiyon metrigin {l¢iincii aksiyomunu saglamaz. Bu nedenle (X, d) nin bir
metrik uzay olmadigir goriiliir. Dolayisiyla her bulanik metrik uzay, bir metrik uzay
degildir.

Ornek 4.9. (X,d) metrik uzay olsun. x,y € X ve a > 0 bir sabit ise

a
M(x,y,t) et dxy)

olarak tanimlansin. Bu durumda (X, M,*) bulanik metriktir (Gregori vd., 2011).
Ornek 4.10. X # @ bir kiime f: X — R™ birebir fonksiyon ve g: R* - [0, )
artan siirekli fonksiyon olsun. a, f > 0 sabit sayilar a *, b = ab olmak lizere x,y € X,

t > 0igin

My ) — ((min{f(x),f(y)}“) + g(t))ﬁ
P\ max(F 00, F D) + 9©

seklinde tanimlanan M fonksiyonu, X {izerinde bir bulanik metriktir (Gregori vd., 2011).

Uyan 4.3. Eger Ornek 4.10 de f = I ve @ = = 1 olarak alinirsa;
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a) X=R"olsun.x,y € X, t > 0igin

min{x,y} +t
M » ) t = 5
(3.6 max{x,y}+t

b) X € Nve g(t) = 0 olmasi halinde

M(x,y,t) = %
olarak tanimlanirsa (X, M,*) bir bulanik metriktir.
Uyan 4.4.
e Standart bulanik metrik uzaylar ve yerlesik bulanik metrik uzaylar temel
bulanik metrik uzaylara birer 6rnektir.

e Ornek 4.9 da (X, M,*) yerlesik bulanik metrik dolayisiyla kuvvetli ve temel
bulanik metriktir. Fakat genelde (M,*3) yerlesik bulanik metrik olmaz.
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5.  BULANIK METRIK UZAYLARDA SABIT NOKTA TEOREMLERI

Bu boliim iki kisimdan olugmaktadir. Birinci kisimda Kramosil ve Michalek ve
George ve Veeramani anlaminda temel sabit nokta teoremleri ve ilgili sonuglar
verilecektir. Ikinci kisimda ise (Mishra vd., 2016) calismasinda a — ¢ —bulamk
daralma doniistimii kullanilarak elde edilen sabit nokta teoremi ve integral denklemlere
olan uygulama ayrintili olarak incelenecektir.

Sabit nokta teoremlerinin ispatinda kullanilan daralma doniisiimii, tamlik ve
Cauchy dizisi gibi kavramlarin farkli tiplerde tanimlar1 mevcuttur. Dolayisiyla,
karisiklik olmamasi i¢in Grabiec anlaminda Cauchy dizisi ve tamlik kavramlari ifade
edilirken “G-Cauchy dizisi” ve “G-tam” ifadeleri kullanilacaktir. George ve Veeramani
anlaminda Cauchy dizisi ve tamlik kavramlar ifade edilirken “G-V-Cauchy dizisi” ve
“G-V-tam” ifadeleri kullanilacaktir. Ayrica, Grabiec anlaminda bulanik daralma
doniistimii i¢in “G-bulanik daralma doniisiimii”; Gregori ve Sapena anlaminda bulanik

daralma doniisiimii i¢in “G-S-bulanik daralma doniistimii” ifadesi kullanilacaktir.

5.1 Bazi Bulanik Metrik Uzaylarinda Sabit Nokta Teoremleri

Ilk olarak Kramosil ve Michalek anlamindaki bulanik metrik uzaylardaki temel
sabit nokta teoremlerini verelim.

Tamim 5.1.1. (X, M,*) bir bulanik metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun.
0 < k <1 olmak iizere Vx,y € X ve t > 0 igin

M(Tx, Ty, kt) = M(x,y,t)

saglaniyorsa T ye bulanik G-daraltan doniigiim denir (Grabiec, 1988).

Tanmm 5.1.2. (X, M,*) bir bulanik metrik uzay olsun. Eger X deki her G-Cauchy
dizisi X deki bir elemana yakinsiyorsa (X, M,*) bulanik metrik uzayina G-tam denir
(Grabiec, 1988).

Teorem 5.1.1 (X, M,*) Kramosil ve Michalek anlamindaki G-tam bulanik metrik

uzay1 olmak iizere her x,y € X icin

gim M(x,y,t) =1



saglansin. Eger T: X — X bulanik G-daraltan doniisiim ise, bu taktirde T nin X de bir
sabit noktas1 vardir ve bu nokta tektir (Grabiec, 1988).

Tanmim 5.1.3. (X, M,*) bir bulanik metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun.
Eger Vx,y € X, t > 0 igin,

1 1
— 1<k (— - 1)
M(Tx,Ty,t) M(x,y,t)

esitsizligini saglayan bir k € (0,1) sayis1 varsa, T ye G-S-bulanik daraltan doniisiim, k
ya da, T nin daraltan sabiti denir (Gregori ve Sapena, 2002).

Teorem 5.1.2 (X, M,x) Kramosil ve Michalek anlaminda G-tam bulanik metrik
uzay ve T: X — X bir G-S-bulanik daraltan doniisiim olsun. Bu taktirde T nin bir sabit
noktasi vardir ve bu nokta tektir (Gregori ve Sapena, 2002).

Simdi de V. George ve P. Veeramani anlamindaki (X, M,*) bulanik metrik
uzaylarda temel sabit nokta teoremleri ifade edilecektir.

Onerme 5.1.1. (X,d) bir metrik uzay olsun. (X,d) iizerinde bir T:X — X
doniistimiiniin daraltan sabiti k olan bir daraltan doniisiim olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul, d ile indirgenen (X, My,*) standart bulanik metrik uzay1 tizerinde, T nin daraltan
sabiti k olan bir G-S-bulanik daraltan doniisiim olmasidir (Gregori ve Sapena, 2002).

Sonug¢ 5.1.1. (X, M,x) bir bulanik metrik uzay ve (x,,) de X de bir dizi olsun.
Eger V&t > 0ven € Nigin

1 1
-1<k (— - 1)
M(Xn+1, Xn+2, t) M(Xn, Xn+1 t)

esitsizligini saglayan bir k € (0,1) sayis1 varsa, (x,,) dizisine bulamik daraltan dizi
denir.

Teorem 5.1.3. (X, M,*) bulanik daraltan dizilerin G-V Cauchy dizisi oldugu bir
G-V tam bulanik metrik uzay olsun. T: X — X , daraltan sabiti k olan bir G-S-bulanik
daraltan doniisiimii ise o zaman T nin bir sabit noktasi vardir ve bu nokta tektir (Gregori
ve Sapena, 2002).

Ispat: Sabit bir x € X alinsin ve {x,} dizisi n € N olmak iizere x, = T™(x)

bi¢iminde tanimlansin. Her t > 0,n € N i¢in
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1 1
S — (— - 1)
M(Tx,T?x,t) M (x,x4,t)

olup tiimevarimla

1 1
S - —
M(Xn+1, Xn+2) t) M(xni Xn+1) t)

bulunur. Boylece {x,} dizisi G-V Cauchy dizisi olup, (X, M,*), G-V tam oldugundan

bir y € X ¢ yakinsar. n = oo igin

e nREe] e RURL
oldugundan Vt > 0 i¢in

%1330 M(Ty,T(x,),t) =1
olur. Buradan,

T(y) = Aljgo T(xn) = 1111330 Xny1 =Y

bulunur. Yani y,T nin bir sabit noktasidir. Ayrica, bu y noktast T nin tek bir sabit
noktasidir. Gergekten T(z) = z olacak bi¢imde T nin baska bir z € X sabit noktasi
olsaydi

1 1
—  1=— 1
M(y,z,t) M(Ty,Tz,t)

<(575)

="(m‘1)

sH(ﬁ—l)
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1
o)
M(Ty,Tz,t)

olurdu. Burada n — oo i¢in limite gegildiginde, k € (0,1) oldugundan lim k™ = 0 olur
n—-oo

ki buradan
M(y,zt)=1=2>y=z

bulunur.

Sonug¢ 5.1.2. (X, My,*) d metrigi tarafindan indirgenen bir tam standart bulanik
metrik uzay ve T: X — X bir G-S-bulanik daraltan doniisiim olsun. Bu taktirde T nin bir
sabit noktas1 vardir ve bu nokta tektir.

George ve Veeramani (1994, 1997) anlaminda bulanik metrik uzaylarda bir
bulanik -daralma donisimi Dorel Mihet (2004) tarafindan asagidaki gibi
tanimlanmaistir.

Tamim 5.1.4. v:[0,1] — [0,1] olarak tanimli

I. 1 siirekli ve azalmayan,

ii.  Herte (0,1)icin(t) >t

sartlarini saglayan biitiin 1 fonksiyonlarmn kiimesi ¥ olsun. (X, M,*) bir bulanik metrik

uzay, Y € ¥ ve T: X — X bir doniistim olsun. Bu taktirde,
M(x,y,t) >0=M(Tx,Ty,t) = l,b(M(x,y, t))

saglantyorsa T ye bulanik 1) —daralma doniisiimii denir. X i¢inde herhangi bir (x;,),en

dizisi her dizisi her n € N ve her t > 0 igin,

M(Xn+2, Xn+1 t) = l/J(M(Xn+1, Xn» t))
ifadesini sagliyorsa (x,,) dizisine bulanik 1 —daralma dizisi denir (Gregori ve Sapena,

2002).
Lemmab5.1.1. ¢ € ¥ise y(1) = 1 dir (Di Bari ve Vetro, 2005).
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Lemma 5.1.2. Y e ¥ ise t € (0,1) i¢in lim y™ (t) = 1 dir (Di Bari ve Vetro,
n—>oo

2005).
Ornek 5.1.1. X = [0,) hera, b € [0,1] icin a *3 b = min{a, b} ve

0, t<|x—yl
1, t>|x—y|

M(x,y,t) = {
olsun. (X, M,*3) bir bulanik metrik uzaydir (Gregori ve Sapena, 2002). ¥ € ¥ olsun.
Y (1) = 1 oldugundan ve

M(x,y,t) >0 =>M(x,yt)=1
=>yY(Mx,y,0))=1

ifadesi saglandigindan dolay1, (X, M,*) de alinan bir T bulanik déniisiimii igin |x — y| <
t = |Tx —Ty| <t,yani her x,y € X i¢in |Tx — Ty| < |x — y| dir. Aksine, T: X - X
dontigimii ve her x,y € X i¢in |[Tx —Ty| < |x — y| oluyorsa, Y(0) =0 ve Yy € ¥
olmak tizere T bir bulanik y-daralma dontisimiidiir.

Onerme 5.1.2. Her t > 0 i¢in M(x,y,t) > 0 olmak iizere (X, M,*) George ve
Veeramani anlaminda bir bulanik metrik ve T:X — X bir bulanik 3 —daralma
dontigiimii olsun. O halde T doniisiimiiniin en az bir sabit noktas1 vardir (Gregori ve

Sapena, 2002).

5.2 a — ¢ —Bulamik Daralma Doéniisiimii Kullanilarak Elde Edilen Sabit
Nokta Teoremi ve Integral Denklemlere Uygulamasi

Bu kisimda yer alan biitliin sonuglar (Mishra vd., 2016) calismasindan alinarak
ayrintili olarak agiklamasi yapilmistir. Bu ¢alismada, George ve Veeramani anlaminda
bulanik metrik uzaylar iizerinde yapilmigstir.

Ilk olarak teoremlerin ispatlarinda kullanacak olan bulanik metrik uzaylarda
ticgensellik tanimin1 verelim. Daha sonra ise sabit nokta teoremleri, sonuglar ve
orneklere yer verilecektir. Son olarak, elde edilen sabit nokta teoremlerinin integral
denklemlere uygulamasina yer verilecektir.

Tanmm 5.2.1. (X, M,*) George ve Veeramani anlaminda bir bulanik metrik uzay

olsun. Eger Vx,y,z € X ve Vt > 0 igin

53



(5o = ez~ )+ Gigrzs ) (12

esitsizligi saglaniyorsa (X, M,*) bulanik metrige ii¢genseldir denir (Di Bari ve Vetro,
2003; 2005).

Bu kisimda, bulanik metrik uzaylarda modifiye edilmis @ — ¢p —bulanik daralma
doniisimii ve 1 ye gore a —gegisli daralma dontisiimiinii kullanilarak bazi sabit nokta
teoremleri elde edilecektir.

¢:[0,+0) — [0, +00) sagdan siirekli ve Vc > 0 i¢in ¢(c) < ¢, sartin1 saglayan
fonksiyonlarin ailesi @ ile gosterilsin.

Uyan 5.2.1. Her ¢ € ® fonksiyonu i¢in ¢™(c), ¢ nin n. iterasyonu olmak iizere

lim ¢™(c) = 0 olduguna dikkat edilmelidir.

n—-+oo

a —gecisli donisiim kavrami asagidaki gibi tanimlanmaktadir (Salimi vd., 2013)
ve (Hussain vd., 2013).

Tanmim 5.2.2. (X, M,*) George ve Veeramani anlaminda bir bulanik metrik uzay
ve a,1n: X X X X (0,+00) — [0,+0) iki fonksiyon ve T:X — X olsun. Vx,y € X ve
VvVt > 0 icin

a(x,y,t) =2nx,y,t) = a(lx,Tyt) =n(Tx,Ty,t)

saglaniyorsa T ye n ye gore a —gegisli oldugu soylenir.

Dikkat edilmelidir ki eger n(x,y,t) = 1 olarak alinirsa, bu durumda (Gopal ve
Vetro, 2014) kaynagindaki Tanim 5.2.2. a —gecisli tanimina indirgenir. Ayrica,
a(x,y,t) = 1 olarak alinirsa, bu durumda T bir n —altgegisli dontisiim olur.

(Gopal ve Vetro, 2014) da bulanik metrik uzaylarda a — ¢ —bulanik daralma
dontisiimii kavramini asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

Tanmim 5.2.3. (X, M,*) George ve Veeramani anlaminda bir bulanik metrik uzay
olsun. Eger a: X X X X (0,4+) — [0, +o0) ve ¢p € ® iki fonksiyon ve T: X — X olsun.
Vx,y € XveVt >0 igin
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saglaniyorsa T ye bir a — ¢ —bulanmik daralma doniigiimii denir (Gopal ve Vetro,
2014).

Yukaridaki tanimdan hareketle asagidaki genelleme yapilmistir (Mishra vd.,
2016).

Tamm 5.2.4. (X, M,x) George ve Veeramani anlaminda bir bulanik metrik uzay
olsun. a,n: X X X X (0,4) — [0,4+00) iki fonksiyon ve ¢ € d ve T:X —» X bir
dontisim  olsun. Eger her x,y€X ve her t>0 igin N(xyt)=
min{M(x,y,t), M(x,Tx,t), M(y, Ty, t)} olmak iizere

1 1
alx,y,t) =nlx,yt) = —M(Tx, ) -1<¢ <—N(x, D — 1) (13)

ise T ye bir modifiye a — ¢ —bulanik daralma doniigtimii denir.

Uyan1 5.2.2. Egern(x,y,t) =1ve N(x,y,t) = M(x,y,t) ise, 0 zaman bu tanim
(Gopal ve Vetro, 2014) deki Tanim 5.2.3’e indirgenir. Boylece Gregori ve Sapena
(2002) tarafindan verilen bulanik daralma tanimi saglanacaktir. Bu ise gosterir Ki
bulantk daralma donlisimi  modifiye edilmis bir « — ¢ —bulanik daralma
doniistimiidiir, fakat genelde tersi dogru degildir.

Simdi ilk temel sonug olan asagidaki teoremi verelim (Mishra vd.,2016).

Teorem 5.2.1. (X, M,*) George ve Veeramani anlaminda bir G-V tam bulanik
metrik uzay olsun. T:X — X modifiye edilmis a — ¢ —bulanik daralma donisiimii

asagidaki kosullar saglasin:

i. T, n ye gore a —gegislidir.
ii. Her t > 0 igin a(xy, Txo, t) = n(xy, Txy, t) olacak sekilde x, € X vardir.

iii. T sureklidir.

Bu taktirde, T nin bir sabit noktas1 vardir, yani Tx* = x* olacak sekilde x* € X vardir.
Ispat. x, € X ve her t > 0 icin a(xg, Txo,t) = n(xo, Tx,t) olsun. X iizerinde
bir (x,) dizisi her n € N igin x, = Tx,_; = T"x, olarak tanimlansin. Bu durumda
acikca goriiliir ki, eger An € N i¢in x,, = x4 1S€ bu durumda x = x,, olup Tnin bir
sabit noktasidir. Dolayisiyla, her n € N i¢in x,,; # x,, oldugunu kabul edelim. T, n’ye

gore a —gecisli bir dontisiim ve a(xy, Tx, t) = 1n(xg, Txg, t) oldugundan

a(xy,x5,t) = a(Txg, T?xq,t) = n(Tx, T?xo,t) = n(xq, X5, t)
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olur. Bu durumda her n € N i¢in isleme devam edilirse a(x,, X,,4+1,t) = n(Xp, Xpt1,t)

elde edilir. Simdi x = x,,_4, ¥ = x,, ile (13) den
N(xn—li Xn t) = min{M(xn—lf Xn t): M(xn—lf Txn—l: t): M(xn: Txnr t)}
= min{M(xn—ll Xn» t)’ M(xn—ll Xns t), M(xn' Xn+1» t)}

= mln{M (xn—1; Xn» t)’ M(xnl Xn+1» t)}

olmak lizere

1
)
M(Txp_q,Txy, t) N(xp_q,Xp, t)

elde edilir. Su halde,

1 1
—_—— 1< ¢( - — 1)
M (xp, Xp41,t) min{M (x,,_1, Xn, t), M(Xy, Xp 41, 1)}

olur. Simdi, 3n € N i¢in, min{M (x,,_1, X, t), M (X, Xp11,t)} = M(xXp, Xp4q,t) iSE

1 1<¢ (—1 1) —1 1,

_— - — < J—
M(xnr Xn+1, t) M(xn' Xn+1, t) M(xn' Xn+1, t)
olup bu ise bir ¢eliskidir. Dolayisiyla her n € N igin

1 1
_ 1< 1
M(xn' Xn+1 t) M(xn—lf xnl t)

dir. Sonug¢ olarak, her n €N i¢in M(x,, Xp41,t) > M(xy_q,Xp, t) oldugundan,
{M(x,,_1, xn,t)},[0,1] araliginda artan bir pozitif reel dizidir.

s(t) = lirP M (X1, Xy, t) olsun. Gostermek istiyoruz ki her t > 0 i¢in s(t) = 1
n—->+oo

dir. Ashinda, s(ty) < 1 olacak sekilde t, > 0 oldugunu varsayalim.

1
<o ~1)
M(xnr Xn+1 tO) M(xn—li Xn, tO)
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oldugu ve ¢ fonksiyonunun sagdan siirekli oldugu kullanilirsa, n — 4o iken

L 1< ! 1 ! 1
sCto) —¢(s<t0>‘ )<s(to>‘

elde edilir ki bu bir geliskidir. Bu ise her t > 0 igin lirp M (%51, xp,t) = 1 oldugu
n—>+oo

anlamina gelir. Su halde, sabit bir p € N i¢in

M(xn; xn+p; t) = M(xn; Xn+1s t/p) * M(xn+11 Xn+2» t/p) *

* M(xn+p_1,xn+p,t/p) - 1*x.x1=1

elde edilir. n - +oo iken (x,) G-V Cauchy dizisidir. (X, M,x) G-V tam oldugundan,
(xy), bazt x* € X e yakinsar. Ayrica, T siirekli oldugundan Tx, — Tx* sonucuna

variriz Ve boylece her ¢ > 0 i¢in,

lim M(x,4q, Tx*t) = lirP M(x,, Tx*t) =1
n—+oo

n—-+oo

dir, yani x,, dizisi Tx* a yakinsar. Limit tek olacagindan, x* = Tx* sonucu ¢ikarilir. Bu
da ispat1 tamamlar.

Asagida verilen teoremde, siireklilik hipotezinin regiilerlik hipotezi ile
degistirildigi gosterilecektir.

Teorem 5.2.2. (X,M,*) George ve Veeramani anlaminda G-V tam bulanik
metrik uzay ve tiggensel olsun. T: X — X bir modifiye edilmis & — ¢p —bulanik daralma

doniistimii asagidaki kosullar saglasin:

i. T, n ye gore a —gegislidir.
ii. Her t > 0 igin a(xy, Txo, t) = n(xy, Txy, t) olacak sekilde x, € X vardir.
iii. Her n € N, t > 0 igin a(xy, Xp41,t) = N(Xy, Xp41, t) olacak sekilde (x,) C
X herhangi bir dizisi olsun. Eger, n — 400 iken x,, - xise, her n € N ve

t > 0icin a(x,, x,t) = n(x,, x,t) olur.

Bu taktirde, T nin bir tek sabit noktasi vardir, yani Tx* = x* olacak sekilde x* € X

vardir.

57



Ispat: Teorem 5.2.1'in ispatindan, her n €N igin ki a(x,, Xp4q,t) =
N(xp, Xne1,t) olacak sekildeki (x,) dizisinin, (X,M,x) G-V tam bulanik metrik
uzayinda bir G-V Cauchy dizisi oldugunu goriiyoruz. n - +oo iken x, — x* olacak
sekilde X de bir x* noktas1 vardir. Teoremin (iii) hipotezinden her n € N ve her t > 0

icin,
a(xy, x*,t) = n(x,, x*t) (14)
olur.

Eger x* # Tx" ise, yani bazt t >0 i¢in M(x*,Tx",t) <1 ise, bu taktirde
sirasiyla (12), (13) ve (14)’den M tiggensel oldugu igin

1 1 1
N S 1)+ )
M (x*, Tx*,t) M(x*,, Xp41,t) M(Tx,, Tx*t)

1 1
<l —— A
= <M(x*,xn+1, 5-1)+9 (N(xn,x*,t) 1)
elde edilir. n - +o iken,

N(x,, x*, t) = min{M (x,, x*, t), M(x,, Tx,, t), M(x*,Tx* t)}
- min{1,1, M(x*, Tx*,t)}
= M(x*,Tx"t)

olup boylece, ¢ > 0 igin ¢ (c) < c ile gelismemek igin,

1
M n
sonucuna ulagilir. Buradan Tx™* = x* oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Yukaridaki verilenlerden asagidaki bazi sonuglar ¢ikarilabilir. Ozellikle, Teorem
5.2.1 ve Teorem 5.2.2°de n(x,y,t) =1 alinarak (M nin tggenselligi ile birlikte)
asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 5.2.1. (X,M,x) George ve Veeramani anlaminda bir G-V tam bulanik

metrik uzay olsun (M iiggensel olmak tizere). T: X — X a —gegisli bir doniisiim olsun.

58



Kabul edelim ki x,y € X ve t> 0 igin, dyle bir ¢ € ® vardir ki N(x,y,t) =
min{M (x,y,t), M(x,Tx,t), M(y, Ty, t)} olmak iizere

1 1
Cwr021 = st <y 0

dir. Ayrica, asagidaki sartlar gecerli oldugunu kabul edelim;

i. Xo € X vardir, oyle ki her t > 0 i¢in a(x,, Tx,,t) = 1 olsun.
ii. T ya siireklidir ya da X te a(x,, x,4+1,t) = 1 olan herhangi bir (x,,) dizisi
icin hern € Nve t > 0 i¢gin n = 400 iken x,, = x ise, bu taktirde her n € N

vet > 0igin a(x,, x,t) =1 olur.

Su halde, T nin bir tek sabit noktas1 vardir.

Ayrica, Teorem 5.2.1 ve Teorem 5.2.2°de a(x,y,t) = 1 alinarak (M iiggensel
olmak iizere) asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 5.2.2. (X,M,x) George ve Veeramani anlaminda bir G-V tam bulanik
metrik uzay olsun (M tiggensel olsun). T: X — X n —altgegisli bir doniistiim olsun. Kabul
edelim Ki oyle bir x,y€EX ve t>0 icin N(x,y,t) =
min{M (x,y,t), M(x,Tx,t), M(y, Ty, t)} olmak iizere

1 1
)<l 2 ——————1< (——1>'
n(xy,t) M(Tx, Ty, t) ¢ N(x,y,t)

¢ € @ vardir. Ayrica, asagidaki iddialarin gegerli oldugunu varsayalim:

i. Her t > 0 igin n(xy, Txo,t) < 1 olacak sekilde x, € X vardir,

ii. Her n €N ve t > 0 igin T ya siireklidir ya da X te a(x,, x,41,t) =1
olacak sekilde herhangi bir (x,,) dizisi i¢gin n - +oo iken x,, — x ise, bu
taktirde hern € Nve t > 0 i¢in a(x,,, x,t) = 1 olur.

Su halde, T nin bir tek sabit noktas1 vardir.

Simdi, iki basit agiklayic1 6rnek verilecektir.
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Ornek 5.2.1. X =[0,+)de her x,y € X ve t > 0 igin t —normu *, olmak

t
t+|x—y|

tizere bulanik metrigi M(x,y,t) = olsun. M nin ti¢gensel oldugu agiktir. T: X —

X

XZ
Tx = Z ) X € [Orl]
2, x€(1,+)

sekilde tanmimlansin. a,n: X X X X (0,+o) — [0, +o) fonksiyonlar1 her x,y € X ve

t > 0 ic¢in
— 1, x:ye[0;1]1t>0
a(x,y, t) = { 0, aksitaktirde
ve

olarak tanimlansin. Bu taktirde, Teorem 5.2.2°nin uygulanmasi olarak her ¢ >0 ,
¢(c) = %igin T nin bir sabit noktas: vardir.

Ornek 5.1.1'de yapilacak kiigiik bir degisiklikle, Sonug¢ 5.2.2°nin kapsadig1 bir érnek
elde edilebilir.

Ornek 5.2.2. X = {% ne N} U {0,2} her x,y € X ve t > 0 i¢in bulanik metrik

M(x,y,t) = ve t—normu *, ile verilmis olsun. T: X - X ve n: X X X X

t+|x—y|

(0, +o0) — [0, +00) asagidaki sekilde tanimlansin.

xZ
Tx={z . xex/2)
2, x=2

(1, xeX/{2},t>0
U(x’ylt)_{ 3 , diger durumlar

Bu taktirde, Sonug¢ 5.2.2°nin uygulanmasi olarak her ¢ >0 , ¢(c) =§ icin T nin bir

sabit noktas: vardir.
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Daha sonra, modifiye edilmis a — ¢ —bulanik daralma doniisiimiiniin sabit
noktasinin tekligini belirlemek i¢in asagidaki hipotez dikkate alinacaktir:

(H) Her x,y € X ve her t > 0 i¢in a(x,z,t) = n(x,zt), a(y,zt) =n(y,zt)
ve lim M(T™ 1z T"zt) = 1 olacak sekilde z € X vardir.

n-+oo

Teorem 5.2.3. Teorem 5.2.1 (Teorem 5.2.2) e (H) hipotezi eklendiginde, ¢ € @
azalmayan olmas1 kosuluyla T nin bir tek x* sabit noktast oldugu elde edilir.

Ispat. Kabul edelim ki x* ve y* T nin iki sabit noktas1 olsun. Eger, a(x*,y*,t) =
n(x*,y*,t) ise, (13) kosulundan x* = y* olur. Kabul edelim ki a(x*,y*t) <
n(x*, y*, t) olsun, bu taktirde (H) hipotezinden

a(x’,z,t) 2n(x"zt) vea(y",z,t) 2 n(y",zt) (16)

olacak sekilde z € X vardir.

T, n ye gore a —gegisli oldugundan her n € N ve her t > 0 igin,
a(x*,T"z,t) =2 n(x*,T"z,t)

elde edilir. Simdi her t>0 igin n— 4o iken M(x*,T"zt) -1 oldugu
ispatlanacaktir. Kabul edelim ki lim M(x*,T"z,t) < 1 olacak sekilde t > 0 mevcut

n-—-+oo

olsun. O halde, (13) ve (16) dan

N(* T 1z,t) = min{M (x*, T" 1z,t), M(x*, Tx*,t), M(T" 1z, T(T" 1)z t)}
= min{M (x*, T" 1z,t), M(x*, Tx*,t), M(T" 1z, T"z,t)}
= min{M(x*, T" 1z, t), M(T" 1z, T"z,t)}

olmak tzere

1 1
1= -1
M(x*,T"z,t) M(Tx*,T(T"1z2),t)

=9 (N(x*,Tln‘lz, t))

elde edilir.
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Her n > n, igin M(x*,T"z,t) < M(T"z, T"*1z,t) olacak sekilde n, € N olsun.

Dolayisiyla, her n > n igin,

1 1
1= -1
M(x*,T"z,t) M(Tx*, T(T" 1z),t)

1
< — 1)
¢ (min{M(x*, Tn=1z,t), M(T" 12, T"z,t)}

1
=¢ (M(x*,Tn—lz, ) 1)
elde edilir. Bu ise

1 1
— 1 — —
M(x*, T"z,t) M(Tx*, T(T"12),t)

1
S n—ny _ M 1)
¢ (M(x*, Thoz,t)

1

olacagi anlamina gelir. Bu taktirde, n — +oo iken T"z — x* elde edilir. Benzer sekilde,
n — 4oo iken T"z - y* elde edilebilir. Sonug olarak, x* = y* oldugu sonucu elde

edilir. O halde teklik kanitlanmis olur.

Asagidaki fonksiyon smiflari daha sonraki sonuglarimizda kullanilacaktir.

“Y(r) = ¢(r) = 0 ancak ve ancak r = 0” olmak lizere
Y = {y| ¥:[0,+) - [0, +00) azalmayan ve siirekli},
ve
®, = {¢| ¢:[0, +0) — [0, +0) altyar: stirekli},
olsun.
Teorem 5.2.4. (X, M,*) bir G-V tam bulanik metrik uzay olsunve T: X — X n ye

gore bir a —ge¢isli doniisim olsun. Kabul edelim ki x,y€ X ve t>0 igin

a(x,Tx,t)a(y, Ty, t) = n(x,Tx,t)n(y, Ty, t) ve

! 1)< —1 1 —1 1 17
lp(M((Tx,Tx,t))_ >_¢(M(x,y,t)_ >_¢(M(x,y,t)_ ) a7
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olacak sekilde € ¥ ve ¢p € &, olsun.

Ayrica asagidaki kosullarin saglandigini varsayalim:

i Her t > 0 igin a(xy, Txo, t) = n(xy, Tx,, t) olacak sekilde x, € X vardir,

ii. T ya siireklidir ya da X te a(x,, xp41,t) = n(x,, Xp41, t) Olan herhangi bir
(x,) dizisi igin her n €N vet >0 i¢in n - +o iken x, — x ise, bu
taktirde her n € N ve t > 0 i¢in a(x,,x,t) = n(x,, x,t) ve a(x,Tx,t) =

n(x, Tx,t) dir.

Su halde, T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat. a(xy, Txo,t) = n(x,, Tx,,t) olacak sekilde x, € X olsun. Her n € N icin
Xn = Tx,_1 = T"xy olacak sekilde X de bir (x,) dizisi tanimlansin. Eger bazi n € N
igin x,41 = X, ISe, bu taktirde x = x,,, T nin bir sabit noktadir ve bu durumda sonug
ispatlanir. Simdi, her n € N igin x,, # x, 4+, oldugu varsayalim. T, n ye gore a —gegisli
ve a(xg, Txg, t) = n(xg, Txg, t) oldugundan,

a(le X2, t) = a(TXO; TZXO; t) = n(TXO: TZXO' t) = n(xll X2, t)
sonucu ¢ikarilir. Her n € N igin isleme devam edilirse,

a(xn' Xn+1 t) = T’(xn' Xn+1 t)
elde edilir.

A(xp_1, Txp_1, t)a(xy, Txp, t) = N(xp_1, TxXp_1, ON(p, Txy, t)

oldugu agiktir. Simdi x = x,,_; , ¥y = x,, olmak {izere (17) den

(i~ ) =V i~ )~ G )

e e ) L] e S B e )
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dir. Eger, M(x,_q,xpn,t) = 1 ise, 0 halde M(x,, x,4+1,t) = 1 olur. Aksi takdirde, eger
M (xy_1,xn,t) < 1ise, bu taktirde

1 1
R
l.b (M(xn: Xn+1 t) l/) M(xn—li Xn t)
olur ve y azalmayan oldugundan, her n € N i¢in M (x,, X;,41,t) = M(x,_1, X, t) elde
edilir. Boylece, {M(x,,_1, x,,t)}, [0,1] araliginda azalmayan bir pozitif reel dizisidir.

s(t) = lirP M(xp_1,Xp,t). Simdi, her t >0 i¢in s(t) =1 oldugunu gosterelim.
n—-+oo

Aksine, s(t) <1 olacak sekilde t >0 mevcut olsun. Dolaysiyla, yukaridaki

esitsizlikten, n — +oo iken

1) =) ()

elde edilir. Bu bir ¢eligkidir ve boylece her t > 0 igin lirP M (xp_1, %, t) =1 elde
n—->+oo

edilir. Daha sonra, sabit bir p € N i¢in n = +oo iken

M(xn: xn+pt t) = M(xnt Xn+1) t/p) i M(xn+1' Xn+2 t/p)

* L.k M(xn+p_1, xn+p’ t/p)
->1*x..x1=1

dir ve (x,) bir G-V Cauchy dizisidir. (X, M,*) G-V tam oldugundan, bazi1 x* € X i¢in
(xy,) dizisi x* a yakinsar. Simdi, iki durumu birbirinden ayiralim.

Durum 1. T siireklidir. O halde, Tx,, = Tx* dir ve dolayisiyla her t > 0 igin,

lim M(x,4q,Tx*,t) = lim M(x,, Tx"t) = 1.
n—+oo n—+oo

Yani, x, —» Tx". Limitin tekliginden, x* = Tx* elde edilir, yani x*, T nin bir sabit
noktasidir.

Durum 2. Her n€N, t >0 ve n— +o iken x, = x* ve a(x,, xpiq,t) =
n(x,, X,4+1, t) Olacak sekilde X de herhangi bir x,, dizisi i¢in bu taktirde her n € N ve
t >0 igin a(x,,x*t) =n(x, x*t) ve a(x*, Tx*, t) =n(x*,Tx",t) dir. Bu durumda,

kolayca
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(X(X'n, xn+1J t)a(x*, TX*, t) 2 T](xn' xn+1' t)n(x*' TX*, t)

elde edilir. Simdi, (17) den

v (M(xn+11, Tx* t) 1) v (M(Tx,ij*, t) 1)

IA

ress-1) - *Gies-1)

olur.
Eger M(x,,x*,t) =1 ise, bu taktirde M(x,,,,Tx*,t) =1 olur. Aksi takdirde,

eger M (x,,x*,t) < 1ise, o halde

v (M(anl,Tx*, t) 1) <¥ (m B 1)

dir. Buradan her t > 0 igin n - +oo iken M(x,44,Tx", t) = M(x,,x* t) - 1 oldugu
elde edilir, boylece x* = Tx™ dir.

Teorem 5.2.4°de n(x,y,t) = 1 alinarak asagidaki sonug ¢ikarilir.

Sonug¢ 5.2.3. (X, M,*) bir G-V tam bulanik metrik uzay olsun ve T: X — X bir

a —gegisli doniisiim olsun. Kabul edelim ki x,y € X ve t > 0 igin

alx, Tx,)a(y, Ty, t) =1

> (s ) = ey )~ Gieys 1)

olacak sekilde i € ¥ ve ¢ € @, olsun.

Ayrica asagidaki sartlar saglansin:

i. Her t > 0 igin a(xy, Txy,t) = 1 olacak sekilde x, € X vardir,
ii. T ya siireklidir ya da n € N vet > 0 i¢in X te a(x,,x,+1,t) =1 olan
herhangi bir (x,) dizisi i¢in her n - 400 iken x, — x ise, bu taktirde her

n€Nvet > 0ig¢in (x,,x,t) = 1ve alx,Tx,t) = 1dir.

O halde, T nin bir tek sabit noktas1 vardir.
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Ayrica, Teorem 5.2.4°de a(x,y,t) = 1 alarak asagidaki sonucu ¢ikaririz.
Sonu¢ 5.2.4. (X,M,x) bir G-V tam bulamik metrik uzay ve T:X — X bir
n —altgecisli doniisiim olsun. Kabul edelim ki x,y € X ve t > 0 igin

n(x, Tx, t)n(y, Ty, t) < 1

> ‘P(m‘l)ﬁ‘”(m‘l)‘qb(m*)

olacak sekilde y € ¥ ve ¢ € &, olsun.

Ayrica asagidaki kosullarin saglandigini varsayalim:

i. Her t > 0 igin n(xy, Txo,t) < 1 olacak sekilde x, € X vardir,
ii. T ya siireklidir yadan € Nve t > 0 i¢in X de n(x,,, x,,4+1,t) < 1 olan
herhangi bir (x,,) dizisi i¢in her x,, = x, n = 400 oldugunda, bu taktirde

hern € Nvet > 0igin n(x,, x,t) <1ven(x,Tx,t) < 1dir.

O halde T nin bir sabit noktasi vardir.

Simdi de (Shisheng, 1985; Gopal vd., 2014)’den esinlenerek, yukarida elde edilen
sabit nokta teorileri kullanarak integral denklemlere sabit nokta tekniklerinin bir
uygulamasi yapilacaktir. Burada tam olarak, I > 0 ve her x € C[0,1] i¢in asagidaki

genel integral denkleminin ¢6ziimiin varligin1 arastiriyoruz.

r

x(r)y=g@) + f K(r, s,x(s)) ds (18)

0

[0, I] de taniml1 ve supremum normu,

lIxIl = SUP]IX(T)I , x € C([0,1],R)

relo,I

ile donatilmis tiim siirekli fonksiyonlarin Banach uzay:1 C([0, I], R) olsun ve bu normun

dogurdugu metrik ise

d(x,y) = rzl[lopl]lx(r) —y(M|  xy€C(0,I],R)
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olarak tanimlidir.
Oncelikle, (George ve Veeramani, 1994)’a gore, her a,b € [0,1] ve a*, b = ab

stirekli t-normu i¢in

M;(x,y,t) = t>0 x,yeC(0,1I],R) (19)

t
t+d(x,y)’

bulanik metrigi géz Oniine alinsin. Bu My, d tarafindan tiretilen(dogur) standart bulanik
metrik olarak adlandirilir. Standart bulanik metrik ve ilgili metrik tarafindan indirgenen
topolojiler aymidir (George ve Veeramani, 1994). (19) g6z Oniine alindiginda,
C([0,I],R) Banach uzay1 bir bulanik Banach uzayi olarak diisiiniilebilir. Gergekten de
(C([0,I],R), M4,*, ) uzay1, C([0,I],R) Banach uzay: tarafindan indirgenen G-V tam
bulanik metrik uzaydir (Hadzic ve Ovcin, 1994; Kramosil ve Michalek, 1975).

Bu nedenle, Banach uzaylar ve bulanik Banach uzaylar birbirleriyle giiglii bir
sekilde baglantilidir (Saadati ve Vaezpour, 2005). Ayrintilara girmeden, Banach uzayi
olmayan bulanik Banach uzaylar i¢cin O6rnekler vardir. Bu nedenle, bulanik Banach
uzaylar, karsilik gelen Banach uzaylardan daha genis bir yelpazeyi kapsar. Bu ise,
bulanik uzaylarda uygulamalar gelistirmek i¢in oldukga yeterli bir motivasyondur.

Simdi, (18) integral denklemi i¢in bir ¢6ziimiin varligi arastirilacaktir.

Teorem 5.25. T: C([0,I],R) —» C([0,I],R), K € C([0,I] X [0,I] X R,R) olmak

luzere
T

Tx(r) =g(r) + J K(r, s,x(s)) ds, g€cC(0,I],R)
0

seklinde verilen integral operatdr olsun. Burada asagidaki kosul saglansin:

i. Herrel0,I]; f(r,.) € L([0,I],R) icin ve her x,y € C([0,I],R) ; her r,s €
[0, I] igin,

|K(r,5,%(s)) — K(7,5,7(5))|
< f(r,s) max{|x(s) = y(s)], [x(s) = Tx(s), ly(s) = Ty(s)l},

olacak sekilde f:[0,1] X [0,I] = [0, +o) vardir.
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ii. Burada [0,1] iizerinde forf(r, s) ds smirhdir ve sup forf(r, s)ds < A< 1dir.
refo,1]

O halde (18) integral denkleminin x* € C ([0, I], R) bir ¢6ziimii vardir.
Ispat. Her x,y € C([0,1],R) igin

|Tx(r) — Ty(r)|

<g(r) + f K(r, s,x(s)) ds) — <g(r) + f K(r, s,y(s)) ds)
0

0

f[l((r, s,x(s)) — K(r,s,y(s))] ds
0

< [|k(r,s,x(s)) = K(7,5,9(s))| ds
<

f(r,s) max{lx(s) — y(s)l, [x(s) — Tx(s)|, ly(s) — Ty(s)|}ds

oj
T
oj-
T
< j f(r,s) max{d(x,y),d(x,Tx),d(y, Ty)}ds
0
T
< max{d( ), (o T, 4 TV} [ £,5) ds
0
< Amax{d(x,y),d(x,Tx),d(y, Ty)}
elde edilir. Yani,
ITx(r) — Ty(r)| < Amax{d(x,y),d(x,Tx),d(y, Ty)}
olup bu son esitsizlikte her iki tarafin supremumu alinirsa

d(Tx,Ty) < Amax{d(x,y),d(x,Tx),d(y,Ty)} (20)

sonucu gikar. (19) dan, her x,y € C([0,I],R) ve t > 0 igin

t t t
N, = mi
a(x,y,t) mm{t+d(x,y)’t+d(x,Tx)'t+d(y,T)’)}
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t
T+ max{d(x,y),d(x,Tx),d(y,Ty)}

yazilabilir. Boylece,

1 t + max{d(x,y),d(x,Tx),d(y, Ty)}
—_— = - 1
Ny(x,y,t) t
_ maX{d(x, y); d(:r TX), d(y! T)’)} (21)

t
t+d(x,y)

dir. Sonug olarak, M;(x,y,t) = burada rutin hesaplama yapilirsa

1 _d(Tx,Ty)
Md (Tx, TY; t) - t

olup (20) ve (21) den

1 W max{d(x,y),d(x,Tx),d(y, Ty)}

My (Tx, Ty, t) t

4 <Nd<x1,y, 5-1)

elde edilir. Yani,

1 1
_— 1 < l(—— 1)
My (Tx,Ty,t) Ny(x,y,t)

dir. Bu ise, her ¢ >0 i¢in ¢(c) =Ac ve her x,y € C([0,I],R) ve t>0 i¢in
a(x,y,t) = 1 olmasi durumunda (15)" in dogru oldugu anlamina gelir.

Yukarida belirtildigi gibi, C([0,I],R) tam oldugundan, (C([0,I],R), M4*,)
bulanik metrik uzayr M ftggensellik ile birlikte G-V tamdir. Sonu¢ 5.2.1’in diger
hipotezleri hemen saglanir ve dolayisiyla T operatoriiniin (18) integral denkleminin bir

¢oziimii olan x* € C([0,I],R), sabit noktasina sahip oldugu sonucuna varilir.
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6. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu tez ¢alismasinda, genel olarak bulanik metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri
ve integral denklemlere uygulamalari ele alindi. Bulanik metrik uzaylar hakkinda genel
bir literatlir taramasi yapildi. Farkli uzaylar ve farkli daralma doniisiimleri i¢in bir ¢ok
sabit nokta teoremleri incelendi. Ayrica, (Mishra vd., 2016) calismasinda a —
¢ —bulanik daralma doniisiimii kullanilarak elde edilen sabit nokta teoremi ve integral
denklemlere olan uygulama ayrintili olarak irdelendi.

Tez calismasi boyunca yapilan ¢alismalar sonucunda asagidaki kazanimlar elde
edildi:

» Kesinlik disinda belirsizlik durumlarini matematiksel olarak modellemek i¢in
bulanik kavrami kullanilmaktadir.

» Bircok matematik¢i tarafindan basta topoloji olmak tizere fonksiyonel analizin
temel kavramlar1 bulaniklik kavrami ile yeniden yorumlanmustir. Ozelikle
metrik uzay yapist bulanik metrik uzay olarak farkli tiplerde yeniden ifade
edilmistir.

» Bulanik metrik uzaylardaki ¢alismalar neticesinde sabit nokta teorisi lizerine ¢ok
sayida calisma ortaya konmustur. Bu calismalara paralel olarak hem klasik
analizdeki bazi daralma doniisiimlerinin bulanik kapsaminda yeniden tanimlari
yapildi hem de bulanik uzaylarda yeni daralma doniistimleri tanimlandi.

» Bulanik alanindaki tim bu gelismeler dogal olarak hem teorik hem uygulamali
matematikte yaygin bir sekilde kullanilmaktadir. Bu kazanimlar, gelismeler
sadece matematikle siirli kalmayip fizik, genetik, astronomi ve miihendislik

gibi bir¢ok farkl bilim dalinda kullanmaktadir.
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