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ÖZET 

Bu tez sekiz bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde giriş, ikinci bölümde temel kavramlar 

verilmektedir. Üçüncü bölümde ise Bernstein operatörlerinin üstel formu, dördüncü bölümde 

ise Bernstein-Kantorovich operatörlerinin üstel formu verilmiştir. Beşinci bölümde, iki 

değişkenli Bernstein-Kantorovich operatörü, altıncı bölümde iki değişkenli Bernstein-

Kantorovich-Stancu operatörü ve süreklilik modülü hesaplanmıştır, yedinci bölümde iki 

değişkenli Bernstein-Kantorovich-Stancu operatörünün üstel formu tanıtıldı yaklaşım 

özellikleri ve Voronovskaya tip teoremler verilmiştir. Sekizinci bölümde ise bölümde iki 

değişkenli Bernstein-Kantorovich-Stancu operatörünün üstel formunun verilen bir fonksiyona 

yakınsaması grafiklerle verilmiştir. 
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ABSTRACT 

This thesis consists of eight chapters. In the first part, the introduction is given, and in the 

second part, the basic concepts are given. The exponential form of Bernstein operators is given 

in the third section. In the fourth section is given the exponential form of Bernstein-

Kantorovich operators. In the fifth chapter, the Bernstein-Kantorovich operator in two 
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KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur. 

 

Kısaltmalar                                    Açıklamalar 

 

𝐶[𝑎, 𝑏]                                        [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı ve sürekli fonksiyon uzayı 

||ℎ||𝐶[𝑎,𝑏]                                    𝐶[𝑎, 𝑏] uzayında ||ℎ||𝐶[𝑎,𝑏] = maks
𝑎≤𝑥≤𝑏

|ℎ(𝑥)| ile     

tanımlı normu 

𝑀ℎ                                               ℎ fonksiyonuna bağlı bir sabit 

𝜔(ℎ; 𝛿)                                        ℎ fonksiyonunun süreklilik modülü 

[|𝜆|]                                              𝜆 ∈ ℝ+ sayısının tam kısmı 

𝐵𝑛(ℎ; 𝑥)                                        Bernstein operatörü 

 𝑇𝑛(ℎ; 𝑥)                                   𝑛 ∈ ℕ  olmak üzere lineer pozitif operatörler dizisi 

𝑝𝑛,𝑠(𝑥)                                            Bernstein polinomu 

𝐾̃𝑛(ℎ; 𝑥)                                         Bernstein Kantorovich operatörünün üstel formu 

𝐾𝑛(ℎ; 𝑥, 𝑦)                                     İki değişkenli Benstein Kantorovich operatörleri 

𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽(ℎ; 𝑥, 𝑦)                                  İki değişkenli Benstein Kantorovich-Stancu  

                                                            operatörleri 

𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(ℎ; 𝑥, 𝑦)                             İki değişkenli Benstein Kantorovich-Stancu  

                                                             Operatörlerinin üstel formu 
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1. GİRİŞ

Yaklaşım teorisinde amaç herhangi bir fonksiyonu daha basit ve daha çok elementer özelliğe 

sahip (türevlenebilme, integrallenebilme vb.) diğer fonksiyonlar yardımıyla elde edebilmektir. 

Matematiğin yanı sıra fizikte ve mühendislikte veri gösterimi, sinyal işleme, termografik 

görüntüleme gibi bir çok alan ve konuda kullanılmaktadır. 

Alman matematikçi Karl Weierstrass tarafından verilen kendi ismini taşıyan Weierstrass 

yaklaşım teorisi ile birlikte sürekli fonksiyonlara yaklaşım probleminin temeli atılmıştır. Bu 

teorem kapalı ve sonlu bir [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli her fonksiyona yine bu aralıkta düzgün 

olarak yakınsayan bir polinom dizisin varlığını ispat etmiştir. Borel (1905) sürekli 

fonksiyonlara polinomlarla yaklaşımı incelerken  

∑𝑝𝑛,𝑠(𝑥)ℎ (
𝑠

𝑛
) 

formunda ele alıp bu biçimdeki polinomlar yardımıyla ispatı elde etmiştir. Bernstein (1912) 

Borel’in ispatından yola çıkarak 𝑝𝑛,𝑠(𝑥) fonksiyonunu

𝑝𝑛,𝑠(𝑥) = (
𝑛

𝑠
) 𝑥𝑠(1 − 𝑥)𝑛−𝑠

olarak ele almıştır ve ℎ ∈ 𝐶[0,1] olmak üzere, 

𝐵𝑛(𝑓; 𝑥) =∑(
𝑛

𝑠
) 𝑥𝑠(1 − 𝑥)𝑛−𝑠ℎ (

𝑠

𝑛
)

𝑛

𝑠=0

,  𝑥 ∈ [0,1], 𝑛 ∈ ℕ 

şeklinde  bir polinom dizisi tanımlanmıştır. 

Bohman (1952) ve Korovkin (1953) lineer pozitif operatörlerin sonlu aralıkta sürekli 

fonksiyona yaklaşımına ilişkin çok önemli teoremler vermişlerdir. Bernstein operatörü ile 

ilgili düzenli olarak makaleler yayınlanmakta ve her geçen gün yeni uygulamalar ve 

genellemeler keşfedilmektedir. Bunlardan bazıları [Barbosu, 2004], [Atakut ve İspir, 2004], 

[Mursaleen ve ark., 2016], [Chen ve ark, 2017] ve [Kajla, 2019]’dır. 

İki değişkenli Bernstein-Kantorovich operatörleri ise [Pop and Farcas, 2009]’ da verilmiştir. 

Bernstein Kantorovich operatörlerinin üstel  formu 2018 yılında [Aral ve ark., 2018]’ de 

verilmiştir.  

Bu tezin ilk bölümünde lineer pozitif operatörler ile ilgili temel tanımlar, Korovkin teoremi ve 

süreklilik modülünün tanımı ve özellikleri incelenmiştir. Bununla birlikte tezin devamında 

Bernstein Kantorovich operatörlerinin üstel  formuna ait yaklaşım sonuçları incelenecektir. 

Daha sonra iki değişkenli Bernstein-Kantorovich-Stancu operatörünün yaklaşım sonuçları ve 
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süreklilik modülü hesaplanacaktır. Son olarak iki değişkenli Bernstein-Kantorovich-Stancu 

operatörünün üstel formunun yaklaşım sonuçları, süreklilik modülü, Voronovskaya tip teorem 

ile elde edilirken, verilen bir fonksiyona yakınsaması grafikler yardımı ile incelenecektir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

2.1. Lineer Pozitif Operatörler 

2.1. Tanım 

𝑈 ve 𝑉 fonksiyon uzayları olmak üzere  

𝑇: 𝑈 →  𝑉  

ℎ → 𝑇(ℎ) = 𝑔  şeklinde 𝑈’deki bir ℎ fonksiyonunun 𝑉’deki bir g fonksiyonuna 

dönüştüren dönüşüme operatör denir ve T(ℎ(𝑡); 𝑥) = 𝑔(𝑥)  ile de gösterilir. 

2.2. Tanım 

𝑇 bir operatör olsun. ∀ ℎ, 𝑔 ∈  𝑈 ve her 𝜃, 𝛾 ∈  ℝ için 

𝑇(𝜃ℎ +  𝛾𝑔)  =  𝜃𝑇(ℎ)  +  𝛾𝑇(𝑔) 

koşulu sağlanıyor ise 𝑇 operatörüne lineer operatör denir. 

2.3. Tanım  

 ℎ bir fonksiyon ve 𝑇 bir operatör olmak üzere ℎ ≥  0 iken 𝑇(ℎ) ≥  0 sağlanıyor ise 

𝑇  operatörüne pozitif operatör denir. 

2.1. Lemma 

Lineer pozitif operatörler monoton artandır. Yani 𝑔 ≤ ℎ ⇒  𝑇(𝑔) ≤  𝑇(ℎ) eşitsizliği 

sağlanır. 

İspat  

𝑔 ≤ ℎ olsun. 𝑇 operatörünün pozitifliğinden ℎ −  𝑔 ≥  0 iken 

                                                          𝑇(ℎ −  𝑔) ≥  0                                                      (2.1)  

dir. Burada 𝑇 operatörünün lineerlik özelliği kullanılarak 

𝑇(ℎ −  𝑔) =  𝑇(ℎ) −  𝑇(𝑔) ≥ 0 

bulunur, böylece ispat tamamlanır. 
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2.2. Lemma 

𝑇 bir lineer pozitif operatör ise 

|𝑇(ℎ)|  ≤  𝑇(|ℎ|) 

 sağlanır. 

İspat  

Herhangi bir ℎ fonksiyonu için  

                                                         −|ℎ| ≤ ℎ ≤  |ℎ|                                                         (2.2)  

gerçeklenir. Lemma 2.1. ve 2.2’ den  

                                                   𝑇(−|ℎ|) ≤  𝑇(ℎ) ≤  𝑇(|ℎ|)                                           (2.3)  

bulunur. 𝑇 lineer olduğundan T(−|ℎ|)  =  −𝑇(|ℎ|)‘dir. Bu ifadenin (2.3)‘de 

kullanılmasıyla 

−𝑇(|ℎ|)  ≤  𝑇(ℎ)  ≤  𝑇(|ℎ|) 

 elde edilir. İspat tamamlanır. 

2.4. Tanım   

Bir [𝑎, 𝑏] kapalı aralığı üzerinde tanımlı ve sürekli tüm reel değerli fonksiyonlardan 

oluşan kümeye 𝐶[𝑎, 𝑏] fonksiyon uzayı denir. 𝐶[𝑎, 𝑏] uzayında ki norm  

ℎ ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] olmak üzere 

‖ℎ‖𝐶[𝑎,𝑏] = maks
𝑎≤𝑥≤𝑏

|ℎ(𝑥)| 

şeklinde tanımlanır. 

2.5. Tanım   

𝑛 ∈ ℕ olmak üzere ℎ𝑛: 𝐷 ⊂ ℝ → ℝ şeklinde tanımlanan (ℎ𝑛) dizisine fonksiyon dizisi 

denir. 

2.6. Tanım 

 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere 𝑇𝑛: 𝑈 → 𝑉, 𝑇𝑛(ℎ; 𝑥) = (𝑇𝑛(ℎ))(𝑥) şeklinde tanımlanan (𝑇𝑛) 

dizisine operatör dizisi denir. 
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2.7. Tanım  

Her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için  

lim
𝑛→∞

‖ℎ𝑛 − ℎ‖𝐶[𝑎,𝑏]  = lim
𝑛→∞

maks
𝑎≤𝑥≤𝑏

|ℎ𝑛(𝑥) − ℎ(𝑥)| = 0 

koşulu sağlanıyorsa (ℎ𝑛) fonksiyonlar dizisi ℎ fonksiyonuna 𝐶[𝑎, 𝑏] normunda 

düzgün yakınsaktır denir ve  

ℎ𝑛(𝑥) ⇉ ℎ(𝑥) 

notasyonu ile gösterilir. 

2.8. Tanım  

                                              𝑇𝑛((𝑡 − 𝑥)
𝑠; 𝑥) , {𝑠 = 0,1,2, … }                                 (2.4) 

ile tanımlanan ifadelere (𝑇𝑛) operatör dizisinin 𝑠 −yıncı merkezi momentleri denir. 

2.1.  Teorem  

𝑥 ∈ [0,1] için 0 ≤  𝛼𝑠,𝑛 ≤ 1 olmak üzere  

𝑇𝑛(ℎ; 𝑥) =  ∑ℎ(𝛼𝑠,𝑛)𝑝𝑛,𝑠(𝑥)

𝑛

𝑠=0

 ,            𝑝𝑛,𝑠(𝑥) ≥ 0 

pozitif lineer operatör dizisinin 𝑇𝑛(ℎ; 𝑥) ⇉ ℎ(𝑥) olması için gerekli ve yeterli koşullar; 

i. 𝑇𝑛(1; 𝑥) ⇉ 1 

ii. 𝑇𝑛(𝑡; 𝑥) ⇉ 𝑥 

iii. 𝑇𝑛(𝑡
2; 𝑥) ⇉ 𝑥2 

dır. 1953 yılında Korovkin aşağıdaki teoremi ispatlayarak, Bohman’ın koşullarının 

genel durumda da gerçeklediğini göstermiştir. 

2.2.  Teorem  

𝑇𝑛: 𝐶[𝑎, 𝑏] → 𝐶[𝑎, 𝑏] ile tanımlı 𝑇𝑛 pozitif lineer operatör dizisi teorem 2.1‘ in 

koşulları gerçekleniyorsa 𝑇𝑛(ℎ; 𝑥) operatörü  [𝑎, 𝑏] de ℎ ye düzgün yakınsar. Yani 

lim
𝑛→∞

‖𝑇𝑛 − ℎ‖𝐶[𝑎,𝑏]  = lim
𝑛→∞

maks
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑇𝑛(𝑥) − ℎ(𝑥)| = 0  

dır.  
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İspat  

Kabul edelim ki, ℎ ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] olsun. Sürekli fonksiyonların tanımından her pozitif 𝜀 

sayısına karşılık öyle bir 𝛿 bulabiliriz ki, |𝑡 − 𝑥| ≤ 𝛿 için 

                                                                       |ℎ(𝑡) − ℎ(𝑥)| < 𝜀                                         (2.5) 

olur. (2.5) ve üçgen eşitsizliğinden  

                                          |ℎ(𝑡) − ℎ(𝑥)| ≤ |ℎ(𝑡)| + |ℎ(𝑥)| ≤ 2𝑀ℎ                    (2.6) 

yazılabilir. Eğer |𝑡 − 𝑥| > 𝛿  ise 
|𝑡−𝑥|

𝛿 
> 1 olacağından 

                                                             
(𝑡 − 𝑥)2

𝛿2
> 1                                                 (2.7) 

olur. (2.6) ve (2.7)′ den  

|ℎ(𝑡) − ℎ(𝑥)| ≤ 2𝑀ℎ
(𝑡 − 𝑥)2

𝛿2
 

yazılabilir.  O halde |𝑡 − 𝑥| ≤ 𝛿 için  

|ℎ(𝑡) − ℎ(𝑥)| < 𝜀 

ve |𝑡 − 𝑥| > 𝛿  için  

|ℎ(𝑡) − ℎ(𝑥)| ≤ 2𝑀ℎ
(𝑡 − 𝑥)2

𝛿2
 

olur. Dolayısıyla her 𝑥, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] için  

                                          |ℎ(𝑡) − ℎ(𝑥)| < 𝜀 + 2𝑀ℎ
(𝑡 − 𝑥)2

𝛿2
                            (2.8) 

gerçeklenir. (i), (ii), (iii) koşullarını sağlayan 𝑇𝑛 operatörlerinin  

lim
𝑛→∞

‖𝑇𝑛(ℎ) − ℎ‖𝐶[𝑎,𝑏] = 0 

eşitliğini sağladığı gösterilirse ispat tamamlanmış olur. Operatörün lineerlik özelliği 

ve üçgen eşitsizliğinden dolayı 

|𝑇𝑛(ℎ(𝑡); 𝑥) − ℎ(𝑥)| = |𝑇𝑛(ℎ(𝑡); 𝑥) − ℎ(𝑥) + 𝑇𝑛(ℎ(𝑥); 𝑥) − 𝑇𝑛(ℎ(𝑥); 𝑥)| 

= |𝑇𝑛(ℎ(𝑡); 𝑥) − 𝑇𝑛(ℎ(𝑥); 𝑥) + 𝑇𝑛(ℎ(𝑥); 𝑥) − ℎ(𝑥)| 

= |𝑇𝑛((ℎ(𝑡) − ℎ(𝑥)); 𝑥) + ℎ(𝑥)(𝑇𝑛(1; 𝑥) − 1)| 
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ve  

|𝑇𝑛(ℎ(𝑡); 𝑥) − ℎ(𝑥)| ≤ |𝑇𝑛((ℎ(𝑡) − ℎ(𝑥)); 𝑥)| + |ℎ(𝑥)||𝑇𝑛(1; 𝑥) − 1| 

yazılır. Lemma 2.2’ den  

|𝑇𝑛(ℎ(𝑡); 𝑥) − ℎ(𝑥)| ≤ 𝑇𝑛((|ℎ(𝑡) − ℎ(𝑥)|); 𝑥) + |ℎ(𝑥)||𝑇𝑛(1; 𝑥) − 1| 

olup (2.5)’ den  

|𝑇𝑛(ℎ(𝑡); 𝑥) − ℎ(𝑥)| ≤ 𝑇𝑛(|ℎ(𝑡) − ℎ(𝑥)|; 𝑥) + 𝑀ℎ|𝑇𝑛(1; 𝑥) − 1| 

yazılır. 𝑇𝑛 operatörünün monotonluğundan ve (2.8)’ den 

        |𝑇𝑛(ℎ(𝑡); 𝑥) − ℎ(𝑥)| ≤ 𝑇𝑛 (𝜀 + 2
𝑀ℎ
𝛿2
(𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) + 𝑀ℎ|𝑇𝑛(1; 𝑥) − 1|         (2.9) 

elde edilir. 

Diğer taraftan 𝑇𝑛 lineer olduğundan 

𝑇𝑛 (𝜀 + 2
𝑀ℎ
𝛿2
(𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) = 𝑇𝑛(𝜀; 𝑥) + 𝑇𝑛 (2

𝑀ℎ
𝛿2
(𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)           

= 𝜀𝑇𝑛(1; 𝑥) + 2
𝑀ℎ
𝛿2
𝑇𝑛(𝑡

2 − 2𝑥𝑡 + 𝑥2; 𝑥) 

= 𝜀𝑇𝑛(1; 𝑥) + 2
𝑀ℎ
𝛿2
{𝑇𝑛(𝑡

2; 𝑥) − 𝑥2 − 𝑥2 

+2𝑥2 − 2𝑥𝑇𝑛(𝑡; 𝑥) + 𝑥
2𝑇𝑛(1; 𝑥)} 

= 𝜀𝑇𝑛(1; 𝑥) + 2
𝑀ℎ
𝛿2
{𝑇𝑛(𝑡

2; 𝑥) − 𝑥2 + 2𝑥2 

−2𝑥𝑇𝑛(𝑡; 𝑥) + 𝑥
2𝑇𝑛(1; 𝑥) − 𝑥

2} 

= 𝜀𝑇𝑛(1; 𝑥) + 2
𝑀ℎ
𝛿2
{(𝑇𝑛(𝑡

2; 𝑥) − 𝑥2) 

+2𝑥(𝑥 − 𝑇𝑛(𝑡; 𝑥))+𝑥
2(𝑇𝑛(1; 𝑥) − 1)} 

yazılabilir. Bu son ifade (2.9)’ da kullanılırsa 

|𝑇𝑛(ℎ(𝑡); 𝑥) − ℎ(𝑥)| ≤ 𝜀𝑇𝑛(1; 𝑥) + 2
𝑀ℎ
𝛿2
{(𝑇𝑛(𝑡

2; 𝑥) − 𝑥2) + 2𝑥(𝑥 − 𝑇𝑛(𝑡; 𝑥)) 

         +𝑥2(𝑇𝑛(1; 𝑥) − 1)} + 𝑀ℎ|(𝑇𝑛(1; 𝑥) − 1)|                (2.10)
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elde edilir.  

(i), (ii), (iii) koşullarının (2.10)′ da kullanılmasıyla 

‖𝑇𝑛(ℎ) − ℎ‖ = lim
𝑛→∞

{maks
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑇𝑛(ℎ; 𝑥) − ℎ(𝑥)|} = 0 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

2.9. Tanım  

ℎ ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] olsun. ∀ 𝛿 > 0 için 

                                 𝜔(ℎ; 𝛿) = sup
𝑥,𝑡∈[𝑎,𝑏]
|𝑡−𝑥|≤𝛿

|ℎ(𝑡) − ℎ(𝑥)|                                       (2.11) 

ile tanımlanan 𝜔(ℎ; 𝛿) ifadesine ℎ fonksiyonunun süreklilik modülü denir. 

Süreklilik modülü aşağıdaki özelliklere sahiptir: 

i. 𝜔(ℎ; 𝛿) ≥ 0 

ii. 𝛿1 ≤ 𝛿2  ise, o zaman 𝜔(ℎ; 𝛿1) ≤ 𝜔(ℎ; 𝛿2) 

iii. 𝜇 ∈ ℕ için 𝜔(ℎ; 𝜇𝛿) = 𝜇𝜔(ℎ; 𝛿) 

iv. 𝜆 ∈ ℝ+ için 𝜔(ℎ; 𝜆𝛿) ≤ (1 + 𝜆)𝜔(ℎ; 𝛿)  

v. lim
𝛿→0

𝜔(ℎ; 𝛿) = 0 

vi. 𝜔(ℎ; |𝑡 − 𝑥|) ≥ |ℎ(𝑡) − ℎ(𝑥)| 

vii. |ℎ(𝑡) − ℎ(𝑥)| ≤ (1 +
|𝑡−𝑥|

𝛿
)𝜔(ℎ; 𝛿). 

İspat  

i. Süreklilik modülü, tanımı gereğince bir mutlak değerin supremumu 

olduğundan ispat açıktır. 

ii. 𝛿1 ≤ 𝛿2 için |𝑡 − 𝑥| ≤ 𝛿2 bölgesinin |𝑡 − 𝑥| ≤ 𝛿1 bölgesinden daha büyük 

olduğu açıktır. Bölge büyüdükçe alınan supremum büyüyeceğinden ispat 

tamamlanır. 

iii. Süreklilik modülünün tanımından dolayı  

𝜔(ℎ; 𝜇𝛿) = sup
𝑥,𝑡∈[𝑎,𝑏]
|𝑡−𝑥|≤𝜇𝛿

|ℎ(𝑡) − ℎ(𝑥)| 

yazılır. Burada 

|𝑡 − 𝑥| ≤ 𝜇𝛿 ⇒ 𝑥 − 𝜇𝛿 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 + 𝜇𝛿 
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olup, 𝑡 = 𝑥 + 𝜇ℎ seçimiyle |ℎ| ≤ 𝛿 ve 

𝜔(ℎ; 𝜇𝛿) = sup
𝑥,𝑡∈[𝑎,𝑏]
|ℎ|≤𝛿 

|ℎ(𝑥 + 𝜇ℎ) − ℎ(𝑥)| 

şeklinde yazılır. 

Diğer yandan 

sup
𝑥,𝑡∈[𝑎,𝑏]
|ℎ|≤𝛿 

|ℎ(𝑥 + 𝜇ℎ) − ℎ(𝑥)| = sup
𝑥,𝑡∈[𝑎,𝑏]
|ℎ|≤𝛿 

|∑[ℎ(𝑥 + (𝜁 + 1)ℎ) − ℎ(𝑥 + 𝜁ℎ)]

𝜇−1

𝜁=0

| 

olup eşitliğin sağ tarafına üçgen eşitsizliği uygulanırsa 

 

sup
𝑥,𝑡∈[𝑎,𝑏]
|ℎ|≤𝛿 

|ℎ(𝑥 + 𝜇ℎ) − ℎ(𝑥)| ≤ ∑ sup
𝑥,𝑡∈[𝑎,𝑏]
|ℎ|≤𝛿 

|ℎ(𝑥 + (𝜁 + 1)ℎ) − ℎ(𝑥 + 𝜁ℎ)|

𝜇−1

𝜁=0

 

≤ 𝜔(ℎ; 𝛿) + ⋯+𝜔(ℎ; 𝛿) 

bulunur. Buradan 

𝜔(ℎ; 𝜇𝛿) ≤ 𝜇𝜔(ℎ; 𝛿) 

elde edilir. 

iv.   𝜆 ∈ ℝ+ sayısının tam kısmını [|𝜆|] ile gösterilirse  

[|𝜆|] ≤ 𝜆 < [|𝜆|] + 1 

eşitsizliklerinin yazılabileceği açıktır. O halde bu eşitsizlikleri ve 𝜔(ℎ; 𝛿)’nın 

azalmayan fonksiyon olmasını kullanarak 

𝜔(ℎ; 𝜆𝛿) ≤ 𝜔(ℎ; ([|𝜆|] + 1)𝛿) 

eşitsizliği yazılır. [|𝜆|] pozitif bir tam sayı olduğundan üstteki eşitsizliğin sağ tarafına 

(iii) özelliği uygulanır. Bu durumda 

𝜔(ℎ; ([|𝜆|] + 1)𝛿) ≤ ([|𝜆|] + 1)𝜔(ℎ; 𝛿) 

eşitsizliği elde edilir. Ayrıca her 𝜆 ∈ ℝ+ için  

[|𝜆|] + 1 ≤ 𝜆 + 1 

Olduğundan  
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𝜔(ℎ; ([|𝜆|] + 1)𝛿) ≤ (𝜆 + 1)𝜔(ℎ; 𝛿) 

eşitsizliği elde edilir. Sonuç olarak  

𝜔(ℎ; 𝜆𝛿) ≤ (𝜆 + 1)𝜔(ℎ; 𝛿) 

yazılır. İspat tamamlanır. 

v. |𝑡 − 𝑥| ≤ 𝛿 eşitsizliğindeki 𝛿’nın sıfıra yaklaşması 𝑡 → 𝑥 olması anlamına 

gelir. ℎ fonksiyonu sürekli olduğundan süreklilik tanımına göre 𝑡 → 𝑥 için 

|ℎ(𝑡) − ℎ(𝑥)| → 0 

olduğundan ispat açıktır. 

vi. 𝜔(ℎ; 𝛿) ifadesinde 𝛿 = |𝑡 − 𝑥| seçilirse 

𝜔(ℎ; |𝑡 − 𝑥|) = sup
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|ℎ(𝑡) − ℎ(𝑥)| 

elde edilir. O halde |ℎ(𝑡) − ℎ(𝑥)|’ lerin supremumu 𝜔(ℎ; |𝑡 − 𝑥|) olacağından ispat 

aşikardır. 

vii. (vi) özelliğinden  

|ℎ(𝑡) − ℎ(𝑥)| ≤ 𝜔 (ℎ;
|𝑡 − 𝑥|

𝛿
𝛿) 

yazılır. Bu eşitsizlikte (iv) özelliği kullanılırsa 

|ℎ(𝑡) − ℎ(𝑥)| ≤ (
|𝑡 − 𝑥|

𝛿
+ 1)𝜔(ℎ; 𝛿) 

bulunur. İspat tamamlanır. 

 

2.3. Teorem  

 ℎ(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝑎, 𝑏; 𝑐, 𝑑) ve tüm reel eksende |ℎ(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑀ℎ olsun. 𝑇𝑛(ℎ(𝑡, 𝑟); 𝑥, 𝑦) 

lineer pozitif operatörleri için düzgün olarak  

i) 𝑇𝑛(1; 𝑥, 𝑦) ⇉ 1 

ii) 𝑇𝑛(𝑡; 𝑥, 𝑦) ⇉ 𝑥 

iii) 𝑇𝑛(𝑟; 𝑥, 𝑦) ⇉ 𝑦 

iv) 𝑇𝑛(𝑡
2 + 𝑟2; 𝑥, 𝑦) ⇉ 𝑥2 + 𝑦2  
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koşulları sağlanıyorsa  

𝑇𝑛(ℎ(𝑡, 𝑟); 𝑥, 𝑦) ⇉ ℎ(𝑥, 𝑦) 

olur. 

İspat 

ℎ(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝑎, 𝑏; 𝑐, 𝑑) olduğundan ∀ 𝜀 > 0 için öyle bir 𝛿 vardır ki |(𝑥, 𝑦) − (𝑡, 𝑟)| <

𝛿  yani  

√(𝑥 − 𝑡)2 + (𝑦 − 𝑟)2 < 𝛿 iken  |ℎ(𝑡, 𝑟) − ℎ(𝑥, 𝑦)| < 𝜀 sağlanır. 

Ayrıca √(𝑥 − 𝑡)2 + (𝑦 − 𝑟)2 ≥ 𝛿 iken  
(𝑥−𝑡)2+(𝑦−𝑟)2

𝛿2
≥ 1 olur, 

|ℎ(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑀ℎ olduğunun kullanılmasıyla  

|ℎ(𝑡, 𝑟) − ℎ(𝑥, 𝑦)| ≤ 2𝑀ℎ [
(𝑥 − 𝑡)2 + (𝑦 − 𝑟)2

𝛿2
] 

yazılır. O halde  

|ℎ(𝑡, 𝑟) − ℎ(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝜀 +  2𝑀ℎ [
(𝑥 − 𝑡)2 + (𝑦 − 𝑟)2

𝛿2
]  

                        = 𝜀 +
2𝑀ℎ
𝛿2

[𝑥2 + 𝑦2 − 2(𝑥𝑡 − 𝑦𝑟) + 𝑡2 + 𝑟2 ]                   (2.12) 

yazılır. Diğer yandan 𝑇𝑛 operatörlerin lineerliği ve üçgen eşitsizliğinden dolayı  

|𝑇𝑛(ℎ(𝑡, 𝑟); 𝑥, 𝑦) − ℎ(𝑥, 𝑦)| ≤ |𝑇𝑛((ℎ(𝑡, 𝑟) − ℎ(𝑥, 𝑦)); 𝑥, 𝑦)|                                             

+|ℎ(𝑥, 𝑦)||𝑇𝑛(1; 𝑥, 𝑦) − 1| 

                                        ≤ |𝑇𝑛((ℎ(𝑡, 𝑟) − ℎ(𝑥, 𝑦)); 𝑥, 𝑦)| + 𝑀ℎ|𝑇𝑛(1; 𝑥, 𝑦) − 1|  (2.13) 

elde edilir. 𝑇𝑛 operatörlerinin monotonluğundan  

|𝑇𝑛(ℎ(𝑡, 𝑟); 𝑥, 𝑦) − ℎ(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑇𝑛(|ℎ(𝑡, 𝑟) − ℎ(𝑥, 𝑦)|; 𝑥, 𝑦) 

yazılır. (2.12)’ nın (2.13)’ de kullanılması ve operatörün lineerliğinden  
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|𝑇𝑛(ℎ(𝑡, 𝑟); 𝑥, 𝑦) − ℎ(𝑥, 𝑦)|

≤ 𝜀 + 𝜀(𝑇𝑛(1; 𝑥, 𝑦) − 1) +
2𝑀ℎ
𝛿2

[(𝑥2 + 𝑦2)(𝑇𝑛(1; 𝑥, 𝑦) − 1) 

                                   −2𝑥 (𝑇𝑛(𝑡; 𝑥, 𝑦) − 𝑥) − 2𝑦 (𝑇𝑛(𝑟; 𝑥, 𝑦) − 𝑦)      

                                                    +(𝑇𝑛(𝑡
2 + 𝑟2; 𝑥, 𝑦) − (𝑥2 + 𝑦2))]                           (2.14) 

yazılır. (2.14)’ nın (2.12)’ de kullanılmasıyla ve (i) , (ii), (iii) ve (iv) koşullarının 

kullanılmasıyla  

|𝑇𝑛((ℎ(𝑡, 𝑟) − ℎ(𝑥, 𝑦)); 𝑥, 𝑦)| ≤ 𝜀 

elde edilir ki bu ispatı tamamlar. 
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3. BERNSTEIN OPERATÖRÜNÜN ÜSTEL FORMU 

Bernstein operatörünün üstel formu Aral ve ark. tarafından 2018 yılında verildi.  

Bernstein operatörünün üstel formu,  

𝑥 ∈ [0,1] , ℎ ∈ 𝐶[0,1] ve 𝑛 ∈ ℕ için, 

𝐺𝑛ℎ(𝑥) = 𝑒
𝛼𝑥𝐵𝑛 (

ℎ

𝑒𝛼
; 𝑎𝑛(𝑥))                                       

= 𝑒𝛼𝑥∑𝑝𝑛,𝑠(𝑎𝑛(𝑥))ℎ (
𝑠

𝑛
) 𝑒−

𝛼𝑠
𝑛

𝑛

𝑠=0

 , 

burada, 

𝑝𝑛,𝑠(𝑎𝑛(𝑥)) = (
𝑛

𝑠
) (𝑎𝑛(𝑥))

𝑠
(1 − 𝑎𝑛(𝑥))

𝑛−𝑠
 

ve   

                                               𝑎𝑛(𝑥) =
𝑒𝛼𝑥/𝑛 − 1

𝑒𝛼/𝑛 − 1
                                                            (3.1) 

dir.  

3.1. Lemma 

𝐺𝑛(ℎ; 𝑥) operatörü için, 

i) 𝐺𝑛(1; 𝑥) = 𝑒
𝛼(𝑥−1) (𝑒

𝛼

𝑛 + 1 − 𝑒
𝛼𝑥

𝑛 )
𝑛

, 

ii) 𝐺𝑛(𝑒
𝑡; 𝑥) = 𝑒𝛼𝑥, 

iii) 𝐺𝑛(𝑒
2𝑡; 𝑥) = 𝑒2𝛼𝑥, 

iv) 𝐺𝑛(𝑒
3𝑡; 𝑥) = 𝑒𝛼𝑥 (𝑒

𝛼(𝑥+1)

𝑛
 + 𝑒

𝛼𝑥

𝑛
 − 𝑒

𝛼

𝑛
 )
𝑛

, 

v) 𝐺𝑛(𝑒
4𝑡; 𝑥) = 𝑒𝛼𝑥 (𝑒

𝛼(𝑥+2)

𝑛
 + 𝑒

𝛼(𝑥+1)

𝑛
 + 𝑒

𝛼𝑥

𝑛
 − 𝑒

𝛼

𝑛
 − 𝑒

2𝛼

𝑛
 )
𝑛

, 

 

eşitlikleri gerçekleşir. 
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İspat 

(i) ℎ(𝑡) = 1 için, 

𝐺𝑛(1; 𝑥) =∑𝑒−𝛼(
𝑠
𝑛
−𝑥)𝑝𝑛,𝑠(𝑎𝑛(𝑥))

𝑛

𝑠=0

                                                  

=∑𝑒−𝛼(
𝑠
𝑛
−𝑥) (

𝑛

𝑠
)

𝑛

𝑠=0

(𝑎𝑛(𝑥))
𝑠
(1 − 𝑎𝑛(𝑥))

𝑛−𝑠
 

= 𝑒𝛼𝑥∑(
𝑛

𝑠
)

𝑛

𝑠=0

(𝑎𝑛(𝑥)𝑒
−
𝛼
𝑛)
𝑠

(1 − 𝑎𝑛(𝑥))
𝑛−𝑠
  

= 𝑒𝛼𝑥  (𝑎𝑛(𝑥)𝑒
−
𝛼
𝑛 + 1 − 𝑎𝑛(𝑥))

𝑛

                    

= 𝑒𝛼𝑥  (𝑎𝑛(𝑥) (𝑒
−
𝛼
𝑛 − 1) + 1)

𝑛

                      

= 𝑒𝛼𝑥  ( (
𝑒
𝛼𝑥
𝑛 − 1

𝑒
𝛼
𝑛 − 1

) (𝑒−
𝛼
𝑛 − 1) + 1)

𝑛

       

= 𝑒𝛼𝑥  ( (
1 − 𝑒

𝛼𝑥
𝑛

𝑒
𝛼
𝑛

) + 1)

𝑛

                           

= 𝑒𝛼(𝑥−1)  (𝑒
𝛼
𝑛 + 1 − 𝑒

𝛼𝑥
𝑛 )

𝑛

                          

olarak elde edilir. 

(ii) ℎ(𝑡) = 𝑒𝛼𝑡 olsun, 

𝐺𝑛(𝑒
𝛼𝑡; 𝑥) = 𝑒𝛼𝑥∑𝑒

−𝛼𝑠
𝑛 𝑒

𝛼𝑠
𝑛 𝑝𝑛,𝑠(𝑎𝑛(𝑥))

𝑛

𝑠=0

      

= 𝑒𝛼𝑥∑𝑝𝑛,𝑠(𝑎𝑛(𝑥))

𝑛

𝑠=0

 

= 𝑒𝛼𝑥                               

olarak elde edilir. 
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(iii) ℎ(𝑡) = 𝑒2𝛼𝑡 olsun, 

𝐺𝑛(𝑒
2𝛼𝑡; 𝑥) = 𝑒𝛼𝑥∑𝑒

−𝛼𝑠
𝑛 𝑒

2𝛼𝑠
𝑛 𝑝𝑛,𝑠(𝑎𝑛(𝑥))

𝑛

𝑠=0

                                              

= 𝑒𝛼𝑥∑𝑒
𝛼𝑠
𝑛 𝑝𝑛,𝑠(𝑎𝑛(𝑥))

𝑛

𝑠=0

                                 

= 𝑒𝛼𝑥∑(
𝑛

𝑠
)

𝑛

𝑠=0

(𝑎𝑛(𝑥)𝑒
𝛼
𝑛)
𝑠

(1 − 𝑎𝑛(𝑥))
𝑛−𝑠

 

= 𝑒𝛼𝑥 (𝑎𝑛(𝑥) (𝑒
𝛼
𝑛 − 1) + 1)

𝑛

                       

= 𝑒𝛼𝑥 ( (
𝑒
𝛼𝑥
𝑛 − 1

𝑒
𝛼
𝑛 − 1

) (𝑒
𝛼
𝑛 − 1) + 1)

𝑛

        

= 𝑒2𝛼𝑥                                                              

olarak elde edilir. 

  



 

16 
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4. BERNSTEIN-KANTOROVICH OPERATÖRÜNÜN ÜSTEL FORMU 

Bernstein-Kantorovich operatörünün üstel formu Aral ve ark. tarafından 2019 

yılında, 

𝑛 ∈ ℕ, 𝛼, 𝜇 > 0  ve 𝑥 ∈ [0,1], 𝐾̃𝑛: 𝐶[0,1] → [0,1], ℎ ∈ 𝐶[0,1] için  

𝐾̃𝑛(ℎ; 𝑥) = 𝑎𝑛+1
′ (𝑥)(𝑛 + 1)𝑒𝜇𝑥∑(

𝑛

𝑠
) (𝑎𝑛+1(𝑥) )

𝑠(1 − 𝑎𝑛+1(𝑥))
𝑛−𝑠
 

𝑛

𝑠=0

 

× ∫ 𝑒−𝜇𝑡ℎ(𝑡)𝑑𝑡

𝑠+1
𝑛+1

𝑠
𝑛+1

 

 

biçiminde verilir. Burada 𝑎𝑛+1
′ (𝑥) fonksiyonu (3.1) ile verilen ifadenin türevidir.  

4.1. Lemma   

𝐾̃𝑛(. ; 𝑥) operatörü için; 

i) 𝐾̃𝑛(1; 𝑥) = 𝑒
𝜇(𝑥−𝑛−1)

𝑛+1 𝑒𝜇𝑥 (𝑒
𝜇

𝑛+1 + 1 − 𝑒
𝜇𝑥

𝑛+1 )
𝑛

 

ii) 𝐾̃𝑛(𝑒
𝜇𝑡; 𝑥) =

𝜇

𝑛+1
 
𝑒
𝜇𝑥
𝑛+1

𝑒
𝜇
𝑛+1−1

 𝑒𝜇𝑥  

iii) 𝐾̃𝑛(𝑒
2𝜇𝑡; 𝑥) = 𝑒2𝜇𝑥 

iv) 𝐾̃𝑛(𝑒
3𝜇𝑡; 𝑥) =

1

2
 𝑒𝜇𝑥+

𝜇𝑥

𝑛+1 (1 + 𝑒
𝜇

𝑛+1) (−𝑒
𝜇

𝑛+1 + 𝑒
𝜇𝑥

𝑛+1 + 𝑒
𝜇

𝑛+1
+
𝜇𝑥

𝑛+1)
𝑛

 

v) 𝐾̃𝑛(𝑒
4𝜇𝑡; 𝑥) =

1

3
 𝑒𝜇𝑥+

𝜇𝑥

𝑛+1 (1 + 𝑒
𝜇

𝑛+1 + 𝑒
2𝜇

𝑛+1) 

         × (−𝑒
𝜇
𝑛+1 − 𝑒

2𝜇
𝑛+1 + 𝑒

𝜇𝑥
𝑛+1 + 𝑒

2𝜇
𝑛+1

+
𝜇𝑥
𝑛+1𝑒

𝜇
𝑛+1

+
𝜇𝑥
𝑛+1)

𝑛

 

eşitlikleri gerçeklenir. 
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İspat 

(i)  ℎ(𝑡) = 1 için, 

𝐾̃𝑛(1; 𝑥) = 𝑎𝑛+1
′ (𝑥)(𝑛 + 1)𝑒𝜇𝑥∑(

𝑛

𝑠
) (𝑎𝑛+1(𝑥) )

𝑠(1 − 𝑎𝑛+1(𝑥))
𝑛−𝑠

∫ 𝑒−𝜇𝑡𝑑𝑡

𝑠+1
𝑛+1

𝑠
𝑛+1

 

𝑛

𝑠=0

   

= 𝑎𝑛+1
′ (𝑥)(𝑛 + 1)𝑒𝜇𝑥 ∑ (𝑛

𝑠
)(𝑎𝑛+1(𝑥) )

𝑠(1 − 𝑎𝑛+1(𝑥))
𝑛−𝑠
  𝑛

𝑠=0   

× ( 
𝑒
−𝜇(𝑠+1)
𝑛+1 − 𝑒

−𝜇𝑠
𝑛+1

−𝜇
 ) 

= 𝑎𝑛+1
′ (𝑥)(𝑛 + 1)𝑒𝜇𝑥∑(

𝑛

𝑠
) (𝑎𝑛+1(𝑥) )

𝑠(1 − 𝑎𝑛+1(𝑥))
𝑛−𝑠
 

𝑛

𝑠=0

 

× 𝑒
−𝜇𝑠
𝑛+1  ( 

1 − 𝑒
−𝜇
𝑛+1

𝜇
 ) 

= 𝑒
𝜇(𝑥−1)
𝑛+1  𝑒𝜇𝑥∑(

𝑛

𝑠
) (𝑎𝑛+1(𝑥)𝑒

−
𝜇
𝑛+1)

𝑠

(1 − 𝑎𝑛+1(𝑥))
𝑛−𝑠
  

𝑛

𝑠=0

                      

= 𝑒
𝜇(𝑥−𝑛−1)
𝑛+1 𝑒𝜇𝑥 (𝑒

𝜇
𝑛+1 + 1 − 𝑒

𝜇𝑥
𝑛+1 )

𝑛

                                                                 

(ii) ℎ(𝑡) = 𝑒𝜇𝑡 için, 

𝐾̃𝑛(𝑒
𝜇𝑡; 𝑥) = 𝑎𝑛+1

′ (𝑥)(𝑛 + 1)𝑒𝜇𝑥∑(
𝑛

𝑠
) (𝑎𝑛+1(𝑥) )

𝑠(1 − 𝑎𝑛+1(𝑥))
𝑛−𝑠

∫ 𝑑𝑡

𝑠+1
𝑛+1

𝑠
𝑛+1

 

𝑛

𝑠=0

      

= 𝑎𝑛+1
′ (𝑥)𝑒𝜇𝑥∑(

𝑛

𝑠
) (𝑎𝑛+1(𝑥) )

𝑠(1 − 𝑎𝑛+1(𝑥))
𝑛−𝑠
 

𝑛

𝑠=0

                                

 

=
𝜇

𝑛 + 1

𝑒𝜇𝑥/(𝑛+1)

(𝑒
𝜇
𝑛+1 − 1)

𝑒𝜇𝑥                                                                                  
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(iii) ℎ(𝑡) =  𝑒2𝜇𝑡 için, 

𝐾̃𝑛(𝑒
2𝜇𝑡; 𝑥) = 𝑎𝑛+1

′ (𝑥)(𝑛 + 1)𝑒𝜇𝑥∑(
𝑛

𝑠
) (𝑎𝑛+1(𝑥) )

𝑠(1 − 𝑎𝑛+1(𝑥))
𝑛−𝑠

∫ 𝑒𝜇𝑡𝑑𝑡

𝑠+1
𝑛+1

𝑠
𝑛+1

 

𝑛

𝑠=0

 

= 𝑎𝑛+1
′ (𝑥)(𝑛 + 1)𝑒𝜇𝑥∑(

𝑛

𝑠
) (𝑎𝑛+1(𝑥) )

𝑠(1 − 𝑎𝑛+1(𝑥))
𝑛−𝑠
 

𝑛

𝑠=0

 

            × ( 
𝑒
𝜇(𝑠+1)
𝑛+1 − 𝑒

𝜇𝑠
𝑛+1

𝜇
 ) 

 = 𝑎𝑛+1
′ (𝑥)(𝑛 + 1)𝑒𝜇𝑥∑(

𝑛

𝑠
) (𝑎𝑛+1(𝑥) )

𝑠(1 − 𝑎𝑛+1(𝑥))
𝑛−𝑠
𝑒
𝜇𝑠
𝑛+1 

𝑛

𝑠=0

 

             × ( 
𝑒
𝜇
𝑛+1 − 1

𝜇
 ) 

 = 𝑒𝜇𝑥/(𝑛+1)𝑒𝜇𝑥∑(
𝑛

𝑠
) (𝑎𝑛+1(𝑥) 𝑒

𝜇
𝑛+1)

𝑠

(1 − 𝑎𝑛+1(𝑥))
𝑛−𝑠
 

𝑛

𝑠=0

          

= 𝑒2𝜇𝑥                                                            

olup,  ispat tamamlanır. 

4.2. Lemma  

 𝐾̃𝑛(. ; 𝑥) operatörü için aşağıdaki limitler gerçeklenir. 

i) lim
𝑛→∞

𝐾̃𝑛(1; 𝑥) = 1 

ii) lim
𝑛→∞

𝐾̃𝑛(𝑒
𝜇𝑡; 𝑥) =  𝑒𝜇𝑥  

4.1. Teorem 

Her   𝑥 ∈ [0,1] ve ℎ ∈ 𝐶[0,1] için 𝐾̃𝑛 operatörleri 

𝐾̃𝑛(ℎ; 𝑥) ⇉ ℎ(𝑥) 

düzgün yakınsar. 
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İspat 

 Lemma 3.2  yardımıyla  

i) 𝐾̃𝑛(1; 𝑥) ⇉  1  

ii) 𝐾̃𝑛(𝑒
𝜇𝑡; 𝑥) ⇉  𝑒𝜇𝑥 

iii) 𝐾̃𝑛(𝑒
2𝜇𝑡; 𝑥) ⇉  𝑒2𝜇𝑡 

olur böylece Teorem 2.1‘ den ispat tamamlanır. 
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5. İKİ DEĞİŞKENLİ BERNSTEIN-KANTOROVICH OPERATÖRLERİ 

İki değişkenli Bernstein-Kantorovich operatörlerini 2009 yılında Pop ve Farcas tarafından 

verilmiştir.  𝐿1([0,1]× [0,1]) ağırlıklı uzayında 𝑛 ∈ ℕ, ℎ ∈ 𝐿1([0,1]×

[0,1]),   𝐾𝑛: 𝐿1(𝑆)→ 𝐶([0,1]× [0,1])  ve  (𝑥, 𝑦) ∈ [0,1]  için 

𝐾𝑛(ℎ; 𝑥, 𝑦) = (𝑛 + 1)
2∑∑𝑝𝑛,𝑠,𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑛−𝑠

𝑗=0

∫ ∫ ℎ(𝑡, 𝑠)

𝑠+1
𝑛+1

𝑠
𝑛+1

𝑗+1
𝑛+1

𝑗
𝑛+1

𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑛

𝑠=0

 ,      𝑠, 𝑗 ≥ 0 

şeklinde verilir. Burada, 

𝑝𝑛,𝑠,𝑗(𝑥, 𝑦) = (
𝑛

𝑠
) (
𝑛 − 𝑠

𝑗
) 𝑥𝑠𝑦𝑗(1 − 𝑥 − 𝑦)𝑛−𝑠−𝑗 

dir. 

5.1. Lemma  

𝐾𝑛(ℎ; 𝑥, 𝑦)  operatörü için, 

i) 𝐾𝑛(1; 𝑥, 𝑦) = 1, 

ii) 𝐾𝑛(𝑡; 𝑥, 𝑦) =
2𝑛𝑥+1

2(𝑛+1)
 , 

iii) 𝐾𝑛(𝑠; 𝑥, 𝑦) =
2𝑦𝑛+1

2(𝑛+1)
, 

iv) 𝐾𝑛(𝑡
2; 𝑥, 𝑦) =

3𝑥2𝑛(𝑛−1)+6𝑛𝑥+1

3(𝑛+1)2
, 

v) 𝐾𝑛(𝑠
2; 𝑥, 𝑦) =

3𝑦2𝑛(𝑛−1)+6𝑛𝑦+1

3(𝑛+1)2
. 

İspat  

(i) ℎ(𝑡, 𝑠) = 1 için, 

𝐾𝑛(1; 𝑥, 𝑦) = (𝑛 + 1)
2∑∑𝑝𝑛,𝑠,𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑛−𝑠

𝑗=0

∫ ∫ 𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑠+1
𝑛+1

𝑠
𝑛+1

𝑗+1
𝑛+1

𝑗
𝑛+1

𝑛

𝑠=0

 

=∑∑𝑝𝑛,𝑠,𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑛−𝑠

𝑗=0

𝑛

𝑠=0

                        

= 1                                                        
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olarak elde edilir. 

(ii) ℎ(𝑡, 𝑠) = 𝑡 için, 

𝐾𝑛(𝑡; 𝑥, 𝑦) = (𝑛 + 1)
2∑∑𝑝𝑛,𝑠,𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑛−𝑠

𝑗=0

∫ ∫ 𝑡 𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑠+1
𝑛+1

𝑠
𝑛+1

𝑗+1
𝑛+1

𝑗
𝑛+1

𝑛

𝑠=0

                                                 

=
1

2(𝑛 + 1)
∑∑𝑝𝑛,𝑠,𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑛−𝑠

𝑗=0

(2𝑠 + 1)

𝑛

𝑠=0

                                                   

=
1

2(𝑛 + 1)
 (∑∑(

𝑛

𝑠
) (
𝑛 − 𝑠

𝑗
) 𝑥𝑠𝑦𝑗(1 − 𝑥 − 𝑦)𝑛−𝑠−𝑗

𝑛−𝑠

𝑗=0

2𝑠

𝑛

𝑠=0

)       

           +
1

2(𝑛 + 1)
 ∑∑𝑝𝑛,𝑠,𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑛−𝑠

𝑗=0

𝑛

𝑠=0

 

=
1

2(𝑛 + 1)
 (2∑(

𝑛

𝑠
) 𝑥𝑠(1 − 𝑥)𝑛−𝑠𝑠

𝑛

𝑠=0

+∑∑𝑝𝑛,𝑠,𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑛−𝑠

𝑗=0

𝑛

𝑠=0

)          

=
1

2(𝑛 + 1)
 (2∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑠)! (𝑠 − 1)!
 𝑥𝑠(1 − 𝑥)𝑛−𝑠

𝑛

𝑠=1

+ 1)                    

=
1

2(𝑛 + 1)
 (2∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑠 − 1)! 𝑠!
 𝑥𝑠+1(1 − 𝑥)𝑛−𝑠−1

𝑛−1

𝑠=0

+ 1)               

=
2𝑛𝑥 + 1

2(𝑛 + 1)
                                                                                                        

olarak elde edilir. 

(iii) ℎ(𝑡, 𝑠) = 𝑠 için, 

𝐾𝑛(𝑡; 𝑥, 𝑦) = (𝑛 + 1)
2∑∑𝑝𝑛,𝑠,𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑛−𝑠

𝑗=0

∫ ∫ 𝑠 𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑠+1
𝑛+1

𝑠
𝑛+1

𝑗+1
𝑛+1

𝑗
𝑛+1

𝑛

𝑠=0

                                                 

=
1

2(𝑛 + 1)
∑∑(

𝑛

𝑠
) (
𝑛 − 𝑠

𝑗
) 𝑥𝑠𝑦𝑗(1 − 𝑥 − 𝑦)𝑛−𝑠−𝑗

𝑛−𝑠

𝑗=0

(2𝑗 + 1)

𝑛

𝑠=0

             

 =
1

2(𝑛 + 1)
∑2(

𝑛

𝑠
) 𝑥𝑠∑

(𝑛 − 𝑠)!

(𝑛 − 𝑠 − 𝑗)! 𝑗!
 𝑦𝑗(1 − 𝑥 − 𝑦)𝑛−𝑠−𝑗

𝑛−𝑠

𝑗=0

𝑗 +
1

𝑛 + 1
  

𝑛

𝑠=0
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=
1

2(𝑛 + 1)
∑2(

𝑛

𝑠
) 𝑥𝑠∑

(𝑛 − 𝑠)!

(𝑛 − 𝑠 − 𝑗)! (𝑗 − 1)!
 𝑦𝑗(1 − 𝑥 − 𝑦)𝑛−𝑠−𝑗

𝑛−𝑠

𝑗=1

+
1

𝑛 + 1
  

𝑛

𝑠=0

 

=
1

2(𝑛 + 1)
∑2(

𝑛

𝑠
) 𝑥𝑠 ∑

(𝑛 − 𝑠)!

(𝑛 − 𝑠 − 𝑗 − 1)! 𝑗!
 𝑦𝑗−1(1 − 𝑥 − 𝑦)𝑛−𝑠−𝑗−1

𝑛−𝑠−1

𝑗=0

𝑛

𝑠=0

+
1

𝑛 + 1
   

=
2𝑦𝑛 + 1

2(𝑛 + 1)
                                                                                                                                    

olarak elde edilir. 

(iv) ℎ(𝑡, 𝑠) = 𝑡2 için, 

𝐾𝑛(𝑡; 𝑥, 𝑦) = (𝑛 + 1)
2∑∑𝑝𝑛,𝑠,𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑛−𝑠

𝑗=0

∫ ∫ 𝑡2 𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑠+1
𝑛+1

𝑠
𝑛+1

𝑗+1
𝑛+1

𝑗
𝑛+1

𝑛

𝑠=0

                                               

=
1

3(𝑛 + 1)2
∑∑𝑝𝑛,𝑠,𝑗(𝑥, 𝑦)(3𝑠

2 + 3𝑠 + 1)

𝑛−𝑠

𝑗=0

𝑛

𝑠=0

     

=
1

3(𝑛 + 1)2
 ( ∑∑𝑝𝑛,𝑠,𝑗(𝑥, 𝑦)3𝑠

2

𝑛−𝑠

𝑗=0

+∑∑𝑝𝑛,𝑠,𝑗(𝑥, 𝑦)3𝑠

𝑛−𝑠

𝑗=0

𝑛

𝑠=0

𝑛

𝑠=0

) 

       +
1

3(𝑛 + 1)2
∑∑𝑝𝑛,𝑠,𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑛−𝑠

𝑗=0

𝑛

𝑠=0

 

=
1

3(𝑛 + 1)2
 ( ∑(

𝑛

𝑠
) 3𝑠2𝑥𝑠(1 − 𝑥)𝑛−𝑠 +∑(

𝑛

𝑠
) 3𝑠𝑥𝑠(1 − 𝑥)𝑛−𝑠

𝑛

𝑠=0

 

𝑛

𝑠=0

+ 1)   

=
1

3(𝑛 + 1)2
 ( ∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑠)! 𝑠!
3𝑠2𝑥𝑠(1 − 𝑥)𝑛−𝑠

𝑛

𝑠=0

)    

       +
1

3(𝑛 + 1)2
 (∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑠)! 𝑠!
3𝑠𝑥𝑠(1 − 𝑥)𝑛−𝑠 + 1

𝑛

𝑠=0

) 

=
1

3(𝑛 + 1)2
 ( ∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑠)! (𝑠 − 1)!
3𝑠𝑥𝑠(1 − 𝑥)𝑛−𝑠 + 3𝑛𝑥 + 1

𝑛

𝑠=1

) 

=
1

3(𝑛 + 1)2
 ( ∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑠 − 1)! 𝑠!
3(𝑠 + 1)𝑥𝑠+1(1 − 𝑥)𝑛−𝑠−1 + 6𝑛𝑥 + 4

𝑛−1

𝑠=0

) 
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=
1

3(𝑛 + 1)2
 ( ∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑠 − 1)! 𝑠!
3𝑠 𝑥𝑠+1(1 − 𝑥)𝑛−𝑠−1

𝑛−1

𝑠=0

+∑
𝑛!

(𝑛 − 𝑠 − 1)! 𝑠!
3𝑥𝑠+1(1 − 𝑥)𝑛−𝑠−1

𝑛−1

𝑠=0

+ 3𝑛𝑥 + 1) 

=
1

3(𝑛 + 1)2
 ( ∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑠 − 1)! (𝑠 − 1)!
3 𝑥𝑠+1(1 − 𝑥)𝑛−𝑠−1 + 6𝑛𝑥 + 1

𝑛−1

𝑠=1

) 

=
1

3(𝑛 + 1)2
 ( ∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑠 − 2)! 𝑠!
3 𝑥𝑠+2(1 − 𝑥)𝑛−𝑠−2 + 9𝑛𝑥 + 4

𝑛−2

𝑠=0

)  

 

=
3𝑥2𝑛(𝑛 − 1) + 6𝑛𝑥 + 1

3(𝑛 + 1)2
                                                 

olarak bulunur benzer şekilde ℎ(𝑡, 𝑠) = 𝑠2’ de elde edilir. 

5.2. Lemma  

𝐾𝑛(ℎ; 𝑥, 𝑦) operatörü için, 

i) lim
𝑛→∞

𝐾𝑛(𝑡; 𝑥, 𝑦) = 𝑥 , 

ii) lim
𝑛→∞

𝐾𝑛(𝑠; 𝑥, 𝑦) = 𝑦, 

iii) lim
𝑛→∞

𝐾𝑛(𝑡
2; 𝑥, 𝑦) = 𝑥2, 

iv) lim
𝑛→∞

𝐾𝑛(𝑠
2; 𝑥, 𝑦) = 𝑦2 

eşitlikleri gerçeklenir. 

5.1 Teorem 

Her ℎ(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶([0,1] × [0,1]) için 𝐾𝑛(ℎ; 𝑥, 𝑦) operatörü ℎ(𝑥, 𝑦) fonksiyonuna 

düzgün yakınsar 

𝐾𝑛(ℎ; 𝑥, 𝑦)  ⇉ ℎ(𝑥, 𝑦). 

İspat 

Lemma 5.2 , Teorem 2.2 ve operatörün lineerliğinden ispat tamamlanır. 
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6. İKİ DEĞİŞKENLİ BERNSTEIN-KANTOROVICH-STANCU 

OPERATÖRLERİ 

İki değişkenli Bernstein-Kantorovich-Stancu operatörü ise, 

ℎ ∈ ([0,1] × [0,1]), (𝑠, 𝑡) ∈ [0,1],𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2), 𝛽 = (𝛽1, 𝛽2), 0 ≤ 𝛼1 ≤

𝛽1, 0 ≤ 𝛼2 ≤ 𝛽2 için, 

𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽(ℎ; 𝑥, 𝑦) = (𝑚 + 𝛽1 + 1)(𝑛 + 𝛽2 + 1)                      

                                                            ×∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑙=0

∫ ∫ ℎ(𝑡, 𝑠)

𝑠+𝛼1+1
𝑚+𝛽1+1

𝑠+𝛼1
𝑚+𝛽1+1

𝑙+𝛼2+1
𝑛+𝛽2+1

𝑙+𝛼2
𝑛+𝛽2+1

𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑚

𝑠=0

 

ve  

𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑥, 𝑦) = (
𝑚

𝑠
) (
𝑛

𝑙
) 𝑥𝑠(1 − 𝑥)𝑚−𝑠𝑦𝑙(1 − 𝑦)𝑛−𝑙,  

olarak tanımlanır. 

6.1. Lemma 

İki değişkenli Bernstein-Kantorovich-Stancu operatörleri lineer ve pozitiftir. 

İspat 

ℎ, 𝑔 ∈ ([0,1] × [0,1]), (𝑠, 𝑡) ∈ [0,1],𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2), 𝛽 = (𝛽1, 𝛽2), 0 ≤ 𝛼1 ≤

𝛽1, 0 ≤ 𝛼2 ≤ 𝛽2 𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑥, 𝑦) ≥ 0 için 𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽(ℎ; 𝑥, 𝑦) operatörleri pozitiftir. 

𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽(ℎ + 𝑔; 𝑥, 𝑦) = (𝑚 + 𝛽1 + 1)(𝑛 + 𝛽2 + 1)∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑙=0

𝑚

𝑠=0

                               

 × ∫ ∫ (ℎ(𝑡, 𝑠) + 𝑔(𝑡, 𝑠))𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑠+𝛼1+1
𝑚+𝛽1+1

𝑠+𝛼1
𝑚+𝛽1+1

𝑙+𝛼2+1
𝑛+𝛽2+1

𝑙+𝛼2
𝑛+𝛽2+1
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= (𝑚 + 𝛽1 + 1)(𝑛 + 𝛽2 + 1) ∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑙=0

   

𝑚

𝑠=0 

                                

 ×

(

 
 
 ∫ ∫ ℎ(𝑡, 𝑠)

𝑠+𝛼1+1
𝑚+𝛽1+1

𝑠+𝛼1
𝑚+𝛽1+1

𝑙+𝛼2+1
𝑛+𝛽2+1

𝑙+𝛼2
𝑛+𝛽2+1

𝑑𝑡𝑑𝑠 + ∫ ∫ 𝑔(𝑡, 𝑠)

𝑠+𝛼1+1
𝑚+𝛽1+1

𝑠+𝛼1
𝑚+𝛽1+1

𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑙+𝛼2+1
𝑛+𝛽2+1

𝑙+𝛼2
𝑛+𝛽2+1 )

 
 

 

= (𝑚 + 𝛽1 + 1)(𝑛 + 𝛽2 + 1) ∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑙=0

 

𝑚

𝑠=0 

∫ ∫ ℎ(𝑡, 𝑠)

𝑠+𝛼1+1
𝑚+𝛽1+1

𝑠+𝛼1
𝑚+𝛽1+1

𝑙+𝛼2+1
𝑛+𝛽2+1

𝑙+𝛼2
𝑛+𝛽2+1

𝑑𝑡𝑑𝑠 

    +(𝑚 + 𝛽1 + 1)(𝑛 + 𝛽2 + 1)∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑙=0

 ∫ ∫ 𝑔(𝑡, 𝑠)

𝑠+𝛼1+1
𝑚+𝛽1+1

𝑠+𝛼1
𝑚+𝛽1+1

𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑙+𝛼2+1
𝑛+𝛽2+1

𝑙+𝛼2
𝑛+𝛽2+1

𝑚

𝑠=0 

 

= 𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽(ℎ; 𝑥, 𝑦) + 𝐾𝑚,𝑛

𝛼,𝛽(𝑔; 𝑥, 𝑦)                                                                        

o halde 𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽(ℎ + 𝑔; 𝑥, 𝑦) operatörü lineerdir.  

6.2. Lemma   

𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽(. ; 𝑥, 𝑦) operatörü için; 

i) 𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽(1; 𝑥, 𝑦) = 1,, 

ii) 𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽(𝑡 ; 𝑥, 𝑦) =

2𝛼1+1

2(𝑚+𝛽1+1)
+

𝑚

𝑚+𝛽1+1
𝑥, 

iii) 𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽(𝑠 ; 𝑥, 𝑦) =

2𝛼2+1

2(𝑛+𝛽2+1)
+

𝑛

𝑛+𝛽2+1
𝑦, 

iv) 𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽
(𝑡2 ; 𝑥, 𝑦) =

𝑚(𝑚−1)

(𝑚+𝛽1+1)2
𝑥2 +

𝑚(2𝛼1+1)

(𝑚+𝛽1+1)2
𝑥 +

(𝛼1+1)
2+2𝛼1

2+𝛼1

(𝑚+𝛽1+1)2
, 

v) 𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽
(𝑠 ; 𝑥, 𝑦) =

𝑛(𝑛−1)

(𝑛+𝛽2+1)2
𝑦2 +

𝑛(2𝛼2+1)

(𝑛+𝛽2+1)2
𝑦 +

(𝛼2+1)
2+2𝛼2

2+𝛼2

(𝑛+𝛽2+1)2
 

eşitlikleri gerçekleşir. 
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İspat 

(i) ℎ(𝑡, 𝑠) = 1 için, 

𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽(1; 𝑥, 𝑦) = (𝑚 + 𝛽1 + 1)(𝑛 + 𝛽2 + 1)∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑙=0

∫ ∫ 𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑠+𝛼1+1
𝑚+𝛽1+1

𝑠+𝛼1
𝑚+𝛽1+1

𝑙+𝛼2+1
𝑛+𝛽2+1

𝑙+𝛼2
𝑛+𝛽2+1

𝑚

𝑠=0

 

= (𝑚 + 𝛽1 + 1)∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑙=0

𝑚

𝑠=0

(
𝑠 + 𝛼1 + 1

𝑚 + 𝛽1 + 1
−

𝑠 + 𝛼1
𝑚+ 𝛽1 + 1

)  

=∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑙=0

𝑚

𝑠=0

                                                                                     

= 1.             

(ii) ℎ(𝑡, 𝑠) = 𝑡 için, 

𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽(𝑡; 𝑥, 𝑦) = (𝑚 + 𝛽1 + 1)(𝑛 + 𝛽2 + 1)∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑙=0

∫ ∫ 𝑡

𝑠+𝛼1+1
𝑚+𝛽1+1

𝑠+𝛼1
𝑚+𝛽1+1

𝑙+𝛼2+1
𝑛+𝛽2+1

𝑙+𝛼2
𝑛+𝛽2+1

𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑚

𝑠=0

  

=
(𝑚 + 𝛽1 + 1)

2
∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑙=0

𝑚

𝑠=0

((
𝑠 + 𝛼1 + 1

𝑚 + 𝛽1 + 1
)
2

− (
𝑠 + 𝛼1

𝑚 + 𝛽1 + 1
)
2

) 

=
1

2(𝑚 + 𝛽1 + 1)
∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑙=0

𝑚

𝑠=0

(2𝑠 + 2𝛼1 + 1)                          

=
1

(𝑚 + 𝛽1 + 1)
∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑙=0

𝑘

𝑚

𝑠=0

+
1

2
(
2𝛼1 + 1

𝑚 + 𝛽1 + 1
) 

×∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑙=0

𝑚

𝑠=0

 

=
1

𝑚 + 𝛽1 + 1
∑

𝑚!

(𝑚 − 𝑠)! 𝑠!
𝑥𝑠(1 − 𝑥)𝑚−𝑠

𝑚

𝑠=0

𝑠 +
1

2
(
2𝛼1 + 1

𝑚 + 𝛽1 + 1
)   
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=
1

𝑚 + 𝛽1 + 1
∑

𝑚!

(𝑚 − 𝑠)! (𝑠 − 1)!
𝑥𝑠(1 − 𝑥)𝑚−𝑠

𝑚

𝑠=1

+
1

2
(
2𝛼1 + 1

𝑚 + 𝛽1 + 1
) 

=
1

𝑚 + 𝛽1 + 1
∑

𝑚!

(𝑚 − 𝑠 − 1)! 𝑘!
𝑥𝑠+1(1 − 𝑥)𝑚−𝑠−1

𝑚−1

𝑠=0

+
1

2
(
2𝛼1 + 1

𝑚 + 𝛽1 + 1
) 

 =
𝑚𝑥

𝑚 + 𝛽1 + 1
+
1

2

2𝛼1 + 1

𝑚 + 𝛽1 + 1
.                                                                     

(iii) ℎ(𝑡, 𝑠) = 𝑡2 için, 

𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽(𝑡2; 𝑥, 𝑦) = (𝑚 + 𝛽1 + 1)(𝑛 + 𝛽2 + 1)∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑙=0

𝑚

𝑠=0

          

    × ∫ ∫ 𝑥2

𝑠+𝛼1+1
𝑚+𝛽1+1

𝑠+𝛼1
𝑚+𝛽1+1

𝑙+𝛼2+1
𝑛+𝛽2+1

𝑙+𝛼2
𝑛+𝛽2+1

𝑑𝑡𝑑𝑠 

=
(𝑚 + 𝛽1 + 1)

3
∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑙=0

( (
𝑠 + 𝛼1 + 1

𝑚 + 𝛽1 + 1
 )
3

− (
𝑠 + 𝛼1

𝑚+ 𝛽1 + 1
 )
3

 ) 

𝑚

𝑠=0

   

=
1

3(𝑚 + 𝛽1 + 1)2
∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑙=0

(3𝑠2 + 𝑠(6𝛼1 + 3) + 3𝛼1
2 + 3𝛼1 + 1 ) 

𝑚

𝑠=0

 

=
1

(𝑚 + 𝛽1 + 1)2
∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑙=0

𝑠2 +
(2𝛼1 + 1)

(𝑚 + 𝛽1 + 1)2
∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑙=0

𝑚 

𝑠=0

𝑠

𝑚

𝑠=0

  

                         + 
3𝛼1

2 + 3𝛼1 + 1

3(𝑚 + 𝛽1 + 1)2
                                        

=
1

(𝑚 + 𝛽1 + 1)2
∑

𝑚!

(𝑚 − 𝑠)! (𝑠 − 1)!
𝑥𝑠(1 − 𝑥)𝑚−𝑠𝑠 

𝑚

𝑠=1

+
(2𝛼1 + 1)

(𝑚 + 𝛽1 + 1)2
∑

𝑚!

(𝑚 − 𝑠)! (𝑠 − 1)!
𝑥𝑠(1 − 𝑥)𝑚−𝑠

𝑚 

𝑠=1

+ 
3𝛼1

2 + 3𝛼1 + 1

3(𝑚 + 𝛽1 + 1)2
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=
1

(𝑚 + 𝛽1 + 1)2
∑

𝑚!

(𝑚 − 𝑠 − 1)! 𝑠!
𝑥𝑠+1(1 − 𝑥)𝑚−𝑠−1(𝑠 + 1)  

𝑚−1

𝑠=0

+
(2𝛼1 + 1)

(𝑚 + 𝛽1 + 1)2
∑

𝑚!

(𝑚 − 𝑠 − 1)! 𝑠!
𝑥𝑠+1(1 − 𝑥)𝑚−𝑠−1

𝑚−1 

𝑠=0

+ 
3𝛼1

2 + 3𝛼1 + 1

3(𝑚 + 𝛽1 + 1)2
  

=
1

(𝑚 + 𝛽1 + 1)2
∑

𝑚!

(𝑚 − 𝑠 − 1)! 𝑠!
𝑥𝑠+1(1 − 𝑥)𝑚−𝑠−1𝑠 +

𝑚𝑠

(𝑚 + 𝛽1 + 1)2
   

𝑚−1

𝑠=0

+
(2𝛼1 + 1)𝑚𝑠

(𝑚 + 𝛽1 + 1)2
 +
3𝛼1

2 + 3𝛼1 + 1

3(𝑚 + 𝛽1 + 1)2
   

=
1

(𝑚 + 𝛽1 + 1)2
∑

𝑚!

(𝑚 − 𝑠 − 1)! (𝑠 − 1)!
𝑥𝑠+1(1 − 𝑥)𝑚−𝑠−1 +

𝑚𝑠

(𝑚 + 𝛽1 + 1)2

𝑚−1

𝑠=1

+
(2𝛼1 + 1)𝑚𝑠

(𝑚 + 𝛽1 + 1)2
 + 

3𝛼1
2 + 3𝛼1 + 1

3(𝑚 + 𝛽1 + 1)2
  

=
𝑚(𝑚 − 1)𝑥2

(𝑚 + 𝛽1 + 1)2
+
𝑚𝑥(2𝛼1 + 2)

(𝑚 + 𝛽1 + 1)2
 +  

3𝛼1
2 + 3𝛼1 + 1

3(𝑚 + 𝛽1 + 1)2
      

bulunur ve  benzer şekilde 𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽(𝑠 ; 𝑥, 𝑦) ve 𝐾𝑚,𝑛

𝛼,𝛽(𝑠2 ; 𝑥, 𝑦) ifadeleri ispatlanır. 

6.3. Lemma 

İki değişkenli fonksiyonlar için süreklilik modülü  

𝜔(ℎ; 𝛿) = sup {|ℎ(𝑡, 𝑠) − ℎ(𝑥, 𝑦)|: (𝑡, 𝑠) ∈ 𝑆,√(𝑡 − 𝑥)2 + (𝑠 − 𝑦)2 ≤ 𝛿} 

olmak üzere  

𝛿2 = 𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽((𝑡 − 𝑥)2 + (𝑠 − 𝑦)2 ; 𝑥, 𝑦) 

için  

| 𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽(ℎ ; 𝑥, 𝑦) − ℎ(𝑥, 𝑦) | ≤ 2 𝜔(ℎ; 𝛿) 

dır. 
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İspat: 

 𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽(ℎ ; 𝑥, 𝑦) operatörleri için  

| 𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽(ℎ ; 𝑥, 𝑦) − ℎ(𝑥, 𝑦) |                                                                                                     

= |
|(𝑚 + 𝛽1 + 1)(𝑛 + 𝛽2 + 1)∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑙=0

∫ ∫ ℎ(𝑡, 𝑠)

𝑠+𝛼1+1
𝑚+𝛽1+1

𝑠+𝛼1
𝑚+𝛽1+1

𝑙+𝛼2+1
𝑛+𝛽2+1

𝑙+𝛼2
𝑛+𝛽2+1

𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑚

𝑠=0

− ℎ(𝑥, 𝑦)|
| 

dır. Burada 𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽(1 ; 𝑥, 𝑦) = 1 olduğundan, 

= |
|(𝑚 + 𝛽1 + 1)(𝑛 + 𝛽2

+ 1)∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑙=0

∫ ∫ ℎ(𝑡, 𝑠) − ℎ(𝑥, 𝑦)

𝑠+𝛼1+1
𝑚+𝛽1+1

𝑠+𝛼1
𝑚+𝛽1+1

𝑙+𝛼2+1
𝑛+𝛽2+1

𝑙+𝛼2
𝑛+𝛽2+1

𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑚

𝑠=0

|
| 

≤ (𝑚 + 𝛽1 + 1)(𝑛 + 𝛽2 + 1)∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑙=0

𝑚

𝑠=0

 

× ∫ ∫ |ℎ(𝑡, 𝑠)

𝑠+𝛼1+1
𝑚+𝛽1+1

𝑠+𝛼1
𝑚+𝛽1+1

− ℎ(𝑥, 𝑦)| 

𝑙+𝛼2+1
𝑛+𝛽2+1

𝑙+𝛼2
𝑛+𝛽2+1

𝑑𝑡𝑑𝑠                         

 

≤ (𝑚 + 𝛽1 + 1)(𝑛 + 𝛽2 + 1)∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑙=0

𝑚

𝑠=0

       

× ∫ ∫  ( sup
√(𝑡−𝑥)2+(𝑠−𝑦)2≤𝛿

(|ℎ(𝑡, 𝑠) − ℎ(𝑥, 𝑦)|))

𝑠+𝛼1+1
𝑚+𝛽1+1

𝑠+𝛼1
𝑚+𝛽1+1

 

𝑙+𝛼2+1
𝑛+𝛽2+1

𝑙+𝛼2
𝑛+𝛽2+1

𝑑𝑡𝑑𝑠 
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≤ (1 +
𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽((𝑡 − 𝑥)2 + (𝑠 − 𝑦)2 ; 𝑥, 𝑦)

𝛿2
)𝜔(ℎ; 𝛿)                                                   

eşitsizliği elde edilir. 𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽(ℎ ; 𝑥, 𝑦) operatörlerinin lineerliğinden  

| 𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽(ℎ ; 𝑥, 𝑦) − ℎ(𝑥, 𝑦)  ≤ ( 1 +

𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽(𝑡2 ; 𝑥, 𝑦) − 𝐾𝑚,𝑛

𝛼,𝛽(2𝑡𝑥; 𝑥, 𝑦) + 𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽(𝑥2; 𝑥, 𝑦)

𝛿2
 

+
𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽(𝑠2; 𝑥, 𝑦) − 𝐾𝑚,𝑛

𝛼,𝛽(2𝑠𝑦; 𝑥, 𝑦) + 𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽(𝑦2; 𝑥, 𝑦)

𝛿2
 ) 𝜔(ℎ; 𝛿)  

≤ ( 1 +
1

𝛿2
 ( 
𝑚(𝑚 − 1)𝑥2

(𝑚 + 𝛽1 + 1)
2
+
𝑚𝑥(2𝛼1 + 1)

(𝑚 + 𝛽1 + 1)
2
+
(𝛼1 + 1)

2 + 2𝛼1
2 + 𝛼1

(𝑚 + 𝛽1 + 1)
2

− 2𝑥 (
2𝛼1 + 1

2(𝑚 + 𝛽1 + 1)
+

𝑚𝑥

𝑚 + 𝛽1 + 1
 ) + 𝑥2 +

𝑛(𝑛 − 1)𝑦2

(𝑛 + 𝛽2 + 1)2

+
𝑛𝑦(2𝛼2 + 1)

(𝑛 + 𝛽2 + 1)2
+
(𝛼2 + 1)

2 + 2𝛼2
2 + 𝛼2

(𝑛 + 𝛽2 + 1)2
−
2𝑦(2𝛼2 + 1)

2(𝑛 + 𝛽2 + 1)

−
2𝑛𝑦2

𝑛 + 𝛽2 + 1
 + 𝑦2 ))  𝜔(ℎ; 𝛿) 

sonuç olarak 

 

𝛿2 =
𝑚(𝑚 − 1)𝑥2

(𝑚 + 𝛽1 + 1)2
+
𝑚𝑥(2𝛼1 + 1)

(𝑚 + 𝛽1 + 1)2
+
(𝛼1 + 1)

2 + 2𝛼1
2 + 𝛼1

(𝑚 + 𝛽1 + 1)2

− 2𝑥 (
2𝛼1 + 1

2(𝑚 + 𝛽1 + 1)
+

𝑚𝑥

𝑚 + 𝛽1 + 1
 ) + 𝑥2 +

𝑛(𝑛 − 1)𝑦2

(𝑛 + 𝛽2 + 1)2

+
𝑛𝑦(2𝛼2 + 1)

(𝑛 + 𝛽2 + 1)2
+
(𝛼2 + 1)

2 + 2𝛼2
2 + 𝛼2

(𝑛 + 𝛽2 + 1)2

− 2𝑦 ( 
2𝛼2 + 1

2(𝑛 + 𝛽2 + 1)
+

𝑛𝑦

𝑛 + 𝛽2 + 1
 ) + 𝑦2  

seçilirse, 

| 𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽(ℎ ; 𝑥, 𝑦) − ℎ(𝑥, 𝑦) | ≤ 2 𝜔(ℎ; 𝛿) 

eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır. 
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7. İKİ DEĞİŞKENLİ BERNSTEIN-KANTOROVICH-STANCU 

OPERATÖRLERİNİN ÜSTEL FORMU 

Bu kısımda Bernstein-Kantorovich-Stancu operatörünün üstel formunun iki değişkenli 

genelleştirilmesi incelenecektir. 𝑆 ≡ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ; 𝑥, 𝑦 ≥  0, 𝑥 + 𝑦 ≤ 1} ve 

𝑆𝜇,𝑣 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ
2; 𝑥, 𝑦 ≥ 0 , 𝑟𝜇 + 𝑟𝑣 ≤ 1} ⊂ 𝑆 olmak üzere 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ ve  𝜇, 𝑣 >

0 için, 

 

𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(ℎ; 𝑥, 𝑦) = 𝑟𝜇

′(𝑥)𝑟𝑣
′(𝑦) (𝑚 + 𝛽1 + 1)(𝑛 + 𝛽2 + 1)𝑒

𝜇𝑥+𝑣𝑦  

                 ×∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑟𝜇(𝑥), 𝑟𝑣(𝑦))

𝑛

𝑙=0

∫ ∫ 𝑒−𝜇𝑡−𝑣𝑠ℎ(𝑡, 𝑠)

𝑠+𝛼1+1
𝑚+𝛽1+1

𝑠+𝛼1
𝑚+𝛽1+1

𝑙+𝛼2+1
𝑛+𝛽2+1

𝑙+𝛼2
𝑛+𝛽2+1

𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑚

𝑠=0

,   (7.1) 

 

𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙 (𝑟𝜇(𝑥), 𝑟𝑣(𝑦)) = (
𝑚

𝑠
) (
𝑛

𝑙
) (𝑟𝜇(𝑥))

𝑠

(1 − 𝑟𝜇(𝑥))
𝑚−𝑠

(𝑟𝑣(𝑦))
𝑙
(1 − 𝑟𝑣(𝑦))

𝑛−𝑙
 

 

dir. Buradan 𝑠, 𝑡 ∈ [0,1], 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2), 𝛽 = (𝛽1, 𝛽2) , 0 ≤ 𝛼1 ≤ 𝛽1    , 0 ≤ 𝛼2 ≤ 𝛽2 

dir. 

Ayrıca 

𝑟𝜇(𝑥) =
𝑒

𝜇𝑥
𝑚+𝛽1+1 − 1

𝑒
𝜇

𝑚+𝛽1+1 − 1

 , 𝑟𝑣(𝑦) =
𝑒

𝑣𝑦
𝑛+𝛽2+1 − 1

𝑒
𝑣

𝑛+𝛽2+1 − 1

 

ve  

𝑟𝜇
′(𝑥) =

𝜇 𝑒
𝜇𝑥

𝑚+𝛽1+1

(𝑚 + 𝛽1 + 1) (𝑒
𝜇

𝑚+𝛽1+1 − 1)

, 

𝑟𝑣
′(𝑦) =

𝑣𝑒
𝑣𝑦

𝑛+𝛽2+1

(𝑛 + 𝛽2 + 1) (𝑒
𝑣

𝑛+𝛽2+1 − 1)

 

şeklinde tanımlanır. 

 

 

 

 



 

34 

7.1. Lemma 

(7.1) ile tanımlanan 𝐾𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(ℎ; 𝑥, 𝑦) operatörü 𝑥, 𝑦 ∈ ([0,1] × [0,1]) için aşağıdaki 

eşitlikler sağlanır. 

i) 𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(1; 𝑥, 𝑦) =  𝑒

𝜇𝑥−𝜇(𝛼1+1)

𝑚+𝛽1+1
+
𝑣𝑦−𝑣(𝛽1+1)

𝑛+𝛽2+1
+𝜇𝑥+𝑣𝑦 

(𝑒
−𝜇

𝑚+𝛽1+1 − 𝑒
𝜇(𝑥−1)

𝑚+𝛽1+1 + 1)
𝑚

 

                                    × (𝑒
−𝑣

𝑛+𝛽2+1 − 𝑒
𝑣(𝑦−1)

𝑛+𝛽2+1 + 1)
𝑛

,  

ii) 𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(𝑒𝜇𝑡; 𝑥, 𝑦) =  

𝜇

(𝑚+𝛽1+1)(𝑒
𝜇

𝑚+𝛽1+1−1)

𝑒
𝜇𝑥

𝑚+𝛽1+1
+
𝑣𝑦−𝑣(𝛼2+1)

𝑛+𝛽2+1
+𝜇𝑥+𝑣𝑦 

 

                                     × (𝑒
−𝑣

𝑛+𝛽2+1 − 𝑒
𝑣(𝑦−1)

𝑛+𝛽2+1 + 1)
𝑛

,  

iii) 𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(𝑒𝑣𝑠; 𝑥, 𝑦) =  

𝑣

(𝑛+𝛽2+1)(𝑒
𝑣

𝑛+𝛽2+1−1)

𝑒
𝑣𝑦

𝑛+𝛽2+1
+
𝜇𝑥−𝜇(𝛼1+1)

𝑚+𝛽1+1
+𝜇𝑥+𝑣𝑦 

 

× (𝑒
−𝜇

𝑚+𝛽1+1 − 𝑒
𝜇(𝑥−1)
𝑚+𝛽1+1 + 1)

𝑚

, 

iv) 𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(𝑒2𝜇𝑡; 𝑥, 𝑦) = 𝑒

𝜇𝑥(𝑚+1)+𝜇𝛼1
𝑚+𝛽1+1

+
𝑣𝑦−𝑣(𝛼2+1)

𝑛+𝛽2+1
+𝜇𝑥+𝑣𝑦 

(𝑒
−𝑣

𝑛+𝛽2+1 − 𝑒
𝑣(𝑦−1)

𝑛+𝛽2+1 + 1)
𝑛

, 

v) 𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(𝑒2𝑣𝑠; 𝑥, 𝑦) = 𝑒

𝑣𝑦(𝑛+1)+𝑣𝛼2
𝑛+𝛽2+1

+
𝜇𝑥−𝜇(𝛼1+1)

𝑚+𝛽1+1
+𝜇𝑥+𝑣𝑦 

(𝑒
−𝜇

𝑚+𝛽1+1 − 𝑒
𝜇(𝑥−1)

𝑚+𝛽1+1 + 1)
𝑚

, 

vi) 𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(𝑒3𝜇𝑡; 𝑥, 𝑦) =

𝑒
𝜇

𝑚+𝛽1+1+1

2
 𝑒
𝜇𝑥+2𝜇𝛼1
𝑚+𝛽1+1

+
𝑣𝑦−𝑣(𝛼2+1)

𝑛+𝛽2+1
+𝜇𝑥+𝑣𝑦 

 

× (𝑒
𝜇𝑥

𝑚+𝛽1+1 − 𝑒
𝜇

𝑚+𝛽1+1 + 𝑒
𝜇(𝑥+1)
𝑚+𝛽1+1)

𝑚

(𝑒
−𝑣

𝑛+𝛽2+1 − 𝑒
𝑣(𝑦−1)
𝑛+𝛽2+1 + 1)

𝑛

, 

vii) 𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(𝑒4𝜇𝑡; 𝑥, 𝑦) =

𝑒
2𝜇

𝑚+𝛽1+1+𝑒
𝜇

𝑚+𝛽1+1+1

3
 𝑒
𝜇𝑥+3𝜇𝛼1
𝑚+𝛽1+1

+
𝑣𝑦−𝑣(𝛼2+1)

𝑛+𝛽2+1
+𝜇𝑥+𝑣𝑦 

 

× (𝑒
𝜇(𝑥+2)
𝑚+𝛽1+1 + 𝑒

𝜇(𝑥+1)
𝑚+𝛽1+1 − 𝑒

𝜇
𝑚+𝛽1+1 + 𝑒

𝜇𝑥
𝑚+𝛽1+1 − 𝑒

2𝜇
𝑚+𝛽1+1)

𝑚

 

× (𝑒
−𝑣

𝑛+𝛽2+1 − 𝑒
𝑣(𝑦−1)
𝑛+𝛽2+1 + 1)

𝑛

, 



 

35 

viii) 𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(𝑒𝜇𝑡+𝑣𝑠; 𝑥, 𝑦) =  

𝑣𝜇 𝑒
𝑣𝑦

𝑛+𝛽2+1
+

𝜇𝑥
𝑚+𝛽1+1

+𝜇𝑥+𝑣𝑦 

(𝑚+𝛽1+1)(𝑛+𝛽2+1)(𝑒
𝜇

𝑚+𝛽1+1−1)(𝑒
𝑣

𝑛+𝛽2+1−1)

. 

İspat  

(i) ℎ(𝑡, 𝑘) = 1 için , 

𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(1; 𝑥, 𝑦) = 𝑟𝜇

′(𝑥)𝑟𝑣
′(𝑦) (𝑚 + 𝛽1 + 1)(𝑛 + 𝛽2 + 1)𝑒

𝜇𝑥+𝑣𝑦                            

 ×∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑟𝜇(𝑥), 𝑟𝑣(𝑦))

𝑛

𝑙=0

∫ ∫ 𝑒−𝜇𝑡−𝑣𝑘

𝑠+𝛼1+1
𝑚+𝛽1+1

𝑠+𝛼1
𝑚+𝛽1+1

𝑙+𝛼2+1
𝑛+𝛽2+1

𝑙+𝛼2
𝑛+𝛽2+1

𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑚

𝑠=0

 ,   

= 𝑟𝜇
′(𝑥)𝑟𝑣

′(𝑦) (𝑚 + 𝛽1 + 1)(𝑛 + 𝛽2 + 1)𝑒
𝜇𝑥+𝑣𝑦∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑟𝜇(𝑥), 𝑟𝑣(𝑦))

𝑛

𝑙=0

𝑚

𝑠=0

           

×

(𝑒
−𝜇(

𝑠+𝛼1+1
𝑚+𝛽1+1

)
− 𝑒

−𝜇(
𝑠+𝛼1

𝑚+𝛽1+1
)
)(𝑒

−𝑣(
𝑙+𝛼2+1
𝑛+𝛽2+1

)
− 𝑒

−𝑣(
𝑙+𝛼2

𝑛+𝛽2+1
)
)

𝜇𝑣
 

= 𝑒
𝜇𝑥−𝜇(𝛼1+1)
𝑚+𝛽1+1

+
𝑣𝑦−𝑣(𝛼2+1)
𝑛+𝛽2+1

+𝜇𝑥+𝑣𝑦 
∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑟𝜇(𝑥), 𝑟𝑣(𝑦))

𝑛

𝑙=0

𝑚

𝑠=0

 𝑒
−𝜇𝑠

𝑚+𝛽1+1𝑒
−𝑣𝑙

𝑛+𝛽2+1  

= 𝑒
𝜇𝑥−𝜇(𝛼1+1)
𝑚+𝛽1+1

+
𝑣𝑦−𝑣(𝛼2+1)
𝑛+𝛽2+1

+𝜇𝑥+𝑣𝑦 
( 𝑟𝜇(𝑥)𝑒

−𝜇
𝑚+𝛽1+1 + 1 − 𝑟𝜇(𝑥))

𝑚

 

× (𝑟𝑣(𝑦)𝑒
−𝑣

𝑛+𝛽2+1 + 1 − 𝑟𝑣(𝑦))

𝑛

                                              

= 𝑒
𝜇𝑥−𝜇(𝛼1+1)
𝑚+𝛽1+1

+
𝑣𝑦−𝑣(𝛼2+1)
𝑛+𝛽2+1

+𝜇𝑥+𝑣𝑦 
( 𝑒

−𝜇
𝑚+𝛽1+1 − 𝑒

𝜇(𝑥−1)
𝑚+𝛽1+1 + 1)

𝑚

              

× (𝑒
−𝑣

𝑛+𝛽2+1 − 𝑒
𝑣(𝑦−1)
𝑛+𝛽2+1 + 1)

𝑛

.                                              
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(ii) ℎ(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝜇𝑡 için, 

𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(𝑒𝜇𝑡; 𝑥, 𝑦) = 𝑟𝜇

′(𝑥)𝑟𝑣
′(𝑦) (𝑚 + 𝛽1 + 1)(𝑛 + 𝛽2 + 1) 

× 𝑒𝜇𝑥+𝑣𝑦∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑟𝜇(𝑥), 𝑟𝑣(𝑦))

𝑛

𝑙=0

∫ ∫ 𝑒−𝑣𝑘

𝑠+𝛼1+1
𝑚+𝛽1+1

𝑠+𝛼1
𝑚+𝛽1+1

𝑙+𝛼2+1
𝑛+𝛽2+1

𝑙+𝛼2
𝑛+𝛽2+1

𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑚

𝑠=0

 ,   

= 𝑟𝜇
′(𝑥)𝑟𝑣

′(𝑦) (𝑚 + 𝛽1 + 1)(𝑛 + 𝛽2 + 1)𝑒
𝜇𝑥+𝑣𝑦∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙 (𝑟𝜇(𝑥), 𝑟𝑣(𝑦))

𝑛

𝑙=0

𝑚

𝑠=0

 

×

(𝑒
−𝑣(

𝑙+𝛼2+1
𝑛+𝛽2+1

)
− 𝑒

−𝑣(
𝑙+𝛼2

𝑛+𝛽2+1
)
)

𝑣
                                               

=
𝜇 

(𝑚 + 𝛽1 + 1) (𝑒
𝜇

𝑚+𝛽1+1 − 1)

𝑒
𝜇𝑥

𝑚+𝛽1+1
+
𝑣𝑦−𝑣(𝛼2+1)
𝑛+𝛽2+1

+𝜇𝑥+𝑣𝑦 
 

×∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙 (𝑟𝜇(𝑥), 𝑟𝑣(𝑦))

𝑛

𝑙=0

𝑚

𝑠=0

 𝑒
−𝑣𝑙

𝑛+𝛽2+1                               

=
𝜇 

(𝑚 + 𝛽1 + 1) (𝑒
𝜇

𝑚+𝛽1+1 − 1)

𝑒
𝜇𝑥

𝑚+𝛽1+1
+
𝑣𝑦−𝑣(𝛼2+1)
𝑛+𝛽2+1

+𝜇𝑥+𝑣𝑦 
        

× (𝑟𝑣(𝑦)𝑒
−𝑣

𝑛+𝛽2+1 + 1 − 𝑟𝑣(𝑦))

𝑛

                                          

=
𝜇 

(𝑚 + 𝛽1 + 1) (𝑒
𝜇

𝑚+𝛽1+1 − 1)

𝑒
𝜇𝑥

𝑚+𝛽1+1
+
𝑣𝑦−𝑣(𝛼2+1)
𝑛+𝛽2+1

+𝜇𝑥+𝑣𝑦 
  

× (
𝑒

𝑣𝑦
𝑛+𝛽2+1 − 1

𝑒
𝑣

𝑛+𝛽2+1 − 1

 (𝑒
−𝑣

𝑛+𝛽2+1 − 1) + 1)

𝑛

                

=
𝜇

(𝑚 + 𝛽1 + 1) (𝑒
𝜇

𝑚+𝛽1+1 − 1)

𝑒
𝜇𝑥

𝑚+𝛽1+1
+
𝑣𝑦−𝑣(𝛼2+1)
𝑛+𝛽2+1

+𝜇𝑥+𝑣𝑦 
   

       × (𝑒
−𝑣

𝑛+𝛽2+1 − 𝑒
𝑣(𝑦−1)

𝑛+𝛽2+1 + 1)
𝑛

.                                    
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(iii) ℎ(𝑡, 𝑠) = 𝑒2𝜇𝑡 için, 

𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(𝑒2𝜇𝑡; 𝑥, 𝑦) = 𝑟𝜇

′(𝑥)𝑟𝑣
′(𝑦) (𝑚 + 𝛽1 + 1)(𝑛 + 𝛽2 + 1)  

× 𝑒𝜇𝑥+𝑣𝑦∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑟𝜇(𝑥), 𝑟𝑣(𝑦))

𝑛

𝑙=0

∫ ∫ 𝑒−𝑣𝑘+𝜇𝑡

𝑠+𝛼1+1
𝑚+𝛽1+1

𝑠+𝛼1
𝑚+𝛽1+1

𝑙+𝛼2+1
𝑛+𝛽2+1

𝑙+𝛼2
𝑛+𝛽2+1

𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑚

𝑠=0

 ,   

= 𝑟𝜇
′(𝑥)𝑟𝑣

′(𝑦) (𝑚 + 𝛽1 + 1)(𝑛 + 𝛽2 + 1)𝑒
𝜇𝑥+𝑣𝑦∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙 (𝑟𝜇(𝑥), 𝑟𝑣(𝑦))

𝑛

𝑙=0

𝑚

𝑠=0

   

                ×

(𝑒
𝜇(
𝑠+𝛼1+1
𝑚+𝛽1+1

)
− 𝑒

𝜇(
𝑠+𝛼1

𝑚+𝛽1+1
)
)(𝑒

−𝑣(
𝑙+𝛼2

𝑛+𝛽2+1
)
− 𝑒

−𝑣(
𝑙+𝛼2+1
𝑛+𝛽2+1

)
)

𝜇𝑣
 

= 𝑒
𝜇𝑥+𝜇𝛼1
𝑚+𝛽1+1

+
𝑣𝑦−𝑣(𝛼2+1)
𝑛+𝛽2+1

+𝜇𝑥+𝑣𝑦 
∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑟𝜇(𝑥), 𝑟𝑣(𝑦))

𝑛

𝑙=0

𝑚

𝑠=0

 𝑒
𝜇𝑠

𝑚+𝛽1+1𝑒
−𝑣𝑙

𝑛+𝛽2+1 

= 𝑒
𝜇𝑥+𝜇𝛼1
𝑚+𝛽1+1

+
𝑣𝑦−𝑣(𝛼2+1)
𝑛+𝛽2+1

+𝜇𝑥+𝑣𝑦 
( 𝑟𝜇(𝑥)𝑒

𝜇
𝑚+𝛽1+1 + 1 − 𝑟𝜇(𝑥))

𝑚

                     

               × (𝑟𝑣(𝑦)𝑒
−𝑣

𝑛+𝛽2+1 + 1 − 𝑟𝑣(𝑦))

𝑛

 

= 𝑒
𝜇𝑥+𝜇𝛼1
𝑚+𝛽1+1

+
𝑣𝑦−𝑣(𝛼2+1)
𝑛+𝛽2+1

+𝜇𝑥+𝑣𝑦 
𝜇𝑥𝑚

𝑚+𝛽1+1 (𝑒
−𝑣

𝑛+𝛽2+1 − 𝑒
𝑣(𝑦−1)
𝑛+𝛽2+1 + 1)

𝑛

.  

 

(iv) ℎ(𝑡, 𝑠) = 𝑒3𝜇𝑡 için, 

 

𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(𝑒3𝜇𝑡; 𝑥, 𝑦) = 𝑟𝜇

′(𝑥)𝑟𝑣
′(𝑦) (𝑚 + 𝛽1 + 1)(𝑛 + 𝛽2 + 1)                                                          

 × 𝑒𝜇𝑥+𝑣𝑦∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑟𝜇(𝑥), 𝑟𝑣(𝑦))

𝑛

𝑙=0

∫ ∫ 𝑒−𝑣𝑘+2𝜇𝑡

𝑠+𝛼1+1
𝑚+𝛽1+1

𝑠+𝛼1
𝑚+𝛽1+1

𝑙+𝛼2+1
𝑛+𝛽2+1

𝑙+𝛼2
𝑛+𝛽2+1

𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑚

𝑠=0
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= 𝑟𝜇
′(𝑥)𝑟𝑣

′(𝑦) (𝑚 + 𝛽1 + 1)(𝑛 + 𝛽2 + 1)𝑒
𝜇𝑥+𝑣𝑦∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙 (𝑟𝜇(𝑥), 𝑟𝑣(𝑦))

𝑛

𝑙=0

𝑚

𝑠=0

      

 ×

(𝑒
2𝜇(

𝑠+𝛼1+1
𝑚+𝛽1+1

)
− 𝑒

2𝜇(
𝑠+𝛼1

𝑚+𝛽1+1
)
)(𝑒

−𝑣(
𝑙+𝛼2

𝑛+𝛽2+1
)
− 𝑒

−𝑣(
𝑙+𝛼2+1
𝑛+𝛽2+1

)
)

2𝜇𝑣
 

          = 𝑒
𝜇𝑥+2𝜇𝛼1
𝑚+𝛽1+1

+
𝑣𝑦−𝑣(𝛼2+1)
𝑛+𝛽2+1

+𝜇𝑥+𝑣𝑦 (𝑒
𝜇

𝑚+𝛽1+1 + 1)

2
∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑟𝜇(𝑥), 𝑟𝑣(𝑦))

𝑛

𝑙=0

𝑚

𝑠=0

 

                × 𝑒
2𝜇𝑠

𝑚+𝛽1+1𝑒
−𝑣𝑙

𝑛+𝛽2+1 

   = 𝑒
𝜇𝑥+2𝜇𝛼1
𝑚+𝛽1+1

+
𝑣𝑦−𝑣(𝛼2+1)
𝑛+𝛽2+1

+𝜇𝑥+𝑣𝑦 (𝑒
𝜇

𝑚+𝛽1+1 + 1)

2
 (𝑟𝜇(𝑥)𝑒

2𝜇
𝑚+𝛽1+1 + 1 − 𝑟𝜇(𝑥))

𝑚

  

               × (𝑟𝑣(𝑦)𝑒
−𝑣

𝑛+𝛽2+1 + 1 − 𝑟𝑣(𝑦))

𝑛

 

   = 𝑒
𝜇𝑥+2𝜇𝛼1
𝑚+𝛽1+1

+
𝑣𝑦−𝑣(𝛼2+1)
𝑛+𝛽2+1

+𝜇𝑥+𝑣𝑦 
(𝑒

𝜇
𝑚+𝛽1+1 + 1)

2
(𝑒

𝜇(𝑥+1)
𝑚+𝛽1+1 + 𝑒

𝜇𝑥
𝑚+𝛽1+1 + 1)

𝑚

     

               × (𝑒
−𝑣

𝑛+𝛽2+1 − 𝑒
𝑣(𝑦−1)
𝑛+𝛽2+1 + 1)

𝑛

. 

 

(v) ℎ(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝜇𝑡+𝑣𝑠 için, 

𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(𝑒𝜇𝑡+𝑣𝑘; 𝑥, 𝑦) = 𝑟𝜇

′(𝑥)𝑟𝑣
′(𝑦) (𝑚 + 𝛽1 + 1)(𝑛 + 𝛽2 + 1)                                 

                            × 𝑒𝜇𝑥+𝑣𝑦∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑟𝜇(𝑥), 𝑟𝑣(𝑦))

𝑛

𝑙=0

∫ ∫ 𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑠+𝛼1+1
𝑚+𝛽1+1

𝑠+𝛼1
𝑚+𝛽1+1

𝑙+𝛼2+1
𝑛+𝛽2+1

𝑙+𝛼2
𝑛+𝛽2+1

𝑚

𝑠=0

 

= 𝑟𝜇
′(𝑥)𝑟𝑣

′(𝑦) 𝑒𝜇𝑥+𝑣𝑦∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑟𝜇(𝑥), 𝑟𝑣(𝑦))

𝑛

𝑙=0

𝑚

𝑠=0

     

                       =
𝜇𝑣𝑒

𝜇𝑥
𝑚+𝛽1+1

+
𝑣𝑦

𝑛+𝛽2+1
+𝜇𝑥+𝑣𝑦

 

(𝑚 + 𝛽1 + 1)(𝑛 + 𝛽2 + 1) (𝑒
𝑣

𝑛+𝛽2+1 − 1) (𝑒
𝜇

𝑚+𝛽1+1 − 1)
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olur. Böylece ispat tamamlamıştır. 

7.2. Lemma 

𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣

(ℎ; 𝑥, 𝑦) operatörleri için, 

i) lim
𝑚→∞

𝐾̃𝑚,𝑚
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(1; 𝑥, 𝑦) = 1, 

ii) lim
𝑚→∞

𝐾̃𝑚,𝑚
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(𝑒𝜇𝑡; 𝑥, 𝑦) = 𝑒𝜇𝑥, 

iii) lim
𝑚→∞

𝐾̃𝑚,𝑚
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(𝑒𝑣𝑠; 𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑣𝑦, 

iv) lim
𝑚→ ∞

𝐾̃𝑚,𝑚
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(𝑒2𝜇𝑡 + 𝑒2𝑣𝑠; 𝑥, 𝑦) = 𝑒2𝜇𝑥 + 𝑒2𝑣𝑦 

eşitlikleri gerçeklenir. 

7.3. Lemma  

𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣

(ℎ; 𝑥, 𝑦) operatörleri için, 

i) lim
𝑚→∞

𝑚( 𝐾̃𝑚,𝑚
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(1; 𝑥, 𝑦) − 1) = −2𝜇𝑥(𝑥 − 1) + 𝜇  

× (2𝑥 + 𝑥𝛽1 − 𝛼1 − 1) + 𝑣(2𝑦 + 𝑣𝑦 + 𝑦𝛽2 − 𝛼2 − 1 − 𝑣𝑦
2), 

ii) lim
𝑚→∞

𝑚(𝐾̃𝑚,𝑚
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣((𝑒𝜇𝑡 − 𝑒𝜇𝑥); 𝑥, 𝑦)) =

𝜇

2
𝑒𝜇𝑥(1 + 2𝛼1 − 2𝑥 

× (1 + 𝜇 + 𝛽1) + 2𝜇𝑥
2, 

iii) lim
𝑚→∞

𝐾̃𝑚,𝑚
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣((𝑒𝜇𝑡 − 𝑒𝜇𝑥)2; 𝑥, 𝑦) = −𝜇2𝑒2𝜇𝑥𝑥(𝑥 − 1), 

iv) lim
𝑚→ ∞

𝐾̃𝑚,𝑚
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣

((𝑒𝜇𝑡 − 𝑒𝜇𝑥)(𝑒𝑣𝑠 − 𝑒𝑣𝑦); 𝑥, 𝑦) = 0, 

v) lim
𝑚→∞

𝐾̃𝑚,𝑚
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣((𝑒𝜇𝑡 − 𝑒𝜇𝑥)4; 𝑥, 𝑦) = 0, 

vi) lim
𝑚→∞

𝐾̃𝑚,𝑚
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣((𝑒𝑣𝑘 − 𝑒𝑣𝑦)4; 𝑥, 𝑦) = 0, 

eşitlikleri gerçeklenir. 
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7.1. Teorem  

ℎ ∈ 𝐶(𝑆𝜇,𝑣) olmak üzere  

|𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(ℎ; 𝑥, 𝑦) − ℎ(𝑥, 𝑦)| ≤ (1 +

1

𝜇2
+
1

𝑣2
)𝜔(𝑓; 𝛿) 

olur. Burada, 

𝛿2 = (𝑒
𝜇𝑥

𝑚+𝛽1+1
+

𝑣𝑦

𝑛+𝛽2+1
+𝜇𝑥+𝑣𝑦

) [(𝑒
𝜇(𝛼1+𝑥𝑚)

𝑚+𝛽1+1
−
𝑣(𝛼2+1)

𝑛+𝛽2+1 − 2
𝑒
𝜇𝑥−

𝑣(𝛼2+1)
𝑛+𝛽2+1𝜇

(𝑚+𝛽1+1)(𝑒
𝜇

𝑚+𝛽1+1−1)

+

(𝑒𝜇𝑥 − 𝑒𝑣𝑦)𝑒
−𝜇(𝛼1+1)

𝑚+𝛽1+1
−
𝑣(𝛼2+1)

𝑛+𝛽2+1
 
(𝑒

−𝜇

𝑚+𝛽1+1 − 𝑒
𝜇(𝑥−1)

𝑚+𝛽1+1 + 1)
𝑚

)(𝑒
−𝑣

𝑛+𝛽2+1 − 𝑒
𝑣(𝑦−1)

𝑛+𝛽2+1 +

1)
𝑛

+ (𝑒
𝑣(𝛼2+1)

𝑛+𝛽2+1
−
𝜇(𝛼1+1)

𝑚+𝛽1+1 − 2
𝑣𝑒
𝑣𝑦−

𝜇(𝛼1+1)
𝑚+𝛽1+1 

(𝑛+𝛽2+1)(𝑒
𝑣

𝑛+𝛽2+1−1)

)(𝑒
−𝑣

𝑛+𝛽2+1 − 𝑒
𝑣(𝑦−1)

𝑛+𝛽2+1 + 1)
𝑛

]  

dır.  

İspat 

𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣

(ℎ; 𝑥, 𝑦) operatörleri için, 

|𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(ℎ; 𝑥, 𝑦) − ℎ(𝑥, 𝑦)| ≤ |𝐾̃𝑚,𝑛

𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(ℎ(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦) − 𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(ℎ(𝑥, 𝑦); 𝑥, 𝑦)|           

                ≤ |𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(ℎ(𝑡, 𝑠) − ℎ(𝑥, 𝑦); 𝑥, 𝑦)|    

= |
|𝑟𝜇
′(𝑥)𝑟𝑣

′(𝑦) (𝑚 + 𝛽1 + 1)(𝑛 + 𝛽2

+ 1) 𝑒𝜇𝑥+𝑣𝑦∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙 (𝑟𝜇(𝑥), 𝑟𝑣(𝑦))

𝑛

𝑙=0

𝑚

𝑠=0

∫ ∫ 𝑒−𝜇𝑡−𝑣𝑠(ℎ(𝑡, 𝑠)

𝑠+𝛼1+1
𝑚+𝛽1+1

𝑠+𝛼1
𝑚+𝛽1+1

𝑙+𝛼2+1
𝑛+𝛽2+1

𝑙+𝛼2
𝑛+𝛽2+1

− ℎ(𝑥, 𝑦)) 𝑑𝑡𝑑𝑠|
| 
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≤ 𝑟𝜇
′(𝑥)𝑟𝑣

′(𝑦) (𝑚 + 𝛽1 + 1)(𝑛 + 𝛽2 + 1) ∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑟𝜇(𝑥), 𝑟𝑣(𝑦))

𝑛

𝑙=0

𝑚

𝑠=0

 

            × 𝑒𝜇𝑥+𝑣𝑦∑∑𝑝𝑚,𝑛,𝑠,𝑙(𝑟𝜇(𝑥), 𝑟𝑣(𝑦))

𝑛

𝑙=0

∫ ∫ 𝑒−𝜇𝑡−𝑣𝑠|ℎ(𝑡, 𝑠)

𝑠+𝛼1+1
𝑚+𝛽1+1

𝑠+𝛼1
𝑚+𝛽1+1

𝑙+𝛼2+1
𝑛+𝛽2+1

𝑙+𝛼2
𝑛+𝛽2+1

𝑚

𝑠=0

− ℎ(𝑥, 𝑦)| 𝑑𝑡𝑑𝑠 

|𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(ℎ(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦) − ℎ(𝑥, 𝑦)|

≤ (1 +
𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣((𝑡 − 𝑥)2 + (𝑠 − 𝑦)2 ; 𝑥, 𝑦)

𝛿2
)𝜔(ℎ; 𝛿) 

elde edilir. Ortalama değer teoreminden, 

|𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(ℎ; 𝑥, 𝑦) − ℎ(𝑥, 𝑦)|

≤ {1 + (
1

𝜇2
+
1

𝑣2
)
𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣((𝑒𝜇𝑡 − 𝑒𝜇𝑥)2 + (𝑒𝑣𝑠 − 𝑒𝑣𝑦)2 ; 𝑥, 𝑦)

𝛿2
} 

  × 𝜔(ℎ; 𝛿) 

olur. Son eşitliksizlikte, 

𝛿2 = 𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣((𝑒𝜇𝑡 − 𝑒𝜇𝑥)2 + (𝑒𝑣𝑠 − 𝑒𝑣𝑦)2 ; 𝑥, 𝑦) 

seçilerek, 

|𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(ℎ; 𝑥, 𝑦) − ℎ(𝑥, 𝑦)| ≤ {1 +

1

𝜇2
+
1

𝑣2
}𝜔(ℎ; 𝛿) 

bulunur. 

7.2. Teorem  

 İki değişkenli fonksiyonlar için Taylor açılımı  

ℎ(𝑡, 𝑠) = ℎ(𝑥, 𝑦) + (𝑡 − 𝑥)ℎ𝑥(𝑥, 𝑦) + (𝑠 − 𝑦)ℎ𝑦(𝑥, 𝑦) +
1

2
(𝑡 − 𝑥)2ℎ𝑥𝑥(𝑥, 𝑦)

+ (𝑡 − 𝑥)(𝑠 − 𝑦)ℎ𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) +
1

2
(𝑠 − 𝑦)2ℎ𝑦𝑦(𝑥, 𝑦)

+ [(𝑡 − 𝑥)2

+ (𝑠 − 𝑦)2]𝑅(𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑦)                                                                    (7.2) 
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dır. Burada 𝑅(𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑦) kalan terimleri simgelemektedir 

lim
𝑚→∞

𝑚(𝐾̃𝑚,𝑚
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(ℎ; 𝑥, 𝑦) − ℎ(𝑥, 𝑦))

= ℎ(𝑥, 𝑦) (−𝜇𝑥(𝑥 − 1) + 𝜇(2𝑥 + 𝑥𝛽1 − 𝛼1 − 1)

+ 𝑣(2𝑦 + 𝑣𝑦 + 𝑦𝛽2 − 𝛼2 − 1 − 𝑣𝑦
2))

+
𝑒−𝜇𝑥

𝜇

𝜕ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 ( 
𝜇

2
𝑒𝜇𝑥(1 + 2𝛼1 − 2𝑥(1 + 𝜇 + 𝛽1) + 2𝜇𝑥

2))

+
𝑒−𝑣𝑦

𝑣

𝜕ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
 (
𝑣

2
𝑒𝑣𝑦(1 + 2𝛼2 − 2𝑦(1 + 𝑣 + 𝛽2) + 2𝑣𝑦

2))

+
1

2
{𝑒−2𝜇𝑥 (

1

𝜇2
𝜕2ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
−
1

𝜇

𝜕ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
)  (−𝜇2𝑒2𝜇𝑥𝑥(𝑥 − 1))  

+ 𝑒−2𝑣𝑦 (
1

𝑣2
𝜕2ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2

−
1

𝑣

𝜕ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
) (−𝑣2𝑒2𝑣𝑦𝑦(𝑦 − 1)) }                    

eşitliği gerçeklenir. 

İspat 

ℎ ∈ 𝐿1([0,1] × [0,1]) için 

ℎ(𝑡, 𝑠) = ℎ(𝑥, 𝑦) + (𝑒𝜇𝑡 − 𝑒𝜇𝑥) [
𝜕

𝜕𝑥
ℎ(𝑙𝑜𝑔𝜇

𝑣 , . )] |(𝑒𝜇𝑥,𝑒𝑣𝑦)

+ (𝑒𝑣𝑠 − 𝑒𝑣𝑦) [
𝜕

𝜕𝑦
ℎ(. , 𝑙𝑜𝑔𝑣

𝜇
)] |(𝑒𝜇𝑥,𝑒𝑣𝑦)

+
1

2
{(𝑒𝜇𝑡 − 𝑒𝜇𝑥)2 [

𝜕2

𝜕𝑥2
ℎ(𝑙𝑜𝑔𝜇

𝑣 , . )] |(𝑒𝜇𝑥,𝑒𝑣𝑦)

+ (𝑒𝑣𝑠 − 𝑒𝑣𝑦)2 [
𝜕2

𝜕𝑦2
ℎ(. , 𝑙𝑜𝑔𝑣

𝜇
)] |(𝑒𝜇𝑥,𝑒𝑣𝑦)

+ 2(𝑒𝜇𝑡 − 𝑒𝜇𝑥)(𝑒𝑣𝑠 − 𝑒𝑣𝑦) [
𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
ℎ(. , 𝑙𝑜𝑔𝑣

𝜇
)] |(𝑒𝜇𝑥,𝑒𝑣𝑦)}

+ 𝑅(𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑦)((𝑒𝜇𝑡 − 𝑒𝜇𝑥)2

+ (𝑒𝑣𝑠 − 𝑒𝑣𝑦)2)                                                    (7.3) 

olur. (7.3) denklemine 𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(ℎ(𝑡, 𝑠) ; 𝑥, 𝑦) operatörü uygularak, 
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𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(ℎ(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦)

= 𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(ℎ(𝑥, 𝑦); 𝑥, 𝑦) + 𝐾̃𝑚,𝑛

𝛼,𝛽,𝜇,𝑣
((𝑒𝜇𝑡 − 𝑒𝜇𝑥); 𝑥, 𝑦) [

𝜕

𝜕𝑥
ℎ(𝑙𝑜𝑔𝜇

𝑣 , . )] |(𝑒𝜇𝑥,𝑒𝑣𝑦)

+ 𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣

((𝑒𝑣𝑠 − 𝑒𝑣𝑦); 𝑥, 𝑦) [
𝜕

𝜕𝑦
ℎ(. , 𝑙𝑜𝑔𝑣

𝜇
)] |(𝑒𝜇𝑥,𝑒𝑣𝑦)

+
1

2
{𝐾̃𝑚,𝑛

𝛼,𝛽,𝜇,𝑣
 ((𝑒𝜇𝑡 − 𝑒𝜇𝑥)2; 𝑥, 𝑦) [

𝜕2

𝜕𝑥2
ℎ(𝑙𝑜𝑔𝜇

𝑣 , . )] |(𝑒𝜇𝑥,𝑒𝑣𝑦)

+ 𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣

((𝑒𝑣𝑠 − 𝑒𝑣𝑦)2; 𝑥, 𝑦) [
𝜕2

𝜕𝑦2
ℎ(. , 𝑙𝑜𝑔𝑣

𝜇
)] |(𝑒𝜇𝑥,𝑒𝑣𝑦)

+ 2𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣

((𝑒𝜇𝑡 − 𝑒𝜇𝑥)(𝑒𝑣𝑠 − 𝑒𝑣𝑦); 𝑥, 𝑦) [
𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
ℎ(. , 𝑙𝑜𝑔𝑣

𝜇
)] |(𝑒𝜇𝑥,𝑒𝑣𝑦)}

+ 𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(𝑅(𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑦)((𝑒𝜇𝑡 − 𝑒𝜇𝑥)2

+ (𝑒𝑣𝑠 − 𝑒𝑣𝑦)2); 𝑥, 𝑦)                                                                                               (7.4) 

bulunur. (7.4) denkleminde, 

[
𝜕

𝜕𝑥
ℎ(𝑙𝑜𝑔𝜇

𝑣 , . )] |(𝑒𝜇𝑥,𝑒𝑣𝑦) =
𝑒−𝜇𝑥

𝜇

𝜕ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 

 

[
𝜕2

𝜕𝑥2
ℎ(𝑙𝑜𝑔𝜇

𝑣 , . )] |(𝑒𝜇𝑥,𝑒𝑣𝑦) = 𝑒
−2𝜇𝑥 (

1

𝜇2
𝜕2ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
−
1

𝜇

𝜕ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
) 

 

[
𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
ℎ(. , 𝑙𝑜𝑔𝑣

𝜇
)] |(𝑒𝜇𝑥,𝑒𝑣𝑦) =

𝑒−(𝜇𝑥+𝑣𝑦)

𝜇𝑣

𝜕2ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

eşitlikleri yazılırsa, 
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𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(ℎ(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦)

= 𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(ℎ(𝑥, 𝑦); 𝑥, 𝑦) + 𝐾̃𝑚,𝑛

𝛼,𝛽,𝜇,𝑣
((𝑒𝜇𝑡 − 𝑒𝜇𝑥); 𝑥, 𝑦)

𝑒−𝜇𝑥

𝜇

𝜕ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥

+ 𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣

((𝑒𝑣𝑠 − 𝑒𝑣𝑦); 𝑥, 𝑦)
𝑒−𝑣𝑦

𝑣

𝜕ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦

+
1

2
{𝐾̃𝑚,𝑛

𝛼,𝛽,𝜇,𝑣
 ((𝑒𝜇𝑡 − 𝑒𝜇𝑥)2; 𝑥, 𝑦)𝑒−2𝜇𝑥 (

1

𝜇2
𝜕2ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
−
1

𝜇

𝜕ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
)

+ 𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣

((𝑒𝑣𝑠 − 𝑒𝑣𝑦)2; 𝑥, 𝑦) 𝑒−2𝑣𝑦 (
1

𝑣2
𝜕2ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2
−
1

𝑣

𝜕ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
)

+ 2𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣

((𝑒𝜇𝑡 − 𝑒𝜇𝑥)(𝑒𝑣𝑠 − 𝑒𝑣𝑦); 𝑥, 𝑦)
𝑒−(𝜇𝑥+𝑣𝑦)

𝜇𝑣

𝜕2ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
}

+ 𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(𝑅(𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑦)((𝑒𝜇𝑡 − 𝑒𝜇𝑥)2

+ (𝑒𝑣𝑠 − 𝑒𝑣𝑦)2); 𝑥, 𝑦)                                                                                             (7.5) 

elde edilir. (7.5)’te eşitliğin her iki yanına limit uygulanırsa, 

lim
𝑚→∞

𝑚(𝐾̃𝑚,𝑚
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(ℎ(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦) − ℎ(𝑥, 𝑦))

= ℎ(𝑥, 𝑦) lim
𝑚→∞

𝑚(𝐾̃𝑚,𝑚
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(1; 𝑥, 𝑦) − 1)

+
𝑒−𝜇𝑥

𝜇

𝜕ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
lim
𝑚→∞

𝑚 𝐾̃𝑚,𝑚
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣

((𝑒𝜇𝑡 − 𝑒𝜇𝑥); 𝑥, 𝑦)

+
𝑒−𝑣𝑦

𝑣

𝜕ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
lim
𝑚→∞

𝑚 𝐾̃𝑚,𝑚
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣

((𝑒𝑣𝑠 − 𝑒𝑣𝑦); 𝑥, 𝑦)

+
1

2
{𝑒−2𝜇𝑥 (

1

𝜇2
𝜕2ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
−
1

𝜇

𝜕ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
) lim
𝑚→∞

𝑚 𝐾̃𝑚,𝑚
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣

 ((𝑒𝜇𝑡 − 𝑒𝜇𝑥)2; 𝑥, 𝑦)

+ 𝑒−2𝑣𝑦 (
1

𝑣2
𝜕2ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2
−
1

𝑣

𝜕ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
) lim
𝑚→∞

𝑚 𝐾̃𝑚,𝑚
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣

((𝑒𝑣𝑠 − 𝑒𝑣𝑦)2; 𝑥, 𝑦)

+ 2
𝑒−(𝜇𝑥+𝑣𝑦)

𝜇𝑣

𝜕2ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
 lim
𝑚→∞

𝑚 𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣

((𝑒𝜇𝑡 − 𝑒𝜇𝑥)(𝑒𝑣𝑠 − 𝑒𝑣𝑦); 𝑥, 𝑦)}

+ lim
𝑚→∞

𝑚 𝐾̃𝑚,𝑛
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(𝑅(𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑦)((𝑒𝜇𝑡 − 𝑒𝜇𝑥)2

+ (𝑒𝑣𝑠 − 𝑒𝑣𝑦)2); 𝑥, 𝑦)                                                                                           (7.6) 

olur. Lemma 7.2’ de verilen eşitlikler kullanılarak, 
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lim
𝑚→∞

𝑚(𝐾̃𝑚,𝑚
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣(ℎ(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦) − ℎ(𝑥, 𝑦))

= ℎ(𝑥, 𝑦) (−𝜇𝑥(𝑥 − 1) + 𝜇(2𝑥 + 𝑥𝛽1 − 𝛼1 − 1)

+ 𝑣(2𝑦 + 𝑣𝑦 + 𝑦𝛽2 − 𝛼2 − 1 − 𝑣𝑦
2))

+
𝑒−𝜇𝑥

𝜇

𝜕ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 ( 
𝜇

2
𝑒𝜇𝑥(1 + 2𝛼1 − 2𝑥(1 + 𝜇 + 𝛽1) + 2𝜇𝑥

2))

+
𝑒−𝑣𝑦

𝑣

𝜕ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
 (
𝑣

2
𝑒𝑣𝑦(1 + 2𝛼2 − 2𝑦(1 + 𝑣 + 𝛽2) + 2𝑣𝑦

2))

+
1

2
{𝑒−2𝜇𝑥 (

1

𝜇2
𝜕2ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
−
1

𝜇

𝜕ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
)  (−𝜇2𝑒2𝜇𝑥𝑥(𝑥 − 1))  

+ 𝑒−2𝑣𝑦 (
1

𝑣2
𝜕2ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2

−
1

𝑣

𝜕ℎ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
) (−𝑣2𝑒2𝑣𝑦𝑦(𝑦 − 1)) }                              

sonucu elde edilir. 
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8. GRAFİK VE NÜMERİK ANALİZ 

Bu bölümde ℎ fonksiyonu için yaklaşım modellemesini gösteren iki değişkenli Bernstein-

Kantorovich-Stancu operatörü üstel formunun grafik ve nümerik analizini vereceğiz.  

Örnek 8.1. 

ℎ(𝑥, 𝑦) =
cos(𝑥+1) cos(𝑦+1)

𝑒𝑥+𝑦+5
 fonksiyonunu seçelim her  𝑥, 𝑦 ∈ [0.1,0.9] , 𝛼1 = 𝛼2 =

𝛽1 = 𝛽2 = 1 ve 𝜇 = 𝑣 ∈ {1,2,3} 𝑚, 𝑛 ∈ {70,80,90} için 𝐾̃𝑚,𝑚
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣

 operatörünün ℎ 

fonksiyonuna yaklaşımı Şekil 8.1’de verilmiştir. 

 

Şekil 8.1. 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛽1 = 𝛽2 = 1 ve 𝜇,𝑣 nin farklı değerleri için 𝐾̃𝑚,𝑚
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣

(ℎ; 𝑥, 𝑦) 
operatörü 
 

Ayrıca Tablo 8.1’ de hata tablosu verilmiştir. 

Tablo 8.1. 𝛼 ve 𝛽'nın farklı değerleri ile sabit 𝜇 =  𝜈 ∈  {1, 2, 3} için hata tablosu 

 

 

 

𝝁 = 𝒗 𝜶𝟏 = 𝜶𝟐 𝜷𝟏 = 𝜷𝟐 𝑲̃𝟕𝟎,𝟕𝟎
𝜶,𝜷,𝝁,𝒗(𝒉) − 𝒉 𝑲̃𝟖𝟎,𝟖𝟎

𝜶,𝜷,𝝁,𝒗(𝒉) − 𝒉 𝑲̃𝟗𝟎,𝟗𝟎
𝜶,𝜷,𝝁,𝒗(𝒉) − 𝒉 

1 1 1 0.00015218 0.00013448 0.00012046 

2 1 1 0.00014441 0.00016100 0.00018188 

3 1 1 0.00020645 0.00018297 0.00016428 

1 10 10 0.00016428 0.00071263 0.00066243 

1 100 100 0.00046861 0.00042362 0.00038641 
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Örnek 8.2. 

ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥+𝑦 fonksiyonunu seçelim  𝐾̃70,70
5,10,0.9,0.9(ℎ; 𝑥, 𝑦), 𝐾̃70,70

10,20,0.9,0.9(ℎ; 𝑥, 𝑦) ve 

𝐾̃70,70
25,50,0.9,0.9(ℎ; 𝑥, 𝑦) operatörlerinin 𝑥 = 𝑦 ∈ [0.9,0.9]  için 𝐾̃𝑚,𝑚

𝛼,𝛽,𝜇,𝑣
 operatörünün ℎ 

fonksiyonuna yaklaşımı Şekil 8.2’ de verilmiştir. 

 

Şekil 8.2. 𝑚 =  𝑛 =  70 ve 𝛼, 𝛽, 𝜇, 𝑣 'nin farklı değerleri için 𝐾̃𝑚,𝑚
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣

(ℎ; 𝑥, 𝑦) 
operatörü 

Ayrıca Tablo 8.2’ de hata tablosu verilmiştir. 

Tablo 8.2 Farklı 𝛼 ve 𝛽 değerleri ile sabit 𝜇 =  𝜈 =  1 için hata tablosu  
 

𝑚, 𝑛 = 90, 𝜇 = 𝑣 = 1 ve farklı 𝛼, 𝛽 değerleri için 𝐾̃𝑚,𝑚
𝛼,𝛽,𝜇,𝑣

 ve 𝐾̃𝑚,𝑚
𝛼,𝛽
 operatörlerinin 

hata karşılaştırması Tablo 8.3’ de verilmiştir. 

 

 

 

𝜶𝟏 = 𝜶𝟐 = 𝜷𝟏 = 𝜷𝟐 𝑲̃𝟕𝟎,𝟕𝟎
𝜶,𝜷,𝟏,𝟏(𝒉) − 𝒉 𝑲̃𝟖𝟎,𝟖𝟎

𝜶,𝜷,𝟏,𝟏(𝒉) − 𝒉 𝑲̃𝟗𝟎,𝟗𝟎
𝜶,𝜷,𝟏,𝟏(𝒉) − 𝒉 

1 0.0342 0.0300 0.0267 

10 0.0642 0.0567 0.0507 

100 0.0484 0.0434 0.0394 

1000 0.0364 0.0322 0.0288 

10000 0.0344 0.0302 0.0269 
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Tablo 8.2. Farklı 𝛼, 𝛽 değerleri için 𝐾̃90,90
𝛼,𝛽,1,1

(ℎ; 𝑥, 𝑦) ve 𝐾̃90,90
𝛼,𝛽

(ℎ; 𝑥, 𝑦) operatörlerinin 

hata karşılaştırması  

  

𝜶𝟏 = 𝜶𝟐 𝜷𝟏 = 𝜷𝟐 𝑲̃𝟗𝟎,𝟗𝟎
𝜶,𝜷,𝟏,𝟏(𝒉) − 𝒉 𝑲̃𝟗𝟎,𝟗𝟎

𝜶,𝜷 (𝒉) − 𝒉 

1 5 0.0520 0.1970 

5 10 0.0507 0.2709 

10 10 0.0507 0.7197 

10 100 0.0394 1.6340 
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