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KISALTMALAR

Bu ¢alismada kullanilmis kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Kisaltmalar

Cla, b]

[1hllcta,p)

My,

w(h; &)

[1A1]

By (h; x)
To(h; x)
Pn,s(X)
K, (h;x)
K,(h;x,y)
Keb (h; x,v)

KB (s x,y)

Aciklamalar

[a, b] araliginda tanimli ve siirekli fonksiyon uzayi
Cla, b] uzayinda [|hl|cep; = maks |h(x)] ile
’ asxs<b

taniml1 normu
h fonksiyonuna bagli bir sabit
h fonksiyonunun siireklilik modiilii
A € R* sayisinin tam kismi

Bernstein operatorii

n € N olmak tizere lineer pozitif operatorler dizisi

Bernstein polinomu
Bernstein Kantorovich operatoriiniin tistel formu
Iki degiskenli Benstein Kantorovich operatérleri
Iki degiskenli Benstein Kantorovich-Stancu
operatorleri
Iki degiskenli Benstein Kantorovich-Stancu

Operatorlerinin tistel formu



1. GIRIS

Yaklasim teorisinde amag herhangi bir fonksiyonu daha basit ve daha ¢ok elementer 6zellige
sahip (tiirevlenebilme, integrallenebilme vb.) diger fonksiyonlar yardimiyla elde edebilmektir.
Matematigin yani sira fizikte ve mithendislikte veri gosterimi, sinyal isleme, termografik

goriintiileme gibi bir ¢ok alan ve konuda kullanilmaktadir.

Alman matematik¢i Karl Weierstrass tarafindan verilen kendi ismini tasiyan Weierstrass
yaklasim teorisi ile birlikte siirekli fonksiyonlara yaklagim probleminin temeli atilmigtir. Bu
teorem kapali ve sonlu bir [a, b] araliginda siirekli her fonksiyona yine bu aralikta diizgiin
olarak yakinsayan bir polinom dizisin varligini ispat etmistir. Borel (1905) siirekli

fonksiyonlara polinomlarla yaklagimi incelerken

> b0 (5)

formunda ele alip bu bi¢imdeki polinomlar yardimiyla ispati elde etmistir. Bernstein (1912)
Borel’in ispatindan yola ¢ikarak p,, ¢(x) fonksiyonunu
n
pn,s(x) = ( )xs(l i x)n_s
S

olarak ele almistir ve h € C[0,1] olmak iizere,

B,(f;x) = zn: (:) x5(1 —x)""5h (%), x €[0,1],n€eN

$=0
seklinde bir polinom dizisi tanimlanmistir.

Bohman (1952) ve Korovkin (1953) lineer pozitif operatorlerin sonlu aralikta siirekli
fonksiyona yaklagimina iliskin ¢ok 6nemli teoremler vermislerdir. Bernstein operatorii ile
ilgili diizenli olarak makaleler yayinlanmakta ve her gegen giin yeni uygulamalar ve
genellemeler kesfedilmektedir. Bunlardan bazilar1 [Barbosu, 2004], [Atakut ve ispir, 2004],
[Mursaleen ve ark., 2016], [Chen ve ark, 2017] ve [Kajla, 2019]’dir.

Iki degiskenli Bernstein-Kantorovich operatorleri ise [Pop and Farcas, 2009]” da verilmistir.
Bernstein Kantorovich operatorlerinin tistel formu 2018 yilinda [Aral ve ark., 2018] de

verilmistir.

Bu tezin ilk boliimiinde lineer pozitif operatorler ile ilgili temel tanimlar, Korovkin teoremi ve
siireklilik modiiliiniin tanim1 ve Ozellikleri incelenmistir. Bununla birlikte tezin devaminda
Bernstein Kantorovich operatorlerinin iistel formuna ait yaklasim sonuglari incelenecektir.

Daha sonra iki degiskenli Bernstein-Kantorovich-Stancu operatériiniin yaklasim sonuglari ve



stireklilik modiilii hesaplanacaktir. Son olarak iki degiskenli Bernstein-Kantorovich-Stancu
operatdriiniin listel formunun yaklasim sonuglart, siireklilik modiilii, Voronovskaya tip teorem

ile elde edilirken, verilen bir fonksiyona yakinsamasi grafikler yardimu ile incelenecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Lineer Pozitif Operatorler

2.1. Tamm

U ve V fonksiyon uzaylari1 olmak iizere
T:-U -V

h - T(h) = g secklinde U’deki bir h fonksiyonunun V’deki bir g fonksiyonuna

doniistiiren doniisiime operator denir ve T(h(t); x) = g(x) ile de gosterilir.
2.2. Tamm
T bir operator olsun. V h,g € U ve her 8,y € Rigin
T(6h + yg) = 6T(h) + vT(9)
kosulu saglaniyor ise T operatoriine lineer operator denir.
2.3. Tamm

h bir fonksiyon ve T bir operator olmak tizere h > 0 iken T(h) = 0 saglaniyor ise

T operatoriine pozitif operator denir.
2.1. Lemma

Lineer pozitif operatorler monoton artandir. Yani g < h = T(g) < T(h) esitsizligi

saglanir.
ispat
g < holsun. T operatoriiniin pozitifliginden h — g > 0 iken
T(h —g)=0 (2.1)
dir. Burada T operatoriiniin lineerlik 6zelligi kullanilarak
T(h—g)=TMh)—T(g) =0

bulunur, boylece ispat tamamlanir.



2.2. Lemma

T bir lineer pozitif operator ise

IT(W)| < T(IR)
saglanir.
ispat
Herhangi bir h fonksiyonu igin
—|h| < h < |h| (2.2)

gerceklenir. Lemma 2.1. ve 2.2’ den
T(=|nD) = T(h) < T(IhD (2.3)

bulunur. T lineer oldugundan T(—|h|) = —T(|h|)‘dir. Bu ifadenin (2.3)‘de

kullanilmastyla

=T(lh]) = T(h) = T(|h])
elde edilir. Ispat tamamlanur.
2.4. Tamm

Bir [a, b] kapali aralig1 lizerinde tanimli ve siirekli tiim reel degerli fonksiyonlardan

olusan kiimeye C[a, b] fonksiyon uzay1 denir. C[a, b] uzayinda ki norm
h € Cla, b] olmak tizere
lhllcla,p) = maks|h(x)]
asx<b
seklinde tanimlanir.

2.5. Tanim

n € N olmak iizere h,,: D € R — R seklinde tanimlanan (h,,) dizisine fonksiyon dizisi

denir.
2.6. Tanim

n € N olmak tizere T,:U -V, T,(h;x) = (Tn(h))(x) seklinde tanimlanan (T},)

dizisine operator dizisi denir.



2.7. Tamim
Her x € [a, b] igin
lim ||y = Rllciap) = lim maks|h, (x) — h()| = 0
kosulu saglaniyorsa (h,) fonksiyonlar dizisi h fonksiyonuna C[a,b] normunda
diizgiin yakinsaktir denir ve
h,(x) 3 h(x)

notasyonu ile gosterilir.
2.8. Tamim

T, ((t —x)%;x), {s=012..} (2.4)
ile tanimlanan ifadelere (T},) operator dizisinin s —yinci merkezi momentleri denir.
2.1. Teorem

x €[0,1]i¢in 0 < a5, < 1 olmak lizere

n

Tuh50) = ) h(@sn)pns(),  Pas() 20

s=0
pozitif lineer operator dizisinin Ty, (h; x) 3 h(x) olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar;
i T,(L;x)31
. T,(t;x) 3 x
iii.  T,(t%x) 3 x?
dir. 1953 yilinda Korovkin asagidaki teoremi ispatlayarak, Bohman’in kosullarinin

genel durumda da gercekledigini gostermistir.

2.2. Teorem

T,:Cla,b] = Cla, b] ile tamimli T,, pozitif lineer operator dizisi teorem 2.1¢ in

kosullar1 gergekleniyorsa T, (h; x) operatorii [a, b] de h ye diizgiin yakinsar. Yani

lim ||T;, — hll¢pgp) = lim maks|T,,(x) — h(x)| = 0
n—-oo n—oo as<x<b

dir.



ispat

Kabul edelim ki, h € C[a, b] olsun. Siirekli fonksiyonlarin tanimindan her pozitif &

sayisina karsilik dyle bir § bulabiliriz ki, |t — x| < & i¢in
|h(t) —h(x)| < ¢ (2.5)
olur. (2.5) ve liggen esitsizliginden

|h(t) = h(x)| < [R(®)] + [h(X)| < 2My, (2.6)

yazilabilir. Eger |t — x| > § ise It;—xl > 1 olacagindan

(t —x)?
62

>1 (2.7)

olur. (2.6) ve (2.7)" den

(t —x)°
|h(t) —h(x)| < ZMhT
yazilabilir. O halde |t — x| < & igin

|h(t) — h(x)| < ¢

ve [t — x| > & i¢in

(t —x)?
Ih() = hGO < 2My ~—
olur. Dolayisiyla her x, t € [a, b] i¢in
t —x)?
|h(t) — h(x)| < e +2M, ( 52 ) (2.8)

gerceklenir. (i), (ii), (iii) kosullarini saglayan T,, operatorlerinin
1im 17, () = hll g = 0

esitligini sagladig1 gosterilirse ispat tamamlanmis olur. Operatoriin lineerlik 6zelligi

ve liggen esitsizliginden dolay1
ITn (R(£); x) — h()| = [T (h(8); x) — h(x) + T, (h(x); x) — T (R(x); x)|
= [Tp(h(2); x) — Tp(h(x); x) + Ty (h(x); x) — h(x)|

= |T((h(®) — h(x)); %) + h(x) (T, (1;x) — D]



ve
T (R(); x) — h(O)| < [T ((R(E) — R(x)); )| + [RGT, (1 x) — 1
yazilir. Lemma 2.2’ den
ITo(h(); x) = h()| < T, ((1R() = G D; %) + |REONIT, (15 %) — 1
olup (2.5)’ den
T (h(); x) = h(x)| < T, (Ih(€) — h(x)[; %) + Mp|T, (1;x) — 1]
yazilir. T,, operatoriiniin monotonlugundan ve (2.8)’ den

IT,,(h(2); x) — h(x)| < T,, (e + ZM—(t — x)?; ) + M |T, (L) — 1] (2.9)

elde edilir.

Diger taraftan T, lineer oldugundan
My M
T, (£+2—(t—x)2 ) Tn(e;x)+Tn<26—Z(t—x)2;x>

M 2
é,ZT(t — 2xt + x?%; x)

=eT,(1;x) + 2
M,
—sT(lx)+2 {T(tzx)—x —x?
+2x2 — 2xT,(t; x) + x%T,,(1; x)}
M,
—sT(lx)+2 {T(t2 x) — x? + 2x?
—2xT, (t; x) + x2T,(1; x) — x?}

= T, (1; x)+2M ((T,,(t2; x) — x2)
+2x(x = Ty (£ %)) +x2(T,(1; x) — 1)}
yazilabilir. Bu son ifade (2.9)° da kullanilirsa
T (h(D); x) — h(x)| < eT(1; %) + 2 " (Tt %) — x2) + 2x(x — To (5 )

+x?(T, (1, %) — D} + Mp| (T (L;x) — 1) (2.10)



elde edilir.

(1), (ii), (iii) kosullarinin (2.10)" da kullanilmasiyla
1T, (h) = All = lim {maks|T;,(h; x) — h(2)} = 0
n—oo Lasxs<b

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
2.9. Tamim
h € Cla, b] olsun. V 6§ > 0 i¢in

w(h;8) = sup |h(t) — h(x)| (2.11)
x,t€la,b]
|t—x|<8

ile tanimlanan w (h; &) ifadesine h fonksiyonunun siireklilik modiilii denir.
Siireklilik modiilii agagidaki 6zelliklere sahiptir:

i. wlh6)=0

ii. 6; <6, ise,0zaman w(h;6;) < w(h;d,)
iii. wu € Niginw(h;ud) = uw(h; d)
iv. A€R'iginw(h;A8) <A+ VDw(h;d)
V. (lsii‘% w(h;6) =0
Vi, w(h |t —x|) = [h(t) — h(x)]

vi.  |h(t) = h()I < (1+ %) w(h; 8).

Ispat
I.  Sireklilik modilii, tanimi geregince bir mutlak degerin supremumu
oldugundan ispat agiktir.
ii. &, <6, icin |t — x| < J, bolgesinin |t — x| < §; bolgesinden daha biiyiik
oldugu aciktir. Bolge biiylidiikge alinan supremum biiyliyeceginden ispat

tamamlanir.

iii.  Sireklilik modiiliiniin tanimindan dolay1

w(h;us) = sup |h(t) — h(x)|
x,t€[a,b]
lt—x|<ud

yazilir. Burada

t—x|<pub=>x—pud <t<x+usd



olup, t = x + uh sec¢imiyle |h| < § ve

w(h; ué) = sup |h(x + ph) — h(x)|

x,t€[a,b]
|h|<8
seklinde yazilir.
Diger yandan
u—1
sup |h(x + uh) — h(x)| = sup E[h(x +(C + Dh) — h(x + W]
x,t€la,b] x,t€la,b]
|h|<8 lhj<s 170

olup esitligin sag tarafina liggen esitsizligi uygulanirsa

u—1

sup |h(x + uh) — h(x)| < Z sup |h(x + (¢ + D) — h(x + Ch)|
x,t€la,b] x,t€[a,b]
|h|<6 ¢=0 "\n|<s

<w(h;6)+ -+ wlh;d)
bulunur. Buradan
w(h; ud) < uw(h; 6)
elde edilir.
iv. A € R* sayisinin tam kismini [|A]] ile gosterilirse
(Al <2 <Al +1

esitsizliklerinin yazilabilecegi agiktir. O halde bu esitsizlikleri ve w(h;§)’nin

azalmayan fonksiyon olmasini kullanarak
w(h; A8) < w(h; ([121] + 1)6)

esitsizligi yazilir. [|A]] pozitif bir tam say1 oldugundan {istteki esitsizligin sag tarafina

(iii) 6zelligi uygulanir. Bu durumda
w(h; ([121] + 18) < ([IA1] + Daw(h; 6)
esitsizligi elde edilir. Ayrica her A € R* i¢in
(Al+1<21+1

Oldugundan



w(h; ([1411+ 1)8) = (1 + Dw(h; §)
esitsizligi elde edilir. Sonug olarak
w(h;A6) < (A + 1Dw(h; d)
yazilir. Ispat tamamlanur.

V. |t —x| <6 esitsizligindeki §’nin sifira yaklagmast t = x olmasi anlamina
gelir. h fonksiyonu siirekli oldugundan siireklilik tanimina gore t = x igin

|h(t) = h(x)| =0
oldugundan ispat aciktir.

vi. w(h;¥d) ifadesinde § = |t — x| segilirse
w(h; [t —x]) = sup |h(t) — h(x)]

x€[a,b]

elde edilir. O halde |h(t) — h(x)|’ lerin supremumu w(h; |t — x|) olacagindan ispat

asikardir.

vii.  (vi) 6zelliginden

Ih(t) — h(x)| < <h; L ; x| 5)

yazilir. Bu esitsizlikte (iv) 6zelligi kullanilirsa

[t — x|

|h(t) — h(x)] < < + 1> w(h; 6)

bulunur. Ispat tamamlanir.

2.3. Teorem

h(x,y) € C(a, b; c,d) ve tim reel eksende |h(x,y)| < M, olsun. T, (h(t,7);x,y)

lineer pozitif operatdrleri i¢in diizgiin olarak
i) T,(Lx,y)31
i) T.(t;x,y) 3 x
i)  T,(rxy)3y

iv)  T.(t?+71%xy) 3 x%+y?

10



kosullar1 saglantyorsa

To(h(t,7);%,y) 3 h(x,y)
olur.
Ispat

h(x,y) € C(a, b; c,d) oldugundan V € > 0 i¢in dyle bir § vardirki |(x,y) — (t,7)| <
é yani

Jx =102+ (y—r)2<diken |h(t,r) — h(x,y)| < & saglanur.

(x—t)2+(y-1)?

Ayrica/(x —t)2 + (y —1)2 > § iken =

> 1 olur,

|h(x,y)| < M}, oldugunun kullanilmasiyla

) - hx )l < 2, [0 O

yazilir. O halde

|h(t,7) — h(x,y)| < e+ 2M,

(x =)+ @y —r)?
52

2M,

52 [x2 + y?2 — 2(xt —yr) + t2 + 1% (2.12)

=&+

yazilir. Diger yandan T,, operatorlerin lineerligi ve tiggen esitsizliginden dolay1
[T (h(t,7); x,¥) — h(x,¥)| < T ((h(t,7) — h(x, )); x, )|
+h(x, WIT (1%, y) — 1
< |To((h(E 1) = h(x, ¥)); . Y)| + My T, (15 x, y) — 1] (2.13)
elde edilir. T,, operatorlerinin monotonlugundan
ITa(h(t,7); %, y) — h(x,y)| < T, (|h(t, ) = h(x, y)|; x, y)

yazilir. (2.12)’ nin (2.13)’ de kullanilmasi ve operatdriin lineerliginden
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T (h(t,7); %, y) = h(x, y)I

Setel(Lxy) =D+ — [ +yH(T(Lxy) - 1)

—2x (T, (t; x,y) —x) = 2y (T, (r; %, ) — ¥)
+(T,(t2 + 1% x,9) — (x? + y))] (2.14)

yazilir. (2.14)’ nin (2.12) de kullanilmasiyla ve (i) , (ii), (iii) ve (iv) kosullarinin

kullanilmasiyla
ITn(Ch(t,7) — h(x, ¥)); %, 9)| < €

elde edilir ki bu ispat1 tamamlar.

12



3. BERNSTEIN OPERATORUNUN USTEL FORMU
Bernstein operatdriiniin iistel formu Aral ve ark. tarafindan 2018 yilinda verildi.
Bernstein operatoriiniin tistel formu,

x € [0,1], h € C[0,1] ve n € N i¢in,

G,h(x) = e*™B, (eia: an(x)>

n
S\ _&s
= e Z pn,s(an(x))h (E) e n,
s=0

burada,
Pns(an()) = (:) (an(0) (1~ an()""
ve
an(x) = ix—__f (3.1)
dir.
3.1. Lemma

G, (h; x) operatérii igin,

a ax\n
i) G, (1;x) = e®Cx—1 (eﬁ +1- eT) ,

a(x+2) a(x+1) ax a 2a n
V) Gn(e‘“;x):e“x(e n +e n +en —en—en),

esitlikleri gerceklesir.
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ispat

() h(t) = 1 i¢in,

Gn(1;x) = Z e_a(%_x)pn,s(an(x))
s=0

n

Ze =) (an(x)) (1- an(x))n s

s=0

e Z (:) (an(x)e_%)s (1 — an(x))n_s

s=0

= e (an(x)e_% +1- an(x)>

n

e an(x) ( n—1)+1)

o ((G22) -]
() )

= (1) (en+1—en)

olarak elde edilir.

(i)  h(t) = e* olsun,

n

Gn(e%;x) = e“xz e en (an(x))
n Y pTL,S n

s=0

=e™ Z pn,s(an(x))
s=0

= X

olarak elde edilir.
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(iii)  h(t) = e?** olsun,

2at C Zas zas
Ga(e?x) = e Y e e pys(an ()

S=

o

eax

e%pn,s (an (x))

NEE

o

s=

= ey (M) (anen) (1-an()"

S

s=0
=e™ (an(x) (e% - 1) + 1)n
% n
=e™ ez—l (e%—1)+1
en—1
— eZ(xx

olarak elde edilir.
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4. BERNSTEIN-KANTOROVICH OPERATORUNUN USTEL FORMU

Bernstein-Kantorovich operatoriiniin tistel formu Aral ve ark. tarafindan 2019
yilinda,
neN,a,u>0 vex € [0,1], K,:C[0,1] > [0,1], h € C[0,1] igin

Ruhi ) = s G+ Dt D (1) (@nin (09 (1 = apaa (00)™

s+1
n+1

X f e Mh(t)dt
S
n+l

bigiminde verilir. Burada a,,, ; (x) fonksiyonu (3.1) ile verilen ifadenin tirevidir.
4.1. Lemma

K,,(.; x) operatorii igin;

. ~ p-m-1) -~ i\ T
) K,(1;x) = e n+1 eMX (en+1 + 1 —ent+1 )
px
en+1
i) K, (ett;x) = = S— e
n+1 enti—1

. = 1 Bx _* S px K Hx N\
iv) Kn(e3“t; x) = > et (1 + en+1) (—en+1 + en+1 + en+1+n+1)

~ X B 28
V) Kn(e‘l'#t; x) = % e* e (1 + en+1 + en+1)
U 2u px 2u  px _po px \"
X | —en+1 — en+1 4+ en+1 4+ en+1 n+len+l n+1

esitlikleri gerceklenir.
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ispat

0] h(t) = 1 i¢in,

s+1
n n+1
~ n —
Ra2) = s GO+ D Y () (@ @) (1 = ann )™ [ e7ae
570 e
= ap 1 () + e T2 (M) (@nsr (0 )3(1 = @y  (0)"
—u(s+1) —us
e n+tl —en+i
X
—u
n
n _
= @ @@+ D > (1) (@ (9)°(1 =ty @)
s=0
—un
—us [ 1 — en+1
X en+1 _
u
- A Y (1) (s (1)
= s n+1\X)€ An+1X
s=0
plx-n-1) u ux M
— o hi eﬂx(eﬁ1T-+ 1__9511)
(i)  h(t) = ekt igin,
s+1
n n+1
~ n —
Ra(et';3) = a0+ Der > (7) (ana ())(1 = apn (0) f dt
570 e
n
n _
= @@ ) (1) (@nia (@ (1 = apia (0)
s=0

U ehx/(n+1)

:n+1@#%_1)

ehx
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(i) h(t) = e icin,

s+1
n n+1
’K 2ut, — ' 1)et* n s(1 — n-s utg
n(e“*5x) = ap () (n+ De s (ans1(x)) ( an+1(x)) e~ dt
s=0 5
n+1
n
n -
= @ @0+ De > (1) (@ua (9)5(1 = @)
s=0
u(s+1) us_
e n+tl — en+1
X
U
! X - n s n-s _HS_
= @ @0+ D > (1) (@na (951 = iy (1) eiter
s=0
M
en+l — 1
X ——
U

n

S
= om0 N (M) (0,4 (0) €77 (1= ey ()™

s=0

_ p2ux
olup, ispat tamamlanir.
4.2. Lemma
K, (.; x) operatérii igin asagidaki limitler gerceklenir.
i) 7111330 K,(1;x)=1
i) lim K, (e#t;x) = ek~
4.1. Teorem
Her x € [0,1] ve h € C[0,1] icin K,, operatdrleri
K, (h; x) 3 h(x)

diizgiin yakinsar.

19



ispat

Lemma 3.2 yardimiyla
i) K,(1;x)3 1
ii) K, (ett;x) 3 ek
i) K,(e?#;x) 3 2Kt

olur boylece Teorem 2.1° den ispat tamamlanir.
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5. iKi DEGISKENLi BERNSTEIN-KANTOROVICH OPERATORLERI

Iki degiskenli Bernstein-Kantorovich operatérlerini 2009 yilinda Pop ve Farcas tarafindan
verilmistir. L;([0,1] X [0,1]) agirlikli uzayindan € N, h € L, ([0,1] X

[0,1]), Kpn: L1(S) = C([0,1] x [0,1]) ve (x,y) € [0,1] icin

Jj+1 s+1
n n-s n+i n+i
K(hxy)—(n+1)222pnsj(xy) f f h(t,s)dtds , s,j=0
s=0 j=
n+1 n+1
seklinde verilir. Burada,
ny /n—Ss . .
. — Svi(1 — x — y)=5—J
Pns,i (% Y) (S) ( j ) x*y!(1—-x~y)
dir.
5.1. Lemma

K, (h; x,y) operatorii i¢in,

) K@Lxy) =1,

.y 2nx+1
“) Kn(t' xFy) = 2(n+1)1
2yn+1
iii) K,(s;x,y) = %,

3x’n(n—-1)+6nx+1
3(n+1)2

iv) K,(t%x,y) =

3y?n(n-1)+6ny+1

V) K,(s%x,y) =

3(n+1)2
Ispat
(i) h(t,s) = 1igin,
j+1 s+1
n n-s n+1 n+1
KaLxy) = (4 DY ) proy(y) f f deds
s=0 j=0
+1 n+1
n n-—s
= Z pn,s,j(x' y)
s=0 j=0

I
Uy
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olarak elde edilir.

(i)  h(t,s) = tigin,

Jj+1 s+1
n n-s n+l n+il

K(txy)—(n+1)222pnsj(xy)f ftdtds

s=0 j=
n+1 n+1

n n-s

=5+ 1)22pns,<x Y) @s+1)

5=0j=

2(n+ 1) Z

s=0j=0

n-s

S

) (7)) ein sy

2(n+1) Ean](x y)

n n-—
j=0

s=0

n-—s

s=0 j=0

1
=2(n+1) 2Z:(n—s)'(s 1! (1 =x)"™ +1)

— ; 2 Z xs+1(1 _ x)n—s—l + 1
2(n+1) O(n—s—l)!s!
S=
_ 2nx + 1
2(n+1)

olarak elde edilir.

(i) h(ts) = s icin,

Jjt+1 s+1
n n-s n+l n+i
K(txy)—(n+1)222pnsj(xy)f fsdtds
s=0 j=0
n+1 n+1
n n-s
Syl(1—x—y)* S (2j + 1
2(n+1)z ( ')xy( XTI @D
s=0j=0
n n-—s
n (n—s)! .
2 sy P il =y —
2(n+1)Z) (s * O(n—s—j)!j!y( x=y n+1
s= j=
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1 n n-—s ( )'
n n—s ) .
- 2 z J(1=x =57 +
2(”“); (5 LG—s-prg-m ¢ TEY w1
n—-s—1
(n—9)! . ,
j—1 A n-s—j—1
2(n+1)z x . (n—S—j—l)!j!y A-x-y)
]:
+ 1
n+1
_2yn+1
- 2(n+1)
olarak elde edilir.
(iv)  h(t,s) = t? igin,
]+1 s+1
n n-s n+i n+i
K(txy)—(n+1)222pns](xy) f f t? dtds
s=0 j=
n+1 n+1
1 n n-s
—3(n+ 1)22217”51@ y)(3s2+3s + 1)
s=0 j=
n n-s n n-s
3(TL + 1)2 z pn,S,j(xﬂy)Bsz + ZZ pn,s,j(x:y)35
§=0 j=0 s=0 j=0

T3+ 1)222171151(96 5%

n

3(Tl+ 1)2 (Z :) 352 xs(]_ x)n 5+z 3SXS(1—x)n_5 n 1)

3(TL +1)2 (Z — S)' Sl 352 x5(1 — )n—s>

n

3(n+1)2 <Z (n—s )' |35x5(1—x)n—s+1>

3(n+1)2<z —S)'(s )3sxs(1_x)"‘s+3nx+1>

1

(/}

n—-1

1 n!
( 3(5 + 1)x5+1(1 _ x)n—s—l + 6nx + 4>

BECER (n—s—1)!s!

s=0
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n—-1
1 n!
— s+1 1-— n—-s—1
3(n+1)2< m—s—Drsiosx =%

n—

xS+1(1 = y)n—s-1
Z —s—l)' ' (1-x) +3nx+1)
-1

3

= _r n! 3x5tT (1 —x)" S 1+ 6nx+1
3(n+1)2 n—s—-Di(s-1!

3 u
N =

n!
(n—s— 2)'5'

IIM

1 2 2
= m xs+ (1 - x)n—s— + 9nx + 4

_3x*n(n—1)+6nx +1
3(n+ 1)

olarak bulunur benzer sekilde h(t,s) = s?’ de elde edilir.

5.2. Lemma

K, (h; x, y) operatorii igin,
) Jim Ka(Gxy) = x
i) lim Kasix0) =y
i) - lim K (6% x,y) = x?,

iv)  lim K,(s%x,y) = y?
n—->oo
esitlikleri gerceklenir.

5.1 Teorem

Her h(x,y) € €([0,1] x [0,1]) i¢in K, (h;x,y) operatori h(x,y) fonksiyonuna

diizgiin yakinsar

K,(h;x,y) 3 h(x,y).
Ispat

Lemma 5.2, Teorem 2.2 ve operatoriin lineerliginden ispat tamamlanir.
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6. iIKi DEGISKENLI BERNSTEIN-KANTOROVICH-STANCU
OPERATORLERI

Iki degiskenli Bernstein-Kantorovich-Stancu operatorii ise,

h € ([0,1] X [0,1]),(s,t) € [0,1], m,n € N,a = (a1, @), B = (B1,52),0 < a; <

181, 0< a, < ,82 i(}in,

K&B (hix,y) = (m+ By + 1)(n + B, + 1)

l+a,+1 s+a;+1
Tl+ﬁ2+1 m+B1+1

X i z": Pmnsi(X,Y) f f h(t,s)dtds

s=01=0 l+a; s+aq
n+,82+1 m+,81+1

ve

pmnsie) = (1) (}) @ = 0msyia -yt
olarak tanimlanir.
6.1. Lemma
Iki degiskenli Bernstein-Kantorovich-Stancu operatérleri lineer ve pozitiftir.
ispat
h,g € ([0,1] x [0,1]), (s, t) € [0,1],m,n € N,a = (a1, a3),B = (B1,B2),0 < a; <

P1, 0 < ay < By Pmnsi(%,¥) = 0 icin K,fl',fl(h; x,y) operatorleri pozitiftir.

m n
Kih(h+ g %,y) = (m+ By + D+ o+ 1D D > punsa(6,9)

s=01=0

l+a;+1 s+aq+1
Tl+ﬁ2+1 m+ﬁ1+1

X J J (h(t, s)+ g(t, s))dtds

l+a, S+aq
n+,82+1 m+B1+1

25



=(m+p+Dn+p,+1) Z zpm,n,s,l(x:y)

s=0 1=0
l+a,+1 s+a;+1 l+a,+1 s+a;+1
n+ﬁ2+1 m+ﬁ1+1 Tl+ﬁ2+1 m+ﬁ1+1
x | f f h(t,s) dtds + f f g(t,s) dtds
lta, Stay I+a, s¥ay
n+f,+1 m+pB;+1 n+B,+1 m+p+1

l+a,+1 s+a,+1

pm,n,s,l(x; y) f f h(t, S) dtds

l+a, s+aq
n+B,+1 m+p;+1

NgE

—(m+ B+ D+ B, +1) Z

s=01

I
o

l+a,+1 s+a,+1
Tl+ﬁ2+1 m+B1+1

bt B4 D048+ D S prsiey || s

=0 [=0 l+a, s+aq
n+,82+1 m+ﬁ1+1

%]

= K (s x,y) + Kb (95 %,)
o0 halde I(,fi’,ﬁ (h + g; x, y) operatorii lineerdir.
6.2. Lemma
K,fl’,ﬁ(. ; X, y) operatorii igin;

i) KEP(1x,y) = 1,

2a1+1 m
2(m+ﬁ1+1) m+[5’1+1

i) Keh(t;xy) =

20,+1 n
2(n+ﬁ2+1) n+[5’2+1

i) KeP(s;x,y) = y,

. aB 2. _ m(m-1) 5, | m(2a;+1) (a1 +1)%+2a2+ay
v) Konn(t%52,y) = (m+p1+1)? (m+p1+1)? (m+p1+1)2 '

apB, . _ nn-1) 5 | n(az+1) (az+1)%+2a3+a,
v) Kinn(s52,y) = (n+B2+1)2 (n+p2+1)2 (n+B2+1)2

esitlikleri gerceklesir.
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ispat
(1) h(t,s) = 1 igin,

l+a,+1 s+a;+1

Kr(:l’fl(l;x' y=m+p+Dn+p+1 ii Pmn,si (6 Y) f f dtds

l+a, st+aq

m n
S+a;+1 S+a
=(m+ﬁ1+1 zz mn,s,l(x:y)( : - L )
5=0 1=0

m n
= Z Z pm,n,s,l(x: y)

s=0 1=0

=1.

(i) h(t,s) = t i¢in,

l+a,+1 s+aq+1
n+B2+1 m+B1+1

(t xy )=m+p+1Dn+p,+1 izn: Pmnsi (6 Y) J J tdtds
$=0 1=0

l+a, s+aq
n+p,+1 m+p;+1

S S (5 - )

s=0 1=

m n
2 2 1
Z(m +ﬁ1 + 1)Zzpm,n,s,l(x:y)( s+ 2a; +1)

s=01=0

mZZPmnsz(x )k + (%)

m n
X Z Z pm,n,s,l(x' y)

s=01=0
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_ m! s(1 )m5+1( 2a1+1>
T m+p+1 1(m—s)!(s—l)!x —x m+f;+1

S=

z m! sH(1 = )m51+1< 2a1 +1 )
= x _

S=

_ mx +1 20 +1
T m+p+1l 2m+p + 1

(iii)  h(t,s) = t? i¢in,

m n
K%)=+ fr+ DO+ B+ D ) D Prunsa(,y)

s=01=0

l+a,+1 s+a;+1
n+ﬁ2+1 m+,81+1

X f f x? dtds

l+a, s+ay
Tl+ﬁz+1 m+ﬁ1+1

~PBIDN S () () )

s=0Il=

m n

1
T 3(m+ By + 1)2 Z)me,n,s,l(x'ﬁ (3s* +s(6a; +3) + 3a3* + 32, + 1)
S= =

m n m n
_ 1 ZZ (. y)s? + Ra; +1) ZZ (y)
T mA B+ DL Pmnsti0 YIS T n By + 1)2 s L Pmns 16 )3
S= = S= =

3,2+ 3a; +1
3(m + B+ 1)

m!
(m+[31+1)2 4 (m =) (s — D!

5(1 _ x)m Sg

2a; + 1) I . L
+(m+ﬁl+ 1)2;(m—s)!(s—1)!x (1-x)

N 3a;2 +3a; +1
3(m + ,81 + 1)2
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m—1
1 m! . .
=(m+ﬁ1+1)22(m—5—1)151x5 '1-x s+ 1)
5=0

Qa +1) & m!
@ : s+1 m-s—1
x5 (1 —x)
§: — s —1)s!
peer] (m 1)!s!

(m+ B, +1)? s

3,2+ 3a; +1
3(m+ By + 1)?

N ms
(m+ f; +1)?

1 m-1 |

— m s+1 _ -s—1

_(m+ﬁ1+1)22)(m—s—1)!s!x (1 =)™ s
s=

(2a; + 1)ms N 3a;2 +3a; + 1
(m+p,+1)?  3(m+ B+ 1)?

m! ms

m-—1
1 ! . w
=(m+,81+1)2; m—s—Di(s— D" gor — ) 1+(m+B1+1)2

(2a; + 1)ms 3a;2 +3a; + 1
(m+ﬁ1+ 1)2 3(m+ﬁ1+1)2

_ m(m-1x* mxQa; +2) N 3a;2 +3a; + 1
T mH+B+ 12 (m+ B+ 1) 3(m+ By +1)?

bulunur ve benzer sekilde K,‘,{L:ﬁ (s;x,y) ve Kfflfl (s?; x,y) ifadeleri ispatlanr.

6.3. Lemma

Iki degiskenli fonksiyonlar icin siireklilik modiilii

w(h; &) = sup{|h(t,s) — h(x,y)|: (t,s) € S,/ (t —x)2 + (s — y)2 < &}
olmak iizere
8% = K (=) + (s = )% %, )
i¢cin
| Kmn(hi%,y) = h(x,) | < 2 0(h; 8)

dir.
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ispat:
af . e
K. (h; x,y) operatdrleri igin

| KB (hs,y) — h(x,y) |

+a,+1 s+a,+1

=lm+p+D)(n+p,+1 ii Pmn,s1 (6 Y) J J h(t,s) dtds

I+a, _stay

- h(x, y)

dir. Burada K,fi’)ﬁ(l ; x,v) = 1 oldugundan,
I

=|(m+ B+ D(n+p;

l+a,+1 s+a;+1 |
n+,82+1 m+,81+1

+1)Zzpmnsl(xy) [ e - ey des

s=0 1= l+a, s+ay
n+[5’2+1 m+ﬁ1+1

S@+B+ DO+ D) ) D Prna(®y)
s=0 [=0

l+a,+1 s+aq+1
Tl+ﬂ2+1 m+,81+1

X ] j |h(t,s) — h(x,y)| dtds

l+a, S+aq
Tl+ﬁ2+1 m+ﬁ1+1

S @+BA DO+ 41D ) D Prns®y)
s=01=0

l+a,+1 s+aq,+1
n+p,+1 m+p+1

X f f < sup (Ih(t,s) = h(x,y)|)> dtds
l+a, s+ay \/WSS

n+ﬁ2+1 m+[)’1+1
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Ka,ﬁ £ — x)2 —y)2:x,
B <1+ B (- x) ;2<s EEER)

)w(h; 6)

esitsizligi elde edilir. K,‘fl’,ﬁ (h; x,y) operatorlerinin lineerliginden

KEB (%5 x,9) — Kb (2tx; %, y) + Kb (x%x,y)

| Kb (hs2,) —h(x,y) < (1+

62
Kb (s%2,7) — Knew (25y: 2, 9) + Keo (%%, Y)
+— . 52 : ) w(h; &)
(14 1 [ m(m—-—1x?* mxQa;+1) (a;+1)?+2a?+a
- 62\ (m+p,+1)?2 (m+p,+1)? (m+ B, +1)?
204 + 1 mx nn—1)y?
— 2x ( 1 + ) + x2 + (—)y
2m+pB,+1) m+p+1 (n+ B, +1)?
nyQRa, +1) (a, + 1> +2a2+a, 2yQ2a,+1)
2ny? 5
- h; 8

sonug olarak

mm—1x? mxQa;+1) (a;+1)?+2a?+a
(m+p,+1)2 (m+p+1)> (m+ B, +1)?
201 +1 mx
—2X ( +
nyQa, +1) (a, + 1)? + 2a3 + a;
(n+ B, +1)2 (n+ B, +1)2

2( 2a, +1 4 ny >+ 5
Y 2m+p,+1) n+p,+1 Y

52 =

n(n—1)y?
(n+ By + 1)2

)+x2+

secilirse,
| Kno (i x,y) —h(oy) | < 2 w(h; 8)

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.
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7. iIKi DEGISKENLI BERNSTEIN-KANTOROVICH-STANCU
OPERATORLERININ USTEL FORMU

Bu kisimda Bernstein-Kantorovich-Stancu operat6riiniin iistel formunun iki degiskenli

genellestirilmesi incelenecektir. S = {(x,y) e R;x,y = 0,x + y < 1} ve

Suv ={(x,y) ER%,x,y = 0,1, + 1, < 1} C S olmak iizere m,n € N ve p,v >

0 icin,

Rt (h x,y) = 51y () (m + By + D(n + B, + et

l+ay+1 s+a;+1
Tl+ﬁ2+1 m+B1+1

X i zn: Pmns1 (1 (), 1 (V)) j j e M VSh(t,s)dtds, (7.1)

s=0 1l=0 l+a, s+aq
n+B,+1 m+p;+1

pmnst (00 0) = (1) () (60) (1-5@)" ()" -n06)""

dir. Buradan s,t € [0,1], @ = (ay,a2), = (B1,f2), 0<a; <B; ,0<a,<p,
dir.

Ayrica
px vy
em+ﬁ1+1 — 1 eTL+Bz+1 — 1
r“(x) =7 () = v
em+ﬁ1+1 — 1 eTL+B2+1 —_ 1
ve
ux
‘Ll em+ﬁ1+1
nu(x) = I )
PR
vy
ven+ﬂ2+1
() =

(n+ﬁz+1)<e#—1>

seklinde tanimlanir.
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7.1. Lemma

(7.1) ile tanimlanan Kzﬁ“ Y(h; x, y) operatorii x,y € ([0,1] x [0,1]) i¢in asagidaki

esitlikler saglanir.

m

px—p(ay+1) vy-v(Bi1+1) —u u(x—-1)
I) K“Bllr (1 X, y) = g m+P1+1 ' n+fa+1 tux+vy (em+ﬁ1+1 — em+B1+1 4 1)

-v v(y-1) n
X (en+Bz+1 — en+B2+1 4 1) ,

ux  vy-v(az+1) |
i) a/}u, (elit x,y) = K 7 em+Bi+1 ntfa+l tux+vy
(m+[§’1+1)<em+31+1—1
-v v(y-1) n
X (en+ﬁ2+1 — en+Bz+1 + 1) ,
- vy  px—p(ag+1) L px+vy

i) Kettt(evs;x,y) = Py e Ty

v
(n+ﬁ’2+1)<en+52+1—1

—u p(x—1) L
X em+ﬁl+1 —_ em+ﬁ1+1 + 1 )

px(m+1)+pay | vy—v(az+1) n

v(y—1)
iV) Ka'ﬁ#' (eZHt X, y) =g m+P1+1 + n+py+1 +ux+vy <6n+ﬂ2+1 — en+P2+1l 4 1)

vy(n+D+vay  px—p(ag+1) m

~ —H (x-1)
Ka.ﬁ.#.v(ews;x,y) — o nifari P omipiti +ux+vy (em+B1+1 _ emtBitT 4 1) ’

V) mn

ux+2paq vy v(az+1)
em+ﬁl+1 n+B2+1

K
eMm+B1+141 +ux+vy

Vi) Rpntt(edtxy) = S

px p p(x+1) -v v(y—1) n
X (em+,81+1 — em+p1+1 4 em+,81+1> <en+,82+1 — en+B2+1 4 1) ,

2u u
. MABLFL p oML+ 41 ux+3;wc1+vy—v(a2+1)+
V||) Kaﬁ‘u’ (34Ht X, y) =¢ : + em+B1+1 n+fa+1 Hx+vy
u(x+2) u(x+1) u ux 2u  \™
X em+ﬁ1+1 + em+ﬁ1+1 —_ em+ﬁ1+1 + em+ﬁ1+1 —_ em+ﬁ1+1

-v v(y—1) n
X <en+ﬁ2+1 — en+ﬂ2+1 + 1) ,
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vy KX
vu en+B2+1 m+pi+1

[ v .
(m+ﬁ1+1)(Tl+ﬁ2+1)<em+ﬁ1+1_1)<en+ﬁ2+1_1)

+ux+vy

viii) KRBT (enttvs; x ) =

ispat
(i) h(t,k) = 1igin,

REPMY (1x,y) = 1/ (0 (y) (m + By + 1) (n + By + 1)erc+vy

l+a,+1 s+a;+1
n+,82+1 m+,81+1

X i Zn: Pmn,st (1,00, 15,(¥)) f f e MV dtds,

s=0 [=0 l+a, S+aq
Tl+ﬁ2+1 m+ﬁ1+1

m n

= G EORG) G+ By + D+ B+ D™ S p (G0, 70))
s=01=0
+ag+1 + I+a,+1 I+
<e_#(;l+6;11+1) - e_“<miﬁ6:_:}|'1)> <e_v<n+%22+1) —_ e_v<n+,862¥i'1)>

X

ux—u(a1+1).vy—v(a2+1).ﬂx+vy il —Us -vl
= M+pit+1 n+pLy+1 Zzpm,n.s,l(ru(x)'rv(yn em+Bi1t+lpn+pfa+1

pxm (@ +1) vy —v(aptl) i m
= e mM+Pi+1 n+pz+1 r,(x)em*Bitl + 1 — 1, (x)

—v n
X <Tu(y)e"+f”2+1 +1- rv(y)>

px—p(a+1) vy=—v(ap+) o —u u(x—1) m
— e mtPi+1 | ntfy+1 TV [ mABiHl _ omABi+l 4 1

-v v(y-1) n
X (en+ﬁ2+1 — en+ﬁ2+1 + 1) .
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(i) h(ts) = e icin,

REB1Y (ebt; x,3) = 11 OT(y) (m + By + D + By + 1)

l+a,+1 s+a;+1

m n
x et NN i) [ [ eFdeds,

s=01=0 l+a, s+ay

= T ORG) (ot By + D+ B+ Dl N gy (100 1,0))
s=0 [=0
(e—v(fli%iii) _ e—v(—é}‘iﬁ))

X
v

ux  vy-v(ap+1)

= s eMAB 1T nAfp 1 THERVY
(m+p,+1) (em+ﬁ1+1 -1
m n
—vl
X Zzpmnsl Tu(x) rv(}’)) e +Bz+l
s=0 1=0
U px__ vy-v(az+1) Xy
— T em+[5’1+1 n+ﬂ2+1
(m+ -+ 1) (eheri 1)
—v n
X <n;(y)e”+f”2+1 +1- ru(y)>
ux vy-v(az+1)
# em+ﬁ1+1 T'L+ﬁ2‘2|‘1 Fux+vy

(m+,81+1)<e#—1>

vy n

eTl+B2+1 — 1 i
(I (it )
en+ﬁ2+1 — 1

U ux vy—v(a+1)
em+ﬁ1+1 n+ﬂ +1

(m+ﬁ1+1)<eﬁ—1)

+ux+vy

-v v(y—1) n
X (en+32+1 — en+,32+1 + 1) .
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(i) h(t,s) = e? ¢ icin,

REBmY (o218 x,y) = 1/ ()1 (y) (m+ By + D(n + B + 1)

l+a,+1 s+aq+1
n+B,+1 m+p+1

m n
X et s @R [ [ e s,

s=01=0

I+a, stay
Tl+ﬁ2+1 m+ﬁ1+1

m n
= OB ety + D+ By + D 3N po 4 (1,00, 1,0))
s=01=0
+ag+1 + I+ l+a,+1
<e“(7’sr‘l+aﬁll+1) —_ e“(ﬂl‘i‘ﬁf_i‘l)) <e_v<n+ﬁazfi'1) —_ e_v(n+a’é22+1)>
X

uv

px+pay vy—v(as+l)

m n

us —-vl
= em+f1+17 n+fr+1 Fux+vy Zzpm,n,s,l(ru(x)'rv(y)) em+B1+1pn+fo+1
=0 1=0

%)

ux+paq ,vy v(ay+1)

_u "
— em+B1+1 Tl+ﬁ2+1 Fux+vy (Tu(x)em-i'ﬁl-i_l + 1 - TM(X)>

—v n
X <Tu(y)€”+f”2+1 +1- rv(y))

px+pay vy=v(a+) o pxm -v v(y-1) n
— emAB 1T A1 VY B 1 ( on#Botl — pntBatl +1

(iv)  h(t,s) = e3t icin,

REBIY (@318 5, y) = 1/ () () (m+ By + D(n + B, + 1)

I+a,+1 s+aq+1
n+p,+1 m+p+1

m n
x et s @) [ [ e duds

s=01=0

l+a, s+ay
n+B+1 m+pfi+1
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m n

= IR (n+ By + Dty + D™ SN 5 (0,1 0))

s=0 1=0
st+aq+1 s+aq ) _ ( l+a, ) _ (l+az+1)
<ez"(m+ﬁ'1+1) _ 82”(m+/31+1 )(e YniBa+1) — o Y\ntBy+1
X
2uv

u
ux+2uaq =vy—v(a2+1) X +UY (em+[?1+1 + 1) m n
= em+h1+1 " ntfotl 2 ZZ pm,n,s,l(ru(x)'rv(y))

s=01=0

2us —vl
X em+ﬁ1+1en+ﬁ2+1

_Kr m
ux+2uaq %vy—v(a2+1)= em+pf1+1l 4 1 2u
= emtB1T mAfpHl T ( 5 ) n,(x)emBitl + 1 — 7, (x)

—v n
X <rv(y)e"+f”2+1 +1- rv(y)>

wx+2pay vy—v(a+1)
— pmAB 1T nAppH1 THERVY

_®
(em+ﬁl+1 + 1) [,L(x+1) ux m
2 <em+ﬁ1+1 + em+B1+1 + 1)

-v v(y-1) n
X <en+ﬂ2+1 — ent+fa+1 + 1) .

(v)  h(t,s) = e**¥S icin,

REBHD (out+vk; x ) = 1/ ()7 (y) (m + By + D(n + By + 1)

l+a,+1 s+a;+1
Tl+B2+1 m+,81+1

w3 RO [ ] aes

s=0 1=0 l+a, Stay
n+ﬁ2+1 m+,81+1

= EORO) e DY P s (T 0)

s=01=0

px vy
Mvem‘l'ﬁl"‘l ' n+ﬁ2+1 tux+vy

(m+,81+1)(n+32+1)(6ﬁ—1)(3ﬁ—1)
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olur. Boylece ispat tamamlamaistir.

7.2. Lemma
K:l:ﬁ'#'v (h; X, y) operatérleri i(;in,
) lim Kb (1xy) =1,
m-—oo
i) lim Kt (erxy) = e,

i) lim K28R (e x,y) = e

m-oo

iv) lim Kaﬁ’w(ez"t + e?S; x,y) = e?HX + 2wy

m-— oo

esitlikleri gerceklenir.

7.3. Lemma
K., aﬁ PV (h; x, y) operatorleri igin,
i) lim m( “B”v(lxy)—1)=—2yx(x—1)+y
m-oo

XQ2x+xp—a; — 1) +vQRy+vy+yf, —a, —1—vy?),
ii) hm m( “ﬁ“v((e”t el); x, y)) = —e”"(l + 2a; — 2x

X (14 u+ B+ 2ux?,

i) lim Keit? ((eH — e)%x,y) = —p2e*x(x — 1),
m—oo !

iv)  lim K2Bi7((ebt —et¥)(e¥s — eW);x,y) = 0,
m— oo ’

V) lim RoPHY (et — et)%; x,y) = 0,
m—oo ’

Vi) lim K&5HY ((evk — e x,y) = 0,
m-oo ’

esitlikleri gerceklenir.
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7.1. Teorem

h € C(S,) olmak iizere

B 1 1
|K,‘,‘;fl""”(h; x,y) — h(x, y)| = (1 et ﬁ) (f39)

olur. Burada,

v(ap+1)
n+pBy +y

B
(m+ﬁ1+1)<em+31+1—1>

em+B1+1 n+fa+1 e m+Bi+1 n+Pr+1 — D

ux vy pulag+xm) v(az+1)
t Fux+vy
5% = < “ ) +

—u(a1+1) v(ag+1) —u p(x—1) m -v v(y-1)
(e#x — eUY)e m+B1+1 n+Pfa+1 (em+ﬁ1+1 — em+p1+1 4 1) (en+ﬁz+1 — en+B2+1 4
n v(az+1) wu(ag+1) veVy—,ltl(fé::)l -v v(y-1) n
1) + en+ﬁz+1 m+f1+1 — 2 7 (en+[3’2+1 i en+B2+1 + 1)
(n+[§’2+1)<e"+32+1—1>
dir.
Ispat
R,‘flﬁ“ (h; x,y) operatorleri igin,

b (h; x,y) = h(x,y)| < |Rai " (h(t, $); %, y) = K" (h(x,y); x,%)

< |Ral i (h(t,s) = h(x,y); 2,7)

= | RG) (m+ B + D+ B,

l+a,+1 s+aq+1
n+f,+1 m+p,+1

+1>e“x+”yzzpmnsl (onm) [ emnes)

s=01= l+a, s+ay
n+B,+1 m+pB;+1

— h(x, y)) dtds
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< OB @+ B+ DO+ B+ D D Prnsa (0 1,0)

s=01=0

l+a,+1 s+a,+1

m n
LA LAFCORTE) [ ] emmes
s=01=0 l+a, s+ay

— h(x,y)|dtds
R (h(t, ;%) — h(x, )|

aﬁ/w 2 N2 .
S<1+ BTt - x)2+ (s — ) 'x'y)>w(h;6)

52
elde edilir. Ortalama deger teoreminden,

R (hs 2, y) = h(x, )|

S{1+<1+ )aﬁ“v((e”t “x)2+(e"s—e”y)2;x.y)}

F v? 62
X w(h; )
olur. Son esitliksizlikte,
52 = “B“”((e#t elX)2 4 (VS — @¥¥)?2 $%,9)
secilerek,
1 1
Rt s, ) = he )| < {1+ 75+ ks )
bulunur.
7.2. Teorem

Iki degiskenli fonksiyonlar i¢in Taylor agilimi
1 2
h(t,s) = h(ey) + (€ = Oh(x,7) + (s = )hy (6, y) + 5 (€ = 1) "hoe (%, ¥)

1
+(E=2)(s = Vhey (1Y) +5(s - ¥)2hyy (x,y)
+ [(t — x)?
+ (s —y)?]R(t,s,x,y) (7.2)
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dir. Burada R(t, s, x, y) kalan terimleri simgelemektedir

nlllirgom( aﬁ#v(h x,y) — h(x, }’))
= h(x,y) (—px(x = 1) + px + xp; —a; — 1)

+vQRy+vy+yB,—a,—1— vyz))
e " oh
N (x,y)
U dx
"V 0h(x,y)
v dy

1 {e_w (l 0%h(x,y) 10h(x,y)

+§ Uz  dx? u Ox

+ e_zvy lM
v?  0y?

<2 K1+ 2ay — 2x(1 + pu + By) + 2ux? ))

(2 eV(1+2a, —2y(1+v+pB,)+ Zvyz))

> (—/ﬂez”"x(x — 1))

10h(x,y)
v Jdy

) (—v2e?™y(y — 1)) }

esitligi gerceklenir.
Ispat

h € L,([0,1] x [0,1]) i¢in
0
h(t,s) = h(x,y) + (ett — et¥) [& h(log}i,.)] | (erx gvvy

d I

+ (e¥s —e"Y) [—h(.,logv)] | (enx evv)
dy

1 ut ux\2 62 v
+§ (8 —e ) Wh(logﬂ") I(eux'evy)

62
+ (e¥s — eUY)Z [a—yz h(., log,’f)l |(e“x,e”y)

+2(ett —et)(e” —e 920y “)l I(eux,evy)}
+ R(t,s,x,y) (et — et*)?
F (% — e™)?) (7.3)

olur. (7.3) denklemine Ko2#*” (h(t,s) ; x,y) operatorii uygularak,
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Rl ¥ (a(t, ); x,7)
~ ~ )
= K,C,Zl"ﬁ’”’v(h(X, y);x,y)+ Kﬁiﬁ’#’v((e”t —e"¥);x,y) [a h(logﬁ, : )] | ek gvy)

73 0
+ Kgl"ﬁ'ﬂrv((evs —e");x, Y) [a— h(., lOgg)] |(e,ux’evy)

1
+ E{ 0!,31“7 ((e“t eux)Z X, y) [—h(logﬂ,)l |(e[4x e?y)

R (e = e™)%x,y) [W (. logs)l [

~ 02

+ E,‘f;,ﬁ'”’” (R(t, s, x, y)((eﬂf i eux)z
+ (evs _ eUY)Z); X, y) (74)
bulunur. (7.4) denkleminde,

e " oh(x,y)
U 0x

d
[a h(lng, . )] |(e”x,e"y) =

62
[ h(log#, )l | (enx,evvy = e‘2“x<

1 0%h(x, y) 16h(x,y)
Uz 0x? u ox

e~ W) 92h(x, )
uv dxdy

d
laxa h( logv)] |(e”x,e"y) =

esitlikleri yazilirsa,
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K57 (h(t, 5); x, )

K % e M 9h(x,

= REPHY (h(x,y); x,y) + RaBY ((ekt — eb*); x,y) _ gx y)
7% VY dh(x,

+ ma.fl.u.v((evs e”); x, y) gy -

1 0%h(x,y) 16h(x,y)>
2

1 aﬁuv Ut _ o uxN2. —2ux
+ { ((eH* —et*)%x,y)e 2 ox2 L ox

= 1 0%h 10h(x,
+ Kriiﬁ'#.v((evs vy)Z X, y) e~2vy <v a:(yxz y) v (69; y))

_ e~ W tvy) 92y,
+ 21(%1’,’1’”’”((6“ — eMX)(eVs —eYY); x, y) ( y)}

uv 0x0dy
+ REBHY(R(L, 5, %, y) (Mt — eH¥)?
+ (eUS _ evy)z);x, y) (75)

elde edilir. (7.5)’te esitligin her iki yanina limit uygulanirsa,

lim m( aﬁ’”(h(t s);x,y) — h(x, J’))

m—oo

= h(x,y) nl;_r)rgo m(ﬁ%ﬁfﬁ#'v(l; X, y) — 1)

“HX oh(x,
+2 *x,7) lim m “ﬁ’“’((e“t el );x,y)

u 0x m-—oo
e ™ ah(x’y) 0—’5#” vs _ oV
VY.
14 dy rlll—wo ((e )i %, y)

1 1 0%h(x,y) 10h(x,y)
- —2ux | ’ _ = ’ li aﬁl“’ ut _ ux)2.
+3 {e <#2 922 0 ox ) Amm ((e" —e")%x,y)

lim mK“ﬁ”U((evs—e"y)z;x,y)

m—oo

2
s o (LhGY) 10hG)
v?  0y? v dy
e~ () 921 (x, y)

e v 0x0y Am m K, Rn™" ((eht — e“x)(e"s—e"y);x,y)}

+ lim m REE(R(t, 5,%, ) (et — e¥)?
+ (e¥s —e")?); x,y) (7.6)

olur. Lemma 7.2’ de verilen esitlikler kullanilarak,
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lim m (R (h(t, )i x,7) = h(x,7))
= h(x,y) (—px(x — 1) + pQx + xp; —a; — 1)

+ vy + vy + yBy — ay — 1 — vy?))
e " oh(x,
N (x,y)

<2 (1 + 2ay — 2x(1 + pu + By) + 2ux? ))

U 0x
VY oh(x,y) o7
oy y — 2
TR (2 (1 +2a; = 2y(1 + v + ;) + 2vy?))
1 1 0%h(x,y) 10h(x,y)
= —2ux _ = 1y 2,2ux —
3 {e (uz 0x? po ox (e =)

+ e 2y lazh(x,y)
v?  0y?

10h(x,y)
v dy

) (—v2e?™y(y — 1)) }

sonucu elde edilir.

45






8. GRAFIK VE NUMERIK ANALIZ

Bu boliimde h fonksiyonu i¢in yaklasim modellemesini gosteren iki degiskenli Bernstein-
Kantorovich-Stancu operatdrii iistel formunun grafik ve niimerik analizini verecegiz.

Ornek 8.1.

h(x,y) = cos(x;i;iz(yﬂ) fonksiyonunu segelim her x,y € [0.1,09],a; = a, =

fi=pB,=1ve u=ve{1,23} mmne{708090} igin K:{,ﬁf‘v operatoriiniin h

fonksiyonuna yaklagimi Sekil 8.1°de verilmistir.

%107
15 <

Sekil 8.1. a; = a, = 1 = f, = 1 ve u,v nin farkl degerleri igin I?,C,(l’f,'l”'v(h; X,y)
operatoru

Ayrica Tablo 8.1’ de hata tablosu verilmistir.

u=v ar=a;, B1=p I?‘;if%'v(h) —h I?g&fg(‘)'"(h) —h I?g;fggv(h) —h
1 1 1 0.00015218 0.00013448 0.00012046
2 1 1 0.00014441 0.00016100 0.00018188
3 1 1 0.00020645 0.00018297 0.00016428
1 10 10 0.00016428 0.00071263 0.00066243
1 100 100 0.00046861 0.00042362 0.00038641

Tablo 8.1. a ve B'nin farkli degerleri ile sabit 4 = v € {1, 2, 3} i¢in hata tablosu
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Ornek 8.2.

h(x,y) = e**Y fonksiyonunu segelim K75017000909(h X, ), 7187280909(h; X,y) ve

7525,50,0.9,0.9 a,p,u,v
% B.u

70.70 (h; x,y) operatdrlerinin x = y € [0.9,0.9] i¢in K,;/5""" operatdriiniin h

fonksiyonuna yaklasimi Sekil 8.2° de verilmistir.

1+
1\'\'- T T T T

0 01 0.8 0.6 0.4 0.2 0

Sekil 8.2.m = n = 70 ve a, S, i, v 'nin farkl degerleri igin I?,‘flfn”v (h;x,y)
operatoru

Ayrica Tablo 8.2’ de hata tablosu verilmistir.

ar=a=B1=B2 Kyl —h Kete'(W—h Kotos'(R)—h
1 0.0342 0.0300 0.0267
10 0.0642 0.0567 0.0507
100 0.0484 0.0434 0.0394
1000 0.0364 0.0322 0.0288
10000 0.0344 0.0302 0.0269

Tablo 8.2 Farkli a ve 8 degerleri ile sabit u = v = 1 i¢in hata tablosu

m,n =90, u = v = 1 ve farkli a, 8 degerleri i¢in K B’w ve K ﬁ ", operatdrlerinin

hata karsilastirmasi Tablo 8.3’ de verilmistir.
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a; = Qa; B1= B2 I?g;félo’l(h)—h Rgfgo(h)—h
1 5 0.0520 0.1970
5 10 0.0507 0.2709
10 10 0.0507 0.7197
10 100 0.0394 1.6340

Tablo 8.2. Farkli @, B degerleri igin K;;%g ’1(h; X,y) Ve K%go (h; x, y) operatdrlerinin
hata karsilastirmasi
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