BOLUMI1

GIRIS

Diiglim teorisinde hesaplanmasi zor fakat kolayca tanimlanan bazi 6nemli invaryantlar
vardir. Bunlar sayisal, grupsal ve polinom invaryantlar1 olarak smiflandirilir. Bir
diigiimiin veya halkanin bilesen sayisi, minimum kavsak sayisi, halkalanma sayisi,
burulma sayisi, orgii sayisi, koprii sayisi gibi sayisal invaryantlari, diiglimiin homotopi
grubu, homoloji grubu, kristal gibi grupsal invaryantlari ve Alexander polinomu [1],
Conway polinomu [25], Jones polinomu [8,9], Kauffman polinomu [10],
Genellestirilmis Kauffman polinomu [12,14] ve Homfly polinomu [7] gibi polinom
invaryantlar1 vardir. Bu invaryantlar diigiim ve halkalarin ayirt edilmesinde ¢ok
onemlidir.

Bu tezde diigiim ve halka invaryantlarina 6zellikle polinom invaryantlarina bir
diyagramsal yaklasim iizerinde calisildi. Jones polinomu ve birlestirilmis cebiri
diyagramsal yaklasimla insa edildi. Jones polinomunun diger polinomlara genellemeleri
tizerinde duruldu. Yine bu ¢alismadan ortaya ¢ikan alterne diigtimler hakkinda baz1 eski
tahminler, Jones polinomunun (normalize edilmis parantez polinomunun) bazi
ozellikleri kullanilarak ispat edildi. Ayrica diigiim teorisinin Graf teorisi ve istatistiksel
fizik ile iligkisine deginildi. Graflarin polinom invaryantlar: ile diiglimiin polinom
invaryantlar1 arasindaki iliskiler incelendi. Bu sayede diigiim teorisinden graf teorisine
ve grafteorisinden diiglim teorisine gecis yapildi.

Tezin ikinci boliimiinde, diger boliimlerde kullanilan diigiim teorisinin ve graf teorisinin
bazi temel kavramlar1 verildi. Ugiincii béliimde, diigiim ve halkalarin baz1 sayisal
invaryantlar1 kisaca anlatildi. Dordiincii boliimde, diigiim ve halka polinomlarinin
diyagramsal bir yaklasimi verildi. Bu yolla genel parantez polinomu ve onun 6zel hali
olan kare parantez polinomu agiklandi. Kare parantez polinomu normalize edildi ve
Jones polinomu ile iliskisi verildi. Besinci boliimde parantez polinomu teknigi ile 1lgili
bazi1 uygulamalar verildi. Bu boliimde alterne diigiim ve halkalarin bazi 6zelliklerinin
ortaya ¢ikarilmasiyla bu diigiim ve halkalarla ilgili baz1 klasik tahminler ispatlandi.
Ayn1 zamanda parantez polinomu teknigi drgiilere uygulandi. Orgii grubu cebiri ile

diyagram cebirinin bir karisimi olan bir karma cebir tanimlandi ve bu cebirdeki



carpimin matris ¢arpimina ve matrislerin soyut tensér carpimina uygun oldugu

gozlemlendi.

Yine bu boliimde bazi diigiim ve halka polinomlari ve onlarin genellestirilmis durumlari
verildi. Ayrica parantez polinomu teknigi graflara ve istatistiksel fizigin bazi
kavramlarina genisletildi. Bu baglamda parantez polinomundan bir graf invaryanti olan

Tutte polinomuna gecis yapildi. Benzer sekilde graf teorisinden de diiglim teorisine

gecis yapildi.



BOLUM 11

TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Diigiim ve Halka

Tamm 2.1.1. X ve Y iki Hausdorff uzay1 olsun. Eger f: X — f(X) bir homeomorfizm

ise f: X — Y doniisiimiine bir yerlestirme denir.

Tanim 2.1.2. S' = { (x,y): x>+ y2 =1;x,yeR } birim cember olsun. S' in R? veya
S* =R’U {0} i¢ine yerlestirmesine bir diigiim denir. neN igin n tane diigiimiin ayrik
birlesimine bir halka denir [4,15,25].

Yonlendirilmis bir liggen (veya bir g¢ember) ile ayni tipte olan bir digiime

diiglimlenmemis (asikar) diigiim denir. Halkalanmamis halkaya ise agikar halka denir.

Tamm 2.1.3.p: S’ > S°, p(x,y,z)=(x,y, 0) ile tanimlanan fonksiyona izdiigiim

fonksiyonu denir.

Eger K, S’ i¢inde bir diigiim ise, K nin p izdiisiim fonksiyonu altindaki resmi, p(K), K
nin xoy-diizlemindeki izdiisiimiidiir. K poligonal bir diigiim ise, p(K) diizlemsel bir

poligondur.

Tamim 2.1.4. K, S® iginde bir diigiim ve p, izdiisim fonksiyonu olsun. ae p(K) igin
p'(@)NK, n tane (n > 1) noktadan ibaret ise, a ya p(K) nin bir n-katli noktas: denir.

Eger n = 2 ise, a noktasina kavsak noktasi ( gecis noktasi, ¢ift katli nokta ) denir [4,25].

Tamm 2.1.5. Regiiler pozisyonda bulunan bir K diiglimii ile bir € > 0 say1s1 verilsin. K

nin her alt gegit noktasindan uzaklig1 € dan kiigiik olan noktalarin kiimesi A ise, p(K-A)

kiimesine K diigiimiiniin normal diyagrami kisaca diigiim diyagram: denir [15].

Boylece K diiglimiiniin normal diyagrami ayrik yay pargalarindan (veya dogru

parcalarindan) olusur.

Tamm 2.1.6. Eger bir halkanin her bir bileseni iizerine bir ok konularak yon verilmisse

halkaya yonlendirilmigtir denir. Y onlendirilmis kavsaklara Sekil 2.1 de gosterildigi gibi

+1 isaretleri verilir.
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Sekil 2.1. Kavsak isaretleri

Tanmim 2.1.7. Bir diigiim diyagraminin kavsaklarimi alt list ederek veya isaretini

degistirerek elde edilen diyagrama diiglimiin ayna gériintiisti denir.

Tanim 2.1.8. Kavsak isaretleri ardigik olarak isaret degistiren diyagrama alterne

diyagram denir.

Tanmm 2.1.9. K ve L, S® icinde yonlendirilmis iki diigiim olsun. Eger h (K) = L olacak
sekilde yonlendirmeyi koruyan bir h : S — S* homeomorfizmi varsa K diigiimii L

diigimiine denktir denir [4].

Bu denklik aslinda diyagram hareketlerinin (Reidemeister hareketleri) esas ii¢ tipi ile
uretilir

Tanim 2.1.10 (Reidemeister hareketleri).

T
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Sekil 2.2. Reidemeister hareketleri

I.Tip hareket bir burulmus egri ekleyerek yada ¢ikararak, I1.Tip hareket iki ardisik alttan
yada tstten kavsagi cikararak yada ekleyerek ve III.Tip hareket licgen hareketi olarak
elde edilir [11,15,24].

Iki diigiimden ya da halkadan birinin digerine deforme edilmesi (kusatan izotop olmas)
icin gerek ve yeter sart onlarin diyagramlarindan birinin digerine Reidemeister

hareketleriyle doniismesidir.

Yani sonlu sayida Reidemeister hareketlerinin uygulanmasiyla diyagramlar1 birbirine

doniisebilen diigiimler denktir.



Tanim 2.1.11. IL.ve III. Reidemeister hareketleri ile liretilen denklik bagintisina regiiler

izotopi denir [11,15].

Tanmim 2.1.12. Reidemeister hareketlerinin ii¢ii ile iiretilen diyagramlar tlizerindeki

denklik bagintisina kusatan izotopi denir [11,15].

Boylece II. ve III. hareketler regiiler izotopi invaryanti; 1. II. III. hareketler kusatan

izotopi invaryantidir.

Ornek 2.1.13. Sekil 2.3 bir diigiimlenmemis diigiimiin bir kusatan izotopisini gosterir.
Sekil 2.4 de E sekiz sekilli diigiim ile ayna goriintiisii E- arasindaki kusatan izotopisini

gosterir.

Sekil 2.4. Sekiz sekilli diiglimiin ayna goriintiistine denkligi



2.2. Orgiiler

Tamm 2.2.1. R’ uzayinda bir D dikdortgeninin karsilikli kenarlari iizerine P;, Q;, 1=
1,...,n noktalar1 esit uzaklikta yerlestirilsin. f; , P; de baslayan ve Q; (i) de son bulan R’
icinde n tane ayrik basit poligonal yay olsun. Burada i — p(i) , {1,2,...,n} {izerinde bir
permiitasyondur. f; lerin tam olarak asagiya gitmesi istenir. Yani her bir f; ; dikdortgenin
yan kenarina dik herhangi bir diizlemi en ¢ok bir defa keser. f; yaylariin hepsine birden
n—orgii denir ve b ile gosterilir. Dikdortgene b nin iskeleti ve i — p(i) ye Orgii

permiitasyonu denir [25].

Asagidaki diyagramda goriildigii gibi 3-ipli bir orgiiniin kapanis1 (kapali 6rgii),
baslangic noktalarinin paralel iplerinin bir koleksiyonu ile bitis noktalarini birlestirerek
elde edilir [15].

o

Sekil 2.5. 3-ipli bir 6rgii ve onun kapanisi

Teorem 2.2.2. Her K halkasi bir kapali 6rgii ile temsil edilebilir [4].

Tanim 2.2.3. n- orgiilerin izotopi siniflar1 bir 6rgii grubu teskil eder. Bu gruba orgii

grubu denir ve B, ile gosterilir.

B, grubu n-1 tane o;dogurayi ile dogurulabilir (Sekil 2.6). b orgiisiio;, o' orgii

elemanlarinin bir carpimi olarak ortaya ¢ikar. Boylece B, orgii grubu

an‘Gi,...,Gn_llGiG jS_l o, o} ISiSn—Z,[G.,Gk],ISiSk—ISn—2 seklinde
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temsil edilebilir [4].
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Sekil 2.6. Orgii doguraylari



b ve b’ iki 6rgii olsun. Bu iki 6rgiiniin bilesimi (¢arpimi1) b nin Q bitis noktalari ile b’

niin P’ baglangi¢ noktalarinin 6zdeslenmesiyle elde edilir ($kil 2.7).

QY QG & & 0

Sekil 2.7. Iki 6rgiiniin ¢arpim1

Teorem 2.2.4. B, 6rgii grubundan {1,2,...,n} kiimesi iizerinden S,permiitasyon

grubuna bir homeomorfizm vardir [15].

n : By, — S, doniisiimii, orgii ile ortaya ¢ikan iist siradaki noktalar ile alt siradaki

noktalarin bir permiitasyonu olarak tanimlanir.

Ornegin,

1\53 ((za)

olur.
Burada, sagdaki notasyon p(1) = 3, p(2) = 1, p(3) =2 ile birp : {1, 2, 3} — {1, 2, 3}
permiitasyonunu gosterir. Eger bir b 6rgiisii i¢in p = 7 (b) ise o zaman j, i noktasinda
baslayan 6rgii ipinin alt noktas1 olmak tizere p(1) = dir.
Eger Sekil 2.6 da Tk : {1, 2, ... ,n}— {1, 2, ... ,n} kabul edilirse, k ve k+1 gecisleri
asagidaki gibi tanimlanir.

Txk()=1i,i#k,k+1

Tk(k)=k+1, Tg(k+1)=k.
Bu gecisler anlaminda S;, ,

S, =IT,,...T, :Tiz =1, T, T, T,=T,, T, T, |

temsiline sahiptir.



Permiitasyon grubu, B, 6rgii grubunun birime esit biitiin doguraylarinin karelerinin

alimmasiyla elde edilen boliim grubudur [4].

Orgiileri, kapanislar1 halkalara kusatan izotopi olacak sekilde degistirmenin bazi kolay

yollar1 vardir. Bunlarin ilki Markov hareketidir.

Tamm 2.2.5 (Markov hareketi). 3, B, icinde bir 6rgii kelimesi (yani 61 , 63 , ... , On-|

ve terslerinden olusan bir kelime) olsun. O zaman B, Bo, ve By, Orgililerinin {igii de

kusatan izotop kapanisina sahiptirler.

Ornegin,

=
e
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W

Sekil 2.8. Denk iki 6rgii kapanisi

Burada B = 5, o' 610, €B;ve Bos € By diir.
Boylece B, bir L. Tip Reidemeister hareketi ile B, den elde edilir.

Bir orgliyii aynm1 kapanisla yapmanin biraz daha zor bir yolu B, den herhangi bir g

orgiisii segmek ve gBg”’ eslenik orgiisiinii almaktir. gBg™' in gBg™' formunda kapanist

almirsa, g Orgiisii ve onun tersi olan g', kapams ipleri boyunca yer degistirerek

birbirlerini yok edebilirler.

2.3. Graflar

Bir graf noktalardan ve dogru pargalarindan olusan bir sekil olarak diisiiniilebilir
(topolojik olarak buna bir kompleks denir). Genelde bir graf soyut bir ifadenin
matematiksel diistincesidir. Eger S” tizerine bir G uzay grafin1 yerlestirebilirsek o zaman

G ye bir diizlem graf denir.



Tanmm 2.3.1. G bir grafve V(G) ve E(G) swrasiyla G grafinin kdselerinin ve
kenarlarinin kiimeleri olsun. Ayrica V(G) ve E(G) kiimelerinin her ikisi de sonlu olsun.

Yani G grafi sonlu olsun. Herbir kenar1 +1 veya -1 ile isaretlenmis bir G grafina
isaretlenmiggraf denir. Daha genel olarak eger G, bir f;: E(G) > {1,—1} isaret
fonksiyonuna sahip bir graf ise G (veya (G,f,;)) ye bir isaretli graf denir. Eger f, (e) =
+ 1 ise e kenar1 pozitif, aksi taktirde negatiftir [21,22].

Bir pozitif graf isaretlenmemis bir graf olarak g6z oniinde bulundurulabileceginden

dolay1 sonuglarimiz sonlu yonlendirilmemis graflar icinde uygulanabilir.

G nin bir H alt grafi, f,, = f;\E(H) olusmus isaret fonksiyonuna sahiptir. Eger V(H) =
V(G) ise H alt grafina bir geren alt graftir denir. Ozel olarak sadece kdselerden ibaret bir

geren alt grafa geren kose graf denir ve V, ile gosterilir. Bu calismanin basindan
sonuna kadar graf ile sik stk S’ =R’ U iginde bir sonlu 1-boyutlu C-W kompleksi

olarak grafin geometrik yorumu kastedilecektir. Bir X kiimesi icin |X, X in

kardinalitesini, Bi(G), 1 - komplekste oldugu gibi bir G grafinin i-nci Betti sayisini
gostersin. Graf teoride p,(G) ve pl(G), B,(G) ve Bl(G) nin yerine kullanilir. p,(G),

G nin baglantili bilesenlerinin sayisini gosterir ve p, (G) , G nin devir sayisidir. H ve K
nin her ikisi de en azindan bir kenara sahip olan iki graf olsun. O zaman H ve K nin tek
nokta bileseni H= K ile gosterilecektir. V. V(G) ve E c E(G) igin, E deki kenarlari
ve V deki koseleri igermeyen G nin en biiyiik alt grafi G —(V,E) ile gosterilir. Ozel
olarak G-e, G nin biitiin koselerini ve kenarlarini i¢eren fakat e yi icermeyen G nin alt
grafidir. Bu ylizden G-e, e nin ¢ikarilmasi ile G den elde edilen alt graftir. Bir v kosesi
icin G-v, biitlin kdseleri iceren fakat v yi icermeyen bir alt graftir ve bir v kosesi icin G-
v, G nin v kosesi ve v kdsesine bagl kenarlar hari¢ diger biitiin kdse ve kenarlardan
ibaret bir alt graftir. G bir graf olsun. Eger G=HUK ve HNK = {VO} olacak sekilde H
ve K alt graflar1 varsa G ye ayrilabilirdir denir. Burada H ve K nin her ikisinin de en az
bir kenar1 vardir ve v, bir kdsedir. Aksi durumda G ayrilamazdir ve v, kosesi bir
ayirma kosesi olarak adlandirilir. Eger G ilmeklere sahip degilse, o zaman bir v kosesi

icin B, (G) <B,(G - v) oldugu zaman G ayrilabilirdir.



Bir blok, G nin bir maksimum ayrilamayan baglantili alt grafidir. Bir baglantili graf

sonlu ¢coklukta bloklara ayrilabilir. Bu ylizden eger G,,G,,G;,...,G, , G nin bloklar1 ise
G=G, *G, *G, *...*G, yazabiliriz ve G, G,,G,,G;,...,G, nin blok toplami1 olarak
adlandirilir. Eger G hem ilmeklere hem de B,(G)<B,(G —e) olacak sekilde bir e

kenarina sahip degilse G ye indirgenir denir.

Eger iki veya daha fazla kenar ayni uglara sahipse bu kenarlara katli kenarlar denir.
Diger yandan eger iki farkli kose bir tek e kenart ile birlestirilirse o zaman e ye, G nin

bir singiiler kenar1 denir. Bir ilmek bir singiiler kenar degildir.
Eger biitiin kenarlar ortak uglara sahip ve |E(G){ >2(veya |E(G)‘ = 1) ise bir G iki
koseli grafi bir katli kenar graf (veya bir tek kenarli graf') olarak adlandirilir.

G bir graf ve v, G nin bir kdsesi olsun. Star v, v yi ve v ye ait olan G nin tiim
kenarlarini igeren minimum alt graftir. Eger X, G nin baglantil1 alt kiimesi ise o zaman
G/X, X deki biitlin noktalarin bir nokta ile 6zdeslenmesiyle G den elde edilen alt graf
olarak tanimlanir. Bir G grafinin K ve H alt graflar i¢in H/(H n K) y1 kolaylik olsun
diye H/K ile gosterecegiz. Eger Hn K=¢ ise o zaman H/K, H 1n kendisi olur. Bir e
kenari i¢in G/(e), e kisitlama olarak adlandirilan e nin ug¢larinin 6zdeslenmesi ile G-e

den insa edilir. Eger e bir ilmek ise o zaman G-e = G/(e) dir.

Egeri=0, 1, 2,..., n-l i¢in v, ve v,,, e,,, kenarinin uglar1 ise e, kenarlar1 ve v,
koselerinin bir alterne dizisi e, : v,,e,,v,,...,v, ;,€,,V, dizisine G nin bir zinciri denir.
Zincirin uzunlugu n dir. Eger v, = v, ise bir C zinciri bir devir olarak adlandirilir. C
nin uzunlugu |C| ile gosterilir ve n e esittir. Eger v, = v, durumu hari¢ herhangi i ve j
igini j olmak tizere v, # v, ve e, # ¢, ise bir zincir veya bir devir, basit zincir (devir)
olarak adlandirilir.

n uzunlugunda bir devire basitce bir n- devir denir. Biitlin kenarlar1 ayiran bir zincir

(veya bir devir) bir trail olarak adlandirilir (veya bir kapali trail).

Eger G nin herhangi bir deviri ¢ift uzunluga sahipse bir G grafi iki parcalidir denir. ki
pargali bir graf bir ilmege sahip degildir. Her bir kose bir ¢ift degerlige sahipse bir graf,
cift graf olarak adlandirilir. Degeri 1 olan bir kése bir stump olarak adlandirilir. 2

degerlikli bir kose twig olarak adlandirilir.



Eger G, 1-kompleks olarak S* = R”* U{ } icine yerlestirilebilir ise G grafina
diizlemseldir denir. Eger G, R*? ye yerlestirilmis bir graf ise o zaman G bir diizlem
graftir. Eger G baglantili bir diizlem graf ise, G* dual grafi su sekilde tanimlanir;
S’ -G igindeki bolgelerin F(G) kiimesi, V(G") ile birebir karsilik gelir. E(G”) ile
E(G) birebir dyle karsilik gelir ki, e* € E(G*) ve onun esi kdse noktasi olmayan ortak
bir noktaya sahiptir. ¢* nin isaretini onun esinin zitt1 gibi tanimlayabiliriz. Eger G
baglantisiz bir diizlem graf ise o zaman G”, G nin baglantili bilesenlerinin duali olan

graflarin ayrik bir birlesimidir.

Tamm 2.3.2 (Kromatik polinom). Tipki diiglimlerin invaryantlarinda oldugu gibi, iki
izomorf graf i¢in ayn1 degere sahip bir ¢okluga grafin bir invaryanti denir. Boylece,
modellerin cinsi ile bizim gdsterdigimiz graf arasinda problem yoktur, model iizerinde

diger invaryantlar da olacaktir.

Ornegin, bir grafin kdselerinin sayisi, kenarlarinin sayisi, en iyi asikar invaryantlardir.
Boyle niimerik invaryantlarin yani sira polinom invaryantlari insa etmek de

mumkindir.

G bir graf olsun. n renkli bir palet kullanarak grafin koselerini renklendirecegiz.
Uygulanacak yol bu renklerle bitisikteki iki koseyi (koseler bir kenarin u¢ noktalaridir)
farkli renklerle boyamaktir. Yukaridaki bu yonteme G nin bir (kdse) renklendirmesi
denir. n renkli bir palete sahip olsak dahi, onlarin hepsini renklendirme yonteminde

kullanmak gerekmez ($kil 2.9.(a)).

Kirmizi

Yesil Mavi e
Kirmizi
(a) (b)

Sekil 2.9. Dort koseli bir grafin renklendirilmesi

P, (G), (en fazla) n renkli G nin miimkiin olan renklendirme sayisin1 gostersin ve
p,(G)= lﬁn (G) alalim. Eger bir kdsenin rengini sabit tutarsak p,(G) n tane renk
n

kullanarak diger koseleri renklendirebilecegimiz yollarin sayisi olur. Dolayisiyla, bu



say1 asla negatif olamaz. Birkag¢ (sonlu) n i¢in p, (G) den asagidaki anlamda bir p (t)

polinomu (tam bir kuvvet serisi olusturur) tanimlayabiliriz.
P ()=p,(G)t+p,(G)* +...+p, (G)" +...
Ps (t) kuvvet serisine G nin kromatik polinomu denir [21,28].
Eger G bir ilmege sahip ise, 0 zaman pn(G) sifir olur ($ekil 2.9.(b)). Bu durumda,

ilmegin P u¢ noktasi kendisine komsu oldugundan, P ye bir renk veremeyiz. Birkag

ornek i¢in p_ (G) yi hesaplayalim.

Ornek 2.3.3. Farz edelim ki G sadece m koselerinden olusan bir graftir, yani G nin
kenarlar1 olmasin (Sekil 2.9.(a)). O zaman her bir kose digerinden bagimsiz olarak

renklendirilebilir; boylece, P, (G) =n". Buradan,

olur.
n
4 4 i hY v% VZ \"m
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) Cin-1

W (b)
Sekil 2.10. iki graf diyagram
Ornek2.3.4. G, [v,,v,,..v_ ], m késelerinden ve [e,,e,,..e,. ], m-1 kenarlarindan

olusan bir graf olsun, dyle ki e, nin u¢ noktalar1 v, ve v, (i = 1,2,...,m—1) olsun
(Sekil 2.9.(b)). Budurumda v, kosesini n renkle renklendirebiliriz. Sonraki kose v,, v,
de kullanilan aynmi renk ile renklendirilemez. Miimkiin olan n1 renk ile
renklendirilebilir. Benzer sekilde v, ii n-1 renk ile renklendirmek miimkiindiir. Bu yolu

gosterelim.

Boylece,
()= (-1

olur.



Ornek 2.3.5. G bir m kenarli gokgen oldugu zaman,

po(t)=X (-1

n=l

olur



BOLUM I1I

BAZISAYISAL DUGUM INVARYANTLARI
3.1. Kavsak Sayisi

Tamm 3.1.1. Bir K diigiimiiniin herhangi bir diyagramindaki kavsaklarin minimum

sayisina K nin kavsak sayis1 denir ve c(K) ile gosterilir.

Kavsak sayisinin diigiimiin bir invaryant: oldugu agiktir. Ornegin Sekil 2.4 de verilen

sekiz sekilli diiglimiin kavsak sayis1 dorttiir.

3.2. Bilesen Sayisi

Tamm 3.1.2. Bir halka diyagramin bir yay1 lizerinde bir nokta secildiginde ve daha
sonra diyagram etrafinda dolanilip o noktalara tekrar doniildiiglinde geg¢it noktalarinin
kavsaklanmasi ile olusan karisik diyagramdan bilesen sayisi belirlenebilir. Her bir

bilesen bu yolla elde edilen bir tam devirdir.
Ornek olarak, Sekil 3.1 de bir ii¢ bilesenli halka diyagrami ¢izilmistir.

Gergekte denklik ile degisen bilesen sayisinin Reidemeister hareketlerinin bir dizisinin
sonucu olduguna dikkat edilmelidir. Bilesen sayis1 ¢cok gii¢lii bir invaryant degildir.
OmeginO Q ve @diyagramlarlmn her biri iki bilesene sahiptir. Ama gercekte
bu diyagramlar denk degildirler.

Bu tanima gore tek bilesenli halkaya diigiim denilebilir.

D

e

Sekil 3.1. Bilesen sayisi {i¢ olan bir halka



3.3. Halkalanma Sayisi

Tanim 3.3.1. Bilesenleri a ve 3 olan iki bilesenli bir halka verildiginde a3, a bileseni
ile B bileseninin kavsaklanmalarmin kiimesini gostersin (Bdylece anf, a nin yada 3

nin kendi kavsaklanmalarini igermez.). Bu takdirde o ile § nin halkalanma sayis1

1k(oc,s)=% S e(p)

peanf
seklinde tanimlanir [15].

Diger bir deyisle, halkalanma sayis1 bir egri ile digerinin kavsaklanma isaretlerinin
toplaminin yarisidir. Burada g(p), p ile gosterilen kavsagin isaretidir ve toplam biitiin p

kavsaklari tizerinde alinmastur.
Ornek 3.3.2.
49
Q Ik(at, B) = %(1+1):1
o

Ornek 3.3.3.

ﬁ!
Ik(cL,B) = %(—1—1):—1

Halkalanma sayisinin invaryantligi Reidemeister hareketlerinden hemen c¢ikar. 1.Tip
hareketler halkalanma sayisina katkida bulunmaz. II.Tip hareketlerde halkalanma
sayisina +1 ve -1 eklenir yada ¢ikarilir. II1. Tip hareketler toplamlari etkilemez. Boylece

en basit halkanin halkalanmis oldugunu ispatlamak i¢in yukaridaki iki 6rnek yeterlidir.

Ornek 3.3.4.

Q . lk(a,B)=%(l+1—l—l):O




Ornek 3.3.5.

L_/—.’OQ/‘: 1*'“*\ .

\_/‘: { i !

i R
[}

9 ': | 1

i e =i S S et
B 1 I
\ \ |

Bu 6rnekte diyagramin ug¢ noktalari sabit tutularak

denkligi elde edilir.

Bu bilinen fiziksel olay bir kemer ile sekillendirilir (Iki yay1 bir kemerin kenarlar:
olarak bigimlendirme).

Eger kemerin kenarlar1 ayn1 yonde yonlendirilmigse bu takdirde halkalanma sayisinin
bu formlardan herhangi birine nasil katkis1 oldugu goriiliir.

1

—(-1-)=-1

5 ( )

1
S(1=D=-1

Bu gozlemler asagidaki sekildeki gibi bir karmasik halkanin halkalanma sayisindan
bulunur.

Ornek 3.3.6.

@Z



Bu diyagramda ’ﬁ burulmasi, her bir egrinin halkalanma sayisina +1 katkida

bulunur ve /\/ kavsag iki kez %(l +1) =1 seklinde ortaya ¢ikar. Boylece

Ik (a,p)=1+1+1=3
olur.

Gergekte bir halkanin halkalanma sayis1 ayni zamanda diigiime bir paralel ip

eklenmesiyle insa edilir.

Y

1
-+

K

<

lIk(a,B) = w(K) =3

Sonuglanan halka K nin kavsak isaretlerinin toplamina esit halkalanma sayisina sahiptir.

Bu toplam w(K) ile gosterilir ve K nin burulma sayis1 olarak adlandirilir.

3.4. Burulma Sayisi

Tamm 3.4.1. K herhangi bir yonlendirilmis halka diyagrami olsun. ¢(K), K

diyagramindaki kavsaklarin kiimesi olmak tizere K nin burulma sayisi

w(K)= > e(p)

peC(K)

ile tanimlanir. Burada toplam, K diyagraminin biitiin kavsaklar tizerindedir ve €(p) ise p

kavsaginin igaretidir.
Dikkat edilirse, w(K) nin bir regiiler izotopi invaryanti oldugu goriiliir. Kavsak isaretleri
I.Tip hareket altinda £1 ile degistigi i¢cin w(K) nin, K nin invaryanti olmasi gerekmez.

Ama burulma iplerin iizerine paralel iplerin ¢izilmesiyle elde edilen birlestirilmis K

halkasinin bir invaryantidir [15].



Ornek 3.4.2.

k(K)=w (K)=+1

Paralel ipleri birlestirilmis K halkasmin durumunda w(K) y1 K halkasinin burulma

say1st olarak ve T( K ) y1iplerin kivrilma sayisi olarak adlandirmak uygundur. Béylece
>3 tamamen pozitif bir kivrilma olarak adlandirilir ve T( @) sy e F

olur. Bu takdirde paralel kivrimli iplerin olusturdugu L halkasi icin halkalanma say1s

kivrimlarin ve burulmalarin toplamidir. Boylece

7
<¢——»@

A

i L
VTV((IE);:} k(R ) = 141 =2
Ornek 3.4.3.
w(L)=+3
T(L)="-3

@) k(L)=3-3=0



BOLUM IV

BAZIPOLINOMINVARYANTLARI

4.1. Parantez Polinomu

Tanmmm 4.1.1. Yonlendirilmemis bir K halka diyagrami verilsin. [K] eZ[A,B,d]
degismeli A, B ve d cebirsel degiskenlerine karsilik gelen ve K halkasini temsil eden bir
polinomu gostersin. Parantez polinomu adi verilen bu polinom asagidaki aksiyomlari

saglar [10,11,12,14,15].

[ ><]=A[=]1+B[>]
[><]1=B[=]+A[> <]

2. [O] =d, [OK] = d[K],burada O, sifir kavsakli asikar diigiimii gosterir

Bu aksiyomlarin birincisinde; bir yonlendirilmemis kavsak, ayni1 kdsede bulusan dort
bolgeden ikisini disa dogru ayirir. Bu iistten kavsak cizgisinin saatin doniis yoniiniin

tersine dondiiriilmesi ve taranan iki bolgenin se¢ilmesiyle yapilabilir. Bu bolgeler
B
/ / B

biciminde 4 ve B ile gosterilirse, bu durumda 1. aksiyomdaki formiil

S <

seklinde verilir. Yani B, B-kanalin1 agan bir ayirmaya karsilik gelirken A, A-kanalini
acan bir ayirmaya karsilik gelir. Bu esitlikteki kavsaklar kiiciik diyagramlar1 temsil

ederler. Bunlar biiyiik 6zdes diyagramlarin pargalari olarak alinir.

Ornek 4.1.2. Yonca yapragi diigiimii icin bu esitlik asagidaki gibi verilir.

C@)_A —Olee| )

2. aksiyom, hi¢ bir kavsagi olmayan asikar diigiimiin (¢cemberin) parantez degerinin d

oldugunu ve halka diyagramin herhangi bir yerinde bulunan bir ¢cember ile halkanin



ayrik bilesiminin parantez degeri, halkanin parantez degerinin d ile ¢arpilmasini ifade

eder. Ozel olarak,
[ayrik N tane basit kapali egriler] = d™
olur. Bdylece [(O) ()] =d” ile gosterilir.

Acikea, basit kapal1 egrilerin parantez degerleri, yukaridaki aksiyomlar sayesinde [K]

nin hesaplamasina yol gosterir.

[K] degerinin 1yi tanimli oldugunu gormek i¢in [K] y1 bir U evreninin S durumlari
tizerinde bir toplam olarak yeniden formiillestirmek yeterlidir. U, K i¢in bir evren olsun.
U nun bir S durumu U nun her bir kosesindeki ayirmasinin bir se¢imidir. Boyle segimler
kosedeki markalarla gosterilir ($ekil 4.1). Yonca yapragi diigiimiiniin evreninin bir

durumunu ve ona karsilik gelen ayirma Sekil 4.2 de gosterildi. Bir S durumu

verildiginde |S| onun ayrimindaki bilesenlerin sayisini gostersin.

R

Sekil 4.1. Kavsaklarin markalanmasi ve karsilik gelen ayirmalar

oy

Sekil 4.2. Yonca yapragi diiglimiiniin evreni, bir markalanmasi ve karsilik gelen

durumu

Lemma4.1.3. i, (S), S icindeki agilmis A-kanalinin sayisini ve j, (S), Sicindeki

acilmis B-kanalinin sayisini gostersin. Bu durumda K diyagraminin parantez degeri

[K] = AiK(S)BJ’K(S)d\S\
2

formiilii ile verilir [12]. Parantezin degeri i¢in bu formiil aksiyomlardan direk ¢ikar.



Hangi sartlar altinda parantez polinomu diigiim ve halkalarin bir topolojik invaryanti
olur, sorusunu cevaplandirmak i¢in bu polinomun Reidemeister hareketleri altindaki

davraniglarini incelemek gerekir.

Lemma 4.1.4.
[ 5 ]=aB[ D> ) +(abd+ A2+ By [ —]
Ispat.
[2C]-a[=]+s[>=]
_x[ZZZ )+ a8 = )+ BA[ D ) B[ ]
_a[> < J+(A*+B +daB) [ =]
Boylece AB =1 ve d = -A*-B ile IL. Tip Reidemeister hareketi altinda invaryantlik elde

edilir.

Lemma 4.1.5. Eger [ :Eji] — [ 2>  Jise bu takdirde [ ], II1.Tip hareket altinda

invaryanttir.

Ispat. Eger 1.aksiyom III. Tip harekete uygulanirsa,
KAl 280607
Al \).{/]

PR = [
elde edilir.

Boylece B=A"', d=-A’-Asartlan ile parantez polinomu, IL.Tip ve IILTip
Reidemeister hareketleri altinda invaryant kalir. Regiiler izotopi ile iiretilen bu invayant

polinomun genel parantez polinomundan farkli ele alinir ve asagidaki gibi tanimlanur.

Tamm 4.1.6. Yonlendirilmemis bir K halka diyagrami verilsin. (K) eZ[A™], K
halkasini temsil eden bir Laurent polinomu olsun. Kare parantez polinomu adi verilen

bu polinom asagidaki aksiyomlari saglar.



1. Eger K diyagrami bir K’ diyagramina regiiler izotop ise, (K)=( K" ),

(<) = A = Y+A(>C)
(> Y=A (= )Y+A{(>)

3. (O =1, (OK) =d(K), d=-A*-A"
Boylece (K)= d'[K] yazilabilir.

II. ve III. Tip hareketler altinda invaryant olan bu 6zel parantez, [.Tip hareket altinda da

asagidaki gibi davranir.

Lemma 4.1.7. a=-A’ olsun. Bu takdirde
()=o)
(Hy=ali)

olur.

Bu lemmanin ispat1 Tanim 4.1.6 dan kolayca cikar.

Bu lemmadan da anlagilacagi gibi ( K) kare parantez polinomu kusatan izotopinin bir
invaryanti degildir. (K) polinomundan bir kusatan izotopi invaryant1 olusturmak

mimkiindiir. Bunun i¢in burulma sayisindan faydalanilir. Bir yonlendirilmis K

halkasinin burulma say1s1 w(K) nin bir regiiler izotopi invaryanti oldugu bilinmektedir

( w(K) biitiin kavsaklarin isaretlerinin toplamidir).

4.2. Normalize Edilmis Parantez Polinomu

Tanim 3.2.1. K bir halka diyagrami, (K), K nin regiiler izotopi invaryanti olan

parantez polinomu ve w(K), K nin burulma sayis1 olsun.
f, =a V" K)
polinomuna normalize edilmis parantez polinomu denir [10,12].

Onerme 4.2.2. Normalize edilmis f, polinomu, yénlendirilmis K halka diyagramlari

icin kusatan izotopinin bir invaryantidir.



Ispat. f, nin yalnizca L.Tip hareket altindaki davranisini incelemek yeterlidir. Ciinkii
(K)ve w(K) regiiler izotopinin invaryantlari olduklarindan onlarin ¢arpimi seklinde
olan f, polinomuda regiiler izotopinin bir invaryantidir.
w(o )= 1+w(—) and w("5") = -1+w(—) oldugundan
f —g VO )
e ("
=(-A’ (-A) ()

A "y =

~(w(_)
)

bulunur.
Aslinda normalize edilmis parantez polinomu orijinal Jones polinomunun bir

versiyonudur.

Tamm 4.2.3. K bir yonlendirilmis halka olsun. Asagidaki aksiyomlar1 saglayan Jt

degiskenli Laurent polinomuna Jones polinomu denir [8,9]. Ve V(t) ile gosterilir.

l)t'l\//\/ —tv\/\:(«/?—%)vd

—
2) Vo =1

3) V(t) bir kusatan izotopi invaryantidir.

Teorem4.2.4. V. (t), K nmin Jones polinomu ve f,(A), K nin normalize edilmis
parantez polinomu olsun. Bu durumda f, (t™''*) = V, (t) olur.

Ispat.

(O =AC=D+ATO()

(=A== +A) ()

esitliklerinden

AT (D - AT ) =(AT-AT) ()

Aa () MO S AT () @M OO = (AP AT (Y o)

oAl _ 2 -2 — WK
Aocf// Aaf\/\ (A*-A )fx(fK a™ (K ))
AYE AT = (AT-ATHE
> > —



elde edilir. A=t™""* alinirsa

(i-goV

elde edilir. Bu Tanim 3.2.3 iin 1. aksiyomudur. Diger aksiyomlarin saglandigini gérmek

-1 .
t V/\/ —tV\/\ =

zor degildir.

Ornek 4.2.5.
(CD Y=l > (D)
=A(a) +A (0™

— _A-4_ A-4

Ornek 4.2.6.
(LKD) =A<&7 >+A'1<8jﬁ )
T
= AGCALAY +AT (A7)
= A AR+ AT

fr=a’ (T)=-A"(T)=A"+A"2-A"®



BOLUM YV

UYGULAMALAR
5.1. Alterne Diigiimler ve Halkalar

Parantez polinomunun teknigi, alterne diigiim ve halkalarin baz1 6zelliklerini ortaya
cikarmak icin kullanilabilir. Ozel olarak bdyle halkalar parantez polinomlarinin

maximum ve minimum dereceli terimlerinin bir 6zel formiili belirlenebilir.

Tamm 5.1.1. Bir diyagramin kavsaklar list gegit-alt gecit-iist gecit ... seklinde birbirini
takip ediyorsa bu diyagrama bir alterne diyagram denir. Eger bir halka bir alterne

diyagrama sahipse o zaman o halkaya alterne halka denir.

Skil 5.1 de oldugu gibi bir alterne halkanin taranmis diyagraminda, her bir kavsakta

taranan bolgelerin hepsi ayni tiptedir (A ve B burada parantezi tanimlamak i¢in ayni

ayrimdir).
\ . e
| - ,
e |

~—  tipB
Sekil 5.1. Bir alterne diyagram

(K) iginde en yliksek dereceli terimi tahmin etmek i¢in parantez polinomu,
(K) = Aix® Ak ®) IS
2

toplamiyla verilsin. En yiiksek dereceli terim biitiin markalar1 A kanali ile agilan S
durumu ile verilsin. Boyle bir durum A'd 5H formundaki bir terim ile gosterilir. Burada
V, K diyagramindaki koselerin sayisidir. Ve taranmis diyagramindan goriiliir ki alterne
halka durumunda S, A-kanal durumunda W bilesenlerine sahiptir (|S| = W). Burada W
taranmamis bolgelerin sayisidir ve biitlin A-kanallar1 taranmistir. Sekil 5.2 ye de

bakiniz.



Gergekten |S| = W dir. Ciinkii biitlin taranmis kavsaklar ayrilmistir. Taranmis kiigiik
bolgeler birleserek bir biiylik taranmis bolge olusturur. Bu bolgenin siir bilesenleri
taranmamus bolgelerin sinirlaridir. Boylece S durumu A'dY' = AY(-AZ-A%H)V!

teriminin ortaya ¢ikmasina sebep olur. Buradan agagidaki teorem ifade edilebilir.

i
oedd

V=17
() () ) W=7,B=12
R=7+12=V+2
000 S=7=w

S (ayirma)
Sekil 5.2. Bir ayirma durumu

Teorem 5.1.2. K bir indirgenmis alterne diyagram olsun. Bu takdirde (K) i¢inde en

yiiksek dereceli terim
max deg(K) = V+2(W-1)

formiilii ile verilir. Burada V diyagramdaki koselerin sayisidir. W taranmamis

bolgelerin sayisidir (tip A kavsaklarina karsilik gelen taramalar ).

Buterim (K) i¢cinde 1 e esit katsayiya sahiptir. Minimum dereceli terim bunun tam

tersidir. Yani minimum dereceli terim
min deg (K) =-V-2(B-1)
formiilii ile verilir. Burada B taranmis bolgelerin sayisidir.

Hatirlatma 5.1.3. Eger bir diyagram kaldirilabilir bir kavsak noktasina sahip degilse o
diyagram indirgenmistir. Eger bir kavsakta dort yerel bolgeden herhangi ikisi biitiin
diyagramda ayn1 bolgenin pargalari ise bu kavsaga kaldirilabilir kavsak denir (Sekil 5.3

e bakiniz).



CE=avp
¥ bir kaldirilabilir kavsak
S

H N

Sekil 5.3. Bir kaldirilabilir kavsak

Teorem 5.1.2 nin ispati: S, bir A-kanal durumu olsun. Bu durumda S durumundan bir

baska S’ durumu elde edilebilir. Herhangi bir S durumu i¢in

(K) = ZAiK<S>A—jK<S>d\S\—1

S
parantez toplaminda bu duruma karsilik gelen terimi(dagilimi) belirtsin.
B=A"d=-A%A" dir. Boylece

(K)=_(K[$)

olur. Simdi agagidaki ger¢ekler goz 6niinde bulundurulmalidir.

(i) Eger S',S" den bir A-kanal ayirma yerine bir B-kanal ayirma ile elde edilirse bu

taktirde max derece<K|S'> < max derece(K[S") olur. S’, S” den daha az bilesene sahip

oldugunda esitsizlik tamamen dogrudur. Yani |S'| =|S"|-1 olur.
(ii) Eger S’ bir ayirmayla A-kanal durumundan elde edilirse bu takdirde |S'| = [S|-1 olur.
S!> — Ax—Zd‘S"*l

(i) deki ifadenin dogrulugu agiktir. Ciinkii (K[S") = A*d* ise (K

olur. S’ bir ayrilmayla S” den elde edildigi i¢in |S’| = |S"|£ 1 oldugu agiktir. Eger |S'| =
|S"|+1 ise, bu takdirde <K|S'> = A*2d" olur. Boylece max derece<K|S'> = max

derece (K Sy = A2dN T (d=-A%Ayi

S™ olur. Eger |S'| =|S"|-1 ise bu takdirde (K

kullanarak) ve max derece <K|S’> =max derece (K

S") -4 olur. Bu (i) iddiasin1 dogrular.

(11) deki ifade kaldirilabilir kavsaklarin olmamasi hipotezinin bir sonucudur. |S'| = [S|+1
oldugu kabul edilir. Bu durumda degisen kavsak tipi S’ niin bilesenlerinden birisidir. Bu
degisen kavsak tipi orijinal diigim diyagramimin tamamini ya da bir kismini

degistirmez. Bu degisimin S durumundaki dagilima ait olduguna dikkat edilmelidir.



Eger |S'| = |S|-1 ise, bu takdirde degisen kavsak tipinin bulundugu yerdeki ( ) )
ayirmasi S nin ayrilan bilesenleri tlizerinde bulunur. Bu isleme bu kenarin bir

kaldirilabilir kavsaga sahip olmadig1 goriilene kadar devam edilir. Bu bir celigkidir.

Boylece |S'| =|S|-1 dir ve max derece (K|S') = max derece <K|S> -4 olur. (1) ve (i) den

anlagildig1 gibi biitlin S"durumlar1 i¢in max derece (K

S"y < max derece <K|S> olur.

Buradan

max derece (K) =max derece (K|S> = V+2(W-1)

c¢ikar. Bu teoremin ispatini tamamlar.
Simdi asagidaki teoreme dikkat edilmelidir.

Teorem 5.1.4 (Kauffman-Murasugi-Thistlethwaite). Bir L halkasinin bir indirgenmis

alterne izdiistimiindeki kavsaklarinin sayisi L nin bir topolojik invaryantidir [12,21,27].
Ispat.span(L), (L) nin max ve min dereceleri arasindaki farki gostersin.
f, =a ""(L), L nin bir kusatan izotopi invaryant1 oldugu igin span(L) nin de ayn1
zamanda bir kusatan izotopi invaryanti oldugu sonucuna varilir. Teorem 5.1.2 ile

max derece(L) = V+2(W-1) min derece(L) =-V+2(B-1)

dir. Burada V diyagramdaki kavsaklarin sayisi, W taranmamis bolgelerin sayisi ve B
taranmis bolgelerin sayisidir (Taramada biitiin A tipi kavsaklar taranmistir). W+B =R,

diyagramdaki bolgelerin toplam sayisidir ve R = V+2 olur. Boylece
span(L) = V+2(W-1)- (-V-2(B-1))
=2V+2(W+B-2)
=2V+2(R-2)
=2V+2(V+2-2) =4V
Bu ispati tamamlar.

Aciklama 5.1.5. Bu sonug alterne diigiimler ve halkalar hakkindaki klasik tahminlerden
birisidir. Bu sonugla birlikte Tait ve Little ile diiglim tablolarinin orijinal listelerine geri
doniilebilir. Ayn1 zamanda bu yazarlar bir indirgenmis alterne izdiistimiin minimum
kavsak sayisina sahip izdiisiim oldugunu tahmin ettiler [26]. Bu ancak alinan halkanin

herhangi bir izdlistimiiniin en az sayida kavsak noktasina sahip olmasiyla gerceklesir.



Ote yandan bu bir Tait dondiirme tahmini olarak bilinir. Bu tahmin su sekilde
yapilmistir. Ayn1 halkanin herhangi iki indirgenmis alterne izdiisiimlerinden biri
kusatan izotopi farkiyla digerinden bir dondiirme ile elde edilebilir [26]. Bir dolasik
lizerinde bir dondiirme (iki giris ve iki ¢ikis ile) dolasigin 180° dondiiriilmesi ile elde
edilen bir harekettir (Sekil 5.4 e bakiniz). Aslinda bir dondiirme tahmini asagidaki
ifadeyi gerektirir. Bir indirgenmis alterne K izdiislimiiniin burulma sayis1 w(K) bir
kusatan izotopi invaryantidir. Morwen Thistlethwaite indirgenmis alterne diyagramlar

icin w(K)) nin bir kusatan izotopi invaryanti oldugunu ispatlamistir [27].

Bu ispat da iki degiskenli Brandt-Lickorish-Millett-Ho polinomunun [16,17,18]

genisletilmisi olan Kauffman polinomunu [12] kullanilir.

S &>

> 4 T N\\PC

Sekil 5.4. Dondiirme hareketi

Asagidaki Lemma span(K) < 4V genel esitsizliginin bir pratik ispatin1 verir (ilk kez
Murasugi [21] ve Thistlethwaite [27] tarafindan birbirinden bagimsiz olarak ispatlandi).

Lemma 5.1.6. S bir U evreninin herhangi bir durumu olsun. Bu takdirde |S| +]§ | R

olur. Burada R, U icindeki bdlgelerin sayis1 ve S biitiin S nin ayirmalarinin ters

cevrilmesiyle elde edilen S nin dual bir durumudur [14]. Ornek i¢in Sekil 5.5 e bakiniz.
Bu Lemma asagidaki 6nermeyi ispatlamak i¢in kullanilacaktir.

Onerme 5.1.7. Herhangi bir indirgenmis K diyagrami i¢in span(K) < 4V dir. Burada V,
K daki kavsaklarin sayisidir.

Ispat. S, K nin her bir kavsagi A-yoniinde ayrilan bir durumu olsun. Bu durumda

Teorem 5.1.2 de oldugu gibi

max derece (K) < V+2 (|S]-1), min derece(K) - V-2 (| S I-1)



olur. Boylece span(K) 2V+(|S|+|§ |-2) <4V olur.

Lemma 5.1.6 nin ispatindan anlasilir ki K herhangi bir indirgenmis alterne olmayan

diyagram oldugunda span(K) <4V dir.

S| =2

S| +|S | = 6<10

R =10 v Q
B

Sekil 5.5. Bir evrenin durumu ve dual durumu

Bu ayni zamanda Murasugi [21] ve Thistlethwaite[27] ye ait benzer esitsizligin bir
ispatin1 verir. Wu nun 1y1 bir gézlemi sudur: Bir S durumunda bir alterne olmayan
diyagram A-yoniinde ayrildiginda modeldeki iki ardigik {ist ve alt kavsaklara karsilik

gelen ayrilmalar goriilmelidir.

—— 4 T

Bu paralel ayirmalarin bir ¢ifti olarak adlandirilir. Eger S paralel markalarin en az bir

[

ciftine sahipse bu takdirde [S] +\§ |<V dir. Bu Onerme 5.1.7 deki ifade de yerine
yazilirsa, K indirgenmis ve alterne olmadiginda span(K) < 4V esitsizligi elde edilir.
Boylece bir indirgenmis alterne izdiisiim, halkanin biitiin diyagramlar1 arasinda
minimum kavsakli diyagrama sahiptir. Bu diiglim teorisindeki ilk sonuglardan birisidir.
Bu teknigin baz1 uygulamalari vardir. Ornegin, D.W.Sumners, diigiimlerin sayisini
artirmak i¢in bu teknigi kullanarak minimum kavsak sayilarini veren bir {istel fonksiyon

yazdi( [16] ya bak).

Gozlem 5.1.8. Bir alterne halkanin ayna goriintiisiine denk olmadigin1 gostermek i¢in
Teorem 5.1.2 kullanilabilir. K, Teorem 5.1.2 deki gibi bir indirgenmis alterne izdiistim

olsun. Bu takdirde



max derece (K) = V+2(W-1), min derece(K) =-V-2(B-1)
dir. Boylece f, = a "™ (K) polinomunu kullanilmas ile

max derecef, =-3w(K)*+V+2(W-1)

min derece f;, =-3w(K)-V+2(B-1)

yazilabilir. Eger K, K ayna goriintiisine kusatan izotop ise bu takdirde

f.(A)=f (A™) olmasi f, (A)=f,(A™) olmasi gerektirir. Boylece
—min derece f; = max derece f;, ve 3w(K)+V+2(B-1) =-3w(K)+V+2(W-1)
olur. Yani 6w(K) =2(W-B) yada 3w(K) = W-B olur.

Boylece bir alterne halkanin ayna goriintiisiine denk olmas1 i¢in gerek sart elde edildi.
Bu esitlikten anlasilacagi gibi eger burulma sayisinin mutlak degeri |w(K)| kavsak
sayilarinin {i¢ de birine esit ya da biiyiik ise bu durumda halka ayna goriintiisiine denk

degildir. Bu Tait tahmini yoniinde bir yaklagimdir.

Tahmin 5.1.9 (Tait Tahmini). K, w(K) # 0 olan indirgenmis alterne diyagram olsun.

Bu durumda K ayna goriintiisiine denk degildir [26].

Bunun ispat1 Thistlethwaite [27] tarafindan verildi. Ayn1 zamanda Murasugi w(K) nin
invaryant oldugunu ispatlamistir [21]. Murasugi metodunda, max ve min derecelerin
toplami s(K) nin, K nin bir kusatan izotopi sinifinin bir invaryanti olduguna dikkat

edilir.

Indirgenmis K alterne diyagrami i¢in yukaridaki ifadeden s(K) = -6w(K)+2(W-B)
oldugu alinir. Ayrica indirgenmis alterne K diyagraminda (W-B)-w(K) nin bir kusatan
1zotopi invaryant1 oldugunu gostermek icin farkli bir teknik, diigiimlerin ve halkalarin
isaretini de kullanir. Boylece w(K) ayn1 zamanda invaryant olmalidir. Burulma sayis1 0
olan ayna goriintiisiine denk ¢ok sayida indirgenmis alterne diigiim vardir. Aslinda bu
diigiimlerin her biri sadece W = B esitligini dogrulamaz ama taranmamis bolgelerden
olusturulan bir graf taranmis bdlgelerden olusturulan bir grafa izomorftur.

8,, diiglimiiniin bir 6rnegi i¢in Sekil 5.6 ya bakiniz.



Sekil 5.6. 8,7 Diiglimii i¢in izomorfik graf ve dual graf

5.2. Orgiiler ve Diyagramlar

Bu béliimde Parantez polinomundaki teknik drgiilere uygulanacaktir. n-ipli bir Bn 6rgii

grubu 61 G3....Gy.1 (ve tersleri) elemanlar1 ve
Gi0i+10; = Gi+10iCis1,  Gi0j = GiC; |i—j=2

bagintilari ile iiretilir (Bolim 2.2 ). Bu elemanlarin ve bagintilarin anlami Sekil 5.7 den
acikca anlagilmaktadir. Bir 6rgii iistteki n noktay1 alttaki n noktaya asagi dogru baglayan
diigiimlenmemis iplerin bir kiimesidir. Ipler biri digerinin etrafinda yukaridan asagiya

dogru sarilir.

Bir b € B, 6rgiisii verilsin. Onun kapanis1 b alttaki n noktasinn iistteki karsilik gelen
n noktasina baglanmasiyla elde edilen diigiim ya da halkadir (Sekil 5.7). Tanimdan
dolay1 bir 6rgii lizerindeki parantezin degeri Orgiiniin kapanisi lizerindeki degeridir.
Yani (b) =(b) dir. b,, b, orglilerinin ¢arpimi birincinin alt sirasindaki n tane noktanin
ikincinin st sirasindaki n tane noktaya birlestirilmesidir (Sekil 5.7). Simdi orgii

grubunun her bir iiretecine parantez teknigi uygulanirsa Sekil 5.7 den de kolayca

anlasilabildigi gibi h; tiretecleri i¢cin

h? =dh.

1 1

h;h,h, =h, *)

iitl

hh =hh, |i-j22
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XX Y 1%

-1
0107201 = 020102 0101 = 1

/ﬁéb@b

Sekil 5.7. n =3 i¢in Orgii iiretecleri, bagintilari ve bir 6rgii kapanisi

bagintilari, hy,h,,...h,; basit diyagramlarinin ¢arpimi olarak inga edilebilir. Burada d,

h. nin kendisi ile carpimindan elde edilen kapali ilmegi temsil etmek i¢in alinir.

s U = U
~ ~ Q
A N
h1h2h1 = h1 h12 = dh]
Sekil 5.8. Diyagram ¢arpimindan olusan cebir (n=3)
Diyagramlarda c¢arpma, 6rgiilerdeki carpma gibi alinabilir. Boyle carpimlarin
sonucunda extra kapal1 ilmekler meydana geldigi i¢in sonuclandirilan yapiy1 elde

etmede karisik topolojik denklik bagintilarina ihtiya¢ duyulmaktadir.

Parantez polinomu bir kapali bilesenin konumuna bagli olmadigindan, eger iki
diyagramdan biri kapal1 ilmekler i¢in serbest regiiler izotopi ile u¢ noktalar sabit

regiiler izotopi vasitasiyla digerinden elde ediliyorsa bu iki diyagrama denktir denir.

Mesela h; = dh, 6zdesligi ile verilen asagidaki denklik buna bir 6rnektir.

43 -



h, ler max ve min giftleri igerdigi i¢in bu yar1 grubun h, lerin ¢arpimiyla tiretilen ilk
tanimi biraz yetersizdir. Ayni zamanda 6rgi Ureteglert ve h. lerin bir karisimi biraz
daha anlasilmas: gii¢ bir yapiy1 meydana getirir. Orgii durumlari carpilabilir yaprya
sahip oldugu icin

(> =A(— YA j ( ) parantez ifadesi orgiiler igin bir p: B, — D_doniisiimii
olarak insa edilebilir. Burada D, g¢arpilabilir h, iirete¢leri ve yukaridaki (*) bagintilart

ile Z[A,A'] tizerinde serbest toplamsal cebirdir. Boylece
> =)

p(ci) = Ah + Al
p(ci)= A'h, + Al

yazilabilir ve D, i¢inde d = -A>-A? almabilir. Bu durumda bu formiil (K) nm bir

kusatan i1zotopi invaryanti oldugu ayni zamanda p nun n-ipli 6rgii grubundan D,

cebirine bir temsil oldugunu ispatlamak i¢in kullanilir.

Ayrica bir tr: D, — Z[AA ] iz fonksiyonu da vardir. Bu fonksiyon tr(h) in bir lineer
ifadesi olarak yorumlanabilir. Burada h, h. iireteglerinin bir ¢arpimidir. |h|, h a karsilik
gelen durumdaki ¢emberlerin sayist olmak iizere tr(h) = d"M olarak tanimlanabilr. Bu

takdirde trop = (b) olur.

Bu gosterim yoluyla Jones polinomunun orijinal ingasina bir diyagramsal yorum
verilebilir ve bu yaklasim genellestirilebilir ([10] ve [18] a bakiniz). Ama h, lerin cebiri

bu sartlarda saydam bir yapi1 olarak kalir. Heniiz asikar Jones polinomlu bir asikar

olmayan diiglimiin var olup olmadigi1 bilinmemektedir.

Tamm 5.2.1 (Karma Cebir). o; 6rgii tiretegleri ile hi-durum elemanlarinin karmasi olan

ve Orgii bagintilart ile (*) bagintilarini saglayan cebire karma cebir ad1 verilir.

Burada bu cebirin bir soyutlamasi Birman ve Wenzel tarafindan ve onun birg¢ok sistemi

Yeter tarafindan kullanildi. Amacg regiiler izotopi farkiyla boyle diyagramlarin

yazilmasidir. Boylece o,h, in %/ diyagramina sahip olmasindan ve 1.tip hareket altinda

bir hareketi gerektirmesinden dolay1 o .h, =h. bagintisini kullanmaya gerek duyulur. h;



nin karesi alindiginda diyagram garpimi extra bir d ilmegini sagladigi i¢in h} = dh,
bagintisina ihtiya¢ vardir. M, h; lerin yardimiyla orgiilerin bu c¢arpimsal ifadesini
gostersin. Agikca M, in daha iyi bir formal taniminin yapilmasi i¢in 6nce asagidaki

alistirmalar goz oniine alinmalidir.

" % * A

c,h,h, zc;hl

Bu karma bagintinin bir esas tipidir. Sol taraftaki 4, carpiminda max/min ciftlerinin sag

tarafta farkli egrilerle nasil elde edildigine dikkat edilmelidir.

0 W
i %5 W

02030102h1h3 =h h,

e

GGlhz—h —hGGl

Bu Migindeki olasi bagintilarin birgogunun var olduguna bakilarak anlasilabilir. Bu
dogrudur, ama 1° de verilen bagint1 ¢esidine ek olarak, bilinen 6rgii bagmtilar: ve h;
bagintilar1 diger ornekleri liretmek icin yeterlidir ([29] a bakimmiz ve [10],[14]ile

karsilastiriniz).

Boylece orgli gruplarinda oldugu gibi, M, i¢in iiretegler ve bagintilar verilebilir. Ama
boyle bir karara varabilmek i¢in kapali ilmeklerin goriiniislerini elden gecirerek anlam

cikarilmalidir. Dikdortgen disina ¢ikarilan kapali ilmek formlar

J
o oY
M M

seklinde alinabilir. Bu takdirde biitiin diiglimler ve halkalar asagidaki gibi i¢ine ve

disina hareket ettirilebilir.



JU

O oY
o %e!
SR o

Boylece A verilen bir halka olmak iizere h h,c,6,'c;'c,hh, = Ah h, yazlabilir. Bu
formilde diigiim ve halkalarin ayrik birlesimleri sayesinde ¢carpim yaparak tireteclerin
ve bagintilarin basit kiimesinin 6tesine gidilebilir.

Ornegin kare parantezde [K] = d(K) nin kullanilmasiyla, [KUK'] = [K][K'] esitligi
elde edilir ki kare parantez dig carpimin yapisini korur.

Sonug olarak bu dis carpim formu, bilinen tensor ¢arpimina ve matris ¢arpimi gibi

indeks kisalmasinda farkli formlara karsilik gelen ¢arpimin iki tipinden ibaret bir

genellestirilmis tensér formuna uygun olur [23]. Bdylece eger,

bu durumda

olur. Ortaya ¢ikan toplam a iizerinden alinir. Bir tek baglantili ¢izgi ile olusan ¢arpim
matris ¢arpimina karsilik gelir. Birden fazla baglantili ¢izgilerin ¢arpimi bir tensor
carpimindaki carpima karsilik gelir.l_J ve ( \diyagramlar i¢in sirasiyla Myg ve MP
matrisleri dikkate alinirsa bu takdirde H ,h=M M*? tens6r garpimuna karsilik gelir.
Boylece h* = MpM *P" MPM opr= (MpM*)h = Ah olur. Bu formiil A= MM*
skalerine karsilik gelen@ ile h? i¢cin dogrudan diyagrama karsihik gelir. Bu yolla

diyagram cebiri h; lerin carpimsal yapisinin 6zel matris temsilleri i¢in alt yap1 olarak

yorumlanabilir ([12] ye bakiniz).

Bu son yorumdaki ifade genisletilmis 6rgii benzeri ¢carpimsal yapilara gore orgii
durumlarindan dogal olarak ortaya ¢ikar. Bu ifade i¢ carpima kisitlanirsa (alttaki ve

ustteki ipleri esleyerek) orgii grubunun anlamli genellemeleri elde edilebilir. Kapali



formlar (diigiim ve halkalar) ile ortaya ¢ikan dis ¢garpimin eklenmesi bu kapali formlara

karsilik gelen temsillerin tensor carpimlarini olusturur.

5.3. Genellestirilmis Polinomlar

Diigtimler ve halkalar i¢in iki 2-degiskenli genellesmis polinom invaryantlar1 vardir.

Bunlarin her ikisi de Jones polinomunun genellemesidir. Bunlar Homfly polinomu [7]
ve Kauffman polinomlaridir [14]. Homfly Polinomu P, (a,z) ile ve Kauffman

Polinomunu F, (a,z) ile gosterilir.

Bu bdliimde bu polinomlarin formiillendirilmesi tizerinde durulacaktir. Conway
polinomu [25] hatirlatilarak ve Alexander-Conway [25] genellemesini yapmak i¢in yol

gosterecek bazi ipuglarina deginilerek baglanmalidir.

Bu polinomlarin ilki A, (t) Alexander polinomudur [1]. Alexander bu polinomu
muhtemelen Ortii uzaylar1 hakkinda diisiinerek kesfetti ama burada lineer cebir,
determinantlar ve Reidemeister hareketleri kullanildi. Alexander Conway iki
yonlendirilmis K, K’ diigim yada halkasi kusatan izotop ise bu takdirde
Ay (1) = A (t) oldugunu gostermistir. Burada =, n tamsayilar1 i¢in £t in bir ¢arpani

farkiyla esitligi kasteder.

Bupolinom, diigtimleri ve halkalar1 ayirt etmede kullanilan iyi bir metod olmasina
ragmen bir diigiim ve halkay1 ayna goriintiisiinden ayirt edemez. Alexander polinomu
baslangictan beri diiglim teorisinin gelismesinde yararli bir polinomdur. Model
caligmalar1 ve diizenlemeleriyle bircok yeni ¢alismalara ve farkli goriis acilarina yol
gosterir. Bu yaklasimlardan en dikkate degerlerinden birisi olan RH.Fox un serbest
diferansiyel hesabidir [25]. Bu teknik Alexander polinomunun, K nin esas grubunun

herhangi bir temsilinden ¢ikarilmasi i¢in bir tekniktir.

Bir Conway Polinomu V (z), asagidaki gibi tanimlanir.

Tamm 5.3.1. K bir yonlendirilmis halka diyagrami olsun. Bu durumda V, (z) €Z[z"']

asagidaki sartlar1 saglayan bir Laurent polinomudur.

2. Vo =1, burada O diigiimlenmemis diigiim diyagramini gosterir,



3. Eger K, K' ne kusatan izotopsa V (z)= V. (2).
Alexander polinomu, A, (t) =V, (vt —=1/+/t ) formiilii ile tanimlanur.

Biitiin dikkatler bu tekrarlanan semanin nasil kullanilacagi ve semanin Alexander
polinomuna nasil bir anlam verecegi {lizerinde yogunlasmistir. Baz1 kullanimlar,
Conway polinomundaki extra bilgilerden yapilir. Mesela bircok ¢ift sayili bilesene sahip
halkanin ayna goriintiisiinden ayirt edilebildigi goriilmiistiir. V (z) ile ilgili
combinatorial ve diyagramsal ¢aligma iizerinde bir graf ¢izilmistir. Ozellikle V, (z) igin
bir durum toplamu ile bir durum modeli bulunmustur ki parantez i¢in olan modelden
daha karigiktir. Bu model alterne diiglimlerin cinsi tizerinde Murasugi [20] ve Crowell
[5,6] teoremlerinin bir yeni ispatina ve alterne diigiimler olarak adlandirilan kategoriye
bu sonuglarin bir genellemesine imkan verir. 1984 de Vaughan Jones yeni bir invaryant
tizerinde calisarak Artin 6rgii grubunun bir temsilinden Neumann cebirine bir invaryant

tiiretene kadar uzun siire Conway polinomunun birinci formiilii olan

Voo “Vor =2V

esitligi lizerinde hi¢ calisilmadi. Vaughan Jones polinomu
1
-1 _ -
(Vo -V - (Wt t )VX
0zdesligini saglar. Conway formiiliine benzer olan bu formiilden hareketle

oc'lP/\/ - aP \/\= ZP><
genelleme bagintisiyla calisilmistir. Boylece iki degiskenli Px(o,z) polinomu, (a0 =1) ile
Conway ve (a=t,z= Jt=1/4/t) ile Jones polinomunun bir genellemesidir. Bu

literatiirde Homfly polinomu olarak bilinir.

Daha sonra Brandt, Lickorish, Millet ve Ho [3] yonlendirilmemis halkalar i¢in yeni bir
+ =z(Q__ +

denklemini saglayan Qk(z) polinom invaryantini buldular.

Bu Homfly polinomundan farkli bir 1-degiskenli polinomdur ve diiglimii ayna
gorlintiisiinden ayirt etmeye yetmez. Dolayistyla Q, (z) p olinomunun konusu i¢ine

diger bir degisken yerlestirilmelidir.



Regiiler izotopi kategorisinde ¢alismak i¢in bu bir fikirdir. Boylece asagidaki sartlari

saglayan bir iki degiskenli L polinomu varlig1 gosterilebilir.

LL +L\/\=Z(LU+L> <)

2. L - (XL ) L (X,-IL
b \6
3. LO 1

4. K ve K' regiiler izotop ise Lx = Lx..

Bu takdirde L, yonlendirilmis diiglim ve halkalar i¢in bir kusatan izotopi invaryantini
olusturmak i¢in F, =a ™ ™L, denklemi ile normalize edilir. Burada w(K), K

diyagraminin burulma sayisidir.

Bu F; polinomu diigiim ve halkalar1 ayna gortintiilerinden ayirt etmede oldukga 1yidir.

Bu polinom P, (a,z) Homfly polinomuna uygun yakinlikta goriiniir.

Ocneanu ve Jones V, (t) i¢in Homfly polinomunun benzer temsillerini meydana
getirmek i¢in ci-c;' = z Conway tipi bagintilar1 ve 6rgii bagintilarini saglayan ¢
elemenlart ile iiretilen Hecke cebiri iistiine bir iz in nasil koyulacagimi kesfetti. Hugh
Morton bu cebirle kapsamli ¢alist1. Orgiiler icin Homfly polinomunun hesaplamasinda
¢ok iyl programlar meydana getirdi. Morton bu polinomlarla ilgili derin teorik

caligmalar yapmaya devam etmektedir ([19] a bakiniz).

Birman ve Wenzel, c; nin bir 6rgii liretecine karsilik geldigi ve h; lerin formal 6zellikleri
gdsterdigi zaman citc;' = z(1+E) bagmtilari ile bir cebir kullanarak Kauffman

polinomu i¢in bir benzer isleyis verdi.

Iki degiskenli genellestirilmis polinomlarm her ikisi de bir 6zel durum olarak Jones
polinomuna sahiptir [10,12,14]. F, polinomunda z = A+A' ve a = -A’alinirsa

(Ky=L,(-A’, A+A™") ve f, =F (-A’>A+A™") olur. Boylece V, (t)=Tf, (t""

1/4

oldugundan V, (t) = t7* t"* + t'*) bulunur.

Iki 2-degiskenli polinomlar direk tiimevarim tanimi yoluyla tespit edilebilir. Bu
polinomlarla ¢alismak i¢in ilgili modellerin var olup olmadig1 agik bir sorudur. Ciinkii
bu polinomlar geometri ile direk olarak birlestirilebilir. Boyle baglantilarin olmasi

dogaldir ve bu baglantilar bir biitiin olarak topoloji i¢in biiylik 6nem tasiyacaklardir.



Uyar15.3.2. Indirgenmis alterne diyagramlar igin Thistlethwaite burulma

invaryanthiginin ispatinda Kauffman polinomunu kullanir. K indirgenmisalterne
diyagramlariile L i¢in z degiskeninin en yiiksek terim katsayis1 k( ata’), k> 0vez"
kuvvetine sahiptir. Burada n, K diyagramindaki kavsaklarin sayisidir. Boylece K
indirgenmis alterne diyagramiicin L, = k(at+a)z"" +( diger z i¢indeki diisiik dereceli
terimler ) olur. F, = a V"L, bir kusatan izotopi invaryanti oldugu i¢in w(K) nmn ayn1
zamanda bir kusatan izotopi invaryanti oldugu ortaya ¢ikar. Bununla ilgili asagidaki

gdzleminin ispati timevarim yoluyla yapilir.
Gozlem 5.3.3. Eger > indirgenmis alterne diyagram ise bu takdirde —.  ve ] (

diyagramlar1 da alternedir ve en azindan biri indirgenmis diyagramdr.

5.4. Graflar ve Istatistiksel Fizik
Boliim 4 de [K]eZ[A,B,d] ve

. [><1=A] = ]1+B[><]
T [><1=B[= 1+A[><]

2. [0]=4d, [OK] = d[K]

olacak sekilde bir genellestirilmis parantez polinomu tanimlandi. Bu durumda B = Al
d=AA%ve (K) = d'[K] sartiyla ({(O) = 1 olmas1 i¢in) regiiler izotopinin bir
invaryant: olusturulabilir. Kare parantez baska yollarla da 6zellestirilebilir. Ozellikle bu,
bir diizlemsel graf icin A ve B nin dogru se¢imine gore dikromatik (iki renkli) bir
polinomdur. Bu iliski parantez polinomu, istatistiksel fizikteki Potts modelinde parcali
fonksiyon ifadesinin bir yolu olarak goriinebilir [2]. Bu iliskiyi anlamak i¢in asagidaki

teorem onemlidir.
Teorem 5.4.1. Diigiim evrenleri diizlemsel graflara bire bir karsilik gelir.

Ispat. Simirlanmamus bolge taranmayacak sekilde her bir evren taransin. U evreninden
['(U) grafi asagidaki sekilde elde edilir. ['(U) nun koseleri U nun taranmis bolgelerine
karsilik gelirse taranmis bolgeyi taranmis bolgeye baglayan ve kavsaklardan gecen ve
koseleri birbirine baglayan egriler I'(U) nun kenarlarim1 gosterecektir. Bu sekilde elde

edilen grafa I'(U) grafi denir. Bir G grafi verildiginde G nin her bir kenar1 ﬁstﬁne+



formunda bir kavsagini yerlestirilirse ve Sekil 5.9 da gosterildigi gibi her bir koseye bu
kavsaklar baglanirsa G grafi bir V(G) evrenine birlestirilmis olur. I'(V/G) = G ve
V(T'(U)) =V oldugunu dogrulamak kolaydir. Dolayisiyla bu ispati tamamlar.

G V(G)

Sekil 5.9. Bazi diigiim evrenleri ve graflar
Tanim 5.4.2. G grafi i¢in Zs(q,v) € Z[q,v] dikromatik polinomu,

1.Z

=7 e TVL 4

2. Zo(} = qZG , Z,: q
tekrarlama formiilleri ile tanimlanir [15].

Birinci formiilde bir G grafi lizerindeki Z nin degeri, G den bir kenarin ¢ikarilmasiyla
elde edilen bir G’ grafi lizerindeki Z degeri ile bir noktaya bu kenarin kisitlanmasiyla
elde edilen G" grafi i¢in Z degerinin v ile carpiminin toplamina esittir. Ikinci formiilde
bir ayrik kdsenin G grafina ilavesi q ile dikromatik polinomun ¢arpimidir. izole edilmis

bir kose i¢in Z nin degeri q dur.



Ornek 5.4.3.

7 e—w=Z. o« VI.—q’}vq
720 =Z. vZ.=(44vq)
ZA =Z.A+VZO

=7 F+vZie _A4v(Z o VZO)
— 4 (P+vq) +v (P+vq) +v (+va) + v (a+vq)

= (q+2v) (a*fvq)+vEHa+vq)

v = -1 i¢in dikromatik polinom, kromatik polinoma 6zellesir. Boylece, Zs(q,-1) = Ks(q)
iki bitisik kosenin ayni renk olmamasi i¢in q renkleri ile G grafinin kose renklerine olan
yollarm sayisidir. Bu, K- iki kdsenin ayni rengi aldig1 yerdeki durumlara karsilik
gelirken K ,.  , bu iki kdsenin biitiin ihtimallerini hesaba kattigi i¢in tekrarlama

bagintisindan kolayca goriiliir.

(1) tekrarlama formiilii g6z 6niine alinirsa asagidaki sekil elde edilir.

z L =Z o o VL e

LZn G g\ (N, SE T
. Z=2 7w i
————— e et

272>~ G T

Goriiliiyor ki graflardaki ¢ikarma ve kisitlama diiglim diyagramlarindaki kavsaklarin iki

yolla ayrilmasina karsilik gelir. Z i¢in yapilan genisletme bir parantez ifadesidir.
Dolayisiyla bazi ilave doniisiimler ile bir parantez polinomu Zg yi yeniden yazmay1

gerektirir.

Biitiin taranmig bolgeler, A -tipinde olacak sekilde V(G) ileiliskilendirilmis alterne
halka diyagrami K(G) olsun. Bu takdirde asagidaki teorem ifade edilir.

Teorem 5.4.4. Zo(q,v) = ¢ [K(G)] dir. Burada N, G nin kose sayisidir ve kare
parantez polinomu A =q ' %v, B=1,d=q'” ile ifade edilmistir. Bu durumda

-1/2

[>]=q V[ =]+[>]

ve [0 ]=q"* olur [15].



Ornek 5.4.5.

K(e—)=C>

M [S>Of=alay [O] + [O O]
=q( av q? + (go )2)
=qv+q

> =72

Boylece goriilebilir ki kare parantez hem diigiim teorisi hem de graf teorisi ile ilgilidir.
Bu baglant1 bir ¢cok sorunun ¢ogalmasini saglar. Kare parantez bir A,B,d parametreler

uzayiin resmini verir, topolojik ve dikromatik 6zellikler gdsterir.

Bu konuyu tamamlamak i¢in istatistiksel fizikteki Potts modeli i¢in parcali fonksiyonun

nasil bir dikromatik polinom oldugu agiklanacaktir ([2] ve [15] e bakiniz).

)

Potts modelde pargali fonksiyon, Z ¢ = Ze ") formuna sahiptir. Burada o, G

kafesinin biitiin durumlar lizerinde hareket eder. G kafesi bir diizlemsel graf olarak

alinabilir. E(c) verilen durumun enerjisidir.

Potts modelinde enerji E(c) = LZ 6(c;,0;) formuna sahiptir. Burada (i, j) , koseleri i
(i.j)

ve j olan G nin bir kenarini, ci ve oj bu kdselere atanan durumlari belirtir. Her bir
koseye bir q degerinin serbestce atandigi kabul edilsin. Bir ¢ durumu bdyle bir atanma
ile belirlenir. Bu formiilde 6 Kronecker deltasi

I, a=b ise

o(a,b) =
(a.b) {O, aksi takdirde

ile tanimlanir ve T, k bir sabit (Boltzman sabiti) iken sistemin sicakligidir.

Parcal1 fonksiyon bu konuda bir ¢cok kullanima sahiptir. Ornegin verilen bir E enerjisi

durumunda, olasilik p(E) = ¢*/Zg1le tanimlanur.
Onerme 5.4.6. E(c) = éZS(Gi,G .)ve q lokal durumlari igin v = e"*"-1 olsun. Bu
(i)

takdirde q ve v degiskenli parcali fonksiyon bir dikromatik polinomdur. Yani

D e M9 =Z4(q,v) dir.



Ispat Y ™= Y §(ci0y)

c <i,j>

Z H (e—(l/kT)B(si ,csj))

c <i,j>

et = z [T (+vé(oioy)

[} <i,j>,

Bu denklemin sag tarafinin, q ve v degiskenli dikromatik polinom igin tekrarlama

bagintisini sagladigin1 gérmek kolaydir.

Teorem 5.4.4 ile Onerme 5.4.6 birlestirilirse parcali fonksiyonun bir parantez ifadesi
oldugu anlasilir. Bu, kare kafes icin Potts modelinin yapisindaki cebir Boliim 5. 2 deki

diyagram cebiri i¢in bir teorik ifade verir [2].

X ”\\2
§R &K

Sekil 5.10. Kare kafesin diigiime (6rgiiye) doniisiimii

KL

G

Bu kafes 6zel bir 6rgiiniin kapanisina (plat kapanist) karsilik gelir (Sekil 5.10). Bir 6rgii
icin herhangi bir parantez degerlendirmesi bu operator (diyagram) cebiri dilinde ifade
edilebilir. Geriye Potts modeli i¢in parantez formiiliiniin onun fizigi lizerine nasil
dagitilacagi kaldi. Potts modeli ile Jones modeli arasindaki iliski operator cebiri yoluyla
Vaughan Jones sayesinde kesfedildi. Yani bu formiil doniistiiriilebilen graflar ve halka

diyagramlar1 i¢indeki direk baglantiy1 gosterir [9].

5.5. Parantez ve Tutte Polinomu

Diizlemsel graflarda dikromatik polinomu vermek i¢in parantezin nasil kullanildig1 bir
onceki kisimda gosterildi. Burada genel parantez fonksiyonu, durum genisletme
formiilii seklinde yeniden ifade edilecektir. Bu durum sadece bir bilesenli durumlarda
hesaplanir. Yeniden formiil seklinde ifade etme islemi Morwen Thistlethwaite
calismasini [27] geneller. Parantez ve Jones polinomu i¢in bunun nasil yapildigi [27] de

gosterildi. Buradaki fikir, Tutte polimomu olarak bilinen dikromatik polinomun bir



genellemesini yapmaktir ([28] e bakiniz). Tutte polinomu asagidaki gibi tekrarli olarak

tanimlanir.

Tanim 5.5.1. Her bir G grafi bir Tg(x,y) € Z[x,y] polinomu ile iliskilendirilsin. Eger G,
yalniz kaldirilabilir kavsaklar ve ilmeklerden olusuyorsa bu takdirde Tg = x'y' olur.
Burada 1, kaldirilabilir kavsaklarin sayist ve 1, ilmeklerin sayisidir. Polinom Tg =
Te+Tg tekrarlama bagintist saglanir. Burada G' ve G” graflar1 ne bir ilmek nede bir

kaldirilabilir kavsagi olmayan kenarin ¢ikarilip kisitlanmasiyla elde edilen graflardir.

Ornek 5.5.2.

T.'———.=X3Tp=y

T_-L:Xzy
TLN T N4 T e
=TA+T._‘+TO

T\ =x*+x+y

Onerme 5.5.3. Zg(q,v), dikromatik polinomu ve Tg(x,y), Tutte polinomunu gdstersin.

Bu iki polinom arasindaki iliski;

i.Zo(q,v)=qv" ' Te(1+qv, 1+v)

ii. To(x,y) = Zo(x=D(y—=D,(y-1)

1
(x-Dy-D"
formiilleri ile verilir. Burada N, G nin kdselerinin sayisidir.

Ornegin qv(1+q/v) = qv+q° = Ze—e ve q(1+v) = q+qv = 740 esitlikleri gosterir ki

(7) formiilii bir tek ilmek ve kaldirilabilir kavsak i¢cin dogrudur.

Aslinda Tutte polinomu G grafinin maximal agaglarina ilistirilen agirliklardan
hesaplanir. Bu agirliklar G nin kenarlarinin bir siralanisina baghidir. Ama 6zel bir

siralamadan bagimsizdir.

Tanim 5.54. G, kenarlar1 1,2,3,...,n ile numaralandirilan bir graf olsun. HCG, G i¢inde

bir maximal aga¢ olsun. i€ {1,2,...,n}, H mn bir kenarin1 gostersin. H,, H-(i.ci kenar1)

belirtsin. H bir maximal aga¢ oldugu i¢in H, iki bilesene sahiptir.

Eger G-H deki her j kenar1 ve H, nin her iki bileseninin u¢ noktalar: i¢in 1<j ise 1 ye

igten hareketli denir. ie G-H bir dis kenar olsun. Eger 1 nin bir u¢ noktasindan diger ug



noktasina genisleyen H i¢indeki devirler iizerinde biitiin j kenarlar1 i¢in i<j ise 1 ye

distan hareketli denir.
1 1
3 ;
G 3

Burada;1 ile numaralandirilan kenar igten hareketli, 2 ile numaralandirilan kenar distan

hareketlidir.

Teorem 5.5.5 (Tutte). H, bir G grafi i¢gindeki maximal agaglarin sinifini, i(H) verilen bir
H agacima gore G igindeki i¢ten hareketli kenarlarin sayisini ve e(H), G i¢indeki distan

hareketli kenarlarin sayisin1 gostersin. Bu takdirde Tutte polinomu

To(x,y) = .

C

formiilii ile verilir [28 ].

]
N X < A
3 3 3
G H, H, H;

Ornek 5.5.6.

To=y+x+x°

Icten ve distan hareketliligin tanimlarindan bu kavramlarin farkli oldugu kolayca
goriiliir. Gergekte diizlemsel graflar i¢in bir simetri tanimi vardir. Bu simetrilerden

yararlanarak Tutte agirliklar1 evrenler ve diigiim teorisi ile iliskilendirilir.

Bu simetri bir diizlemsel G grafi ileilskilendirilmis V(G) evrenini goz Oniine
alindiginda anlagilir. Her bir maximal HcG agac1 bir bilesenli V(G) nin bir S = S(H)
durumunu belirler. Bu durum V(G) nin, H nin kenarlar1 boyunca ayrilmasiyla ve diger

biitiin kavsaklarin ayrilmasiyla elde edilir [y¢= — S ].



Ornek 5.5.7.

EA L.
& &

V(@)

G nin numaralandirilan bir kenar1 V(G) nin ayni1 say1 ile numaralandirilan bir kdsesi
olur. S(H) in koselerine (kavsaklarina), S(H) Jordan izinin ice ya da disa dogru
ayrilmasina gore i¢ ya da dis kose denir. Boylece yukaridaki 6rnekte 1 ve 3 ig, 2 dis
kosedir.

Tamim 5.5.8. Koseleri (< kenarlar1) 1,2,3,...,n ile numaralandirilan bir S Jordan iz
evreninde (|S| = 1 olan bir evren) eger i1 kdsesinde S nin ayrilmasindan sonuglanan iki

bilesenli biitiin j bolgeleri i¢in i<j ise 1 bolgesine 1 hareketlidir denir.

Ornek 5.5.9.
1 Lo
2 L
 Em—
1 deki ayirma
3
3

1<2 oldugu i¢in 1 hareketlidir.

Eger bir iz lizerindeki bir kenar i¢ ve hareketli ise bu kenar icten hareketlidir. Eger bir
kenar dis ve hareketli ise bu kenar distan hareketlidir. V(G) lizerindeki Jordan izleri
yardimiyla agacglarin tekrar G igine yerine koyulmasiyla Tg(x,y) nin bir simetrik tanimi1

elde edilir.
Bu diizenlemeden kolayca goriilebilir ki Ta(x,y) = T (y,x) dir. Burada G, diizlemsel

G grafina diizlemsel dual graftir. Her bir Jordan izi, bir G i¢in ve bir G i¢in maximal

agaclarin bir ¢iftini verir..

Tutte agirliklarini kullanarak halka diyagramlar i¢in [K], parantez polinomunun nasil

hesaplanacagi agiklanabilir.

[K] parantez polinomunun A,B,d cebirsel degiskenlerine ve



[ 1= (Ad+B)[~—]
[ 1=(A+Bd)[—]
bagintilarina sahip oldugu 4. Boliimden bilinmektedir.

o = Ad+B, o = A+Bd olsun. K verilen bir diyagram ve S, K diyagraminin bir bilesenli
(IS] = 1) bir durumu olsun. g, bir bilesenli biitiin S durumlarinin sinifin1 gostersin. K nin
kavsaklar1 1,2,3,...,n ile numaralandirilsin. K nin her bir kavsagi S nin karsilik gelen
bolgedeki bir lokal dagilimi belirleyecektir. Eger bolge hareketli degilse genel parantez

dagilim;
[ ><| X1=A
[><| »{1=B,
seklinde eger bolge hareketli ise
[><| X]=@
[><] {]=a

seklinde alinir. Bu takdirde [K|S] bu yerel dagilimlarin hepsinin ¢arpimidir ve [K],

[K] =Y _[K|S] formiilii ile verilir.
Sey

Ornek 5.5.10.

1.

L Sy S,
2

[L]= z [L|S]=aB+aA (1, S, i¢inde hareketli ayrica S; i¢cinde de hareketlidir).
Sey

Bu 6rnek uzun yolla yapilirsa



(DI (15109

—A(Ad+B)+B{A+Bd)
=Aa+Ba

elde edilir.

2.

1(® 2
S 2
3 : &
S, S, S,

[K]= D [K|S]=aBA+0A’+a’B. Yonca yaprag: diigiimiiniin parantez degerinin
Seg

(K)= -A>-A’+A” olmasi i¢in o, = A, @ =-A", B=A" dir.
Ornek 5.5.11.
(D] - [ecoIcD]~a

[CD]1- D 1D ] =a

Bunlar kaldirilabilir kavsak ve ilmek i¢in temel dagilimlara grafiksel olarak karsilik
gelir. Bununla birlikte eger kavsagi degistirilirse, bu takdirde dagilimlar kivrima (flip)
karsilik gelir.

Uyar15.5.12. Cemberin parantez polinomu [0] = 1 oldugundan yeni durum i¢in bu

zorluk ¢ikarmaz.

Ornek 5.5.13. Diigiimlerin ve halkalarin diyagramlarin isaretli diizlemsel graflara 1-1
karsilik geldigine dikkat edilirse burada (+), bir A-kanalina, (-) de bir B —kanalina

karsilik gelecek sekilde isaretler grafin kenarlar1 {izerine yerlestirilir.

+
r—— .o —  ——
-——p <<'*—» — ———
==



Bu gergekte bir yeni formiiliizasyondur. Genellestirilmisparantezin bu yeni Tutte
formiiliizasyonu, isaretli graflar i¢in asagidaki sartlar1 saglayan bir genellestirilmis Tutte

polinomunu verir.

1. Eger G, i, pozitif kaldirilabilir kavsaklara, i., negatif kaldirilabilir kavsaklara, 1,

pozitif ilmeklere, 1. negatif ilmeklere sahipse bu takdirde
TG — Xi++l, yi,+1+
olur.

2. Egerisaretlenmis bir kenar bir kaldirilabilir kavsak ya da ilmek degilse bu takdirde

T o o =BT _, +AT

T + o+ =—=AT— +—— +ET

olur.
Boylece T(A,B,x,y) kare parantezin bir teorik graf versiyonudur (Onceki notasyonda
x=o,y=a di).

Bu, geren agaclar teriminde Ax+B” = A*+By seklinde bir Tutte ifadesine sahiptir

Ornek 5.5.14. Eger K bir alterne diyagram ise bu takdirde biitiin kavsaklar ayni igten
tipe sahiptir. Boylece dagilimlar

[>T X1 =A
> ><) 7"
‘ ~ =

[X | _/\] ~ hareketli bolge
>l |T><]] -o -

™~

> hareketli olmayan bolge

)\

formlarini alirlar. Bu formlardan B= A", o = -A*, @ =-A" iken parantez hakkinda bazi

ozellikleri gormek kolaydir.

o =-A* (A'l), o= -A'4(A) oldugunu dikkate alinsin. Bu durumda K alterne diyagrami
i¢in (K) = AI'ETG(K)(-A'4,-A4) olur. Burada T bir Tutte polinomu, I bir iz {izerindeki i¢



bolgelerin sayisi, E de bir iz iizerindeki dis bolgelerin sayisidir. [-E verilen bir iz

se¢iminden bagimsiz bir sabittir.
fk kusatan izotopi invaryantinin
f, = o O<K> = (A7) EO<k>
formiilii ile ve V, (t) Jones Polinomunun
Vi (t) = fi (t")
formiilii ile verildigi goz oniine alinirsa asagidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 5.5.15. K bir alterne diyagram, ve G(K), K ya karsilik gelen diizlemsel graf
olsun. Bu takdirde V, (t) Jones polinomu t nin kuvvet ve isareti farkiyla T (-t,-t")

Tutte polinomuna estir.

Bu dikkate deger gdzlemden bazi gercekleri ortaya ¢ikarmak kolaydir. Ornegin bir
alterne halkanin Jones polinomunun katsayilarinin isareti, derecenin paritesine gore

alternedir. Yani bir alterne halkanin Jones polinomu bir alterne polinomdur.

5.6. Graf Teorisinden Diigiim Teorisine Gecis

Bu boliimde, graf teorisinden parantez polinomunun ve dolayisiyla Jones polinomunun

nasil ortaya ¢iktig1 sorusunun cevabi arastirilacaktir.

Bu polinomlarin graf teorisinde miimkiin olan yeni yapilandirmasi isaretli graflar i¢in

genellestirilmis Tutte polinomu seklindedir.

Diigiimler ve halkalar isaretli graflarla kodlandigi i¢in bunun, Tutte polinomunun
Ozellestirmesinin bir invaryantint verdigini gormek miimkiindiir. Bu yeni
yapilandirmay1 test etmek i¢in ilk 6nce Reidemeister hareketlerinin bir graf teorik

versiyonu incelenmelidir. Bununigin Sekil 5.11 e bakiniz.

Taranmis bolgeler 15181nda graflara gecis oldugundan II.Tip hareketin iki versiyonu ve
II1.Tip hareketin iki versiyonu vardir. I.Tip hareket bir dal yada ilmegin eklenmesi yada
cikarilmasini gerektiriyor iken II.Tip hareketin iki versiyonu ¢ikarma ve kisitlama
formlarinda isaretlenir. Bu iliskilerden bir invaryant elde etmek akla ilk gelen sey bu

yolla Tutte polinomunu ¢alismaktir.



Sekil 5.11. Reidemeister hareketlerinin bir graf versiyonu

Bu ise bir onceki bolimdeki Ornek 5.5.13 deaciklananisaretli graflar icin
genellestirilmis Tutte polimonu ile baslanilsin. Yani herhangi bir isaretli G grafina bir
To(A,B,x,y) polinomu iliskilendirilsin. Bu polinom asagidaki kurallarla karekterize

edilir (x = Ad+B,y = A+Bd):

1. Eger G yalniz ilmeklere ve kaldirilabilir kavsaklara sahip ise bu takdirde

1

T,=x"*"y"“* dir. Buradai. pozitif kaldirilabilir kavsaklarin sayisi, i_negatif

kaldirilabilir kavsaklarin sayisi, 1+ pozitif ilmeklerin sayisi, I. de negatif ilmeklerin

sayisidir.

+A—c —

T -+ = BT
Bu polinomun II.Tip hareket altindaki davranis1 agagidaki 6nermede verildi.

Onerme 5.6.1. T(A,B.x,y) nin ikinci hareket altinda invaryant olmas igin gerek ve

yeter sart B=A", x =-A", y =-A’ olmasidir.



T - + . =AT + BT -
— A(BT +AT o )+ByT .,
=ABT +{(A+By)T—.

T L =AT —s— +BT —(_—
— AXT +B(BT +AT—, )

_ABT—. . 4 (Ax+BT
Ispatin geri kalan1 bu 6zdesliklerden ¢ikar.

Parantez icin yapilan iglemler aynen burada da yapilirsa, B = Al x=-A", y = A ile

Tg polinomu keyfi graflar i¢in II. Tip ve III. Tip hareketlerin bir invaryanti olur.

Tanim 5.6.2. Herhangi bir baglantih G grafi i¢in bir Q e Z[4,4™'], Laurent polinomu,
Qs =To(AA" -A7 -AY)

ile tanimlansin.

Onerme 5.6.1 den Qg, IL.Tip grafiksel hareketin bir invaryantidir. II1. Tip invaryantlik

asagidaki onermede verildi.

bu durumda Qg = Qg olur.

ispat.

Q

(tip 1)

(tip I1)




Uyan 5.6.4. Grafbaglantisiz olsa bile IL.Tip hareket altindakiinvaryantlik
gerceklestirilebilir. Bu durumda sadece T ¢ i¢in bir formiile ihtiyac vardir. Burada

ayrik birlesimi gdsterir. Ayrica T:‘_'i = Ax+By olduguna dikkat edilmelidir.

Ts ¢ = (AxtBy)TTq ile tanimlansin. Bu takdirde bu hareket i¢in € nin sag invaryant
ozelliklerine sahip oldugunu gormek kolaydir. Dikkat edilirse B=A", x =-A", y = -A’
icin d parantez carpanina karsilik gelen Ax + By =— A~ — A* =d ifadesi elde edilir.

Bu boliim graf-teorik formiilasyonunun bir kabataslagi olarak planlandi. Keyfi isaretli
graflar (diizlemsel olmasi gerekmez) i¢inQg, II. ve IILTip hareketlerin bir
invaryantidir. Buna, diigiim teorisinin bu doniisimleriigeren aglara bir kullanigh
genisletilmesi olarak bakilabilir. Q2¢, 1. Tip hareket altinda x ya da y ile ¢arpilir. Soyut

graf teorisinde burulma sayisinin bir direk benzeri yoktur.

Boylece geriye biitiin {i¢ hareketin bir invaryantini elde etmek i¢in Qg nin normalize
edilip edilemeyecegi kalir. Graf teorisinden diigiim teorisine gegisi asagidaki teorem

tamamlar.

Teorem 5.6.5. G bir isaretli diizlemsel graf ve K(G), G ye karsilik gelen diiglim veya
halka diyagrami olsun. Bu takdirde (K(G))= Q¢ olur. Yani diigiimler ve halkalar i¢in
parantez polinomu, isaretli graflar icin genellestirilmis Tutte polinomunun bir
Ozellestirilmesidir [13].

Son olarak, isaretli G graflar icin Tg(A,B,x,y) genellestirilmis Tutte polinomu tekrar
ele alindiginda onun geren bir agac ifadesine sahip oldugu goriilecektir. G nin

kenarlarinin bir siralanisi ve bir maximal HcG agaci verilsin. Dagilimlar, G nin

kenarlarindan asagidaki gibi tanimlansin.

Icten hareketli, + X
Distan hareketli, - X
Igten hareketli -y
Distan hareketli + 1y
Icten hareketsiz, + A
Distan hareketsiz, - A
Icten hareketsiz, -:B
Distan hareketsiz, + :B



G(H), H i¢in hareketli olan G nin kenarlarinin dagilimlarinin ¢arpimin1 géstersin. Bu
takdirde

T, = Y G(H)

olur. Burada toplam G i¢indeki biitiin maximal agaglar tizerindedir.

Uyari 5.6.6. Tg nin iyi tanimli olmast i¢in Ax+B* = A*+By olmasi gerekli ve yeterlidir.
Bu, topolojik durum i¢in kesin olarak saglanir. Genel durumda, kare parantezde oldugu
gibibir d degiskeni ortaya cikarilarak ve x = A+Bd, y = Ad+B alinarak iyi tanimlilik
ifade edilebilir. Bu gosterir ki kare parantez, keyfi isaretli graflara Tg(A,B,x,y)=
Ts(A,B,d) ile dogrudan genellestirilir.



SONUC VE ONERILER

Diigiim polinomlari, diigiim ve halkalar1 siniflandiran 6nemli invaryantlardandir. Cesitli
diigiim polinomlar1 ve bu polinomlarin genellemeleri vardir. Bu polinomlari
hesaplamanin da degisik yontemleri vardir. Literatiirde diigiim teorisi ile matematigin

diger dallar1 ve fizigin bazi konular1 arasinda bazi iligkiler oldugu gosterilmistir.

Bu calismada Parantez polinomu diyagramatik bir yontemle incelendi. Bu polinom
yardimiyla ve bu yontemle bilinen biitiin diiglim polinomlar1 kisaca tanitildi. Digiim
teorisindeki bazi klasik tahminlerin ispatlari, normalize edilmis parantez polinomu ve

onun bir baska versiyonu olan Jones polinomu yardimiyla verildi.

Graf teorisindeki bazi polinomlarin hesaplanmasi parantez polinomu ve bu polinomda
kullanilan teknikler yardimiyla yapildi. Ayrica diyagram cebiri ve istatistiksel fizikteki

bir modele parantez teknikleri ile yaklasildi.

Siiphesiz bu ¢alismalar daha ileri diizeylere tasmabilir. Ornegin bu ¢alismadaki
teknikler matris teorisine tasinarak daha somut hale getirilebilir. Fizikteki genlik
kavramu ile diiglim parantez teknigi arasinda bir iligki kurulabilir. Burada diizlem
graflari ile parantez polinomu arasindaki iliskiden s6z edildi. Benzer sekilde parantez

polinomu ile uzay graflari arasindaki iligkiler incelenebilir.



