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COKLU HIZLI ISARET ISLEME YONTEMLERIYLE ISARETLERIN
ELDE EDILMESI

OZET

Coklu hizli isaret isleme teknikleri son yillarda konusma ve goriintii sikistirma,
istatistiksel ve uyarlamali isaret isleme, sayisal radyo yayini gibi ¢ok genis alandaki
uygulamalar i¢in gelistirilmektedir. Coklu hizli istatistiksel ve uyarlamali isaret
isleme yontemleri, farkli hizlarda 6rneklenmis gozlem isaretleri kullanilarak orjinal
isaretin yeniden elde edilmesi problemine ¢6ziim saglayabilmektedir.

Bu tezde ¢oklu hizli sistemlerde kullanilan temel bloklar ve kavramlar agiklanmistir.
Therrien ve Ogrencileri tarafindan tanimlanan ¢oklu hizli istatistiksel ve uyarlamali
filtreleme teknikleri belirtilmigtir. Coklu hizli sistem teorisine dayanan ¢oklu hizli en
1yi filtreleme teknikleri gosterilmistir. Coklu hizli sistemdeki isaretlerin 6rnekleme
hizlarindaki farkliliktan dolayr c¢oklu hizli Wiener filtre katsayilar1 periyodiklik
gostermektedir. Bu c¢alismada ¢oklu hizli  Wiener-Hopf  denklemlerinin
tiiretilmesinden de bahsedilmistir. Cok kanalli ¢oklu hizli FIR Wiener filtreleme
kullanilarak orjinal bir isaretin kestirim problemi uygulamalarla gosterilmistir.

Ayrica; bir rastgele siirecin farkli hizlarda orneklenmis iki goézlem isaretinden
kestirilmesi problemi uyarlamali filtreleme teknikleri kullanilarak agiklanmustir.
Coklu hizli uyarlamali LMS algoritmasi1 ele alinmistir. Bu algoritma uyarlamali
gliriiltii gidermeye uygulanmistir. Sadece diisiik hizli gozlem isareti kullanilarak
filtrenin girisimi giderebilme 6zelligi bu ¢alismada gosterilmistir.



SIGNAL RECONSTRUCTION WITH MULTIRATE SIGNAL PROCESSING
METHODS

SUMMARY

Multirate digital signal processing techniques have been developed in the recent
years for a wide range of applications, such as speech and image compression,
statistical and adaptive signal processing, digital audio. Multirate statistical and
adaptive signal processing methods provide solution to the problem of original signal
reconstruction using observation signals sampled at different rates.

In this thesis, basic blocks and concepts using at the multirate systems are explained.
Multirate statistical and adaptive filtering techniques derived by Therrien and his
students are expressed. Multirate optimal filtering techniques based on multirate
system theory are indicated. Multirate Wiener filter coefficients exhibit periodicity
due to the difference in the sampling rates of signals at the multirate system. In this
work derivation of multirate Wiener-Hopf equations is also mentioned. The problem
of original signal estimation using multichannel multirate FIR Wiener filtering is
shown with applications.

Also, the problem of estimating a random process from two observed signals
sampled at different rates is explained by using adaptive filtering techniques.
Multirate adaptive LMS algorithm is discussed. This algorithm is applied to adaptive
noise cancellation. The ability of filter to remove interference using only low rate
observation signal is demonstrated in this work.
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1. GIRiS

Isaret islemenin bir pargasini olusturan ¢oklu hizli (multirate) isaret isleme son otuz
yildir hizla gelismektedir. Bu alan, farkli hizda 6rneklenmis birgok isareti iceren
sistemler iizerine odaklanmistir. Sayisal isaret islemenin bir¢ok uygulamasinda bir
isaretin ornekleme hizinin degistirilmesi problemiyle karsilasilabilir. Ornegin, cesitli
isaretlerin (faks, konugma, video vb...) iletildigi ve alindig1 haberlesme sistemlerinde
farkli 6rnekleme hizlarina sahip isaretlerin islenmesine ihtiya¢ duyulur. Bir isareti
verilen Ornekleme hizindan farkli bir 6rnekleme hizina doniistiirme islemine
ornekleme hizi doniistiirme denir. Farkli hizlardaki isaretlerin islendigi sistemler ise

coklu hizli sayisal isaret isleme sistemleri olarak adlandirilir.

Coklu hizli isaret islemenin bir¢ok avantaji bulunmaktadir ve g¢oklu hizli isaret
isleme teknikleri bircok alana uygulanmaktadir. Bunlardan birka¢i konusma ve
goriintli sikigtirma, sayisal ses kodlama/kod ¢ozme, istatistiksel ve uyarlamali isaret
isleme, ayrik-zamanli ¢ok boyutlu isaret isleme, diferansiyel denklemlerin sayisal
¢cOziimii, jeofiziksel isaret isleme, yiiksek c¢Oziiniirlikli goriinti elde etme ve
rasyonel Ornekleme hizi doniistiirme (rational sampling rate conversion) olarak

verilebilir [1-3].

Coklu hizli isaret islemedeki arastirmalarin ¢ogu temel bloklarin belirlenmesi ve
gelistirilmesinden baska filtre banka teorisi ve c¢oklu hizli Kalman filtreleme
hakkindadir [3,5]. Son yirmi yil boyunca ¢oklu hizli filtre bankalar1 bir¢ok farkl
uygulamada kullanilmistir. Bunlardan birkac¢i konusma kodlama, uyarlamali isaret
isleme, gorlintii sikistirma, ses ve gorlintii isleme uygulamalar1 olarak verilebilir.
Coklu hizli filtre bankalarinin kullanilmasindaki amag, frekans domeninde isareti iki
veya daha fazla isarete ayirmak ve iki veya daha fazla isareti birlestirerek tek bir
isaret olusturmak olarak sdylenebilir. Coklu hizli filtre bankalar1 analiz yada sentez
filtre bankalar1 olarak kullanilirlar. Filtre bankasiyla ilgili yapilan arastirmalarin
cogunda tek bir giris isareti yada ayni hizda 6rneklenmis giris isaretlerinden olusan
vektdr mevcuttur. Filtre bankasinda isaret farkli hizlardaki altbandlara ayrilir. Isaret

isleme teknikleri uygulandiktan sonra elde edilen isaretlerden bir ¢ikis isareti veya



ayn1 hizda orneklenmis ¢ikis isaretlerini iceren vektor sentezlenir. Bu alanda yapilan
arastirmalarda farkli Ornekleme hizlarindaki bircok giris isaretini islemek icin
yontemler gelistirilmemistir. Istatistiksel ¢oklu hizli isaret isleme alaninda yapilan
cok sayidaki yayinda iizerinde durulan konulardan biri peryodik rastgele siireglerin
tanimlanmasidir. Bu yayinlarda peryodik rastgele siireclerin hem zaman hem frekans
domeninde belirlenmesi i¢in yontemler sunulmustur ve peryodik rastgele siireglerin
cevrimsel duraganlig gibi kavramlar tartisilmistir. Stokastik ¢oklu hizli isaret isleme
alanindaki bazi yayinlarda stokastik sistemlerin ikinci dereceden moment analizi,
Kalman ve Wiener filtreleme teorisini igeren en iyi kestirim teorisi islenmektedir.
Istatistiksel ¢oklu hizli isaret islemedeki diger dnemli arastirma alam1 da durum-uzay

coklu hizli Kalman filtrelerinin gelistirilmesidir.

1975’den sonra ¢oklu hizli isaret isleme 6nem kazanmistir [4]. Coklu hizli isaret
islemedeki ilk arastirma, temel yapi bloklarin1 igeren ¢oklu hizli sistemlerin
tanimlanmasi ve ¢oklu hizli isaret islemenin filtre banka teorisine nasil uygulanacagi
hakkindadir. 1983°de Crochiere ve Rabiner ¢oklu hizli isaret isleme hakkindaki ilk
kapsamli kitab1 yayinlamislardir. Yapilan ¢alismada ¢oklu hizli isaretlerin zaman ve
frekansta gosterimi, ornek seyreltme ve aradegerleme kullanilarak Ornekleme hizi
doniistiirme ve ¢oklu hizl1 sistemlerde verimliligin arttirilmasi agiklanmustir. Isaretin
bir¢ok parcaya ayrildigi ve biitiin pargalarin ayni degerle 6rnek seyreltildigi diizgiin
filtre bankalarinin (Ayrik Fourier doniisiimii (AFD) filtre bankasi, diizgiin tek
yanbant (SSB) filtre bankas1 vb.) ¢esitli bigimlerini tanimlamiglardir. Crochiere ve
Rabiner’in kitabindan sonra 1993°te Vaidyanathan ¢oklu hizli isaret isleme hakkinda
Oonemli bir yayin sunmustur [7]. Vaidyanathan’in calismasinda coklu hizli isaret
islemenin temeli ve filtre bankas1 ile ilgili uygulamalar ag¢iklanmaktadir.
Vaidyanathan, ¢oklu hizli filtre bankalarinin bir¢ok bigimini tanimlamistir.
Vaidyanathan, ayrica ¢alismasinda ¢oklu hizli isaretlerin islenmesinde ¢ok 6nemli bir
rol oynayan zamanla peryodik olarak degisen (LPTV) filtre kavramini aciklamis ve
dalgacik doniisiim teorisi ile c¢oklu hizli isaret isleme arasindaki iliskiyi
tanmmlamigtir. Her iki kitapta ¢oklu hizli isaret isleme konusunda yapilan

arastirmalarin coguna temel olusturmustur.

Shenoy, Burnside ve Parks ¢oklu hizli filtre bankasi ile yapilan ¢aligmay1 en iyi
minimaks filtrelere genisletmislerdir [3]. Genellestirilmis Fourier analizini

kullanarak en iyi minimaks c¢oklu hizli filtre tasarimi i¢in yeni bir hata Olgiitii



tiiretmislerdir. Chen ve Vaidyanathan, rasyonel ornekleme hizi degistirmeyi
tanimlamak ig¢in ¢okevreli filtre kavraminmi agiklamislardir [8]. Cokevreli filtreleri
ornek seyreltilmis peryodik isaretlerin peryodiklik o6zelligini gostermek igin
kullanmiglardir. Evans, Bamberger ve McClellan tarafindan ¢oklu hizli yapilardaki
kurallar, en biiylik ortak alt kafesler bulunup koset vektorleri hesaplanarak ¢ok

boyutlu yapilar i¢in genisletilmistir [9].

Coklu hizli sistem farkli 6rnekleme hizlarindaki isaretleri igerdiginden ¢oklu hizl
sistemde peryodiklik goriiliir. Dogrusal zamanla peryodik olarak degisen (LPTV)
filtrelerin baz1 ¢esitleri Vaidyanathan tarafindan tanimlanmistir. Ayrica Saadat Mehr
ve Chen, ayrik zamanli dogrusal anahtarlamali zamanla degisen (LSTV) iki yap1
sunmuslardir [10]. Her bir yap1 farkli dogrusal zamanla degismeyen (LTI) sisteme
bagli olan peryodik bir anahtardan olusur. Bu yapilar dogrusal zamanla peryodik
olarak degisen bir sistemin gosteriminde kullanilir. Saadat Mehr ve Chen elde

ettikleri sonuglari, periyodu p olan LPTV sistemle periyodu p olan bir LPTV

sisteme nasil yaklagiklanacagini iceren problemin ¢oziimiinde kullanmislardir. LPTV
yapilar1 konusundaki bu c¢alismayr LPTV sistemlerin ¢okevreli gdsterimini
aciklamak i¢in genisletmiglerdir [11]. Bir filtre bankasinin, iki LPTV sistemin kaskad

baglanmasina esdeger oldugunu gostermislerdir. Eger p ve m aralarinda asallarsa
periyodu m olan LPTYV filtrelere sahip p kanalli filtre bankasi, LTI filtreler iceren
mp kanalli filtre bankasiyla gosterilebilir. Chen ve Qui, ayrik zamanhh LPTV

sistemlerdeki Ortlisme etkisinin miktarini 6lgmek icin ¢esitli yollar dnermislerdir

[12].

Dong Wei en iyi dogrusal zamanla peryodik olarak degisen ters evrigim filtresi
tizerine c¢aligmis ve en iyi LPTV filtrenin Wiener filtresine gore daha iyi bir
performansa sahip oldugunu gostermistir [13]. Phoong ve Vaidyanathan, zamanla
degisen filtre bankalarinin temelini aciklamiglar ve LTI filtre bankalar1 tarafindan
gosterilmeyen Ozellikleri belirtmek i¢in zamanla degisen filtre bankalarina ¢okevreli
bir yaklasim kullanmiglardir [14]. Vaidyanathan calismasini peryodik sistemlere
genigletmis ve peryodik LTI sistemlerin durum-uzay gosterilimlerini belirtmistir.
Ayrica ¢evrimsel ¢oklu hizli sistemleri ve filtre bankalarini tanimlamistir [15]. Gadre
ve Patney, vektorel ¢coklu hizli sistemi tanimlamislar ve bir vektdrel LPTV sisteminin
zamanla degismez olmasi i¢in gerekli olan kosullari tiiretmislerdir [16]. Ayrik

dogrusal zamanla peryodik olarak degisen (LPTV) sistemlerin dalgacik kullanilarak



modellenebilecegi Borat, Dorfan ve Feuer tarafindan gosterilmistir [17]. Peryodik
sistemlerin anlatildigi diger bir c¢aliyjmada Misra tarafindan yapilmistir. Misra,
peryodik sistem i¢in esdeger zamanla degismez bir sistemin bulunmasi kosuluyla
dogrusal zamanla degismeyen teorideki birgok sonucun peryodik sistemlere
genisletebildigini gostermistir. Esdeger zamanla degismez sistemleri bulmak igin

basit ve giivenilir bir yontem sunmustur [18].

Buraya kadar belirtilen ¢aligmalar deterministik isaret isleme iizerine odaklanmistir.
Cogu uygulamada isaretler rastgele siirecler olmakla birlikte baz1 ¢aligmalar ¢oklu
hizli isaret isleme tekniklerinin istatistiksel 6zelliklerinin belirlenmesiyle ilgilidir.
Coklu hizli sistemlerin peryodik olmasindan dolay1 ¢oklu hizli sistemlerdeki isaretler
genellikle genis anlamda duragan (WSS) degildirler. Coklu hizli sistemlerde duragan
girig igaretleri c¢evrimsel duraganlik yada genis anlamda g¢evrimsel duraganlik
(WSCS) gosterebilir. Cevrimsel duragan siirecler zamanin peryodik fonksiyonu
olmamakla birlikte istatistiksel oOzellikleri zamanla peryodik olarak degisen
stireglerdir. Haberlesme, radar ve sonar uygulamalarinda ise modiilasyon, dérnekleme,
cogullama ve kodlama iglemlerinden dolayr peryodiklik mevcuttur. Gardner,
Napolitano ve Paura, yaptiklari ¢alismada ¢evrimsel duraganlik iizerine literatiir
taramas1 sunmuslar ve genis bir kaynak¢a vermislerdir. Caligmalarindaki alintilar
yirmi iki kategoriye ayrilmis ve kronolojik siraya gore listelenmistir. Isaret analizi
icin hem stokastik hem stokastik olmayan yaklasimlar ele alinmis ve g¢evrimsel
duraganlik uygulamalari incelenmistir [19]. Gardner, N .dereceden ¢evrimsel
duragan isaretlerin spektral olarak tanimlanmasi konusunda ydntemler sunmustur
[20]. Vaidyanathan, stokastik isaretlerin ¢oklu hizli sistemlerden gectigi zaman
istatistiksel dzelliklerinin nasil degistigini arastirmustir. Isaretlerin 6rnek seyreltici,
aradegerleyici ve daha karmasik yapilardan gecerken istatistiksel davraniglarina
iliskin teoremler sunmustur [21]. Ornegin, WSS bir isaretin 6rnek seyreltilmis sekli
WSS kalir, fakat WSS bir giris isareti L kath aradegerleyiciye uygulanirsa ¢ikis
isareti L ile peryodik cevrimsel genis anlamda duragan olacaktir. WSS giris
isaretinin L katli aradegerleme filtresi ¢ikisinda WSS kalmasi igin gerek ve yeter
kosul, filtrenin 6rnek seyreltilmis degerlerinin Ortiisme meydana getirmemesidir.
Ayrica bant sinirlt kanallarin tanimlanmasinda kullanilan ¢oklu hizli uyarlamali filtre
yapist gelistirilmistir. Akkarakaran ve Vaidyanathan, [21]’deki c¢alismay1 iki

frekansli harita ve ikiz-spektrum harita kullanarak gostermislerdir. Iki frekansh



harita, LTV sistemleri tanimlamak i¢in kullanilan iki boyutlu Fourier dontistimiidiir.
Ikiz-spektrum harita ise duragan olmayan rastgele siirecleri tamimlayan iki boyutlu
Fourier doniigsiimiidiir. Bu kavramlar kullanilarak [21]’deki sonuglar basitlestirmis ve
kayipsiz LTV sistemlerin iki frekansh karakteristigi tiiretilmistir [22,23]. Therrien,
coklu hizli rastgele siirecler igin iligki fonksiyonlarin1i ve gii¢ spektrumunu
tanimlayan yontemleri agiklamis ve ¢oklu hizli isaretlerin birlestirilmesi i¢in bazi en
iyl filtreleme yapilar1 Onermistir [24,25]. Calismasini duragan olmayan rastgele
stireglere genisletmistir. Peryodik, ¢cevrimsel duragan ve diger rastgele siireclerin iki
boyutlu spektral gosterimleri arasindaki iliskiyi tanimlamigtir [26,27]. Napolitano,
coklu hizli isaretlerin ¢evrimsel yliksek dereceli istatistiklerini (HOS) incelemistir
[28]. Cevrimsel duragan girislerin uygulandigi c¢ok girisli ¢ok cikish (MIMO)
dogrusal zamanla peryodik olarak degisen sistemler icin giris-cikis iliskilerini
tiiretmek amaciyla ¢evrimsel yliksek dereceli istatistikleri kullanmistir. Tek girisli tek
cikish (SISO) dogrusal zamanla de§ismeyen bir sistem i¢in ikinci dereceden
cevrimsel spektruma dayanan Wiener sistem tanilama formiiliinii yiliksek dereceli
istatistiklere genellestirmistir. Siirekli zaman dizisinin ¢evrimsel yiiksek dereceli
istatistiklerinin 6rneklerinden elde edilmesini agiklamistir. Ohno ve Sakai, yiiksek
frekanshi altband isaret ¢ikarildifinda zaman ortalamali ortalama karesel hatay1
(time-averaged mean-square error, TAMSE) minimize eden en iyi ¢iftdikgen FIR
filtre bankasi tasarim yOntemini c¢evrimsel duragan spektral analiz kullanarak
onermislerdir. Genis anlamda duragan bir giris i¢in filtre bankas1 ¢ikisi g¢evrimsel

duragan oldugundan ¢evrimsel duragan spektral analiz kullanilmistir [29].

Istatistiksel coklu hizli isaret islemedeki en onemli tekniklerden biri Kalman
filtrelemedir. Coklu hizli Kalman filtre birgok uygulamada kullanilmistir. Coklu hizli
Kalman filtre konusundaki en eski ¢alisma Andrisani ve Gau tarafindan iki farkl
Kalman filtrenin paralel kullanilmasiyla yapilmistir [30]. Kalman filtrelerinden biri
diisiik dereceli olup yiiksek hizli Ol¢limii isler. Digeri ise ilk Kalman filtreden
kalanlarla diisiik hizli 6l¢limii isler. Andrisani ve Gau ¢oklu hizli Kalman filtresiyle
hesaplama karmasikligin1 diistirmiislerdir. Chen ve calisma arkadaglar1 da Kalman
filtresini incelemislerdir. Ozyinelemeli (AR) yada hareketli ortalamali (MA)
stokastik isaretin sadece giiriiltiilii ve alt drneklenmis bi¢imi Slgiildiigiinde isaretin
degerlerini aradegerlemek ve kestirmek i¢in ¢oklu hizli Kalman filtre kullanilmigtir

[31]. Coklu hizli Kalman yeniden elde etme filtresi, bir paket anahtarlama



sebekesinde kaybolan konusma paketlerinin geri elde edilmesi i¢in uygulanmustir.
Chen ve arkadaslar1 benzetim sonuglartyla ¢oklu hizli Kalman filtresinin Wiener
filtresine gore daha iyi kestirim ve ara degerleme performansina sahip oldugunu
gostermislerdir. Giiriltiilii bir filtre bankasi sisteminde giris isaretini en iyi sekilde
yeniden elde etmek icin klasik sentez filtreleri yerine c¢oklu hizli Kalman sentez
filtresi Onerilmistir [32]. Burada ¢oklu hizli durum-uzay modeli tiiretilmis ve ¢oklu
hizli Kalman filtresine ait algoritma c¢oklu hizli durum-uzay modeline gore elde
edilmistir. Klasik ¢oklu hizli sistemlerde isaretin yeniden elde edilme performansi
kanal giiriiltiisii yiiziinden kotiilesmektedir. Kanal giiriiltiisiine sahip ¢oklu hizl
sistemlerde isaretin yeniden elde edilmesi icin ¢oklu hizli ters evrisim filtresi
Onerilmistir [33]. Hem filtre bankalar1 hem c¢apraz c¢ogullayicilar ¢oklu hizli ters
evrisim filtresinin tasariminda kullanmilmigtir. Kanal giiriiltiisii varken c¢oklu hizli
evrigim filtresi klasik sistemlere gore daha iyi performans gostermistir. Kanal
gliriiltiilii capraz ¢ogullayici sistemlerde isareti yeniden elde etme problemi Wiener-
Hopf teorisi yoniinden incelenmistir [34]. De Leon ve ¢alisma arkadaslari, Kalman
filtresini hedef izleme uygulamasinda kullanmiglardir [35]. Giiriiltiilii 6l¢timlerden
dolay1 hesaplama hizin1 diisiirmek i¢in isaretler altbantlara ayrilmis ve her bir
altbanda Kalman filtresi uygulanmistir. Elde edilen sonuglar hedef izleme
uygulamasinda kullanilmistir. Ni ve calisma arkadaslar, giiriiltiiye daha az duyarh
Kalman filtreleri gelistirmislerdir [36]. Giiriiltiilii filtre banka sisteminin ¢oklu hizl
durum-uzay modelini elde etmek icin altbant isaretlerin ¢ok kanalli gosterimi giris

isaretinin istatistiksel modeliyle birlestirilmistir.

Coklu hizli Kalman filtresinin uygulandigt diger bir arastirma alanida
coklucoziiniirlii coklu hizli (MRMR) kestirimdir. MRMR tekniklerinin bir digeri de
dalgacik donilistimiidiir. Farkli ornekleme hizi ve ¢oziintrliikkteki gozlemleri ve
kestirimleri en 1yi birlestiren 6zyineli algoritma, MRMR kestirim i¢in bir ¢oziimdjir.
[lk calisma Basseville ve calisma arkadaslar1 tarafindan coklucdziiniirlii istatistiksel
stireglerin kestirimi ve modellenmesi iizerinde yapilmistir [37]. Chou ve g¢alisma
arkadaslar1 bu g¢alismay1 6zyineli kestirim ve Kalman filtresine genisletmislerdir
[38,39]. Chou’nun calismasi, Riccati denkleminin ¢oziimiine dayanir. Cristi ve
Tummala ise 6zyineli MRMR Kalman filtre gelistirmislerdir [40]. Farkli 6rnekleme

frekansindaki gozlemlere dayali olarak en iyi filtreleme incelenmistir. [40] daki



calismanin amaci, bir stokastik siireci farkli ¢oziiniirliik ve ornekleme hizlarinda

modellemektir. Stokastik modelin MRMR durumuna genisletilebildigi gosterilmistir.

Hong, bir filtre bankas1 kullanilarak yiiksek hizli 6lgiimlerden diisiik hizli kestirimin
elde edilmesi lizerine ¢alismustir [41]. Filtre bankasinin algak gegiren filtreleme
etkisinden dolay1 daha iyi kestirimler elde edilmistir. Jahromi, farkli 6rnekleme
hizlarindaki goézlemleri kullanarak rastgele bir isaretin en i1yi sekilde kestirilmesi
tizerine ¢calismistir. Yiiksek hizli isaretin 6rneklerinin kestirimi i¢in optimal en kiiciik
ortalama karesel kestirimi kullanmigtir. Kestirici, orjinal rastgele isaretin maksimum
entropi metoduyla elde edilen gii¢ spektral yogunlugunun bir fonksiyonudur [42-44].
Therrien ve 6grencileri, yakin zamanda bir isaretin farkli 6rnekleme hizlarindaki
gbzlemlerini kullanarak en iyi dogrusal filtre yardimiyla kestirilmesi iizerinde
calismuglardir. Isaret biri orjinal hizda digeri yar1 hizda olan iki gdzlem dizisinden
kestirilmistir ve ¢oklu hizli kestirimle ortalama karesel hatanin azalacagi
aciklanmustir [45,46]. Ikinci gdzlem dizisinin keyfi secilmis drnekleme hizina sahip
oldugu durum i¢in en kii¢iik kareler metodu incelenmistir [47]. Kuchler ve Therrien,
keyfi se¢ilmis Ornekleme hizina sahip herhangi bir sayidaki gézlem isaretleri icin
genellestirme yapmustir ve Kuchler ayrica c¢oklu hizli bir sistem igin ardisil
siniflandirma uygulamasi yapmistir [48,6]. Ek olarak Therrien ¢oklu hizli isaretler
icin dogrusal ongdrii metodunu sunmustur [49]. Therrien ve Hawes c¢oklu hizli
sistemler i¢in en kiigiik ortalama kareler yontemini sunmustur [50]. En son olarak
Scorfani ve Therrien, 6nceki yontem ve teoremleri yiiksek ¢ozlintrliikli isaret ve
goriintii elde etmede kullanmislar ve bir boyutlu ¢oklu hizli sistemleri iki boyutlu

coklu hizli sistemlere genisletecek yontemler sunmuslardir [51,52].

Bu tezde Therrien ve 6grencilerinin yakin zamanda yapmis olduklar1 caligmalar
incelenecektir. Therrien ve Ogrencilerinin tarafindan yapilan uygulamalar
gosterilecektir. Istatistiksel ¢oklu hizli isaret isleme farkli 6rnekleme hizlarmna sahip
bircok giris isaretinin en iyi filtrelenmesi acisindan incelenecektir. Ilerde

yapilabilecek uygulamalar belirtilecektir.

Bu calismanin ikinci bolimiinde belirtilen isaret isleme ile ilgili temel kavramlar
diger boliimlerde kullanilacaktir. Kisaca ¢esitli isaret tanimlari, ikinci dereceden

moment analizi, Kronecker ¢arpim ve say1 teorisinden bahsedilmektedir.

Uciincii boliimde ¢oklu hizli sistemlerden bahsedilmektedir. Dogrusal zamanla

degismeyen (LTI) ve dogrusal zamanla peryodik olarak degisen (LPTV) sistemler



aciklanmaktadir. Coklu hizli sistem teorisi agiklanip coklu hizli sistemdeki farkl
ornekleme hizlarina sahip isaretler ile ¢oklu hizli sistem arasindaki iliski belirtilir.
Coklu hizli sistem 6zelliklerinden bahsedilir. Coklu hizli isaret islemede kullanilan
alt orneklemenin ve iist drneklemenin hem zaman hem frekansta etkisi incelenir.
Ornek seyreltici ve aradegerleyicinin rastgele siireclere etkisi anlatilir. Cevrimsel
duraganlik kavrami tanimlanir. Boliim sonunda ¢oklu hizli iglemlerin matris formda

gosterimi ifade edilir.

Doérdiincii boliimde en 1iyi filtreleme i¢in ¢oklu hizli Wiener-Hopf denklemleri
tiiretilir. ilk olarak en iyi filtreleme tek hizli Wiener-Hopf denklemiyle tanimlanir ve
daha sonra tek kanalli ¢oklu hizli kestirim problemi ile ¢ok kanalli ¢oklu hizli
kestirim problemine genigletilir. Coklu hizli Wiener-Hopf denklemlerinin
gdsteriminde kullanilan indis eslemleme agiklanir. Indis eslemleme, farkli 6rnekleme

hizlarindaki isaretler arasindaki iligkiyi tanimlar.

Besinci boliimde en 1yi filtreleme icin en kiiciik ortalama kareler yontemi agiklanir

ve uyarlamali ¢coklu hizli filtre tanimlanir.

Altinct bolimde coklu hizli Wiener filtresi ile ilgili [5],[45],[50] ve [52] deki
uygulamalar incelenmistir. Coklu hizli Wiener filtresiyle ilgili uygulamalar
aciklanmistir. Tanimlanan uyarlamali ¢oklu hizli en kiiclik ortalama kareler filtresi

uyarlamali giiriiltii giderme uygulamasinda kullanilmistir.

Yedinci boliimde elde edilen sonuglar degerlendirilmis ve ne gibi yeni caligmalar

yapilabilecegine deginilmistir.



2. ISARET ISLEME VE MATEMATIKSEL KAVRAMLAR

Isaret isleme, isaretlerin gdsterimi, islenmesi, doniisiimii ve tasidiklar1 bilgiyle
ilgilenir. Bir radar isaretindeki hedefin siiflandirilmasi gibi isaretten bilginin
cikartilmasi1 ve bir isaretteki giiriiltiiniin azaltilmasi 6rnek olarak verilebilir [53].
Sayisal igaret isleme, isaretlerin sayisal bilgisayar yada 6zel amaglh sayisal
donanimda bir sayilar dizisi olarak gosterilmesi ve bu isaret dizisi iizerinde c¢esitli
islemler yaparak istenen bilgi yada biiyiikliigiin diziden ¢ikarilmasina dayanmaktadir
[54]. Isaret islemenin cesitli uygulamalarinda bircok kavram kullanilir. Bu bdliimde
coklu hizli isaretleri ve sistemleri tanmimlamak i¢in kullanilacak olan gesitli

matematiksel ve isaret isleme kavramlar1 agiklanacaktir.

2.1 Tsaretler

Isaret kelimesi, Latince “signum” kelimesinden tiiretilmistir. Genellikle bir fiziksel
sistemin davranigina yada durumuna iligkin bilgi tasiyan ve bir yada birden fazla
bagimsiz degiskene bagli olarak degisen her tiirlii biiyiikliige isaret denir. Konusma,
elektrokardiyografi, bir elektronik devrede Olciilen gerilim degisimi isarete drnek
olarak verilebilir. Isaret bir, iki veya N bagimsiz degiskenin fonksiyonu olabilir.
Ornegin bir konusma isareti zamanin bir fonksiyonu olarak gosterilebilir. Goriintii
isaretinde ise her iki bagimsiz degisken uzaysal boyutludur. Bir isaret bilginin farkl
bicimlerini tasiyabilir. Buna elektromanyetik dalgalarin video ve ses bilgisini bir
radyo yada televizyon vericisinden alicisina tasimasi drnek olarak verilebilir [55]. Bu

boliimde cesitli isaretler ve diziler kisaca tanitilacaktir.

2.1.1 Deterministik isaretler ve diziler

Deterministik isaret genellikle zamanin bir fonksiyonu olarak tanimlanir. Isaretin her
teR icin aldign degerler belirlidir. Isaret, matematiksel bir ifade, kural yada

tablodan belirlenebilir. Deterministik isaretin gelecek degerleri gegmis degerlerinden

elde edilebilir. Bir deterministik analog isaret yada analog isaret, {x(t)} yada x(¢)

ile gosterilir. Isaretin degerleri reel sayilardan olusuyorsa isarete reel degerli analog



isaret denir. Eger isaretin degerleri kompleks ise kompleks degerli analog isaret
denir. Isaretleri tanimlarken bir¢ok &zellikten faydalamiriz. Coklu hizli sistemlerdeki

en onemli 6zellik periyodikliktir. Bir isaret tiim ¢ degerleri ve pozitif bir reel 7, igin
x(t)=x(t+T,) 2.1)

kosulu sagliyorsa periyodiktir. (2.1)’deki en kiiglik 7, degerine periyod denir.
Deterministik dizi, {x[n]} yada x[n] ile gosterilen her neZ ic¢in aldig1 degerleri
belirli olan dizidir. Eger dizinin biitiin degerleri reel ise dizi, reel degerli dizidir.
Dizinin elemanlar1 kompleks ise dizi kompleks degerli dizidir. x[n] dizisinin

periyodik olmasi i¢in biitiin » degeri i¢in
x[n]=x[n+N] (2.2)

kosulunun saglanmasi1 gerekir. En kiigiik N degeri dizinin periyodudur. Periyodik

analog isaretin 6rneklenmesiyle elde edilen biitiin diziler periyodik olmayabilir. x(z)
analog isaretinin orneklenmesiyle x[n] =x(nT) olarak tanimlanan dizi elde edilir.

Deterministik isaret ve dizi farkli domenlerde (R yada 7Z ) tanimlanir. Dizideki n,

indis degiskenidir. Bagimsiz degisken »’in zamani gostermesi gerekli olmamasina

ragmen x[n] ’den genellikle zamanin fonksiyonu olarak soz edilir. Bir deterministik
ayrik zamanli isaret {xT (t)} yada x,(¢) ile gosterilir ve her #€Q, i¢in belirli bir
deger alir. Zamanin belirli anlarinda tanimlanmistir. Q, = {nT ;N E Z} ve T

ornekleme periyodu olarak gosterilir
xT(t):{x[n],T}:{x[n],F} ,neZl. 2.3)

Ayrik zamanlh bir isaret (2.3)’de gosterildigi gibi bir dizi ve F =1/T 6rnekleme
hiziyla tanimlanabilir. Tek hizli sistemlerde 6rnekleme hizindan bahsedilmeyebilir.
Fakat coklu hizli sistemlerde farkli 6rnekleme hizlar1 mevcut oldugu i¢in ayrik

zamanl isaretlerden bahsederken 6rnekleme hizlarin belirtilmesi gerekir. Mesela

y[m] ve x[n] dizileri farkli 6rnekleme hizlarina sahip ayrik zamanl isaretlerdir.
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2.1.2 Rastgele isaretler ve diziler

Bir isaretin herhangi bir anda aldig1 deger kesin degilse ve alabilecegi degerlerin
olasilik dagilimi biliniyorsa isarete rastgele isaret denir. Bir rastgele isaretin gelecek

degerleri dogru olarak ongiiriilemeyebilir. Oyleki her € R igin uygun bir X(¢)
rastgele degiskenin var oldugu rastgele degiskenler kiimesine reel rastgele isaret

denir ve {X (t)} yada X(¢) ile gosterilir. Her neZ degerine karsilik bir X [n]
rastgele degiskenin var olmasi kosuluyla rastgele degiskenler kiimesine reel rastgele
dizi denir. {X[n]} yada X|[n] ile gosterilir. Her 1eQ, (Q, ={nT;neZ}) igin
uygun bir X,(¢) rastgele degiskenin var oldugu rastgele degiskenler kiimesine
deterministik ayrik domen isareti veya zaman serileri denir. {X ’ (t)} ile gosterilir ve

T ornekleme araligidir.

2.1.3 Cok kanalh isaretler ve diziler

Cok kanalli isaretler ve diziler isaret islemede bircok alanda kullanilir. Ornegin cogul
ortam teknolojileri ve renkli goriintii isleme alanlarinda ¢ok kanalli isaretler
kullanilir. Bir¢ok kaynaktan elde edilen isaret ve dizileri gostermek i¢in ¢ok kanalll

isaret ve diziler tanimlanir. Cok kanalli bir isaret, ortak domendeki tek kanalli
isaretlerin bir kiimesidir ve X(t):[xl(t) x,(t) - xN(t)]T vektoriiyle gosterilir.

Buradaki ¢ok kanalli isaretin elemanlar1 analog isaretlerdir. Tek kanalli isaretler

rastgele yada  deterministik  olabilir.  Cok  kanalli  bir dizi ise
x[n]=[x[n] x[n] - x, [n]]T vektoriiyle gosterilir. Rastgele bir X vektorii
sinirlt uzunluklu olup 0 <n < N -1 araligindaki X [n] rastgele dizisinden elde edilir

ve X = [X[O] X[l] X[N—l]]T ile gosterilir.

2.2 Coklu Hizli Sistemlerde Kullanilan Lineer Cebir Kavramlari

Kronecker ¢arpim bir¢ok uygulamada kullanilmakta olup tensér carpma olarak
bilinir. Coklu hizli sistemleri matrisler seklinde gostermek icin Kronecker ¢arpim

kullanilir. A ve B matrisleri verildiginde Kronecker ¢carpim
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[a,B a,B - a, B ]
a,B a,B --- a, B

A®B=| " A (2.4)
|a:B a,B - a;B |

olarak ifade edilir. Burada A, px/ matris ve B, kxm bir matris ise Kronecker

carpim pk xIm bir matristir.

Tablo 2.1: Kronecker Carprminin Ozellikleri

1| (A®B)(C®D)=AC®BD

2| (A®B) =A" ®B’

3| (A+B)®C=A®C+B®C

4| (A®B) =A"®B"

5| (A®B)®C=A®(B®C)

6| r(A®B)=t(A)®tr(B)

Tablo 2.1°de Kronecker carpimina ait 6zellikler verilmistir. Coklu hizl isaretlerde en
cok kullanilan diger islem tersine ¢evirme iglemidir. Ayrik zamanl isaret islemede
isaretler genellikle vektorlerle gosterilir. Vektdr ve matrislerin tersine cevrilme
isleminin tanimlanmas1 gerekir. Bir x vektoriiniin tersine ¢evrilmis sekli
elemanlarinin geriye dogru siralanmastyla bulunur. Bir x vektorii ve geriye dogru

siralanmig sekli olan X vektori (2.5) denklemiyle gosterilir.

xl xN
X X
2 =~ N-1
x=| . |, X=]| . 2.5)
Xy X

Bir A matrisinin tersine ¢evrilmis sekli, matrisin siitun ve satir elemanlarinin geriye

dogru siralanmasiyla elde edilir. PxQ boyutunda bir A matrisi
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a4y alQ
a a a
21 22 2
A= : ¢
| 9p1 Apy pg

Apo Apy  Ap
A= (2.6)
%) Ay 4y
| %o a, 4ay

seklinde elde edilir. Tersine ¢evrilmis vektor ve matrisin Ozellikleri Tablo 2.2’de

gosterilmistir.

Tablo 2.2: Tersine Cevrilmis Matris ve Vektoriin Ozellikleri

. .. |Tersine Cevrilmis
Nicelik Sekli
Matris Carpimi | AB AB
N
Matris Tersi A ( )
Matris Eslenigi A" ( A )
. . 7 T
Matris Transpozesi| A’ ( )
Kronecker Carpim| A ® B AQ®B

2.3 Rastgele Isaretlerin Istatistiksel Gosterimi

Rastgele siirecler i¢in yontem ve model gelistirmek isteniyorsa rastgele siireclerin
istatistiksel Ozelliklerinin tanimlanmasi gereklidir. Bir rastgele siire¢, sonsuz sayida
gerceklenebilir. Bu sebeple rastgele siirecin tanimlanmasi igin istatistiksel
Ozelliklerinin belirlenmesi 6nem kazanir. Bir rastgele siirecin ortak olasilik yogunluk
fonksiyonunun tamamen tanimlanamadigi durumlarda siire¢ birinci ve ikinci
dereceden momentleri kullanilarak tanimlanir. Eger siire¢ Gauss ise birinci ve ikinci
dereceden momentleri siireci tanimlamak i¢in yeterlidir. Eger rastgele siirecler Gauss

degilse ikinci dereceden moment analizi biitiin sistemlerde isaretler arasindaki
istatistiksel iligkiyi belirlemek i¢in yeterlidir. X [n] rastgele siireci verildiginde

rastgele slirecin birinci dereceden momenti yada ortalamasi
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py [n]=E{X[n]} Q2.7)

ile bulunur. Ortalama, genellikle zamanin bir fonksiyonudur ve genis anlamda

duragan (WSS) isaretler i¢in sabittir. Coklu hizli isaret ve sistemlerde ortalama

genellikle zamanm peryodik bir fonksiyonudur. p, [n]=& {X [n+M ]} seklinde

gosterilip burada M peryottur. Bir rastgele siirecin ikinci dereceden momentleri

oziligki ve capraz iliski fonksiyonlariyla tanimlanir
Ry [ng.n]=E{X [n,] X" [m]}. 2.8)

Bir rastgele siirecin 6ziliski fonksiyonu (ACF) (2.8) denklemiyle gdsterilir. Zamana

bagl iliski fonksiyonu (2.9) ile gosterilir
Ry [ml]=&{X[n] X" [n-1]}. 2.9)

Eger siire¢ genis anlamda duragan ise ortalama degeri u, sabit ve iliski fonksiyonu

da n ve n—/ gozlem zamanlar1 arasindaki farka bagli bir fonksiyondur.
R, [n;1]= R, [!] olarak ifade edilir. Ayni1 hizda érneklenmis X [n] ve Y[n] rastgele

stirecleri i¢in herhangi iki 6rnegi arasindaki iliski
Ry, [m1])=E{X[n]Y" [n-1]} (2.10)

zamana bagli capraz iliski fonksiyonuyla gosterilir. WSS iki siire¢ arasindaki ¢apraz

iliski fonksiyonu sadece zaman farkina bagh bir fonksiyondur ve R, [n;/]=R,,[!]

olarak gosterilir. Rastgele isaretlerin analizinde smirli uzunluklu dizileri diger bir

deyisle vektorleri kullaniniz. Verilen X rastgele vektor icin ortalama degeri

ny =& {X} seklinde ifade edilir. Rastgele siire¢ WSS ise, vektoriin ortalamasi sabit

degerlerden olugsmaktadir. Rastgele vektoriin iliski matrisi

'R, [0] R,
R

[
R, ZE{XX*T} _ X:[l] X.[ N @.11)
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ile gosterilir. X, N uzunluklu bir rastgele vektor ve Y ise M uzunluklu bir rastgele

vektor olsun. Rastgele iki stire¢ de WSS ise capraz iliski fonksiyonu

—RXY [O] Ryy [_1] Ry [_M+1]
R, =8{XY*T}= RX:Y [1] R).(Y[O] RX.Y[—M] 2.12)
R [N=1] Ry[N-2] - Ry[N-M]]

ile ifade edilir. Tersine ¢evrilmis X rastgele vektorii, X ile gosterilmekte olup
ortalamasi pg = 5{5(} =iy ile ifade edilir. Oziliski matriside Ry =& {XX*T} =R,
ile gosterilir. Oziliski fonksiyonunun hermityen simetri &zelliginden dolayi

(R, (l)=R,(-1)) li; =R esitligi yazilir.

2.4 Say1 Teorisi

Say1 teorisi tamsayilarin Ozellikleriyle ilgilenen bir daldir [58]. Tam sayilarin
ozellikleri ¢ok eski zamanlardan beri incelenmektedir. Ornegin asal say1 dizisinin
sonsuz olmasi ve karekdk ikinin irrasyonel say1 olmasi gercegi M.0.350 yillarinda
yasayan Euclid tarafindan biliniyordu. Say1 teorisi lineer cebir, geometri ve soyut
cebir gibi matematigin diger alanlarina yakindan baglidir. Bagimsiz degiskenlerin
tamsay1 oldugu ayrik zamanli sistemlerin analizinde say1 teorisi kullanilir. Coklu
hizli sistemlerde boliinebilme, ¢arpanlara ayirma ve denklik kavramlari dnemlidir
[56,57,58]. Say1 teorisinin temelini olusturan bolme algoritmasi (2.13) denklemiyle

tanimlanmistir. m,n € Z ve m >0 ise
n=qgm+r, 0<r<m, (2.13)

olacak sekilde bir tek g ve r tamsayilar1t mevcuttur. Burada ¢ ’ya bolim, 7 ’ye ise
kalan denir. Eger m=7 ve n=592 ise ¢=84 ve r=4 elde edilir. 0<4<7

saglanacagindan tek bir ¢oziim mevcuttur. Sifir olmayan » tamsayisi bir m
tamsayisina boliindiigiinde n =cm seklinde bir ¢ tamsayis1 mevcutsa “n, m ile
boliinebilir” yada “m, n’yi boler” denir. Bu taktirde ¢ ve m ’ye n’nin ¢arpani;

n’ye ¢ veya m ’nin kati denir. Sayet, m, n’nin bdleni ise bu m|n ile, aksi halde
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6, 3

6,5

m I n ile gosterilir. 3 5, 2|—6, 2+ 5, 8 14 ornek olarak verilebilir.

Boliinebilirligin birgok 6zelligi vardir.
m,p,n tamsayr olmak {lizere m|n ve n|p ise m|p’dir. m|n ve n|m ise
m =*xn’dir. m|n ve n|p ise her a,beZ igin m|na+pb’dir. m ve n tamsayl

olmak lizere d = ebob(m,n) ile gosterilen d 'nin, m ve n ’nin en biiyiik ortak bdleni

olmasi i¢in gerek ve yeter sart:

1)d>0

2) d|n ve d |m

3) k|n ve k|m ise k|d

olarak ifade edilir. Sayet m =n =0 ise en bilyiik ortak bolen mevcut degildir. m ve
n aralarinda asal ise d =ebob(m,n)=1’dir. Eger m=21 ve n=12 ise

d =ebob(m,n)=3"dilir. m ve n tamsay1 olmak lizere g =ekok(m,n) ile gosterilen

g ’nin, m ve n’nin en kii¢iik ortak kat1 olmasi icin gerek ve yeter sart:
1) g>0

2) n | gvem | g

3) nlk ve mlk ise g|k

olarak verilir. En kii¢lik ortak kat ekok(m,n) =™ Glarak ifade edilir. Eger

ebob(m,n)
m=21 ve n=12 ise g =ekok(m,n)=84"dir. Her x € R i¢in x’e esit yada x ’den
kiigiik en biiyiilk tamsayr degerine taban fonksiyonu yada en biiyliik tamsayi
fonksiyonu denir ve |x| ile gosterilir. Ornek olarak |3.6|=3 ve |-2.6]=-3

verilebilir. m pozitif bir tamsay1 olmak tlizere a,b € Z i¢in m|(a—b) ise aile b, m

modiiliine gore denk(kongriient)’tir. a = b(modm) ile gosterilir ve “a,b modil m ’e
denktir.” seklinde ifade edilir. 9 =7(mod2) ve 17 =2(mod5) denklige 6rnek olarak

verilebiliriz. a ve b, m modiiliine gore denk degilse yada a, b modiil m e denk

degilse a #b(modm) olarak yazilir. (2.13) denkleminde m ’in sabit ve r» kalan

degerinin ayn1 kalmas1 durumunda » sonsuz sayida deger alabilir. Bu durumda 7 ’ye
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ortak rezidii, m’e modil denir. “n, modiill m ’ye denktir” seklinde ifade edilir.
Ornegin 2 modiiliine denk iki tam say1 kiimesi vardur. {...,—4,-2,0,2,4,...} kiimesi
0(mod2)’ye denktir. {..,-3,-1,1,3,5,...} kiimesi I1(mod2)’ye denktir. Eger
a=b(modm) ise b’ye a modiill m’in rezidiisii denir. 0<bh<m ise b ortak

rezidiidiir. Ornegin 2, 17 modiil 5’in ortak rezidiisii ve 5, 8 modiil 3’iin rezidiisiidiir.

Ortak rezidii <>m ile gosterilebilir. b, a modiil m ’in ortak rezidiisii olup

b={a) :a—FJm (2.14)
m
ile  ifade  edilebili. ~ Burada  [.|, taban  islemini  gdsteriyor.

b= <20>6 =20- {2—60J 6 =20—18 =3 0Ornek olarak verilebilir.
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3. COKLU HIZLI SISTEM VE ISARETLERIN ANALIZi

Tek girisli tek ¢ikigh (SISO) sistemler ve tiim isaretlerin ayni 6rnekleme hizina sahip
oldugu cok girisli ¢cok ¢ikislt sistemler icin isaret isleme teknikleri gelistirilmektedir.
Isaret islemenin bazi uygulamalarinda gézlem isaretleri farkli hizlarda 6rneklenirler.
Kestirim, 6ngori, siiflandirma yada algilama gibi gesitli islemleri uygulamak igin
bu isaretlerin birlikte islenmesi gerekmektedir. Bu tiir problemlere temel olusturmak
amaciyla tek hizli isaret ve sistemler icin kullanilan teorinin ¢oklu hizli teoriye
genigletilmesi gerekir. Coklu hizli istatistiksel isaret isleme icin gelistirilen teori tek

kanall1 yada tek hizli ¢ok kanalli problemlere indirgenebilmelidir.

Bu béliimde ¢oklu hizli sistemler icin gelistirilen teori anlatilmis ve ¢oklu hizli bir
sistemdeki temel islemler tamtilmistir. Stokastik ¢ok kanalli sistem ve isaretleri
tanimlamak i¢in bazi1 kavramlar belirtilmistir. Coklu hizli bir sistemdeki ¢esitli
isaretlerin ortak domende gosterimi ve ¢oklu hizli islemlerin matris formda gosterimi

incelenmistir.

3.1 Coklu Hizh Sistemlere Giris

Sayisal isaret islemenin bir¢ok uygulamasinda sayisallastirilmis bir isaretin
ornekleme frekansmin degistirilmesi problemiyle kars1 karstya kalmir [61]. Ornegin
CD calar, sayisal ses teypi (DAT) ve sayisal yaymn (digital broadcasting) farkl
ornekleme frekanslarina sahiptirler. Sayisal yaym 32 kHz, DAT’lar 48 kHz, CD’ler
44.1 kHz ornekleme frekansina sahiptirler. Avrupa ve Amerika’da standartlarin
tamamen farkli oldugu video isaretleri icin de durum buna benzerdir. Bir¢ok
uygulamada ses isaretlerinin 6rnekleme hizlarinin birbirleri arasinda doniistiiriilmesi
gerekir. Bazi sistemlerde ise farkli 6rnekleme hizlarindaki ayrik zamanl isaretlerin
birbirine uydurulmasi gerekir. 44.1 kHz bir CD sisteminden 48 kHz DAT sistemine
miizik kaydedilmesi buna bir 6rnektir. Baz1 durumlarda kullanilan asir1 drnekleme
bandgenigliginde israfa neden oldugundan sistem hizt  diisiiriilmelidir.
Sayisallastirilmis bir isaretin 6rnekleme hizinin degistirilmesinin diger nedeni de

daha iyi bir sistemin gelistirilmek istenmesidir. Ornegin bir CD ¢alarda 6rnekleme
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frekans1 44.1 kHz iken ses isaretinin bandgenisligi 22 kHz’dir. Analog yeniden elde
etme filtresi 22 kHz’e kadar olan biitiin frekans bilesenlerini gecirir ve
(44.1/2)=22.05 kHz iizerindekileri ge¢irmez. Keskin gecis bdlgesi olan bir analog
filtre tasarlamak cok pahalidir ve yiiksek frekanslardaki faz bozunumu isaretin
kalitesini kotiilestirir. Ses isaretinin yiiksek frekanslari, analog yeniden elde etme
filtresinin geg¢is bandindan ¢ok yiiksek degerde oldugundan kaliteli bir sistem
olusturmak icin Ornekleme frekansi arttirilmalidir. Boylece smirli faz bozunumu
saglanir. Bir¢ok uygulamada farkli 6rnekleme hizindaki ¢esitli isaretleri igeren
sistemler kullanilir [62]. Mesela farkli 6rnekleme hizinda calisan iki alt sistem
haberlestiginde 6rnekleme hizlar1 birbirlerine gére uygun olmalidir. Bir genisband
sayisal isaretin ¢esitli darband kanallarda iletilmesi i¢in ayristirllmasi1 6rnek olarak
verilebilir. Bu tiir sistemler genellikle ¢coklu hizli sistemler olarak adlandirilir. Coklu
hizli sistemler sayisal filtre tasarimindan isaret kodlama ve sikigtirmaya kadar bir¢ok

uygulamada kullanilir. Bir ¢oklu hizli sistem Sekil 3.1°de gosterilmistir [5].

nlms]

,[m,]

Sekil 3.1 : Coklu Hizli Sistem Gdsterimi

3.2 Temel Kavramlar

Coklu hizli bir sistemde farkli 6rnekleme hizlarindaki isaretleri ortak bir domende
tanimlamak i¢in bazi kavramlarin agiklanmasi gerekir. Sekil 3.1°de goriildiigli gibi
isaretlerin 0rnekleme hizlarinin bazilar1 ayn1 olmasia ragmen genellikle farklidir.
[saretlerin 6rnekleme hizlarmin farkli olmasindan dolay1 gdzlemler siirekli zamanda
farkl1 yerlerde gozlenebilirler yani m; indisleri ayn1 hizada olmayabilir. 3000 Hz’de

orneklenmis bir x isareti ile 2000 Hz’de 6rneklenmis y isaretini iceren ¢oklu hizli

bir sistem ele alinacaktir. Burada, ornekleme hizlart F, ve F, tamsayr degerli
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alinacaktir. Bu iki ayrik isaret, analog iki isaretin 6rneklenmesiyle su sekilde elde

edilir:

x[n ]= x(nxTx) = x(t)LZWYTY n el 3.1)

=y (n,T,)=y(0) n, e’ (3.2)

t=n )T)

t =0 aninda her iki isaretinde 6rnegi varsa iki isaretin gozlemlerinin hangi anlarda

bulundugu Sekil 3.2°deki gibi gosterilebilir.

> T ) F
y [ ] [ ] [ ]
1+
x e ° ° °
> Tx F

Sekil 3.2 : Farkli Ornekleme Frekansina Sahip Iki Isaret

Coklu hizli sistemdeki biitiin isaretleri ortak bir domende gostermek igin temel
katman (fundamental layer) diye adlandirilan bir kavram tanimlanir. Temel katman,

sistem seviyesi olarak da belirtilir [5,52]. Sekil 3.2’de x isaretinin 6rnekleri ile y

isaretinin Ornekleri arasinda gosterilen ¢izgi sistem 1zgarasi olarak belirtilir. Bir
isaretin sistem 1zgarasina karsilik gelen Ornekleri, analog isaretin gozlenen ve
gozlenmeyen orneklerinden olustugu sdylenebilir. Her bir isaret, gercek 6rnekleme

hizinin tamsay1 katindaki bir 6rnekleme hizinda ifade edilebilir. Sistemdeki biitiin

isaretlerin 6rnekleme hizinin bir kati olan deger mevcuttur. F =3000 Hz ve
F,=2000 Hz 6rnekleme hizlarina sahip x ve y isaretleri i¢in sistem hizinin yani
temel hizin tanimlanmasi gerekir. x ve y ’nin biitiin 6rneklerinin gosterilebildigi

maksimum &rnekleme araligi 7 ’ye sistem ornekleme araligi denir. Sekil 3.2°de

verilen sistem i¢in 7 gosterilmistir. 7' :1/ F olmak iizere F pozitif tamsayisi

F = ekok(F,,F,) (3.3)
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olarak ifade edilir. F sistem hiz1 yada temel hiz olarak adlandirilir. Sekil 3.2’deki

sistemde temel hiz (F) 6000 Hz’dir. Sistem hizi, ¢oklu hizli sistemdeki biitiin
isaretleri tanimlamak i¢in gerekli olan minimum 6rnekleme hizidir. Sekil 3.2°deki

isaretler sistem seviyesinde n ortak indisiyle Xx[n] ve y[n] olarak gosterilir.

(3.3)’deki ifade M isaretten olusan ¢oklu hizli sistem igin

F = ekok(F,F,,...,F,)) (3.4)

olarak ifade edilebilir. F, F, ve F,’nin en kii¢ik ortak kati olup sistem hizi su

sekilde ifade edilebilir:

F=KF, ve F=KF,. (3.5)

k=L ici2..m (3.6)
F

elde edilir. Burada, K,’ye i. isarete ait ornek seyreltme yada alt 6rnekleme garpan

denir. Alt 6rnekleme carpani, sistem ornekleme hizinm (F ) i. isaretin 6rnekleme

hizina ( F,) oramdir. Coklu hizli bir sistemdeki her ayrik isaret, F 6rnekleme hizina
sahip isaretin alt 6rneklenmesiyle elde edilebilir. Diger bir deyisle x(¢) stirekli

isaretinin /. hizinda 6rneklenmesiyle elde edilen ayrik isaret, x(¢) siirekli isaretinin
F hizinda 6rneklendikten sonra K_ carpamiyla alt rneklenmesi sonucu elde edilen
isarete denktir. Alt ornekleme ¢arpani 7. isaretin 6rnekleme araliginin(7;) sistem

ornekleme araligma(7 ) orani olarak da ifade edilebilir
K. :% i=L2,..M. 3.7

x[m_], F. oOrnekleme hizindaki ayrik isareti gosterirken X[n] ise isareti sistem

seviyesinde gosterecektir. Aralarindaki iliski su sekilde ifade edilir:

x[m_ ]=Xx[n] =X[K m_]. 3.8)

n=K m,
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Coklu hizli sistemde onemli bir kavramda peryodikliktir. Sistem periyodu (K)

sistemdeki biitiin isaretlerin minimum ortak periyodudur. K, ¢oklu hizli sistemdeki

i. isaretin alt 6rnekleme ¢arpani olup sistem peryodu
K =ekok(K,,K,,....K,,) 3.9

olarak gosterilir. i . isaretteki peryod basina 6rnek sayisi

M == (3.10)

olarak bulunur. K, sistem seviyesinde bir peryottaki adim sayisidir. M,, i. isaretin
bir sistem peryodundaki adim sayisidir. Sekil 3.3’de F, =3000 Hz ve F, =2000 Hz

ornekleme hizlarina sahip x ve y isaretleri i¢in alt 6rnekleme carpanlari ve sistem

peryodu gosterilmektedir.

K=6
n
K =2

Sekil 3.3 : Sistem Peryodu ve Alt Ornekleme Carpanlarinin Gsterimi
Sekil 3.3’de gorildugi gibi K =2 ve K =3 olmak lzere alt ornekleme
carpanlaridir. Sistem periyodu K =6’dir. K, ve K, bir isaretin sistem seviyesinde
ardarda gozlenen Ornekleri arasindaki adim sayisidir. M =3 ve M =2’dir. n

aninda x ve y ’nin 6rneklerinin birbirine gore durumu » + Ki anindakine esdegerdir.

Sistem fazi, &,

n=mK +k yada n=k(mod K) 3.11)

ile gosterilir. Burada m = {EJ dir ve n, sistem seviyesindeki zamandir.
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3.3 Coklu Hizh Isaret isleme

Ornekleme hiz1 déniistiirmede iki temel islem vardir. Bunlardan biri tamsay1 ¢arpan
L ile 6rnekleme hizinmi diislirme; ikincisi ise tamsayi1 ¢arpant / ile 6rnekleme hizim
arttirmadir. L ¢arpantyla 6rnekleme hizini diisiirme islemine 6rnek seyreltme; [
carpaniyla ornekleme hizini arttirma islemine ara degerleme denir. Alt ornekleyici
giris-¢ikis iliskisi ve iist Ornekleyici giris-¢cikis iliskisi hem zaman hem frekans
domeninde agiklanacaktir. Ornekleme hizi déniistiirme tamsay1 yerine rasyonel bir
sayiyla da yapilabilir [1,63]. Kisaca ¢oklu hizli isaret islemenin temel islemleri alt

Ornekleme, uist ornekleme ve filtrelemedir.

3.3.1 Ornek seyreltme

Coklu hizli bir sistemdeki isaret diger bir isaretten 6rnek seyreltilerek elde edilebilir.
Ornek seyreltme iki adimdan olusmaktadir. Bunlar, filtreleme ve alt érneklemedir
[63,2]. Alt ornekleme Sekil 3.4’de gosterilmektedir. Alt 6rnekleme carpant (L)

tamsay1 olarak verilsin. Alt 6rnekleme, x[m ] giris isaretinin her L Orneginin alinip
digerlerinin atilmasiyla y[m ] ¢ikis isaretinin Uretilmesi islemidir. Alt drnekleme,

giris isaretinin Ornekleme hizin1 L ¢arpaniyla azaltir. Alt 6rnekleme c¢ikisindaki

isaretin 6rnekleme hizi F, = F| /L olarak elde edilir.

x[m, ]—» L — y[my]

Sekil 3.4 : Alt Ornekleme

Sekil 3.4’de blok diyagrami gosterilen alt 6rnekleme

yim,]=x[Lm,], m, =..,-10,L.. 3.12)

y

olarak ifade edilir. Burada m, alt 6rneklenmis isaretin indisidir ve girig isaretinin
indisiyle arasindaki iligkisi m, = Lm ’dir. L =2 alindigi durum igin Sekil 3.5°de alt

orneklemeye bir ornek verilmistir. Alt Ornekleyici ¢ikisindaki isaret, girisin

sikistirilmis seklidir. Alt 6rnekleme isleminde bilgi kayb1 olmasindan dolay1 x[m_]

isareti y[m, ] cikis isaretinden geri elde edilemez, sadece yakin degerler alir.
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Sekil 3.5: L =2 icin Alt Ornekleme Isleminin Bir Ornegi

Orjinal isaretin frekans spektrumu X(w) olmak iizere ¢ikis isaretinin spektrumu

Y(w)

= 27k
Y(a))=ZZX(a) L” j (3.13)

olarak elde edilir. (3.13) denkleminden c¢ikis spektrumunun adim adim nasil elde
edildigi agiklanabilir. X[w/L]’yi elde etmek i¢in X[w], L carpaniyla genisletilir ve
genisletilmis spektrum 27 ’nin katlariyla otelenerek L —1 tane dtelenmis spektrum
elde edilir. Genisletilen spektrumun biitiin 6telenmis bicimleri ile genisletilen
spektrum ( X[@w/L])’nin Stelenmemis sekli toplanir ve L’ye boliniir [6,7]. Sekil
3.6’da giris isareti x[m, ] ile alt 6rneklenmis isaret y[m, ] nin frekans spektrumu
gosterilmistir. Alt 6rneklenmis isaret giris isaretinin zamanda sikistirilmis seklidir.
Zamanda sikistirma frekansta genislemeye yol acar. Alt Orneklenmis isaretin
spektrumu giris isaretinin spektrumunun genisletilmis seklidir. Orjinal isaretin

spektrumu |a)| > 7/L arahiginda sifir degilse yani orjinal isaret 7z/L ile band simirl

degilse, alt drnekleyici ¢ikisinda drtiisme meydana gelir. Ortiisme oldugunda x[m, ]
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isareti  y[m,] ¢ikis isaretinden elde edilemez. Ortiismeyi onlemek igin alt

orneklenmeden once kesim frekansi 7/L ’den yiiksek olmayan algak gegiren bir filtre

kullanilmalidir. Bu filtreye 6rnek seyreltme filtresi yada ortiisme-onler filtre denir.

X[o]

‘ ‘ > @
2r - T 27

Sekil 3.6 :  Alt Ornekleme i¢in Frekans Spektrumu Gosterimi

Alt 6rneklemenin algak geciren filtrelemeyi takip ettigi yapiya 6rnek seyreltme denir.

Sekil 3.7°de 6rnek seyreltme diyagrami goriilmektedir.

x{m, ]
ulm,] —» hlm.] —— L L —» ylm]

Sekil 3.7 :  Ornek Seyreltme Diyagrami

u[m_]’in uygulandig: filtreleme islemi dogrusal ve zamanla degismez olmasina
ragmen, filtreleme ile birlikte yapilan alt 6rnekleme islemi yani 6rnek seyreltme
zamanla degisen bir sistemdir. Ciinkii alt ornekleme islemi zamanla degisen bir
iglemdir. Sekil 3.7°de gorildigi gibi x[m, ] girisi y[m,] ¢ikisim Gretmekte olup
genellikle x[m, —k] girisi y[m, —I]’yi Uretmez. Sadece k =rL oldugunda x[m, —k]
girisi y[m,—I]’yi uretir. F, hizinda z[n] ayrik isaretini ele alinsin. Temel hizdaki

isarete zamanda Oteleme uygulandiktan sonra alt 6rnekleme yapilarak L farkli alt

orneklenmis isaretten olusan bir kiime {xo[m],xl[m],...,xH[m]} elde edilir. Bu

kiimeye maksimum-6rnek seyreltilmis isaret kiimesi (maximally decimated signal

set) denir. Elde edilen L isaretin hizlar1 aynidir ve

x[m]=z[i+mL] i=0,1,.,L-1, (3.149)
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olarak gosterilir.

z[n]—| _i — | L —» x[m]

Sekil 3.8 :  Zaman Otelemeli Alt Ornekleme Diyagrami

0.5 r o r
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0.5 | ]
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n
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05 | | ] |
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m
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e [ U . I U : e
0.5 ] ] 1 ]
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m
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ae i i i i
] o] 10 14 20 26
M

Sekil 3.9 : Maksimum-Ornek Seyreltilmis Isaret Kiimesi (L =3)

Sekil 3.8’de zaman otelemeli alt 6rnekleme diyagrami verilmistir. L =3 i¢in Sekil

3.9°da maksimum-0rnek seyreltilmis isaret kiimesi verilmistir.

3.3.2 Ara degerleme

Ara degerleme Ornek seyreltmenin tersi bir islemdir. Ara degerlemeyle isaretin
ornekleme hizinda artis olur. Ara degerleme iki islemden olusur. Bunlar sirasiyla tist
ornekleme ve filtrelemedir. Ust érneklemede isaretin ardarda gelen &rnekleri arasina
sifirlar eklenerek ornekleme hizi arttinlir. isaret / carpaniyla iist drneklenirse
isaretin ardigil her iki 6rnegi arasina /-1 sifir eklenir ve bdylece érnekleme hiz1 /

carpaniyla arttirilmis olur. Ust 6rnekleme su sekilde elde edilir:

i 1= x[my/]] m, =1Ir (3.15)
1= 0 diger ' .
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Burada m, /I =7 tamsayidir. Ust ornekleme blok diyagrami Sekil 3.10°da

goriilmektedir.

x[m }—»{ T 71 —»y[my]

Sekil 3.10 : Ust Ornekleme Blok Diyagrami

Ust drnekleme islemine 7 =3 icin bir 6rnek Sekil 3.11°de gosterilmistir.

0.2 ! ! ! ! ! ! !

0.05

(o) Ust Orneklevici Cikig

Sekil 3.11 :  Ust Orneklemenin Bir Ornegi (1 =3)
Girig isareti x[m, ]’in spektrumu ile st drneklenmis isaret y[m ]’ nin spektrumu

arasinda bir iliski vardir
Y[ow]= X[wL]. (3.16)

Bu ifadeden Y[w] nin orjinal spektrum X[w]'nin L carpanmiyla sikistirilmis sekli
oldugu cikarilir. Ust drneklemenin frekans spektrumundaki etkisi sikistirmadir. Sekil
3.12’de goriildiigii gibi orjinal isaretin spektrumu 27 periyodu ile periyodik olup ara
degerlenmis isaretin spektrumu 27/I ile periyodiktir. Ust 6rnekleme islemi her
27/1 degerinde temel spektrumun kopyalarini olusturur. Buna gériintiileme etkisi

denir. Orjinal spektrumun kopyalarina da goriintii denir. Sekil 3.12°de iist 6rnekleyici

cikis spektrumu Y[w]’da goriintii tarali olarak gdsterilmistir.
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Sekil 3.12 :  Ust Ornekleme I¢in Frekans Spektrumu Gésterimi (7 =2)
Ust 6rneklemeyle [0,27] araliginda /-1 tane istenmeyen goriintii olusacaktir.
Goriintlileme etkisini yok etmek yani istenmeyen goriintli spektrumlarimi kaldirmak

icin Uist 6rneklemeden sonra kazanci / olan kesim frekansi |a)s| S% olacak sekilde

ideal alcak geciren bir filtre kullanilir. Bu filtreye ara degerleme filtresi denir.
Sirastyla filtreleme ve iist 6rneklemenin yapildig: isleme ara degerleme denir. Sekil

3.13 ile gosterilmistir.

x[m,] ufm,] yim, ]
LA >

0 hm,] - »

Sekil 3.13 : Ara Degerleme Diyagrami

Ust 6rneklemeyle elde edilen sifir degerli drnekler algak gegiren filtre kullamldiktan
sonra “ara degerlenmis” degerlere doniisiirler yani “ara degerlenmis” degerler sifir
degerli 6rneklerin yerini alirlar. Ara degerleyici ¢ikisindaki isaret zaman domeninde

ara degerlenmis 6rneklere sahiptir.

Ara degerleyici ¢ikigsindaki isaret ist oOrnekleyici cikisindaki isaret ile filtre
katsayilarinin konvoliisyonu sonucu elde edilir. Sekil 3.14’de buna bir 6rnek
verilmistir [7]. Alt 6rnekleme gibi iist 6rnekleme de dogrusal ve zamanla degisen bir
islem olup ara degerleme de zamanla degisen dogrusal bir islemdir. Ust 6rnekleme
bilgi kaybina neden olmadigindan giris isareti ¢ikis isaretinden elde edilebilir. Ust
ornekleme c¢ikisindaki isaret L =17 olacak alt 6rnekleme ¢arpaniyla alt 6rneklenirse

iist ornekleme girisindeki igsaret bulunmus olacaktir.
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Sekil 3.14 : Ara Degerleyicideki Isaretler

3.3.3 Ornekleme hizi doniistiirme

Bazi uygulamalarda ornekleme hizinin rasyonel bir carpan (/L) kullanilarak

degistirilmesi gerekebilir. Bunu gerceklestirmek icin Sekil 3.15’deki yap1 kullanilir.
I ve L aralarinda asaldir. / ¢arpanina sahip ara degerleyici ile L carpanina sahip
ornek seyrelticinin kaskad baglanmasi sonucu rasyonel c¢arpanla Ornekleme hizi
donistirme gergeklestirilir. Sekil 3.15°deki yapi1 sirasiyla iist Ornekleme, algak

geciren filtreleme ve alt 6rneklemeden olugmaktadir.

u[m]

x[mL]> N AGF -1 ylm,]

Y

Sekil 3.15 : Rasyonel Bir Carpanla Ornekleme Hizi Doniistiirme

Giris isareti x{m_ ], F, Ornekleme hizina sahiptir. Al¢ak geciren filtre ise F [/

hizinda ¢aligsmaktadir. Algak geciren filtre iist 0rneklemeyle olusan goriintiileri yok

eder ve ayn1 zamanda alt 6rneklemenin neden olabilecegi Ortiismeyi engeller. Algak

geciren filtrenin kesim frekans1 o, = min(%,% ) degerine esit veya bu degerden

daha kiiciik olmalidir. Sekil 3.15°deki yapida cikis isaretinin Ornekleme hizi
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F, = F‘% *dir. Sistem hiz1 ise F = F L dir. Sekil 3.16°da % = % icin 6rnekleme

hizt doniistirmeye bir 6rnek verilmistir [2]. Burada X[w] giris isaretinin
spektrumunu, U[w] alcak geciren filtre ¢ikisindaki isaretin spektrumunu ve Y[w]
¢ikis isaretinin spektrumunu gostermektedir. Sekil 3.16 i¢in ideal algak gegiren filtre

kesim frekans1 z/3'diir. X[w], Y[@] ve Ul®] hepsi 27 ile periyodiktirler.

X[w]
2r & 2t 2o« -
3 3
Ulw]
) )
o 2e
2 2%
Z s
T 27

W[y

Sekil 3.16 : (a) Ornekleme Hizi Déniistiirticti Giriginin Frekans Cevabi (b) Algak
Gegiren Filtre Cikisindaki ve Ornekleme Hizi Doniistiirticti Cikisindaki Frekans

Cevabi (% A )

3.3.4 Alt ve iist orneklemenin baz1 yararh ozellikleri

Sekil 3.7 ve Sekil 3.13°de alt ve tist drnekleyicilerin dogrusal zamanla degismeyen
sistemlerle kaskat baglantilar1 goriilmektedir. Sekil 3.17(a)’da transfer fonksiyonu
H(z) olan filtre bir alt ornekleyiciyi takip etmektedir. Sekil 3.18(a)’da bir iist

ornekleyici transfer fonksiyonu H(z) olan filtreyi takip etmektedir. H(z) rasyonel
ise(z yada z™' iceren polinomlarin bir oraniysa) Sekil 3.17(a), Sekil 3.17(b) olarak
ve Sekil 3.18(a) da Sekil 3.18(b) olarak gésterilebilir. H(z"), h[n] impuls cevabinin
list rneklenmis seklini gdstermektedir. H(z") iist 6rneklenmis filtre olup orjinal

filtrede z™' yerine z ™" yazilmasiyla bulunur. Yapilan islem, zaman domeninde
impuls cevabinin orjinal 6rnekleri arasina M —1 tane sifir eklenmesine esdegerdir.
Bu esdeger yapilar alt ve {list oOrnekleyici filtrelerin ¢okevreli gosteriliminde

kullanilir. Bu gosterilimlere ¢oklu hizli sistem teorisinde sik rastlanir.
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An] > L1 ‘—» HE) e iim] = an] - B ] L1 | Him,]

(a) (k)
Sekil 3.17 :  Alt Ornekleyici ve Filtre Yapisina Esdeger Gosterim

(b)
Sekil 3.18 :  Filtre ve Ust Ornekleyici Yapisina Esdeger Gosterim

H#] —w H(2) ‘—b Tr Fedm] = Anl = T; B2z Am]
(&)

Diger onemli 6zellik ise alt ve iist ornekleyicilerin kaskat baglanmasidir. Sekil

3.19°da kaskat baglantilar gosterilmistir. Eger L=1 olursa y,[n]=x[n] ve

1 L-1 —j2rkn .
yn]= sz[n]e L elde edilir. L ve [ aralarinda asal sayilarsa (en biiyiik ortak
k=

bolen 1 ise) Sekil 3.19°daki iki sistem birbirine esdegerdir.

An] —w L L o Tr = wH]

(a)

Au] —wt T1 o L o 1[H]
(b)

Sekil 3.19 :  Alt ve Ust Ornekleyicilerin Kaskat Baglantilari

3.4 Alt ve Ust Orneklemenin Istatistiksel Ozellikleri ve Cevrimsel Duraganlk

En iyi filtrelemede kestirilen isaret ile gozlenen isaret genis anlamda duragan
varsayllmaktadir. Her iki isaretin Ornekleme hizlar1 ayni olup kullanilan filtre
dogrusal zamanla degismeyen filtredir. Dogrusal zamanla degismeyen filtre
duraganhigi korumaktadir. Coklu hizli sistemlerde durum farklidir. Coklu hizh
sistemlerde periyodiklik s6z konusudur. Alt ve iist 6rnekleme dogrusal zamanla
degisen islemler oldugundan c¢oklu hizli sistemlerde duraganlik kavrami yerine
cevrimsel duraganlik kavrami 6nem kazanmaktadir. Duraganlik bu sistemlerde
korunmamaktadir. Sekil 3.19(a)’da alt ve {ist 6rnekleyicinin ardarda baglanmasi

gosterilmektedir. Sekil 3.19(a)’daki y,[n] isareti L=17=2 i¢in dogrusal zamanla

peryodik olarak degisen isarettir [7]. Cikis isareti

x[n] n=2r r=..,-10,1,..
yi[n] ={ (3.17)

0 diger
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olarak elde edilir. Bu sistem, 2’nin katlarinda 1 degerini alan ve diger degerleri sifir
olan bir ¢arpiciya esdegerdir. Peryodu 2 olan ve zamanla peryodik olarak degisen
katsayilara sahip dogrusal bir sistemdir. Rastgele bir giris isareti i¢in ¢ikis isareti
genis anlamda duragan olmaz. Bu durumda c¢evrimsel duraganlik kavramindan
bahsedilir. Coklu hizli bir sistem girisine WSS bir isaret uygulandiginda sistem
boyunca isaretin istatistiksel davranisinda degisiklik olmaktadir. WSS bir isaret alt
ornekleyiciye uygulandiginda ¢ikistaki igaret WSS olmaktayken tiist drnekleyiciye
uygulandiginda ¢ikistaki isaret cevrimsel genis anlamda duragan olmaktadir. Birgcok
yayinda ¢oklu hizli sistemlerde ¢evrimsel duraganlik agiklanmis ve ¢oklu hizli sistem
boyunca isaretin istatistiksel davranisinin nasil degisecegi incelenmistir [21]. Bir
cevrimsel duragan siireg zaman domeninde c¢evrimsel iligski fonksiyonuyla, frekans

domeninde gevrimsel spektral yogunluguyla belirtilmektedir [29]. iliski fonksiyonu

R [n,n]=& {X [n1X *[no]} seklinde tanimlanan sifir ortalamali bir X[n] siirecinin

cevrimsel genis anlamda duragan olmasi i¢in
Ry (n,ny)=R,(n+N,ny+N) Vn,Vn, 3.18)

esitliginin saglanmasi yani iliski fonksiyonunun peryodik olmasi gereklidir. Peryodik
bir rastgele siirecin ortalamast N ile peryodik olup iliski fonksiyonu, k, ve £

herhangi iki tamsay1 i¢in
R, (nl,no):RX (n1 +k]N,n0+k0N) Vn,,Vn, 3.19)

kosulunu saglamalidir [25-27]. (3.19) esitligi sadece k, =k, icin saglaniyorsa siireg

cevrimsel duragandir. Biitiin peryodik siirecler ¢evrimsel duragandir. Fakat tersi

dogru degildir. Peryodik siire¢lerin zamana bagli iligki fonksiyonu su kosulu saglar:
R, (ml) =Ry (n+k,N;I+(k —k,)N). (3.20)

Periyodik rasgele siirecler i¢in zamana bagli iliski fonksiyonunun her iki degiskeni

de periyodiktir. k, =k, icin (3.20) denklemi, ¢evrimsel duragan siireglere ait zamana

bagl iliski fonksiyonunun saglamasi gereken kosulu verir

Ry (n;l) =Ry (n+k,N;l). 3.21)
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Cevrimsel duragan siirecin zamana bagli iliski fonksiyonunun sadece ilk degiskeni

peryodiktir. y[m,]=x{Lm ] alt 6rnekleme denklemini kullanarak alt &rnekleyici

cikisindaki isaretin 6z iliski fonksiyonu ile giris isaretinin 0z iliski fonksiyonu

arasindaki iliski belirlenebilir

R [my,m)= & {x[Lmx"[Lm,]} = R [Lm,,Lm,]. (3.22)
Zamana bagli iliski fonksiyonu i¢in

R [m;1]= & {x[Lm]x"[L(m D)} = R [Lm; L] (3.23)

elde edilir. Eger giris isareti WSS ise iligski fonksiyonu m degiskeninden bagimsiz
olur ve R [I]=R[LI] elde edilir. Alt drnekleyici ¢ikis isaretinin WSS oldugu
buradan goriilebilmektedir. (3.15) st Ornekleme denklemini kullanarak {ist
ornekleyici ¢ikigindaki isaretin Oziligki fonksiyonu ile giris isaretinin oOziliski

fonksiyonu arasindaki iliski belirlenebilir

R [y m ] = E{x[mo/l]x*[ml/l]}:Rx[mo/l,ml/l]. my,m, 1'nin katt (3.24)
) diger
Zamana bagli iliski fonksiyonu i¢in
R[m/I;l/11 m,] I'mnkan
R [m;l]= v (3.25)
! 0 diger

elde edilir. Ust drneklemede sifirlarin eklenmesinden dolay: giris isareti WSS ise

cikis isareti higbir zaman WSS olamaz. Giris isareti WSS ise ¢ikis isareti CWSS’dir.

3.5 Coklu Hizh Sistem Ozellikleri

Coklu hizli bir sistem farkli 6rnekleme hizlarina sahip isaretleri i¢eren bir sistemdir.
Coklu hizli bir sistemde giris isaretinin ve ¢ikis isaretinin drnekleme hizlar1 farklh

olup isaretler x[m.] ve y[m,] ile gosterilir. Coklu hizli bir sistem dogrusallik,

zamanda degismezlik, nedensellik ve periyodiklik agisindan incelenebilir. Ayn1 hizda

orneklenmis iki dizi i¢in
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z'{ax[n]+by[n]} = ar{x[n]} +br{y[n]} (3.26)

kosulu saglanirsa sistem dogrusaldir. Coklu hizli sistemde giris dizisinin 6rnekleme
hiz1 ¢ikis dizisininkiyle farkli oldugundan ¢oklu hizli sistem teorisi i¢in dogrusalligi
tanimlamak gerekli degildir. Ayrica alt Ornekleyici ve iist Ornekleyici dogrusal
sistemlerdir. Diger bir kavram zamanla degismezlik olup giris ve ¢ikis dizisinin

ornekleme hizlar1 ayni olan sistem igin
T {x[n - P]} = y[n—-P] 3.27)

kosulu her P degeri icin saglanirsa sistem zamanla degismezdir. (3.27) kosulu her
P icin degil sadece sabit bir P degeri ve katlari i¢in saglanirsa sistem P ile
periyodiktir. Giris ve ¢ikis dizilerinin drnekleme hizlarmin farkli oldugu sistemler

icin zamanla degismezlik kavrami yerine zamanla peryodik olarak degismezlik

kavrami tanimlanir. r{x[mx]} =y[m,] seklinde ayrik zamanl bir sistem verilsin.

Sistemin zamanla peryodik olarak degismez olmasi i¢in
{x[m,~P]}=y[m,~P,] (3.28)

kosulunu saglayacak P, ve P, tamsayilarinin olmasi gerekir. Tek hizli bir sistemin

nedensel olmasi i¢in sistemin ¢ikisinin sadece o andaki ve gecmisteki giris
degerlerine bagli olmasi gerekir. Coklu hizli bir sistemde nedensellik kavramini
tanimlamak i¢in giris ve ¢ikis isaretlerinin O6rnekleme hizlarinin bilinmesi

gerekmektedir. Coklu hizli sistemin nedensel olmasi i¢in y[m,] ¢ikis dizisinin

k:{O,l,...} icin yalmz x[m_—k] giris degerlerine bagli olmasi gerekir. Burada

K m
m, :{%J, ve K., K, alt 6rekleme garpanlaridir. Coklu hizli bir sistemin

X
: K. m, 5 .
nedensel olmast m T .<m T yani m_<|——="| kosulunun saglanmas:1 gerekir.
0 - Yoo ¥ Xo K
X

Sekil 3.20°de ¢oklu hizli sistem i¢in destek bolgesi gosterilmistir.

Nedenselligin diger bir tanimi da impuls cevabina baghdir. Dogrusal zamanla
peryodik olarak degisen bir sistemin nedensel olmasi i¢in impuls cevabinin

m, T, <m, T icin sifir olmas istenir.

34



J/[my] m
myo
N

wy Ny

Sekil 3.20 : Coklu Hizli Sistem i¢in Nedensellik Kavrami
3.6 Filtre Cesitleri

Coklu hizli sistemlerde iki farkli filtre yapisi kullanilir. Bunlar dogrusal zamanla
degismeyen (LTI) ve dogrusal zamanla peryodik olarak degisen (LPTV) filtrelerdir.
LPTV filtreler, ¢oklu hizli sistemlerin bir¢ok uygulamasinda kullanilmaktadir.
Omegin LPTV filtreler, ¢oklu hizli filtre bankalarinda sayisal isaretlerin kodlanmasi
ve iletilmesi i¢in kullanilir. LPTV sistemlerin LTI sistemlerden bir farki da
ortiismenin olusabilmesidir. LPTV sistemlerde ortlisme etkisinin nasil dlgiilecegi ve

LTI sistemle LPTV sisteme en iyi nasil yaklasiklik yapilacagi anlatilmistir [12].

3.6.1 Dogrusal zamanla degismeyen filtreler
Bu tiir filtreler belirli bir hizda 6rneklenmis giris isaretini kullanarak ayni hiza sahip
cikis isaretini Uretirler. Giris isareti x, ¢ikis isareti y ve A[m] impuls cevab1 olmak

lizere dogrusal zamanla degismeyen sistemin genel denklemi su sekildedir:

0

yiml= "> x{m]h[n—m] (3.29)

m=—00

x ve y ayni drnekleme hizina sahiptirler. Impuls cevab1 m ’in negatif degerlerinde

sifir degerini alirsa sistem nedenseldir. Sinirli giris sinirli ¢ikis sart1 saglanirsa sistem

kararlidir.

35



3.6.2 Dogrusal zamanla peryodik olarak degisen filtreler

Coklu hizli sistemlerin peryodiklik 6zelliginden dolayr LPTV filtreleri ¢oklu hizl
uygulamalarda kullamilir. Ornegin ¢oklu hizli kestirim uygulamasinda kullanilan

filtreler LPTYV filtreler olup katsayilari1 peryodik olarak degismektedir.

x[m.] —» hOm ] ym,]

n ® ®© 6 o o o o o o o o o ® 6 o o o o o

567 89101112

% M. =2 %
; K, =3

(e
—
N

x[mx] ° ° ° ® ° °
2 3 4
M, =3
K =2
y
y[my] ° ° ° ° ° ° ° ° ® °

2 3 4 5 6 7 8
Sekil 3.21 : LPTYV Filtre
Sekil 3.21°de bir LPTV sistem gosterilmistir. Filtre ¢ikist y[m, ], girisi ise x[m_] ile
gosterilmektedir. n zaman indisi, sistem hizini ifade eder. K, =3 ve K =2 olmak

lizere alt 6rnekleme ¢arpanlaridir. Filtrenin nedensel olmasi i¢in herhangi bir anda
hesaplanan ¢ikis degeri sistem seviyesinde o andaki ve dnceki giris degerlerine bagh

olmalidir. Sekil 3.21°¢ bakarsak m, =6’da giris ve ¢ikis dizilerinin drnekleri sistem
seviyesine gore ayni hizada bulunmaktadirlar. m, =7 i¢in aym hizada degillerdir.

Sistem seviyesindeki farkli zamanlarda giris dizisi ve ¢ikis dizisi arasindaki iligki

degismektedir. m, =6 ve m, =7 i¢in giris dizisinin ayni drnekleri kullanilmaktadr,

fakat filtre katsayilar1 degismektedir. Bu durumda kullanilan filtreler dogrusal
zamanla peryodik olarak degisen filtrelerdir. Sekil 3.21°de gorildiigi gibi filtre

derecesi 3 alinirsa m, = 6°daki ¢ikis

6] =hT01x[4]+ A [1]x[3]+ 2 V[2]x[2] (3.30)
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olarak bulunmaktadir. #2”[/], 1=0,1,2 filtre katsayilaridir. m, =7 i¢in kullanilan

ornekler degismemekte fakat filtre katsayilar1 degismektedir
Y[71= AP [0]x 4]+ AP [1]x[3]+ AP [2]x 2] 3.31)

y[6] ve y[7] igin farkli filtre katsayilar1 kullanilmaktadir. m, =9’da giris dizisi ile
¢ikis dizisinin 6rnekleri ayni hizada meydana gelmektedir. m, =9 aninda kullanilan

en iyi filtre katsayilar1 m, = 6’dakiyle aymdir. m =6 ve m, =9 anindaki sistem

fazi aymdir. Sekil 3.21°de verilen oOrnek kullanilarak LPTV filtre denklemi
genellestirilebilir. (3.30) ve (3.31) denklemleri isaret seviyesinde tanimli olan

denklemlerdir. X ve y, x ve y’nin sistem seviyesindeki gosterilimleri olsun.

Zamanla degisen filtre katsayilar1 #“[i] ile gosterilsin. Dogrusal peryodik olarak

zamanla degisen filtre denklemi
yinl= > hPlilxn—i1=) hO[n—-ilx[i] (3.32)

olarak yazilir. X 'nin gozlemleri sadece K ’in katlarinda varoldugundan (3.32) su

hali alir;

Pn]= i }T(k)[mex])?{Kx {Ki J—mex}, K,|n, (3:33)

m, =—0 X

n

Burada K {
K

X

J terimi x ’in sistem seviyesindeki » anina en yakin eski gozlem

degerini verir. (3.33) denkleminde degisken degistirme uygulanirsa

Hnl= 3 B {Kx {%J—mex}f[mex], K,|n, (3.34)

X

elde edilir. Burada & =<n> « olup K sistem periyodudur. K =ekok(K ,K ) olarak

bulunur. Filtre nedensel ise (3.34) sOyle yazilir:
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yln]= Z A {Kx LKiJ—mex}f[mex], K, |n, (3.35)

x dizisi X 'nin alt 6rneklenmis bi¢imidir yani x{m_]=X[K m_]’dir. Ayn1 durum
filtre katsayilar1 i¢inde gecerli olup h(k)[m]:}_z(k)[me] olarak tanimlanabilir.
yIn]=y[K,m]=y[m], ¢ikis dizisinin sadece K ’nin katlarinda var oldugu

kullanilarak yazilabilir. Elde edilen esitlikler (3.33)’de yerine yazilirsa dogrusal
zamanla peryodik olarak degisen filtre denklemi sistem seviyesinden isaret

seviyesine aktarilmis olur

¥
X

)7[Kymy] = i ]/_l(k)[mex]f{Kx |‘K2my J - K m, :|, k= <my >M . (3.36)

m,=—o0

Elde edilen denklem sistemini sistem seviyesinden isaret seviyesine gecirilebilir

- y
m, =—0 X

R K m,
Am, 1= Z X )[mx]xH e J—mx} k=<my>M ) 3.37)

Bu denklemde 7, =7, ve K =K ise denklem dogrusal zamanla degismeyen filtre
denklemine donistir. Sekil 3.21°de verilen 6rnek i¢in y dizisinin m, = 6’daki

ornegini bulmak i¢in hem sistem seviyesindeki hem isaret seviyesindeki denklemler

yazilabilir. Sekil 3.21°deki sistemde K, =3, K, =2, M =K/K =6/3=2,
K =ekok(K K )=6, M =K / K, = 6/2 =3 olarak gozlenmektedir. Filtre derecesi
P=3 verilmistir. (3.34) denklemi kullanilarak sistem seviyesinde m, =6 daki deger

sOyle kestirilir:

121,
3

y21= Y a® [3 L%J —SmX}_cBmx]

h <k>[3mx])—c[3{%J —3m_ } k=(12),

,7
(I

(3.38)

M

m, =0

(3.38) denkleminde degerleri yerine yazarsak
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y[12]= A O[6]x[6]+ A [3]X[9]+ A V[0]x[12], (3.39)

elde edilir. (3.37) denklemi kullanilarak ise isaret seviyesinde m, =6 daki deger

sOyle kestirilir:

1[6]= sz h(k)[mx]xH%J_mx} k=(6),. (3.40)

(3.40) denkleminde degerleri yerine yazarsak
6] =hT0]x[4]+ A [1]x3]+ A [2]x[2], (3.41)

elde edilir. (3.41) denkleminde x[m,]=%[3m ], h'[m]=h"[3m], y[m ]=7[2m,]

esitlikleri kullanilirsa (3.39) denkleminin elde edilecegi goriilmektedir.

3.7 Matris Gosterilimleri

Coklu hizli sistemlerde kullanilan alt 6rnekleme, {ist 6rnekleme gibi temel islemleri
vektor ve matrisler cinsinden ifade etmek islemlerin daha basit bir sekilde
yapilmasint saglar. Dogrusal zamanda peryodik olarak degisen filtre yapisini da
matrislerle ifade edebiliriz. Burada temel islemlerden olan alt 6rnekleme ve st

orneklemenin matris gosterilimleri verilecektir.

3.7.1 Alt 6rneklemenin matris gosterilimi

Alt ornekleme diyagrami Sekil 3.4°de gosterilmis olup giris ¢ikis iliskisi (3.12)

denklemiyle verilmistir. Alt 6rnekleyici girigine

x=[x0] 1] .. LM -1]

vektorii uygulanirsa ¢ikis vektori

y=[x{0] x[L] ... *[L(M-D]]'

olarak elde edilir. Burada M c¢ikis vektoriiniin uzunlugudur. Alt 6rnekleyici matrisi

D, , M x ML boyutunda bir matris olup su sekilde tanimlanir:

D, =1®d". (3.42)
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Burada I, M xM boyutunda birim matris; d ise [100...0]" olarak ifade edilen ilk

degeri 1 digerleri 0 olan Lx1 boyutunda bir vektordiir. Alt 6rnekleme giris-cikis
iligkisi

y=D,x. (3.43)
olarak elde edilir.

3.7.2 Ust 6rneklemenin matris gosterilimi
Ust 6rnekleme diyagram Sekil 3.11°de gdsterilmis olup giris cikis iliskisi (3.16)
denklemiyle verilmistir. Ust drnekleyici girisine
x=[x[0] 1] ... x[M-1]]'
vektorii uygulanirsa O = [0 0 O] , 1xI—1 boyutunda bir vektor olmak tizere ¢ikis

vektori
y=[x{0] O x[1] O ... x[(M-1)] O]T

olarak elde edilir. Alt 6rnekleyici matrisi U,, MIxM boyutunda bir matris olup su

sekilde tanimlanir:

U, =1I®d 3.44)

Burada I, M xM boyutunda birim matris; d ise [100...0]" olarak ifade edilen ilk

degeri 1 digerleri 0 olan /x1 boyutunda bir vektdrdiir. Ust 6rnekleme giris cikis
iligkisi

y=Ux (3.45)

olarak bulunur.Alt 6rnekleme ve fist Ornekleme arasindaki iliski L=17 igin

D, =(U,) "d.

3.7.3 Gecikmeli 6rnekleme hiz1 doniistiirmenin matris gosterimi

Gecikmenin yani zamanda kaydirmanin (6telemenin) varoldugu c¢oklu hizh

sistemlerde alt ve iist 6rnekleme gibi temel iglemler daha farkli gosterilir. Ayrik bir

dizideki gecikme, dizinin M 6rnek kadar saga yada sola dtelenmesiyle olur. z"
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dizinin sola Otelenerek x[n+M] elde edilmesini; z™ dizinin saga otelenerek
x[n—M] elde edilmesini saglar. Alt drneklemeden 6nce dizinin M Ornek kadar

saga Otelenmesiyle Sekil 3.8’deki gecikmeli alt 6rnekleme diyagrami yani zaman
Otelemeli alt ornekleme diyagrami elde edilir. Sekil 3.8’deki diyagram vektor ve

matrislerle ifade etmek istenirse

y=D,®x. (3.46)

elde edilir. Burada D,"’, N x NL boyutunda gecikmeli alt §rnekleme matrisi olup su
sekilde gosterilir:

D,“ =1®d,, ke{01,..,L-1}. 3.47)
Burada I, NxN boyutunda birim matris; d, ise (k+1). elemanmnm degeri 1

digerleri 0 olan Lx1 boyutunda bir vektordiir. Ust érneklemeden 6nce dizi M

ornek kadar saga Otelenmesiyle giris ¢ikis iligkisi
y=U%x (3.48)

olarak elde edilir. Burada U,*’, NIx N boyutunda gecikmeli iist 6rnekleme matrisi
olup su sekilde gosterilir:
U,®=1®d,. (3.49)

Burada I, NxN boyutunda birim matris; d, ise (k+1). elemaninin degeri 1

digerleri 0 olan /x1 boyutunda bir vektdrdiir. L=1 igin D, = (U S )T dur.
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4. COKLU HIZLI KESTIiRIM TEORISi

Bu boliimde diisiik hizli gozlem yada gozlemler kullanilarak yiiksek hizli bir isaret
kestirilmek istenmektedir. Ayrica ¢coklu hizli gézlemler kullanilarak en iyi filtreleme
incelenmistir. Coklu hizli kestirim teorisinin tek hizli kestirim teorisinden elde
edildigi agiklanmigtir. Coklu hizli gézlem isaretleri ve istenilen isaret ¢oklu hizli bir
sistemi olusturmaktadir. Coklu hizli sistemlerdeki peryodiklikten dolay1 en iyi
filtreleme probleminin ¢dziimii i¢in bir tane en iyi filtre denklemi yerine sistem

periyodikligine gore elde edilen en iyi filtre denklemler kiimesi kullanilir.

4.1 Tek Hizh En lyi Filtreleme

En iy1 filtreleme, dogrusal ortalama karesel kestirim gibi diklik prensibine
dayanmaktadir. En iyi filtrelemenin c¢esitli 6rnekleri olarak dogrusal 6ngorii, FIR
yada IIR Wiener filtreleme ve Kalman filtreleme verilebilir. Gozlenebilen bir
isaretten baska bir isaretin kestirimi isaret iglemenin 6nemli problemlerinden biridir
ve ¢ok genis uygulama alani mevcuttur [53]. Bu uygulamalarin ¢ogunda istenilen
isaret konusma, goriintii, EEG veya radar isareti seklinde olup dogrudan
gbzlenemeyebilir. Birgok nedenden dolay: istenilen isaret giiriiltiilii yada bozulmus
olabilir. Ornegin isareti 6lgmek icin kullanilan cihazlar sinirh ¢oziiniirliige sahip
olabilir veya isaret giiriiltii gibi girisim isaretlerinin varliginda gozlenebilir. Bazi
durumlarda algak-geciren, yliksek-geciren veya band-geciren seklindeki klasik
filtreler, gbzlenen isaretten istenilen igaretin elde edilmesi i¢in kullanilir. Fakat bu tiir
filtreler isaretin en iyi kestirimini iiretecek optimum filtreler degildir. Bu sebepten
dolay1 en iyi dogrusal filtrelemenin genel bir ¢esidi olan Wiener filtreleme

tiiretilmistir.

4.1.1 Tek hizli Wiener filtreleme

Tek hizli en iyi filtreleme probleminde gozlem isareti x[n], istenen isaret d[n]’e

bagl olup filtre girisine uygulanmakta ve filtre ¢ikiginda istenen isaretin kestirimi

elde edilmektedir [52,53,59]. Amag, x[n] gozlem dizisinden d[n] dizisini dogrusal
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FIR filtre araciligiyla kestirmektir. 1940’larda Norbert Wiener tarafindan giiriiltiilii
bir gozlem isaretinden en iyi kestirimi verecek optimum filtre (Wiener Filtresi)
tasarlanmistir. Wiener filtreleme probleminin blok diyagrami Sekil 4.1°de
gosterilmistir. x[n] isareti dogrudan gozlenemeyen d[n] isaretine bagli olarak su

sekilde gézlenmektedir:
x[n]=d[n]+v[n]. 4.1)
v[n] d[n]

+
d[n] ,

x[n]

d[n] H(z) e[n]

Sekil 4.1 : Wiener Filtreleme Probleminin Blok Diyagrami
Sekil 4.1°de goriilen d[n] isareti ile v[n] giiriiltii isaretinin genis anlamda duragan
olduklar1 varsayilmaktadir. Ayrica Wiener filtresi tasarlanirken R (k), R, (k)
oziliskileri ve R, (k) capraz iliskisinin bilindigi varsayilmaktadir. x[n] ile d[n]
birlesik (jointly) genis anlamda duragandirlar. d[n]’in kestirilmesi i¢in x{n]’ nin
simdiki degerini ve P-1 geemis degerini(x[n—1],x[n—-2],...,x[n—P+1])
kullanmak gerekir. Ortalama karesel hatayr minimize edecek dogrusal FIR filtre

katsayilar1 bulunmaya calisilmaktadir. Istenen isaret ile kestirilen isaret arasindaki

ortalama karesel hata
o[n]=& {|€[n]|2} 4.2)

seklinde ifade edilir. Kestirim hatasi, istenen isaretten Kkestirilen isaretin

cikarilmasiyla
e[n] = d[n]—d[n] 4.3)

olarak elde edilir. MSE degerini minimize etmek i¢in diklik prensibinin saglanmasi
yeter ve gerek sarttir. Buna gore kestirim hatasi tiim gozlem uzayina istatistiksel

anlamda diktir. Diklik prensibi su sekilde ifade edilir:

E{xln-ile'n]} = € {elnx'[n—i1} =0, i=0,1,...P-1. (4.4)
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Diklik prensibiyle elde edilen filtre katsayilari (A[0],A[1],...,A[P—1]) optimum

dogrusal filtrenin katsayilaridir. En iyi kestirimin yapildigr minimum hata varyansi

(minimum MSE)

ol =&le[nd'[n]} = & {d[n]e"[n]} 4.5)

EMIN

olarak gosterilir. Optimum Wiener filtre katsayilarini bulmak i¢in Wiener-Hopf
denkleminin tanimlanmasi1 gerekir. Dogrusal FIR filtre girisine x[n] ve P—1 gecmis
degeri uygulanilarak ¢ikista istenen isaretin kestirimi d [n] elde edilir Gozlem isareti
x[n] ile istenen isaret d[n]’in JWSS oldugu varsayilip kestirim (4.6) denklemiyle

gosterilir

dn]= Zn: h[n—klx[k] zih[l]x[n—l]. (4.6)
k=n—P+1 1=0
Burada #[/], dogrusal FIR filtrenin zamanla peryodik olarak degisen impuls
cevabidir. P ise impuls cevabi dizisinin( 4[/]) uzunlugudur. x[n—i], gozlemlerden
herhangi birini gostermektedir. Diklik prensibi kullanilarak Wiener-Hopf denklemi
elde edilir. (4.6) ve (4.3) denklemleri diklik prensibinde yerine konulursa ayrik

Wiener-Hopf denklemi elde edilir. Wiener-Hopf denkleminin bulunmasi su

sekildedir:

& {x{n-ile’[n]} = E{x[n —i](d*[n]— ih*[l]x*[n —1]}} (4.7)
in[l—i]h*[l]:R;[i]; i=0,1..,P-1. 4.8)

(4.8) denklemi ayrik Wiener-Hopf denklemidir ve (4.8) denkleminden en iyi FIR
filtre katsayilar1 elde edilir. Minimum ortalama karesel hatay1 bulmak icin (4.3)’deki

kestirim hatasi (4.5)’de yerine yazilirsa

ol =&lend’n)}=€ {[d[n] - i H[1x[n — Z]j d*[n]} 4.9)

yada
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o, =R,[0]- Pi MR, [1] (4.10)

EMin

elde edilir. (4.8)’deki Wiener-Hopf denklemini matris formunda ifade etmek icin

(4.6) denklemi matris formunda
d[n]=(x[n]) h 4.11)

olarak yazilir. Burada X[#] ve h su sekilde gosterilir:

x[n]

I x[n—1]

X[n]= : , 4.12)
x[n—P+1]

h[0]

_| Al

h (4.13)

WP-1]

Wiener-Hopf denklemi matris formunda
Rh' =F, 4.14)

seklinde yazilir. Burada R = g{x[n]x*T[n]} ve r, = 8{d[n](x[n])*} dir. R, = liz

oldugundan (4.14) denklemi R h =¥, olarak yazilabilir. Minimum ortalama karesel

hata matris formunda

ol =R,[0]-F.h"=R,[0]-h""F,

EMin X

(4.15)

olarak elde edilir.
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4.2 Coklu Hizh En Iyi Filtreleme

4.2.1 Tek kanalli coklu hizh en iyi filtreleme problemi

Tek kanalli coklu hizli en iyi filtreleme probleminde istenen isaret d[n] iken gézlem
isareti x[m]’dir yani istenen isaret ile gozlem isaretinin drnekleme hizlar1 farklidir.

Amag, farkli hizdaki gézlem isaretinden istenen isareti kestirmektir.

x[m] Optimum

L 6;1
Filtre (2]

Sekil 4.2 : Tek Kanalli Coklu Hizli En lyi Filtreleme Probleminin Blok Diyagrami

Sekil 4.2°de tek kanalli ¢oklu hizli en 1yi filtreleme probleminin blok diyagrami
verilmistir. En iyi filtreleme icin iki cesit filtre kullanilir. Bunlar nedensel FIR

Wiener filtre ile nedensel olmayan FIR Wiener filtredir.

4.2.1.1 indis eslemleme

Tek hizli nedensel filtre, d[n,] degerini kestirmek i¢in x[n,]’dan x[n,—P+1]’a

kadar olan gdzlem degerlerini kullanir. Coklu hizli durumda destek bdlgesini
belirlemek i¢in istenen dizi ile gdzlem dizisi arasinda bir baglantinin kurulmasi
gerekir. Bu baglant1 indis eslemlemeyle saglanir. Sekil 4.3°de tek hizli kestirim ve
d[n] ile x[n] dizilerinin 6rnekleri arasindaki iliski gosterilmistir. Sekil 4.4’de tek
kanalli ¢oklu hizli nedensel FIR Wiener filtreleme ve d[n] ile x[m] Ornekleri
arasindaki iliski gosterilmistir. Sekil 4.3°deki sistemde istenen dizi d[n]'in n=k
degerindeki O6rnegini kestirmek i¢in kullanilan x[k], x[k—1], x[k—2], x[k—3]
gbzlem degerleri P =4 durumundaki destek bolgesini icerir. Sekil 4.3’de her iki
isaret de aynt domende tanimlanmaktadir. Sekil 4.4’deki tek kanalli ¢oklu hizli

Wiener filtrelemede her iki isaret de farkli domende gosterilmektedir. Burada d[n]
dizisinin n = k ’daki 6rneginin ¢oklu hizli kestirimi gosterilmektedir. d[r] dizisinin
ornekleme hizi 7,, x[m] dizisinin 6rnekleme hizi 7 olsun. Sekil 4.4’e bakilirsa
d[k]’nmn ortaya ¢iktifi zaman (k7,) ile x[k]’min ortaya c¢iktigi zaman (k7)
farklidir.
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d[n]

x[n]

Sekil 4.3 : d[n] ile x[n] arasindaki iligki( P =4)

Sekil 4.4 : Tek Kanalli Coklu Hizl1 Wiener Filtreleme Gosterimi ve d[n] ile x[m]
arasindaki iliski( P =3)

d[k] ve x[/] orneklerinin aym1 anda yada birbirine yakin bir zamanda olustugu /

indis degerinin tanimlanmasi gerekir. Filtrenin nedensel oldugu g6z dniine alinarak /
degerinin tanimlanmasi indis eslemlemeyle yapilir. Indis eslemleme igin D[n,m]

indis metrigi kullanilir ve su sekilde tanimlanir:
D[n,m]=|nT, —mT,|=T |nK, —mK_|. (4.16)

Burada T sistem 6rnekleme araligidir. indis metrigi farkli domenlerdeki herhangi iki

indis arasindaki uzakligi belirtir. K =3 ve K, =1 i¢in normalize indis metrigi
D[n,m]/f :|n—3m| olarak ifade edilir. n=3m oldugu durumda indis metrigi
D[n,m] sifirdir. d[n] ve x[m] isaretleri farkli 6rnekleme hizlarinda olup d[n]
istenen isaretinin n = n,’ daki degeri verilsin. D[n,,m,] uzakliginm1 minimize eden
m =m, indisinin bulunmas: istenir. Coklu hizli nedensel filtreleme icin saglanmasi

gereken sart su sekilde gosterilir:

K
nT,>mI  yada n2 K* m. 4.17)

d
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K. m . e e
n>—— sartinin saglanmasi durumunda D[n,m] metrigini minimize edecek m
d

degeri aranir. Indeks eslemleme

nkK
Y Y { X d J (4.18)

X

Ve

m= Mnedensel (}’l) (4. 1 9)

denklemleriyle ifade edilir. K, =3 ve K, =1 i¢in nedensellik sinir1 »n>3m olarak
Sekil 4.5’de gosterilmistir. K =3 ve K, =1 oldugu durumda n=5 degerine ait
indis metrigi Sekil 4.5’de verilmistir. Nedensellik kosulu altinda D[5,m] indis
metriginin m =1’de minimum degerini aldig1 goriilmektedir. m =1’de metrigin

degeri 2’dir.

90
80
70
ED
50
Din,m)/T
40

30

20

Sekil 4.5: n=>5 icin D[n,m]/T

Tablo 4.1°de K =3 ve K, =1 igin kestirilen isaretin indisinin gdzlem isaretinin

indisine eslemlenmesi gosterilmistir.
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Tablo 4.1: Kestirilen Isaretin indisinden Gozlem Isaretinin indisine Eslemleme

n m:{anJ
Kx‘

{0,1,2} 0

{3,4,5} 1

{6,7,8} 2

4.2.1.2 Tek kanalli ¢oklu hizli Wiener-Hopf denklemleri

Tek kanalli ¢oklu hizli kestirim problemi icin (3.35) denklemini yani ¢oklu hizli

filtreleme giris-¢ikis iliskisini tekrar yazarsak

dn]=>" h(k)[m]xH%J - m} k=(n), (4.20)

X

elde edilir. (4.18) ve (4.19)’da tanimlanan eslemleme fonksiyonu kullanilarak (4.20)
denklemi

c?[n] = Zh(k)[m]x[M[n] — m], k= <”>M,, 4.21)

olarak yazilabilir. Burada M[n], eslemleme fonksiyonudur ve i=0,1,...,P—1 igin
x[M[n]—1i] gozlem dizisinin 6rnekleridir. (4.21)’de gosterilen tek kanalli ¢oklu hizli

kestirim problemine ait d [n] isareti i¢in diklik prensibini uygularsak
& {e[n)x [M[n]-i]}

- 4.22)
= 8{(5][11] = h“[m]x[M[n] —m]jx* [M[n]- i]} =0, i=0,1,..,P-1

yada

"y

-1

X

R [M[n]—m;i—m]h(k)[m] =R, [n;n—M[n]+i], i=0,1,..,P-1(4.23)

3
I
<)

k =<n>M olup bu denkleme ayrik tek kanalli ¢oklu hizli Wiener-Hopf denklemi

denir. Minimum ortalama karesel hata ise

02, [n]= Ry (01~ S A (IR, [mn—Minlem]  (4.24)

m=0

olarak tanimlanir. G6zlem dizisi duragan ise (4.23) denklemi asagidaki sekli alir:
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~

—1
R [i-m]h®[m]=R, [n;n-M[n]+i], i=0,1..,P-1. (4.25)

0

3
Il

Burada k:<n>M ’dir. Tek kanalli ¢oklu hizli Wiener-Hopf denklemini matris

formunda elde etmek i¢in (4.21) denklemi matris formununa
dln]=(X[M[n]]) n® (4.26)
olarak getirilmelidir. X[M[n]] , i[M[n]] ve h™® vektorleri sirasiyla

[ x[M[n]-P+1]]
x[M[n]] = :x[M["]_P] : (4.27)

| x[M[n]]

" x[Mn]]

&[M[n]] = :x[M[”]_l] , (4.28)

i x[M[n]—P+1]_

Ve

h[0]

= :h(k)[l] . k=(n), (4.29)

| hrp-1]

olarak tanimlanir. (4.25)’deki Wiener-Hopf denklemi matris formunda su sekilde

ifade edilir:

R =, 00 (4.30)
Burada k = <n> u, Ve
i = € {dlnIX [M[n]]} (4.31)
olarak belirtilir. (4.24)’deki minimum ortalama karesel hata matris formunda
o, [n]=R,[n;0]- f;[M[n]]h“‘)* 4.32)

olarak elde edilir.
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4.2.1.3 Tek kanalli ¢oklu hizli Wiener-Hopf denklemleri i¢in matris gosterimi

Coklu hizli Wiener-Hopf denklemlerinin elde edilmesinde kullanilan diger bir

yaklasimda bolim 3.7°de agiklanan matris gosterilimlerinden elde edilir. F,
ornekleme hizina sahip x[m] goézlem isareti ile F, oOrnekleme hizina sahip d[n]
arzulanan isareti igeren bir ¢oklu hizli sistem verilsin. Filtre derecesi P, sistem hizi
F =ekok(F.,F,), alt &rnekleme carpanlart K, =F/F,, sistem periyodu
N =ebob(K ,K,) ve tek kanalli ¢oklu hizl1 kestirimde kullanilan filtrelerin periyodu

K =N/K, olarak tanimlanir. Her n indisi i¢in gozlem vektorii x“[n] ile ifade

edilir. x[n]’in gozlenen yada gézlenmeyen biitiin degerleri de X[#] ile gosterilir
£ =DYx[n], k=0,1,..,K-1. (4.33)

Burada DY gecikmeli alt drnekleme matrisi ve

x[n]
x[n—1
X[n]=|. [ |
x[n—PK_+1]
olarak belirtilir. Ayrica isaretler ve islemler sistem hizindadir. En 1yi filtrelemedeki

kestirim ifadesi
d [n]= (f((")[n])T W, k={01.,K-1} (4.34)

olarak elde edilir. Sistem seviyesindeki her nokta kestirilmekte ve daha sonra istenen

kestirim K, 1ile alt Orneklenerek elde edilmektedir. (4.25)’deki Wiener-Hopf

denklemi
RV =", k={0,1..K-1} (4.35)

ax

olarak matris formunda yazilabilir. (4.35) denklemi R_ matrisi ve r, vektoriyle

tekrar yazilabilir

DYR DY'h" =DYF,, k={0,1.,K-1}. (4.36)
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Ortalama karesel hata da

o; =R,[0]-£"h"Y",  k={0,1,...K -1} 4.37)

olarak elde edilir. Ortalama karesel hatadaki altsimge hatanin zamanla peryodik

degistigini gosterir.
4.2.2 Cok kanalh coklu hizh en iyi filtreleme problemi

Bu problemde istenen isaretten elde edilen farkli 6rnekleme hizlarina sahip birgok
gozlem isareti mevcuttur. Farkli hizlardaki gozlem isaretlerinden istenen isaret
kestirilmek istenmektedir. Sekil 4.6’da farkli hizlardaki M gbzlem isaretinden

istenen isaretin en iyi kestirimi gosterilmistir.

X,[m, ]

| Optimum > d[n]

Filtre

Xpri [mel] I

Sekil 4.6 : Cok Kanalli Coklu Hizl1 En lyi Filtreleme Probleminin Blok Diyagrami

4.2.2.1 Cok kanalh indis eslemleme
Cok kanalli ¢oklu hizli bir sistemde destek bolgelerini belirlemek igin kestirilen
isaretin indisi ile gozlem isaretlerinin indisleri arasinda bir iliski elde edilir. Indis

eslemleme problemi, kestirime ait bir #» indisi i¢in D[n,m,] indis uzakliklarini
minimum yapan M gozlem indisi m ’nin bulunmasi olarak belirtilir. Burada

i=0,1,..., M —1 olarak tanimlanir. Filtre nedensel ise
n>———~ i=0,1,...,M -1 (4.38)
K
kosulu altinda i=0,L...,M —1 i¢in D[n,m]’yl minimum yapan m, indislerinin

bulunmasi istenmektedir. Bu problem, kestirim indisinden gozlem indisine

eslemleme yapilarak ¢oziiliir.
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nkK
Mnedensel ‘n _)i‘ Kd J (4'39)

ve

mi = Mnedensel (n) (4°40)

ile gosterilir. Cok kanalli ¢oklu hizli FIR Wiener filtrelemedeki indis eslemleme

kavramu sekil 4.7°de gosterilmektedir.

d
[n] 0 n, "
x,[m, ] 0 m,
x,[m, ] ) m,

Sekil 4.7 : Cok Kanalli Coklu Hizl1 Wiener Filtrelemede Indis Eslemleme Kavrami

4.2.2.2 Cok kanall ¢oklu hizli Wiener-Hopf denklemleri
(4.21)’deki tek kanalli ¢oklu hizli filtreleme denklemi ¢ok kanalli duruma

genisletilirse

d[n]= MZPZ hOlmlx, [M,[n]-m],  k={(n)x (4.41)

Ky

elde edilir. (4.41) denklemi & {g[n]x: [Mi[n]— ]]} =0 olarak tanimlanan diklik

prensibinde kullanilirsa

<

-1 P—

L

Rx,x,[M [n]-rM,[n]-M,[n]+ j—r]|h"[r]= R, [nsn—M,[n]+ j], (4.42)

r=0

I
(=1

N

seklinde tanimlanan ayrik ¢ok kanalli ¢oklu hizli Wiener-Hopf denklemi elde edilir.
Burada k= <n> ~,0<i<M-1,0<j<P-1 olarak tanimlanir. (4.42) denklemi

d

matris formunda yazmak istenirse

M-1

dln]= Y (% [M,[n]]) b, (4.43)

i=0
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elde edilir. x,[M,[n]], X,[M,[r]] ve h{"’ vektorleri

X [M,[n]-P+1]]

X, [Mi[n]—P]

X [M,[n]] =] | , (4.44)

X [Mi[n]]

[ x,[M,[n]]

x,[M,[n]—-1]

%, [M,[n]]=| , (4.45)

X [Mi[n]—P+1]_

\%

" hr0]

hr
h® = N . k=(n)n (4.46)

Ky

| h[P-11

olarak kullanilir. & {)”ci [Ml.[n]]g*[n]} =0 diklik prensibi kullanilarak Wiener-Hopf

denklemi matris formunda yazilir

0<i<M-1. (4.47)

Burada & =(n)x , f'dx[[Mi[n]]:g{d[n]xj [M,[n]]} kullanilir. o7 [n]=¢{d[n]e"[n]}

Ky

olarak tanimlanan minimum ortalama karesel hata, periyodiklik g6z 6niine alinarak

g

-1

o; =R,[n;0]1- > ¥, [mn—M [n]]h"", 0<i<M-1. (4.48)

X

I
(=1

N

olarak elde edilir.

4.2.2.3 Cok kanall ¢oklu hizli Wiener-Hopf denklemleri icin matris gosterimi
Cok kanall1 ¢coklu hizli Wiener-Hopf denklemleri boliim 3.7°de agiklanan kavramlar

kullanilarak da elde edilebilir. Bu problemde M >2 olacak sekilde genis anlamda

duragan M gozlem dizisinden {xl[ml],xz[mz],...,xM[mM]} olusan bir ¢oklu hizh
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gbzlem modelini ele alalim. Bu diziler d[n] istenen isaretinin ¢esitli giiriiltii ve

bozunuma ugramasiyla elde edilir ve Sekil 4.8’de ¢oklu hizli gézlem modeli

gosterilmistir.

n[n]

lr//l[n] >\+D > ‘LKI > xl[ml]

— > ‘/’M[”] - > ‘LKM HXM[mM]

Ny n]

Sekil 4.8 : Coklu Hizl1 Gézlem Modeli
Sekil 4.8’de d[n] istenen isareti, y,[n] dogrusal zamanla degismeyen filtrelerin
impuls cevabini, 77[n] bagimsiz giiriiltii dizilerini, K, alt 6rnekleme g¢arpanlarini,
x,[m;] gozlem dizilerini gosterir. M gozlem dizisi farkli 6rnekleme hizina sahiptir.
F, F,,..., F,, gozlem dizilerinin 6rnekleme frekanslarini, X, K, ,..., K,, dizilerin
alt 6rnekleme carpanlarini gostersin. K = ekok(K,,K,,...,K,,) sistem periyodunu

gdstermektedir. Istenen isaretin » anindaki degeri

d[n] = d[KI + k]

olarak yazilir. Burada l=Ln/K J, k=n(mod K) olarak belirtilir. &k sistem fazi,

peryodiklik indisi, olup 0<k <K -1 araliginda degerler alir. Herhangi bir =

amndaki x*'[n] gdzlem dizisi
xn]= D%"_)ii[n], 0<k<K, -1 (4.49)

olarak tanimlanir. D(Ifi), (3.47)'de tanimlanmustir. K, i. kanala ait alt 6rnekleme

carpanidir. X [n] ise

ii[n]:[xl.[n] x[n-1] - xl.[n—Pl.Kl.+l]]T (4.50)
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olarak yazilir. P, i. filtrenin derecesini gosterir. X [r], x,[n]’in gozlenen yada
gdzlenmeyen biitiin degerlerinden olusur. X'[n] ise filtre tarafindan kullamlan
gbzlem degerlerini igerir. D%,-) alt 6rnekleme matrisi 0 yada 1’lerden olusmaktadir ve
filtre tarafindan kullanilan gézlem degerlerini X [n] vektoriinden seger. Sekil 4.7°de
gosterilen K, =2, K, =3 , B =3 ve K =6 oldugu durum i¢in ¢oklu hizl bir sistem

ele alinirsa x,[m, ] isareti i¢in alt 6rnekleme matrisleri

1 000 0O

D¢ =0 0 0 0
000010
ve
010000
D¢'={0 0 0 1
000001

olarak ifade edilir. Coklu hizli en iyi filtre Sekil 4.9°da gosterilmektedir. M tane
LPTV filtrenin ¢ikis1 toplanarak en iyi kestirim {iretilir. Her bir gbzlem dizisi bir

LPTV filtrenin girisine uygulanmaktadir.

x[m] —— hl(k)[n]

> d[n]

Xy [my ] —— hy[n]

Sekil 4.9 : Coklu Hizli En lyi Filtre
h®[n], LPTV filtrelerin katsayilarini gdsterir. Filtre katsayilarindan olusan vektor

hP[0]

M
= ,[] 1<i<M,0<k<K-1 (4.51)

| AR -11]

olarak gosterilir. Istenen isaretin kestirimi
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R M M
d [n]=) X [nh” => WX P[n];  k =n(mod K) (4.52)
i=1

i=1

elde edilir. c;’k[n] ’daki k altsimgesi kestirimin istatistiksel 6zelliklerinin zamanla

peryodik olarak degistigini gostermek icin kullanilmistir. Biitlin isaretler ve

hesaplamalar sistem hizindadir ve istenen kestirim, K, ile alt drneklenerek elde

edilir. Coklu hizli Wiener-Hopf denklemini matris formunda tanimlamak ig¢in

kestirim hatasi
&,[n] = d[n]-d,[n] (4.53)

olarak belirtilir. & {|gk[n]|2} minimize edecek en iyi filtre katsayilar1 bulunmaya

caligilir. Diklik prensibi yani hatanin gozlem vektorlerine dik oldugu
£ M '
E {ig“[n]gk[n]} =& if,k)[n](d[n] - ig"”[n]hgk)] =0 (4.54)
j=1

kullanilarak ¢oklu hizli Wiener-Hopf denklemleri matris formunda elde edilir. &
degeri <”>1< 'y ifade eder. X,[n] ve X,[n]’in gapraz iligki matrisi (4.49) denklemi

kullanilarak
R = o {xV [ [n]} = DY'R, DY (4.55)
seklinde tanimlanir. Burada li,.j, sistem hizindaki X,[n] ve X [n]’in capraz iliski

matrisidir ve lil.j :g{i[ [n]ij.T[n]} ile ifade edilir. X,[n] ile d[n] arasindaki ¢apraz

iligki vektorii
i = & {9 [nld"[n]) (4.56)

olarak tanimlanir. Burada (4.49) denklemi kullamilarak X [n] ile d[n] arasindaki
gapraz iliski vektorii £\’ =D{F, =D{'E {d[n]if.k)*[n]} olarak yazilabilir. Coklu

hizli Wiener-Hopf denklemi matris formunda (4.55) ve (4.56) kullanilarak elde edilir
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M

D RPN =r" 1<i<M. (4.57)
dt

Jj=1

Iliski matrisi hermityen simetriktir ve lif.jk) :f{y’.‘)*T ile gosterilir. (4.57) denklemi

matris formunda yazilirsa

RY RY e RG] (R
RORE R e s

R RYT R ] [

elde edilir. Minimum ortalama karesel hata yada hata varyansi

* M '
= &{dlnle,[n)} = €4 d[n]| d[n]- Y X [n]h" (4.59)
=
yada

Z~<">Th<k>*, 1<i<M (4.60)

olarak tanimlanir. Ortalama karesel hata o, zamanla peryodik olarak degisir. Coklu
hizl1 sistem i¢in bir basarim 6l¢iistiniin bulunmasi istenirse ortalama hata

K-1 %
ol = (H a,fJ (4.61)
k=0

tanimlanir.
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5. COKLU HIZLI EN KUCUK ORTALAMA KARELER METODU

Bu boliimde bir rastgele siirecin farkli hizlarda 6rneklenmis iki goézlem dizisinden
kestirilmesi incelenecektir. Gozlem dizilerinden biri kestirilen siire¢cle ayn1 hizda,
digeri ise kestirilen siiregten daha diisiik hizdadir. Coklu hizli uyarlamali filtre
algoritmasi agiklanacaktir [50]. Farkli hizdaki gézlem dizilerini kullanarak isaretin
en iyi filtrelemeyle kestirilmesi problemi iliski fonksiyonlarina gore incelenmistir
[46,48]. Bir diger ¢coklu hizli filtre algoritmasi en kiigiik kareler metodu kullanilarak
en 1iyi filtreleme i¢cin Wiener-Hopf denklemlerinin ¢oklu hizli seklidir [47]. En kiiciik
kareler en 1iyi filtreleme problemi, bilinen yada kestirilen ikinci dereceden
istatistiklere degil oOlgiilen veriye dayanmaktadir [59]. Bu metodla arzulanan veri
dizisi ile gozlenen veri dizisi Ol¢iiliir, kaydedilir ve filtre tasarlamak i¢in kullanilir.
En kiiclik kareler metodundaki olgiit, hata terimlerinin karelerinin toplaminin
minimize edilmesidir. En kiigiik kareler algoritmasini kullanan ¢oklu hizli en iyi
filtreleme Therrien ve 6grencileri tarafindan agiklanmustir [47]. Bu filtreyle her iki
gbzlem dizisinin kullanilmasinin sadece yiiksek hizli yada diisiik hizli gbézlem
dizilerinin kullanilmasina goére daha diisiik ortalama karesel hata saglayacagi
gosterilmigtir. Bu bdliimde aciklanacak olan coklu hizli filtre uyarlamali olup
Widrow ve Hoff’un en kii¢iik ortalama kareler (LMS) algoritmasina dayanmaktadir.
6. boliimde bu algoritma uyarlamali giirilti giderme yapisinda kullanilir. Ayrica

sadece diisiik hizl1 gbzlemleri kullanilarak giiriiltii giderme incelenmistir.

5.1 Problem Tanim

Bu kisimda farkli 6rnekleme hizlarindaki sensorlerden alinan bilginin birlestirilmesi
icin yontemler tamitilmaktadir. Bir siirekli zamanli isaret, her biri farkli hizda
ornekleme yapan ve farkli sinyal giiriiltii oranina (SNR) sahip sensorlerle olgiilstin.
Sensorlerden alinan farkli hizda 6rneklenmis ve farkli sinyal giiriiltii oranlarina sahip
veriler en iyi bigimde birlestirilerek orjinal isaretin kestirilmesi amaglanmaktadir.
Sekil 5.1°de iki sensor i¢in kestirim siireci gosterilmektedir. Siirekli zamanli isaret

d(t), glriltili gozlem dizileri iireten iki sensor tarafindan gozlenmistir. Toplamsal
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guriiltii dizileri sirastyla 7,[n] ve 1 [m] ile gosterilmektedir. Farkli &rnekleme
hizlarini belirtmek i¢in farkli ayrik zaman indisleri “n° ve *m ’ kullanilmaktadir. Bir
sensér R kHz hizinda ornekleme alirken digeri R/L kHz o6rnekleme hizinda

calismaktadir. L carpani, iki sensOriin veri hizi arasindaki orandir. Yiiksek

ornekleme hizi, diisiik 6rnekleme hizinin tamsay1 katidir.

n.[n]
x[n]
d[n]
>
) o
T yim]

n,[m]

Sekil 5.1 : Kestirim Siireci

Orjinal igaret d(¢)’nin en iyi kestirimi é’[n] her iki gozlem dizisinin en iyi ¢oklu
hizli filtreye uygulanmasiyla elde edilir. Kestirilen isaret yiiksek hizda 6rnekleme
yapan sensOr ¢ikisindaki gozlem dizisiyle ayn1 hizdadir. En iyi ¢oklu hizli filtre
Wiener filtresi olabilecegi gibi LMS filtresi de olabilir.

xn]——> hn]

Y d
P

Am]———» g [m]

Sekil 5.2 : Coklu Hizli En 1yi Filtrenin En Basit Sekli

Sekil 5.2°de giirtiltiilii iki gozlem dizisinin giris olarak kullanilmast durumunda ¢oklu

hizli Wiener filtresinin en basit sekli verilmistir. Giiriiltiilii gézlem dizileri x[n] ve
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y[m], zamanla degisen dogrusal filtrelere uygulanmaktadir. 4, [n] filtresi x{n] ile
g,[m] filtresi ise y[m] ile ayn1 6rnekleme hizinda calisir. Filtre katsayilar1 ortalama

karesel hatayr (MSE) minimize edecek sekilde secilir ve filtre ¢ikisindaki isaretler
toplanarak kestirilen isaret elde edilir. Filtre katsayilar1 zamanla peryodik olarak
degismektedir. Tablo 5.1°de ¢oklu hizli filtredeki islem gosterilmistir ve her iki

filtrenin birbirine gore konumu verilmistir.

Tablo 5.1: Coklu Hizli Filtredeki islem

Yiiksek Hizli | Distik Hizli
Adim Filtrenin Filtrenin Gosterim
Konumu Konumu
ny
C ° ® &) ° ° °
0 n, m,
—T .
my,
n, +1
] (o ° ° D) o °
1 ny+1 m,
% .
m,
n, I 2
° ° (o ° ° D) °
2 ny,+2 m, 7
.
m,
nof 3
° ° ° (@ ° ° L))
3 ny+3 m,+1
. %
my +1

Diisiik hizli gozlem dizisi ile yliksek hizli gozlem dizisi kullanilarak istenen isaret
yiiksek hizda kestirilmek istenmektedir. Tablo 5.1°de goriildiigii gibi yiiksek hizl
filtrenin derecesi ( P) 4 iken diisiik hizli filtrenin derecesi (Q) 2’dir. Ayrica Tablo

5.1’deki durum i¢in Ornekleme hizlar1 arasindaki oranin (L) 3 oldugu
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sOylenmektedir. Yiksek hizli ve diistiik hizli filtrelerin baslangi¢c noktalar1 sirasiyla

n, ve m, olarak gosterilmektedir. Tablo 5.1°deki filtrelerin ilk konumu i¢in d [7,]

kestirimi elde edilir. 0. adimda d [n,], 1. adimda c?[no +1] degerleri kestirilir. 1.
adimda diistik hizli filtre ayn1 konumunu korurken yiiksek hizli filtre bir birim saga
kayar. Tablo 5.1°de c;?[no +2] ve d [n, +3] kestirim degerlerinin nasil elde edilecegi

gosterilmistir. 3. adimda goriilmektedir ki her iki filtrede baslangictaki gibi aym
konumdadirlar. Kestirim siireci tiim veri boyunca bu sekilde devam eder. En iyi
filtreler dogrusal zamanla peryodik olarak degisen (LPTV) yapidadir. Filtre
katsayilar1 L ile periyodiktir ve L sistem periyodikligini gosterir. Filtrelerin
birbirine gore L farkli sekilleri mevcuttur. Filtreler birbirlerine gore aldiklari her bir
konum i¢in farkli filtre katsayilarina sahiptirler. Coklu hizli filtrenin parametrelerinin

toplam sayis1 L(P+ Q) ’dur. Istenen isaretin kestirimi
. P-1 -1
d[n]= Y h[jxn—j1+ 2. glilylm—i] .1
j=0 i=0

olarak elde edilir. Burada £ indisi filtrelerin zamanla peryodik olarak degistigini

ifade eder ve n indisi
n=Lm+k, k =n(mod L) (5.2)
denklemiyle gosterilir. L . adimdaki filtre katsayilar

h, =[4[0] A1 - h[P-1]], (5.3)

ve

g, =[g[0] gl - glo-1], (5.4)

olarak gdsterilmistir. G6zlem vektorleri

X[n]z[x[O] x[1] - x[n—(P—l)]]T, (5.5)

Ve

yim]=[»0] 1] - ym—(Q-D]] (5.6)
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olarak tanimlanir. (5.1) denklemini matris formunda yazarsak

din]=h'x[n]+g’y[m];  k=n(modL) (5.7)

elde ederiz.

Coklu hizli en kiiciik kareler metodu kullanarak en iyi filtre katsayilarini elde etmek
istenirse bilinen yada kestirilen istatistiksel 6zellikleri degil sadece oOlgiilen veri
kullanilir. En kiigiik kareler ydntemi veriye bagli ydntemdir [47]. Istenen veri

vektoria
d=[d[n,] dln,+1] - dln,+(N-D]] . (5.8)

olarak tanimlanir. Burada, N, orneklerin sayist ; n,, kestirimin baslangi¢ noktasidir.

5.2 Coklu Hizhh Gozlemler Kullanilarak En Kiiciik Ortalama Kareler (LMS)

Filtrelemesi

aciklanacaktir. Kestirilen isaret ile gozlemlerin ayni hizda 6rneklenmedigi durum
icin en iyi filtreleme problemi incelenmistir [45,46,48,50]. En iyi dogrusal filtre

zamanla periyodik olarak degisir.

5.2.1 En kiiciik ortalama kareler metodu

Widrow ve Hoff tarafindan 1960’da gergeklestirilen LMS algoritmasi, stokastik
gradyant algoritmasi olarak da adlandirilir. LMS algoritmas1 ve onun tiirevleri
uyarlamali filtrelemenin genis bir alanmi kapsar. Tek hizlih LMS algoritmasi
uyarlamali filtrelemeye basit bir ¢oziim getirir ve LMS algoritmasinda matris tersi
alma islemi bulunmamaktadir. Bu sebeple LMS algoritmasi tiim uyarlamali dogrusal
filtre algoritmalar1 i¢inde en fazla kullanilan algoritmadir. LMS algoritmasi rekiirsif
bir algoritmadir. Filtre katsay1 vektorii icin baslangic degeri secilir ve katsayilar her
n zaman adiminda yani her yeni gozlemde giincellenir. Eger veri genis anlamda
duragansa ve adim boyu parametresi uygun segilirse filtre katsayilart Wiener-Hopf
denklemleriyle tanimlanan en 1iyi katsayilara yakinsayacaktir. Eger veri genis
anlamda duragan degilse ve zamanla degisiyorsa filtre katsayilar1 en iyi zamanla

degisen filtreyi izlemeye egilimlidir. Eger her iterasyonda gradyant vektor tam olarak
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Olctilebilseydi ve adim boyu parametresi uygun segilseydi, hizli inig(steepest descent)
algoritmas1 kullanilarak hesaplanan katsay1 vektorii gercekten optimum Wiener

¢Oziimiine yakinsayacakti. Gradyant vektorii su sekilde tanimlanir [53,60]:
V[n]=-2p+2Rw[#x] (5.9)

Gradyant vektorii V[n]’nin tam olarak heseplanmasi i¢in R iligki matrisi ve p

capraz iliski vektoriiniin 6nceden bilinmesi gerekmektedir. Ancak, ger¢ekte gradyant

vektorii tam olarak bulmak miimkiin degildir. V[n] gradyant vektorii kestirimini elde
etmek icin iliski matrisi R ’nin ve capraz iligki p 'nin kestirimleri kullanilir. R ve
p ’nin en basit kestirimleri girig vektoriiniin ve istenen isaretin drneklerine dayali ani
kestirimleridir. Gradyant vektoriinlin kestirimi kullanilarak filtre katsay1 vektorii
w nin gilincellenmesi i¢in (5.10) esitligiyle gosterilen yeni bir rekiirsif iliski elde
edilir. d [n] kestirilen isareti x[n] gozlem vektorli yani giris vektorii kullanilarak elde
edilir. Kestirilen isaret a?[n] =w'x[n] ile gosterilir. En kiigiik ortalama kareler

metodu
w[n+1]=w[n]+ ue[n]x[n] (5.10)
e[n]=d[n]-w'[n]x[n]. (5.11)

denklemleriyle ifade edilir. Burada g adim boyu parametresidir. (5.11) esitligi,
katsay1 vektorii w[n]’in simdiki kestirimine dayali olarak kestirim hatasini (e[n])
tanimlar. LMS algoritmasi, d[n] isareti ve x[rn] giris vektoriiniin deterministik

olmas1 durumunda da kullanilabilir. Eger adim boyu degeri uygun segilirse agirlik
katsayilar1 Wiener filtrenin ¢ozlimiine yakin bir ¢dziime yakinsayacaktir. Adim

boyundaki kosul su sekildedir:
0<u<[2/(PRIO])]. (5.12)

Burada P filtre derecesini, R [0] giris isaretinin Oziligki fonksiyonun sifir zaman

gecikmesindeki degeri yani sinyalin giiciidiir.
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5.2.2 Coklu hizh en kiiciik ortalama kareler metodu

Coklu hizli LMS kestirim algoritmasi farkli 6rnekleme hizinda birgok giris isaretinin
oldugu durum igin gelistirilmistir. Bu sebeple c¢oklu hizli durum icin denklemler
biraz daha karmasiktir. Sekil 5.3’de goriildiigii gibi iki giris isareti mevcuttur ve bu

isaretler d[n] arzulanan isaretini kestirmek i¢in birlikte kullanilir.

o

x[n]—» h, din]
Y d Y
A AN
o PP
ylm] - & Y ¢[n]
@
A

Sekil 5.3 : Coklu Hizli LMS Algoritmasinin Basitlestirilmis Diyagrami
x girisi ile kestirim ayni hizdadir. y girisinin hizi, x girisinin hizinin 1/ L ’sidir. h,
ve g, terimleri sirasiyla yliksek hizli ve diistik hizh filtrelere ait katsayr vektorlerini
ifade eder. m diisiik hizli isaretin indisini gosterir. £ =0,1,2,...,L—1 igin n=Lm+k

yazilir. Yiiksek hizli gozlem vektorii ile diisiik hizli gozlem vektorii sirasiyla

x[n]:[x[n] x[n-1] --- x[n—(P—l)]]T (5.13)

yiml=[ylm] ym-1] - m-Q-DIJ (5.14)

seklinde ifade edilir. Burada P ve O, h, ve g, ile gosterilen iki FIR filtrenin

derecelerini gosterir. Kestirim de su sekli alir:
d(n]=h!x(n]+g'y[m]; n=Lm+k. (5.15)

Filtre katsayilar1 periyodiktir. Coklu hizli LMS algoritmasinda katsay1 vektorleri

zamanla giincellenir. Herhangi bir » anindaki katsay1 vektorleri, h, [m] ve g,[m] ile

gosterilir ve kestirim
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d[n) =} [m]x{n]+g}[mly[m]; k=n(mod L) (5.16)

olarak yazilir. Hata e[n], d[n]—c?[n]’e esittir. 4, ve u, adim boyu parametreleri

olmak iizere ¢oklu hizli LMS algoritmasinin filtre katsayilarinin giincellendigi kisim

su sekildedir:

h [m+1]=h, [m]+ p e[n]x[n] (5.17)

g lm+1]=g,[m]+ p,eln]y[m]. (5.18)

Biitiin algoritma adim adim Sekil 5.4°de verilmistir. Zamanla degisen filtrelerin
periyodu L olup yliksek hizli filtre i¢cin PL kadar katsay1 ve diisiik hizli filtre igin
OL kadar katsay1 gereklidir. Yiiksek hizli filtrenin biitiin katsayilari, slitunlar1 her

k=0,1,...,L—1 adimdaki filtreyi gosteren P x L boyutunda
H[{]=| h,[i] h[i] --- h,_[i] (5.19)

matrisyle gosterilir. Sekil 5.4’e bakilirsa kestirilen dizinin her bir degeri i¢in

H[i]’nin sadece bir siitunu giincellenir. Kestirime gozlem dizilerinin n, ve m,
baslangi¢ noktalar1 segilerek baslanir. H[7] nin tiim L siitunu blok blok giincellenir.
Orjinal dizinin her L degerinde belirli bir h, siitunu giincellenir. Benzer islem diisiik

hizli katsayilara da uygulanir. Diislik hizli filtrenin katsayilarinin O x L boyutunda
Gli]=| goli] g [i] - g,,li] (5-20)

matrisiyle gosterilir. Orjinal dizinin her L noktasinda belirli bir g, siitiinu

giincellenir.
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n,,m, BELIRLE

i=0
ylil=[ylm, +i1 -+ ylm,+i—0+1]]
k=0
d,[i]=d[n, +iL+k]

X [i1=[x{n, +iL+k] - x{n,+iL+k—P+1]]

d,[i1=h][ix,[1]+g] [i1y[i]
e,[i1=d [i1-d,[i]

h [i+1]=h,[i]+ e [i]x,[i]

g li+1]=g,[i]+ uelily,[i]
k=k+1
k>(L-1) kadar
i>M kadar

Sekil 5.4 : Coklu Hizli LMS Algoritmasinin Basamaklari

e ]

Jdil ) ] A%///

A
%]
K

A

A

,Uyek[i]

Sekil 5.5 : Coklu Hizli LMS Algoritmasinin Diyagrami
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6. UYGULAMALAR

Bu boliimde Therrien ve 6grencileri tarafindan ¢oklu hizli Wiener filtreleme ve ¢oklu
hizli LMS filtreleme konusunda yapilan calismalar incelenecektir [46,48,50,51].
Yapilan caligmalar diisiik ¢oziiniirliiklii isaretlerden yliksek ¢oziintirliiklii bir isaretin

elde edilmesi ve giiriiltii giderme iizerinedir.

6.1 Coklu Hizlh Wiener Filtresiyle Ilgili Uygulamalar

6.1.1 Orjinal isaretin yeniden elde edilmesi
d[n] ayrik rasgele siirecinin kestirimi problemini ele alalim. d[n] dogrudan
gozlenememektedir ve {x,[m,],x,[m],....x,_[m, 1} ile gosterilen M gdzlem

isareti tarafindan gozlenmektedir. Gézlem isaretleri, d[n] rasgele siirecinin cesitli

bozunum ve girisime ugramis sekilleridir. Probleme ait gozlem modeli Sekil 6.1°de

verilmistir.

n[n]

d[n]—%M» 5 » LK > x[m]

Sekil 6.1 : x[m,] Gozlem lsaretlerinin d[n] Isaretinden Uretildigi G6zlem Modeli

Sekil 6.1°de goriildiigii gibi 7,[n] bagimsiz toplamsal giiriiltii istenen isaret d[n]’e
eklenir. Elde edilen isaret sistem seviyesinde otelendikten sonra alt drneklenerek

x,[m;] gozlem isaretleri elde edilir. Gozlem isaretleri d[n] isaretine gore farklh
hizdadir. Eger istenen isaret d[n] ile x,[m,] gozlemleri birlesik genis anlamda

duragan ise en iyi kestirimi saglayan dogrusal filtreler zamanla peryodik olarak

degisler [25]. Kestirim

R M-1
d[n]=>Y X" [nh"; k=n(modK) (6.1)
i=0
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olarak elde edilir. Burada K sistem periyodudur. ', P dereceli zamanla degisen

filtrenin katsayilarini icerir. Bu problemin analiz kisminda gdzlem isaretlerinin

boliim 3.3.1°de aciklanan d[n]’in maksimum-6rnek seyreltilmis isaret kiimesinden
(maximally-decimated signal set) olustugu diistiniilmektedir ve K, =K olarak

alinmaktadir. Sekil 6.1°e gore gézlem isaretleri

£9[n] = D5 [ (6.2)

olarak elde edilir. s,[#n],
§i[n]=[s[[n] s[n—=1] --- Si[l’l—P[K[-i-l]]T (6.3)
olarak tanimlanir. D(,§k7[>’<) matrisi her bir gozlem vektoriiniin elde edilmesi igin

gerekli olan orneklerin §,[n] vektoriinden alinmasini saglar. Ortalama karesel hatay1

minimize eden en 1yi filtre katsayilari

D (k) D (k) D (k) (k)* = (k)*
Roo R01 "' Ro1<71 ho Lo
R®»T R® ... R® h®* gl
o o TS 0<k<K -1 (6.4)
D (K)*T D (K)*T D (k) (k)* =(k)*
ROK—I R11<71 t RK—IK—] hK—l g

olarak gosterilen Wiener-Hopf denklemleriyle elde edilir. TAMSE (Time Average

Mean-Square Error- Zaman Ortalamali Ortalama-Karesel Hata)

K-1K-1

1 ~ *
o, =R,[0]- e DRI (6.5)

k=0 j=0

olarak yazilir ve o7 ’nin 0<k <K —1 aralifindaki aritmetik ortalamasidir. Wiener-

Hopf denkleminde ve TAMSE ifadesinde kullanilan iliski terimleri

R, =& {5 [nF][n]}, (6.6)
i, =& {dnF ]}, 6.7)
R,[0]= & {d[n}d"[n]}, 6.8)

69



Ve

R =D\ R DT

y

olarak belirtilir.

i

20— pliiz

di K

xék)[n] — hék)

 J

A

k k
x\Fn] > hY
[ )

[ )

[ ]

k k
xz(wll[”] > h/(wll

k=(n),

Orjinal Isaretin Coklu Hizli Wiener Filtresiyle Yeniden Elde Edilmesi

—» d[n]

d[ml g ¥ @ @ - @ o - ¢ oo ¥ &
-5 I
] ] 10 15
16 = G ,
: | i )
1l =)
5 T I
i ) — - :
5 | ¢
] 5
5 ! !
[l 0 9 9 . o i
5 i i
] 4 |4
Sekil 6.3 : Isaretin P=3, K =3 olan FIR Wiener Filtre Kullanilarak G6zlem

Isaretlerinden Elde Edilmesi (n =15,k =0)




(6.4)’deki ¢oklu hizli Wiener-Hopf denklemiyle bulunan filtre katsayilar1 istenen
isaretin kestiriminde kullanilir. Sekil 6.2°de ¢oklu hizli Wiener filtresi kullanilarak
orjinal isaretin yeniden elde edilmesini saglayan blok diyagram verilmektedir. Sekil
6.3’de istenen isaretin n =15 anindaki degerini kestirmek i¢in gdzlem isaretlerine
filtrelerin nasil uygulanacag cerceve i¢ine alinarak gosterilmis ve orjinal isaretin
filtre derecesi P =3, alt oOrnekleme carpani K =3 olan FIR Wiener (filtre
kullanilarak gdzlem isaretlerinden yeniden elde edilmesi resmedilmistir. Istenen

isaret yani orjinal isaret d[n] igin Sekil 6.4’de verilen {iggen isaretini ele alinsin.

SNF=-4.8dB, Alt Ornekleme Carpam K=3, Filtre Uznlugu P=3

15 T T T T |
: : Crjinal
*  Kestirim
R T T i P &v C |
1 } A A
] T T .
.8 : e ™ : AR
dlnl.dn] ¥ 3, Yo . : AR
i i 1 s i Lot i
OF-Skgo--r-dat ™ot CPRE 5 T

- E .:F‘ ! * r #2 ti : i :‘

o i ¥ : Lo e S .
N5k-ean-- WK Tt A D A S S = N WAL -
= %.; ! L : .. : -?

|,|, : ) . 1 ‘I 1 1
1 """"" r=-=-====== Er """""""" T=-~====°=- “ """" T-~====°-- T-===°=°-= ]
oy j j | | | i |
1] il 100 150 200 250 a0a 350 400
f

Sekil 6.4 : En lIyi Dogrusal Filtreleme Kullanilarak Orjinal isaretin Yeniden Elde
Edilmesi(SNR=-4.8dB, Alt Ornekleme Carpani K=3, Filtre Uzunlugu P=8)

d[n] isaretinin maksimum-Ornek seyreltilmis isaret kiimesinden (maximally-

decimated signal set) gozlem isaretleri Uretilir. (6.6)’dan (6.10)’a kadar tanimlanan
iligki terimleri hesaplanir. Wiener-Hopf denklemleri kullanilarak filtre katsayilari

bulunur. Filtre katsayilariyla orjinal isaret yeniden elde edilmeye calisilir. Sekil
6.4°de ‘.’ ile gosterilen isaret orjinal isaretin kestirimi olan c?[n] isaretidir. Sekil

6.5’de ortalama karesel hata (MSE) gosterilmistir.
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Sekil 6.4’¢ ait Ortalama Karesel Hata(MSE)

Sekil 6.5 :
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Sekil 6.6 :  Alt Orneklenmis Giiriiltiilii Gozlem Isaretleri( K

=3)
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Elde edilen ii¢ gozlem dizisi ise Sekil 6.6’da gosterilmistir. Gozlem dizileri, orjinal

isarete 77,[n] bagimsiz toplamsal beyaz gauss giiriiltiiniin (AWGN) ekleme, 6teleme

ve K =3 ¢arpaniyla alt 6rnekleme islemlerinin ardarda uygulanmasiyla elde edilir.
Bu oOrnekte isaret-giiriilti orani(SNR) —4.8dB ve filtre derecesi P =8 olarak
alimmaktadir. SNR, isaretin giiclinlin giiriiltii varyansina orani olarak tanimlanir.
Boylece diisiikk c¢Oziiniirliiklii gozlem isaretleri kullanilarak yiiksek ¢ozlniirliikli

icgen isareti yeniden elde edilmektedir.

6.1.2 Coklu hizh kestirim

Coklu hizli isaret islemedeki problemlerden biri farkli sensdrlerden yada
kaynaklardan alinan gozlemlerin kullanilmasiyla istenen isaretin en iyi kestiriminin

elde edilmesidir. Sekil 6.7’deki gbzlem modelini ele alalim.

nln]

v
— o x[n]

> D VK2, [m]

v{n]

Sekil 6.7 : iki Kanalli Gézlem Modeli

Bu modeldeki iki gozlem isareti farkli 6rnekleme frekansina sahiptir. d[n] ve x[n]
isaretleri yiikksek hizda Orneklenitken x,[m] isareti daha diisiik hizda

orneklenmektedir. Sekil 6.8’de iki gozlem isareti i¢in ¢oklu hizli Wiener filtresinin

blok diyagrami verilmistir.

x[n] — h*[n]

‘ A
?—» d[n]

Sekil 6.8 : iki Kanalli Coklu Hizli Wiener Filtresinin Blok Diyagrami

‘/_‘

x,[m] —» n{[n]
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d[n] sifir ortalamali ve WSS bir siire¢ olsun. x,[n] ve x,[m] gbzlem isaretleri

kullanilarak iki kanalli ¢oklu hizli en iyi filtreyle d[n] istenen isareti kestirilmek
istenmektedir. Kestirim d [1], orjinal isaretle aym hizdadur. (4.51) ile tammlanan h{"’

ve h{" filtre gikislari toplanarak istenen isaretin kestirimi elde edilir. Gézlem

vektorleri sistem hizinda

5" [m]=%,[n], %°[n]=Dy'%,[n] (6.11)
olarak ifade edilir. Burada f(l[n]=[x1[n] x[n-1] - x[n-PF +1]]T ve
iz[n]:[xz[n] x,[n-=1] --- xz[n—PzK+1]]T olarak tanimlanir. P ve P, filtre

derecelerini gostermektedir. d [n], gozlem vektorlerinin dogrusal zamanla peryodik

olarak degisen filtreye uygulanmasi sonucunda elde edilir. (4.52) denklemi

kullanilarak kestirim

X h"
d[n]:[i}k”‘i‘z")r]{ 1 :I:if"”hf")+i§"”h‘2") (6.12)

(k)
hz

seklinde yazilir. En iyi filtrenin diklik prensibini sagladigi yada hatanin gozlem
vektorlerine dik oldugu kullanilarak M =2 i¢in (4.57) denklemi tekrar yazilir.
M =2 igin ¢oklu hizli Wiener-Hopf denklemi

R(k) R(k) h(k)* f‘(k)*
{~ i e e e (6.13)
R Ry, || h; T
olarak yazilr. Rﬁ{) = ﬁn =R}, &) =F,, lig? =R} ve lig) =R kullanilirsa
(6.13) denklemi
K, RO [5, -
RYZC)*T R(zg) h(zk) f"gg)

olarak yazilir. d[n]’in kestiriminde kullanilan Sekil 6.8’deki filtreler dogrusal
zamanla peryodik olarak degisirler. (6.14) denklemindeki h!" ve h{"’ birlesiminden

olusan vektdr P, + P, uzunlugundadir. Kestirim, periyodu alt drnekleme garpan: (K)
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olan LPTV iki filtre ¢ikisinin toplanmasiyla elde edilir. En 1yi filtre Sekil 6.8’de

gosterilmistir. [45]°de ¢oklu hizli Wiener filtrenin diger sekli verilmistir. x,[n] ve
x,[m] goézlemleri kullanilarak minimum ortalama karesel hata (MMSE)’y1 saglayan

kestirim hesaplanir. Minimum hata varyansi yada minimum ortalama karesel hata

(4.59) ve (4.60) ile gosterilmistir. Filtrenin LPTV 06zelliginden dolayr minimum

ortalama karesel hata (o} ), k *nim bir fonksiyonudur. M =2 i¢in minimum ortalama

karesel hata
ol =R, [0]-F h*" —F“Th)" = R [0]-hDTF, —hTEE) (6.15)

olarak tanimlanir. Tek hizli Wiener filtre ile ¢oklu hizli Wiener arasinda MMSE
agisindan bir iligki vardir. Coklu hizli Wiener filtrenin MMSE degeri o, ile tek hizl

Wiener filtrenin MMSE degeri o, 'nin karsilagtirilmasi gerekir. o, sadece yiiksek
ornekleme hizindaki x[n] gozlemini kullanan tek hizli Wiener filtrenin MMSE

degeridir. o7 degeri her zaman o *den kiigiiktiir. (6.14) denklemindeki matris

R R(k)
R® =[ hooon } (6.16)
R Ry

olarak gosterilirse (6.16)’daki kare matrisin tersi

R, +AB"'A” | -AB

RW' = (6.17)

_B'A7 ‘ B

olarak bulunur [53]. Burada A=R,'R%Y ve B=R})-R®7RRY olarak

tanimlanir. (6.17) denklemi kullamlarak filtre katsayilari h{® ve h{""
h{ =R;/F, - AB™ (¥ -A"E,, ), (6.18)
h? =B (£ ~ A7, ) (6.19)

olarak bulunur. h!’ ve h{"’ 'nin bulunabilmesi igin B *nin tersi alinabilmelidir. R*’

tersi almabilir ve pozitif tanimli oldugu i¢cin B de tersi alabilir ve pozitif
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tanimlidir. Tek hizli Wiener-Hopf denkleminin ¢oziimii h, =R;|F,, olup

h” =h, - Ah{" olarak elde edilir. MMSE degerlerine bakarsak ¢oklu hizli

kestirimin daha iyi sonu¢ verdigi goriliir. (6.15) denklemindeki ¢oklu hizli Wiener

filtresine ait MMSE degeri, tek hizli Wiener filtrenin MMSE degeri

o; =R, [0]-h{""F, olmak iizere
o; =0, - (B - A", (6.20)

olarak bulunur. (6.19) kullanilarak (6.20) denkleminin sag tarafindaki ikinci terimin
her zaman pozitif oldugu bulunur [45]. Her iki MMSE degeri de pozitif oldugundan
coklu hizli Wiener filtrenin MSE degerinin her zaman tek hizli Wiener filtrenin MSE

degerinden biiyiik oldugu (a,f <o, ) bulunur. Sifir ortalamali ve WSS d[n] isareti

Sekil 6.7°de gosterildigi gibi iki ayr1 kanal iizerinden farkli 6rnekleme hizlarinda
gbzlemleniyor. Ikinci kanalda K =2 carpamiyla alt 5rnekleme yapilmaktadir. Her iki

gozlem isareti, d[n] isaretinden bagimsiz ve varyansi bilinen giiriiltiinlin istenen
isarete eklenmesiyle elde edilir. Iki gozlem dizisi sistem seviyesinde

x,[n]=d[n]+n[n] ve x,[n]=d[n]+v[n] olarak tanimlanir. 7[n] ve v[n] bagimsiz
beyaz giiriiltii dizilerinin varyansi sirasiyla a}f ve o olarak alimmaktadir. (6.14) ile
gosterilen ¢oklu hizli Wiener-Hopf denklemindeki iliski matrisleri n[n] ve v[n]

giiriiltii dizileri kullamlarak basitlestirilebilir. X\*’[n] gdzlem dizisinin &ziligki matrisi

R, =R}, =& (&[5, [l = & {(dlm-+ i) [+ i) |
{

= &{d[n1d" [n]} + € {d[n]R " [n]} + € {A[n1d7 [n]} + € {fnI0 " [n]] (6.21)

olarak elde edilir ve R,, =R}, kullanilarak (6.21) denklemi R, =Ry +071,

olarak yazilir. Rgﬁ’P‘) iligki matrisi, Toeplitz olup F satir ve F siituna sahiptir.

x{7[n] gdzlem dizisinin 6ziligki matrisi
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R =Ry =€ (X [nI&" [n]} = DR, D" = D€ {&,[n]%] [n]} DY
=DVg {(a[n] +¥[n])(dln] + v[n])*T} DY’ (6.22)

D“‘) (R(KPz KP) | szlKPz )f)(IQT

olarak elde edilir. K =2 i¢in D =D dir. DY -DY” carpimi matrisin boyutunu

mr

yartya boler. DY -DY" yada DY -DY" kullanilmasi arasinda farklilik yoktur.
Boylece (6.22) denklemi

RY) =R, =D (R + 071, ) DY (6.23)
olarak yazilabilir. X"'[n] ve x"[n]’in iliski matrisi

R =R} =& {7 [n]} =R, DY = & {&,[n]&] [n]} DY

=& {(a[n] +ii[n])(dln]+ v[n]) } DY’ (6.24)
R R KPz)D(k)T

olarak elde edilir. (6.24) denklemi
R =R{“DE" (6.25)

olarak yazilabilir. (6.14) denkleminin sol tarafinda yer alan ¢apraz iligki matrisleri
£, = & {dU%, [} = & {dDm(dra+ i) | =7 (6.26)
ve

) = & {dpnRe Tnl) = DY E {dlo) (a1 + 51 |

(k) =(KP;.1)
—D r, "

(6.27)

olarak elde edilir. Coklu hizli Wiener-Hopf denkleminde (6.21), (6.23), (6.25), (6.26)

ve (6.27) matrisleri kullanilarak h®’ ve h{" en iyi filtre katsayilar1 elde edilir. Tlk
olarak transfer fonksiyonu 1/ (1—1.32‘1 +0.4z‘2) seklinde olan 2. dereceden

AR(Ozbaglanimli) modeli ele alalim. 2. dereceden AR model girisine varyansi 1,

77



ortalamasi 0 olan beyaz giiriiltii isareti uygulansin. AR model ¢ikisinda ise d[n]

isareti elde edilir. Tablo 6.1, Tablo 6.2, Tablo 6.3 , Tablo 6.4 ve Tablo 6.5°de farkl
giiriiltii varyanslari i¢in ¢oklu hizli Wiener filtre ile tek hizli Wiener filtre arasindaki
ortalama karesel hata ve filtre katsayilarin 2. dereceden normu

karsilastirilmaktadir.

h{ ve h{" filtre vektorleri igin filtre katsayilarmin 2.dereceden normu(||h||2) filtre
dereceleri B, =6 ve P,=4 oldugu durum igin hesaplanmustir. o, =o; =1 oldugu

durumda h{", h{"’den daha yiiksek agirliga sahiptir ve k=0 durumunda her iki

filtre benzer agirliga sahiptir.

Tablo 6.1: o, = O'j =1 i¢in MSE ve Filtre Katsayilarinin Normunun

Karsilastirilmasi
wse | "], | e,
k=0 0.3950 0.4234 0.3956
k=1 0.6095 0.6346 0.1760
Wiener 0.6547 0.7050 -

O']? yada o’ nin sifir oldugu durumlarda giiriiltiiniin etkilemedigi kanaldaki filtre

katsayilarinin agirlig1 daha fazladir.

Tablo 6.2: 0'5 =0,0” =1 i¢in MSE ve Filtre Katsayilarmin Normunun

Karsilastirilmasi
s Y
k=0 1,1411.107 1022204107
k=1 3,6874.10™" 1.0/ 1,1194.107"
Wiener 1,4211.10™" 1.0 -

Tablo 6.3: o, =0,0, =1 igin MSE ve Filtre Katsayilarimn Normunun

Karsilastirilmasi
(k) (k)
wse | [wi], | e,
k=0 1,0658.10™| 1,6526.107" 1.0
k=1 0.5102 0.5137 0.5664
Wiener 0.6547 0.7050
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o, =1000 yada o, =1000 oldugu durumlarda filtre katsayilarmn agirhig: diisiik

gliriiltii varyansina sahip olan kisimda daha azdir.

Tablo 6.4: o =1000, O'j =1 i¢in MSE ve Filtre Katsayilarinin Normunun

Karsilagtirilmasi
(k) (k)
wse | W), | [ws”],
k=0 0.6543 0.7046| 6,5618.107*
k=1 0.6547 0.7049| 2,5707.10™
Wiener 0.6547 0.7050 -

Tablo 6.5: ¢ =1, 0'5 =1000 icin MSE ve Filtre Katsayilarinin Normunun

Karsilastirilmasi
wse | "], e,
k=0 0.7777] 9,2993.10°* 0.7945
k=1 1.9284 0.0021 0.8085
Wiener 8.1981 0.0153 -

Sekil 6.7°deki gozlem modeliK =2 i¢in ele alinsin. Sekil 6.8’deki ¢oklu hizl

filtrenin dereceleri £, =12 ve P, =8 olarak secilmektedir. Tek hizli Wiener filtrenin
derecesi ise B + P, =20 alinmaktadir ve 2. dereceden AR modelle elde edilen d[n]

isareti kestirilmeye ¢aligilmaktadir. Giiriiltii varyanslar1 o = aj =1 alinmistir.

Istenen isaret d[n] ile ¢oklu hizli ve tek hizli Wiener kullanilarak elde edilen

kestirim isareti c;’[n] Sekil 6.9°da verilmistir. Kestirim islemi 50 kez tekrarlanir ve
(6.5) denklemindeki zaman ortalamali ortalama karesel hata (time averaged mean
square error-TAMSE) hem c¢oklu hizli hem tek hizli Wiener filtre igin
hesaplanmaktadir ve Sekil 6.10 iki filtreye ait TAMSE degerleri
karsilagtirilmaktadir..

Tablo 6.1°de goriildigii gibi o =a§ =1 oldugu durumda k=0 i¢in ¢oklu hizli

Wiener filtrenin MSE degeri 0.3950 iken k =1 igin 0.6095°dir. Ortalama o degeri
0.5022°dir. Tek hizli Wiener filtre icin MSE degeri 0.6547°dir.
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Sekil 6.9 : (a) AR Siire¢ (b) AR Siirecin Coklu Hizl1 Wiener Filtresiyle
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Sekil 6.10 : Coklu Hizli ve Tek Hizl1 Zaman Ortalamali Karesel Hata (TAMSE)
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Sekil 6.11 : Coklu Hizli Wiener Filtreyle AR Siirecin Elde Edilmesi (Alt
Ornekleme Carpan1 K=2)

Sekil 6.10’daki 50 tane TAMSE’nin ortalama degeri Tablo 6.1°deki degerlerle
karsilastirildiginda birbirlerine yakin degerler oldugu goriilmektedir. Coklu Hizli
Wiener filtresi kullanilarak elde edilen TAMSE degerlerinin ortalamas1 0.5029

olarak bulunmustur. Tek Hizli durumda ise 0.6525 bulunmustur.

Sekil 6.11°de d[n] orjinal isareti ve K =2 i¢in elde edilen c;?[n] kestirim isareti
gosterilmektedir. Sekil 6.12°de K =2 igin ¢oklu hizli Wiener filtre kullanilarak elde
edilen MSE ile tek hizli Wiener filtreyle elde edilen MSE gosterilmektedir. Coklu
hizli Wiener filtreyle elde edilen MSE daha diisiik degerlere sahiptir. Sekil 6.13’de
K=2, K=3 ve K=5 i¢in 50 denemeyle hesaplanan TAMSE degerleri
gosterilmektedir. K =2 i¢in hesaplanan TAMSE degerlerinin ortalamast 0.5030 iken
K =3 i¢in 0.5523 ve K =5 i¢in 0.5918 olarak hesaplanmaktadir. Tek hizli Wiener
filtre i¢in ortalama TAMSE degeri 0.6537°dir. Alt 6rnekleme carpant K degeri
arttikca ortalama TAMSE degeri artmaktadir ve daima tek hizli Wiener filtre i¢in
hesaplanan ortalama TAMSE degerinden kiigiik olmaktadir.
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Sekil 6.12 :

TAMSE
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(a) Coklu Hizl1 Wiener Filtreyle Elde Edilen MSE(K=2) (b) Tek Hizli
Wiener Filtreyle Elde Edilen MSE

Sekil 6.13 : (a) K=2 i¢in (b) K=3 i¢in (¢) K=5 i¢cin TAMSE
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Sekil 6.14°’de d[n] lggen isareti ve K =2 ig¢in ¢oklu hizli Wiener filtreyle elde
edilen d[n]’in kestirimi (c? [n]) gosterilmektedir. Sekil 6.15°de Sekil 6.14°deki d[n]

ve d [n] isaretleri kullanilarak elde edilen MSE gdsterilmektedir.

Bahsedilen problem istenen isaretin 6rnekleme hizindan farkli 6rnekleme hizlarina
sahip ikiden fazla gozlem isaretinin oldugu duruma uyarlanabilir. Coklu hizlh

kestirim i¢in Sekil 6.16’deki model goz oniine alinsin.

n[n]
@—» i«Kl e x,[m]
?—» »LKM —»x,[m,, ]
ymd

Sekil 6.16 : Cok Kanall1 Coklu Hizli1 Bir Model

Istenen isaret her kanalda alt orneklenmeden dnce bagimsiz toplamsal giiriiltiiye

maruz kalmaktadir. x,[m,]’e ait alt 6rnekleme ¢arpan1 K, =2’dir. x,[m,]’e ait alt
ornekleme garpam K, =5°dir. Istenen isaret iki sinuzoidden olusan peryodik bir

isaret olsun

d[n]=4cos[0.2zn]+2cos[0.027n]. (6.28)

ki gbzlem dizisi sistem seviyesinde x,[n]=d[n]+n[n] ve x,[n]=d[n]+n,[n]
olarak tanimlanir. Burada 7,[n] ve n,[n] bagimsiz beyaz giiriiltii dizileridir ve

varyanslart SNR (isaret-giiriiltii oran1) degerine gore degismektedir. SNR, -6dB, -3
dB, -1.7dB, 0dB, 1.7dB, 3dB ve 6dB degerlerini almaktadir. (6.28) denklemindeki

istenen isaretin 6ziligki fonksiyonu

R,[I1= 8cos[0.27rl]+2cos[0.02zzl] (6.29)

olarak hesaplanmigtir. Glirtiltii varyansi

84



R,(0)
U; = IO(ZNR/IO) (6.30)

olarak hesaplanir. R,, d[n]’in 6ziliski fonksiyonudur.

Sekil 6.17°da en iyi kestiricinin blok diyagrami verilmis. Ayrica 1. ve 2. kanaldaki

gozlem isaretleri gosterilmistir. Zamanla peryodik filtrelerin dereceleri B, =P, =5

olarak kullanilir.

x[m] ——» hl(k)[n]

X,[m,] ——> hék)[n]

Sekil 6.17 : En Iyi Kestiricinin Blok Diyagram

Sekil 6.18’de (4.59) ve (4.60) kullanilarak hesaplanan sinuzoidal isarete ait hata
varyansi gosterilmektedir. Burada sadece diisiik hizli isaretin, sadece yiiksek hizl
isaretin ve hem yiiksek hem diigiik hizli isaretlerin kullanildig1 ti¢ durum i¢in hata

varyanslar1 karsilastirilmaktadir.

Yiiksek hizli gozlem isareti x,[m,] SNR degerinin 0dB oldugu giiriiltii altinda

gozlenmektedir. Diisiik hizli gézlem isareti x,[m,] SNR degerinin -6 dB ile 6 dB

PR

araliginda degistigi bir ortamda gézlenmektedir.

Sekil 6.18’den tiim SNR degerleri i¢in sadece diisiik hizli isaretin kullanildig
duruma ait hata varyansinin sadece 0 dB SNR altinda gozlenen yiiksek hizli bir
isaretin kullanilmasina gore elde edilen hata varyansindan daha yiiksek oldugu
gozlenmektedir. Hem yiiksek hizli hem diisiik hizli isaretin kullanildigr durumdaki
hata varyansi her iki isaretin tek tek kullanildigr durumdaki hata varyansindan daha
diisiiktiir. Belirli SNR araliginda diisiik hizli isaretin yiiksek hizli isaretten daha kotii

performansa sahip oldugu gosterilmektedir.
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Iki Simisoidal Girig: Vilksek Hizli SME= 0dB

d T

] — SO AR - :
Yiksels Hizl 0 0

Hata I;aret

| Diigiik Hizlt

B T = T
() i i

o WS I et I

4
| Vilksek & Digiik i .

5)[EUSNSNINN Sy S5 S SN DN S

, i i i i

6 4 2 0 2 4 B

Drigtilc Hizla Tzaretin SME Degeri db

Sekil 6.18 : Peryodik Isaret I¢in Hata Varyansi-SNR Grafigi

Coklu hizli teknikler kullanilarak her iki igaretin islenmesiyle 6nemli gelismeler elde

edildigi goriilmektedir. Sekil 6.19°da diisiik hizli isaretin SNR degerinin -6dB oldugu

durum i¢in istenen isaret d[n] ile kestirim isareti aA’[n] verilmistir.

Sekil 6.20°de diisiik hizli isaretin SNR degerinin 6dB oldugu durum i¢in istenen
isaret d[n] ile kestirilen igaret c;’[n] verilmigtir. Yiiksek hizli isaretin SNR degeri

0dB alinmaktadir. Diisiik hizli isaretin SNR degeri arttikca daha iyi kestirim

yapildig1 goriilmektedir.
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6.2 Coklu Hizli En Kii¢iik Ortalama Kareler Metodunun Uygulamalari

Coklu hizli LMS filtresi uyarlamali giirtiltii giderme olarak bilinen uyarlamali girisim
giderme konusunda incelenecektir. Temel giris isareti istenen isaretle girisimin
toplamindan olugsur. Referans girigleri girisimin bozulmus seklidir. Uyarlamali filtre,
referans giriglerini giristeki girisim isaretini (77[n]) kaldirmak i¢in kullanir. Sekil
6.21’de uyarlamali giiriiltii giderme, bir¢cok referans girisinin oldugu duruma
genigletilmektedir. Filtre girisine girisimin farkli hizlarda 6rneklenmis bigimleri yani

referans girigleri uygulanmaktadir.

LMS filtresinin amac1 girisimin iki tane bagimsiz gézlemini kullanarak yiiksek hizli

isarete eklenen girigimi kestirmektir. Sadece y[m] referans isaretinin kullanildig

durumda incelenmistir.

Sekil 6.21°de iki referans giriginin uygulandig1 uyarlamali girisim giderme modeli
verilmigtir. Uygulama olarak ‘hello’ kelimesi kaydedilmis ve bu konusma isareti

ylksek hizli orjinal isaret olarak ele alinmistir.

Girisim
Kestirim Isareti

n Temel Isaret
¢ nin] $ o

Isaret @—W>$——>

(Yiksek Hizli)
Referans Girisleri /4 nin] Hata
x[n]=1,[n] eln]

Bozulmus Girisim _
(Yiksek Hizh) Coklu Hizli LMS Filtresi

(Girisimi Kestirir)

vim]=n,[m]

Bozulmus Girisim
(Diisiik Hizlr)

Sekil 6.21 : iki Referans Girisli Uyarlamali Giiriiltii Giderme

Sekil 6.22(a)’da orjinal konusma isareti gosterilmektedir. Konusma isareti iki saniye
stiresince kaydedilmis ve 22.05 kHz 6rnekleme frekansinda orneklenmistir. Sekil

6.22(b)’de girisim igeren konusma igareti gosterilmektedir.
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Sekil 6.22 : (a) Orjinal Konusma Isareti (b) Girisime Ugramis Konusma Isareti

Girisim isareti iki sinuzoidal tondan olusmaktadir. Girigim isareti konugma igaretinin
yarisina kadar 4.41 kHz’lik sinuzoidal bir tondan, diger yaris1 da 2.205 kHz’lik ikinci
bir tondan olusmaktadir. Referans girisleri girisimin rastgele secilmis katsayilara
sahip l¢iincii dereceden FIR filtrelerden gegirilmesiyle olusturulmaktadir. FIR filtre
katsayilar1 1 ile 10 arasinda diizgiin dagilmis sayilardan elde edilmektedir. Diisiik

hizli gozlem isareti, filtrelemeden sonra alt 6rnekleme yapilarak elde edilmektedir.

Diisiik hizli referans girisi, girisim isaretinin {i¢iincii dereceden FIR filtreden gecip
K =4 ile alt oérneklenmesiyle elde edilir. Yiiksek hizli filtre derecesi (P ) 2’dir.
Diisiik hizli filtre derecesi (Q) de 2’dir.

Sekil 6.23(b)’de hem diisiik hem yiiksek hizli gézlem isaretleri kullanilarak elde
edilen filtrelenmis isaret gosterilmektedir. Sekil 6.24 sadece diisik hizli gézlem
isareti kullanilarak elde edilen filtrelenmis isareti gostermektedir. Referans girisi
olarak sadece diisilk hizli isareti kullanirsak her iki hizdaki referans girislerini

kullandigimiz duruma yakin sonug elde edilmektedir.
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Sekil 6.23 : (a) Orjinal isaret (b) Her Iki Referans Girisiyle Elde Edilen Filtrelenmis
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Sekil 6.24 : Sadece Diisiik Hizl1 Referans Girisi Kullanilarak Elde Edilen

Filtrelenmis Isaret
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Uyarlamal1 giiriiltii giderme i¢in diger bir uygulamada ise istenen isaret d[n] iicgen

isareti  olarak  kullanilsin.  Girisim  isareti  7[n], transfer fonksiyonu

1/ (1 +0.1z7"' = 0.82*2) olan 2. dereceden AR modelden elde edilir.

> x[n]

Yiiksek Hizli Isaret
nn] ——

» FRFltre » K — y[m]

Algak Gegiren Diisiik Hizli Isaret

Sekil 6.25 : Referans Girislerinin Elde Edildigi Blok Diyagram

Referans girisleri Sekil 6.25°da gosterildigi gibi olusturulmaktadir. Sekil 6.26’da
girigim isareti 77[n] ve c¢oklu hizli LMS algoritmasiyla girisim isaretinin kestirimi
nn] gosterilmektedir. Burada adim boyu (2 ) 0.01 alinmaktadir. Sekil 6.27°de adim
boyu («) 0.01 ve 0.02 alinarak Sekil 6.21 c¢ikisinda elde edilen giiriiltiisiiz isaret
aAV[n] gosterilmektedir. Sekil 6.27°de filtrelenmis isaret (aAV[n]) adim boyu 0.01 ve

0.02 degerlerine gore incelenmektedir.

] 00 200 300 400 500 800 YOO @00 S04 1000

] 00 200 300 400 200 B00 YOO ®00 S04 1000

Sekil 6.26 : (a) Girisim Isareti (b) Girisim Isaretinin Kestirimi
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0.01 icin Filtrelenmis Isaret

(a) Istenen Isaret (b) Girisim Isareti (c) u

Sekil 6.27 :

0.02 icin Filtrelenmis Isaret
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Sekil 6.28 :
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Sekil 6.27(a)’da istenen isaret d[n], Sekil 6.27(c)’de x=0.01 i¢in giiriiltiisiiz isaret
d [n] ve Sekil 6.27(d)’de x =0.02 i¢in giiriiltiisiiz isaret d [n] goOsterilmektedir. Sekil
6.28’de 1 =0.01 i¢in ve x=0.02 O6grenme egrileri gosterilmigtir. Sekil 6.28 nin
elde edilmesi i¢in 100 deney yapilmistir. 4 =0.02 i¢in 6grenme egrisinin daha hizl

yakinsadig1 goriilmektedir.
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7. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu ¢alismada Therrien ve 6grencileri tarafindan yapilan ¢oklu hizli istatistiksel isaret
isleme ile ilgili teori ve uygulamalar aciklanmistir. Orjinal isaretin yeniden elde
edilmesinde temel olusturan ¢oklu hizli sistem teorisi belirtilmistir. En iyi filtreleme
teorisinin ¢oklu hizli sistemlere gelistirilmesini saglayan kavramlardan bazilar1 olan
sistem periyodu, sistem hizi ve temel hiz agiklanmistir. Bir ¢oklu hizli sistemde
isaretlerin ortak domende gdOsterilmesini saglayan sistem 1zgarast kavrami
anlatilmistir. Coklu hizli isaret islemede kullanilan temel bloklar hem zaman hem
frekans domeninde gosterilmistir. Coklu hizli sistemler i¢in nedensellik kavrami
belirtilmistir. Bir ¢oklu hizli sistemde kullanilan LPTV filtrelerin giris-¢ikis iliskileri
hem sistem seviyesinde hem isaret seviyesinde incelenmistir. Alt drnekleme ve {ist
ornekleme i¢in matris gosterilimleri verilmistir. Coklu hizli en iyi filtrelemeyle
orjinal bir isaretin yeniden elde edilmesi agiklanmistir. Yeniden elde etme problemi
istenen isaret ile gézlem isaretlerinden olusan ¢oklu hizli bir sistemde diisiik hizli
isaretler kullanilarak yiiksek hizli isaretin kestirim problemi olarak ele alinabilir. Tek
hizli sistemler i¢in bilinen sonuglar ¢oklu hizli sistemlere genisletilmistir. Coklu hizl
Wiener-Hopf denklemlerinin iiretilmesinde indis eslemleme kavrami tanimlanmistir.
Indis eslemleme farkli hizlardaki isaretlerin drnekleri arasindaki iliskiyi tanimlar ve
dogrusal filtrelemede destek bolgesinin belirlenmesinde 6nemli yer tutar. Ayrica ¢ok
kanalli ¢oklu hizli Wiener-Hopf denklemleri gosterilmis ve ¢oklu hizli en iyi
kestiriciyle farkli hizlardaki bir¢ok giris isaret kullanilarak istenen isaret kestirilmeye
calisilmigtir. LMS algoritmasina dayali ¢oklu hizli uyarlamali filtre gosterilmis ve
farkl1 hizlarda 6rneklenmis isaretler kullanilarak istenen isaretin kestirildigi coklu
hizli LMS algoritmas1 agiklanmigtir. Uygulama kisminda ¢oklu hizli Wiener filtresi
kullanilarak orjinal isaretin yeniden elde edilmesi agiklanmistir. Orjinal isaret olarak
{icgen bir dalga da kullanilmustir. Tki kanalli durum igin ¢oklu hizli Wiener filtreleme
incelenmistir. Cok kanalli ¢oklu hizli Wiener Hopf denklemi matris formunda elde
edilmistir. Bu denklemler kullanilarak iki sinuzoidin toplamindan olusan peryodik
bir igaretin iki kanalli coklu hizli en iyi filtrenmesiyle tek bir kanal kullanilarak en iyi

filtrelenmesi performans agisindan karsilagtirllmigtir. Tek bir kanal kullanildiginda
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en 1yi filtreleme daha yiliksek hata varyansina sahiptir. Coklu hizli LMS filtre
kullanilarak uyarlamali giirtiltii giderme iglemi yapilmistir. Girisimin sadece diisiik
coziinlirliiklii gozlemler kullanilarak kaldirilabildigi gézlemlenmistir. Bu filtrenin
avantaj1 diisiik hizli gozlemler kullanilarak yiliksek hizli isaretin kestirilebilmesidir.
Coklu hizl istatistiksel isaret isleme alaninda bir¢ok arastirma konusu mevcuttur. En
1yi filtrelemenin diger sekilleri arastirilabilir. Coklu hizli yinelemeli en kiiciik kareler
(RLS) metodu ¢oklu hizli LMS metoduna dayanarak gelistirilebilir. Bu filtrelerin
kafes (lattice) gosterilimlerinin arastirilmasi daha sonraki adimi olusturabilir. Bir
coklu hizli sistemde igaretler arasindaki iliskiyi tanimlamak i¢in birgok sonug elde
edilmistir. Bu sonuglar ¢oklu hizli sistemlerin ikinci dereceden moment analizinde
kullanilmigtir, fakat ikinci dereceden moment iligkileri tamamiyle anlagilmamistir.
Coklu hizli sistemlerin ikinci dereceden momentler hatta yiiksek dereceden
momentlerinin belirlenmesi 6nemli bir adim olacaktir. Bu tiir sistemlerin frekans
domeni 6zellikleri de 6nemlidir. Bu ¢alismada ¢oklu hizli sistemin yapisini olusturan
isaretlerin 6rnekleme hizlar1 tamsay1 degerli olarak sinirlandirilmistir. Bu ¢aligmada
anlatilan teori Ornekleme hizlarinin reel degerli olacak sekilde genisletilebilir.
Anlatilan ¢oklu hizli istatistiksel ve uyarlamali filtreler tek boyutta degil de iki
boyutta gergeklestirilebilir. Kullanilan en iyi ¢oklu hizli filtre FIR filtredir. Bununla
birlikte ileriki ¢calismalarda ¢oklu hizli filtreleme teorisi IR filtre i¢in uygulanabilir.
Coklu hizli sistemlerdeki diger bir calisma alani da kafes yapilaridir. Kafes yapilar
izerine bazi ¢aligmalar yapilmaktadir; fakat ¢oklu hizli dogrusal 6ngorii gibi kafes
teorisinin ¢oklu hizli durum igin gelistirilmesi gerekmektedir. Zaman domeni
teknikleri kullanilarak ¢oklu hizli sistemlerin en iyi filtrelenmesine yeni ¢oziimler
getirilebilir. [52]’te gosterildigi gibi en iyi ¢oklu hizli filtreleme kavramlar1 2 boyutlu

isaret islemeye gelistirilmektedir.
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