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BAZI OLCULU FONKSiYON UZAYLARI VE OZELLIiKLERI
OZET

G bir metriklenebilir yerel kompakt Abel grubu olmak iizere ilk olarak

Lip(&, pq) ve lip(a, pq) seklinde gosterilen Lipschitz-Lorentz uzaylari tanimlanip,

bazi temel ozellikleri gosterildi. L'(G) uzayindan A uzaymna tanmimlanan carpanlar

uzay1 (L (G),A) ve lip(ar,pg) uzaymm relatif tamlamas lip(a, pq) ile

gosterildiginde (E(G),lip(a,pq)), W, Lip(a, pq), (U(G),Lip(a,pq))
uzaylarinin  izometrik izomorf oldugu gosterildi. Ikinci bélimde ise Lorentz
uzaylarindan LA, (@, pq;G) ve LA (&, pqg;G) bigiminde gosterilen Lipschitz-Lorentz-
Zygmund siniflarina giden carpanlar uzayi incelendi.

Ugiincii boliimde G bir yerel kompakt Abel grup, A ise onun iizerinde bir Haar

olgimii oldugunda B (G)=L, (G)NL(p,q,w,du)(G) uzaymmn temel ozellikleri

r.p.q

incelendi. Bir sonraki boliimde, B (Rd) uzaylar1 arasindaki kompakt gomiilmeler

Wy

i¢in yeterli kosullar arastirildi. Besinci bolimde ise B':"> (G) uzaylarinin 6zel bir hali

rp.q

olan B, , (G) uzaylari iizerinde tanimli carpanlar uzay incelendi.

Son béliimde L(p,q)(G) uzay iizerindeki ¢arpanlar uzayi, Banach cebiri olan

bazi uzaylar lizerindeki ¢arpanlar uzay1 olarak belirlendi.

Anahtar Kelimeler: Lipschitz-Lorentz uzaylari, Lipschitz-Lorentz-Zygmund siniflari,

agirlikli Lorentz uzaylari, kompakt gdmiilme, 6l¢iilii fonksiyon.



SOME TEMPERATE FUNCTION SPACES AND THEIR PROPERTIES
ABSTRACT

Let G be a metrizable locally compact abelian group. It was firstly defined that
the spaces (Ll (G).lip(e, pq)), W Lip(a, pq), (L1 (G).Lip(«, pq)) are
isometrically isomorphic where Lip(a, pq) and lip(a, pq) denote the Lipschitz-

Lorentz spaces defined on G . (Ll (G),A) is the space of multipliers from L (G) to A,

and m denotes the relative completion of lip(a, pg). In the second part, the
space of multipliers from Lorentz spaces to Lipschitz-Lorentz-Zygmund classes
LA, (@, pqg;G) and LA, (@, pq;G) is characterized.

In the third part, G is assumed to be a locally compact abelian group with Haar
measure A . Firstly, some basic properties of B"": (G)=L, (G)NL(p,q,w,du)(G)
spaces are discussed. Then in the fourth part of this thesis, the necessary conditions for

compact embeddings of the spaces B™ (]Rd) are showed. In the fifth part, the

multipliers space of B, , (G )., special case of B> (G), is investigated.

In the last part, the space of multipliers on L(p,q)(G) is examined and

characterized as the space of multipliers of certain Banach algebra.

Key Words: Lipschitz-Lorentz spaces, Lipschitz-Lorentz-Zygmund classes, weighted

Lorentz spaces, compact embedding, temperate function.
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SIMGE VE KISALTMALAR LISTESi

Lf : f fonksiyonunun sol 6telemesi

G : G grubunun karakter grubu

} : f fonksiyonunun Fourier doniisiimii

K : Vektor uzayinin cismi

* : Girigim iglemi

= : Izometrik izomorfizma

< : Onde gelme bagimtist

(h.h.h.) : hemen hemen heryerde

supp f : f fonksiyonunun destegi

f=0(g) . L oram sy
8

f=o(g) : é oraninin limiti sifir

Hom, (X.Y) : X uzaymdan Y uzayma tanimlanan siirekli S -modiil
homomorfizmlerinin uzayi

M (A) : A Banach cebiri lizerindeki ¢arpanlar uzay1

(A,B) : A uzayindan B uzayina giden ¢arpanlar uzay1

R4 : d —boyutlu Oklid uzay

N : Dogal sayilar kiimesi

C : Karmasik sayilar kiimesi



1. GiRiS VE LITERATUR OZETi

Bir f: AcR — R fonksiyonu verilmis olsun. Eger her x, ye A icin

|f (x)=f (y)| < L]x—»)|

olacak sekilde bir L >0 sabiti bulunabiliyorsa, f fonksiyonu Lipschitz kosulunu
sagliyor, denir. Ik defa R.O. Sigismund Lipschitz tarafindan ortaya koyulan bu kosul

daha sonra Holder tarafindan genellestirilmistir. Soyle ki [a,b] araligindan R

kiimesine tanimlanan f fonksiyonu ve herhangi x,ye [a,b] icin

|1 (x)= £ (3)| < Alx—y["
olacak sekilde A>0 ve «e (0,1] sayilar1 varsa f fonksiyonu ¢« iissel mertebeli

Holder kosulunu sagliyor, denir. Ozel olarak a =1 icin Lipschitz kosulu elde
edilmektedir.

Lipschitz uzaylarinin tarihsel gelisimi i¢cinde M. H. Taibleson ( J. Math. and
Mech., 13(13), 407-480, 1964, J. Math.and Mech.,14(5), 821-840, 1965) , S. M.
Nikolskii ( Russian Math. Surveys, London Math. Soc, 16(5), 55-104, 1961 ) ve J.
Peetre ( Ann. Inst. Fourier, Grenoble 16(1), 279-317, 1966 ) calismalarinin onemi
biiytliktiir. Fakat ilk olarak Lipschitz uzaylar1 Zygmund [41, Ch.1,2] c¢aligmasinda
goriildii. Bu calismada O<a <1 ve fe L’ [O, 271'] oldugunda 1< p <o igin

e Y
a’<f;5>=:j;g{gﬁ) |f (k)= f () dx}

ifadesi f fonksiyonunun siireklilik modiiliiniin integrali olarak tanimlandi. Burada

feA[0,27] = Lip (e, p) olmasi igin gerek ve yeter kosul @(f;8) = 0(5"’) olmalidir

ifadesi gosterildi. Yine p=oo icin @, (f;6)= sup |f(x)—f (x2)| ile gosterilen

|5 —x,|<6
stireklilik modiilii tanimlandi. Bunun 6nemli bir sonucu olarak, f e A’ fonksiyonunun

Poisson integralinin elde edilmesi i¢in gerek ve yeter kosullar gosterildi. M. H.

Taibleson ( J. Math. and Mech., 13(13), 407-480, 1964 ve J. Math.and Mech.,14(5),



821-840, 1965) calismalarinda ae R* ve fel’ (]R”) fonksiyonu i¢in 1< p<oo

oldugunda f e A(a; p,q) olmast igin gerek ve yeter kogulun

{JR,,Uhr“uf(m)—f(x)H,,,J d”} <en

W
oldugunu elde etti. Yine g=o ve O<a<1 i¢in A(a;p,q)=Lip(a, p) oldugunu
gosterdi. Yine Zygmund [41] caligmasini referans alarak f € A(«; p,q) fonksiyonunun
Poisson integrali icin gerek ve yeter kosullar bulundu.

Bunlarin yani sira, 1935 yilinda E.S.Quade ( Bulletin of the American
Mathematical Society. Volume 41(2), 83-84, 1935) calhismasinda 0< <1 igin (a,b)

araliginda tammlanan Lip(e, p) uzaylarinin birlesiminin L’ (a,b) uzayinda birinci
kategoriden oldugu gosterildi. Yine H.Mirkil ( Canadian Journal of Mathematics, 12,
674-685, 1960 ) calismasinda Zygmund [41] caligmasinda tanimlanan Lipa ve lipo
uzaylar1 incelendi ve lipa uzaymin trigonometrik polinomlar tarafindan gerilen, Lipa

uzayinin kapali dogrusal bir alt uzay1 oldugu gosterildi. Yine bu uzaylarin Banach uzay1

oldugu ve kompakt kiime iizerinde lipax uzayinin ikinci topolojik dualinin Lipa uzayi

oldugu K.D.Leeuw ( Studia Mathematica, 21, 55-63, 1961) calismasinda gosterildi.
D.R. Sherbert (Pacific Journal of Mathematics. Volume 13(4), 1387-1399, 1963)

calismasinda (X ,d) bir metrik uzay ve bu uzay iizerinde tanimli, karmagik degerli,
sinirht fonksiyonlar uzay1 Lip(X,d) oldugunda, bu uzaylarin Banach cebiri oldugu

gosterildi ve Lipschitz cebirleri ad1 altinda incelendi. Yine metrik uzay iizerinde tanimli
vektor degerli Lipschitz fonksiyonlarinin Banach uzayr J.A.Johnson tarafindan (
Bulletin of the American Mathematical Society. Volume 75(6), 1334-1338, 1969)
calismasinda incelendi. Grup olmayan R" uzayinin birim kiiresinin yiizeyinde tanimli

Lipschitz uzayr H.C.Greenwald tarafindan (Pacific Journal of Mathematics. Volume

50(1), 63-81, 1974) cahsmasinda incelendi. (S,d) bir metrik uzay, ae (0,1)
oldugunda Lip (S , d”’) uzay1 Jerry A. Johnson (Pacific Journal of Mathematics. Volume

51(1), 177-186, 1974) ¢alismasinda incelendi. Bu caligmada lip(S,d”’) uzayimin c,



uzayina, Lip(S ,d“) uzaymin /_ uzayma izomorf olan birer alt uzaylarimin oldugu

gosterildi.
G bir yerel kompakt Abel grup olmak iizere, Burnham ve Goldberg ( Bull. Inst.
Math. Acad. Sinica V.2, 1974, 153-164 ), Goldberg ve Seltzer (J. Math. Anal. Appl.

V.59, 1977, 488-497) calismalarinda L (G) uzaymdan bir S(G) Segal cebirine olan

carpanlar uzay1 calisgildi. Feichtinger (J. Math. Anal. Appl. V.61, 1977, 341-358)

calismasinda L' (G) uzayindan bir homojen Banach uzayina olan garpanlar uzay: ile

ilgili sonuclar elde edildi. Yine G bir metriklenebilir yerel kompakt Abel grup olmak

tizere, Bloom [1] ile Zygmund [41] caligmalarindan esinlenerek Feichtinger [10] ve
Quek ve Yap [29, 30] calismalarinda Lipschitz kosulu [’ (G) Lebesgue uzaylarina
genellestirildi ve lip(a, p), Lip(e, p) ile gosterilen Lipschitz uzaylari tanimlandi.

Yine bu ¢alismalarda Lipschitz uzaylarinin bazi temel 6zellikler incelendi.
Bu tezin bulgular boliimiiniin birinci kisminda yukaridaki ¢alismalara ek olarak

Blozinski [2, 3], Ferreyra [12], Hunt [17] ve Wang [36] calismalarindan yararlanilarak

once Lip(a, pq), lip(a, pq) sembolleriyle gosterilen Lipschitz-Lorentz uzaylari
tanimlandi ve Lip (e, pq) uzayinda maksimal homojen Banach uzay arastirildi. Daha

sonra lip(&, pq) uzayimn L'(G) uzayi iizerinde Banach modiil olma 6zelligi verilip,

carpanlara ayrilma (factorization) dzellikleri incelendi. Ikinci kistmda, Quek ve Yap’in

[30] calismasinda  genel  Oteleme  operatorlerini  kullanarak ~ tanimlanan
LA, (e, p;G), LA, (e, p;G) ile gosterilen Lipschitz-Zygmund siniflari, Blozinski [2,
3], Hunt [17], O’Neil [27] ve Saeki ve Thome [35] calismalariida kullanarak

LA, (e, pqg;G), LA (a,pq;G) ile gosterilen Lipschitz-Lorentz-Zygmund simflari
tanimlandi ve bazi 6zellikleri verildi. Quek ve Yap’in [30] ¢aligmasinda bulunan L’ (G)
uzaylarindan LA*(a, »:G), LA(e, p;G) Lipschitz-Zygmund simiflarina tanimlanan
carpanlar uzayi, benzer teknikle L(p,q)(G) Lorentz uzaylarindan LA, («, pg;G),

LA (e, pq;G) Lipschitz-Lorentz-Zygmund simiflarma tanimlanan carpanlar uzayina

genellestirildi.



Bu calismada kullanmlan w agirlik fonksiyonu tamimi ilk defa A. Beurling
tarafindan ( LX. Congre’s Math. Scand., Helsinki, 1938, 345-366) calismasinda

verildiginden Beurling agirlik fonksiyonu olarak da bilinir. Ayrica bu agirlik fonksiyonu

kullanilarak tanimlanan L, (G) ile gosterilen agirlikli L' (G) uzayida Beurling cebiri

olarak adlandirilir. Benzer sekilde L (G)ile gosterilen agirlikli L” (G) uzaylarinin bazi

ozellikleri [13, 26] calismalarinda incelendi. Yine w herhangi bir agirlik fonksiyonu
oldugunda H.M. Chung, R.A. Hunt ve D.S. Kurtz ( Indiana Univ. Math. J., V.31(1),
1982, 109-120), E.Sawyer ( Trans. Amer. Math. Soc., V.281(1), 1984, 329-337) , [7] ve

[12] calismalarinda g Olciimii yerine wdu Olgiimii alinarak olusturulan ve

L(p,q,wdu)(G) ile gosterilen agirhikli Lorentz uzaylarinin temel 6zellikleri incelendi.
Ayrica [37] calismasinda iki Lebesgue uzayr olan L (G) ve L*(G) uzaylarmin
kesisimi incelendi. Buradan hareketle L(p,q,wdu)(G) agirhikli Lorentz uzaylar ile

L’ (G) agirhkh Lebesgue uzaylarin kesigimi iigiincii bolimde B (G) uzayr adi

altinda incelendi.

Fonksiyon uzaylarindaki kompaktlik kavrami genellikle Arzela —Ascoli teoremi
ile betimlendi. G bir yerel kompakt Abel grup oldugunda L”(G) Lebesgue
uzaylarindaki kompaktlik kavrami ilk defa A.Weil ( L’integration dans les Groupes
Topologiques. Hermann, 2.ed., 1965) calismasinda ele alindi. E.C.Lawrence ( Partial

differential equations. Providence, RI: American Mathematical Society, 1998) ve

M.Rennardy ve R.C.Rogers ( An Introduction to Partial Differential Equations. Berlin:

Jve (v

Springer-Verlag, 1992) calismalarinda ise (X , Y) iki normlu uzay ve

X cY oldugunda X wuzaymin Y uzayina kompakt gomiilmesi i¢cin C >0 bir sabit
oldugunda her bir xe X icin ||x||y <C ||x||X olmasi ve X wuzayindaki her sinirh

kiimenin Y uzayinda 6nkompakt olmasi sartlar1 kullanildi. Yine Y bir Banach uzayi

oldugunda gomiilme ( birim ) doniisiimii i: X — Y kompakt operatdr adini aldi.

Giirkanl, [14] calismasinda A’ (R") uzaymi tanmimlayip bu uzaylardaki kompakt

w,o

gomiillmeler icin gerekli kosullart arastirdl. Buradaki teknikler B™ (]R")

uzaylarindaki kompakt gomiilmeleri inceledigimiz dordiincii boliimde kullanildi.



1:W2

" (G) uzaylarmn ozel bir

Bu tezin bulgular boliimiiniin besinci kisminda B”

hali olan B, (G) uzaylar iizerindeki garpanlar uzay, [21, 22, 23] caligmalarinda da

kullanilan farkli bir teknikle ¢alisildi. Yine tezin bulgular bdliimiiniin altinci kisminda

da kullanilan bu teknik ilk defa McKennon ve Griffin [21, 22, 23] tarafindan verildi.

Bu teknige gore, Banach cebiri olmayan L” (G) Lebesgue uzaylar iizerindeki carpanlar
uzay1, L’ (G) uzaylarinda girigim isleminin tammli oldugu, her yerde yogun bir alt uzay
olan (8lgiilii) temperate L (G) olarak adlandirilan L} (G) uzaylar iizerindeki carpanlar

uzay! ile ifade edilebilir. L'(G), L’ (G) ve L(p,q)(G) uzaylan iizerindeki carpanlar
uzay1 daha once [5, 19, 21, 22, 23, 35] calismalarinda incelendi. McKennon ve Griffin
[21, 22, 23] ¢alismalarinda L”(G) Lebesgue uzaylari iizerindeki garpanlar uzayu,

L (G) iizerindeki ¢arpanlar uzayina izometrik izomorf bulundu. Altinct kisimda ise bu

yapilanlar L(p,q)(G) Lorentz uzaylari i¢in incelendi.



2. GENEL BIiLGILER
Bu boliimde tezde kullanilacak olan 6nemli tanimlar ve teoremler tanitilacaktir.

2.1.Tanmm: X bir topolojik uzay, E bir vektor uzayr f fonksiyonu da X kiimesinden

E uzayma tanimh olmak iizere
{xe X| f(x)iO}

seklinde tanimlanan kiimenin kapanisina f fonksiyonunun destegi denir ve bu kiime
Suppf ile gosterilir.
X bir yerel kompakt uzay olmak iizere X {izerinde tanimli, karmasik degerli,

stirekli ve kompakt destekli fonksiyonlarin vektor uzay1 C, (X ) ile gosterilir [34].

2.2.Tanim: G bir yerel kompakt Abel grup olmak iizere G iizerinde tanimli ve
asagidaki kosullar1 saglayan pozitif regiiler # Borel dlciimiine Haar 6l¢iimii denir,

i. EcG kompaktise #(E)<oco

ii. Her E c G kompakt alt kiimesi ve Vxe G icin u(x+E)= u(E).

Yine her yerel kompakt Abel grubu iizerinde bir tek Haar 6l¢iimii vardir [18, 31].

2.3.Tanim: X bir topolojik uzay olsun. X uzayindaki tiim ag¢ik kiimeleri kapsayan bir

B en kiiciik o —cebiri vardir. Buna Borel cebiri, f nin her elemanina da bir Borel
kiimesi denir.

(X,B) ociilebilir uzay, (Y,7) bir topolojik uzay olmak iizere f:X —Y bir
fonksiyon olsun. Her Vez igin f'(V)e B oluyorsa f fonksiyonuna Borel

oOlciilebilir fonksiyon denir.

f ve g fonksiyonlar1 G yerel kompakt Abel grubu iizerinde birer Borel

fonksiyonlar olsunlar. Bu fonksiyonlarin girisimi f * g seklinde gosterilir ve

(Fxg)(x)=[f(x=y)g(y)dy

G

bi¢ciminde tanimlidir. Bu girisim isleminin tanimli olabilmesi i¢in



[1£ (x=v) g (y)dy <o

G

olmalidir [34].

2.4. Tanim: (B,” . ||B) bir Banach uzayr olsun. Her fe B ve Vx,ye G icin
L f(x)= f(y"lx)e B (Ryf(x) = f(xy)e B) ise B uzayi otelemeler altinda sol (sag)
degismezdir, denir. Yine B uzayi 6telemeler altinda degismez ve HLy f ”B = || f ||B kosulu

saglaniyorsa B uzayi 6telemeler altinda kuvvetli degismezdir, denir [11, 13].

2.5.Tanim: X,K cismi lizerinde bir vektor uzay1 olsun. Eger X uzay iizerinde bir ¢

islemi her x,y,ze X veher @, € K igin

i x0(y0z) = (x0y)0z
ii. x<>(y z) (xOy) (sz)

iii.  (ax)0(By) = aB(x0y)

kosullarini sagliyorsa, X kiimesi K cismi tizerinde bir cebirdir, denir. Eger K =C ise

X uzayina karmagik cebir denir.
(X ,||||) bir normlu uzay olsun. Eger X, K cismi lizerinde bir cebir ve her
x,ye X icin
0] -
esitsizligi saglaniyorsa, X cebirine K cismi iizerinde bir normlu cebir denir. Ozel

olarak (X A ) normlu uzay1 bir Banach uzayi ise X cebirine Banach cebiri denir [20].

2.6. Tanim: (A,” : ||) normlu cebirinde bir (ea) ag1 verilmis olsun. Eger her xe A

ael

i¢in lim(e,x)=x (lim(xe,)=x) saglaniyorsa (ea )mE , agma A normlu cebiri i¢in sol

(sag) yaklasik birim denir. Eger (ea )we , hem sol, hem de sag yaklagik birimse (ea)

ael

agima A normlu cebirinin yaklagik birimi denir. Buna ek olarak her o€/ igin



||ea||SM olacak sekilde bir M >0 sayist varsa, (ea) agma A normlu cebiri icin

ael

sinirh yaklagik birim denir. Ayrica, M =1 ise minimal yaklasik birim adin1 alir [7].

2.7.Tanimm: (B,

||) bir Banach uzay: olsun. Eger her fe B, xe G icin L fe B ve

L.f

|=|| f || kosullart saglaniyorsa B uzayma G iizerinde bir yar1 homojen Banach
uzay1 denir. Bunun yani sira G grubundan (B,” : ||) uzayina giden x — L_f doniisimii

siirekli ise (B,” . ||) uzayma G grubu iizerinde homojen Banach uzay1 denir [36].

1< p<oo olmak iizere (L” (G), ”,,) Lebesgue uzaylar1 Homojen Banach

uzaylaridir. Ayrica H (G),B(G) uzayinda bir homojen Banach uzay1 ve D(G), B(G)
uzaymda herhangi bir homojen Banach uzayi oldugunda D(G)c H (G) ise H(G)

uzayina B(G) uzayinda bir maksimal homojen Banach uzayi denir. Her B(G) yar

homojen Banach uzayinin i¢inde bir maksimal homojen Banach uzayi vardir. Daha

kesin olarak, B (G) kiimesi G den B(G) uzayma giden x — L _f doniisiimiiniin
0e G noktasinda siirekli oldugu fe B(G) elemanlarinin kiimesi olsun. Bu takdirde

B.(G), B(G) uzayinda bir maksimal homojen Banach uzayidir [36].

2.8.Tanim: (B,

. ”3) bir Banach uzayi ve (A,” . ||A) bir Banach cebiri olsun. AX B den

B icine tamimlanan ® islemi asagidaki 6zellikleri saglarsa B uzayr A uzayi iizerinde
bir sol Banach modiilii veya sol Banach A -modiiliidiir, denir.

Her f,ge A ve h,ke B i¢in

i (f+g)®h=(f@®n)+(g®hn), fRMh+k)=(f®n)+(f ®k)
ii. (fg)®h=f®(g®h)

iii. VaeC icina(f®h)=af ®h=f®ah

iv. e, <|f],[,.

Bunun yam sira B, A iizerinde bir ideal ve A cebiri tizerindeki isleme gore bir Banach

modiilii ise B uzaymna A cebirinde bir Banach ideali denir [36].



2.9.Tanim: X bir sol Banach A -modiil olmak iizere

AX :{axl ae A, xe X}

kiimesinin gerdigi uzaymn kapamisina X modiiliiniin esas kismi denir ve X, ile

gosterilir. Eger X = X, ise X modiiliine esas sol Banach A -modiilii denir [7].

(A,” : ||A) bir Banach cebiri (e,) ~ agi da onun bir yaklagik birimi olsun. Bu

ael
takdirde bir X sol Banach A -modiiliiniin esas Banach A -modiil olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul her xe X i¢in lime,x = x olmasidir [7].
a

2.10.Teorem (Module Factorization Theorem) :(A,” : ||A) sinirh yaklasik birime sahip

bir Banach cebiri ve (X ,|| . ||X) bir Banach A- modiil olsun. Eger AX, X uzayinda

yogunsa AX = X olur [7].

2.11.Tamm: V ve W birer Banach S -modiil olmak iizere her se § ve ve V icin
fsv)=s£(v)

esitligini saglayan f:V — W smirli ve dogrusal fonksiyonuna siirekli S -modiil
homomorfizmasi (¢arpan) denir. Yine V uzaymdan W uzaymna giden tiim siirekli S -

modiil homomorfizmalarinin uzayr Homg (V,W) (veya M (V,W)) ile gosterilir. Ayrica

bu uzayin operatér normuna gore bir Banach uzayi oldugu biliniyor [19, 32].

2.12.Tammm: G bir yerel kompakt Abel grup, (B,||-||B) ise E(G) uzaymin asagidaki

kosullar1 saglayan bir alt cebiri olsun.

i. (B, || . ||B) bir homojen Banach uzayidir.
ii. (B,” : || B) uzayi || : || 52 || . ||1 normuna gore Banach cebiridir.
iii. (B,” . ||B) uzayt L (G) uzaymda || . || , normuna gore her yerde yogundur.

Bu takdirde (B,

: || B) uzayma Segal cebiri denir [31, 36].



2.13.Tamm: (B, -||B) bir Banach uzayr olsun. Her fe B, xe G ve te G icin

M, f(x)=(x.t) f(x)olmak iizere M, f(x)e B ise B uzayi karakter degismezdir,
denir. Yine B karakter degismez ve ||Mr f ||B :|| f ||B kosulu saglaniyorsa B kuvvetli

karakter degismez denir [13].

2.14.Teorem: E ve F birer Banach uzay1 olsunlar. Eger E—— F fonksiyonu
dogrusal, siirekli, birebir ve ortense bu u fonksiyonu E uzayindan F uzayina bir
homeomorfizmadir [4].

Bu teoremin sonucu olarak, herhangi bir E vektor uzayr hem F, hem de P,
normuna gore bir Banach uzay1 ise B, ve P, normlar1 denktir. Ayrica E, bu normlardan

birine gore Banach uzayi, digerine gore Banach uzay: degilse £ ve P, normlar1 denk

degildir.

2.15.Tammm: Bir G yerel kompakt grubu iizerinde tanimli reel degerli bir w

fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglasin:
i.  Her xe G icin w(x)21,
ii. Her x,ye G icin w(xy)<w(x)w(y),

iii.  w fonksiyonu 6l¢iilebilir ve yerel sinirli.

Bu takdirde w fonksiyonuna Beurling agirlik fonksiyonu denir. Bundan yararlanarak

L (G) ile gosterilen agirlikli Lebesgue uzaylari
1.(G)={/ : fwe I (G))
bi¢iminde tanimlanir. L (G) uzay1

oo = (Uf(x)r’ w? (x)d,u(x))/p

normuna gore bir Banach uzay1 olup, p =1 icin bu uzay girisim islemine gore bir

|7

Banach cebiridir ve Beurling cebiri olarak adlandirilir.

G lzerinde tanimh iki w,,w, agirlik fonksiyonu verildiginde eger her xe G

i¢in w, (x) < Cw, (x) olacak sekilde C >0 sayist varsa w,, w, agirlik fonksiyonundan



onde gelir denir ve w, < w, seklinde gosterilir. Eger w, <w, ve w, <w, ise w, ve w,

agirlik fonksiyonlart denktir denir ve bu durum w, = w, simgesi ile gosterilir [11, 13].

2.16. Tanim: G bir yerel kompakt Abel grup, # onun lizerinde bir Haar 6l¢iimii olmak
tizere bir (G,u) olgiim uzayi verilsin. Yine herhangi bir f fonksiyonu G iizerinde
M —0lciilebilir bir fonksiyon olmak {iizere bir ﬂf () fonksiyonunu herhangi bir y >0
icin
A (y) :,u{xe G |f(x)| > y}

seklinde tanimlayalim. Bu lf (-) fonksiyonuna, f fonksiyonunun dagilim fonksiyonu
denir. Ayrica ¢ >0 olmak iizere

fH(t)=inf{y:y>0,2, (y) <1}

:sup{y:y >0,4,(y) >t}

biciminde tamimlanan f fonksiyonuna f fonksiyonunun yeniden diizenlenmis

fonksiyonu, x >0 olmak iizere

f**(x)=—jxf*(t)dt

0

biciminde tamimlanan f~ fonksiyonuna da f fonksiyonunun ortalama fonksiyonu

denir. Bu calisma boyunca inf@=oc ve sup@d=0 olarak kabul edilecektir. Yine
A:(:).f () ve f7() fonksiyonlarimn artmayan ve sagdan siirekli fonksiyonlar

oldugu biliniyor [2, 3, 5, 17].

2.17.Tamim: G bir yerel kompakt Abel grup, & onun iizerinde bir Haar 6l¢iimii, f ise

G iizerinde herhangi bir dl¢iilebilir fonksiyon olsun. Yine

.
iy fonksiyonu

‘ Ja
” . (%Et” (f*(f))qdfj ;0< p<oo,0<g<oo
f _

.
ba =l

P

supt;f*(t) ;0<p£oo,q:oo



seklinde tanimlansin. Bu takdirde || f ”;,, <o kosulunu saglayan G {iizerinde tanimli

Olciilebilir f fonksiyonlarinin (denklik siniflarinin) vektor uzayina Lorentz uzay1 denir
ve L(p,q)(G)=L(p.q.u)(G) ile gosterilir [17, 35].

Ozel olarak p =g ise

1

[ flF (ol dﬂmj "o,

G

)%

71, =0 () ae

oldugu biliniyor. Bunun sonucu L(p, p,u)(G)=L"(G) ¢ikar [17]. Yine L(p,q)(G)
Lorentz uzayi iizerinde
-4 , Ja
(ifﬂ [f(t)] dt} :0< p<oo,0<g<oo

171, =171 .

P-q-H
supt” 7 (1) ;0< pSoeo,g=oo
>0
seklinde tanimlanan |- ||M =|- ||M# fonksiyonu bir norm olup (L(p,q)(G),” : ||M)

uzay1 bu norm altinda Banach uzayidir. Ayrica 1< p <o ve 1< g <o olmak ilizere G

tizerinde tamimli herhangi bir f 0lgiilebilir fonksiyonu igin

7

<l <=5,
esitsizligi vardir. Yani ||||;q fonksiyonu ||||M normuna denktir [5, 17]. Ayrica f ve

g, G tlizerinde tamiml Olgiilebilir fonksiyonlar ve 0< p <o0,0< g <o olmak iizere

asagidaki ozelliklerin varlig: biliniyor [17, 35].
i A ()=, O = = ve £ 2 f ol

ii. Eger (hhh) |f|<|g|ise 4, ()<A,(-), f <g ve f<g" bulunur

*

iii. (") =(f")" veher ae C igin (af) =|a|f". (af) =|a|f" olur.
iv. s>0,>0 olmak iizere f (r)<s olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul A, (s) <1

olmasidir. Bundan dolay1

1 1

71, =supe” £ (1) =sup (4, ()"

s>0



olur.

V. 0<p<oo,0<gq, <gq, <co olmak iizere

*

|7

«
<]
P> f P4

esitsizligi vardir. Boylece L(p.,q,)(G) < L(p.q,)(G) kapsamasi gergeklesir.

2.18.Tamm: (X,u),(Y,A) ve (Z,v) 6l¢iim uzaylari ve T ise X ve Y uzaylarindan

alman basit fonksiyon ciftlerini, Z uzaymdaki negatif olmayan, Olciilebilir

fonksiyonlara doniistiiren bir operator olsun. Eger f, f, f, g.&,,&, basit fonksiyonlar

olmak tizere bu T operatorii asagidaki kosullan saglarsa pozitif girisim operatorii olarak

adlandirilir [2, 3].

> ()l <71 el
> (sl <Is0 sl
> (sl <l lsl

> T(fi+f.8)=T(f.8)+T(f8)s

> T(f.8,+8)=T(f.&)+T(f.&).

2.19.0nerme: T bir girisim operatorii ve h=T(f,g) olsun. 1< p<oo,g#oo ve
g€ L' (G) oldugunda her fe L(p,q)(G) igin he L(p,s)(G)(g<s) olacak sekilde

T ’nin bir tek genislemesi vardir [3].

2.20.Teorem: G bir yerel kompakt Abel grup, & onun iizerinde bir Haar ol¢iimii
olmak iizere asagidaki 6zellikler vardir [5].
i. Herhangi bir s€ G i¢in f, (x)=f(x—s) olmak iizere
o= £ =1 L=,

esitlikleri vardir.

f

£l =11,

* *
pa ”f p.q’

ii. 1<p<o ve 1<g<oo olmak iizere G grubundan L(p,q)(G) Lorentz uzayina

giden s — f, fonksiyonu siireklidir.



ili. 1<p<o ve 1<g<oo olmak iizere her fe L(p,q)(G) icin f*e, — f ve her
ael igin |e,| =1 olacak sekilde L'(G) uzaymmn bir {e,} _ yaklasik birimi

vardir.

2.21.Tamm: (G,90, ) bir dlgiim uzay1, f fonksiyonu G iizerinde tamimli, karmagik

degerli ve olgiilebilir bir fonksiyon olsun. w(x) fonksiyonu bir agirhik fonksiyonu
oldugunda herhangi bir Ee€ 91 i¢in

w(E)= [ wlx)u()
olsun. Bu takdirde x# Haar dl¢limil yerine wd g Olglimiinii alinirsa, f fonksiyonu G
izerinde tamimli karmasik degerli ve wd i — dlciilebilir bir fonksiyon oldugunda /1f ()
fonksiyonu herhangi bir y >0 icin

A (y)= w{xe G :|f(x)| > y}
seklinde tanimlanir. Bu ﬂf,w(-) fonksiyonuna f fonksiyonunun wdu ol¢iimiini gore
dagilim fonksiyonu denir. Ayrica ¢ >0 olmak iizere
fo(t)=inf{y:y>0,4,, (v)<t}

:sup{y:y>0,l M,(y)>t}

bigiminde tamimlanan f, fonksiyonuna f fonksiyonunun wdu Olgiimiinii gore

yeniden diizenlenmis fonksiyonu, x>0 olmak {izere
ok 1 X
£ () ==], £2(t)dt
X
bigiminde tanimlanan f," fonksiyonuna da f fonksiyonunun wdy 6lgiimiinii gore
ortalama fonksiyonu denir. Bu ¢alisma boyunca inf @ =oc0 ve sup@ =0 olarak kabul

edilecektir. Yine A, (-),f, (-) ve f, () fonksiyonlarinin artmayan ve sagdan siirekli

fonksiyonlar oldugu bilinmektedir [8, 25].

2.22.,Tamm: G bir yerel kompakt Abel grup olsun. x#, G iizerinde bir ol¢iim ve w,

G iizerinde bir agirhik fonksiyonu olmak iizere G iizerinde tamimli herhangi bir

wd y—odlgiilebilir f fonksiyonu verilsin ve



[;Lt" (f2(r)) dtJ ;0< p<oo,0<g<oo

Pq-w qudﬂ

supt;f;(t) :0< p<oo,g=oc0

t>0

olsun. Bu takdirde || f ||; o < olan G iizerinde tamiml Ol¢iilebilir f fonksiyonlarinin

denklik siniflarinin vektor uzayina agirlikli Lorentz uzayi denir ve  L(p,q, wdu)(G)

ile gosterilir [8, 25].
Ozel olarak w=1 aliirsa, Lorentz uzaylarinin kendisi elde edilir. Yine

L(p,q,wdu)(G) agirhikh Lorentz uzay: iizerinde

- /4
(ifﬂ’ [f;*(t)]thj ;0< p<eo,0<g<eo
_\py

11,4 =171

p.q.w pugwdy

supt” £ (1) :0< p<oo,g=oo

>0

seklinde tanimlanan |- ||M’w =|-| fonksiyonu bir norm olur ve L(p,q,wdu)(G)

p.q.wdp
uzay1 bu norma gore bir Banach uzayidir. Ayrica 1< p <o ve 1< g <oo olmak iizere

G iizerinde tamimh herhangi bir f oOlg¢iilebilir fonksiyonu igin

171

p.q,w

P yer
I, =551

p.q.w p-q,w

esitsizligi vardir. Yani ||||;qw fonksiyonu ||-||M’W normuna denktir [5, 8, 17, 25].

Ayrica f ve g fonksiyonlart G {iizerinde tanimli wd u —olciilebilir fonksiyonlar ve

0< p <o,0< g <o olmak iizere asagidaki 6zelliklerin varlig: biliniyor [8, 25].

i ﬂm,w f W |f f
ii. Eger wdy olgiimiine gore (h.hh) |f|<|g| ise 4,,(-)<4,, (). f, <g, ve

g.w

L, =[f, vef, =2f, olur

w

sk

f, <g, bulunur.

i, (

iv. 0<p<oo, 0<g, g, <o olmak iizere

wp )* =(JCW"k )p ve her ae C 1911’1 (afw )* | fw s (af |a|f Olur

171

PdasW Pdysw



esitsizligi vardir. Bundan dolayr L(p,q,,wdu)(G)c L(p,q,,wdu)(G) kapsamast

gergeklesir. Yine w21 oldugundan L(p,q,wdu)(G) < L(p,q.du)(G) yazilir.

2.23.Tamm: A kiimesi 1< p<oo,1<g<o i¢in L(p,q)(G) uzaymmn asagidaki
kosullar saglayan bir alt vektor uzay1 olsun.
i. (A,” . ||A) uzay1 girisim islemine gore bir Banach L (G)-modiil ve || . ||A > || : ||pq

olsun.
ii. Her e[ icin ||ez0(||1 =1 veher fe A icin ||f *e, —f||A — 0 kosulunu saglayan
L (G) uzayimn bir {ea}ay yaklasik birimi vardir.

Bu takdirde A uzayinin relatif tamlamasi,

;{:{fe L(p,q)(G):her e Iiginf xe, e A ve sup||f *ea”A <oo}

olarak tammlanir. A uzayli {ea}%[ yaklagik biriminin se¢ciminden bagimsizdir. Ayrica
bu uzay lizerindeki norm f e A icin
[ 7] =sup[lf *e.,

seklinde tanimlanir [8, 29].

2.24.0nerme: A kiimesi 2.23. Tanimdaki gibi olsun. Bu takdirde
i. Eger feAve gel'(G)ise f#ge A ve 17 gl <71l otur,
ii. Her fe A i¢in ”f”Z :||f||A dir,

iii. A, A uzayimin kapali bir alt uzayidir [8, 29].

2.25.Tamm: X bir yerel kompakt Hausdorff uzayi, M (X ) ise X iizerindeki karmagik
Radon olctimlerinin uzay1 olsun. Siirekli, karmasik degerli ve sonsuzda sifir olan

fonksiyonlarin uzay1 C,(X) ile gosterilsin. Bu uzayimn duali C, (X )* olsun. Bu takdirde
Riesz temsil teoremiyle M (X ) uzayr C,(X )* uzayina izometrik izomorftur. Buradaki

izometri 4 Olgiimiinii 1, (-)= JX( -)dp ile tammh I, dogrusal fonksiyonuna

doniistiiriir.



C,(X )* tizerindeki belirsiz topoloji yukarida belirtilen dogrusal fonksiyonelin
noktasal yakinsamasidir. Yani, [, — 1, olmasi igin gerek ve yeter kosul her
feCy(X)icin I, (f)—1,(f) olmasidur.

M (X ) ve Cy(X )* arasinda olusturulan izometri yardimiyla kurulan topolojiye

belirsiz (vague) topoloji denir [6].



3.MATERYAL VE METOT

Bulgular bgliimiiniin ilk kisminda bahsedilen Lip (e, pq), lip(e, pq) Lipschitz-

Lorentz uzaylarinin temel 6zellikleri Feichtinger [10], Ferreyra [12], Hewitt-Ross [15],
Quek-Yap [29, 30] ve Zygmund [41] ¢alismalarindaki metotlar kullanilarak incelendi.
Ikinci kistmda incelenen Lipschitz-Lorentz-Zygmund simiflar1 ve Lorentz uzaylarindan
bu siniflara olan ¢arpanlar uzay1 konularinda Quek-Yap [30] ¢alismasi agirlikli olmak

tizere yukarida belirtilen tiim calismalardaki metotlar sik sik kullanildi.

Bulgular boliimiintin tiglincii kisminda ¢aligilan  B,")" (G) uzayr ve temel

ozellikleri Duyar-Giirkanli [8], Feichtinger-Giirkanli [11], Ferreyra [12], Hunt [17],
Moritoh vd.[25], Murthy-Unni [26], O’Neil [27] ve Saeki-Thome[35] ¢aligmalarindaki

metotlar kullamlarak incelendi. Dordiincti kisimda bahsedilen B, (R")uzaylarlnda
kompakt gomiilmeler konusunda ise Giirkanli [14] calismasi basta olmak iizere
Dieudonne [6] ve Feichtinger-Giirkanli [11] caligmalarindaki metotlar kullanildi.

Son iki kistmda ¢ahisilan L' (G)NL(p,q)(G) uzaylari, 6lgiilii Lorentz uzaylart
ve bazi Ozellikleri konusunda Mckennon [21, 22, 24], Mckennon-Griffin [23], Oztop
[28] calismalarindaki metotlar agirlikli olmak iizere Blozinski [2, 3], Chen-Lai [5],

Hewitt-Ross [15], Hunt [17], Rieffel [32] ve Yap [38, 39] calismalarindaki metotlar
kullanildi.



4. BULGULAR
4.1. Lipschitz —Lorentz Uzaylar1 ve Baz1 Ozellikleri

G bir metriklenebilir yerel kompakt Abel grup, 4 onun iizerindeki Haar
Olciimii ve d metrigi 6telemeler altinda degismez kalan bir metrik olsun. O < <1 ve

{Vn}neN, G grubunun biriminin sayilabilir azalan (acik) bir taban1 olsun. Herhangi bir
ye G igin d(0,y)=|y| oldugunda A isareti simetrik farki gostermek iizere y — 0
iken 4((y+V,)AV,)/|y|" >0 oldugunu kabul edelim. g Kkarakteristik fonksiyon
olmak iizere

seklinde tanimlanan {en}nE dizisi L (G) uzaynda bir yaklagik birim olur [30].

N

Herhangi bir feL(p,q)(G) ve &>0 sayist verilsinn Her x,yeG igin

L f(x)=f(x—y) olmak iizere f fonksiyonunun siireklilik modiili

a)pq(f;é'):sup{ Lyf—f”pq :|y|S5 }

olsun. Bu takdirde 0 < p,q < icin Lipschitz- Lorentz uzaylari

Lip(a, pg) ={f € L(p.q)(G): @,,(f:8) = 0(5")}
ve
lip(er. pg) ={f € Lip(a. pg): @,,(f:8) = o(6")}
seklinde tanimlanir. Simdi bu uzaylarin neden vektor uzayr olduklarini kisaca
belirtelim. K =R veya C oldugunda
+:Lip(a, pg)xLip(a.pq) = Lip(a.pq) ~ (f.8) > f+s
+:lip(a. pg)xlip(a. pg) > lip(a.pg)  (f.8) > f+8

«:KxLip(a, pq) = Lip(e, pq) (a.f) > af
«:Kxlip(e&, pq) = lip(&, pq) (a.f)—>af



dontigiimleri toplama ve skalerle carpma islemlerini gostersin. Bu iglemlere gore

Lip(a, pq) ve lip(&, pq) uzaylan K cismi iizerinde birer vektor uzayidirlar. Once
toplama ve carpma islemlerinin kapalilik 6zelligini goOsterelim. Herhangi

f.g¢€ Lip(a, pq) verilsin. Bu takdirde

o, (f;0)=0(6) ve 0, (g;0)=0(5")
yazilir. Buradan bir A>0 sayisma karsihk 0<J <9, oldugunda @, (f;0)<Adé”
olacak sekilde bir 0, >0 sayist ve bir B>0sayisina karsilik 0<d <, oldugunda

@,,(:0) < BJ” olacak sekilde bir J, >0 sayisi vardir. O zaman 0<J <min{dJ,,d,}

oldugunda
@, (f+gd)<w,(f0)+a,(8:5)
<(A+B)o”

olur. Boylece @, (f +g:0)=0(5") ve f+ge Lip(e, pg) bulunur. Herhangi A€ K
alahm. A=0 ise Aef=0-f=[0]e Lip(a,pq) bulunur. Eger A#0 ise
felip(a,pq) oldugundan bir A>0 sayist i¢in 0<d<8, oldugunda
o, (f;0)<Ad” olacak sekilde bir §, >0 sayis1 vardir. A':A|/1| olsun. O zaman
0<d<d, oldugunda @, (1f;0)<A'6” olur. Boylece @, (Af;0)=0(5") ve
Af € Lip(e, pq) yazilir.

Simdi de herhangi f,ge lip(a, pq) alahm. Ayni1 zamanda f,ge Lip(a, pq)
oldugundan f+ge Lip(a, pq) ve her Ae K i¢in Af € Lip(e, pq) olur. lip(a, pq)

uzaymmn tammu ile f,gelip(a, pg) ise herhangi £>0 sayist i¢in 0<d<a,

£

oldugunda @, (f;9) S%é‘“ olacak sekilde a,>0 ve her 0<d<b, igin

o, (g;0)< gé‘” olacak sekilde b, >0 sayilar vardir. O zaman 0<J <min{a,,b,} i¢in

o, (f+g0)<w, (f;0)+m,(8;0)<ed”
olur. Boylece o, (f+g:0)=0(6") ve f+gelip(a,pq) yazilr. Herhangi Ae K

alahm. 4=0 ise A+f =0- f =[0]e lip(@, pq) bulunur. Eger 1 #0 ise f € lip(a, pq)



oldugundan her 0<d<a, oldugunda @, (f;0) Sﬁé‘“ olacak sekilde bir a, >0

sayist vardir. O zaman her € >0 sayisi i¢in her 0 < <a, oldugunda @, (1f;0)<&6”
olur. Béylece @, (A1f:6)=0(3") ve Af € lip(e, pq) yazilr.

Boylece Lip(a,pq) ve lip(e, pq) uzaylan toplama ve skalerle carpma

islemlerine gore kapalidir. Yine
I f+g=g+f
2. f+(g+h)=(f+g)+h
3. f+0=f esitligini saglayan bir tek 0=[0]e Lip (e, pq) vardir.
4. f+(-f)=0 esitligini saglayan bir tek —f =[—f |€ Lip(e, pq) vardur.
5. her fe Lip(a, pq) igin Iof = f.
6. A(f+g)=Af+Ag.
7. (A+B)f=Af+Bf
8. (AB)-f=A(BS)
kosullar1 saglandigindan Lip(e, pq) ve lip(e, pq) uzaylarnt K cismi iizerinde birer

vektor uzay olur.

4.1.1.0nerme: Lip(«, pq) ve lip(a, pq) uzaylari 0< p,q <o icin

L"f_fupq

7] -
By

=[71,, +sup

(@.pq)

eklinde tanimlanan |- fonksiyonu her iki Lipschitz-Lorentz uzayinda birer norm
S (. pq) y p y

olur.

Ispat: Herhangi bir ce C ve herhangi f,ge Lip(«, pq) fonksiyonlarini alalim. Yine
|| . ||pq fonksiyonunun bir norm oldugunu biliyoruz. Bu nedenle

i ]

@) >0 olmasi || . ||pq fonksiyonunun bir norm olmasindan kolayca goriiliir.



w =0 elde edilir
|a = .

ii. ||f|| =0 olsun. Bu takdirde ”f”,,q =0 ve sup

y#0 | y

(@.pq)
|| : ||pq fonksiyonu bir norm oldugundan f =0(h.hh.) yazilir. Tersine f =0 ise

7], =0 ve |L.f = 7], <2]f], =0 olur. Boylece | f],,, =0 bulunur.

iii. || : ||M bir norm oldugu icin
L,(ef)=(ef )|
5l =l s
ellz.s 1]
=Ll +sup =kl
olur.
iv. || : ||pq bir norm oldugu i¢in
L(f+8)-(f+g)
T o
HL),f —f+Lg~- gH
Sl +le,, vsup g

sl e,

|0!

<Ir,, e, +sup 5 o |y

= ||f||(a,pq) +||g||(0!,17!1)

elde edilir. Boylece || . ||(a o) fonksiyonu her iki Lipschitz-Lorentz uzayinda norm olur.

4.1.2.0nerme: p=g=1p=g=c veya 1< p<o, 1<g<oo olsun. Bu takdirde

Lip (e, pq) ve lip(e, pq) vzaylan |- ||(a,pq) normuna gore birer Banach uzaylaridir.

Ispat: Lip(e, pq) normlu uzayindan herhangi bir {f,} = Cauchy dizisi alalim. Bu
takdirde herhangi € >0 sayis1 verildiginde her n,m = N i¢in

£
<5 (4.1.2.1)

fi= 1

olacak sekilde bir N € N vardir. O zaman her n,m> N i¢in



€
<=

<
(@.pg) o

(a,pq)}neN

Af;l

f;n

Af;l_fnl

(@pp) (@.pg)

yazilir. Boylece {

i

dizisi R wuzayinda bir Cauchy dizisi olur. R tam

oldugundan {” fn”(wq)} say1 dizisi yakinsaktir. R ’de yakinsak her dizi sinirh

neN

oldugundan her ne N icin || fn” <M olacak sekilde bir M >0 sayist vardir.

(@.pq)

Boylece her ne N igin f, € Lip(«, pq) oldugundan her § >0 igin

Iz, s -1
sup——————<M
lyl<s 0“

olur. Boylece | y| < 9 oldugunda her ne N igin

2.1, -7,
<M 4.1.2.2)

yazilir. Yine {f,} _ = dizisi L(p,q)(G) uzayinda da bir Cauchy dizisi ve L(p,q)(G)

uzayl1 ””p,, normuna gbre bir Banach uzayr oldugundan { fn}nEN dizisi bir

fe L( p,q)(G) fonksiyonuna || . ||pq normuna gore yakinsar. O zaman her £ >0 sayisi

icin, her n > K oldugunda

eo”
- 4.1.2.3

2+57)
olacak sekilde bir Ke N vardir. Yine aynt € >0 sayis1 i¢in, her n> K oldugunda
(4.1.2.3)ile

[ e L M A 0 O V|
< < <

‘ 5 ‘ 5 5 2(2+6%)
bulunur. O zaman € >0 igin n> K oldugunda (4.1.2.2) esitsizligiyle ye G icin |y|<&

oldugunda

rf=f, Ien-rl, e
< + < S
5 5 2(2+06%) 2(2+67)

elde edilir. Buradan £ >0 sayis1 keyfi oldugundan



bulunur. Buna gore f € Lip(e, pg) olur. Yine (4.1.2.3) esitsizligiyle 0# ye G i¢in

1= 11, <§|y|“ 4.1.2.4)

olacak sekilde k( y)ZK olan bir & pozitif tamsayis1 segilsin. Boylece

S =maks{K,N} olarak segildiginde her n>S igin (4.1.2.1) ve (4.1.2.4) esitsizligiyle

L(f,=1)-(f,-1), <

L(f,=£)-(£,=£)],
e, (=1, + =1,
<2|(f= 1), +L (= £) - (5= 1),

3¢, @
<=
Al
olur. Boylece her n> S igin (4.1.2.3) ve (4.1.2.5) esitsizlikleriyle
H (5=1)=(5-1)],

o

(4.1.2.5)

(a, pq)

5]

< & bulunur.
(a,pq)

elde edilir. Boylece her n> S icin

Simdide lip(a, pq) uzayimn Banach uzayr oldugunu gosterelim. Bunun icin
lip(@, pq) normlu uzaymndan herhangi bir {f,} = Cauchy dizisi alalim. Bu takdirde
{/.} _, dizisi L(p,q)(G) uzayinda da bir Cauchy dizisi olur. L(p,q)(G) uzay ||||pq
normuna gore bir Banach uzayr oldugundan {f,} = dizisi bir fe L(p,q)(G)
fonksiyonuna || . ||M normuna gore yakinsar. Yani herhangi € >0 sayis1 verildiginde her

n,m= N icin
<
4(2+5°)

8

<5 (4.1.2.6)

fom Il <

m

olacak sekilde bir Ne N vardir. Yine f, €lip(@, pg) oldugundan her £>0 igin

0< 6 <a, oldugunda



[Eti= £, e
P TR CIWTY

(4.1.2.7)

olacak sekilde a, >0 sayisit vardir. O zaman (4.1.2.7) esitsizligiyle ayn1 € >0 igin

0< 0 <a, oldugunda

sup HLyf_prq < sup L.v (f_fN)_(f_fN )Hpq +sup HLny _fNHpq
<8 o’ <6 o ly|<s o
A=ty WA
o vj<s o
€& ‘Lny _fNH £
W) W e s

bulunur. Boylece @, (f:8)=0(6") ve felip(a,pq) olur. Simdi y#0 olan ye G
icin
€
Il <Ely
olacak sekilde k()= N olan bir k pozitif tamsayisi segilsin. Boylece her n> N igin

L(f,~£)-(f= 1),
e o=, 0= 1)

I, (£, - £)-(f,- 1) <

pra

pq

4.1.2.8)
<ol -, e -1,
3¢, @
< 7|>’|
olur. Bu takdirde (4.1.2.6) ve (4.1.2.8) esitsizlikleriyle her n> N icin
L(f,-f)-(f,-f)
1= £l =15 = 71, +s0p I _ HP" <€ (4.1.2.9)
o ¥
elde edilir. Boylece her n> N i¢in || fi—f || <& bulunur.

(e, pq)



n

4.1.3.0nerme: 1< p<oo, 1<g<oo ve ¢, =u(V,)" Xy, olsun. O zaman herhangi bir
xe G ve felip(a, pq) i¢in asagidaki 6zellikler saglanir:

L.

(a, pq)

i. 11m||f*e —f|

(e, pq)

Ispat: Herhangi bir f e lip(a, pq) ve €>0 sayist verilsin.

(i) f e lip(a@, pq) oldugundan her £ >0 sayisi igin 0< 8 <a, oldugunda

sup ————m<—
0<‘y£§ 5a 6

olacak sekilde bir a, >0 sayisi1 vardir. Bu takdirde 0 < |y| <o0<a, igin

L —
M<f (4.1.3.1)
5] 6
yazilabilir. Herhangi x, ye G igin
|2, (Lt = )=t =), = e Lof = £)= (2,0 = 1),
<2|Lr-7],
ve (4.1.3.2)
|z (Lr=1)-(Lr-1)|, <2
oldugundan (4.1.3.1) ve (4.1.3.2) esitsizlikleriyle 0 < d < a, olmak iizere
- |z, (Lf = 1)~ (Lr=1),
(@, pq) rq S}lig) |y|0’
y LX - - LX -
= fo—f”,, + sup H L) a( ! f)HM
O<bl<s 51 (4.13.3)
|z, (L.f = 1)~ (L.f = 1))
+ sup —
b6 |y
S



bulunur. L(p,q)(G) uzaymnda x — 0 oldugunda

" 0 oldugundan [5], her
xe U icin

< 20%
o 3(6%+2)

Lf-f| (4.1.3.4)

olacak sekilde G grubunun biriminin bir U komsulugu vardir. Boylece (4.1.3.4)

esitsizligi (4.1.3.3) esitsizliginde yerine yazilirsa her xe U igin

(@.pq)
elde edilir. O halde lim|Z,f - ]|, =0 bulunur.

(i) Her ne N i¢in Ien(y)d,u( )—J.,u(Vn)_lzv (y)du(y)=1 oldugundan

G

(fre,=f)(x)=[e, (VL= F)(x)du(y) 4.13.3)

G

=0 oldugundan

(a,pq)

her €>0 ve xeV, icin ||Lx f—f || < ¢ olacak sekilde Ne N ve birimin V,

(a,pq)

komsulugu vardir. $imdi ayn1 € >0 i¢in her n > N oldugunda V, cV,, oldugundan

n —

[uv,) (L f = F)(x)du(y)

Vi

||f*e,1—f||(a,m,)=HI ()L, /1)) du ()

(e, pq)

()

(e, pq)

<Juw) s -]

(a, pq)

(a, pq)
bulunur. Bu isteneni verir.

4.1.4.0nerme: 1< p<oo,1<g<oo igin (lip(a, pq),” . ||(mpq)) uzayl girisim islemine

gore bir esas Banach L (G)-modiildir.

Ispat: Herhangi bir ge L'(G) ve felip(a, pq) verilsin. lip(a, pg) uzaymmn bir

Banach uzay1 ve L (G) uzaymnin bir Banach cebiri oldugu biliniyor. Yine

L(f+g)-fxg=(Lf-f)*g



esitligini gostermek kolaydir. Ayrica L(p,q)(G) uzayt 1< p<oo,1<g<oo igin bir

Banach L (G)-modiil oldugundan [2]

- L(f+g)-f*g|, :Sup‘(Lyf—f)*g N
0 o - bt (4.1.4.1)
L.\'f_fupq ||g||1 HLyf—fHM
<sup - <ls] sup————
y#0 |y| y#0 |y|

yazilir. Diger taraftan f € lip(e, pq) oldugundan lip (e, pq) uzaymn tanim geregi her
£>0 igin 0< d <a, oldugunda

|-, &
W el

olacak sekilde a, >0 sayist vardir. Bu takdirde £>0 sayist i¢in 0<|y|£5 <a,
oldugunda
il e
v el

4.1.4.2)

yazilabilir. O zaman (4.1.4.1) ve (4.1.4.2) ifadeleri kullanilirsa ayn1 &£>0 icin
O<|y| <0 <a, oldugunda

mmHLAf*g)—f*qu<g
0<|y|<s |y|a

bulunur. Bu takdirde @, (f *g.d) = 0(5”‘) yazilir. Boylece f*ge lip(a, pq) ve

L(f*g)-f+s|

I # &l =17 %5, +s1p o
|11
<I71,. leh +lel, N £l L

olur. Ayrica modiil olmanin diger 6zelliklerini gdstermek kolaydir.

Herhangi bir felip(a, pg) fonksiyonu alahm. 4.1.3.(ii) Onermeden

e, =u(v,)" %, ve {e,}  cL(G) oldugunda lim|f*e, - f| olmast

=0
(a,pq)



kullantlirsa L' (G)*lip (&, pq) uzayr lip(&, pg) uzayinda her yerde yogun oldugu

sdylenir. O halde Modiil Factorization Teoremine gore L (G)*lip(e, pq) =lip(&, pq)

olur.

4.1.5.0nerme: 1< p <oo,1< g < oo igin lip(e, pq) uzayr homojen Banach uzayidir.

Ispat: Herhangi bir f € lip(a, pq) ve s,ye G verilsin. Bu takdirde L(p,q)(G) uzayt

otelemeler altinda kuvvetli degismez oldugundan

Lf

|pq :|| f ”,,,, esitligi vardir. Ote
yandan LS(Ly f ):Ly(LS f) olmast kullamlirsa lip(e, pg) uzaymin tanimina gore

L.f € lip(a, pq) oldugunu gérmek kolaydir. Ayni zamanda

L.v (L‘f)_L‘f ‘pq
R ] e N
Lf-f]
=l s =W

olur. Bulunan bu sonug 4.1.3.(i) Onerme ile birlestirilirse istenen elde edilir.

4.1.6.0nerme: 1< p<oo,1<g<oo igin Lip(a, pg) uzayr yari homojen Banach

uzayidir.

Ispat: Herhangi bir f € Lip(a, pq) ve y,se G verilsin. Bu takdirde
L (Lf)-Lf=L(Lf)-Lf
=L (L,f-f)
esitligi ve Lip(a, pq) uzaymin tammma gore L f e Lip(a, pg) oldugu kolayca
goriilebilir. Yine L(p, q) (G) uzaymin homojen Banach uzay1 olmasi kullanilirsa

L (Lf)-Lf],
"

|L(L.r-r)

:”f”pq +Sy1i£) |y|a = :”f”(a,pq)

Lf L f

i =IEF N, 500




elde edilir. Boylece 4.1.2.0nerme ile sonug goriiliir.

4.1.7. Onerme: 1< p<o,1<g<o icin Lip(a, pg) uzayt bir Banach L (G)-

moduldiir.

Ispat: Herhangi bir fe Lip(a,pg) ve gel'(G) fonksiyonlari verilsin.
Lip(a,pq) = L(p,q)(G) kapsamasindan fe L(p,q)(G) ve L(p.q)(G) uzay
1< p<oo,1<g< igin bir Banach L (G)-modiil oldugundan f*ge L(p,q)(G) olur
ve |f *g”m S||f||pq lg|l, yazilir. Yine f e Lip(e, pg) oldugundan bir A>0 saysina

karsilik 0 < d < &, oldugunda

su wd _pr"
p——H <A

up 4.1.7.1)
V<

olacak sekilde O, >0 sayist vardir. Eger (4.1.7.1) ifadesi kullanilirsa 0<d <0,

oldugunda
HLJ'(f*g)_(f*g)Hpq H(Lyf—f)*gupq
sup =sup
v[<o o* v[<s o
Lf-f],lsl
S?gu} 5ﬂ” < Alsl,

Olur ve f*ge Lip(ea, pg) bulunur. Ayrica

L(f+g)-(f*g)|

Pq

175 6l =15 #l,, 500

a,pq |y|0’
(L7 =r)*g
— : Pq
AN S
|27 1]
<|£1,, sl +§gg—y o 22| ],

= [l 1



esitsizligi elde edilir. Banach modiilii olmanin diger kosullarin1 gostermek kolaydir.

Ayrica (Lip(a, pq),”‘”(mpq)) uzaymin Banach uzayr oldugu 4.1.2.0nerme ile

bulunmustu. O halde Lip (&, pg) uzayr L (G) iizerinde bir Banach modiildiir.

4.1.8.Teorem: 1< p<oo, 1<g<o olmak iizere lip(a,pq) uzayr Lip(e, pq)

uzayinda bir maksimal homojen Banach uzayidir.

Ispat : Lip(&, pq) uzaymin yart homojen Banach uzayi oldugu 4.1.6.0nermeden
biliniyor. Bir Lip, (@, pg) kiimesini G den Lip(e, pq) uzayma tammlanan Oe G
noktasinda x — L f doniisiimiinii siirekli yapan f fonksiyonlarinin kiimesi olarak
tammlayalim. Bu Lip, (&, pq) uzayinin homojen Banach uzayi oldugu biliniyor [36]. O
zaman lip(a, pq) = Lip, (&, pq) oldugu gosterilirse istenen elde edilir. Herhangi bir
felip(a, pq) alahm. Bu takdirde f € lip(e, pq) oldugundan her £>0 sayist igin

0< 6 <a, oldugunda

sup—Lyf _ pr" <£
<6 o“ 6

olacak sekilde bir a, >0 sayis1 vardir. Yine 0 < | y| <0 <a, oldugunda

Lf-f
sup LELS /) — HP" <£
o<lyl<s |y| 6

4.1.8.1)

elde edilir. Ayrica L(p,q)(G) uzay 6telemeler altinda kuvvetli degismez oldugundan

|, (Lof = £)=(Lf = £)| =|L(L,f-1)-(Lf~F)

r ra (4.1.8.2)
<2lL,r- 1],

ve benzer sekilde

L(LS=1)-(Lf~F)], <2

Pa

Lf-fl, (4.1.8.3)



yazilir. Yine (4.1.8.1), (4.1.8.2) ve (4.1.8.3) esitsizlikleri kullanilirsa 0<d<a,

oldugunda
L(Lf-f)~(Lf-1)|,
L)‘f - f"(“wﬂ/) - L"”f B f"pq + S}lg |y|0’
|z, (L= F)=(Lf =)
=|L.f = f|| +sup a L4
P4 lyl<s |y|
L(Lf~f)~(Lf~1)
+sup — = (4.1.8.4)
b2 N
2, -1 2fLs-|
<|L.f-f| +sup — 4 — >
P s |y| 0
2L, f -
ng—ﬂu+§+_li;ﬂﬂ

56{
bulunur. Ayrica L(p,q)(G) uzaymnda oteleme doniisiimii siirekli oldugundan verilen

£>0 sayist ve her xe U igin

20%
Lf —f”pq <m

olacak sekilde G grubunun biriminin bir U komsulugu vardir. Bu ifade (4.1.8.4)

ifadesinde yerine yazilirsa her xe U i¢in

fo _f”(

<&
@,pq)

olur. Bu f € Lip, (e, pq) oldugunu gosterir.
Tersine 0# f olmak iizere herhangi bir fe Lip,(c, pq) ve 4.1.3.Onermede

kullanilan {e,} dizisini alalim. Lip(a, pq) uzayr bir Banach L (G)-modiil

neN
oldugundan her ne N icin f*e, € Lip(a, pq) olur. Ayrica Lip, (e, pg) kiimesinin
tanimindan dolayr G grubundan Lip (@, pq) uzayma giden y — L f doniisiimii O G

de siirekli oldugundan verilen her € >0 sayis1 ve her ye V,, i¢cin

£
Hgf—fm <3 (4.1.8.5)

a,pq



olacak sekilde bir Ne N ve dolayisiyla Oe G biriminin bir V,, komsulugu vardir.

Simdi y #0 olan bir ye G elemam alalim. Bu takdirde

s 1l s e L (ree) s e s o],

o[” "
-t re)-tr-ree)l,, [L(rre)-rsel,
) kN N
L, (r=r2e)=(r=rxe),, |L(r=e)=r*el,

< _ + _

5] |y

L, (f%e,)= e,

<[ f=f eyt WO

olup, buradan 4.1.3(ii) Onermesi ve (4.1.8.5) ifadesini de kullanarak her ye V, igin

HL),(f*e”)—f*e”
+

|a

Pq

s,

Bl

%f_ﬂbw) ly
(4.1.8.6)

L,(fxe)-f*e,|

(2%

Pq

<fy
2 5]

bulunur. Diger taraftan L(p,q)(G) uzayr girisim islemine gore bir Banach L (G)-

modiil oldugundan

L, (£ %e,)=( *e,)

o

P HLJ'e” &

|(Le,=e)= s

o ||a

ra

5] 5]

esitsizligi elde edilir. Ayrica her ne N i¢in
= [ e, (x=v)=e, () (x)
=u(v,)" [ 2, (=) =2, (Dfdu(x)

HLyen —e,

yazilir. Yine

n n

0 xe(y+V,)AV,

n

o =0)=m (=) ey

1 x—yEVn, ern
x—yeV, xeV, _{1 xe(y+V,)AV
0

x—ye&V . x¢gV,

- ’ﬁt/(y+V,, )AV,



bulunur. Boylece |Lye, —e,| =x(V,)" u((y+V,)AV,) elde edilir. Yine 4.1.Kesimin

basinda y —0 igin (V)" u((y+V,)AV,)/|y[" =0 oldugunu kabul etmistik. O

zaman kabuliimiiz geregince her £ >0 sayist icin 0< | y| <0 <a, oldugunda

u(vV,) u(y+V,Av,) e
o[" 2|,

olacak sekilde bir a, >0 sayis1 vardir. O halde o, <a, ve { y :| y| < 5} cV, olan bir

0, >0 sayist icin 0< | y| <0< 9, oldugunda

L, (fe)=(r=e), |(Le—e)= o], e e, 7] <£
F b T
bulunur. Boylece
L (fx*e,)—(f*
" (f en)a(f en),,q<§ (4.1.8.7)
0<ly|<s |)’| 2

bulunur. O halde (4.1.8.6) ve (4.1.8.7) ifadeleri birlestirilirse
|L.r-11,,
—<E

o

sup
0<y[<5 |y|

elde edili. Bu takdirde felip(a,pg) oldugunu gbsterir. Sonug¢ olarak

Lip, (e, pq) =lip(e, pq) elde edilir.

2.23.Tanimu dikkate alarak lip (&, pq) uzayiin relatif tamlamasini

< oo
(a,pq) }

W:{fe L(p.q)(G):herne Nigin f*e, € lip(a,pq) ve sup|f e,

seklinde tanimlayalim. Ayrica bu uzay iizerine f € m olmak i¢in

|7

(a,pq)~ (@, pq)

=sup|f e
n

normunu koyalim.



4.1.9.0nerme: lip(a,pg) uzaymn relatif tamlamasi olan lip(&, pq) uzayi

Lip (&, pq) uzaymna esittir.

Ispat: Herhangi bir f e m alalim. Her ne N ve her 0 # ye G i¢in

L (rre)=(r=e)], L (ree)=(rxe)],
sup

of W
S”f *e” (@.pq) S”f”(ﬂt,pq)~
oldugundan
|L, (fxe,)=(f xe, )HM SV 4.1.9.1)

olur. Ayrica her ne N ve y #0 olmak lizere her ye G icin

|e.s =11, <

Lf=L,(fxe)| +|L (f*e)=(fre,)
+f#e,~ /]
L2 e -1,

pq

4.1.9.2)

Pq

<l (£oe)-(ree)

yazilr. Yine L(p,q)(G) uzaymnda n—eo iken |f*e, —f ||pq — 0 oldugundan,
(4.1.9.1) ve (4.1.9.2) esitsizlikleriyle

Lof = £, < I

elde edilir. Bu takdirde fe Lip(a,pq) olur. Boylece lip(e, pq)c Lip(e, pq)
kapsamasi bulunur.

Tersine, herhangi bir fe Lip(a, pg) alam. Lip(e, pg) uzayr bir Banach

L (G)-modiil oldugundan {e,} =~ 4.1.Kesimin baginda tammladigimiz dizi olmak

N

uzere

L (fxe)=(fxe), =]f(Le,-e)] <Ifl,

Ly € =,



olur. Yine 4.1.8.0Onermede gosterildigi gibi HLe —e, =,u(Vn)_l,u((y+Vn)AVn)

Yy n

1
oldugundan 4.1.Kesimin basindaki kabuliimiiz geregince her ne N ve €>0 igin
0< |y| <0 <a, oldugunda

suplL, (£ ¢,)=(£ *¢, )], /D <e

olacak sekilde @, >0 bulunabildiginden f *e¢, € lip(e, pq) yazilir. Yine her ne N igin

| f xe,

@pgy <o Oldugundan fe lip(@, pq) olur. Buna gére Lip (e, pq) < lip(ex, pq)

elde edilir. Boylece Lip (e, pq)= W bulunur.

Simdi ||-||(wq)~ S”-”(a,pq) oldugunu gosterelim. Bunun icin herhangi bir

f € Lip(a, pg) alalim. Her ne N igin

<[171

|f *e,

U

ell

(a,pq) (a,pq) (a,pq)

yazilir ve buradan || f ||

(a,pg)~ :Slip”f *en (@.pq) S||f||(0{’pq) (;lkar.

Yine her € >0 sayis1 ve y#0 olmak iizere her ye G icin

“f —f*e, 3
" i (4.1.9.3)
(Lor=1)=(Lf = f)xe, |, <D
olacak sekilde n,e N vardir. Bu takdirde (4.1.9.3) esitsizliklerinden
7], <5-+]F =,
-3l ” (4.1.9.4)

N

(L, =1)se,

pPa

yazilir. Boylece (4.1.9.4) esitsizliklerinden

‘(L}f_f H(L\'f_f)*e"o
flo + T r<et|fre, | +— — o
= <eslreel
<8+Hf *e, o
<e+|/]

(&, pg)~



bulunur. Buradan || f || cikar. Sonug¢ olarak |||| elde

<|71

@.pg) (@pg)~ (@pg)~ =|- ”(mpq)
edilir.
Simdi Lipschitz-Lorentz uzaylarinda bazi kapsamalar ve carpanlara ayrilma

(factorization) 6zelliklerini verelim.

4.1.10.Teorem: G bir metriklenebilir yerel kompakt Abel grup ve 1< p <o, 1< g < oo
olsun. Bu takdirde
L (G)*Lip(a, pq) =lip(a, pq)

olur.

Ispat: Herhangi fe L'(G) ve ge Lip(a, pq) fonksiyonlari verilsin. Eger L(p,q)(G)

uzaymn L (G)-modiil ve {e,}  dizisinin L'(G) uzaymn yaklagik birimi olmasi

N

kullanilirsa f * ge L(p,q)(G) ve her ne N i¢in f*g+*e € L(p,q)(G) olur. Buna

gore y #0 olmak tizere her ye G i¢in

L (fgxe)=(regxe)]|, |(Le-e)efs

Pq

5] B (4.1.10.1)

L’e —e H
e

ol

=u, )_l,u((y+Vn)AVn) oldugundan her neN igin

n

olur. Ayrica HL},en —-e,
e, €lip(a,1) olur. Dolayisiyla yukaridaki (4.1.10.1) esitsizligi kullanilirsa her ne N
icin fxgxe elip(a,pq) elde edilir. Diger taraftan f+*ge L(p,q)(G) ve
{e,} ., € L(G) yaklagik birimi L(p,q)(G) uzaymmn da yaklasik birimi oldugundan
verilen herhangi bir € >0 sayisina karsilik her n > n, igin

|f#gxe,~fxg], <§ (4.1.10.2)

olacak sekilde bir n, € N sayis1 vardir. Yine y # 0 olmak iizere her ye G igin



L, (fgne,~frg)=(frgxe,~f=g)|, [(Lig=8)e(fxe,~1)

kN [
L —
ety g
5]
olur. Buradan
R e T a N N
su SSu e —
- oF e
<[lelp I %€ = £

yazilir. Ayrica {e,} _ dizisi L'(G) uzaymin yaklasik birimi oldugundan £>0 sayisi

ne

icin her n > n, oldugunda
|7 2e = fl < 5pr—
1 2||g||(a,pq)

olacak sekilde n, € N sayis1 vardir. Boylece her n 2 n, igin

L(f*gxe,~fxg)=(frgxe,—f*
H (frgre g) a( §*e g)Hl’qg||g||(a )L:f (4.1.10.3)
| N el 2

@.pq)

sup
y#0 |y
olur. Eger n,=maks{n,n,} denirse her n2n, icin (4.1.10.2) ve (4.1.10.3)

esitsizliklerinden dolay1

|f#gxe,—fxg],

E &
<—+==¢
apq) D

2

(a pq)) uzayr Banach uzayr oldugundan

elde edilir. Boylece (lip(a’, rq) ,|| . ||
fxgelip(a,pq) elde edilir. O halde L (G)*Lip(e, pq)clip(e, pq) kapsamast
saglanir. Yine

L (G) *lip(a, pq) = lip(a, pq)
olmasi kullanilirsa

lip(&t, pq) = L (G)*lip(a, pq) = L (G)*Lip(e, pq) clip(a, pq)

kapsamalarindan sonug goriiliir.



Bir A kiimesi 1< p<oo, 1<g<oo i¢in L(p,q)(G) uzaymin 2.23.Tammdaki

kosullart saglayan bir alt vektdr uzayi olsun. Yine E(G) uzaymdan A uzayina
tanimlanan carpanlar uzayi (Oteleme operatorleriyle degismeli, simirli ve dogrusal
operatorler uzay1) (LI(G),A) ile gosterilsin.

Asagida verilen Onermenin ispati, [8] ¢alismasindaki 3.8.Teoreminin ispatinda

w =1 alinarak kolayca goriilebilir.

4.1.11.0nerme: 1< p<o,1<g<o olmak iizere icin L(p,q)(G) uzaymn
2.23. Tamimdaki kosullart saglayan bir A alt vektdr uzayr verilsin. Bu takdirde

(Ll (G),A) uzayl A uzayina izometrik izomorftur.

4.1.12.Sonuc: (L1 (G),lip(a, pq)) = W =Lip(e, pq).

4.1.13.0nerme: (Ll (G).Lip(, pq)) c Lip(a, pq).

ispat: Herhangi bir Te (L (G),Lip(e, pq)) alalm. Bu takdirde her ge L (G) igin
T(g)=f*g  olacak  sekilde  feL(p,q)(G)  vardir [5].  Ayrica
Te (L‘ (G),Lip(e, pq)) oldugundan her ge L (G) igin ||T(g)||(a » <|7|]g|, olur. O

zaman

|f *e,

eﬂ

(. pq) - ”T (e” )

elde edilir. Boylece fe m olup 4.1.9.0nerme ile f e Lip(a, pq) elde edilir.

 SITlled, =171 suplf =el,y <171

(e, pq (a.pq

4.1.14.Sonug: (L (G).lip(a,pq)), lip(a.pq), Lip(e.pqg) ve (L(G).Lip(a pq))

uzaylar izometrik izomorftur.

Ispat: 4.1.12.Sonug ve 4.1.13.0Onerme ile

Lip(a, pq) =lip(a. pg) = (L (G).lip(e. pg)) < (L (G). Lip (@, pq)) < Lip (. pq)

oldugundan istenen elde edilir.



4.2. Lipschitz-Lorentz-Zygmund Simflar1 ve L(p,q)(G) Uzaymdan Bu Simflara

Tammlanan Carpanlar Uzay:

Bu boliimde [30] calismas1 Lorentz uzaylarina genellestirilecektir. Bu amacla
oteleme operatorii ve Ozellikleri verilip, bunlarin 1s181inda Lipschitz-Lorentz-Zygmund

siniflar1 tanimlanip incelenecektir.

4.2.1.Tamm: L(G)=|J{feL(p.q)(G):0< p,g<eo} olsun. GXL(G) uzaymndan

L(G) uzayina tanimlanan bir 7 fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglasin:

i. Her ae G i¢in 7(a,-) donisimii L(p,q)(G) uzayindan L(p,q)(G) uzayma

bir dogrusal doniisiimdiir.

ii. 1€ p,g<oo, 1< p'q'<oo, l+iv21 ve l+iv21 olsun. Her ae G igin
p p q9 9

feL(p,q)(G) ve ge L(p'.q')(G) oldugunda
t(a,fxg)=7(a f)*g
olur.

Bu takdirde 7:Gx L(G) — L(G) fonksiyonuna bir dteleme operatrii denir [27, 30].

4.2.2.0rnek: Her ae G ve fe L(G) igin
7(a.f)(x)= £ (x-a)~ £ (x)
7, (a, f)(x)=f(x+a)+ f(x—a)-2f(x)
seklinde tammlanan 7, 7, operatorleri birer oteleme operatoriidiirler. Ayrica 7, 7,

birer 6teleme operatdrleri oldugunda
(707,)(a.f)=1, (a’Tz (a,f))
seklinde tanimlanan 7, o 7, operatorii de bir dteleme operatoriidiir.

Bu bolimde G bir metriklenebilir yerel kompakt Abel grup, d Otelemeler
altinda degismez bir metrik olarak kabul edilecektir. Simdi §e (0,), fe L(p,q)(G),



1< p,q <o ve 7 herhangi bir 6teleme operatorii olsun. Ayn1 zamanda her xe G igin

d(x,0)=|| olmak iizere

a)pq(f;é'):sup{”z'(y,f)”pq :|y|S5 }

olsun.

4.2.3.Tanim: 1< p,g<oo, 0<a <o ve 7:GXL(G)— L(G) herhangi bir dteleme

operatdrii olmak iizere LA, (e, pg;G) ve LA (&, pq;G) ile gosterilen Lipschitz-

Lorentz-Zygmund siniflar1 agagidaki gibi tanimlanar:
LA, (@.pg:G)={f € L(p.9)(G):@,,(f:5)=0(5%)}

LA (@ pg:G)={f e LA.(a.pg:G): @, (f:8)=0(5")} .
Bu siniflarin birer vektor uzayi oldugu kolayca goriiliir. Simdi bu siniflarin birer normlu

uzay olduklarin1 gosterecegiz.

4.2.4.0nerme: 1< p,g<o olmak iizere LA, (&, pq;G) ve LA (&, pg;G) smiflan
izerinde

7>/ >HM}

70y = maks {Ilf I, -sup o

seklinde tanimlanan || . || (@.pa) fonksiyonu bir normdur.

Ispat: ||‘||(wq) fonksiyonun iyi tanimli oldugu kolayca goriiliir. Herhangi bir ce C

sayisini ve herhangi f, g e LA, (@, pg;G) fonksiyonlarini alalim.

i || : ||M fonksiyonu bir norm oldugundan || f ||(wq) 20 oldugu agiktir.

|=(- )]

i. [f],,, =0 olsun. Bu takdirde |f| =0 ve sup =0 elde edilir.
a.pq) P4 420 |

|y

||-||pq fonksiyonu bir norm oldugundan f :0(h.h.h.) yazilir. Tersine



f=0(hhh.) olsun. O zaman ”f”,,q =0 ve Hr(y,f)upq =0 olur. Boylece
171, .., =0 olur.

(a,pq)

iii. 7 Oteleme operatorii dogrusal ve |- ||pq fonksiyonu bir norm oldugundan

Je (e Jer (1]
||Cf||(a,pq) = max {”cf"pq ’S}EETM = max ”Cf”,,,, ’S)EETM

i g e i,

iv. 7 oteleme operatorii dogrusal ve ||- ||pq fonksiyonu bir norm oldugundan

[7(y.7+9)]
|V+gmww=mw@V+gmf23——TWf—ﬂ}

||f(y’f)+f(y’g)||,ﬂ,}
[
[e(v.0)], +||f(y’g)||,,q}

Smﬁmngﬁ oF

Fo-ol, 02
:max{||f||,,q+llgll,,q,s}gg NS N

I R L el
y#0 );to | y|

= ||f||(a,pq) +||g||(0!,17!1)

= max {”f + g”pq ’S}lig)

elde edilir. Boylece ||||(d o) fonksiyonu her iki Lipschitz-Lorentz-Zygmund siniflari

tizerinde norm olur.

Eger 7 yerine 4.22.0mekteki 7, almrsa 4.1.Bolimdeki Lip(a, pq),
lip(a, pq) Lipschitz-Lorentz uzaylan, 7, almisa A, (a,pq;G), A(a,pgq;G)

Zygmund smiflari, 7, o7, alinirsa ikinci derece Lipschitz-Lorentz uzaylar elde edilir.



4.2.5.0nerme: 1< p<oo ve g#oo olmak iizere fe LA, (&, pg;G) ve ge L (G) ise
f#*ge LA, (@, pq;G) olur. Ayni zamanda p ve g sayilarina bagli bir C sabiti igin

17 8] ey < €15 81,

(ar.pg) —
esitsizligi vardir.
Ispat: Herhangi f e LA, (@, pqg;G) ve ge L' (G) alalim. O zaman [2, Teorem 2.9] ile
f*ge L(p.q)(G) ve C sayist p, ¢ sayilarina bagl bir sabit olmak iizere

|7 =8l,, <ls1,, sl

olur. Ayrica y #0 olmak ilizere her ye G igin

(y, f*g) T(y.f)*g Cle(y. f) ||g||
H Hpq _ H Hpq < H y|aHpq ! SC”f”(a,pq) ”g"l

o a

5] 5]

yazilir. Boylece f*ge LA, (&, pg;G) ve ||f*g| < C||f||(a,pq) ||, elde edilir.

(a.pq) —

Asagidaki iki ©Onerme [2] calismasindaki Teorem 2.10 ve Teorem 2.11

kullanilarak 4.2.5.0Onermedeki gibi ispatlanr.

4.2.6.0nerme: 1< p,q<eo, l+i:1 ve l+i21 oldugunda f e LA, (e, pq;G)
p

p q9 4
ve ge LA, (@, p'q';G) alaim. Bu takdirde f*ge LA, (e,;G) ve aym zamanda C

sayist ¢ ile g' sayilarina bagli bir sabit olmak iizere
178l ey < C 1y N8

olur.

4.2.7.0nerme: 1< p,p'<oo, 0<¢q,q'<oco olsun. O zaman l+—>1, l: -1
r

1
p p p p

ve l+i'2l olmak iizere herhangi f e LA, (&, pq;G) ve ge LA, (e, p'q"G) igin
q9 49 S

f*ge LA, (a,rs;G) olur. Ayrica q,q',r ve s sayilarina bagh bir C sabiti i¢in



1/ % 8l ey < 1 e 18
bulunur.
. 1 1 1 1 )
4.2.8.0nerme: 1< p,g<co, —+— =1 ve —+—21 olsun. Bu takdirde
p p q (4

LA, (a,p'q;G) ve Hole(G)(L(p,q)(G),LA*(a,oo;G)) uzaylar1 cebirsel olarak

izomorf, topolojik olarak homoemorfturlar.

Ispat: Herhangi feLA,(a,p'q3G) ve geL(p.q)(G) alahm. O zaman [2,
2.8.Teorem] caligmasina gére f+*ge L°(G) ve aym zamanda C sayist g ile ¢'

sayilarina bagl bir sabit olmak iizere
I =8l <clfl,, Iel,, <Cll..,., i, @281

olur. Ayrica y #0 olmak iizere her ye G igin

le(r.r=8)|. =z (v. 1) 8| < Cle(r. 1), sl
<CI [l 8],

bulunur. Bu takdirde (4.2.8.1) ve (4.2.8.2) esitsizliklerine gore f * ge LA, (@, ;G) ve

(4.2.8.2)

1/ * 8l ey <C1 N N8, (4.2.8.3)

(a.p'q") |

elde edilir. Boylece fe LA, (@, p'q";G) fonksiyonuna karsihk her ge L(p,q)(G)
icin T,(g)=/f#*g ile tammh bir T,:L(p,q)(G)— LA, (@ ~;G) doniisiimii

bulunmus olur. Yine (4.2.8.3) esitsizligi ile HTJ.HSC || f|| olur ve boylece

(a,p'q)
T, € Hom, (L(p.q)(G),LA. (ar,>;G)) bulunur.

Tersine herhangi bir Te HomL,(G)(L(p,q)(G),LA*(a,oo;G)) alalim. Aym
zamanda T e HomL,(G)(L(p,q)(G),L‘”(G)) oldugundan [32, 4.5.Teorem] ile her

g€ L(p,q)(G) icin T(g)=f*g olacak sekildle T operatoriine karsihk bir

feL(p'.q')(G) vardir. O zaman her g€ L(p,q)(G) igin



[e(3.f%2)) le(3.7(9))|

N SN =<[r(2)],., <ITllsl,, (4.2.84)
ve
|78l =|r (I <[ (2., <ITllsl, (4.285)

bulunur. Ayrica [12] ve [35] caligmalariyla herhangi bir fe L(p',q')(G) i¢in C bir
sabit olmak iizere

[£(x)g(x)du(x

G

I, < eI, < pcsup{

< 1} (4.2.8.6)
yazilir. G grubu degismeli, # bir Haar 6l¢iimii oldugundan her 6lciilebilir £ < G i¢in
U(E)=u(~E) olur [33]. Bu takdirde herhangi bir ¢ L(p,q)(G) i¢in ¢(-x)=g(x)
doniisiimii yapilrsa ge L(p,q)(G) ve ||q)||;q =| g”; elde edilir. Ciinkii ¢ ile g
fonksiyonlari @(—x)=g(x) olmasi kullamlirsa bir E olgiilebilir kiimesi igin

A (y)=u(E)=u(-E)=4,(y) olur ve dolayisiyla @*=g* bulunur. Bu takdirde

8
’ 31}
rq

(4.2.8.5) ve (4.2.8.6) ile

)(O)|: o, < }
<mxw|V*w o[, <1}

" SI}S pp'C”T”

I, < plfl, < pcsuP{
= pCsup{

< pCsup{|T]lel,, : lo

Pq

yazilir. Yine benzer sekilde (4.2.8.4) esitsizligi kullanilarak her ye G icin

e

”T(y’f)”p'q' < p”T(y’f)”:q'

[7(3. £)(x) (=x)dpu(x

<pC sup{

= pCsup{|(2(3.1)#9)(0)]: I, < }



= pCsup{[(7(v. £ +9))(0)]: |}, <1}
< pCsup{[e(r. £ o) ||¢||’;, <1}

< Csup{p{'I7llel,, - ol <1}< oo iyl

1’

elde edilir. Boylece fe LA, (o, p'qiG) ve |f] <pp'C|T| bulunur. Sonug

(a,p'q)

olarak LA, (a.p'q:G) ve Hom, (L(p q)(G).LA, (@,;G)) uzaylar cebirsel

olarak izomorf, topolojik olarak homeomorfturlar.

4.2.9.0nerme:  1<p,g<co  olmak iizere LA, (&, pg;G)  uzayt ile
(Ll (G),LA, (e, pq;G)) carpanlar uzay1 izometrik izomorftur. Ayrica p=g=1 ise

(Ll (G), LA, (a,l;G)) c L (G) olur.

Ispat: Herhangi bir fe LA, (a0, pq;G) alalm. O zaman 4.2.5.0nerme ile her
ge L'(G) igin f=*ge LA, (a, pg:G) olur. Boylece her g€ L'(G) igin T, (g)=f*g
olmak iizere bir T,:L(G)— LA, (&, pq:G) doniisimii  tanimlanmus  olur,
I<p<oo,g#o i¢in L(p,q)(G) uzayr bir Banach L (G)-modiil oldugundan her
ge L (G) igin

I, =1l <11, b, <11 el

ve y#0 olmak iizere her ye G i¢in

O, _lrGorol, 0o eel, [0l lel
o[ ol
<[

esitsizlikleri elde edilir. Boylece HTf H < || f ||(wq) ve dolayisiyla

" "

T, e(L(G).LA,(a pg:G)) bulunur.



Tersine herhangi bir T e (L1 (G),LA, (e, pq;G)) alalim. O zaman 1< p,g <
icin [5, 3.4.Teorem] ile her ge L'(G) icin T(g)=f*g olacak sekilde bir tek

feL(p,q)(G) vardir. Béylece her ge L (G) igin

|78l =T (), <[ (., <l 429.1)
(-7 8]
st s, Slrllel @292

esitsizlikleri elde edilir. Simdi fe LA, (&, pg;G) ve |f] <|7|  olduklarim

(a,pq)

gosterelim. Her ae I igin ||a || =1 olmak iizere L'(G) uzaymm {a,}  yaklasik

birimi verilsin. O zaman her e I ve y#0 olmak iizere her ye G i¢in (4.2.9.1) ve

(4.2.9.2) esitsizliklerine gore

|7 #a,,, =[7(a.)] , <|T (@), <IT]

(@, pq)

et rval,_letsr)eal, letos)
b )

. <7
)] 5]

ifadeleri elde edilir. O zaman y # 0 olmak iizere her ye G icin

|71, =tim]f *a.],, <|T]

[z (3. 7)) le(3. f*a,)|

5] “ "

P4 = lim

<7

olur. Boylece fe LA, (e, pg:G) ve |f| <|7| bulunur. Bu ise f—T,

(@.pq)
doniisiimiiniin - LA, (@, pg;G) uzayt ile (L(G),LA,(a.pq:G)) carpanlar uzay:
arasinda bir izometrik izomorfizma oldugunu gosterir. Ozel olarak p=g =1 alinirsa

istenen [30] calismasinda goriiliir.



4.2.10.01181‘1116: p=q=1, p=¢g=oc veya 1<p<°°,1§q§<>0 191n Lﬂ*(a,pq;G)

uzayi || : || normuna gore bir Banach uzayidir.

(a.pq)

Ispat: LA (. pg;G) uzayindan herhangi bir {f,}  Cauchy dizisi alalm. Bu takdirde

{/.} _, dizisi L(p,q)(G) uzaymnda da bir Cauchy dizisi olur. Boylece

1, —f”pq —0
olacak sekilde bir fe L(p,q)(G) vardir. O zaman her £>0 icin her n,m>N

oldugunda

f=1, <§ (4.2.10.1)

ve

o= (4.2.10.2)

I3

< _—

(@.pq) 16
olacak sekilde bir N e Nsayis1 vardir. Simdi y#0 olmak lizere herhangi bir ye G

alahm. O zaman L (G) uzaymnmn yaklasik birimi {e,} _  alindiginda

Hf(y’fzv)_r(yvfzv)*em v 16

e £) (5 f)2e, ], <2l

esitsizliklerini saglayan y noktasina baglhh bir me N vardir. Yine (4.2.10.1) ve

(4.2.10.2) ifadelerine gére j = N olmak iizere

[ s)=2(31)]

. bl
<E|y| ve Hf, _prq < 16(1+Hz'(y,€m)

)

olacak sekilde bir je N vardir. Bundan dolay1

oty = 1), le o) =2 (i) ze, +le (v s =) %e|
(s, =f)re| +le(rr)xe,~2(r.0)

rq

(4.2.10.3)

<l e e = £, + 2l
E a
<z|y|

yazilir. Boylece



e Dl, _JeGer =50l G0l

|d

[ [
e, (v 1),
4 D

esitsizligi elde edilir. f, € LA (&, pq;G) oldugundan her £>0 i¢in 0<d<a,

|y (4.2.10.4)

oldugunda

(v, f
sg”(y(s—f)””f < %‘9 (4.2.10.5)

olacak sekilde bir a, >0 sayis1 vardir. Bu takdirde (4.2.10.4) ve (4.2.10.5) ile aym

£>0 igin 0< d <a, oldugunda

7 (. 1),
—< &

|0!

sup
bls |y

ve bundan dolay1 f € LA, (&, pg;G) bulunur. Yine (4.2.10.3) esitsizligi ile

7(y, —
- |=(y - Ny _e 42106
y#0 |y| 4
yazilir. Bu takdirde (4.2.10.1) ve (4.2.10.6) ile
Ify=f ||<a,,q) 4.2.10.7)

bulunur. Boylece (4.2.10.2) ve (4.2.10.7) ile her n > N icin

< — olur Bu
(a,pq) 16

ispati tamamlar.

G grubunun biriminin azalan sayilabilir acik komsuluklarinin bir {Vn}neN ailesi
icin e, =u(V, )_1 Xy, seklinde tammlanan fonksiyonlarin LA, (a,1;G) uzayinda

oldugunu kabul edelim. Bu takdirde “G grubu ( al) ozelligini sagliyor” denir.

4.2.11.0nerme: G, (E

a,l

) ozelligine sahip metriklenebilir bir yerel kompakt Abel grup

olsun. Eger 1< p,g < oo, l+i—1 ve l+l>1 ise
p p q9 q'



L(p,q)(G)*LA, (e, p'q;G) c LA (@, ;G)

kapsamasi vardir.

Ispat: Herhangi fe L(p,q)(G) ve geLA,(a,p'q;G) alam. Bu takdirde [2,

2.10.Teorem] galismasmna gore f*ge L”(G) olur ve y#0 olmak iizere her ye G
icin

[r(rsxgxe)|. _[rlne)=(£=8)]. _[lne,

I bl Mk

yazilir. Yine her ne N igin e, € LA (@, 1;G) oldugundan her £>0 igin 0<d<a,

! If=g|. @211

oldugunda

HT( y’ en ) 1 E
sup — <
s 8 | egl..

olacak sekilde a, >0 sayist vardir. O zaman aym &£>0 sayist icin 0<d<a,

oldugunda (4.2.11.1) ile

[z(.e,)

Sup”f(y,f>'<g>'<‘f’n)Ha° < sup Hfxel <e

s o bgs 07

bulunur. Bu takdirde her n sayist igin f * g *e, € LA, (¢t,00;G) olur. Yine y#0 olmak
iizere her ye G ve bir C sabiti igin
le(v. fegxe,~f=g)|. |e(y.8)=(f*e,—1)|.
B ) b
sl I e,

|d

|y
<Cllel i 7 *e = 11,

elde edilir. Bundan dolay1 LA, (&, ~;G) uzayinda f*g#*e, — f*g olur. Buradan da
LA, (@,%;G) uzayr bir Banach uzay1 oldugundan f*ge LA, (@,o0;G) olur. Bu ise

istenendir.



4.2.12.0nerme: G, (anl) ozelligine sahip metriklenebilir bir yerel kompakt Abel grup

olsun. Eger 1< p,q<oo, l+i':1 ve l+i>1 ise LA, (a,p'q;G) uzayr ile
p p q q'
Hom,, G)(L( p.q)(G),LA (@,;G)) uzayr cebirsel olarak izomorf, topolojik olarak

homeomorftur.

Ispat: Herhangi bir fe LA*(a, p'q';G) alalim. Bu takdirde 4.2.11.0Onerme ile her
g€ L(p.q)(G) icin T,(g)=f*g olacak sekilde T,:L(p.q)(G)— LA (a.:G)
doniigiimii vardir. Yine herhangi bir g€ L(p,q)(G) verildiginde y#0 olmak iizere

her ye G i¢in C sabit bir say1 olmak lizere

|7 =8l =< clrl,., lel,, < €17l sl

[e(y. £ +2)|. Hr v.f)xgl. CHz’( v ) Nl )
@ a <C|f o
|y| y| |y| ” ”( ,pq)”g”pq

a

olur. Boylece her ge L(p,q)(G) igin

77 ()., =17 * 8l < MM 51

elde edilir. Sonug olarak HTf H <C|f. .. veT e Hom,, (L(p.q)(G).LA (a0,;G))

(a,p'q)
olur. Tersine T € HomL,(G)(L(p,q)(G),Ll*(a’,oo;G)) alalm. O zaman 4.2.8.0nerme
ile her geL(p,q)(G) i¢in T(g)=f*g olacak sekilde fe LA, (@, p'q;G)
cL(p'q')(G) vardir. 4.2.8.0nermenin ispatindaki islemleri tekrarlayacak olursak

K >0 bir sabit sayr olmak iizere || f|| <K ||T|| bulunabilir. Bu takdirde

(a.p'q")

LA, (e, p'q";G) uzay: ile Hole(G)(L(p,q)(G),L/L(O{,oo;G)) uzay1 cebirsel olarak

izomorf, topolojik olarak homeomorftur.

4.2.13.0nerme: G, (anl) ozelligine sahip metriklenebilir bir yerel kompakt Abel grup
olsun. O zaman 1< p <o, 1< g <o olmak iizere

L(G)* LA, (e, pq;G) < LA (@, pq;G)



kapsamasi vardir.

Ispat: Herhangi fe L'(G) ve ge LA, (, pq;G) verilsin. O zaman y#0 olmak

tizere her ye G ve her ne N i¢in

oy r2gxe )], _[r(ve)=(r=8)],, JGe)
o ol ol"

bulunur. O zaman G grubunun (E

a.l

Hf=gl|, 2131

) ozelligini saglamas1 ve (4.2.13.1) esitsizligiyle
fxg*e, € LA (a, pqg;G) olur. Ayrica y #0,ye G ve n— oo oldugunda

le(3.8)*(fe,~ 1)

|H

le(y. f=gxe,~f=2)|

|H

ra _ rq

|y

SHT()”g)Hpq ”f*e,,_f”l 50

V"

|y (4.2.13.2)

yazilir. Boylece L(p,q)(G) uzaymnda f*g*e, — f*g oldugundan LA (e, pq;G)
uzayinda da fxgxe, — f*g olur ve LA (a, pg;G) uzayr bir Banach uzay

oldugundan f*ge LA (@, pqg;G) elde edilir.

4.2.14.0nerme: G, (anl) ozelligine sahip metriklenebilir bir yerel kompakt Abel grup
ve 1< p,g<oo olsun. Bu takdirde (E (G),LA (e, pq;G)) uzay1 ile LA, (@, pg;G)

uzay1 izometrik izomorftur. Ayrica p=g=1 ise (L1 (G),LA, (a,l;G)) c L (G) olur.

Ispat: Herhangi bir fe LA, (e, pq;G) verilsin. O zaman 4.2.13.0nermeye gore her
ge L'(G) icin T,(g)=f*g olacak sekilde T,:L (G)— LA, (. pq:G) doniisiimii

tanimlanir. Yine HTfHSH f] ve Tfe(Ll(G),Li*(af, pq;G)) oldugu kolaylikla

(@.pq)
goriliir.

Tersine T € (L‘(G),Ll*(af, pq;G)) verilsin. O zaman [5, 3.4.Teorem] ile her
ge L'(G) igin T(g)=f*g olacak sekilde bir fe L(p,q)(G) vardir. Ayrica T

sinirli oldugundan y # 0 olmak iizere her ye G ve her ne N i¢in



le(v. )], < (v 1) =2(v1(e))] . +HT(y,T(€n)) .
|y[* |y[* [y[*
(v, f)=7(y. f *e,)
fODOS N oy,
|y| Pq
(v, f)=7(y, f)xe,
< | o . +|TJle. ||

bulunur. Yine n—>o oldugunda her ye G igin ||T(y,f)—r(y,f)*en||pq -0

oldugundan

elde edilir. Bu ise fe LA, (@, pg;G) oldugunu gosterir. 4.2.9.0nermenin ispatindaki

metotlar aynen kullanilarak || f ||M S”T” ve || f || S”T” esitsizlikleri bulunur. Sonug

(a.pq)
olarak (L (G),LA (& pg;G)) uzay: ile LA, (c, pg;G) uzayi izometrik izomorftur.

Ozel olarak p =g =1 almirsa sonug [30] calismasinda goriiliir.



4.3. B"": (G) Uzay ve Bazi Ozellikleri

rp.q

G bir yerel kompakt Abel grup, 4 onun iizerinde bir Haar dl¢iimii ve aym
zamanda K =R veya C olsun. w (x),w,(x) fonksiyonlari G iizerinde agirlik
fonksiyonlar1 oldugunda 1<r<eo icin L, (G) agurhikli Lebesgue uzaylar ve
0< p,g<e igin L(p,q,w,du)(G) agurlikhh Lorentz uzaylarinin, K cismi iizerinde
birer vektor uzayr oldugu bilinmektedir [8, 17, 31]. Bu nedenle

B""(G)=L, (G)nL(p,q,w,du)(G) seklinde tanimlanan B)"">(G) uzay: da bir

r,p.q r.p.q

vektor uzayi olur. Yine (L;l (G), -||w]) ile (L(p,q,wzd,u)(G),”-||M’w2) birer normlu

uzaylar oldugundan herhangi bir f € B> (G) i¢in

rp.q

Wy, Wy

£

=|s

+|71

r.p.q rw

Psq:wy

ile taniml ||||;V'pwq :B"">(G) »R"U{0} bir fonksiyon olur ve bu fonksiyon iki

normun toplami olarak tamimlandigindan B" (G) iizerinde bir normdur.

rp.q

4.3.1. Onerme: 1<r<ow ve p=g=1, p=g=o veya 1< p<oo, 1<g<oco olmak

lizere (BW“W2 (G),

r.p.q

Wy Wy .
. rlp . ) normlu uzaylar1 birer Banach uzayidir.

Ispat: B (G) normlu uzayindan herhangi bir { fn}neN Cauchy dizisi alalim. Cauchy

rp.q

dizisinin tanim1 geregince herhangi bir € >0 sayisi1 verildiginde her m,n > n, i¢in

wy,

+

r,wy

<& 4.3.1.1)

Psq,wy

==\ - 1.

A -1,

olacak sekilde bir n, € N sayis1 vardir ve (4.3.1.1) ifadesine gore her m,n 2 n, i¢in

fi= 1 Jo= 1

<& ve

r,w

<&
P.q.wy

yazithr. Bu ise {f,} . dizisinin L, (G) ve L(p,q,w,du)(G) uzaylarinda Cauchy
dizisi oldugunu gosterir. L, (G) ve L(p,q,w,du)(G) uzaylart Banach uzaylari

oldugundan {f,}  dizisi, L, (G) uzayndabir f fonksiyonuna ve L(p,q,w,du)(G)



uzaymda da bir g fonksiyonuna yakinsar. Eger || . ||r < || . ||r,w esitsizligi kullanilirsa ayn1

£ >0 sayisina karsilik her n >n, oldugunda

<

r

If, - f

L=t

£
<— 43.1.2
5 ( )

olacak sekilde n, e N vardir. Yine ||||M S||-||p!w2 esitsizligi kullanilirsa aynm1 € >0

sayisina karsilik her n > n, oldugunda

f-al,, <lIf -l <§ (4.3.1.3)

pP-q.W>

olacak sekilde n, € N vardir. Boylece {f,} . dizisi L' (G) uzayinda f fonksiyonuna
yakinsadigindan, f fonksiyonuna (h.h.h.) yakinsayan bir { fnk} alt dizisi vardir. Yine

{f.} _, dizisinin L(p,q)(G) uzaymnda Cauchy dizisi olma 6zelligi kullamlirsa bu

£ >0 sayis1 i¢in her n,n, =n, oldugunda

olacak sekilde n,e N vardir. Eger n, =max{n,,n,} denirse (4.3.1.3) ve (4.3.1.4) ile

£ (4.3.1.4)
ra 2

fi= 1,

verilen bu € >0 sayisina karsilik her n,n, >n, oldugunda

-8, <S+s=e

Il <l e

+
q

p,

elde edilir. Yani { fnk} alt dizisi L(p,q)(G) uzaymnda g fonksiyonuna yakinsar. O
halde { fnk} dizisinin g fonksiyonuna (h.h.h.) yakinsayan bir { I } alt dizisi vardir.
Simdi de f =g ( hhh) oldugunu gosterelim. Eger {f, } dizisinin f fonksiyonuna

yakinsamadig1 noktalarin kiimesini A ile gosterirsek g(A)=0 yazilir ve herhangi bir

xe G—A igin her € >0 sayisina karsilik her n, > m, oldugunda

f )= f () <5 (4.3.1.5)



olacak sekilde bir m e N sayis1 vardir. Simdi { fnk} dizisinin g fonksiyonuna

yakinsamadigi noktalarin kiimesini B ile gosterirsek #(B)=0 yazilir ve herhangi bir

x€ G—B ve £>0 sayisma karsilik her n, >m, oldugunda

£

£, (D=g ()<=

! 2
olacak sekilde bir m, e N sayis1 vardir. Eger k, =max{m,,m,} dersek her x¢ AUB

icin x¢ A ve x¢ B oldugundan her n, 2k, i¢in

| (1) =g (x)| <[ ()=, (x)]+

E £
fon ()2 (x) <Ho=e

yazilir. Boylece f =g ( h.h.h.) elde edilir. Yine L(p,q)(G) uzaymin elemanlar1 denk

siiflar oldugundan f =g ¢ikar. Bundan dolayt1 fe B"" (G) bulunur. Yine

rp.q

n, =max{n,,n,} denirse her n>n, i¢in

WiWwy +

e T I

1 —f”p,W2 <E+E:€

rp.q

olur. Buna gore istenen elde edilir.

4.3.2.0nerme: 1<r<,1< P,q < oo olmak iizere

(i) B"" (G) uzay kuvvetli karakter degismezdir,

rp.q

(ii) B"" (G) uzaymdan B"."*(G) uzaymna tammlanan f — M, f fonksiyonu siirekli

bir fonksiyondur.

ispat: (i) Herhangi bir f e B'"": (G) ve te G alalim. O zaman her y >0 icin

A o, (y)= wz{xe G :|Mrf(x)| > y} = wz{xe G :|<x,t>f(x)| > y}
=w, {xe G:|<x,t>”f(x)‘ > y}
= wz{xe G:‘f(x)‘ > y} =2, (y)

*

o,

*
Wy 2

olur. Bunun sonucu olarak (M, f) (M, f )f: = f, esitlikleri ve dolayisiyla

=|s

||M, f||p :|| f||p bulunur. Yine [11] c¢alismasina gore ||Mr f

g Wy g Wy r,w r,w

oldugundan



W, Wy

|o2.1

=[a.1

=[s

rp.q

o TS|

+[71

P-q,W,

=|ls

Wi W

r,aw P-q,W, rp.q

elde edilir.

(ii) Simdi de M, fonksiyonunun siirekli oldugunu gosterelim. Bunun icin B> (G)

uzayindan alinan herhangi bir {f,} _ dizisi |- ||‘:‘pw; normuna gore bir fe€ B"" (G)

fonksiyonuna yakinsarken {M,f,} dizisi de M,fe B"" (G) fonksiyonuna ””‘:1:;

rp.q
normuna gore yakinsamalidir. { fn}neN dizisi f fonksiyonuna yakinsadigindan verilen

herhangi bir £ >0 sayisi i¢in her n >n, oldugunda

Wi,W

rp.q

+

If, - f

fi=1,,., <€

f” _f Pq,W,

olacak sekilde n,e N vardir. Yine aym £ >0 sayisina karsihik aynm n,e N sayisi

alinirsa her n 2 n; oldugunda

Wy, Wy

||Mtfn _Mtf

=||Mtfn_Mtf
fi=r

o T, =M 1],
fi=1,,., <€

p.qg.w,

r.p.q »q>Wa

= +

r,wy

elde edilir. Bu ise istenendir.

4.3.3.0nerme: 1<r<oo, 0<p,g<co veya 0<p<g=co olmak iizere asagidaki
ozellikler dogrudur:

(i) B'":(G) uzay: telemeler altinda degismezdir,

(i) Herhangi bir xe G i¢in B"(G) uzaymmdan B""(G) uzaymna tanimlanan

f — L_f fonksiyonu siireklidir.

Ispat: (i) Herhangi fe B (G) ve ue G alalim. O zaman her y >0 igin

r.p.q

A g (¥)=wy{xe GHL £ (x)|> y} =wy{xe G| f (x—u)[> y}]

bulunur. Bu durumda x—u=m degisken degistirmesi yapilirsa, agirlik fonksiyonun

ikinci 6zelligine gore



ﬂ,LMf,wz(y):wz{m+ueG:‘f(m)‘>y}:w2{{meG:‘f(m)‘>y}+u}
< [ wau= [ ()

{meG:‘f(m)‘>y}+u {meG:‘f(m)‘>y}
< (w) [ ow()dul)
{meG:‘f(m)‘>y}

:wz(u)wz{me G:‘f(m)‘> y}=Wz (’ft)/7'f,»v2 ()

olur. Yine [8, 2.1.0nerme] ile ||Lu f ||M’w2 S(w2 (u))Tl’ || f ”M% yazilir ve ayn1 zamanda
IL.f LSw (u)|f ||r,w esitsizligi kolayca goriiliir. Bu takdirde
Ly =Iet |, 12, o,
< @[], +(w 11,
< maks s (u). (. () )1

elde edilir.
(ii) Her ue G i¢in L,(-):B"" (G)— B""*(G) fonksiyonu dogrusal ve (i) sikkina

rp.q rp.q

gore siirlida oldugundan siireklidir.

4.3.4.0nerme: 1< p<o, 1<g<oo ve 1<r<o olmak iizere herhangi bir
feB""(G) fonksiyonuna karsiik G kiimesinden B!'" (G) uzayma tammlanan

r.p.q r,p.q

x— L_f fonksiyonu siireklidir.

Ispat: G kiimesinden L, (G) uzayma tammlanan x — L f fonksiyonunun siirekliligi
[13] ¢alismasindan biliniyor. Bu nedenle verilen herhangi bir x,€ G ve £>0 sayisina
karsilik her xe U, i¢in

£
< —
r.w 2

Ly-L.f
olacak sekilde x, noktasinin bir U, komsulugu vardir. Yine G kiimesinden

L(p,q,w,du)(G) uzayma tammlanan x— L _f fonksiyonunun siirekliligi [8]

calismasindan biliniyor. O zaman € >0 i¢in her xe U, oldugunda



L /]

P-4y
olacak sekilde x, noktasinin bir U, komsulugu vardir. Boylece V =U, N"U, kiimesi de

X, noktasinin bir komsulugu olup, ayn1 £ >0 sayisina karsilik her xe V i¢in

Wy, Wy E &
<—+—=¢

p.q.wy 2 2

r.w

olur. Bu istenen sonucu verir.

4.3.5.0nerme: w, ve w, agirlik fonksiyonlari birer sabit fonksiyon olsunlar. O zaman

wy,Wy

I<p<oo, 1£g<oo ve 1<r<oo olmak iizere (Br,;,q (G),

Wy, Wy . .
-||r1p q) uzay1 bir homojen

Banach uzayidir.

Ispat: Her xe G igin w,(x)=K ve w,(x)=L oldugunu kabul edelim. Yine herhangi

bir f€ B"" (G) ve ue G alalm.  bir Haar dl¢iimii oldugundan her y >0 i¢in

rp.q

A (V) =W, {xe G: ‘>y}: {xeG ‘f )‘>y}

{{meGlf J>otrut= [ w(x)du(x)

mEG"f ‘>y}+u

=L J ({meG ‘f ‘>y}+u)
{me G s (m)|>y}+u

=Lﬂ{

ml>3}= [ w(x)du(x)

{meG:‘f(m)‘>y}

= ﬂ“f,wz (y)
bulunur. Bunun sonucu olarak (L, f ) =1, ve (Lf ) = f,, esitlikleri elde edilir.

Buradan da ||L” f || = || f ||MM bulunur. Yine

Pqsw;

r,w '[

G

.1, "(x)du(x)

|W1 )du(x)= _”f(x_”)r

() dualr) = [| (O w (1) daa(o)

G

=[1;

r,wy

olur. Boylece



W, Wy

|z.f

=[z.f
=|lf

rp.q

o LS
+|71

Wi,Wp

Pq-W,

=[s

Wi,W

r,w p.q.w, r,p.q

elde edilir. Buna gore (Bw"w2 (G).|-

e ) bir yar1 homojen Banach uzayidir ve

r.p.q

4.3.4.0Onerme geregince de bir homojen Banach uzay1 olur.

4.3.6.Sonug: 1< p<eo, 1< g<eo ve 1<r<eo olmak iizere herhangi bir f e B"" (G)

Wy, Wy . . g
rl,,(; fonksiyonu siireklidir.

icin G kiimesinden R uzayina tanimlanan x —

Lf

Ispat: Herhangi bir x,€ G ve £>0 sayis verilsin. 4.3.4.0Onermeden dolay1 her xeV

icin |[L f—L_f " <& olacak sekilde x, noktasinin bir V komsulugu vardir. Yine
0" llr.p.q
aym € >0 sayis1 ve V komsulugu icin
et =t sl -2 s <e
’ r.p.q 07 My p.g 0% lr.p.q

yazilir. Bu istenen sonucu verir.

4.3.7.0nerme: 1<r<o, I<p<o ve g#oco olsun. Bu takdirde eger w, = w, ve

w, > w, ise (Bw"w2 (G).]- ||:VIPW; ) uzay1 bir Banach L, (G)-modiildiir.

r.p.q

Ispat: 1<p<o, g#oo olmak iizere L(p,q,w,du)(G) uzaymmn bir Banach
L‘w2 (G)-modiil oldugu [8, 3.3.0nerme] ¢alismasindan bilinmektedir. Yine 1<r <oo
olmak iizere L, (G) uzaymn bir Banach L, (G)-modiil oldugu [13] galismasindan
biliniyor. Ayrica w, > w, ve w,>w, ise L, (G)cL, (G) ve L, (G)cL, (G)
kapsamalar1 vardir. Bundan dolay1 alinan herhangi bir f e Llw(] (G) igin

|7

olacak sekilde C,,C, >0 sabit sayilar1 vardir. Bu takdirde herhangi bir f e Llw(] (G) ve

<G, ve 171, sc.l/l

Lw 1wy 1w, 1wy

ge B"" (G) igin

r.p.q



Wi, W,

=|f*g
<|71..
<G|l
<maks{C,.C,}| f

|5 el .
+ ||f Lw, g”

+G,||f

Lwy (

< maks{q ’ CZ}”f”l,wo ||g

r.p.q r,w

g

r,w

8

P.q.w,

g| (4.3.7.1)

VZ2UR)

Lwy | r,w 1wy

+[el
r,w 8 P.q:Wy

Wy, W,

8

r.p.q

bulunur. Simdi L, (G) iizerinde bir ||| : ||| fonksiyonunu

\||f||\ = maks{Cl,CZ}”f”

Lwp
bigiminde tanimlayalim. Bu takdirde -], bir norm oldugundan ||-[| fonksiyonu da
bir normdur. Ayrica
i:(£, (6)] L, ) = (2, (O]
foi(f)=71

fonksiyonunun bir homeomorfizma oldugu kolayca goriiliir. O zaman Banach teoremine

gore bu normlar denk olur. Ote yandan (4.3.7.1) esitsizliginden dolay1

wy,W,

e <A

r.p.q

If g g

r.p.q9

olur. Banach modiil olmanin diger 6zelliklerini gostermek kolaydir. Boylece B, (G)

uzayi (E (G),||||||) uzay1 iizerinde, dolayisiyla (E (G),||‘||LW0) uzay1 iizerinde

o o

Banach modiil olur.

4.3.8.Yardimer Onerme: 1< p<eo, g#oo olsun. Eger w, > w, ise her fe L, (G)

icin || f ”sz <C || f ||LW1 olacak sekilde bulunan C >0 sayisin1 kullanarak Bff;’,”;E(G)

tizerine ||||||B =maks{C,1}|-|"" normunu koyalim. O zaman (Bﬁ”},'zz (G),||||||B) bir

Lp.g

Banach uzayidir.



Ispat: Kabul edelim ki w, > w, olsun. O zaman L, (G)c L, (G) ve her fe L, (G)

icin || fl < C|| f ||1,Wl olacak sekilde C >0 sayist vardir. Bu takdirde || : ||Iv'p " bir norm

Lw, »q

oldugundan ||| . |||B fonksiyonu da bir norm olur. Ayrica

(5 (),

(B (G)]-

1.p.q
f—i(f)=r
birim fonksiyonunun bir homeomorfizma oldugu kolayca goriiliir. Bunun sonucu olarak
bu normlar denktir ve Banach teoreminden dolay1 (Bl“},‘; (G),||| : |||B) uzay1 bir Banach
uzayi olur.

Benzer sekilde w, > w, oldugunda da kurulacak yeni norma gore B/',” (G)

uzay1 bir Banach uzayi olur.

4.3.9.0nerme: 1< p<oo, g#oo olsun. Bu takdirde eger w, > w, veya w, »w, ise

(BW"W2 (G),H| : |”B) uzay1 Banach cebiridir.

Lp.q

Ispat: Kabul edelim ki w, =w, olsun. O zaman 4.3.8.Yardimci Onermeye gore

(BI‘TL’,’;Z(G),|||-|||B) uzay1 bir Banach uzayidir. Yine [8, 3.1.0nerme] c¢alismasindan
L(p,q,w,du)(G) uzaymm bir Banach L, (G)-modil oldugu biliniyor. Simdi

herhangi f,ge B"" (G) alalim. Bu takdirde

Lp.g

Wiy

17 &, = maks{c.13] £ =],
=maks{C1} (1 #l,,, +f #4l,,...)
<maks{C.1}(|/],,, Iel,,, +1£],.. lel,...)
<maks{C.1}(|],,, Iel,., )

<maks {C,1}(maks{c. | 7], (s, +lg,..)

Wi Wy

Lw,

+C|f

1w

< maks{C,1}| f
<[l 1, Nl

1maks{C,l}”g

1w Lp.g



bulunur. Banach cebiri olmanin diger 6zelliklerini gostermek kolaydir. Benzer sekilde
w, = w, ise benzer islemler tekrarlanarak istenen elde edilir.
rp.q )

4.3.10.0nerme: 1< p<oo,1<g<o ve 1<r<oo olmak iizere (Br“lp“q (G) || -

uzaymin kompakt destekli fonksiyonlardan olusan sinirl bir yaklasik birimi vardir.

Ispat: G grubunun birimi olan e nin bir K kompakt komsulugunu alalim. Beurling
agithk fonksiyonlart w,(x) ve w,(x) yerel sl oldugundan her ye K igin
w, (y)< A ve w,(y)<A, olacak sekilde A, A, >0 sayilari vardir. Simdi ¥(e), e G
birim elemaninin komsuluklarinin ailesi olmak iizere bir F' kiimesini
F={EcK:Eed(e)}

seklinde tamimlayalim. Bu F kiimesi lizerinde bir >~ bagmusi E, CcE, < E, - E,
seklinde tanimlansin. Bu takdirde (F ,>) bir yonlendirilmis kiime elde edilir. Her
E e F i¢in G lizerinde tanimli, negatif olmayan, destegi E, tarafindan kapsanan ve

I e, du =1 kosulunu saglayan {ew}mE , stirekli fonksiyonlar1 vardir. Bu takdirde j=1,2

iken L, (G) uzaylarinda birimin komsuluklarindan elde edilen bu {e,}

agl smirl
yaklasik birimdir [34, 37]. Llwl (G) uzayi igin elde edilen bu yaklagik birimin L, (G)
uzay1 i¢inde bir yaklasik birim oldugu [26] calismasinda gosterilmistir. Boylece her

f e L, (G) verildiginde, her £ >0 sayisina karsihik her & - ¢, igin

<£ (4.3.10.1)

||f*ea_f r,w 2

olacak sekilde ¢, el vardir. Yine [8, 3.2.0nerme] calismasinda Llw2 (G) uzaymin
{e.},., smurh yaklasik biriminin L(p,q,w,du)(G) uzayr igin bir yaklasik birim
oldugu gosterildi. Bu takdirde aym & >0 sayist alindiginda her f € L(p,q,w,du)(G)

ve her @ > &, igin

| *e,~ 7] <§ (4.3.10.2)

P>q,Ws



olacak sekilde a, € I vardir. Eger «, > &, ve «, > «, ise ayn1 £ >0 sayisi alindiginda

her fe B"" (G) ve her > ¢, igin (4.3.10.1) ve (4.3.10.2) ifadelerinden

rp.q

Wy, Wy +||f*ea_f|| <£+£:8

||f * ea’ - f Poq.Wy 2 2

e,

r,p.q r,wy

bulunur. Boylece 1< p<oo,1<g<o igin (BW“WZ(G),

rp.q

Wy Wy
-||r1p;) uzaymin Kkompakt

destekli fonksiyonlardan olusan sinirli bir yaklasik birimi vardir.

4.3.11.0nerme: 1< p<oo, 1<g<oo ve 1<r<oo olsun. Eger w, = w, ve w, = w, ise

B'".":(G) uzay1 bir esas Banach L, (G)-modiildiir.

r.p.q

Ispat: (le (G),

W

||1 w) uzaymin bir Banach cebiri oldugu biliniyor [31]. Yine

4.3.7.0nermede B!"":(G) uzaymn Banach L, (G)-modiil oldugu gosterildi. Yine

rp.q

L, (G) Banach cebirinin her f € B (G) igin

Wy rp.q

lim| f e, — f

Wi,W

rp.q
olacak sekilde bir {ea}ael simrli yaklagik birimine sahip oldugu 4.3.10.0Onermeden
biliniyor. O halde [7] c¢alismasindaki Module Factorization teoreminden dolay1

Wy 1 .. . v 1es
B""(G) uzayr L, (G) uzayi iizerinde esas modiildiir.

4.3.12.0nerme: w,,w,,w, ile w, fonksiyonlari G iizerinde agirlik fonksiyonlari ve
1<r <o, 0< p,g <oo olsun.
i. B""(G)=B(G) ve B3" (G)=B,(G) diyelim. Bu takdirde
B,(G) < B,(G)
olmas i¢in gerekli ve yeterli kosul her f € B,(G) igin

£

olacak sekilde bir C >0 sayisinin bulunmasidir.

5 <€/l

ii. Eger 0<g, <q, <o ve w, >w, ise

B (G)c B3 (G)

LRV LRV L)



kapsamas1 vardir.

Ispat: (i) B (G)cB,(G) olsun. B/(G) uzay iizerindeki bir |-| fonksiyonunu
f € B,(G) olmak iizere

[£1= 115 + 171,
bi¢iminde tanimlayalim. Bu fonksiyon iki normun toplami oldugu i¢in B, (G) uzay
izerinde bir norm olur. Simdi (BI(G),””) uzaymin bir Banach uzayi oldugunu

gosterelim. Bunun icin (B, (G),

|) uzayindan bir { f,} _, Cauchy dizisi alalim.
Cauchy dizisi tanimu geregince herhangi bir € >0 sayis1 verildiginde her m,n = n,, i¢in

If, = £ 1=15 = ful, #15 = £l <€

olacak sekilde bir n, € N sayis1 vardir. Buradan her m,n 2 n, icin

fi= 1 fi= 1

<& ve <&
| B,

B,
yazilir. Bu ise {f,}  dizisinin B (G) ve B,(G) uzaylarinda birer Cauchy dizisi
oldugunu gosterir. B,(G) ve B,(G) uzaylan birer Banach uzayr oldugundan {f,}
dizisi B, (G) uzayinda bir f fonksiyonuna ve B,(G) uzayinda da bir g fonksiyonuna

yakinsar. Dolayisiyla || . ||M < || . ||Mw oldugundan verilen bu £ >0 sayist i¢in her n >n,

oldugunda
1= Al <15~ A1, <5 (@3.12.1
n pg — M1 pawy 9 R
olacak sekilde bir n, € N sayis1 ve her n > n, oldugunda
fi-gl <|f-g| <% (4.3.12.2)
n " 8l =10 T 8N, 2 D

olacak sekilde bir n,e N sayist vardir. Bu takdirde {f,} . dizisi L(p,q)(G) ve
L(p,q,w,du)(G) uzaylarinda f fonksiyonuna yakinsadigindan g ve w,du
olgiimleri igin dlgiim iginde de yakinsar [40]. O halde { fn}neN dizisinin her iki dl¢iime

gore (h.h.h.) f fonksiyonuna yakinsayan bir { fnk} alt dizisi vardir [40]. Bu { fn}neN



dizisinin L(p,q,w,du)(G) uzayinda Cauchy dizisi olmasi kullamilirsa, bu £ >0 sayisi
icin her n,n, > n, oldugunda

<£ (4.3.12.3)

P.q,wy 2

<
Pq

Jo= 1 L1,

olacak sekilde bir n,e N vardir. Eger n, = maks{n,,n,} olarak segilirse (4.3.12.2) ve
(4.3.12.3) esitsizliklerinden dolayr verilen bu &£>0 sayisina karsilik her n, >n,

oldugunda

E &
f”_g”p,q <5+5:8

+|

AT I T

p-q

elde edilir. Boylece { fnk} dizisi L(p,q)(G) uzayinda g fonksiyonuna yakinsar.
Boylece { fnk} dizisi ol¢iim icinde de g fonksiyonuna yakinsar [40]. O halde { fnk}

dizisinin g fonksiyonuna (h.h.h.) yakinsayan bir { fu } alt dizisi vardir. Eger { fnk}

dizisinin f fonksiyonuna noktasal yakinsamadigi noktalarin kiimesini A ile
gosterirsek, f£(A)=0(=w,(A)=0) olur. Boylece her xe G—A icin verilen &>0

sayisina karsilik her n, > m, oldugunda

£
[ (0= (0] <%
olacak sekilde bir m, € N vardir. Bunun sonucu olarak her xe G— A ig¢in verilen £>0

sayisina karsilik her n, =m, oldugunda

£, (x)—f(x)‘<§ (4.3.12.4)
yazilir. Yine { . } dizisinin g fonksiyonuna noktasal yakinsamadigi noktalarin
kiimesini B ile gosterirsek, #(B)=0 (:> w,; (B)zO) olur. Boylece her xe G- B ig¢in

verilen € >0 sayisina karsilik her n, >m, oldugunda

Lo, (X)—g(x)‘ <§ (4.3.12.5)

olacak sekilde bir m,e N vardir. Eger m, =maks{m,,m,} olarak segilirse n, >m,

oldugunda her x¢ AU B icin (4.3.12.4) ve (4.3.12.5) ifadelerinden



E £
f”km (X)_f(X)‘ <5+5:€

()= £ ()] =[g (x)= 1,,_ (x)]+
bulunur. Sonug olarak #(AUB)=0(=w,(AUB)=0) oldugundan f=g

(h.h.h.)(:> f= g(wj —h.h.h.)) elde edilir. Eger N =maks{n,,n,} segilirse, her n> N

icin

fi= =08 £l 4= £, <€

¢ikar. O halde (B, (G).

||) uzay1 bir Banach uzayidir. Simdi ispati tamamlamak igin

Banach teoremini kullanacagiz. Once
(8,(6).]- ) —=(5/(G).]1,,)
f—i(f)=r
birim fonksiyonunu tamimlayalim. Bu fonksiyonun dogrusal, birebir ve orten oldugu

aciktir. Ayrica ||z (f )”B :|| f ||B S” f || esitsizliginden dolay1 i(-) fonksiyonu siireklidir.
O halde Banach teoremine gore i(-) fonksiyonu bir homeomorfizmadir. Bunun sonucu

||| ve || ||Bl normlari denktir. Bdylece her f e B, (G) igin

7=zl
olacak sekilde C >0 sayisi vardir. Buradan her f € B,(G) igin
71, <l£1=<lA1,

yazilir. Bu ise istenendir.

Gerektirmenin diger yaninin ispat1 kolaydir.

(ii) 0<gq <g,<oco ve dm herhangi bir dl¢iim olmak iizere her f e L(p,q,,dm)(G)

igin | 7],

P9

S”f”;q1 esitsizligi, dolaysiyla  L(p,q,,dm)(G) < L(p,q,,dm)(G)

kapsamasi1 [17] ¢alismasindan biliniyor. Eger buradaki herhangi ol¢iim yerine w,du

L esitsizligi,

P>q1>w2

olgimii alimrsa her fe L(p,q,w,du)(G) igin |f|

P4,

dolayistyla
L(p.q,,wydut)(G) < L(p,q,,w,du)(G) (4.3.12.6)



elde edilir [8, 2.5(ii).Onerme]. Yine w, >»w, ise L, (G)c L, (G) oldugu [I3,
1.5.0nerme] ¢alismasindan biliniyor. O halde (4.3.12.6) ifadesinden
Bwl,w2 (G) c Bw3,w4 (G)

rp.q LY ZRL5)

kapsamast bulunur.

Simdi w;,w,,w, ve w, agirlik fonksiyonlarini kullanarak
w'(x) =w; (x)+w, (x) ve w"(x) =w; (x)+w,(x)
fonksiyonlarin1 tamimlayalim. Bu takdirde w'(x) ve w"(x) fonksiyonlarmin birer

agirlik fonksiyonlari oldugu kolayca goriilebilir.

4.3.13.0nerme: p=1, 0<g<1 ve 1<r<eo olmak iizere her fe B (G) icin

K (f)w'(x)<

LA <K (f)w(x)

olacak sekilde K (f)>0 sayisi vardir.

Ispat: Herhangi bir f e B\ (G) alalim. 1<r <eo oldugunda her fe L, (G) i¢in G

grubundan R kiimesine tanimli x — fonksiyonunun w, (x) fonksiyonuna

L.f

|r,w1

denk oldugu bilindiginden her xe G i¢in
-1
c(f) w(x)<

olacak sekilde bir c( f ) >0 sayis1 vardir [11, 13]. Yine [8, 2.6.0nerme] ile her xe G

Lfll  <c(f)w(x) (4.3.13.1)

r,w

icin

o (f)w,(x)<|L,f <c, (f)w,(x) (4.3.13.2)

|l,q,w2
olacak sekilde ¢ (f),c,(f)>0 sayilari vardir. O zaman (4.3.13.1) ve (4.3.13.2)
esitsizlikleri kullanildiginda

c(f) w(x)+e (F)wy(x) <

olur ve buna gore

+

<e(f)m(x)+e (f)w (%)

Ly

L.f

r,w |l,q,w2

1

K(FY W) <Al <K (F)w(x)

r,lg

olacak sekilde K (f)>0 sayisi vardir.



4.3.14.0nerme: p=1, 0<g<1 ve 1<r<oco olmak iizere B"" (G)c B (G) ise

r.lq r,lg

w'>=w" olur. Yine eger w, >w; ve w,>w, ise B\ (G)c B} (G) kapsamasi

vardir.

Ispat: Once B"" (G) < B""* (G) oldugunu kabul edelim. Herhangi bir he B!}" (G)

r,lq r,lq r.lq

wi,W,

icin he B (G) oldugundan, 4.3.13.0nermeden dolayr x —

g Lh fonksiyonu

rlg

ws,

w'(x) agurlik fonksiyonuna, x — (L h

::4 fonksiyonu da w"(x) agurlik fonksiyonuna

rl,

denktir. Boylece her xe G i¢in

kw'(x) S||LA| < kw'(x) (4.3.14.1)
olacak sekilde k >0 sayis1 ve
Cw"(x) <L <iw"(x) (4.3.14.2)
olacak sekilde [>0 sayws1 vardir. Aynca B\ (G)c B} (G) oldugundan
4.3.12.0Onerme kullanilirsa
LA sClLA|" " (4.3.14.3)

olacak sekilde C >0 sayist bulunur. O halde (4.3.14.1), (4.3.14.2) ve (4.3.14.3)

esitsizlikleri kullanilirsa her x€ G icin

l_lw"(x) <|L.h " g Ckw'(x)

rlq

" <C|Lh

rlq

olur. Buradan her xe G i¢in
w"(x) < Ckiw'(x)
bulunur ve M =Ckl denilirse w"(x)<Mw'(x). Buise w'>w" oldugunu gosterir.

Simdi w, >w,; ve w,>w, oldugunu kabul edelim. Bu takdirde w, > w,
oldugundan
L, (G)c L, (G) (4.3.14.4)
ve yine [8] calismast ile w, > w, oldugunda

L(l,q,wzd,u)(G)CL(I,q,w4d,u)(G) (4.3.14.5)
oldugu biliniyor. Bu takdirde (4.3.14.4) ve (4.3.14.5) kapsamalarindan istenen elde

edilir.



4.3.15.0nerme: 0< p,q < oo olmak iizere

B (G) e B (6)

r,p.q r.p.q

olmas1 igin gerekli ve yeterli kosul her f e B""" (G) igin

rp.q

, P
ws, Wy, W5

"<K|f

r.p.q

£

olacak sekilde bir K sayisimnin bulunmasidir.

rp.q

Ispat: 4.3.12.0nermede w, yerine w! ve w, yerine de w! alinirsa istenen elde edilir.

4.3.16.0nerme: 1< r<oo ve 1< g < p <oco olmak iizere her f € Br”‘p”q' (G) i¢in

WP WP
Wy wy wy Wi

s()w )Ll <w @A,

olacak sekilde s(f)>0 sayist vardir.

ispat: Herhangi bir feB"" (G) alalm. O zaman felL (G) ve
fe L(p,q,wé’d,u)(G) olur. Bu takdirde [13] ¢ahymasma gore x—|L.f|
fonksiyonu w, (x) agirlik fonksiyonuna denk oldugundan her xe G igin

K )m (x) <L o], <k (F)w(x) (4.3.16.1)

olacak sekilde k(f)>0 sayist bulunur. Ayrica g < p oldugundan [8] calismasindaki

2.9.0nermeden dolay1

<w, (D|f] ., (4.3.16.2)

C_l (f)W2 (x) < L’Cf fo |p,q,w{ P-q.w

<
oW,

yazilir. Eger s( f ) = mjn{c'l,k‘l} denirse (4.3.16.1) ve (4.3.16.2) esitsizliklerine gore

wy.wi

(7)o (x) s () <L A +EA, o S maks o, (), (A
olur ve buradan
s()w () S| <w() e

elde edilir.



4.3.17.0nerme: 1<r<o ve 1<g<p<oco olmak iizere Bflp”f (G)c Br“j,‘ff (G) ise

' " . . wywi wy,wy
w'>=w" olur. Yine w, > w, ve w, > w, ise B/"> (G) c B (G) olur.

ispat: Once B"" (G)c B"" (G) oldugunu kabul edelim. O zaman 4.3.16.0Onermeye

rsp.q rp.q

wy,wh Wis

wl . - .
* fonksiyonu w' agirlik fonksiyonuna,

(G) olmak iizere x —
rp.q

gore he B

rp.q

Lh

e as wi
he B'>" (G) olmak iizere x — e

Lh fonksiyonu da w" agirhik fonksiyonuna

rp.q

denktir. Boylece f e B"" (G) olmak iizere her xe G igin

r.pa
s”w'(x) <L, f :lp“: <sw'(x) (4.3.17.1)

olacak sekilde s >0 sayis1 ve
() < L < mw (x) (4.3.17.2)

olacak sekilde m >0 sayisi vardir. Ayrica 4.3.15.0nermeden dolay: her xe G igin

Ly Lf

olacak sekilde K >0 sayist vardir. O halde (4.3.17.1), (4.3.17.2) ve (4.3.17.3)

4.3.17.3)

rp.q

Y ¢
rpd

esitsizlikleri ile

w,wy
rv‘M < Ksw'(x)

p
Wy, W,
LK

4
m'w"(x) < o

Lf Lf

olur. Buradan her xe G i¢in
w"(x) < Ksmw'(x)
bulunur ve N =Ksm denirse her xe G igin w"(x) < Nw'(x) yazilir. Bu ise w'>w"

oldugunu gosterir.

Tersine w, > w; ve w, > w, olsun. Bu takdirde w, > w; oldugundan

L (G)cL, (G) (4.3.17.4)

Wy W3

olur. Yine w, > w, oldugundan [8] calismasina gore

L(p,q.widu)(G)c L(p.q.widu)(G) (4.3.17.5)

yazilir. Bu takdirde (4.3.17.4) ve (4.3.17.5) kapsamalarindan istenen elde edilir.



4.4.B"" (Rd) Uzaylarinda Kompakt Gomiilmeler

rp.q

Bu boliimde iizerindeki dx Lebesgue olgiimii ile R? wuzayr iizerinde

calisilacaktir. R iizerinde tamiml, karmasik degerli ve kompakt destekli siirekli

fonksiyonlarin uzayi CC(]R") ile gosterilecektir. Giirkanli [14] c¢aligmasindaki

yontemler izlenecek ve  4.3.kesimdeki kapsamalarla ilgili Onermelerden

yararlanilacaktir.

4.4.1.0nerme: 1<r<eco, 0<p,g<eo olsun. Eger bir {f,}  dizisi B"" (R’)
uzayinda sifira yakinsiyorsa, bu dizi belirsiz (vague) topolojiye gore de sifira yakinsar.
Yani her ke C, (]Rd) icin n — oo oldugunda

[, (x)k(x)dx =0

olur.

Ispat: { f"}neN dizisi B)" (]Rd) uzayinda sifira yakinsayan bir dizi olsun. Herhangi bir
ke C, (]Rd) icin Holder esitsizligi kullanilirsa l+ l' =1 olmak iizere
ror

wy,Wy

<|x

AR

n

<|x

[ £ (0K (x)dx (4.4.1.1)

r' r' lr,w r' r,p.q

esitsizligi yazilir. O halde (4.4.1.1) ifadesi geregince { fn}"eN dizisi belirsiz topolojiye

gore de sifira yakinsar.

4.4.2.0nerme: 1<r<oo,w,w, ve v fonksiyonlari R? iizerinde tamimh Beurling

v(x)

agirlik fonksiyonlar1 olmak iizere w, <w, ve v <w, olsun. Eger x — oo i¢in )
w, (x

d Wy, Wy d r d
orant R uzayinda sifira yakinsamiyorsa B,"" (R ) uzayindan LV(]R ) uzayina olan

gomiilme kompakt degildir.

Ispat: Ilk olarak x — oo icin w(x) — o oldugunu kabul edelim. v <w, oldugundan

her xeR‘ igin v(x)<Cw (x) olacak sekilde C>0 sayis1 vardir. Boylece



B (Rd)cL’ (]Rd)cl;(]Rd) kapsamalar1 gerceklesir. Simdi R? uzayindan bir

rp.q

{t"}neN dizisini n — o oldugunda ¢, — oo olacak sekilde secelim. Hipotez geregince

5 v(x .. v(x)
x — oo oldugunda orani sifira yakinsamiyorsa x — oo icin >J olacak
w, (x) w, (x)

sekilde en az bir 6 >0 sayis1 vardir. B""™

r.p.q

(Rd) uzaymdan L, (Rd) uzayina olan

gomiilmenin kompakt olmadigimi gostermek i¢in herhangi bir fe B ™ (Rd) f#0

fonksiyonunu alalim ve her ne N igin f, =w;" (z,) L, f olmak iizere bir {f,} _ dizisi

olusturalim. Bu takdirde

1417,

Wy ,Wy wy,W,

=w (1,)|L, f

) g

rp.q

rp.q rp.q

olur. Yine w, <w, oldugundan her xe G i¢in w,(x)<C'w,(x) olacak sekilde bir

C'>0 sayist ve B" (]Rd) uzayr Otelemeler altinda degismez oldugundan

4.3.3.0Onermeye gore her ne N igin

Wi, Wy

n :pr; =HW1 ")L"f r.p.q
» %7 Wy, W,
Swl (tn)maks Wl(tn)’wz (l‘") ”f r.p.q
SWl_l(t )maks{wl W2 ; }”f e 4.4.2.1)
<w'(t, )maks{w1 ).C'w (¢ }”f :VI:;

Wy, Wy

=maks{1,C'}| f

r.p.q

olacak sekilde sayis1 vardir. Buna gore { fn}nE dizisi B,"" (]Rd) uzayinda sirhdir.

Simdi de { fn}”eN dizisinin L, (]Rd) uzaymda yakinsak bir alt dizisinin olamayacagini
gosterelim. Her ke C, (]Rd) icin

1

RN = 0 ()= ()|
1 | o . (4.42.2)
sm“jmfgf;}Nmnff,smwymfqu

olur. Yukaridaki (4.4.2.2) ifadesinde n — oo icin sag taraf sifira yakinsadigindan



[ £, (x)k(x)dx—0
olur. Bu durumda

.[Rd £, (x)k(x)dx

Wy, Wy

<||k

<|k

L, <[k (4.42.3)

n

' f” ry S||k

r r r Yl w r' Iy p.g

esitsizligine gore { f"}neN dizisi L (]Rd) uzaymda yakinsak ise limiti sifir olmalidir.
Yine her fe L, (]Rd) ve her xe R? igin
a(f)v(x)<|L.f

olacak sekilde ¢, (f),c,(f)>0 sayilarimin varlig: biliniyor [11]. O zaman (4.4.2.4)

L, <o (f)v(x) (4.42.4)

ifadesi kullanilarak

£,

= wl_1 (tn)HLtnf

=)L s

2w (1, )v(x)

r,v

(4.4.2.5)

v(z,)

wi(t,)

bulunur. Yine n —co igin t, — oo oldugundan >3 >0 olacagindan (4.4.2.5)

ifadesine gore n — oo oldugunda

||fn 2 CIVVI_1 (tn )V (x) 2 C15 (4'426)

r,v

elde edilir. Bu ise { fn}neN dizisinin L] (]R") uzaymda yakinsak bir alt dizisinin
olamayacagin gosterir. O halde i:B"" (]Rd) - L (]Rd) gomiilmesi kompakt degildir.
Simdi de w, (x) fonksiyonunun sabit veya sinirli olduunu kabul edelim. O

zaman v<w, ve w,=<w, oldugundan C,(G)cB""(R’) ve x—>co oldugunda

orant sifira yakinsak olmaz. Herhangi bir fe C, (G)c B"" (]Rd) fonksiyonu

" ()

alalim ve f, =w;' (’n)LG f dizisini olusturalm. Bu dizi (4.4.2.1) ifadesiyle B,"" (]R")
uzayinda sinirli olur ve (4.4.2.2) esitsizligiyle n — oo icin belirsiz topolojiye gore sifira

yakinsar. Yine (4.4.2.3) ifadesiyle { fn}neN dizisi L, (]R") uzaymda yakinsak ise limiti

sifir olmalidir. Bu takdirde { fn}neN dizisinin L;(]Rd) uzaymnda yakinsak bir alt



dizisinin olamayacag (4.4.2.5) ve (4.4.2.6) ifadelerinden goriilir ve boylece

i:B"" (]Rd) - L (]Rd) gdmiilmesi kompakt degildir.

r.p.q
-1
Yine 0<p<1 igin {f,}  dizisi f, = w/’ (t,)L f seklinde olusturulursa,

benzer yontemlerle sonug goriiliir.

4.4.3.0nerme: w,w,,w, fonksiyonlar1 R? iizerinde tanimhi Beurling agirlik
fonksiyonlart 1<r <o ve 1<g< p<oo olsun. Eger

wi(x)

oran sifira yakinsamiyorsa veya
w ( X )

i.  w;<w,<w oldugunda x — o i¢in

wy (x)

w, (x)

ii.  w =<w,, wy<w, oldugunda x — oo i¢in orani sifira yakinsamiyorsa,

B (Rd ) uzayindan L(p, g, w! dx) (]Rd) uzayina olan gémiilme kompakt degildir.

r.p.q

Ispat: (i) Kabul edelim ki x — oo igin w, (x) — oo olsun. w, < w, < w, oldugundan her
xe R i¢in w, (x) SCw (x) ve w;(x)<C,w,(x) olacak sekilde C,,C, >0 sayilari
vardir. Boylece

Bt (R")cL(p,q,wfdx)(Rd)CL(P’q’WSPdX)(Rd)

r.p.q

olur. Simdi 7 — o oldugunda t, — = olacak sekilde R uzayindan bir {t,} _, dizisini

oran1 sifira yakinsamadigindan x — oo iken

secelim. Yine x—oo iken
w; (x)

~—

s (x

(%)

f #0 fonksiyonu alalim ve her ne N igin f, =w;'(z,)L, f olmak iizere bir {f,}

=

>0 olacak sekilde en az bir § >0 sayisi vardir. Herhangi bir f € B (Rd ),

r,p.q

=

dizisi olusturalim. O zaman w, <w, ve Brw‘p’zp (Rd) uzayi1 Otelemeler altinda degismez

oldugu kullanilirsa 4.3.3.0nermeye gore her ne N icin



‘ W, wh

Wi, Wz

LA =i ) 2, £ HW‘” =w' (1,)|L,
<wi'' (1) maks{w, (1, }Ilf
Swl_ (t )maks{w1 Cw1 }”f” o

4.4.3.1)

<maks1,C,

olur. Boylece {f,} . dizisi B"."* (R’) uzaynda smurhi olur. Simdi de {f,}
dizisinin L( p,q,wfdx)(Rd) uzaymnda yakisak bir alt dizisinin olamayacagini

gosterelim. Her ke C,(R?) igin

[ £ @)k () =[] w'(,)L, f(x)k(x)dx‘:ﬁ oo L f (e ()
< (1; )||k||r, Iz, £| = (4.43.2)

elde edilir. Yukaridaki (4.4.3.2) ifadesinde n — oo icin sag taraf sifira yakinsadigindan,

j £, (x)k(x)dx—0

olur. Bu durumda

o fu () (x)dx| <

P! (4.4.3.3)

Wy, WZ

<||k|| 17 ||

Pg.wy’ <
esitsizligiyle { fn}neN dizisi L( p,q,wfdx)(Rd) uzaymda yakinsak ise limiti sifir
olmalidir. Yine her f € L( D.q, Wy dx)(]Rd) icin

<c,w, (x) 4.4.3.4)

C1W3( )

olacak sekilde c,,c, >0 sayilar1 vardir [8]. O zaman (4.4.3.4) esitsizliginden

A ORI STl (R] 1 N

Py (4.4.3.5)

AL

2 Clm}l—1 (tn ) W3 (tn)



W; (tn)
wi(t,)

bulunur. Ayrica n—oc icin >0 >0 oldugundan, (4.4.3.5) ifadesine gore

~

yeterince bilylik ne N sayilar i¢in

11,

2 cl‘/vl_1 (tn)w3 (tn) 2 015

)
/AL

elde edilir. Bu ise { fn}neN dizisinin L( P-4, wfdx)(Rd) uzaymda yakimsak bir alt

dizisinin olamayacagini gosterir. O halde i: B (]Rd) - L( Dsq,wy dx)(]Rd)

r.p.q
gomiilmesi kompakt degildir.

Simdi de x —> o i¢in w,(x) fonksiyonunun sabit veya sinirli oldugunu kabul

edelim. O zaman w, < w, < w, oldugundan C,(G)c B""* (R*) ve x — co oldugunda

orant sifira yakinsak olmaz. Herhangi bir fe C,(G)c B"" (]Rd) fonksiyonu

r.p.q

alahm ve f,=w/"(1,)L, f dizisini olusturalim. Bu dizi (4.4.3.1) ifadesiyle B"" (R)

uzayinda sinirlt olur ve (4.4.3.2) esitsizligiyle n — oo icin belirsiz topolojiye gore sifira

yaknsar. Yine (4.4.3.3) ifadesiyle {f,} dizisi L(p,q,w/du)(G) uzayinda yakinsak

ise limiti sifir olmahdir. Bu takdirde {f,}  dizisinin L(p,q,w/du)(G) uzaymnda
yakinsak bir alt dizisinin olamayacag1 (4.4.3.4) ve (4.4.3.5) ifadelerinden goriiliir ve

boylece i: Brw‘p'f (]R") - L( D-q, Wy dx)(]Rd) gomiilmesi kompakt degildir.

(ii) Kabul edelim ki x —> oo i¢in w, (x) —>co olsun. w, <w,, w, <w, oldugundan her
xe R? igin w, (x)<Cw,(x) ve w,(x)<C,w,(x) olacak sekilde C,,C,>0 sayilari
vardir. Boylece [8] calismasina gore

By (RY) < L(pog wide)(RY) < L p.g,widx) (R)

olur. Simdi R uzaymndan n — co oldugunda #, — oo olacak sekilde bir {z,} _  dizisini

ne

alalim. Hipoteze gore x — oo igin orani sifira yakinsamiyorsa x — o igin

wy (x)

w, (%)

> ¢ olacak sekilde en az bir 0 >0 sayis1 vardir. Herhangi bir f € B (Rd ),

rp.q



f#0 fonksiyonunu alahm ve f, =w;,'(z,)L, f olmak iizere bir {f,}  dizisi

olusturalim. O zaman w, <w, ve B™™ (Rd) uzayr Otelemeler altinda degismez

oldugundan 4.3.3.0nermeye gore her ne N icin

. W2P B w,wzp
n :/,lp‘f =HW2_1 (tn)Lf,,f rlpq =W21(tn) L’nf rlpq
SWZ (”)makS{Wl }”frpq (4436)
< W2 ( maks {C W2 L }”f :l:;

w ,Wz

< maks{l, Cl}”f

r.p.q

bulunur. Boylece {f,}  dizisi B!"" (R) uzayinda smurlt olur. Simdi de {f,}

r.p.q neN

dizisinin L( Dsq, Wy dx)(]Rd) uzaymda yakisak bir alt dizisinin olamayacagini

gosterelim. Eger l+l' =1l iseher ke C, (Rd) icin
ror

1

[ £, () () o] = l(tn)L,,,f(x)k(x)dx\=m [ f (e ()
1 1
< " (tn)”k AL S| = " (t”)||k Al (4.43.7)
1 wl,wg
< W2 (tn)”k r' f r.p.q

elde edilir. Yukaridaki (4.4.3.7) ifadesinde n — o iken sag taraf sifira yakinsadigindan,
j £, (x)k(x)dx >0

¢cikar. Sonug olarak (4.4.3.3) ifadesine gore { fn}nEN dizisi L( D.q, Wy dx)(]R") uzayinda

yakinsak ise limiti sifir olmalidir. Yine her f e L( p,g,w! dx)(Rd) icin

a (f)w(x)<

olacak sekilde c,c, >0 sayilan vardir [8]. O zaman (4.4.3.8) esitsizligiyle

wy'(2,)

, S (f)ws(x) (4.4.3.8)

P-q-Wi

L

tl

, Hp,q,wy (4.4.3.9)

LGN}

nllp.q,w]

qW’

2 CIWZ_l (tn ) W3 (tn)



W; (tn)

W2 tn)

bulunur. Ayrica n— oo icin >0 >0 oldugundan, (4.4.3.9) ifadesine gore

yeterince bilylik ne N sayilar i¢in

11,0 Zews (1) wi(1,) 2,6 (4.4.3.10)

)
/AL

elde edilir. Bu ise { fn}neN dizisinin L( P9, wfdx)(Rd) uzaymda yakimsak bir alt

dizisinin olamayacagini gosterir. O halde i: Brw‘p'f (]Rd) - L( Dsq,wy dx)(]Rd)
gomiilmesi kompakt degildir.

Simdi de x — oo i¢in w,(x) fonksiyonunun sabit veya sinirli oldugunu kabul

edelim. O zaman w, <w, ve w,<w, oldugundan C,(G)c B (R*) ve x— oo

r.p.g
W; (x)

oldugunda
w, (x)

orami sifira yakinsamaz. Herhangi bir fe C,(G)c B"" (]Rd)

r.p.q

fonksiyonu alalim ve f, =w," (tn)Ltn f dizisini olusturalim. Bu dizi (4.4.3.6) ifadesiyle
B (R?) uzaymnda smurli olur ve (4.4.3.7) esitsizligiyle n—co igin belirsiz
topolojiye gbre sifira yakinsar. Yine (4.4.3.3) ifadesiyle { fn}neN dizisi
L(p,q,wf d ,u)(G) uzayinda yakinsak ise limiti sifir olmahdir. Bu takdirde {f,} .
dizisinin L( p.q.wld ,u)(G) uzayinda yakinsak bir alt dizisinin olamayacag1 (4.4.3.9)
ve (4.4.3.10) ifadelerinden goriilir ve bdylece i:Br'f‘I;f(Rd)ﬁL( p,q,wfdx)(]Rd)

gomiilmesi kompakt degildir.

4.4.4.0nerme: w,,w,,w,,w, fonksiyonlari R uzayi iizerinde tanimh Beurling agirlik

fonksiyonlar1, 1< g < p <o ve 1 <r <co olsun. Eger

s

Low, <w,<w, wy<w ve x— o igin

orani sifira yakinsamiyorsa,

. wy<w <w,, w,<w, ve X = oo i¢in

oram sifira yakinsamiyorsa,

i, owy<w <w,, w, <w, ve x =00 igin oran sifira yakinsamiyorsa,



W4(x)

ive  w,<w,<w, w;<w ve x = o icin orani sifira yakinsamiyorsa,

w (x

Brwlp'f (]Rd) uzayindan Brw;f (]Rd) uzayina olan gémiilme kompakt degildir.

Ispat: (i) w, <w, <w, ve w,<w, oldugundan her xe R? igin w,(x)<C'w,(x) ve
wy (x) <C"w, (x) olacak sekilde C',C">0 sayilari vardir. Bdylece 4.3.17.0Onermeden

dolay1 B (Rd)CBW“Wf (]Rd) olur ve BW“WZP(]RC’) uzayindan B™™"* (Rd) uzayina

r.p.q r.p.q rp.q rp.q

olan birim doOniisiim siireklidir. Simdi x —oo igin oraninin  sifira

w; (x)

wy,wh
r.p.q

yakinsamadigin1 kabul edelim ve B (]Rd) uzayindan herhangi bir { fn}nEN sinirh
dizisini alalim. Eger bu {f,}  dizisinin bir alt dizisi Brw3p';i (]Rd) uzayinda yakinsak

olsaydr L (Rd) uzayinda da yakinsak olurdu. Halbuki 4.4.2.0nermeye gore w, < w;,

w; < W, vé X —>co igin oram1 R? uzayinda sifira yakinsamiyorsa B (]R")

()

uzaymdan L:V3 (]Rd) uzayma olan gomiilme kompakt degildi. Bu ise celigki yaratir.

Bundan dolay1 i: Br”‘p‘;' (Rd) — B:V;‘;"‘ (R") gomiilmesi kompakt olamaz.

(ii) Yukaridaki (i) sikkina benzer yontemle B'"" (G) uzaymndan B (G) uzayma

r.p.q r.p.q

olan gdmiilmenin kompakt olmadig: sdylenir.

(iii) Kabul edelim ki w, <w, <w,, w, <w, olsun ve x — o i¢in oram sifira

w, (x)

yakinsamasin. Bu takdirde w,(x)<C'w,(x) ve w,(x)<C"w,(x) olacak sekilde

C',C">0 sayilar vardir. Béylece 4.3.17.0nermeden dolayr B""* (Rd ) c B (Rd)

rsp.q rp.q

. P P ..
kapsamasi gergeklesir ve B (Rd) uzaymdan B (]Rd) uzayma olan birim
wy,wh
r.p.q

doniisiim siireklidir. Simdi B (Rd) uzaymndan sirh bir {f,} = dizisi alalm. Eger

bu { fn}neN dizisinin bir alt dizisi B:V;‘;"‘ (Rd) uzayinda yakinsak ise L( g, Wl dx)(Rd)



uzayinda da yakinsaktir. Bu ise 4.4.3.Onermeye gore bir celiski yaratir. Bundan dolay1

i: Brw‘pf (]Rd ) - Brw;f (]Rd) gdmiilmesi kompakt degildir.

(iv) Yukandaki (iii) sikkina benzer yontemle Brw‘pf (]Rd) uzaymdan Brw;f (]Rd)

uzayina olan gomiilmenin kompakt olmadig1 sdylenir.

4.4.5.0nerme: w,,w,,w, fonksiyonlar1 R’ iizerinde tamimli Beurling agirhk

fonksiyonlar: olmak iizere w, <w, <w, ve 0<g<1, 1<r <o olsun. Eger x — o i¢in

wi(x)

o orani sifira yakinsamiyorsa B:f‘lsz(]Rd) uzayindan L(l,q,w3dx)(]Rd) uzayina
w, (x

olan gomiilme kompakt degildir.

Ispat: Ilk olarak kabul edelim ki x—oo igcin w (x)—oo olsun. wy<w,<w
oldugundan her xe R%igin w,(x)<Cw,(x) ve w,(x)<C,w,(x) olacak sekilde
C,,C, >0 sayilan vardir. Boylece [8] calismasina gore

B (R*) < L(1,g, wydx)(R*) < L(1, g, wydx) (R")

yazilir. Simdi R? uzayindan n—eco oldugunda f, —eo olacak sekilde bir {z,}

dizisini secelim. Yine x — oo igin orani sifira yakinsamiyorsa x — oo igin

=

~—

s (x

w, (x

>0 olacak sekilde en az bir 6>0 saywist vardir. B} (]R") uzayindan

~—

L(l,q,w3dx)(]Rd) uzayma olan gomiilmenin kompakt olmadiini gostermek igin

herhangi bir 0# f € B\ (G) fonksiyonunu alalim ve her ne N igin f, =w;"'(z,) L, f

rlq

olacak sekilde bir { fn}neN dizisi olusturalim. Yine w,<w, ve B} (Rd) uzay1

otelemeler altinda degismez oldugundan 4.3.3.Onermeye gore her ne N igin



Wi Wz

f

i A A
<w'(t, maks{w1 ), (2, }”f rlg (4.45.1)
<w'(t, maks{w1 ).Cow (2, }”f

rlq

rlq

< maks{1,C }”f

rlq

bulunur. Béylece {f,} . dizisi B\

rl,q

(]Rd) uzayinda sirl olur. Simdi de {f,}
dizisinin L(l,q,w3dx)(]Rd) uzaymda yakinsak bir alt dizisinin olamayacagim

gosterelim. Her ke C, (]R") icin

k()] =i (1)L, (x)K ()| = —) oo L f () (x) e
1 1
< k. |L, f| = Ikl 1, (4.45.2)
Wl (tn ) ’ " Wl (tn )
l Wy, W
S k 1272
) A
elde edilir. Yukaridaki (4.4.5.2) ifadesinde n — oo icin sag taraf sifira yakinsadigindan,
j £, (x)k(x)dx >0
cikar. Sonug olarak
df;z(x)k(x)dx - w w,
JR b b (4.4.5.3)
<[] IIntLqW

ifadesine gore {f,} dizisi L(l,q,w3dx)(Rd) uzayinda yakinsak ise, limiti sifir
olmalidir. Yine her fe L(l,q, w3dx)(]R‘1) icin

<c,wy (x) (4.45.4)

CIWS( ) Lg,wy

olacak sekilde c,,c, >0 sayilar1 vardir [8]. O zaman (4.4.5.4) ifadesine gore

L Ll 7R7IN = le_l (tn ) Lt,,f” = Wl_l (tn)

Lg,w;

2 Clwl_l (tn ) W (tn)

Lo, (4.4.5.5)

t
bulunur. Yine her n — oo igin s ”; > § >0 oldugundan (4.4.5.5) ifadesinden
Wl tn




£ zew! (2,)wy(1,) 26 (4.4.5.6)

Lg,wy

elde edilir. Bu ise {f,}  dizisinin L(Lg,wdx)(R") uzaymnda yakinsak bir alt

dizisinin olamayacagim gosterir. Boylece B (]Rd) uzayindan L(l,q,w3dx)(Rd)
uzayina olan gomiilme kompakt degildir.

Simdi de x —> oo i¢in w;(x) fonksiyonunun sabit veya sinirli oldugunu kabul

edelim. O zaman w, < w, < w, oldugundan C,(G)c B"* (R") ve x — o oldugunda

w, (%)

orant sifira yakinsamaz. Herhangi bir fe CC(G)CBr‘f‘l:;”2 (]Rd) fonksiyonu
w, (x

alahm ve f, =w;"(t,)L, f dizisini olusturalim. Bu dizi (4.4.5.1) ifadesiyle B""* (R
uzayinda sinirhi olur ve (4.4.5.2) esitsizligiyle n — oo icin belirsiz topolojiye gore sifira
yakinsar. Yine (4.4.5.3) ifadesiyle { fn}nEN dizisi L( p.q,wid ,u)(G) uzayinda yakinsak
ise limiti sifir olmahdir. Bu takdirde {f,}  dizisinin L(p,q,w/du)(G) uzaymnda
yakinsak bir alt dizisinin olamayacag1 (4.4.5.5) ve (4.4.5.6) ifadelerinden goriiliir ve

boylece i: B (R") - L( D-q, Wy dx)(Rd) gomiilmesi kompakt degildir.

r.p.q

orant sifira

Benzer yontemle eger w, <w,, w,<w, ve x—o igin

yakinsamiyorsa B'|"" (]Rd) uzayimdan L(l,q,w3dx)(Rd) uzayma olan gomiilmenin

kompakt olmadigi kolayca goriiliir.

4.4.6.0nerme: w,,w,,w,,w, fonksiyonlart R“ iizerinde tanimli Beurling agirhk

fonksiyonlar1, 0 < g <1 ve 1 <r <oo olsun. Eger

5 (%)
(x

(x
(x
(

 (x

s

L ow,<w,<w, w,<w ve x = o icin orant sifira yakinsamiyorsa,

=

<~

3

i owy<w <w,, w,<w, ve x = o icin orant sifira yakinsamiyorsa,

RS

X

~——  ~—

=

i, owy<w <w,, w,<w, ve x =00 igin oran sifira yakinsamiyorsa,

~—

s



wq(x)

ive  w,<w,<w, w;<w ve x = o icin orani sifira yakinsamiyorsa,

w (x

B (]Rd) uzaymdan B} " (]Rd) uzayina olan gémiilme kompakt degildir.

rlq

Ispat: (i) Kabul edelim ki w,<w,<w, ve w,<w, olsun. Bu takdirde
w, (x)<C'w,(x) ve wy(x)<C"w(x) olacak sekilde C',C">0 sayilar1 vardur.

Boylece 4.3.14.0Onermesinden dolay1 B (Rd)CBW3’W4(Rd) kapsamasi vardir ve

.q rlLgq
B (]Rd) uzayindan B (]Rd) uzaymna olan birim doniisiim siireklidir. Simdi

rlq r.lg
wy (x)

w(x

X — oo oldugunda oraninin sifira yakinsamadigini kabul edelim ve B, (]Rd)

uzayindan herhangi bir {f,} = smirli dizisini alalim. Eger bu {f,} _ dizisinin bir alt

dizisi B"3™ (Rd) uzaymda yakinsak ise L (Rd) uzayinda da yakinsaktir. Bu ise

r.l,qg
4.42.0nermeye gore bir celiskidir. Bundan dolayr i:B'" (R*)— B (R)

gomiilmesi kompakt degildir.
(i) Yukaridaki (i) sikkina benzer yontemle B> (R!) uzaymdan B’} (R?) uzayma

olan gdmiilmenin kompakt olmadig: sdylenir.

w, (x)

orani sifira
”ﬁ(x)

(iii) Kabul edelim ki w,<w, <w,, w,<w, ve x—o ig¢in

yakinsamasin. Bu takdirde w, (x)<C'w,(x) ve w;(x)<C"w,(x) olacak sekilde
c,C">0 sayilari vardir. Boylece 4.3.14.0Onermesinden dolay1

B (Rd)cB:ﬁ:f(]Rd) kapsamas1 vardir ve BW"WZ(]R"I) uzayindan B™" (]Rd)

r.lLg r.lLg

4 (X) oraninin sifira

uzayina olan birim doniigiim siireklidir. Simdi x — « oldugunda
w, (x

yakinsamadigini kabul edelim ve B (R?) uzayindan herhangi bir {f£,}  sirl

dizisini alalim. Eger bu { fn}neN dizisinin bir alt dizisi B}"* (]Rd) uzayinda yakinsak ise



L(l,q,w4dx)(Rd) uzaymda da yakinsaktir. Bu ise 4.4.5.0nermeye gore bir celiskidir.

Bundan dolay1 i: B (]Rd) — B (]Rd) gomiilmesi kompakt degildir.

rlq r.lg

(iv) Yukandaki (iii) sikkina benzer yontemle B’ (R!) uzaymndan B'}" (R?)

-q

uzayina olan gomiilmenin kompakt olmadig1 sdylenir.

4.4.7.0nerme: w,,w,,w,,w, fonksiyonlar1 R“ iizerinde tanimli Beurling agirlik

. - . P
fonksiyonlart ve w; =w, olsun. Eger 1<g<p<e ve 1<r<e ise B"" (Rd)

p
Wy, Wy

uzayindan B,

(Rd) uzayma olan gomiilmenin siirekli olmasi i¢cin gerek ve yeter

kosul w; <w, ve w, < w, olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki w,<w, ve w,<w, olsun. O zaman L, (Rd)c L, (]Rd) ve

L(p,q,wé’dx)(]Rd ) c L(p,q, wj’dx)(]Rd) olur ve buna gore B"" (]Rd ) c B (]Rd)

r.p.q r.p.q

yazilir. Yine 4.3.15.0nermeye gore her f e B (]Rd) icin

r.p.q

P P
w3, Wy <C||f wi,Wy

r.p.q

£

r.p.q

olacak sekilde bir C >0 vardir. Bundan dolayr B"" (]R") c B (]R") gdmiilmesi

rp.q r.p.q

siirekli olur.

Tersine, kabul edelim ki B""* (R*)c B (R*) gomiilmesi siirekli olsun. O

p
w3, Wy

zaman her fe B:lef (Rd) icin ||f

<cly

,
ropad :Vl,',w,; olacak sekilde C >0 sayis1 vardir.

Yine her xe R? i¢in fe B"™ (Rd) oldugunda

rp.q
Cl—lw3 (x <|L.f - <ow, (x) 447.1)
c;'w, (x) <||L.f |p,q,w£, <c,w, (x) S

olacak sekilde c¢,,c, >0 sayilari vardir [8, 11]. Ayrica 4.3.16.0nermeye gore

r;w;p < Kw'(x) olacak sekilde K >0 sayst vardir. Yine w, = w, oldugundan her

Lf|"



xe R’ i¢in Nw, (x)<w,(x)<Mw (x) olacak sekilde M,N >0 sayilari vardir. Bu

takdirde (4.4.7.1) esitsizliklerinden

Cl—lw3 (x) <|L.f - <|L.f ;Vzp‘:'f
<C|L [ < CKw'(x) S CK (14+M ) w, (x)

olur ve buna gore w, (x)<c, CK(1+M )w,(x) oldugundan w, < w, olur. Yine w, = w,

oldugundan (4.4.7.1) ifadesine gore

»
Wy, Wy

cz_lw4(x)S <

Lf

<C

|p,q,w‘{7 fo

Lf|"" <Ckw'(x)<CK (N +1)w,(x)

r.p.q

r,p.q

w,

ve buradan da  w, (x)<¢,CK (N +1)w, (x) oldugundan w, < w, elde edilir.



4.5. B, ,(G) Uzaylarmm Carpanlar Uzay

Bu boliimde G bir yerel kompakt Abel grup olmak iizere, daha 6nce tanitilan
B (G) uzaymmn 6zel bir hali olan L' (G)NL(p.q)(G) uzaylan ve bu uzaylar
tizerindeki carpanlar uzay1 incelenecektir.

I< p<oeo, 1<g<oo olmak iizere B, (G)=L(G)NL(p,q)(G) uzaylarinn
tizerindeki || : ||B :|| . ||1 +|| : ||M normuyla birlikte bir Segal cebiri oldugu [40]

calismasinda gosterilmistir. Buna gore

i. ( . q ) uzay1 bir homojen Banach uzay,
ii. ( i, q ) uzayi || . ||B > || : ||l normuna gore bir Banach cebiri,
iii. ( o ( ) uzay1 L'(G) uzaymnda || normuna gére yogun bir alt uzay,

ozellikleri vardir. Simdi B, (G) uzaymn diger 6zelliklerini inceleyelim.

4.5.1.0nerme: Herhangi fe B, (G), te G igin M,f(x)= (x,1) f(x) olsun. O
zaman 1< p <oo, 1< g < oo igin
i. B, (G) uzay: kuvvetli karakter degismezdir. Yani her fe B, (G) ve re G
in .1, =111, o
ii. Her feB , (G) vete G icin B, ,,(G) uzaymdan B, , (G) uzayma tamml
f — M, f fonksiyonu siireklidir.

iii. G karakter grubundan B, (G) uzayma olan t — M, f fonksiyonu siireklidir.

Ispat:
i. 4.3.2(i).Onermede r=1 ve w, =w, =1 alinirsa istenen elde edilir.
ii. 4.3.2(ii).Onermede r=1 ve w, =w, =1 alinirsa istenen elde edilir.
iii. Herhangi bir fe L (G) ig¢in G karakter grubundan [L'(G) uzayma olan
t >M,f fonksiyonunun siirekli oldugu biliniyor [31]. Yine herhangi bir

feL(p,q)(G) igin G karakter grubundan L(p,q)(G) uzayma olan 1 — M, f



fonksiyonunun siirekli oldugu biliniyor [5]. Bunlar kullanilirsa istenen kolayca

goriiliir.

4.5.2.0nerme: 0<g, < p<gq,<e icin B, (G)cB,,, (G)=8,(G)cB,, (G)c

= “1,p.g, -

B ,. (G) kapsamalari vardur.
Ispat: 4.3.13(ii).Onermede r=1 ve w, =w, =w, =w, =1 alinirsa istenen elde edilir.

4.5.3.0nerme: 1< p<oo, 1<g<oo olmak iizere (BLM (G).]- ”3) uzay1 bir yaklasik

birime sahiptir.

Ispat: L'(G) uzaymnm her ae I igin ||e, |, =1 kosulunu saglayan bir {e,} _ yaklasik
biriminin varlii [36] calismasindan ve bu yaklagik birimin her fe L(p,q)(G) igin

|| f—e,*f ||M — 0 oldugu [5] calismasindan biliniyor. O zaman {ea}a aginin

el

(BL v (G), || : || B) uzay1 i¢inde bir yaklasik birim oldugu kolayca goriiliir.

4.5.4.0nerme: 1< p<oo, 1<g<oco olmak iizere (BLM (G),||-||B) uzayl bir esas

Banach L (G)-modiildiir.

Ispat: L(p,q)(G) uzaymn bir Banach L (G)-modiil oldugu [2] g¢alismasindan
biliniyor. Bu takdirde herhangi f € L (G) ve g€ B, , (G) i¢in
| £ ell, =0f =l +]7 =],
<[\ £l llel + 171 Nell,., =171, el
bulunur. Ayrica 4.5.3.Onermeye gore herhangi bir f € B, , (G) icin | f —e, * f[, =0

olacak sekilde {ea}ae1 yaklagik birim var oldugundan Module Factorization teoremine

gore (BLM (G),

: ”3) uzay! bir esas Banach L (G)-modiil olur.

B . (G) uzay: iizerinde tanimli tiim sinirli, dogrusal operatorler uzayim M g

ile gosterelim. M, uzaymun iizerindeki operator normu ve bileske islemine gore bir



Banach cebiri oldugunu gostermek kolaydir. Yine Hom, (BL ,.(G).B,,, (G)) =
Hom, . (B,,(G)) ile B,,(G) wuzayt iizerindeki tim L (G)-modil
homomorfizmalarinm, yani her fe L'(G) ve ge B, (G) i¢in T(f*g)=f=*T(g)
esitligini saglayan T € M ,, operatorlerinin uzayini gosterelim. Bu uzay her fe L (G)
ve ge B, (G) icin (foT)(g)=r*T(g) seklinde tanimlanan o islemine gore bir
Banach L (G)-modiildir.

Simdi  herhangi  bir  feL(G)  fonksiyonuna  karsihk  bir

W,:B , (G)—> B, (G) operatorinii W, (h)=f+*h bi¢iminde tammlayahm. O

zaman 4.5.4.Onermeye gore

Wi = sup [, (1)], = sup L =4l <], *)
olur ve her f,ge L(G), he B, (G) igin
(Wf _Wg)(h):Wf—g (h) ve (Wf oWg)(h):Wf*g (h) (**)

olur.

4.5.5.0nerme: 1< p<co, 1<g<co icin A=span{W,:fe L(G)}={W,:fe L(G)}
seklinde tammlanan A kiimesi bileske igslemine gore M, uzaymin bir tam alt cebiridir

ve minimal yaklagik birime sahiptir.

Ispat: A kiimesinin bir tam uzay ve bileske islemine gore M b, Uzaymin bir alt cebiri

oldugu kolayca goriiliir. Her fe L'(G) ve he B, (G) i¢in W, (h)= f*h idi. Simdi
herhangi bir We A alalim. Bu takdirde her € >0 sayis1 verildiginde HW_W/"H<§

olacak sekilde en az bir fe L'(G) vardir. Yine L (G) uzaymmn [36] ¢alismasindaki
gibi bir {e,}  yaklagik birimini alahm. O zaman her ael i¢in W, W, € A

oldugundan (*) ve (**)ifadeleri kullanilirsa

lim W, oW, =W, | =1im|

o

Weir =Ws H - lior{nH“/ea*f—f H < hén”ea *f- f||1 =0



elde edilir. Buna gore aym1 € >0 sayist ve her & > ¢, i¢in HW% oW, _WJ’H <§ olacak

sekilde bir ¢f, € I vardir. Bundan dolayr aym1 €>0 ve aym ¢,/ alindiginda her
o - @, icin
W, oW —w|=|w, oW, —w, oW, +W, oW -Ww,+W, -W|
<|w., ow, —w, [« |w, W] +[w, ow-w, ow|

W,

< HW oW, —WJ,H+HWJ. —WH+HW -W, m
<|w., oW, =W |+ [w, —w]+|w-w|

<£ 8 5,
3733

olur. Boylece her We A icin li(gnHWEG oW—WHzO bulunur. Yine ‘Wea S”ea”l:l

oldugundan {We } . aginin minimal yaklagik birim oldugu soylenir. Bu ise istenendir.
o ae

4.5.6.0nerme: 1< p <oo, 1< g <oo icin A uzayi Hom, . (BLM (G)) uzaynin bir tam

alt cebiridir.
Ispat: Herhangi bir W e A igin W = limW, olacak sekilde {f.} _, €L (G) vardir ve
bundan dolayr We M, olur. Ayrica 4.5.4.0Onermeye gore B, (G) uzay: bir esas
Banach L' (G)-modiil oldugundan, her g€ L (G) ve he B, , (G) icin
W(g*h) =limW, (g *h):li’fnfn *g*h
=lim f, * g xh=limg *W, (h)=g*W (h)
elde edilir. Boylece W e Hom,, (B,,,(G)) olur. Yine Hom,, . (B,.,,(G)) uzay1 bir

Banach uzay1 oldugundan, 4.5.5.0nermeye gore A uzayi da onun bir tam alt cebir olur.

4.5.7.0nerme: 1< p <o, 1<g<oo igin A uzay1 bir esas Banach L (G)-modiildiir.

Ispat: Herhangi bir ge L'(G) ve W,eA icgin bir goW,:B , (G)— B, (G)

doniisiimii (g oW, )(h)=W, (h*g)=W, (g*h) seklinde tanimlansin. Bu takdirde



= sup
B nl,=

W= e, )01}, = upl, (),

<|w | sup g+, <[W [l

[l7] ;<1

esitsizligi bulunur. Banach modiil olmanin diger 6zelliklerini gostermek kolaydir. Buna

gbre A uzayi bir Banach L (G)-modiil olur. Bunun yani sira L (G) uzayimin yaklasik
birimi olan {e,}  agmmn B, (G) uzayi icinde bir yaklasik birim oldugu
4.5.3.0nermeden biliniyor. O zaman herhangi bir f € L' (G) igin

Hea oW, -W, H = sup

(S

(ea oW; _Wf)(h)

- supl +e, +h= s <,

B =

<sup|f e, —f| Jal, =]/ e~ f], >0

), <1

bulunur. Boylece A uzay bir esas Banach L' (G)-modiildiir.

Ayrica herhangi bir f e L (G) igin

(f—foWga)(h)HBleim(sup ||f*h—f*ea*h||BJ

“ \Urly=t

lignuf—fong Hzlim(sup

o U=t

gum(sup If-f e ||h||BJ <lim|f - £ *e,], =0

“ =t

elde edilir. Boylece fe L'(G)oA ve dolayisiyla fe A olur. Buna gére L (G)c A

yazilir.

4.5.8.Tanim: Bir I kiimesini
F:{Te Hom, . (B.,,(G)) :her We Aigin ToW e A}

biciminde tanimlayalim. I' kiimesinin bir vektor uzay1 oldugu kolayca goriilebilir.

4.5.9.0nerme: Hom, © (B,,(G))=T.

ispat: B, (G)cL(G) oldugundan span{W,:ge B, (G)JcA olur. Simdi

herhangi bir W € A alalim. O zaman her £ >0 sayis1 icin HW -W, H <§ olacak sekilde

en az bir feL(G) vardir. Yine B, (G)=L(G) oldugundan aym &£>0 igin



|| g—f ||1 <§ olacak sekilde en az bir g€ B, , (G) vardir. Bu takdirde ayn1 £ >0 sayist

icin (*) ve (**) ifadelerinden

[ —w <[ —w |+ |w, -wi]

SHW H+||f g||< +—:

bulunur. Bu ise We span{Wg 'g€B,, q(G)} oldugunu gosterir. Buna gore

span{W,:ge B, , (G)}=A olur. Yine herhangi bir Te Hole(G)(BLp,q (G)) ve
g€ B, (G) olmak iizere W, € A igin

(Tow,)(h)=T(g*h)=T(g)xh=W,,(h) (4.5.9.1)
olup, T(g)e B, , ,(G)oldugundan T e T" bulunur.

Simdi herhangi bir TeI" alalim. Yine herhangi bir We A verildiginde her

£>0 sayist igin HW -W H< olacak sekilde en az bir ge B, (G) vardir. T

operatorii B, q(G) uzay1 iizerinde sl ve (4.5.9.1) ifadesine gore ToW, e A

oldugundan
| = sup|(T oW =T W, ) ()
il = 8
= sup T(W(h)-T(g+h),

<[l sup [w (n)= g h], =] sup [W (1) -w, (n)]

B
Il < Il <

S||T||HW—W§ H <e

olur. Bu takdirde her W € A igin T oW € span{Wg :g€B,,, (G)} =A elde edilir. Bu da

isteneni verir.

4.5.10.0nerme: G bir yerel kompakt Abel grup olsun. Bu takdirde Banach cebiri olan

A uzay: lizerindeki M (A) carpanlar uzayi, I' uzayina izometrik izomorftur.

Ispat: Her TeT igin ¥(T)=p, ve her Se A igin p,(S)=ToS olmak iizere p,

doniisiimii herhangi S,,S, € A i¢in



Pr (Slosz):Tosl °S, = pr (Sl)o‘sz
ozelligini sagladigindan p, € M (A)olur, bdylece bir W:I' - M (A) doniisiimii

tamimlanir. Ayrica herhangi 7,,7, € I i¢in
V(T +T,) = Py, =+ oy, =¥ (1) + ¥ (T,)

oldugundan ¥ dogrusaldir. Simdi 7,,T,e I ve ¥(7,)=¥(7,) oldugunu kabul
edelim. O zaman her Se A iin p, (S)= Pr, (S),yani 7,08 =T,S olur. Bu takdirde
her he B, , ,(G) igin T,oS(h)=T,oS(h) yazilir. Boylece

{S(n):SeA, heB, (G)} (4.5.10.1)
kiimesi iizerinde 7, =7, olur. (4.5.10.1) ifadesindeki kiime B, , (G) uzayinda yogun
oldugundan her fe B, (G) i¢in T,(f)=T,(f) ve T, =T, elde edilir. Boylece
Y birebirdir. Herhangi 7€ I" ve S€ A igin

7o 8]|= sup (T« 5)(n)], = sup

T(s(m)]

B

Il <1 i<t
<[rlsup|ls (1), <[l
ve buradan
IO CAC) I A
bord= e Ty e e <

elde edilir. Ote yandan {Wa} , agl A wuzayr i¢in bir minimal yaklasik birim

oldugundan

ToW,
14

Ca

lor (5)]

lorl= sup =g 250

ToW%HZEy

> up row, |=|r]
a

bulunur. Boylece ||‘P(T)||:||pT||:||T|| elde edilir. Son olarak ¥ doniisiimiiniin drten
oldugunu gosterelim. Herhangi bir pe M (A) ve L(G) uzaymm {e,}  yaklagik
birimini alalim. LI(G)CACHomLI( G)(Bl,p,q(G)) oldugundan her ael igin

p(e,)€ A olur. Béylece her fe L'(G) ve ge B, (G) icin

(p(e))(Fxe)=rf=(p(e)(8)=(rf(p(e.)))(2) (4.5.10.2)



bulunur. Herhangi 7€ M (A) alalim. O zaman her W,, W, € A i¢in
T(W,oW,)=W,oT (W,) =T (W)W,
yazilir. Yine L(G)c A oldugundan her fe L (G) igin T(foW,)=foT(W,)

esitligiyle 7€ Hom,, . (A) elde edilir. Buna gre M (A) < Hom,, , (A) oldugundan

(G) (

p(f#e,)(g)=(re(pr(e)))(g) (4.5.10.3)
elde edilir. Yukaridaki (4.5.10.2) ve (4.5.10.3) ifadelerinden

(p(e))(£78)=(Fo(p(e)))(8)=(p(f *e.))(2)

bulunur. Bu takdirde her f € L'(G) ve g€ B, (G) igin

tim|(p(£))(2)=(2(f *e,))(2)], =tim|(p(£)=2(f *e.))(2)]
=lim|p(f - f*e,)(s)],
<tim|o(f - f*e,)|lsl,
<|offtim|f - £ *e,|, |l =0

B

elde edilir. Buradan da her fe L'(G) ve g€ B, (G) i¢in

lim(p(e,))(f *g)=tim(fop(e,))(g)=lim(p(f *e,))(g)=(p(£))(g)
bulunur. Ayrica B, (G) uzay: bir esas Banach L (G)-modiil ve her ael igin

(p(e,))eAc Hole(G)(BLM(G)) oldugundan (p(ea))(f*g):(fo(p(ea)))(g) ag1

bir limite sahip ve bu limit Te Hom, G)(B(G)):F olmak iizere

(f°T)(g)eB,,,(G) seklindedir. Bu takdirde lim(f(p(e,)))(8)=(p(f))(s)
oldugundan her feL(G) igin foT=p(f) yazlabilirr O zaman
p€ M (A)oldugundan her W € A igin

e, oToW=(p(e,))oW =p(e,°W)



bulunur. Ayrica A uzay1 bir esas Banach L (G)-modiil oldugundan e, oT oW — T oW
elde edilir. Yine her We A igin ”p(ea oW)—p(W)” <|ollle, eW —W| oldugundan
ple,oW)— p(W) olur ve limitin tekliginden T oW =p(W) veya p, (W)= p(W)

yazilir. Bundan dolayr p, =p elde edilir. Boylece ¥ doniisiimii Orten olup,

M (A) =T bulunur.

4.5.11.Sonug: M (A) uzayiile Hom, (G)(Bl,p, ] (G)) uzay1 izometrik izomorftur.



4.6. Olciilii Lorentz Uzaylar1 ve Baz1 Ozellikleri
G bir yerel kompakt Abel grup, A ise onun iizerinde bir Haar 6l¢iimii olsun.
1< p<oo, 1< g <o olmak lizere 728’ ve ©// simgeleri sirasiyla
#={TT:L(p.q)(G)— L(p.q)(G), T sirh vedogrusal }
ve
o ={Te: T(L)=L,(T), Vxe G}
uzaylarini gostersin. ©3 uzayi operatdr normu altinda bir Banach cebiri ve %/ uzayinin

78" uzaymmn bir tam alt uzayr oldugunu gormek kolaydir. /" wuzaymnin her bir

elemanina ( pg, pq) tipinde carpan adi verilecektir. Yine bu kistm boyunca L( p,q)(G)

uzaymdan L(p,q)(G) uzayma tammlanan tim L (G)-modiil homomorfizmalarinin,
yani her fe L'(G) ve ge L(p.q)(G) i¢in T(f*g)=f*T(g) esitligini saglayan
T:L(p,q)(G)—> L(p,q)(G) operatorlerinin  uzayin Hom,, (L(p q)(G))=

Hom, . (L(p.q)(G).L(p.q)(G)) ile gosterecegiz. Carpanlar uzay: olarak da bilinen
Hole(G)(L(p,q)(G)) uzayr herhangi fe L (G) ve herhangi ge L(p,q)(G) ve
T e Hom, (L(p.q)(G)) i¢in (foT)(g)= f*T(g) seklinde tanimlanan isleme

gore bir Banach L (G)-modiildiir.

4.6.1.Tamm: Herhangi bir feL(p,q)(G) fonksiyonu verildiginde her

he L(p,q)(G) ve (h.hh) her xe G igin (h* f)(x Ih ("' x)dA(e) girisim islemi

tanimh olsun. Bu takdirde her he L(p,q)(G) i¢in h* fe L(p,q)(G) ve

sup{ [+ f],, :he L(p.q)(G) . ||, <1} <o 4.6.1.1)

sup{ = £],, - he C.(G) [l <1} <o (4.6.1.2)



kosullart saglandiginda bu f fonksiyonuna pq —dlciilii (pg —temperate) denir ve bu
fonksiyonlarin kiimesi L (p,q)(G) ile gosterilir. L (p,q)(G) uzaylari grup
L(p.q)(G)—cebirleri olarak da adlandirilir. Ayrica p=g=1 olmast durumunda
L (G)=L(G) oldugu gozlemlenir [21]. Her fe L (p,q)(G) fonksiyonu igin (4.6.1.1)
veya (4.6.1.2) ile verilen sayilar || f ||;q ile gosterilir. Yine herhangi bir fe C,.(G)
verildiginde C,(G)cL(G) ve L(p.q)(G) uzayt bir Banach L (G)-modiil
oldugundan [[h| <1 olan her heL(p,q)(G) icin h*feL(p,q)(G) ve
||h*f||m < ”h”m ||f||1 < ||f||1 olur. Buna gore ||f||;q <eo ve dolaysiyla

C.(G)cL(p,q)(G) elde edilir. Benzer sekilde L (G)NL(p,q)(G) uzayr da

L (p.q)(G) uzaymn bir alt uzayidir.

4.6.2.0nerme: Herhangi bir f € L (p,q)(G) icin
UL =50l 1, 4 (@) W, =1)= g o1,

veya (4.6.1.2) ile tammh || - ||;q fonksiyonu L (p,q)(G) uzay: iizerinde bir normdur.

Ispat: L (p,q)(G) uzaymn tamm ile her fe L (p,q)(G) igin | f||; , 20 olur. Yine
herhangi bir ce C igin
lef,, = supf{liescr,, - he L(p.a)(G) . JH],, <1}
=sup{|c|[a= /], : he L(p.q)(G) .|, <1}

=|dlsup{Jp= 71, : he L(p.a)(G). 1], <1}

I/\

olur, ayrica her f,ge L (p,q)(G) igin



I+l =sup{||h* (r+),, :he L(pa)(G) i, <1
zsup{” +(h*g || :he L(p.q)(G ’”h”,,,,,Sl}
<s P{||h*f|| +n=gl,,: he L(p.a)(G) . ], <1}

sup{|lx f], - he L(p.q)(G) . ], <1}

+sup{|hxg| :he L(p.q)(G). |, <1}

=171, +lell,
elde edilir. Ayrica f =0 ise her he L(p,q)(G) i¢in h*f =0 olur. Buna gore her
he L(p.q)(G) igin [k f| =0 ve dolayisiyla || f[ =0 olur. Tersine ||| =0 ise
supremum tanimi geregi her he C,(G) igin |h* f||m =0 olur. Boylece L(p,q)(G)
uzaymnin tammma gore her he C (G) igin h+* f=0(h.hh) olur. Buradan [12]
calismasina gore

[£(x) s (=) du(x)

G

17l < plrl, < p-csuP{

:geC, (G),”g”:’q, < 1}
= p'Csup{|(f *8)(0)|:g€ C.(G) ]l <1}

yazilir. Boylece f =0 (h.h.h.) ¢cikar ve (Lr (p.q)(G).|- ||;q) bir normlu uzay olur.

4.6.3.0nerme: L (p,q)(G) uzayt L(p,q)(G) uzaymim her yerde yogun bir alt

uzayidir.

Ispat:  C.(G)cL(p.q)(G)cL(p.q)(G) ve [39] calismasina  gore

C.(G)=L(p.q)(G) olmasi kullanilirsa L (p,q)(G)=L(p.q)(G) elde edilir.

4.6.4.0nerme: Herhangi bir feL(p,q)(G) fonksiyonuna karsilik her

g€ L(p.q)(G) igin W, (g)=g*f ise W, € 23 olur.



Ispat: L (p,q)(G) uzaymm tammma gore herhangi bir f e L (p,q)(G) verildiginde

her geL(p.q)(G) i¢in f=*geL(p.q)(G) oldugundan W, :L(p.q)(G)—

L(p.q)(G) bir fonksiyondur. Ayrica

)H = sup ||g* A, =11, (4.6.4.1)

2L el

Wi = sue

lsl, ;<!

esitligine gore W, operatorii simrli olur. Béylece W, € 724 elde edilir.
Bunun yami sira her f,ge L (p,q)(G) veher he L(p,q)(G) i¢in
W, (h)=hxfx*g =W, (h f)= ( oW, )(h)
yazilir ve buna gore

W, =W, oW, =W, =W, oW, (4.6.4.2)

olur.

4.6.5.0nerme: (Lr (p.q)(G).|- ||;q) uzay1 bir normlu cebirdir.

Ispat: Herhangi f,g,he L (p,q)(G) ve a, Be C verilsin.
i fr(gxh)=(f*g)*h
i.  fe(g+h)=(f*g)+(f*h)
iii.  (af)*(Bs)=aB(f*3g)
kosullar1 saglandigindan (L’ ( p,q)(G),”-”;’q) uzayr bir karmagik cebirdir. Yine
4.6.4.0nermeye gore fe L (p,q)(G) verildiginde her wue L(p,q)(G) igin

w

(u)=ux*f olacak sekilde W, e 2 oldugu bilindiginden (4.6.4.1) ifadesi geregince

””"M <1 olmak iizere her ue L(p,q)(G) igin
e 16l =W, (wx s, <
<[ Wi lld,., < ||f ||,,,q ¢ ||,,,q

olur, buradan ||f * g||[p!q < ||f||;q ||g||;q bulunur.

A LAC



4.6.6.0nerme: L (p,q)(G) uzay: girisim islemi altinda L (G)-modiildiir.

Ispat: #:L (G)xL (p,q)(G)— L (p,q)(G) olmak iizere *(f,g)=f*g seklindeki

girisim islemini ele alalim. Eger L(p,q)(G) uzaymin L (G)-modil oldugu

kullanilirsa her f,ge L'(G)ve h,ke L (p,q)(G) igin
I, =sup{fus (£ <), - ue L(p.a)(G). I, , <1}
=sup{|f (urh)],, ue L(p.9)(G). ], <1}
<sup{|f[,Ju=H], , : ue L(p.a)(©). |, <1}
<[l sup{lunl, , ue L(p.a)(G). J,, <1}=]r 4],

oldugundan bu islem iyi tamimlidir. Yine modiil olmanin diger kosullarm gostermek

kolaydir. Boylece L (p,q)(G) uzayt L'(G) cebiri iizerinde bir modiildir.

4.6.7.0nerme: 0< p,g<oo veya 0< p<g=oco igin (Lt(pq)(G)””;q) uzayi

otelemeler altinda kuvvetli degismezdir.

Ispat: Herhangi bir f € L (p,q)(G) ve ye G alalim. Bu durumda her ge L(p,q)(G)

igin L f*g=f*Lg=L (f*g) [31] olmas: kullanilirsa ”8”%,, <1 olmak iizere
|t =8, =lr=Lgl,, = (r=2),, =Nr =l <A1,

olur. Bundan dolayr L fe L (p.q)(G) elde edilir. Ayrica L(p.q)(G) uzaymmn

otelemeler altinda kuvvetli degismez olmasi kullanilirsa

' =sup] il <1 ne L(p.g)(G)}
=sup{[L, (= 1), 41, <1 he L(p.a)(G)]

=sup{[n+ £, Jal,, <1 ne L(p.a) (@)} =]/,

bulunur. Bu da isteneni verir.



4.6.8.0nerme: p=g=1, p=g=o veya l<p<oo, 1<g<ec olmak iizere

L (p.q)(G) uzay ||-|

t t .. . o o qe
= || . ||p .t || : ”,, , hormuna gore bir Banach cebiridir.
p.q ’ ’

Ispat: (L’ ( p,q)(G),||| . |||; q) uzaymndan herhangi bir {f,} = Cauchy dizisi alalim. Bu

takdirde verilen her € >0 sayisina karsihbk Vm,n=>n, oldugunda

fn_~fm

t
<&
pq

olacak sekilde bir n,e N sayis1 vardir. Yine ||||||;q 2||-||M olduguna gore {f,}

neN
dizisi (L(p.q)(G).|"| ) vzayinda da bir Cauchy dizisi olur. (L(p.q)(G).|-, )
uzayr bir Banach uzayr oldugundan bu uzayda f, — f olacak sekilde bir

feL(p.q)(G) vardir. Yine 4.6.4.0nerme kullamlisa {f,}  dizisinin her bir

elemanina karsilik gelen {an} . operatorler dizisi 23 uzayinda bir Cauchy dizisi olup,

lim
n

f.=r ||M =0= limHan —WH esitligini saglayan W e @3 operatorii vardir. Simdi
herhangi bir ge C,(G), ||g||pq <1 alalm. Bu takdirde L(p,q)(G) uzayinda f, — f

ve L(p,q)(G) uzaymm L (G)-modill olmasi kullanilirsa f,*g— f#*g olur.

Buradan

& 71, =tim]s =7,

<lim
q n

£l =tim(w | =W

t
p. P,

cikar. Boylece || f ||;q = sup{”g * f||M :geC, (G),||g||M < 1} < ||W|| ve dolayisiyla
feL(p.q)(G) elde edilir. Yine herhangi bir he C.(G) igin
W (h) =limW, (h)=lim(h+* f,)=h*f =W, (h)

elde edilir. C,(G) uzayt L(p,q)(G) uzaymnda her yerde yogun oldugundan W =W,

olur. Ayrica

lim
n

£, =tim(

< 111511(

fo= A+ g1

fi=1l,., +HWJ‘» —W,»H) =0




bulunur. Buna gore (E ( p,q)(G),||| : |||; q) uzaylr bir Banach uzayidir. Ayrica
4.6.5.0nermeye gore herhangi f,ge L (p,q)(G) igin
sl =Lreal,, 17 =2l <, (o), +I7L., el
<|wi el +071, sl , =171, Nel,, +17T, s,

t t t !
E <[, el
11, Nell,, <l11,, el

esitsizligi var oldugundan bu uzay bir Banach cebiri olur.

4.6.9.0nerme: A = span{Wf*g | feL(p,q)(G).geC. (G)} uzayl 3 uzaymnmn

minimal yaklagik birime sahip bir tam alt cebiridir.

Ispat: A, uzayin tanimi geregi 24 uzayinin bilegke islemine gore bir tam alt cebiri

oldugu kolayca goriiliir. Ote yandan e, G grubunun birimi olmak iizere e nin her E

kompakt komsuluguna karsilik negatif olmayan, destegi E tarafindan kapsanan ve

I fzdA =1 kosulunu saglayan f, e C (G) fonksiyonlarinin varhg: biliniyor [22, 36].

Yine bu kompakt komsuluklar iizerinde bir > bagintisim E, Cc E, < E, > E, seklinde
tanimlayalim. Bu bagintiya gore kompakt komsuluklardan olusan bir yonlendirilmis

kiime elde edilir. Bu takdirde birimin E, kompakt komsuluklarindan olusan ve L (G)
uzayimin yaklasik birimi olan { fE,} ag1 olusturulmus olur. Eger { fE,-} aginin kendisi ile

carpim agina {hy} denilirse, bu {hy} agt L (G) uzaymm bir minimal yaklagik birimi

olur. Yani her y¥ icin Hh7H1: fE[* ij

lstE[Hl fo | =1 ve her feL(G) icin

f#f € L'(G) oldugundan
iply = o =tim] = +( 5, )|

<lim|[f = £ # £, | +1im
i il

P

ffe)=(F5f )5 e
<tim|f = f = f, | +timlr =(r 1 )| |12, =0

1




elde edilir. Ayrica [5] calismasina gore {hy} agl 1< p<oo ve 1< g <o olmak iizere
L(p,q)(G) uzaylan icinde bir minimal yaklagtk birim olur.  Yine

C.(G)cL(p,q)(G) olmasi kullanilirsa herhangi fe C,(G) ve g,ue L(p,q)(G)

icin
;= sup |, (), = sup e 11,., <171, (4.69.1)
|4, , =1 P4,
(W, =W, )(h)=hsu—h*g=hx(u-g)=W,_ (h) (4.6.9.2)

bulunur ve {W, } a@ A,, uzayinda olur. O zaman (4.6.4.2), (4.6.9.1) ve (4.69.2)

ifadelerine gore fe L (p,q)(G), ge C.(G) ise

lim W/Ily Wive =W = f*g*h W)= é*h oW, =W, OWfH
B e
=lim|W,., .||, | <tim[s =5, —ng HWfH =0

bulunur. Bu takdirde {Wh,} agL A, uzayligin < Hh H <1 oldugundan bir minimal

yaklagik birim olur.

4.6.10.0nerme: A, uzayr Hom, ( G)(L( p.q)(G)) uzaymin bileske islemine gore bir

tam alt cebiridir.

Ispat: Herhangi W e A, alalim. Bu takdirde A, ~uzaymn tanimina gore bu uzayda

W, —W olacak sekilde her ne N igin W, € span{Wf*g | feL(p,q)(G),geC. (G)}
) . L .

olmak iizere bir {an }neN dizisi vardir. O zaman her ge L (G) ve her he L(p,q)(G)

icin

Wi(g >I<h):limWﬁ’ (g*h)=limg*hx*f =limg *W, (h)=g=*W(h) (4.6.10.1)



olur. Bu takdirde (4.6.10.1) ifadesi ve W operatoriiniin sinirli olmast kullanilirsa

We Hole(G)(L(p,q)(G)) elde edilir. Yine Hole(G)(L(p,q)(G)) uzayl operator
normuna gore bir Banach cebiri oldugundan A, uzayi HomL,(G)(L( p.9)(G))

uzaymin bir tam alt uzayidir. Bu durumda (4.6.4.2) ifadesine gére A, uzayl

Hom, . (L(p.q)(G)) uzaymn bir tam alt cebiri olur.

4.6.11.0nerme: A, uzayl bir esas Banach L' (G) -modiildiir.

Ispat: Herhangi bir W,eA,,6 operatori ve ge E(G) fonksiyonu igin bir

goW, :L(p,q)(G) > L(p,q)(G)  donisimii  (goW,)(h)=W, (g*h)=g*hxf

seklinde tanimlansin. Bu takdirde

.

Pa P
rq

(gon)(h)

o] = s

Il , <1

<[ sup gl <[wlel,

I, <t

elde edilir. O zaman A, uzay: bir Banach L (G)-modiildiir. Yine L'(G) uzayinm
kompakt destekli fonksiyonlardan olusan {ew}mE ,yaklagik birimi alindiginda

feL(p.q)(G), ge C.(G) olmak iizere W,,, € A, icin

le.oW,..~W,..] = sop. (eu oWy =W, )(h)] = sup W, (hxe,)=W,., (0)],
= sup ||h*€a *f*g—h*f*é’”[,,q = sup W, (h*e, *g_h*g)up,q

I, 4=t I, 41

<|w, | sup ], le. & — &l =171, lea 2~ 8],

HhHMSI
. . 1 .. - .. .
yazilir. Bu takdirde A, ~uzaymin bir esas Banach L (G) -modiil oldugunu sdylenir.

Ayrica fe L(G) ve W, €4, icin



(£=row, )(n)

, (f )

n|| = i sup
4 7 ) <t
pPq

= lim( sup
14

I, 4=t

j = hm( sup J
P-q (e p:q

f*h—(hy*f)*hp,q}hm(wp I7=t 7L, j

<tim|f —h,* f], =0

bulunur. Bu takdirde fe L'(G)oA, =A,  elde edilir. Bir baska deyisle L (G)c A

pP-q

olur.

4.6.12.0nerme: Herhangi f,ge L(p,q)(G) ve Te Hole(G)(L(p,q)(G)) verilsin.
Bu takdirde
i. Eger fe L(p,q)(G) ise T(f)e L (p,q)(G) olur.

ii. Eger ge L (p.q)(G) ise T(f*g)=f*T(g) olur.

Ispat: (i) Herhangi bir fe L (p,q)(G) ve Te Hom,, ( alalim. O zaman

I/\

G))
1}
Y
}

1

[r (), =suwp{ln*7 ()] ¢ neC.(G). |,

=sup{[T(h=£)| : he C.(G). |,

INA

<[rlsup{les 11, he c.(G). I,
<[, <

oldugundan 7' (f)e L (p,q)(G) olur.

IA

(ii) Herhangi bir ge L (p,q)(G) alalim. C,(G) uzay1 L(p,q)(G) uzayinda yogun bir

alt uzay oldugundan her fe L(p,q)(G)

=0 olacak
pP.q

sekilde  {f,} ,<C.(G) dizisi vardir. Aynica  4.6.10.0Onermeye  gore

W, € Hom, (L(p.q)(G)) oldugundan

lim||f, xg =+, =tim|w, (£,)-W,(f)] ,

W (= 1), < W, |r




olur. Yine (i) secenegi ile herhangi bir Te Hole(G)(L(p,q)(G)) icin

T(g)e L(p.q)(G) oldugundan W, € Hom,, . (L(p.q)(G)) olur ve bundan dolay

£,xT(g)-f*T(g)| =0

lim
n P-4
elde edilir. Bu takdirde 7' Hom, (L(p.q)(G)) doniisiimii siirekli oldugundan
f*T(g)=lim f,*T (g)=limT(f,*g)=T(f*g)
olur.

4.6.13.Tamm: A uzayi igin bir (Ap, q) kiimesini

(4,,)={ T Hom,, (L(p.q)(G)) her We A, igin ToWe A,,]

biciminde tanimlayalim.

4.6.14.0nerme: (4, )= Hom,, . (L(p.q)(G)) olur.

Ispat: Herhangi bir Te Hole(G)(L(p,q)(G)) alam. fe L (p,q)(G), g€ C.(G)
olmak iizere herhangi bir W, e A  alahm. O zaman 4.6.12.0nermeye gore

feL(p,q)(G)ise T(f)e L(p,q)(G) oldugundan her he L(p,q)(G) icin

(ToW,,.)(R)=T(W,., (k) =T (hxfxg)=h*T(f*g)=W,,,, (h)
:Wg*T(f)(h)

olur. Boylece T e (A ) yazilir. Tersine (A )c Hom, (L(p.q)(G)) oldugu acikur.

Peq P.q

4.6.15.0nerme: G bir yerel kompakt Abel grup, 1< p<oo ve 1<g<oo olsun. Bu

takdirde M (qu q) uzayi ile (qu q) uzay1 izometrik izomorftur.

Ispat: Bir F: (AM) —-M (AM) doniisiimiinii herhangi bir S€ A, icin p, (S)=ToS

olmak iizere F(T)=p, olarak tammlayalim. Yine herhangi S,Ke€ A,, icin



pr(SoK)=ToSoK=p,(S)oK olduguicin p,eM(A, ) olup, F doniisiimii iyi
tanimlidir. p, doniisiimiiniin tanimina gore herhangi 7,7, € (Ap’ q) ve a, fe C igin
F(Om +:BT2)(S):po/n+/3T2 (S):(mi +:BT2)°S

=(0/T1+ﬂTz)°S=0!(T1°S)+ﬁ(Tz°S)
—ap, (S)+ oy, (S)=aF (1,)()+ B (T,)(S)

oldugundan F  doniisimii dogrusaldir. Ayrica herhangi 7,7, ¢ (AM) icin
F(T,)=F(T,) ise her Se A, igin p, (S)=p, (S)=T,cS=T,°S olur. Buna gore
her fe L(p.q)(G) icin T,(S(f))=T,(S(f)) yazilr. Yine

{8(f):SeA,,. feL(p.q)(G)]
kiimesinin L(p,q)(G) uzaymda yogun oldugu kolayca goriilir. Bdylece her
ue L(p,q)(G) i¢in T,(u)=T,(u) olup F doniisiimii birebirdir. Bununla birlikte her

Te (Ap,q):Hole(G)(Ap,q) veher Se A, igin

T(s(g))|

o ()] =IT e s]= sup [(T5)(2)],, = sup

lsl, < P, P4

<[] sup [s(s)], , =I7lIs]

lel, .=
esitsizligi bulunur. Buradan da ||pT || < ||T|| elde edilir. Ote yandan {Why} agt A uzayl

icin bir minimal yaklagik birim oldugundan

T oW,

hy

||PT|| = sup ”T ° S”

0%SeA,, ”S” ¥

>sup|T oW, |2 lim|Tow, | =|T|  @.6.15.)
2 ! r !

W,

h

/4

bulunur. O zaman (4.6.15.1) esitsizligiyle ||pT||=||T|| olur. Bu F doniisiimiiniin bir
izometri oldugunu gosterir. Son olarak F doniisiimiiniin Ortenligini gosterelim.

Herhangi bir pe M (Ap’ q) ve {e,} , <L (G) yaklagik birimini alahm. Bu takdirde
L(G)cA,, CHole(G)(L(p,q)(G)) ve her el icin (p(e,))eA,, oldugundan

herhangi fe L (G) ve ge L(p,q)(G) igin



(p(e))(f*8)=r*((pe)(8))=(f °(pe,))(g) (4.6.15.2)

esitligi elde edilir. M (Ap, q) < Hom, © (Ap, q) oldugundan,

(p(foe))(g)=(p(£)) (e 8)=p(f*e,2)

4.6.15.3
=(p(s e ))(8)=(F=(p(e.)))(2) oY

esitligi yazilir. Bu (4.6.15.2) ve (4.6.15.3) esitliklerine gore de
(Pe))(F#8)=(Fo(p(e)(g)=(p(f*e.))(g) (4.6.15.4)

elde edilir. Bu takdirde her fe L (G) ve g€ L(p,q)(G) igin

iml(p (7 5 (6) (e (&), =Timllo(r <) o1,
=tim|(p(f e, - 1)(g)],
<tim|o(f #e,~f)|lel,,
<tim|p| £ #e, = £[ls]],,
<lim|p[|f *e, - f],|s,, =0

bulunur. Boylece

lim(p(e,))(f *g)=lim(f(p(e,)))(g)=lim(p(f*e,))(g)=(p(f))(g)
olur. Yine L(p,q)(G) uzayr bir esas Banach L (G)-modil ve her ael igin
ple)eA,, c Hom, ., (L(p,q)(G)) oldugundan

(P(e))(fx8)=(re(p(e.)))(8) =1 *((p(ex))(8))

ifadesi bir limite sahiptir ve bu limit 7€ Hom, © (L( p,q)(G)) = (AM) olmak iizere

(foT)(g)e L(p.q)(G) seklindedir. O zaman
lim(p(e,))(f*g)=lim(f(p(e.)))(2)=(p(f))()

oldugundan her f e L' (G) i¢in foT = p(f) yazilir. Bdylece herhangi We A, igin



e,oToW=(p(e,))oW=p(e,oW)

elde edilir. A, uzay: bir esas Banach L (G)-modiil oldugundan e, oT oW —T oW
olur. Yine her We A, igcin Hp(ea oW)—p(W)H <|ollle; oW =W| oldugundan
ple, oW)— p(W) olur. Boylece limitin tekliginden p(W)=T oW = p, (W) bulunur.

Bu takdirde p = p, elde edilir.

4.6.16.Sonug: M (A, ) ve Hom, © (L(p.q)(G)) uzaylart izometrik izomorfturlar.

Ispat: 4.6.14.0nermeye gore (Ap,q):Hole(G)(L( p.q)(G)) oldugu biliniyor. Yine
4.6.15.0nermeye  gore M(Ap’q)E(Ap’q) oldugundan M(AM) uzayr ve

Hom,, ., (L(p.q)(G)) uzaylar izometrik izomorfturlar.

T  smurh, dogrusal doniisimii  herhangi  f,ge L(p,q)(G) i¢in
T(f*g)=r*T(g) kosulunu saghyorsa T doniisimine L (p,q)(G) uzay
tizerindeki bir ¢arpan (multiplier) ad verilir. Bu doniistimlerin uzay1 m,  ile gosterilir

ve bu uzayin operatoér normu altinda bir Banach cebiri oldugu kolayca goriiliir.

4.6.17. Yardimer Onerme: f #0 olmak iizere herhangi bir fe L(p,q)(G) igin

f *g #0 olacak sekilde en az bir ge C,(G) vardr.

Ispat: Kabul edelim ki herhangi bir 0% f € L(p,q)(G) fonksiyonu ve her ge C,(G)

. < 1}
g”:',q' s 1}

yazilan bu esitsizlige gore | ||p , =0 olur. Buise f = 0(h.h.h.) olup bir celigkidir.

icin f* g =0 olsun. Bu takdirde [12] ¢calismasina gore

:g€ C.(G),

I <pisl, < p'cSup{ [ () (=) du()

:p'Csup{‘(f*g)(O)‘:ge C.(G),



4.6.18.Yardimci Onerme: Herhangi T € m ).

sup{|

, Ve her Ve A igin

rov(h)],, :he L (p.a)(G). |4, <1} <[T][V]

pP-q

olur.

Ispat: Bir D kiimesini D :{Wf :feL(p.q)(G).W,e AM} bi¢iminde tanimlayalim

<€&

ve herhangi bir We A =~ alalim. O zaman her £ >0 sayisi verildiginde HW -W..,

olacak sekilde W,., € span{W,.,:fe L (p.q)(G).g€ C,(G)} elemam vardir. Yine
feL(p.q)(G).geC.(G) oldugunda f*geL(p,q)(G) oldugundan W, e D
olur. Bu takdirde 5=AM yazilir. Bir ¢": D — 3 doniisimii T e m, , olmak lizere

(0'(Wf):WT( ) seklinde tanimlansin. ¢  doniisiimii sinirl bir doniisiim oldugundan

o= ||(0|| olacak sekilde bir tek @: A, — @4 sirekli genislemesi vardir. Her Ve A,
icin @(V) ile (ToV) operatorlerinin L (p,q)(G) iizerinde ¢akistigini gosterelim.

Herhangi bir he L (p,q)(G), [h]  <1ve Ve A, alalm. D=A,, oldugundan

lim W, ~v|=0 (4.6.18.1)

olacak sekilde {Wf" }neN cD ve {f,} .€L(p.q)(G) dizisi vardir. Ayrica her
fe€L(p.q)(G) ve herhangi bir W, e A icin

W (Lf)=g*Lf=L(f*g)=LW,(f)
oldugundan A, <7 ve dolayisiyla Ve .7/ olur. 4.6.12.0nerme ile her

g€ L(p.q)(G) igin

(VoW,)(g)=V (W, (2))=V(g*h)=g*V(h)=W,,(2)

olup VoW, :Wv(h) elde edilir. Yine WW/, = W, oW, oldugundan her n€ N i¢in



W, (h)_V(h)";,q = ‘Ww_f”(h) ~Wyi| =W, oW, =V oW,
- "(Wn _V)°Wh

olur. Buradan

lim |, (1) =V ()], =1im|(w, )W,

<iimw, V|0

elde edilir. Sonug olarak T'e m, , i¢in

t

tim|7 (W, (1))-7 (v (h))

=0 (4.6.18.2)

p.q

bulunur. Her ne N ve Vge L (p,q)(G) igin
Wy, (8)=g*T(£,)=T(g*£,)=T(W, (8))=(T W, )(s)

oldugundan W, =ToW, bulunur. Bu takdirde go(an ) = (0'(Wf” ) =W,

yazilir. Sonug olarak (4.6.18.1) ile

ToW, —p(V)|= lign”(p(Wf” )—(/)(V)"
<[etim|w, -v[=0

lim
n

bulunur. Bu takdirde lilfn”(ToWﬁ’)(h)—(p(V)(h)

=0 oldugundan her ge C, (G)

p.q

=0 elde edilir. Buradan (4.6.18.2) ile

gx((rew, )(m)-g=(o(V)()]

icin lim
n

beraber her ge C,(G) igin g+@(V)(h)=g*T(V(h)) yazilr. Yine 4.6.17.Yardimci

Onerme ile ¢(V)(h)=(TV)(h) olur. L (p,q)(G) bir normlu cebir oldugundan

[@ev)(n),, =lev)(®)],, =tim]e(w, (1)

=lim
p.q n

W) (h)

pP.q

Weio el , =[], im |7 (£,)

p.q

12
n p.q

elde edilir. Buradan [W, | =||f][ oldugundan yine (4.6.18.1)ile 4| <1 oldugundan

[(ov) ()], <lrlim| [, =|r|tim|w, |<|7]}v]



yazilir. Bu ise istenendir.

4.6.19.0nerme: Her Te m, ,her Ve A, veher fe L (p.q)(G) igin

[Tev)(r)|, <ITllv ()

p.q

Ispat: Herhangi £>0 sayis1 verilsin. A, uzayl yaklagik birime sahip bir Banach
cebiri oldugundan Cohen Factorization Teoremiyle herhangi Ve A  igin ||P||:1,

||S —V|| <& ve V=PoS olacak sekilde P,S e A, , vardir [16]. Bu takdirde

IS, =l(s=v+»)(,, |-V, +lv (£,
<elfl,, v (7]

p.q

olup 4.6.18.Yardimc1 Onerme ile

), =lreeesni, =[r(e(sr)],
<frliells (o, <o, +v (o)

elde edilir. O zaman & keyfi sayisi i¢in "(ToV)( f )”M < ||T||||V( f )"M bulunur.

4.6.20.Yardimci  Onerme: pz{V(f) :feL(p.q)(G), Ve AM} kiimesi

L(p,q)(G) uzayinda yogundur.

Ispat: Herhangi £>0 ve geL(p.q)(G) alahm. [39] calismasma gore

C.(G)=L(p,q)(G) oldugundan dolay1 ||g—f||pq<§ olacak sekilde en az bir

feC.(G) vardir. A, uzaymn yaklagik birimi {Why} ag1 oldugunda her y icin

4.6.12.0nermeyle W, (f)e L (p,q)(G) olur. Ayrica {n,} ag L(p.q)(G) uzay

icinde bir yaklasik birim oldugundan 1im|Wh (f)- f” =lim|[h,* £~ f| =0 olur.
4 4 Pq 4 P-4

Bu tkdirde {W, (/)}cp oup |W, (£)-g| <[W, (5)-r| +|r-sl, <e

bulunur.



4.6.21.Yardime1 Onerme: Ve 25 ve S ise L(p,q)(G) uzaymin yogun bir alt uzay:

olsun. Eger her he C,(G) veher fe 3 igin V(h+* f)=h*V(f) ise Ve J/ olur.

Ispat: Herhangi xe G alalim. O zaman her he 3 icin lim

Lh—u,* h||p , =0 olacak
sekilde C,(G) uzaymnda bir {u,}  ag vardir [15]. Yine Ve 24 doniisiimii sinirh

oldugundan lim”V(Lxh)—V(ua*h)" =0 olur. Hipotez geregi her he C (G) igin

P-4

V(h#* f)=h*V(f) oldugundan V (h)e L(p,q)(G) igin
1i£n||LxV(h) —u, *V(h)”M =0
bulunur. Bu takdirde her e 3 icin
[V (LR) =LY (h)| =V (LA)=V (uxh)+V (u,xh) =LV ()]
<|v (Lh)-V (u, h)||M +|V (4, xh)-LV (h)||M
<|v (Lh)=V (u, h)||M +|uy #V (R)-LV (h)||M

oldugundan V (L,)=LV (k) bulunur. O zaman 3 =L(p,q)(G) oldugundan Ve .

bulunur.

4.6.22.Yardimer Onerme: Herhangi f,g€ L(p,q)(G) ve Te i/ verilsin. Bu
takdirde

i. eger fe L (G) ise T(f+*g)=f*T(g) olur.

ii. eger fe L(p.q)(G)ise T(f)e L (p,q)(G) olur.

iii. eger ge L(p,q)(G)ise T(f*g)=f*T(g) olur.

Ispat: (i) feL'(G), ge L(p,q)(G) igin T(f*g)=f+*T(g) oldugu [9, Lemma2.1]
calismasinda gosterildi.

(ii) Herhangi bir f e L (p,q)(G) ve Te -/ alalim. O zaman (i) segenegiyle



t

[r(£), =suwp{ln=7 (1) : he C.(G). |, <1}
=sup{[T(h 7)), : he C.(G). 1], <1}
<|r|sup{jns 1], he C.(G).|n],, <1}
<[rlli#,, <o

oldugundan 7 (f)e L (p,q)(G) olur.
(iii) Herhangi bir ge L (p,q)(G) alahm. C, (G) uzay1 L(p,q)(G) uzayinda yogun
bir alt uzay oldugundan her f & L(p,q)(G) fonksiyonu icin lim||f, - f| =0 olacak

sekilde  {f,} . <cC,(G) dizisi vardi. Aynca 4.6.10.0nermeye  gore

W, € Hom, (L(p.q)(G)) oldugundan

lim|f, * g~ £+, =tim|W, (£,)-W, (f)]

W, (f, - f)HM < HWg Hlign

=lim
n

=0

Pq

L=t

olur. Yine (i) secenegi ile herhangi bir T € ./ i¢in T(g)e L (p,q)(G) oldugundan

f,xT(g)=-f*T(g)| =0

lim
n

pP.q
elde edilir. Bu takdirde 7' € ©# doniisiimii siirekli oldugundan (i) secenegiyle
f*T(g)=lim f,*T (g)=limT(f,*g)=T(f*g)

olur. Bu ise istenendir.

4.6.23.0nerme: Bir @: /~m, ~ doniisimi her feL(p,q)(G) igin
o(T)(f)=a,(f)=T(f) olmak iizere ®@(T)= @, bigiminde tanimlansin. Bu takdirde
@ dontisimii 27 uzayindan m, , uzayina bir izometrik izomorfizmadir.

Ayrica Tem,, icin herhangi Ve A, ve feL(p.q)(G) ahndiginda

w, (V(f)) =(ToV)(f) olacak sekilde en az bir Se /" vardur.



Ispat: Herhangi Te . w ve felL(p.q)(G) icin T(f)eL(p,q)(G) oldugu
4.6.22.0Onermede gosterildi. Yine A, < .7/ oldugundan her f,ge L (p.q)(G) ve her
T € /" igin 4.6.22.yardimc1 Onermeye gore
o(T)(f*g)=a, (f*g)=T(f*8)=T(W,(g))=W,(T(s))
=f+*T(g)=f*w;(g)

olup @(T)em, , elde edilir. Boylece @ iyi tammlidir. Ote yandan herhangi

P
feL(p,q)(G) ve T,,T,€ 4/ igin
(T4 BT,)(1) = @, (1) =@+ BT) (1) =Ty (1) + BT (1)
=aa, (f)+pa, (f)=ao(1)(f)+Fo(T,)(f)

ile @ doniisimiiniin dogrusal oldugu goriiliir. Yine herhangi 7,,7,€ %/ igin
o(T))=w(T,) ise @, =, olup her feL(p,q)(G) icin T,(f)=T1,(f) olur. Bu
esitlik her fe L (p.q)(G) igin gerceklestiginden ve L (p.q)(G)=L(p.q)(G)
oldugundan 7, =7, ve @ doniisiimiiniin birebir oldugu bulunur. Ayrica herhangi T e %/~

icin w, em, ve L(p.q)(G)=L(p.q)(G) oldugundan

11
|y

Pq

e (), [r(s)
=sup
|7 s

|| = sup

t

. ~
=I7
Pq P-q

elde edilir. Bu takdirde ||a)|| =1 bulunur ve boylece @ siireklidir. Herhangi bir Te m,,
alalm. 4.6.19.0nerme ve 4.6.20.Yardimc1 Onerme ile herhangi Ve A,, ve
feL(p.q)(G) i¢in S(V(f))=T(V(f)) kosulunu saglayan bir tek Se 25 vardr.
Bu takdirde herhangi he C,(G),Ve A, ve feL(p,q)(G) icin 4.6.12.0nerme ve

4.6.22.Yardimci Onerme ile

S(hxv(£))=S(V (h £))=T(V (h= £)) =T (h*V (£))
=hxT(V(f))=h=S(V(f))



olup 4.6.20 ve 4.6.21.Yardimci Onermeleriyle Se .% olur. Sonu¢ olarak her

he L(p.q)(G) veher Ve A, icin Se ./ oldugundan
w(S)(V(h)) =, (V(h)=S(V(h)=T(V (k) (4.6.23.1)

bulunur. Simdide kabul edelim ki bir he L' (p,q)(G) i¢in @, (h)#T(h) olsun. Bu

takdirde @;(h)—T(h)#0 olup 4.6.17.Yardimc1 Onerme ile en az bir ge C,(G) igin

g*(@; (h)-T(h))#0 elde edilir. Yine he L (p,q)(G)< L(p.q)(G) oldugundan

lim|h, ~h| =0 olacak sekilde {#,}  =C, (G) vardir. O zaman

lo+(on(W-T()],_ =l (o, ~T)(B)]_ =[(@ -7 (1),
:”h*(ws —T)(g)" =lim |/, * (@, —T)(g)”p,q

p.q n

(@,~T)(h,*g)],, =tim|(&x-T)(W, (2))

=lim
n

pP.q

bulunur. W, (g)ep ve @=L(p,q)(G) oldugundan (4.6.22.1) esitligiyle
"g +( o (h)—T(h))” =0 olur. Bu celiski ile her he L (p,q)(G) i¢in o(S)=a, =T
pr.q

olup @ ortendir. Simdi de @ doniisiimil i¢in izometri 6zelligini gosterelim. Herhangi

Te w ve feL(p,q)(G) i¢in supremum tammina gére her £ >0 sayisina karsilik

@ (£)

vardir. 4.6.22.Yardimeci Onerme ile

tp’q < ||g * ), (f)"M +€ olacak sekilde |g| <1 olanenazbir ge L(p.q)(G)

8*“’7(f):g*T(f):T(g*f):T(Wf(g)):(T°Wf)(g)

oldugundan
. (1), <lg=@ (1), +e
<|rliw,|lsl,, +&
<A, +e

olur. Boylece "a)(T)":”a)T”S"T” bulunur. Tersine 4.6.19.0nerme ve 4.6.20.Yardimc1

Onerme ile T € ./ igin



IT|= sup{”T(V(h))”p’q V(hep v(n)| < 1}
- sup{”a)T )], vinep v, < 1}
<Jlex]

bulunur. Sonug olarak "a)(T)” =|7| ve 7=m,, bulunur.



5. TARTISMA

Bu calismanin birinci boliimiinde Quek ve Yap [29] calismasinda verilen
siireklilik modiiliiniin tanimi yardimiyla tammlanan Lip(e, p), lip(e, p) Lipschitz
uzaylarimin Lipschitz-Lorentz uzaylarina genellestirilmesidir. Ayrica bu uzaylarinda

carpanlarina ayirma, maksimal homojen Banach uzay1 ve relatif tamlama kavramlar da

incelenmigtir. Yine Quek ve Yap [30] calismasinda genel 6teleme operatorii kavramiyla
tanimlanan LA, (&, p;G), LA (@, p;G) Lipschitz-Zygmund smiflar, bu ¢alismada
Lorentz uzaylarina genellestirilmis ve bu siniflar {izerinde tanmimli ¢arpanlar uzaylari
incelenmigtir. Tanimlanan bu simiflarda  p=g¢g alindiginda [30] caligsmasiyla
cakistigindan dolay1 ¢aligmanin ikinci boliimii bir genellestirmedir.

Caligmanin tiglincii bolimiinde incelenen B (G) uzaylar daha 6nce birgok

defa incelenen L, (G) ve L(p,q,w,du)(G) uzaylarmm kesisimi ile elde edilmistir.

Daha oOnce literatiirde bahsedilmeyen bu kesisim uzaylarimin temel 6zellikleri
incelenmistir. Yine bu uzaylardaki kompakt gomiillme kavrami, Giirkanli [14]

calismasindaki metotlar ve tekniklerle dordiincii boliimde incelenmistir.

[k defa Mckennon ve Griffin tarafindan tanimlanan L’p (G) grup cebirleri, bu
calismanin son boliimiinde Lorentz uzaylarina genellestirilmistir. Ozel olarak bir Segal
cebiri olan L (G)NL(p,q)(G) uzaylar: ve iizerindeki ¢arpanlar uzay1 [21, 22, 23, 28]
calismalarindaki 6zel bir metotla besinci boliimde incelenmistir. Daha 6ncede carpanlar

uzayi incelenen bu Segal cebirinin {izerindeki ¢arpanlar uzay: farkli bir metotla ilk kez

bu calismada incelenmistir. Yine son boliimde Lorentz uzaylarinda yogun ve Banach

cebiri olan L (p,q)(G) grup cebirleri iizerindeki carpanlar uzay: ile Lorentz uzaylar

tizerindeki oteleme operatorleriyle degismeli operatorler uzay1 arasindaki iligki [21, 22,

23] calismalarindaki tekniklerle genellestirilmistir.



6. SONUC VE ONERILER

Bu caligmanin ilk iki béliimiinde tanimlanan lip(e, pq),Lip (&, pq) Lipschitz-

Lorentz uzaylari ve LA, (@, pq;G),LA, (&, pqg;G) Lipschitz-Lorentz-Zygmund siniflari

agirlikli Lorentz uzaylar ic¢inde tamimlamip, agirlikli Lipschitz-Lorentz uzaylart ve
agirlikli Lipschitz-Lorentz-Zygmund siniflart ve bu uzaylarin temel ozellikleri ve
carpanlar uzaylar1 incelenebilir. Yine bu incelemeler sirasinda bazi 6zelliklerin

saglanmasinda agirlik fonksiyonu w fonksiyonuna ek kosullar konmasi gerekli olabilir.

Ugiincii ve dordiincii boliimde incelenen, B)"."*(G) uzayi, bu uzaylarin temel

ozellikleri ve bu uzaylardaki kompakt gomiilme kavrami agirlikli Lebesgue uzayi yerine

agirhkli - Lorentz  uzayr alinarak — genellestirilebilir. ~ Yani L (G) yerine

L(r,s,wdu)(G) uzay: alnarak B’ (G) uzaylar incelenebilir.

P>q.wy
Son iki boliimde yapilan incelemeler agilikli Lorentz uzaylart iginde
diisiiniilebilir. Agirlik fonksiyonuna ek kosullar eklenerek aranacak izomorfizmalar

cebirsel olarak izomorfizma, topolojik olarak homeomorfizma olarak bulunabilir. Yine

besinci boliimde incelenen L' (G)NL(p,q)(G) uzaymin bir genellestirilmesi ve bir S,

uzayi olan L, (G)NL(p,q)(G) uzaylan iginde carpanlar uzay incelenebilir.
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