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BAZI ÖLÇÜLÜ FONKSİYON UZAYLARI VE ÖZELLİKLERİ 

 
ÖZET 

 
G  bir metriklenebilir yerel kompakt Abel grubu olmak üzere ilk olarak 

( ),Lip pqα  ve ( ),lip pqα  şeklinde gösterilen Lipschitz-Lorentz uzayları tanımlanıp, 

bazı temel özellikleri gösterildi. ( )1L G  uzayından A  uzayına tanımlanan çarpanlar 

uzayı ( )( )1 ,L G A  ve ( ),lip pqα  uzayının relatif tamlaması ( )�,lip pqα  ile 

gösterildiğinde ( ) ( )( )1 , ,L G lip pqα , ( )�,lip pqα , ( ),Lip pqα , ( ) ( )( )1 , ,L G Lip pqα  

uzaylarının izometrik izomorf olduğu gösterildi. İkinci bölümde ise Lorentz 

uzaylarından ( ), ;L pq Gα∗Λ  ve ( ), ;L pq Gλ α∗  biçiminde gösterilen Lipschitz-Lorentz-

Zygmund sınıflarına giden çarpanlar uzayı incelendi. 

Üçüncü bölümde G  bir yerel kompakt Abel grup, λ  ise onun üzerinde bir Haar 

ölçümü olduğunda ( ) ( ) ( )( )1 2

1

,
, , 2, ,w w r

r p q wB G L G L p q w d Gµ= ∩  uzayının temel özellikleri 

incelendi. Bir sonraki bölümde, ( )1 2,
, ,

w w d

r p q
B �  uzayları arasındaki kompakt gömülmeler 

için yeterli koşullar araştırıldı. Beşinci bölümde ise ( )1 2,
, ,

w w

r p qB G  uzaylarının özel bir hali 

olan ( )1, ,p qB G  uzayları üzerinde tanımlı çarpanlar uzayı incelendi. 

Son bölümde ( )( ),L p q G  uzayı üzerindeki çarpanlar uzayı, Banach cebiri olan 

bazı uzaylar üzerindeki çarpanlar uzayı olarak belirlendi. 

 

Anahtar Kelimeler: Lipschitz-Lorentz uzayları, Lipschitz-Lorentz-Zygmund sınıfları, 

ağırlıklı Lorentz uzayları, kompakt gömülme, ölçülü fonksiyon. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



SOME TEMPERATE FUNCTION SPACES AND THEIR PROPERTIES 

 
ABSTRACT 

 
Let G  be a metrizable locally compact abelian group. It was firstly defined that 

the spaces ( ) ( )( )1 , ,L G lip pqα , ( )�,lip pqα , ( ),Lip pqα , ( ) ( )( )1 , ,L G Lip pqα  are 

isometrically isomorphic where ( ),Lip pqα  and ( ),lip pqα  denote the Lipschitz-

Lorentz spaces defined on G . ( )( )1 ,L G A  is the space of multipliers from ( )1L G  to A , 

and ( )�,lip pqα  denotes the relative completion of ( ),lip pqα . In the second part, the 

space of multipliers from Lorentz spaces to Lipschitz-Lorentz-Zygmund classes 

( ), ;L pq Gα∗Λ  and ( ), ;L pq Gλ α∗  is characterized. 

In the third part, G  is assumed to be a locally compact abelian group with Haar 

measure λ . Firstly, some basic properties of ( ) ( ) ( )( )1 2

1

,
, , 2, ,w w r

r p q wB G L G L p q w d Gµ= ∩  

spaces are discussed. Then in the fourth part of this thesis, the necessary conditions for 

compact embeddings of the spaces ( )1 2,
, ,

w w d

r p q
B �  are showed. In the fifth part, the 

multipliers space of ( )1, ,p qB G , special case of ( )1 2,
, ,

w w

r p qB G , is investigated. 

In the last part, the space of multipliers on ( )( ),L p q G  is examined and 

characterized as the space of multipliers of certain Banach algebra. 

 

Key Words: Lipschitz-Lorentz spaces, Lipschitz-Lorentz-Zygmund classes, weighted 

Lorentz spaces, compact embedding, temperate function. 
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SİMGE VE KISALTMALAR LİSTESİ 

 

xL f  : f  fonksiyonunun sol ötelemesi 

�G  : G  grubunun karakter grubu 

�f  : f  fonksiyonunun Fourier dönüşümü 

K : Vektör uzayının cismi 

∗  : Girişim işlemi 

≅  : İzometrik izomorfizma 

≺  : Önde gelme bağıntısı 

(h.h.h.) : hemen hemen heryerde 

supp f  : f  fonksiyonunun desteği 

( )f O g=  : 
f

g
 oranı sınırlı 

( )f o g=  : 
f

g
 oranının limiti sıfır 

( ),SHom X Y  
: X  uzayından Y  uzayına tanımlanan sürekli S -modül                              

   homomorfizmlerinin uzayı 

( )M A  : A  Banach cebiri üzerindeki çarpanlar uzayı 

( ),A B  : A  uzayından B  uzayına giden çarpanlar uzayı 

d
�  : d − boyutlu Öklid uzayı 

�  : Doğal sayılar kümesi 

�  : Karmaşık sayılar kümesi 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



1.  GİRİŞ VE LİTERATÜR ÖZETİ 
 
 Bir :f A ⊂ →� �  fonksiyonu verilmiş olsun. Eğer her ,x y A∈  için  

 

( ) ( )f x f y L x y− ≤ −  

 
olacak şekilde bir 0L >  sabiti bulunabiliyorsa, f  fonksiyonu Lipschitz koşulunu 

sağlıyor, denir. İlk defa R.O. Sigismund Lipschitz tarafından ortaya koyulan bu koşul 

daha sonra Hölder tarafından genelleştirilmiştir. Şöyle ki [ ],a b  aralığından �  

kümesine tanımlanan f  fonksiyonu ve herhangi [ ], ,x y a b∈  için  

( ) ( )f x f y A x y
α

− ≤ −  

olacak şekilde 0A >  ve ( ]0,1α ∈  sayıları varsa f  fonksiyonu α  üssel mertebeli 

Hölder koşulunu sağlıyor, denir. Özel olarak 1α =  için Lipschitz koşulu elde 

edilmektedir. 

Lipschitz uzaylarının tarihsel gelişimi içinde M. H. Taibleson ( J. Math. and 

Mech., 13(13), 407–480, 1964, J. Math.and Mech.,14(5), 821–840, 1965) , S. M. 

Nikolskii ( Russian Math. Surveys, London Math. Soc, 16(5), 55–104, 1961 ) ve J. 

Peetre ( Ann. Inst. Fourier, Grenoble 16(1), 279–317, 1966 ) çalışmalarının önemi 

büyüktür. Fakat ilk olarak Lipschitz uzayları Zygmund [41, Ch.1,2] çalışmasında 

görüldü. Bu çalışmada 0 1α< <  ve [ ]0,2pf L π∈  olduğunda 1 p≤ < ∞  için  

( ) ( )
1

2

00

1
( ; ) sup

2

p
p

h

f f x h f x dx
π

δ

ω δ
π< <

 
= + − 

 
∫  

ifadesi f  fonksiyonunun süreklilik modülünün integrali olarak tanımlandı. Burada 

[ ] ( )0,2 ,pf Lip pα π α∈ Λ =  olması için gerek ve yeter koşul ( )( ; )f O αω δ δ=  olmalıdır 

ifadesi gösterildi. Yine p = ∞  için ( ) ( )
1 2

1 2( ; ) sup
x x

f f x f x
δ

ω δ∞
− ≤

= −  ile gösterilen 

süreklilik modülü tanımlandı. Bunun önemli bir sonucu olarak, f α
∞∈ Λ  fonksiyonunun 

Poisson integralinin elde edilmesi için gerek ve yeter koşullar gösterildi. M. H. 

Taibleson ( J. Math. and Mech., 13(13), 407–480, 1964 ve  J. Math.and Mech.,14(5), 



821–840, 1965) çalışmalarında α +∈�  ve ( )p nf L∈ �  fonksiyonu için 1 p≤ < ∞  

olduğunda ( ); ,f p qα∈ Λ  olması için gerek ve yeter koşulun 

( ) ( )

1

,n

q
q

np dx

dh
h f x h f x

h

α−
   + − < ∞    
∫�  

olduğunu elde etti. Yine q = ∞  ve 0 1α< <  için ( ) ( ); , ,p q Lip pα αΛ =  olduğunu 

gösterdi. Yine Zygmund [41] çalışmasını referans alarak ( ); ,f p qα∈ Λ  fonksiyonunun 

Poisson integrali için gerek ve yeter koşullar bulundu. 

 Bunların yanı sıra, 1935 yılında E.S.Quade ( Bulletin of the American 

Mathematical Society. Volume 41(2), 83–84, 1935) çalışmasında 0 1α< ≤  için ( ),a b  

aralığında tanımlanan ( ),Lip pα  uzaylarının birleşiminin ( ),pL a b  uzayında birinci 

kategoriden olduğu gösterildi. Yine H.Mirkil ( Canadian Journal of Mathematics, 12, 

674–685, 1960 ) çalışmasında Zygmund [41] çalışmasında tanımlanan Lipα  ve lipα  

uzayları incelendi ve lipα  uzayının trigonometrik polinomlar tarafından gerilen, Lipα  

uzayının kapalı doğrusal bir alt uzayı olduğu gösterildi. Yine bu uzayların Banach uzayı 

olduğu ve kompakt küme üzerinde lipα  uzayının ikinci topolojik dualinin Lipα  uzayı 

olduğu K.D.Leeuw ( Studia Mathematica, 21, 55–63, 1961) çalışmasında gösterildi. 

D.R. Sherbert (Pacific Journal of Mathematics. Volume 13(4), 1387–1399, 1963) 

çalışmasında ( ),X d  bir metrik uzay ve bu uzay üzerinde tanımlı, karmaşık değerli, 

sınırlı fonksiyonlar uzayı ( ),Lip X d  olduğunda, bu uzayların Banach cebiri olduğu 

gösterildi ve Lipschitz cebirleri adı altında incelendi. Yine metrik uzay üzerinde tanımlı 

vektör değerli Lipschitz fonksiyonlarının Banach uzayı J.A.Johnson tarafından ( 

Bulletin of the American Mathematical Society. Volume 75(6), 1334–1338, 1969) 

çalışmasında incelendi. Grup olmayan n
�  uzayının birim küresinin yüzeyinde tanımlı 

Lipschitz uzayı H.C.Greenwald tarafından (Pacific Journal of Mathematics. Volume 

50(1), 63–81, 1974) çalışmasında incelendi. ( ),S d  bir metrik uzay, ( )0,1α ∈  

olduğunda ( ),Lip S dα  uzayı Jerry A. Johnson (Pacific Journal of Mathematics. Volume 

51(1), 177–186, 1974) çalışmasında incelendi. Bu çalışmada ( ),lip S dα  uzayının 0c  



uzayına, ( ),Lip S dα  uzayının ∞�  uzayına izomorf olan birer alt uzaylarının olduğu 

gösterildi. 

       G  bir yerel kompakt Abel grup olmak üzere, Burnham ve Goldberg ( Bull. Inst. 

Math. Acad. Sinica V.2, 1974, 153–164 ), Goldberg ve Seltzer (J. Math. Anal. Appl. 

V.59, 1977, 488–497) çalışmalarında ( )1L G  uzayından bir ( )S G  Segal cebirine olan 

çarpanlar uzayı çalışıldı. Feichtinger (J. Math. Anal. Appl. V.61, 1977, 341–358) 

çalışmasında ( )1L G  uzayından bir homojen Banach uzayına olan çarpanlar uzayı ile 

ilgili sonuçlar elde edildi. Yine G  bir metriklenebilir yerel kompakt Abel grup olmak 

üzere, Bloom [1] ile Zygmund [41] çalışmalarından esinlenerek Feichtinger [10] ve 

Quek ve Yap [29, 30] çalışmalarında Lipschitz koşulu ( )pL G  Lebesgue uzaylarına 

genelleştirildi ve  ( ),lip pα , ( ),Lip pα  ile gösterilen Lipschitz uzayları tanımlandı. 

Yine bu çalışmalarda Lipschitz uzaylarının bazı temel özellikler incelendi. 

 Bu tezin bulgular bölümünün birinci kısmında yukarıdaki çalışmalara ek olarak 

Blozinski [2, 3], Ferreyra [12], Hunt [17] ve Wang [36] çalışmalarından yararlanılarak 

önce ( ) ( ), , ,Lip pq lip pqα α  sembolleriyle gösterilen Lipschitz-Lorentz uzayları 

tanımlandı ve ( ),Lip pqα  uzayında maksimal homojen Banach uzayı araştırıldı. Daha 

sonra ( ),lip pqα  uzayının ( )1L G  uzayı üzerinde Banach modül olma özelliği verilip,  

çarpanlara ayrılma (factorization) özellikleri incelendi. İkinci kısımda, Quek ve Yap’ın 

[30] çalışmasında genel öteleme operatörlerini kullanarak tanımlanan 

( ) ( ), ; , , ;L p G L p Gα λ α∗ ∗Λ  ile gösterilen Lipschitz-Zygmund sınıfları, Blozinski [2, 

3], Hunt [17], O’Neil [27] ve Saeki ve Thome [35] çalışmalarınıda kullanarak 

( ), ;L pq Gα∗Λ , ( ), ;L pq Gλ α∗  ile gösterilen Lipschitz-Lorentz-Zygmund sınıfları 

tanımlandı ve bazı özellikleri verildi. Quek ve Yap’ın [30] çalışmasında bulunan ( )pL G  

uzaylarından ( ), ;L p Gα∗Λ ,  ( ), ;L p Gλ α∗  Lipschitz-Zygmund sınıflarına tanımlanan 

çarpanlar uzayı, benzer teknikle ( )( ),L p q G  Lorentz uzaylarından ( ), ;L pq Gα∗Λ , 

( ), ;L pq Gλ α∗  Lipschitz-Lorentz-Zygmund sınıflarına tanımlanan çarpanlar uzayına 

genelleştirildi. 



 Bu çalışmada kullanılan w  ağırlık fonksiyonu tanımı ilk defa A. Beurling 

tarafından ( LX. Congre’s Math. Scand., Helsinki, 1938, 345-366) çalışmasında 

verildiğinden Beurling ağırlık fonksiyonu olarak da bilinir. Ayrıca bu ağırlık fonksiyonu 

kullanılarak tanımlanan ( )1
wL G  ile gösterilen ağırlıklı ( )1L G  uzayıda Beurling cebiri 

olarak adlandırılır. Benzer şekilde ( )p

wL G ile gösterilen ağırlıklı ( )pL G  uzaylarının bazı 

özellikleri [13, 26]  çalışmalarında incelendi. Yine w  herhangi bir ağırlık fonksiyonu 

olduğunda H.M. Chung, R.A. Hunt ve D.S. Kurtz ( Indiana Univ. Math. J., V.31(1), 

1982, 109-120), E.Sawyer ( Trans. Amer. Math. Soc., V.281(1), 1984, 329-337) , [7] ve 

[12] çalışmalarında µ  ölçümü yerine wdµ  ölçümü alınarak oluşturulan ve 

( )( ), ,L p q wd Gµ  ile gösterilen ağırlıklı Lorentz uzaylarının temel özellikleri incelendi. 

Ayrıca [37] çalışmasında iki Lebesgue uzayı olan ( )1L G  ve ( )2L G  uzaylarının 

kesişimi incelendi. Buradan hareketle ( )( ), ,L p q wd Gµ  ağırlıklı Lorentz uzayları ile 

( )p

wL G  ağırlıklı Lebesgue uzaylarının kesişimi üçüncü bölümde ( )1 2,
, ,

w w

r p qB G  uzayı adı 

altında incelendi. 

Fonksiyon uzaylarındaki kompaktlık kavramı genellikle Arzela –Ascoli teoremi 

ile betimlendi. G  bir yerel kompakt Abel grup olduğunda ( )pL G  Lebesgue 

uzaylarındaki kompaktlık kavramı ilk defa A.Weil ( L’integration dans les Groupes 

Topologiques. Hermann, 2.ed., 1965) çalışmasında ele alındı. E.C.Lawrence ( Partial 

differential equations. Providence, RI: American Mathematical Society, 1998) ve 

M.Rennardy ve R.C.Rogers ( An Introduction to Partial Differential Equations. Berlin: 

Springer-Verlag, 1992) çalışmalarında ise ( ),
X

X i  ve ( ),
Y

Y i  iki normlu uzay ve 

X Y⊆  olduğunda X  uzayının Y  uzayına kompakt gömülmesi için 0C >  bir sabit 

olduğunda her bir x X∈  için 
Y X

x C x≤  olması ve X  uzayındaki her sınırlı 

kümenin Y  uzayında önkompakt olması şartları kullanıldı. Yine Y  bir Banach uzayı 

olduğunda gömülme ( birim ) dönüşümü :i X Y→  kompakt operatör adını aldı. 

Gürkanlı, [14] çalışmasında ( ),
p d

wA Rω  uzayını tanımlayıp bu uzaylardaki kompakt 

gömülmeler için gerekli koşulları araştırdı. Buradaki teknikler ( )1 2,
, ,

w w d

r p q
B �  

uzaylarındaki kompakt gömülmeleri incelediğimiz dördüncü bölümde kullanıldı. 



Bu tezin bulgular bölümünün beşinci kısmında ( )1 2,
, ,

w w

r p qB G  uzaylarının özel bir 

hali olan ( )1, ,p qB G  uzayları üzerindeki çarpanlar uzayı, [21, 22, 23] çalışmalarında da 

kullanılan farklı bir teknikle çalışıldı. Yine tezin bulgular bölümünün altıncı kısmında 

da kullanılan bu teknik ilk defa McKennon ve Griffin  [21, 22, 23] tarafından verildi. 

Bu tekniğe göre, Banach cebiri olmayan ( )pL G  Lebesgue uzayları üzerindeki çarpanlar 

uzayı, ( )pL G  uzaylarında girişim işleminin tanımlı olduğu, her yerde yoğun bir alt uzay 

olan (ölçülü) temperate ( )pL G  olarak adlandırılan ( )p

tL G  uzayları üzerindeki çarpanlar 

uzayı ile ifade edilebilir. ( ) ( )1 , pL G L G  ve ( )( ),L p q G  uzayları üzerindeki çarpanlar 

uzayı daha önce [5, 19, 21, 22, 23, 35] çalışmalarında incelendi. McKennon ve Griffin  

[21, 22, 23] çalışmalarında ( )pL G  Lebesgue uzayları üzerindeki çarpanlar uzayı, 

( )p

tL G  üzerindeki çarpanlar uzayına izometrik izomorf bulundu. Altıncı kısımda ise bu 

yapılanlar  ( )( ),L p q G  Lorentz uzayları için incelendi. 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



2. GENEL BİLGİLER 

 
Bu bölümde tezde kullanılacak olan önemli tanımlar ve teoremler tanıtılacaktır. 

 
2.1.Tanım: X  bir topolojik uzay, E  bir vektör uzayı f  fonksiyonu da X  kümesinden 

E  uzayına tanımlı olmak üzere 

 

( ){ }0≠∈ xfXx  

 
şeklinde tanımlanan kümenin kapanışına f  fonksiyonunun desteği denir ve bu küme 

Suppf  ile gösterilir.  

 X  bir yerel kompakt uzay olmak üzere X  üzerinde tanımlı, karmaşık değerli, 

sürekli ve kompakt destekli fonksiyonların vektör uzayı ( )XCc
 ile gösterilir [34]. 

 

2.2.Tanım: G  bir yerel kompakt Abel grup olmak üzere G  üzerinde tanımlı ve 

aşağıdaki koşulları sağlayan pozitif regüler µ  Borel ölçümüne Haar ölçümü denir, 

i. GE ⊂  kompakt ise ( ) ∞<Eµ  

ii. Her GE ⊂  kompakt alt kümesi ve Gx ∈∀  için ( ) ( )EEx µµ =+ .  

Yine her yerel kompakt Abel grubu üzerinde bir tek Haar ölçümü vardır [18, 31]. 

 
2.3.Tanım: X  bir topolojik uzay olsun. X  uzayındaki tüm açık kümeleri kapsayan bir 

β  en küçük σ − cebiri vardır. Buna Borel cebiri, β  nın her elemanına da bir Borel 

kümesi denir. 

( ),X β  öçülebilir uzay, ( ),Y τ  bir topolojik uzay olmak üzere :f X Y→  bir 

fonksiyon olsun. Her V τ∈  için ( )1f V β− ∈  oluyorsa f  fonksiyonuna Borel 

ölçülebilir fonksiyon denir. 

f  ve g  fonksiyonları G  yerel kompakt Abel grubu üzerinde birer Borel 

fonksiyonları olsunlar. Bu fonksiyonların girişimi gf ∗  şeklinde gösterilir ve  

 

( )( ) ( ) ( )
G

f g x f x y g y dy∗ = −∫  

biçiminde tanımlıdır. Bu girişim işleminin tanımlı olabilmesi için 



 

( ) ( )
G

f x y g y dy− < ∞∫  

olmalıdır [34]. 

 

2.4.Tanım: ( ),
B

B ⋅  bir Banach uzayı olsun. Her Bf ∈  ve Gyx ∈∀ ,  için 

( ) ( )1
y

L f x f y x B−= ∈  ( ) ( )( )y
R f x f xy B= ∈  ise B  uzayı ötelemeler altında sol (sağ) 

değişmezdir, denir. Yine B  uzayı ötelemeler altında değişmez ve 
BBy ffL =  koşulu 

sağlanıyorsa B  uzayı ötelemeler altında kuvvetli değişmezdir, denir [11, 13]. 

 
2.5.Tanım: KX ,  cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. Eğer X  uzayı üzerinde bir ◊  

işlemi her Xzyx ∈,,  ve her K∈βα ,  için 

 
i. ( ) ( ) zyxzyx ◊◊=◊◊  

ii. ( ) ( ) ( )zxyxzyx ◊+◊=+◊  

iii. ( ) ( ) ( )yxyx ◊=◊ αββα  

 

koşullarını sağlıyorsa, X  kümesi K  cismi üzerinde bir cebirdir, denir. Eğer K = �  ise 

X  uzayına karmaşık cebir denir. 

 ( ),X ⋅  bir normlu uzay olsun. Eğer KX ,  cismi üzerinde bir cebir ve her 

Xyx ∈,  için  

yxyx ⋅≤◊  

eşitsizliği sağlanıyorsa, X  cebirine K  cismi üzerinde bir normlu cebir denir. Özel 

olarak ( ),X ⋅  normlu uzayı bir Banach uzayı ise X  cebirine Banach cebiri denir [20].  

 

2.6.Tanım: ( ),A ⋅  normlu cebirinde bir ( )
I

e
∈αα  ağı verilmiş olsun. Eğer her Ax ∈  

için ( )lim e x xα
α

=  ( ( )lim xe xα
α

= ) sağlanıyorsa ( )
I

e
∈αα  ağına A  normlu cebiri için sol 

(sağ) yaklaşık birim denir. Eğer ( )
I

e
∈αα  hem sol, hem de sağ yaklaşık birimse ( )

I
e

∈αα  

ağına  A  normlu cebirinin yaklaşık birimi denir. Buna ek olarak her Iα ∈  için 



e Mα ≤ olacak şekilde bir 0M >  sayısı varsa, ( )
I

e
∈αα  ağına A  normlu cebiri için 

sınırlı yaklaşık birim denir. Ayrıca, 1M =  ise minimal yaklaşık birim adını alır [7]. 

 

2.7.Tanım: ( ),B ⋅  bir Banach uzayı olsun. Eğer her GxBf ∈∈ ,  için BfLx ∈  ve 

ffLx =  koşulları sağlanıyorsa B  uzayına G  üzerinde bir yarı homojen Banach 

uzayı denir. Bunun yanı sıra G  grubundan ( ),B ⋅  uzayına giden fLx x→ dönüşümü 

sürekli ise ( ),B ⋅  uzayına G  grubu üzerinde homojen Banach uzayı denir [36].  

 ∞<≤ p1  olmak üzere ( )( ),p

p
L G ⋅  Lebesgue uzayları Homojen Banach 

uzaylarıdır. Ayrıca ( ) ( ),H G B G  uzayında bir homojen Banach uzayı ve ( ) ( ),D G B G  

uzayında herhangi bir homojen Banach uzayı olduğunda ( ) ( )D G H G⊂  ise ( )H G  

uzayına ( )B G  uzayında bir maksimal homojen Banach uzayı denir. Her ( )B G  yarı 

homojen Banach uzayının içinde bir maksimal homojen Banach uzayı vardır. Daha 

kesin olarak, ( )cB G  kümesi G  den ( )B G  uzayına giden fLx x→  dönüşümünün 

0 G∈  noktasında sürekli olduğu ( )f B G∈  elemanlarının kümesi olsun. Bu takdirde 

( )cB G , ( )B G  uzayında bir maksimal homojen Banach uzayıdır [36]. 

 

2.8.Tanım: ( ),
B

B ⋅  bir Banach uzayı ve ( ),
A

A ⋅  bir Banach cebiri olsun. BA×  den 

B  içine tanımlanan ⊗  işlemi aşağıdaki özellikleri sağlarsa B  uzayı A  uzayı üzerinde 

bir sol Banach modülü veya sol Banach A -modülüdür, denir.  

Her Agf ∈, ve Bkh ∈,  için 

 
i. ( ) ( ) ( )hghfhgf ⊗+⊗=⊗+   ,  ( ) ( ) ( )kfhfkhf ⊗+⊗=+⊗  

ii. ( ) ( )f g h f g h⋅ ⊗ = ⊗ ⊗  

iii. a∀ ∈�  için ( ) ahfhafhfa ⊗=⊗=⊗         

iv. 
BAB

hfhf ≤⊗ . 

Bunun yanı sıra B , A  üzerinde bir ideal ve A  cebiri üzerindeki işleme göre bir Banach 

modülü ise B  uzayına A  cebirinde bir Banach ideali denir [36]. 

 



2.9.Tanım: X  bir sol Banach A -modül olmak üzere 

 

{ }| ,AX ax a A x X= ∈ ∈  

 
kümesinin gerdiği uzayın kapanışına X  modülünün esas kısmı denir ve eX  ile 

gösterilir. Eğer 
eX X=  ise X  modülüne esas sol Banach A -modülü denir [7]. 

 ( ),
A

A ⋅  bir Banach cebiri ( )
I

eα α∈
 ağı da onun bir yaklaşık birimi olsun. Bu 

takdirde bir X  sol Banach A -modülünün esas Banach A -modül olması için gerekli ve 

yeterli koşul her x X∈  için lim e x xα
α

=  olmasıdır [7]. 

 

2.10.Teorem (Module Factorization Theorem) : ( ),
A

A ⋅  sınırlı yaklaşık birime sahip 

bir Banach cebiri ve ( ),
X

X ⋅  bir Banach A - modül olsun. Eğer AX , X  uzayında 

yoğunsa AX X=  olur [7]. 

 
2.11.Tanım: V  ve W  birer Banach S -modül olmak üzere her s S∈  ve v V∈  için  

 

( ) ( )f sv sf v=  

 
eşitliğini sağlayan :f V W→  sınırlı ve doğrusal fonksiyonuna sürekli S -modül 

homomorfizması (çarpan) denir. Yine V  uzayından W  uzayına giden tüm sürekli S -

modül homomorfizmalarının uzayı ( ),SHom V W  (veya ( ),M V W ) ile gösterilir. Ayrıca 

bu uzayın operatör normuna göre bir Banach uzayı olduğu biliniyor [19, 32]. 

 

2.12.Tanım: G  bir yerel kompakt Abel grup, ( ),
B

B ⋅  ise ( )1L G  uzayının aşağıdaki 

koşulları sağlayan bir alt cebiri olsun. 

i. ( ),
B

B ⋅  bir homojen Banach uzayıdır. 

ii. ( ),
B

B ⋅  uzayı 
1B

⋅ ≥ ⋅  normuna göre Banach cebiridir. 

iii. ( ),
B

B ⋅  uzayı ( )1L G  uzayında 
1

⋅  normuna göre her yerde yoğundur. 

Bu takdirde ( ),
B

B ⋅  uzayına Segal cebiri denir [31, 36]. 



2.13.Tanım: ( ),
B

B ⋅  bir Banach uzayı olsun. Her f B∈ , x G∈  ve �t G∈  için 

( ) ( ),tM f x x t f x= olmak üzere ( )tM f x B∈  ise B  uzayı karakter değişmezdir,  

denir. Yine B  karakter değişmez ve t B B
M f f=  koşulu sağlanıyorsa B  kuvvetli 

karakter değişmez denir [13]. 

 

2.14.Teorem: E  ve F  birer Banach uzayı olsunlar. Eğer u
E F→  fonksiyonu 

doğrusal, sürekli, birebir ve örtense bu u  fonksiyonu E  uzayından F  uzayına bir 

homeomorfizmadır [4]. 

 Bu teoremin sonucu olarak, herhangi bir E  vektör uzayı hem 1P  hem de 2P  

normuna göre bir Banach uzayı ise 1P  ve 2P  normları denktir. Ayrıca E , bu normlardan 

birine göre Banach uzayı, diğerine göre Banach uzayı değilse 1P  ve 2P  normları denk 

değildir. 

 
2.15.Tanım: Bir G  yerel kompakt grubu üzerinde tanımlı reel değerli bir w  

fonksiyonu aşağıdaki koşulları sağlasın: 

i. Her x G∈  için ( ) 1w x ≥ , 

ii. Her ,x y G∈  için ( ) ( ) ( )w xy w x w y≤ , 

iii. w  fonksiyonu ölçülebilir ve yerel sınırlı. 

Bu takdirde w  fonksiyonuna Beurling ağırlık fonksiyonu denir. Bundan yararlanarak 

( )p

wL G  ile gösterilen ağırlıklı Lebesgue uzayları 

( ) ( ){ }:p p

w
L G f fw L G= ∈  

biçiminde tanımlanır. ( )p

wL G  uzayı 

( ) ( ) ( )( )
1

,

p pp

p w G
f f x w x d xµ= ∫  

normuna göre bir Banach uzayı olup, 1p =  için bu uzay girişim işlemine göre bir 

Banach cebiridir ve Beurling cebiri olarak adlandırılır. 

 G  üzerinde tanımlı iki 1 2,w w  ağırlık fonksiyonu verildiğinde eğer her x G∈  

için ( ) ( )2 1w x Cw x≤  olacak şekilde 0C >  sayısı varsa 2w , 1w  ağırlık fonksiyonundan 



önde gelir denir ve 2 1w w≺  şeklinde gösterilir. Eğer 2 1w w≺  ve 1 2w w≺  ise 1w  ve 2w  

ağırlık fonksiyonları denktir denir ve bu durum 1 2w w≈  simgesi ile gösterilir [11, 13].  

 
2.16. Tanım: G  bir yerel kompakt Abel grup, µ  onun üzerinde bir Haar ölçümü olmak 

üzere bir ( ),G µ  ölçüm uzayı verilsin. Yine herhangi bir f  fonksiyonu G  üzerinde 

µ − ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere bir ( )fλ ⋅  fonksiyonunu herhangi bir 0y ≥  

için  

( ) ( ){ }:f y x G f x yλ µ= ∈ >  

şeklinde tanımlayalım. Bu ( )fλ ⋅  fonksiyonuna, f  fonksiyonunun dağılım fonksiyonu 

denir. Ayrıca 0t ≥  olmak üzere  

( ) ( ){ }
( ){ }

* inf : 0,

sup : 0,

f

f

f t y y y t

y y y > t

λ

λ

= > ≤

= >
 

biçiminde tanımlanan *f  fonksiyonuna f  fonksiyonunun yeniden düzenlenmiş 

fonksiyonu, 0x >  olmak üzere  

( ) ( )** *

0

1 x

f x f t dt
x

= ∫  

biçiminde tanımlanan **f  fonksiyonuna da f  fonksiyonunun ortalama fonksiyonu 

denir. Bu çalışma boyunca inf ∅ = ∞  ve sup 0∅ =  olarak kabul edilecektir. Yine 

( ) ( )*,f fλ ⋅ ⋅  ve ( )**f ⋅  fonksiyonlarının artmayan ve sağdan sürekli fonksiyonlar 

olduğu biliniyor [2, 3, 5, 17]. 

 
2.17.Tanım: G  bir yerel kompakt Abel grup, µ  onun üzerinde bir Haar ölçümü, f  ise 

G  üzerinde herhangi bir ölçülebilir fonksiyon olsun. Yine 
*

,p q
i  fonksiyonu 

( )( )

( )

1

1
*

0* *

, , ,
1

*

;0 ,0

sup ;0 ,

q q
q

p

p q p q

p

t>0

q
t f t dt p q

p
f f

t f t p q

µ

−∞
 
 < < ∞ < < ∞  
 = = 

 < ≤ ∞ = ∞


∫
 



şeklinde tanımlansın. Bu takdirde 
*

,p q
f < ∞  koşulunu sağlayan G  üzerinde tanımlı 

ölçülebilir f  fonksiyonlarının (denklik sınıflarının) vektör uzayına Lorentz uzayı denir 

ve   ( )( ),L p q G = ( ) ( ), ,L p q Gµ  ile gösterilir [17, 35]. 

 Özel olarak p q=  ise 

( )( )( ) ( ) ( )

1
1

* *

, 0

p
pp p

p p p

G

f f t dt f x d x fµ
∞  

= = = 
 

∫ ∫  

olduğu biliniyor. Bunun sonucu ( )( ) ( ), , pL p p G L Gµ =  çıkar [17]. Yine ( )( ),L p q G  

Lorentz uzayı üzerinde 

( )

( )

1

1
**

0
, , ,

1

**

;0 ,0

sup ;0 ,

q q
q

p

p q p q

p

t>0

q
t f t dt p q

p
f f

t f t p q

µ

∞ −
 
   < < ∞ < < ∞   
 = = 

 < ≤ ∞ = ∞


∫
 

şeklinde tanımlanan 
, , ,p q p q µ

⋅ = ⋅  fonksiyonu bir norm olup ( )( )( ),
, ,

p q
L p q G ⋅  

uzayı bu norm altında Banach uzayıdır. Ayrıca 1 p< < ∞  ve 1 q≤ < ∞  olmak üzere G  

üzerinde tanımlı herhangi bir f  ölçülebilir fonksiyonu için 

* *

, , ,1p q p q p q

p
f f f

p
≤ ≤

−
 

eşitsizliği vardır. Yani 
*

,p q
⋅  fonksiyonu 

,p q
⋅  normuna denktir [5, 17]. Ayrıca f  ve 

g , G  üzerinde tanımlı ölçülebilir fonksiyonlar ve 0 ,0p q< < ∞ < ≤ ∞  olmak üzere 

aşağıdaki özelliklerin varlığı biliniyor [17, 35]. 

i. ( ) ( )ff
λ λ⋅ = ⋅ , 

* *f f= , 
** **f f=  ve ** *f f≥  olur. 

ii. Eğer (h.h.h.) f g≤  ise ( ) ( )f gλ λ⋅ ≤ ⋅ , * *f g≤  ve  ** **f g≤  bulunur.  

iii. ( ) ( )
*

* pp
f f=  ve her α ∈�  için ( )

* *f fα α= , ( )
** **f fα α=  olur. 

iv. 0, 0s t> >  olmak üzere ( )*f t s≤  olması için gerekli ve yeterli koşul ( )f s tλ ≤  

olmasıdır. Bundan dolayı 

( ) ( )( )
1 1

* *

,
0 0

sup supp p
fp

t s

f t f t s sλ
∞

> >

= =  



 olur. 

v. 1 20 , 0p q q< < ∞ < ≤ ≤ ∞  olmak üzere 

2 1

* *

, ,p q p q
f f≤  

eşitsizliği vardır. Böylece ( )( ) ( )( )1 2, ,L p q G L p q G⊂  kapsaması gerçekleşir. 

 

2.18.Tanım: ( ) ( ), , ,X Yµ λ  ve ( ),Z ν  ölçüm uzayları ve T  ise X  ve Y  uzaylarından 

alınan basit fonksiyon çiftlerini, Z  uzayındaki negatif olmayan, ölçülebilir 

fonksiyonlara dönüştüren bir operatör olsun. Eğer 1 2, 1 2, , , ,f f f g g g  basit fonksiyonlar 

olmak üzere bu T  operatörü aşağıdaki koşulları sağlarsa pozitif girişim operatörü olarak 

adlandırılır [2, 3]. 

� ( )
1 11

,T f g f g≤ ; 

� ( )
1

,T f g f g
∞∞

≤ ; 

� ( )
1

,T f g f g
∞∞

≤ ; 

� ( ) ( ) ( )1 2 1 2, , ,T f f g T f g T f g+ = + ; 

� ( ) ( ) ( )1 2 1 2, , ,T f g g T f g T f g+ = + . 

 
2.19.Önerme: T  bir girişim operatörü ve ( ),h T f g=  olsun. 1 ,p q< < ∞ ≠ ∞  ve 

( )1g L G∈  olduğunda her ( )( ),f L p q G∈  için ( )( ),h L p s G∈ ( )q s≤  olacak şekilde 

T ’nin bir tek genişlemesi vardır [3].  

 
2.20.Teorem: G  bir yerel kompakt Abel grup, µ  onun üzerinde bir Haar ölçümü 

olmak üzere aşağıdaki özellikler vardır [5]. 

i. Herhangi bir s G∈  için ( ) ( )sf x f x s= −  olmak üzere 

sf fλ λ= , * *
sf f= , ** **

sf f= , 
* *

, ,s p q p q
f f= , 

, ,s p q p q
f f=  

 eşitlikleri vardır. 

ii. 1 p< < ∞  ve 1 q≤ < ∞  olmak üzere G  grubundan ( )( ),L p q G  Lorentz uzayına 

giden ss f→  fonksiyonu süreklidir. 



iii. 1 p< < ∞  ve 1 q≤ < ∞  olmak üzere her ( )( ),f L p q G∈  için f e fα∗ →  ve her 

Iα ∈  için 
1

1eα =  olacak şekilde ( )1L G  uzayının bir { }
I

eα α∈
 yaklaşık birimi 

vardır.  

 
2.21.Tanım: ( ), ,G µM  bir ölçüm uzayı, f  fonksiyonu G  üzerinde tanımlı, karmaşık 

değerli ve ölçülebilir bir fonksiyon olsun. ( )w x  fonksiyonu bir ağırlık fonksiyonu 

olduğunda herhangi bir E ∈M  için 

( ) ( ) ( )
E

w E w x d xµ= ∫  

olsun. Bu takdirde µ  Haar ölçümü yerine wdµ  ölçümünü alınırsa, f  fonksiyonu G  

üzerinde tanımlı karmaşık değerli ve wdµ − ölçülebilir bir fonksiyon olduğunda ( )fλ ⋅  

fonksiyonu herhangi bir 0y ≥  için  

( ) ( ){ }, :f w y w x G f x yλ = ∈ >  

şeklinde tanımlanır. Bu ( ),f wλ ⋅  fonksiyonuna f  fonksiyonunun wdµ  ölçümünü göre 

dağılım fonksiyonu denir. Ayrıca 0t ≥  olmak üzere  

( ) ( ){ }
( ){ }

*
,

,

inf : 0,

sup : 0,

w f w

f w

f t y y y t

y y y > t

λ

λ

= > ≤

= >
 

biçiminde tanımlanan *
wf  fonksiyonuna f  fonksiyonunun wdµ  ölçümünü göre 

yeniden düzenlenmiş fonksiyonu, 0x >  olmak üzere  

( ) ( )** *

0

1 x

w wf x f t dt
x

= ∫  

biçiminde tanımlanan **
wf  fonksiyonuna da f  fonksiyonunun wdµ  ölçümünü göre 

ortalama fonksiyonu denir. Bu çalışma boyunca inf ∅ = ∞  ve sup 0∅ =  olarak kabul 

edilecektir. Yine ( ) ( )*
, ,f w wfλ ⋅ ⋅  ve ( )**

wf ⋅  fonksiyonlarının artmayan ve sağdan sürekli 

fonksiyonlar olduğu bilinmektedir [8, 25]. 

 
2.22.Tanım: G  bir yerel kompakt Abel grup olsun. µ , G  üzerinde bir ölçüm ve w , 

G  üzerinde bir ağırlık fonksiyonu olmak üzere G  üzerinde tanımlı herhangi bir 

wdµ − ölçülebilir f  fonksiyonu verilsin ve   



( )( )

( )

1

1
*

0* *

, , , ,
1

*

;0 ,0

sup ;0 ,

q q
q

p

w

p q w p q wd

p

w
t>0

q
t f t dt p q

p
f f

t f t p q

µ

−∞
 
 < < ∞ < < ∞  
 = = 

 < ≤ ∞ = ∞


∫
 

olsun. Bu takdirde 
*

, ,p q w
f < ∞  olan G  üzerinde tanımlı ölçülebilir f  fonksiyonlarının 

denklik sınıflarının vektör uzayına ağırlıklı Lorentz uzayı denir ve   ( )( ), ,L p q wd Gµ  

ile gösterilir [8, 25]. 

 Özel olarak 1w =  alınırsa, Lorentz uzaylarının kendisi elde edilir. Yine 

( )( ), ,L p q wd Gµ  ağırlıklı Lorentz uzayı üzerinde 

( )

( )

1

1
**

0
, , , ,

1

**

;0 ,0

sup ;0 ,

q q
q

p

w

p q w p q wd

p

w
t>0

q
t f t dt p q

p
f f

t f t p q

µ

∞ −
 
   < < ∞ < < ∞   
 = = 

 < ≤ ∞ = ∞


∫
 

şeklinde tanımlanan 
, , , ,p q w p q wdµ

⋅ = ⋅  fonksiyonu bir norm olur ve  ( )( ), ,L p q wd Gµ  

uzayı bu norma göre bir Banach uzayıdır. Ayrıca 1 p< < ∞  ve 1 q≤ < ∞  olmak üzere 

G  üzerinde tanımlı herhangi bir f  ölçülebilir fonksiyonu için 

* *

, , , , , ,1p q w p q w p q w

p
f f f

p
≤ ≤

−
 

eşitsizliği vardır. Yani 
*

, ,p q w
⋅  fonksiyonu 

, ,p q w
⋅  normuna denktir [5, 8, 17, 25]. 

Ayrıca f  ve g  fonksiyonları G  üzerinde tanımlı wdµ − ölçülebilir fonksiyonlar ve 

0 ,0p q< < ∞ < ≤ ∞  olmak üzere aşağıdaki özelliklerin varlığı biliniyor [8, 25]. 

i. ( ) ( ),, f wf w
λ λ⋅ = ⋅ , 

* *
ww

f f= , 
** **

ww
f f=  ve ** *

w wf f≥  olur. 

ii. Eğer wdµ  ölçümüne göre (h.h.h.) f g≤  ise ( ) ( ), ,f w g w
λ λ⋅ ≤ ⋅ , * *

w wf g≤  ve  

** **
w wf g≤  bulunur.  

iii. ( ) ( )
*

* pp

ww
f f=  ve her α ∈�  için ( )

* *
w wf fα α= , ( )

** **
ww

f fα α=  olur. 

iv. 1 20 , 0p q q< < ∞ < ≤ ≤ ∞  olmak üzere 

2 1

* *

, , , ,p q w p q w
f f≤  



eşitsizliği vardır. Bundan dolayı ( )( ) ( )( )1 2, , , ,L p q wd G L p q wd Gµ µ⊂  kapsaması 

gerçekleşir. Yine 1w ≥  olduğundan ( )( ) ( )( ), , , ,L p q wd G L p q d Gµ µ⊂  yazılır. 

 

2.23.Tanım: A  kümesi 1 , 1p q< < ∞ ≤ < ∞  için ( )( ),L p q G  uzayının aşağıdaki 

koşulları sağlayan bir alt vektör uzayı olsun. 

i. ( ),
A

A ⋅  uzayı girişim işlemine göre bir Banach ( )1L G -modül ve 
A pq

⋅ ≥ ⋅  

olsun.  

ii. Her Iα ∈  için 
1

1eα =  ve her f A∈  için 0
A

f e fα∗ − →  koşulunu sağlayan 

( )1L G  uzayının bir { }
I

eα α∈
 yaklaşık birimi vardır.  

Bu takdirde A  uzayının relatif tamlaması, 

	 ( )( ){ }, :her için  ve sup
A

A f L p q G I f e A f eα α
α

α= ∈ ∈ ∗ ∈ ∗ < ∞  

olarak tanımlanır. 	A  uzayı { }
I

eα α∈
 yaklaşık biriminin seçiminden bağımsızdır. Ayrıca 

bu uzay üzerindeki norm 	f A∈  için 

	 sup
A A

f f eα
α

= ∗  

şeklinde tanımlanır [8, 29]. 

 
2.24.Önerme: A  kümesi 2.23.Tanımdaki gibi olsun. Bu takdirde 

i. Eğer 	f A∈  ve ( )1g L G∈  ise 	f g A∗ ∈  ve 	 	 1A A
f g f g∗ ≤  olur, 

ii. Her f A∈  için 	A A
f f=  dır, 

iii. A , 	A  uzayının kapalı bir alt uzayıdır [8, 29]. 

 
2.25.Tanım: X  bir yerel kompakt Hausdorff uzayı, ( )M X  ise X  üzerindeki karmaşık 

Radon ölçümlerinin uzayı olsun. Sürekli, karmaşık değerli ve sonsuzda sıfır olan 

fonksiyonların uzayı ( )0C X  ile gösterilsin. Bu uzayın duali ( )
*

0C X  olsun. Bu takdirde 

Riesz temsil teoremiyle ( )M X  uzayı ( )
*

0C X  uzayına izometrik izomorftur. Buradaki 

izometri µ  ölçümünü ( ) ( )
X

I dµ µ⋅ = ⋅∫  ile tanımlı  Iµ  doğrusal fonksiyonuna 

dönüştürür. 



( )
*

0C X  üzerindeki belirsiz topoloji yukarıda belirtilen doğrusal fonksiyonelin 

noktasal yakınsamasıdır. Yani, I I
αµ µ→  olması için gerek ve yeter koşul her 

( )0f C X∈  için ( ) ( )I f I f
αµ µ→  olmasıdır.   

( )M X  ve ( )
*

0C X  arasında oluşturulan izometri yardımıyla kurulan topolojiye 

belirsiz (vague)  topoloji denir [6]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3.MATERYAL VE METOT 

 
           Bulgular bölümünün ilk kısmında bahsedilen ( ),Lip pqα , ( ),lip pqα  Lipschitz-

Lorentz uzaylarının temel özellikleri Feichtinger [10], Ferreyra [12], Hewitt-Ross [15], 

Quek-Yap [29, 30] ve Zygmund [41] çalışmalarındaki metotlar kullanılarak incelendi. 

İkinci kısımda incelenen Lipschitz-Lorentz-Zygmund sınıfları ve Lorentz uzaylarından 

bu sınıflara olan çarpanlar uzayı konularında Quek-Yap [30] çalışması ağırlıklı olmak 

üzere yukarıda belirtilen tüm çalışmalardaki metotlar sık sık kullanıldı. 

  Bulgular bölümünün üçüncü kısmında çalışılan ( )1 2,
, ,

w w

r p qB G  uzayı ve temel 

özellikleri Duyar-Gürkanlı [8], Feichtinger-Gürkanlı [11], Ferreyra [12], Hunt [17], 

Moritoh vd.[25], Murthy-Unni [26], O’Neil [27] ve Saeki-Thome[35] çalışmalarındaki 

metotlar kullanılarak incelendi. Dördüncü kısımda bahsedilen ( )1 2,
, ,

w w d

r p qB � uzaylarında 

kompakt gömülmeler konusunda ise Gürkanlı [14] çalışması başta olmak üzere 

Dieudonne [6] ve Feichtinger-Gürkanlı [11] çalışmalarındaki metotlar kullanıldı. 

 Son iki kısımda çalışılan ( ) ( )( )1 ,L G L p q G∩  uzayları, ölçülü Lorentz uzayları 

ve bazı özellikleri konusunda Mckennon [21, 22, 24], Mckennon-Griffin [23], Öztop 

[28] çalışmalarındaki metotlar ağırlıklı olmak üzere Blozinski [2, 3], Chen-Lai [5], 

Hewitt-Ross [15], Hunt [17], Rieffel [32] ve Yap [38, 39] çalışmalarındaki metotlar 

kullanıldı. 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



4. BULGULAR 

 
4.1. Lipschitz –Lorentz Uzayları ve Bazı Özellikleri 

 
 G  bir metriklenebilir yerel kompakt Abel grup, µ  onun üzerindeki Haar 

ölçümü ve d  metriği ötelemeler altında değişmez kalan bir metrik olsun. 0 1α< <  ve 

{ }n n
V

∈�
, G  grubunun biriminin sayılabilir azalan (açık) bir tabanı olsun. Herhangi bir 

y G∈  için ( )0,d y y=  olduğunda ∆  işareti simetrik farkı göstermek üzere 0y →  

iken ( )( ) / 0n ny V V y
α

µ + ∆ →  olduğunu kabul edelim. χ  karakteristik fonksiyon 

olmak üzere 

( )
1

nn n Ve Vµ χ
−

=  

şeklinde tanımlanan { }n n
e

∈�
 dizisi ( )1L G  uzayında bir yaklaşık birim olur [30]. 

Herhangi bir ( )( ),f L p q G∈  ve 0δ >  sayısı verilsin. Her ,x y G∈  için 

( ) ( )yL f x f x y= −  olmak üzere f  fonksiyonunun süreklilik modülü 

 

{ }( ; ) sup :pq y pq
f L f f yω δ δ= − ≤  

 
olsun. Bu takdirde 0 ,p q< ≤ ∞  için Lipschitz- Lorentz uzayları 

 

( )( ){ }( , ) , : ( ; ) ( )
pq

Lip pq f L p q G f O αα ω δ δ= ∈ =  

ve                              

{ }( , ) ( , ) : ( ; ) ( )
pq

lip pq f Lip pq f o αα α ω δ δ= ∈ =  

şeklinde tanımlanır. Şimdi bu uzayların neden vektör uzayı olduklarını kısaca 

belirtelim. K = �  veya �  olduğunda 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

: , , , ,

: , , , ,

Lip pq Lip pq Lip pq f g f g

lip pq lip pq lip pq f g f g

α α α

α α α

+ × → → +

+ × → → +
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

: , , ,

: , , ,

K Lip pq Lip pq f f

K lip pq lip pq f f

α α α α

α α α α

× → →

× → →

i

i
 



dönüşümleri toplama ve skalerle çarpma işlemlerini göstersin. Bu işlemlere göre 

( ),Lip pqα  ve ( ),lip pqα  uzayları K  cismi üzerinde birer vektör uzayıdırlar. Önce 

toplama ve çarpma işlemlerinin kapalılık özelliğini gösterelim. Herhangi 

( ), ,f g Lip pqα∈  verilsin. Bu takdirde 

( ; ) ( )pq f O αω δ δ=  ve ( ; ) ( )pq g O αω δ δ=  

yazılır. Buradan bir 0A >  sayısına karşılık 0 Aδ δ< <  olduğunda ( ; )pq f A αω δ δ≤  

olacak şekilde bir 0Aδ >  sayısı ve bir 0B > sayısına karşılık 0 Bδ δ< <  olduğunda 

( ; )pq g B αω δ δ≤  olacak şekilde bir 0Bδ >  sayısı vardır. O zaman { }0 min ,A Bδ δ δ< <  

olduğunda 

( )

( ; ) ( ; ) ( ; )
pq pq pq

f g f g

A B α

ω δ ω δ ω δ

δ

+ ≤ +

≤ +
 

 olur. Böylece ( ; ) ( )pq f g O αω δ δ+ =  ve ( ),f g Lip pqα+ ∈  bulunur. Herhangi Kλ ∈  

alalım. 0λ =  ise [ ] ( )0 0 ,f f Lip pqλ α= ⋅ = ∈i  bulunur. Eğer 0λ ≠  ise 

( ),f Lip pqα∈  olduğundan bir 0A >  sayısı için 0 Aδ δ< <  olduğunda 

( ; )pq f A αω δ δ≤  olacak şekilde bir 0Aδ >  sayısı vardır. 'A A λ=  olsun. O zaman 

0 Aδ δ< <  olduğunda ( ; ) 'pq f A αω λ δ δ≤  olur. Böylece ( ; ) ( )pq f O αω λ δ δ=  ve 

( ),f Lip pqλ α∈  yazılır.  

Şimdi de herhangi ( ), ,f g lip pqα∈  alalım. Aynı zamanda ( ), ,f g Lip pqα∈  

olduğundan ( ),f g Lip pqα+ ∈  ve her Kλ ∈  için ( ),f Lip pqλ α∈  olur. ( ),lip pqα  

uzayının tanımı ile ( ), ,f g lip pqα∈  ise herhangi 0ε >  sayısı için 0 aεδ< <  

olduğunda ( ; )
2pq f αε

ω δ δ≤ olacak şekilde 0aε >  ve her 0 bεδ< <  için 

( ; )
2pq g αε

ω δ δ≤ olacak şekilde 0bε >  sayıları vardır. O zaman { }0 min ,a bε εδ< <  için 

( ; ) ( ; ) ( ; )
pq pq pq

f g f g αω δ ω δ ω δ εδ+ ≤ + ≤  

 olur. Böylece ( ; ) ( )pq f g o αω δ δ+ =  ve ( ),f g lip pqα+ ∈  yazılır. Herhangi Kλ ∈  

alalım. 0λ =  ise [ ] ( )0 0 ,f f lip pqλ α= ⋅ = ∈i  bulunur. Eğer 0λ ≠  ise ( ),f lip pqα∈  



olduğundan her 0 aεδ< <  olduğunda ( ; )pq f αε
ω δ δ

λ
≤  olacak şekilde bir 0aε >  

sayısı vardır. O zaman her 0ε >  sayısı için her 0 aεδ< <  olduğunda ( ; )pq f αω λ δ εδ≤  

olur. Böylece ( ; ) ( )pq f o αω λ δ δ=  ve ( ),f lip pqλ α∈  yazılır. 

 Böylece ( ),Lip pqα  ve ( ),lip pqα  uzayları toplama ve skalerle çarpma 

işlemlerine göre kapalıdır. Yine  

1. f g g f+ = +  

2. ( ) ( )f g h f g h+ + = + +  

3. 0f f+ =  eşitliğini sağlayan bir tek [ ] ( )0 0 ,Lip pqα= ∈  vardır. 

4. ( ) 0f f+ − =  eşitliğini sağlayan bir tek [ ] ( ),f f Lip pqα− = − ∈  vardır. 

5. her ( ),f Lip pqα∈  için 1 f f=i . 

6. ( )f g f gλ λ λ+ = +i . 

7. ( ) f f fλ β λ β+ = +i  

8. ( ) ( )f fλβ λ β=i  

koşulları sağlandığından ( ),Lip pqα  ve ( ),lip pqα  uzayları K  cismi üzerinde birer 

vektör uzayı olur.  

 

4.1.1.Önerme: ( ),Lip pqα  ve ( ),lip pqα  uzayları 0 ,p q< ≤ ∞  için 

( , )
0

sup
y pq

pq pq
y

L f f
f f

y
αα

≠

−
= +  

şeklinde tanımlanan 
( ), pqα

⋅  fonksiyonu her iki Lipschitz-Lorentz uzayında birer norm 

olur. 

 

İspat: Herhangi bir c ∈�  ve herhangi ( ), ,f g Lip pqα∈  fonksiyonlarını alalım. Yine 

pq
⋅  fonksiyonunun bir norm olduğunu biliyoruz. Bu nedenle 

i. 
( , )

0
pq

f
α

≥  olması 
pq

⋅  fonksiyonunun bir norm olmasından kolayca görülür. 



ii.  
( , )

0
pq

f
α

=  olsun. Bu takdirde 0
pq

f =  ve 
0

sup 0
y pq

y

L f f

y
α

≠

−
=  elde edilir. 

pq
⋅  fonksiyonu bir norm olduğundan ( )0 . . .f h h h=  yazılır. Tersine 0f =  ise 

0
pq

f =  ve 2 0y pqpq
L f f f− ≤ =  olur. Böylece 

( , )
0

pq
f

α
=  bulunur. 

iii. 
pq

⋅  bir norm olduğu için 

( ) ( )
( , )

0

( , )
0

sup

sup

y pq

pq pq
y

y pq

pq pq
y

L cf cf
cf cf

y

c L f f
c f c f

y

αα

α α

≠

≠

−
= +

−
= + =

 

      olur. 

iv. 
pq

⋅  bir norm olduğu için 

( ) ( )
( , )

0

0

0 0

( , ) ( , )

sup

sup

sup sup

y pq

pq pq
y

y y pq

pq pq
y

y ypq pq

pq pq
y y

pq pq

L f g f g
f g f g

y

L f f L g g
f g

y

L f f L g g
f g

y y

f g

αα

α

α α

α α

≠

≠

≠ ≠

+ − +
+ = + +

− + −
≤ + +

− −
≤ + + +

= +

 

elde edilir. Böylece 
( , )pqα

⋅  fonksiyonu her iki Lipschitz-Lorentz uzayında norm olur. 

 
4.1.2.Önerme: 1,p q p q= = = = ∞  veya 1 p< < ∞ , 1 q≤ ≤ ∞  olsun. Bu takdirde 

( ),Lip pqα  ve ( ),lip pqα  uzayları 
( ), pqα

⋅  normuna göre birer Banach uzaylarıdır. 

 

İspat: ( ),Lip pqα  normlu uzayından herhangi bir { }n n
f

∈�
 Cauchy dizisi alalım. Bu 

takdirde herhangi 0ε >  sayısı verildiğinde her ,n m N≥  için 

     
( , ) 2n m pq

f f
α

ε
− <                                                (4.1.2.1) 

olacak şekilde bir N ∈�  vardır. O zaman her ,n m N≥  için 



( , ) ( , ) ( , ) 2n m n mpq pq pq
f f f f

α α α

ε
− ≤ − <  

yazılır. Böylece { }( , )n pq n

f
α ∈�

 dizisi �  uzayında bir Cauchy dizisi olur. �  tam 

olduğundan { }( , )n pq n

f
α ∈�

 sayı dizisi yakınsaktır. � ’de yakınsak her dizi sınırlı 

olduğundan her n ∈�  için 
( , )n pq

f M
α

≤  olacak şekilde bir 0M >  sayısı vardır. 

Böylece her n ∈�  için ( ),
n

f Lip pqα∈  olduğundan her 0δ >  için 

sup
y n n pq

y

L f f
M

α
δ δ≤

−
≤  

olur. Böylece y δ≤  olduğunda her n ∈�  için 

y n n pq
L f f

M
αδ

−
≤                                          (4.1.2.2) 

yazılır. Yine { }n n
f

∈�
 dizisi ( ) ( ),L p q G  uzayında da bir Cauchy dizisi ve ( ) ( ),L p q G  

uzayı 
pq

⋅  normuna göre bir Banach uzayı olduğundan { }n n
f

∈�
 dizisi bir 

( ) ( ),f L p q G∈  fonksiyonuna 
pq

⋅  normuna göre yakınsar. O zaman her 0ε >  sayısı 

için, her n K≥  olduğunda  

( )4 2
n pq

f f
α

α

εδ

δ
− <

+
                                              (4.1.2.3) 

olacak şekilde bir K ∈�  vardır. Yine aynı 0ε >  sayısı için, her n K≥  olduğunda 

(4.1.2.3) ile 

 

( ) ( )

( )
2

2 2

y n n y y n n npq pq pq pq
L f f L f f L f f f f f f

α α α α

ε

δ δ δ δ

− − − − − − −
≤ ≤ <

+
 

bulunur. O zaman 0ε >  için n K≥  olduğunda (4.1.2.2) eşitsizliğiyle y G∈  için y δ≤  

olduğunda 

( ) ( )2 2 2 2

y y n npq pq
L f f L f f

M
α α α α

ε ε

δ δ δ δ

− −
≤ + ≤ +

+ +
 

elde edilir. Buradan 0ε >  sayısı keyfi olduğundan 



sup
y pq

y

L f f
M

α
δ δ≤

−
≤  

bulunur. Buna göre ( ),f Lip pqα∈  olur. Yine (4.1.2.3) eşitsizliğiyle 0 y G≠ ∈  için 

8k pq
f f y

αε
− <                                              (4.1.2.4) 

olacak şekilde ( )k y K≥  olan bir k  pozitif tamsayısı seçilsin. Böylece 

{ },S maks K N=  olarak seçildiğinde her n S≥  için (4.1.2.1)  ve (4.1.2.4) eşitsizliğiyle 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )2

3

4

y n n y n k n kpq pq

y k k pqpq

k y n k n kpq pq

L f f f f L f f f f

L f f f f

f f L f f f f

y
αε

− − − ≤ − − −

+ − + −

≤ − + − − −

≤

         (4.1.2.5) 

olur. Böylece her n S≥  için (4.1.2.3) ve (4.1.2.5) eşitsizlikleriyle 

( ) ( )
( , )

0

sup
y n n pq

n npq pq
y

L f f f f
f f f f

y
αα

ε
≠

− − −
− = − + <  

elde edilir. Böylece her n S≥  için 
( , )n pq

f f
α

ε− <  bulunur.  

 Şimdide ( ),lip pqα  uzayının Banach uzayı olduğunu gösterelim. Bunun için 

( ),lip pqα  normlu uzayından herhangi bir { }n n
f

∈�
 Cauchy dizisi alalım. Bu takdirde 

{ }n n
f

∈�
 dizisi ( )( ),L p q G  uzayında da bir Cauchy dizisi olur. ( ) ( ),L p q G  uzayı 

pq
⋅  

normuna göre bir Banach uzayı olduğundan { }n n
f

∈�
 dizisi bir ( ) ( ),f L p q G∈  

fonksiyonuna 
pq

⋅  normuna göre yakınsar. Yani herhangi 0ε >  sayısı verildiğinde her 

,n m N≥ için 

( )4 2
n pq

f f
α

α

εδ

δ
− <

+
     

( , ) 2n m pq
f f

α

ε
− <                             (4.1.2.6) 

olacak şekilde bir N ∈�  vardır. Yine ( ),Nf lip pqα∈  olduğundan her 0ε >  için 

0 aεδ< <  olduğunda 



( )
sup

4 2

y N N pq

y

L f f α

α α
δ

εδ

δ δ≤

−
≤

+
                                  (4.1.2.7) 

olacak şekilde 0aε >  sayısı vardır. O zaman (4.1.2.7) eşitsizliğiyle aynı 0ε >  için 

0 aεδ< <  olduğunda 

( ) ( )

( )

sup sup sup

2
sup

2
sup

44 2

y y N N y N Npq pq pq

y y y

y N NN pq pq

y

y N N pq

y

L f f L f f f f L f f

L f ff f

L f f

α α α
δ δ δ

α α
δ

αα
δ

δ δ δ

δ δ

ε ε

δδ

≤ ≤ ≤

≤

≤

− − − − −
≤ +

−−
≤ +

−
≤ + <

+

 

bulunur. Böylece ( ; ) ( )pq f o αω δ δ=  ve ( ),f lip pqα∈  olur. Şimdi 0y ≠  olan y G∈  

için 

8k pq
f f y

αε
− <  

olacak şekilde ( )k y N≥  olan bir k  pozitif tamsayısı seçilsin. Böylece her n N≥  için 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )2

3

4

y n n y n k n kpq pq

y k k pqpq

k y n k n kpq pq

L f f f f L f f f f

L f f f f

f f L f f f f

y
αε

− − − ≤ − − −

+ − + −

≤ − + − − −

≤

         (4.1.2.8) 

olur. Bu takdirde (4.1.2.6) ve (4.1.2.8) eşitsizlikleriyle her n N≥  için 

( ) ( )
( , )

0

sup
y n n pq

n npq pq
y

L f f f f
f f f f

y
αα

ε
≠

− − −
− = − + <              (4.1.2.9) 

elde edilir.  Böylece her n N≥  için 
( , )n pq

f f
α

ε− <  bulunur. 

 

 

 



4.1.3.Önerme: 1 ,p< < ∞  1 q≤ < ∞  ve ( )
1

nn n Ve Vµ χ
−

= olsun. O zaman herhangi bir 

x G∈  ve ( ),f lip pqα∈  için aşağıdaki özellikler sağlanır: 

i. 
( , )0

lim 0x pqx
L f f

α→
− = . 

ii. 
( , )

lim 0n pqn
f e f

α→∞
∗ − = . 

 

İspat: Herhangi bir ( ),f lip pqα∈  ve 0ε >  sayısı verilsin. 

(i) ( ),f lip pqα∈  olduğundan her 0ε >  sayısı için 0 aεδ< <  olduğunda 

0

sup
6

y pq

y

L f f

α
δ

ε

δ< ≤

−
<  

olacak şekilde bir 0aε >  sayısı vardır. Bu takdirde 0 y aεδ< ≤ <  için 

6

y pq
L f f

y
α

ε−
<                                          (4.1.3.1) 

yazılabilir. Herhangi ,x y G∈  için 

( ) ( ) ( ) ( )

2

y x x x y ypq pq

y pq

L L f f L f f L L f f L f f

L f f

− − − = − − −

≤ −
 

ve                                                                                                                            (4.1.3.2) 

( ) ( ) 2y x x x pqpq
L L f f L f f L f f− − − ≤ −  

olduğundan (4.1.3.1) ve (4.1.3.2) eşitsizlikleriyle 0 aεδ< <  olmak üzere 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

,
0

0

sup

sup

sup

2

3

y x x pq

x xpq pq
y

y x x pq

x pq
y

y x x pq

y

x pq

x pq

L L f f L f f
L f f L f f

y

L L f f L f f
L f f

y

L L f f L f f

y

L f f
L f f

αα

α
δ

α
δ

α

ε

δ

≠

< ≤

>

− − −
− = − +

− − −
= − +

− − −
+

−
≤ − + +

            (4.1.3.3) 



bulunur. ( )( ),L p q G  uzayında 0x →  olduğunda 0x pq
L f f− →  olduğundan [5], her 

x U∈ için 

( )
2

3 2
x pq

L f f
α

α

δ ε

δ
− <

+
                                       (4.1.3.4) 

olacak şekilde G  grubunun biriminin bir U  komşuluğu vardır. Böylece (4.1.3.4) 

eşitsizliği (4.1.3.3) eşitsizliğinde yerine yazılırsa her x U∈  için  

( ),x pq
L f f

α
ε− <  

elde edilir. O halde 
( , )0

lim 0
x pqx

L f f
α→

− =  bulunur. 

(ii) Her n ∈�  için ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1
nn n V

G G

e y d y V y d yµ µ χ µ
−

= =∫ ∫  olduğundan 

( )( ) ( )( )( ) ( )n n y

G

f e f x e y L f f x d yµ∗ − = −∫                        (4.1.3.3) 

şeklinde yazılabilir. Bu takdirde 4.1.3(i) Önermeyle 
( , )0

lim 0x pqx
L f f

α→
− =  olduğundan 

her 0ε >  ve Nx V∈  için 
( , )x pq

L f f
α

ε− <  olacak şekilde N ∈�  ve birimin NV  

komşuluğu vardır. Şimdi aynı 0ε >  için her n N≥  olduğunda n NV V⊆  olduğundan 

( )( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

1

( , )

( , ) ( , )

1

( , )

( , )

n

n

n n y n ypq

G Vpq pq

n y pq
V

y pq

f e f e y L f f x d y V L f f x d y

V L f f d y

L f f

α

α α

α

α

µ µ µ

µ µ

ε

−

−

∗ − = − = −

≤ −

≤ − <

∫ ∫

∫

 

bulunur. Bu isteneni verir. 

 

4.1.4.Önerme: 1 ,1p q< < ∞ ≤ < ∞  için ( )( )( , )
, ,

pq
lip pq

α
α ⋅  uzayı girişim işlemine 

göre bir esas Banach ( )1L G -modüldür. 

 
 İspat: Herhangi bir ( )1g L G∈  ve ( ),f lip pqα∈  verilsin. ( ),lip pqα  uzayının bir 

Banach uzayı ve ( )1L G  uzayının bir Banach cebiri olduğu biliniyor. Yine  

( ) ( )y y
L f g f g L f f g∗ − ∗ = − ∗  



eşitliğini göstermek kolaydır. Ayrıca ( )( ),L p q G  uzayı 1 ,1p q< < ∞ ≤ < ∞  için bir 

Banach ( )1L G -modül olduğundan [2] 

( ) ( )
0 0

1

1
0 0

sup sup

sup sup

yy pq pq

y y

y ypq pq

y y

L f f gL f g f g

y y

L f f g L f f
g

y y

α α

α α

≠ ≠

≠ ≠

− ∗∗ − ∗
=

− −
≤ <

        (4.1.4.1) 

yazılır. Diğer taraftan ( ),f lip pqα∈  olduğundan ( ),lip pqα  uzayının tanımı gereği her 

0ε >  için 0 aεδ< <  olduğunda 

1

sup
y pq

y

L f f

gα
δ

ε

δ≤

−
<  

olacak şekilde 0aε >  sayısı vardır. Bu takdirde 0ε >  sayısı için 0 y aεδ< ≤ <  

olduğunda  

1

sup
y pq

y

L f f

gy
α

ε−
<                                       (4.1.4.2) 

 
yazılabilir.O zaman (4.1.4.1) ve (4.1.4.2) ifadeleri kullanılırsa aynı 0ε >  için 

0 y aεδ< ≤ <  olduğunda 

( )

0

sup
y pq

y

L f g f g

y
α

δ

ε
< ≤

∗ − ∗
<  

bulunur. Bu takdirde ( ) ( ),
pq

f g o αω δ δ∗ =  yazılır. Böylece ( ),f g lip pqα∗ ∈  ve  

( )
( , )

0

1 1 ( , ) 1
0

sup

sup

y pq

pq pq
y

y pq

pq pq
y

L f g f g
f g f g

y

L f f
f g g f g

y

αα

α α

≠

≠

∗ − ∗
∗ = ∗ +

−
≤ + =

 

olur. Ayrıca modül olmanın diğer özelliklerini göstermek kolaydır.  

       Herhangi bir ( ),f lip pqα∈  fonksiyonu alalım. 4.1.3.(ii) Önermeden 

( )
1

nn n Ve Vµ χ
−

=  ve { } ( )1
n n

e L G
∈

⊂
�

 olduğunda 
( , )

lim 0n pqn
f e f

α→∞
∗ − =  olması 



kullanılırsa ( ) ( )1 ,L G lip pqα∗  uzayı ( ),lip pqα  uzayında her yerde yoğun olduğu 

söylenir. O halde Modül Factorization Teoremine göre ( ) ( ) ( )1 , ,L G lip pq lip pqα α∗ =  

olur.   

 

4.1.5.Önerme: 1 ,1p q< < ∞ ≤ < ∞  için ( ),lip pqα  uzayı homojen Banach uzayıdır. 

 

İspat: Herhangi bir ( ),f lip pqα∈  ve ,s y G∈  verilsin. Bu takdirde ( )( ),L p q G  uzayı 

ötelemeler altında kuvvetli değişmez olduğundan 
s pq pq

L f f=  eşitliği vardır. Öte 

yandan ( ) ( )s y y s
L L f L L f=  olması kullanılırsa ( ),lip pqα  uzayının tanımına göre 

( ),sL f lip pqα∈  olduğunu görmek kolaydır. Aynı zamanda  

( )
( , )

0

( , )
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sup

sup

y s s pq

s spq pq
y

y pq

pq pq
y

L L f L f
L f L f
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α α
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−
= +

−
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olur. Bulunan bu sonuç 4.1.3.(i) Önerme ile birleştirilirse istenen elde edilir.  

 

4.1.6.Önerme: 1 ,1p q< < ∞ ≤ < ∞  için ( ),Lip pqα  uzayı yarı homojen Banach 

uzayıdır.  

 

İspat: Herhangi bir ( ),f Lip pqα∈  ve ,y s G∈  verilsin. Bu takdirde  

( ) ( )

( )

− = −

= −

y s s s y s

s y

L L f L f L L f L f

L L f f
 

eşitliği ve ( ),Lip pqα  uzayının tanımına göre ( ),sL f Lip pqα∈  olduğu kolayca 

görülebilir. Yine ( )( ),L p q G  uzayının homojen Banach uzayı olması kullanılırsa  

( )

( )

( )
( )

,
0

,
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elde edilir. Böylece 4.1.2.Önerme ile sonuç görülür. 

 
4.1.7. Önerme: 1 ,1p q< < ∞ ≤ < ∞  için ( ),Lip pqα  uzayı bir Banach ( )1L G -

modüldür. 

 

İspat: Herhangi bir ( ),f Lip pqα∈  ve ( )1g L G∈  fonksiyonları verilsin. 

( ) ( )( ), ,Lip pq L p q Gα ⊂  kapsamasından ( )( ),f L p q G∈  ve ( )( ),L p q G  uzayı 

1 ,1p q< < ∞ ≤ < ∞  için bir Banach ( )1L G -modül olduğundan ( )( ),f g L p q G∗ ∈  olur 

ve 
1pq pq

f g f g∗ ≤  yazılır. Yine ( ),f Lip pqα∈  olduğundan bir 0A >  sayısına 

karşılık 0 Aδ δ< <  olduğunda 

sup
y pq

y

L f f
A

α
δ δ≤

−
<                                            (4.1.7.1) 

olacak şekilde 0Aδ >  sayısı vardır. Eğer (4.1.7.1) ifadesi kullanılırsa 0 Aδ δ< <  

olduğunda  
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sup sup
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Olur ve ( ),f g Lip pqα∗ ∈  bulunur. Ayrıca  

( )
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,
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eşitsizliği elde edilir. Banach modülü olmanın diğer koşullarını göstermek kolaydır. 

Ayrıca ( ) ( )( ),
, ,

pq
Lip pq

α
α ⋅  uzayının Banach uzayı olduğu 4.1.2.Önerme ile 

bulunmuştu. O halde ( ),Lip pqα  uzayı ( )1L G  üzerinde bir Banach modüldür. 

 

4.1.8.Teorem: 1 , 1p q< < ∞ ≤ < ∞  olmak üzere  ( ),lip pqα  uzayı ( ),Lip pqα  

uzayında bir maksimal homojen Banach uzayıdır. 

 

İspat : ( ),Lip pqα  uzayının yarı homojen Banach uzayı olduğu 4.1.6.Önermeden 

biliniyor. Bir  ( ),cLip pqα  kümesini G  den ( ),Lip pqα  uzayına tanımlanan 0 G∈  

noktasında xx L f→  dönüşümünü sürekli yapan f  fonksiyonlarının kümesi olarak 

tanımlayalım. Bu ( ),cLip pqα  uzayının homojen Banach uzayı olduğu biliniyor [36]. O 

zaman ( ) ( ), ,clip pq Lip pqα α=  olduğu gösterilirse istenen elde edilir. Herhangi bir 

( ),f lip pqα∈  alalım. Bu takdirde ( ),f lip pqα∈  olduğundan her 0ε >  sayısı için 

0 aεδ< <  olduğunda   

sup
6

y pq

y

L f f

α
δ

ε

δ≤

−
<  

 

olacak şekilde bir 0aε >  sayısı vardır. Yine 0 y aεδ< ≤ <  olduğunda 

  
0

sup
6

y pq

y

L f f

y
α

δ

ε

< ≤

−
<                                         (4.1.8.1) 

 

elde edilir. Ayrıca ( )( ),L p q G  uzayı ötelemeler altında kuvvetli değişmez olduğundan 

( ) ( ) ( ) ( )

2

y x x x y ypq pq

y pq

L L f f L f f L L f f L f f

L f f

− − − = − − −

≤ −
                 (4.1.8.2) 

ve benzer şekilde 

( ) ( ) 2y x x x pqpq
L L f f L f f L f f− − − ≤ −                       (4.1.8.3) 

 



yazılır. Yine (4.1.8.1), (4.1.8.2) ve (4.1.8.3) eşitsizlikleri kullanılırsa 0 aεδ< <  

olduğunda 
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           (4.1.8.4)         

bulunur. Ayrıca  ( )( ),L p q G  uzayında öteleme dönüşümü sürekli olduğundan verilen  

0ε >  sayısı ve her x U∈  için  

( )
2

3 2
x pq

L f f
α

α

δ ε

δ
− <

+
 

olacak şekilde G  grubunun biriminin bir U  komşuluğu vardır. Bu ifade (4.1.8.4) 

ifadesinde yerine yazılırsa her x U∈  için 

( ),x pq
L f f

α
ε− <  

 

olur. Bu ( ),
c

f Lip pqα∈  olduğunu gösterir. 

        Tersine 0 f≠  olmak üzere herhangi bir ( ),cf Lip pqα∈  ve 4.1.3.Önermede 

kullanılan { }n n
e

∈�
 dizisini alalım. ( ),Lip pqα  uzayı bir Banach ( )1L G -modül 

olduğundan her n ∈�  için ( ),nf e Lip pqα∗ ∈  olur. Ayrıca  ( ),cLip pqα  kümesinin 

tanımından dolayı G  grubundan ( ),Lip pqα  uzayına giden yy L f→  dönüşümü 0 G∈  

de sürekli olduğundan verilen her 0ε >  sayısı ve her Ny V∈  için 

( ), 2y pq
L f f

α

ε
− <                                               (4.1.8.5) 



olacak şekilde bir N ∈�  ve dolayısıyla 0 G∈  biriminin bir 
NV  komşuluğu vardır. 

Şimdi 0≠y  olan bir ∈y G  elemanı alalım. Bu takdirde  
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( )
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olup, buradan 4.1.3(ii) Önermesi ve (4.1.8.5) ifadesini de kullanarak her Ny V∈  için 
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                        (4.1.8.6) 

bulunur. Diğer taraftan ( )( ),L p q G  uzayı girişim işlemine göre bir Banach ( )1L G -

modül olduğundan  
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y n ny n n y n npq pq
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L e e fL f e f e L e e
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y y y
α α α
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eşitsizliği elde edilir. Ayrıca her n ∈�  için 
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yazılır. Yine  
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bulunur. Böylece ( ) ( )( )1

1y n n n n nL e e V y V Vµ µ
−

− = + ∆  elde edilir. Yine 4.1.Kesimin 

başında 0→y  için ( ) ( )( )1
/ 0n n nV y V V y

α
µ µ

−
+ ∆ →  olduğunu kabul etmiştik. O 

zaman kabulümüz gereğince her 0ε >  sayısı için 0 y aεδ< ≤ <  olduğunda 

( ) ( )
1

2
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pq
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+ ∆
<  

olacak şekilde bir 0aε >  sayısı vardır. O halde aε εδ <  ve { }:
N

y y Vδ≤ ⊂  olan bir 

0εδ >  sayısı için 0 y εδ δ< ≤ <  olduğunda 
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ε− ∗∗ − ∗ −
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bulunur. Böylece 

 

                                  
( ) ( )

0
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2

y n n pq

y

L f e f e

y
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δ

ε

< ≤

∗ − ∗
<                                (4.1.8.7)                                

 
bulunur. O halde (4.1.8.6) ve (4.1.8.7) ifadeleri birleştirilirse 

0

sup
y pq

y

L f f

y
α

δ

ε
< ≤

−
<  

elde edilir. Bu takdirde ( ),f lip pqα∈  olduğunu gösterir. Sonuç olarak 

( ) ( ), ,cLip pq lip pqα α=  elde edilir. 

 

2.23.Tanımı dikkate alarak ( ),lip pqα  uzayının relatif tamlamasını 

( )� ( )( ) ( ){ }( , )
, , :her n için ,  ve sup

n n pq
n

lip pq f L p q G f e lip pq f e
α

α α= ∈ ∈ ∗ ∈ ∗ < ∞�

 

şeklinde tanımlayalım. Ayrıca bu uzay üzerine ( )�,f lip pqα∈  olmak için 

( , )~ ( , )
sup

npq pq
n

f f e
α α

= ∗  

normunu koyalım. 



 

4.1.9.Önerme: ( ),lip pqα  uzayının relatif tamlaması olan ( )�,lip pqα  uzayı 

( ),Lip pqα  uzayına eşittir. 

 

İspat: Herhangi bir f ∈ ( )�,lip pqα  alalım. Her n ∈�  ve her 0 y G≠ ∈  için 
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olduğundan 
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L f e f e f y
α

α
∗ − ∗ ≤                      (4.1.9.1) 

 
olur. Ayrıca her n ∈�  ve 0y ≠  olmak üzere her y G∈  için 
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            (4.1.9.2) 

 

yazılır. Yine ( )( ),L p q G  uzayında n → ∞  iken 0n pq
f e f∗ − →  olduğundan, 

(4.1.9.1) ve (4.1.9.2) eşitsizlikleriyle 

( , )~y pqpq
L f f f y

α

α
− ≤  

elde edilir. Bu takdirde ( ),f Lip pqα∈  olur. Böylece ( )� ( ), ,lip pq Lip pqα α⊂  

kapsaması bulunur.  

Tersine, herhangi bir ( ),f Lip pqα∈  alalım. ( ),Lip pqα  uzayı bir Banach 

( )1L G -modül olduğundan { }n n
e

∈�
 4.1.Kesimin başında tanımladığımız dizi olmak 

üzere  

( ) ( ) ( )
1y n n y n n y n npqpq pq
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olur. Yine 4.1.8.Önermede gösterildiği gibi ( ) ( )( )
1

1y n n n n nL e e V y V Vµ µ
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− = + ∆  

olduğundan 4.1.Kesimin başındaki kabulümüz gereğince her n ∈�  ve 0ε >  için 

0 y aεδ< ≤ <  olduğunda  
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olacak şekilde 0aε >  bulunabildiğinden ( ),nf e lip pqα∗ ∈  yazılır. Yine her n ∈�  için 

( , )n pq
f e

α
∗ < ∞  olduğundan ( )�,f lip pqα∈  olur. Buna göre  ( ) ( )�, ,Lip pq lip pqα α⊂  

elde edilir. Böylece ( ) ( )�, ,Lip pq lip pqα α=  bulunur.  
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yazılır ve buradan 
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Yine her 0ε >  sayısı ve 0y ≠  olmak üzere her y G∈  için 
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                            (4.1.9.3) 

olacak şekilde 0n ∈�  vardır. Bu takdirde (4.1.9.3) eşitsizliklerinden 
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α

ε

ε

< + ∗

− < + − ∗

                     (4.1.9.4) 

yazılır. Böylece (4.1.9.4) eşitsizliklerinden 

( ) ( )
0

0

0 ( , )

( , )~

y y n
pq pq

npq pq

n
pq

pq

L f f L f f e
f f e

y y

f e

f

α α

α

α

ε

ε

ε

− − ∗
+ < + ∗ +

< + ∗

< +

 



bulunur. Buradan 
( , ) ( , )~pq pq

f f
α α

≤  çıkar. Sonuç olarak 
( , )~ ( , )pq pqα α

⋅ = ⋅  elde 

edilir.  

Şimdi Lipschitz-Lorentz uzaylarında bazı kapsamalar ve çarpanlara ayrılma 

(factorization) özelliklerini verelim. 

 
4.1.10.Teorem: G  bir metriklenebilir yerel kompakt Abel grup ve 1 , 1p q< < ∞ ≤ < ∞  

olsun. Bu takdirde  

( ) ( ) ( )1 , ,L G Lip pq lip pqα α∗ =  

olur.  

 

İspat: Herhangi ( ) ( )1 ve ,f L G g Lip pqα∈ ∈  fonksiyonları verilsin. Eğer ( )( ),L p q G  

uzayının ( )1L G -modül ve { }n n
e

∈�
 dizisinin ( )1L G  uzayının yaklaşık birimi olması 

kullanılırsa ( )( ),f g L p q G∗ ∈  ve her n ∈�  için ( )( ),nf g e L p q G∗ ∗ ∈  olur. Buna 

göre 0y ≠  olmak üzere her y G∈  için 

( ) ( ) ( )

1 .

y n ny n n pq pq

y n n

pq

L e e f gL f g e f g e

y y

L e e
f g

y

α α

α

− ∗ ∗∗ ∗ − ∗ ∗
=

−
≤ ∗

                      (4.1.10.1) 

olur. Ayrıca ( ) ( )( )
1

1y n n n n nL e e V y V Vµ µ
−

− = + ∆  olduğundan her n ∈�  için 

( ),1ne lip α∈  olur. Dolayısıyla yukarıdaki (4.1.10.1) eşitsizliği kullanılırsa her n ∈�  

için ( ),nf g e lip pqα∗ ∗ ∈  elde edilir. Diğer taraftan ( )( ),f g L p q G∗ ∈  ve 

{ } ( )1
n n

e L G
∈

⊂
�

 yaklaşık birimi ( )( ),L p q G  uzayının da yaklaşık birimi olduğundan 

verilen herhangi bir 0ε >  sayısına karşılık her 1n n≥  için 

2n pq
f g e f g

ε
∗ ∗ − ∗ <                                        (4.1.10.2) 

olacak şekilde bir 1n ∈�  sayısı vardır. Yine 0≠y  olmak üzere her ∈y G  için 



( ) ( ) ( ) ( )

1

y ny n n pq pq

y pq

n

L g g f e fL f g e f g f g e f g

y y

L g g
f e f

y

α α

α

− ∗ ∗ −∗ ∗ − ∗ − ∗ ∗ − ∗
=

−
≤ ∗ −

 

olur. Buradan  

( ) ( )

( )

1
0 0

, 1

sup sup

.

y n n ypq pq

n
y y

npq

L f g e f g f g e f g L g g
f e f

y y

g f e f

α α

α

≠ ≠

∗ ∗ − ∗ − ∗ ∗ − ∗ −
≤ ∗ −

≤ ∗ −

 

yazılır. Ayrıca { }n n
e

∈�
 dizisi ( )1L G  uzayının yaklaşık birimi olduğundan 0ε >  sayısı 

için her 2n n≥  olduğunda  

( )
1

,
2

n

pq

f e f
g

α

ε
∗ − <  

olacak şekilde 2n ∈�  sayısı vardır. Böylece her 2n n≥  için 

( ) ( )
( )

( )
,

0
,

sup
2 2

y n n pq

pq
y

pq

L f g e f g f g e f g
g

gy
α α

α

ε ε

≠

∗ ∗ − ∗ − ∗ ∗ − ∗
≤ =      (4.1.10.3) 

 

olur. Eğer { }0 1 2,n maks n n=  denirse her 0n n≥  için  (4.1.10.2) ve (4.1.10.3) 

eşitsizliklerinden dolayı 

( ), 2 2n pq
f g e f g

α

ε ε
ε∗ ∗ − ∗ < + =  

elde edilir. Böylece ( )( )( , )
, ,

pq
lip pq

α
α i  uzayı Banach uzayı olduğundan 

( ),f g lip pqα∗ ∈  elde edilir. O halde ( ) ( ) ( )1 , ,L G Lip pq lip pqα α∗ ⊂  kapsaması 

sağlanır. Yine 

( ) ( ) ( )1 , ,L G lip pq lip pqα α∗ =  

olması kullanılırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1, , , ,lip pq L G lip pq L G Lip pq lip pqα α α α= ∗ ⊂ ∗ ⊂  

kapsamalarından sonuç görülür. 

 



Bir A  kümesi 1 , 1p q< < ∞ ≤ < ∞  için ( )( ),L p q G  uzayının 2.23.Tanımdaki 

koşulları sağlayan bir alt vektör uzayı olsun. Yine ( )1L G  uzayından A  uzayına 

tanımlanan çarpanlar uzayı (öteleme operatörleriyle değişmeli, sınırlı ve doğrusal 

operatörler uzayı) ( )( )1 ,L G A  ile gösterilsin. 

Aşağıda verilen önermenin ispatı, [8] çalışmasındaki 3.8.Teoreminin ispatında 

1w =  alınarak kolayca görülebilir. 

    

4.1.11.Önerme: 1 , 1p q< < ∞ ≤ < ∞  olmak üzere için ( )( ),L p q G  uzayının 

2.23.Tanımdaki koşulları sağlayan bir A  alt vektör uzayı verilsin. Bu takdirde 

( )( )1 ,L G A  uzayı 	A  uzayına izometrik izomorftur. 

 

4.1.12.Sonuç: ( ) ( )( ) ( )� ( )1 , , , ,L G lip pq lip pq Lip pqα α α≅ = . 

 
4.1.13.Önerme: ( ) ( )( ) ( )1 , , ,L G Lip pq Lip pqα α⊂ . 

 

İspat: Herhangi bir ( ) ( )( )1 , ,T L G Lip pqα∈  alalım. Bu takdirde her ( )1g L G∈  için 

( )T g f g= ∗  olacak şekilde ( )( ),f L p q G∈  vardır [5]. Ayrıca 

( ) ( )( )1 , ,T L G Lip pqα∈  olduğundan her ( )1g L G∈  için ( )
( ) 1, pq

T g T g
α

≤  olur. O 

zaman  

( ) ( )
( ), 1,n n npq pq

f e T e T e T
α α

∗ = ≤ = ,  
( ),

sup n pq
n

f e T
α

∗ ≤  

elde edilir. Böylece ( )�,f lip pqα∈  olup 4.1.9.Önerme ile ( ),f Lip pqα∈  elde edilir.  

 

4.1.14.Sonuç: ( ) ( )( )1 , ,L G lip pqα , ( )�,lip pqα , ( ),Lip pqα  ve ( ) ( )( )1 , ,L G Lip pqα  

uzayları izometrik izomorftur. 

 
İspat: 4.1.12.Sonuç ve  4.1.13.Önerme ile 

( ) ( )� ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1, , , , , , ,Lip pq lip pq L G lip pq L G Lip pq Lip pqα α α α α= = ⊂ ⊂   

olduğundan istenen elde edilir. 

 



4.2. Lipschitz-Lorentz-Zygmund Sınıfları ve ( )( ),L p q G  Uzayından Bu Sınıflara 

Tanımlanan Çarpanlar Uzayı 

 
 Bu bölümde [30] çalışması Lorentz uzaylarına genelleştirilecektir. Bu amaçla 

öteleme operatörü ve özellikleri verilip, bunların ışığında Lipschitz-Lorentz-Zygmund 

sınıfları tanımlanıp incelenecektir. 

 

4.2.1.Tanım: ( ) ( )( ){ }, : 0 ,L G f L p q G p q= ∈ < ≤ ∞∪  olsun. ( )G L G×  uzayından 

( )L G  uzayına tanımlanan bir τ  fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlasın: 

i. Her a G∈  için ( ),aτ ⋅  dönüşümü ( )( ),L p q G  uzayından ( )( ),L p q G  uzayına 

bir doğrusal dönüşümdür. 

ii. 1 ,p q≤ ≤ ∞ , 1 ', 'p q≤ ≤ ∞ , 
1 1

1
'p p

+ ≥  ve 
1 1

1
'q q

+ ≥  olsun. Her  a G∈  için  

( )( ),f L p q G∈   ve ( )( )', 'g L p q G∈  olduğunda 

( ) ( ), ,a f g a f gτ τ∗ = ∗  

              olur. 

Bu takdirde ( ) ( ): G L G L Gτ × →  fonksiyonuna bir öteleme operatörü denir [27, 30]. 

 

4.2.2.Örnek: Her a G∈  ve ( )f L G∈  için  

( )( ) ( ) ( )1 ,a f x f x a f xτ = − −  

( )( ) ( ) ( ) ( )2 , 2a f x f x a f x a f xτ = + + − −  

şeklinde tanımlanan 1 2,τ τ  operatörleri birer öteleme operatörüdürler. Ayrıca 1 2,τ τ  

birer öteleme operatörleri olduğunda 

( )( ) ( )( )1 2 1 2, , ,a f a a fτ τ τ τ=�  

şeklinde tanımlanan 1 2τ τ�  operatörü de bir öteleme operatörüdür.  

 Bu bölümde G  bir metriklenebilir yerel kompakt Abel grup, d  ötelemeler 

altında değişmez bir metrik olarak kabul edilecektir. Şimdi ( )0,δ ∈ ∞ , ( )( ),f L p q G∈ ,  



1 ,p q≤ ≤ ∞  ve τ  herhangi bir öteleme operatörü olsun. Aynı zamanda her x G∈  için 

( ),0d x x=  olmak üzere 

( ){ }( ; ) sup , :pq pq
f y f yω δ τ δ= ≤  

olsun. 

 

 4.2.3.Tanım: 1 ,p q≤ ≤ ∞ , 0 α< < ∞  ve ( ) ( ): G L G L Gτ × →  herhangi bir öteleme 

operatörü olmak üzere ( ), ;L pq Gα∗Λ  ve ( ), ;L pq Gλ α∗  ile gösterilen Lipschitz-

Lorentz-Zygmund sınıfları aşağıdaki gibi tanımlanır:                                                                                                                                                                                                                                                                                

( ) ( )( ) ( ){ }, ; , : ( ; )pqL pq G f L p q G f O
αα ω δ δ∗Λ = ∈ =  

( ) ( ) ( ){ }, ; , ; : ( ; )pqL pq G f L pq G f o
αλ α α ω δ δ∗ ∗= ∈ Λ = . 

Bu sınıfların birer vektör uzayı olduğu kolayca görülür. Şimdi bu sınıfların birer normlu 

uzay olduklarını göstereceğiz. 

 

4.2.4.Önerme: 1 ,p q≤ ≤ ∞  olmak üzere ( ), ;L pq Gα∗Λ  ve ( ), ;L pq Gλ α∗  sınıfları 

üzerinde 

( )
( , )

0

,
,sup pq

pq pq
y

y f
f maks f

y
αα

τ

≠

  
=  

  

 

şeklinde tanımlanan 
( ), pqα

⋅  fonksiyonu bir normdur. 

 

İspat: 
( ), pqα

⋅  fonksiyonun iyi tanımlı olduğu kolayca görülür. Herhangi bir c ∈�  

sayısını ve herhangi ( ), , ;f g L pq Gα∗∈ Λ  fonksiyonlarını alalım. 

i. 
pq

⋅  fonksiyonu bir norm olduğundan 
( , )

0
pq

f
α

≥  olduğu açıktır. 

ii.  
( , )

0
pq

f
α

=  olsun. Bu takdirde 0
pq

f =  ve 
( )

0

,
sup 0pq

y

y f

y
α

τ

≠

=  elde edilir. 

pq
⋅  fonksiyonu bir norm olduğundan ( )0 . . .f h h h=  yazılır. Tersine 



0f = (h.h.h.) olsun. O zaman 0
pq

f =  ve ( ), 0
pq

y fτ =  olur. Böylece 

( , )
0

pq
f

α
=  olur. 

iii. τ  öteleme operatörü doğrusal ve 
pq

⋅  fonksiyonu bir norm olduğundan 

( ) ( )

( )

( , )
0 0

( , )
0

, ,
max ,sup max ,sup

,
max ,sup ,

pq pq

pq pq pq
y y

pq

pq pq
y

y cf c y f
cf cf cf

y y

y f
c f c f

y

α αα

α α

τ τ

τ

≠ ≠

≠

      
= =   

      

  
= = 

  

 

iv. τ  öteleme operatörü doğrusal ve 
pq

⋅  fonksiyonu bir norm olduğundan 

      

( )

( ) ( )

( ) ( )

( , )
0

0

0

,
max ,sup

, ,
max ,sup

, ,
max ,sup

pq

pq pq
y

pq

pq
y

pq pq

pq pq
y

y f g
f g f g

y

y f y g
f g

y

y f y g
f g

y

αα

α

α

τ

τ τ

τ τ

≠

≠

≠

 + 
+ = + 

  

 + 
= + 

  

 + 
≤ + 

  

 

                         

( ) ( )

( ) ( )

0 0

0 0

( , ) ( , )

, ,
max , sup sup

, ,
max , sup max , sup

pq pq

pq pq
y y

pq pq

pq pq
y y

pq pq

y f y g
f g

y y

y f y g
f g

y y

f g

α α

α α

α α

τ τ

τ τ

≠ ≠

≠ ≠

  
= + + 

  

      
= +   

      

= +

 

elde edilir. Böylece 
( , )pqα

⋅  fonksiyonu her iki Lipschitz-Lorentz-Zygmund sınıfları 

üzerinde norm olur.  

Eğer τ  yerine 4.2.2.Örnekteki 1τ  alınırsa 4.1.Bölümdeki ( ),Lip pqα , 

( ),lip pqα  Lipschitz-Lorentz uzayları, 2τ  alınırsa ( ), ;pq Gα∗Λ , ( ), ;pq Gλ α∗  

Zygmund sınıfları, 1 2τ τ�  alınırsa ikinci derece Lipschitz-Lorentz uzayları elde edilir. 

 



4.2.5.Önerme: 1 p< < ∞  ve q ≠ ∞  olmak üzere ( ), ;f L pq Gα∗∈ Λ  ve ( )1g L G∈  ise 

( ), ;f g L pq Gα∗∗ ∈ Λ  olur. Aynı zamanda p  ve q  sayılarına bağlı bir C  sabiti için  

( , ) ( , ) 1pq pq
f g C f g

α α
∗ ≤  

eşitsizliği vardır.  

 

İspat: Herhangi ( ), ;f L pq Gα∗∈ Λ  ve ( )1g L G∈  alalım. O zaman [2, Teorem 2.9] ile 

( )( ),f g L p q G∗ ∈  ve C  sayısı p , q  sayılarına bağlı bir sabit olmak üzere  

1pq pq
f g C f g∗ ≤  

 olur. Ayrıca 0y ≠  olmak üzere her y G∈  için 

( ) ( ) ( )
1

( , ) 1

, , ,
pq pq pq

pq

y f g y f g C y f g
C f g

y y y
α α α α

τ τ τ∗ ∗
= ≤ ≤  

yazılır. Böylece ( ), ;f g L pq Gα∗∗ ∈ Λ  ve 
( , ) ( , ) 1pq pq

f g C f g
α α

∗ ≤  elde edilir. 

  

Aşağıdaki iki önerme [2] çalışmasındaki Teorem 2.10 ve Teorem 2.11 

kullanılarak 4.2.5.Önermedeki gibi ispatlanır. 

 

4.2.6.Önerme: 1 ,p q< < ∞ , 
1 1

1
'p p

+ =  ve 
1 1

1
'q q

+ ≥  olduğunda ( ), ;f L pq Gα∗∈ Λ  

ve ( ), ' ';g L p q Gα∗∈ Λ  alalım. Bu takdirde ( ), ;f g L Gα∗∗ ∈ Λ ∞  ve aynı zamanda C  

sayısı q  ile 'q  sayılarına bağlı bir sabit olmak üzere 

( , ) ( , ) ( , ' ')pq p q
f g C f g

α α α∞
∗ ≤  

olur. 

 

4.2.7.Önerme: 1 , 'p p< < ∞ , 0 , 'q q< ≤ ∞  olsun. O zaman 
1 1

1
'p p

+ > , 
1 1 1

1
'r p p

= + −  

ve 
1 1 1

'q q s
+ ≥  olmak üzere herhangi ( ), ;f L pq Gα∗∈ Λ  ve ( ), ' ';g L p q Gα∗∈ Λ  için 

( ), ;f g L rs Gα∗∗ ∈ Λ  olur. Ayrıca , ',q q r  ve s  sayılarına bağlı bir C  sabiti için 

 



( , ) ( , ) ( , ' ')rs pq p q
f g C f g

α α α
∗ ≤  

bulunur. 

 

4.2.8.Önerme: 1 ,p q< < ∞ , 
1 1

1
'p p

+ =  ve 
1 1

1
'q q

+ ≥  olsun. Bu takdirde 

( ), ' ';L p q Gα∗Λ  ve 
( ) ( )( ) ( )( )1 , , , ;

L G
Hom L p q G L Gα∗Λ ∞  uzayları cebirsel olarak 

izomorf, topolojik olarak homoemorfturlar. 

 

İspat: Herhangi ( ), ' ';f L p q Gα∗∈ Λ  ve ( )( ),g L p q G∈  alalım. O zaman  [2, 

2.8.Teorem] çalışmasına göre ( )f g L G∞∗ ∈  ve aynı zamanda C  sayısı q  ile 'q  

sayılarına bağlı bir sabit olmak üzere 

' ' ( , ' ')p q pq p q pq
f g C f g C f g

α∞
∗ ≤ ≤                      (4.2.8.1) 

olur. Ayrıca 0y ≠  olmak üzere her y G∈  için 

 

( ) ( ) ( )
' '

( , ' ')

, , ,
pqp q

p q pq

y f g y f g C y f g

C y f g
α

α

τ τ τ
∞ ∞

∗ = ∗ ≤

≤
              (4.2.8.2) 

bulunur. Bu takdirde (4.2.8.1) ve (4.2.8.2) eşitsizliklerine göre ( ), ;f g L Gα∗∗ ∈ Λ ∞  ve  

 

( , ) ( , ' ')p q pq
f g C f g

α α∞
∗ ≤                                          (4.2.8.3) 

 

elde edilir. Böylece ( ), ' ';f L p q Gα∗∈ Λ  fonksiyonuna karşılık her ( )( ),g L p q G∈  

için ( )fT g f g= ∗  ile tanımlı bir ( )( ) ( ): , , ;fT L p q G L Gα∗→ Λ ∞  dönüşümü 

bulunmuş olur. Yine (4.2.8.3) eşitsizliği ile 
( , ' ')f p q

T C f
α

≤  olur ve böylece 

( ) ( )( ) ( )( )1 , , , ;f L G
T Hom L p q G L Gα∗∈ Λ ∞  bulunur. 

 Tersine herhangi bir 
( ) ( )( ) ( )( )1 , , , ;

L G
T Hom L p q G L Gα∗∈ Λ ∞  alalım. Aynı 

zamanda 
( ) ( )( ) ( )( )1 , ,

L G
T Hom L p q G L G∞∈  olduğundan [32, 4.5.Teorem] ile her 

( )( ),g L p q G∈  için ( )T g f g= ∗  olacak şekilde T  operatörüne karşılık bir 

( )( )', 'f L p q G∈  vardır. O zaman her ( )( ),g L p q G∈  için 



 

( ) ( )
( )

( , )
0 0

, , ( )
sup sup

pq
y y

y f g y T g
T g T g

y y
α α α

τ τ
∞ ∞

∞
≠ ≠

∗
= ≤ ≤              (4.2.8.4) 

ve 

( ) ( )
( , ) pq

f g T g T g T g
α∞ ∞ ∞

∗ = ≤ ≤                       (4.2.8.5) 

bulunur. Ayrıca [12] ve [35] çalışmalarıyla herhangi bir ( )( )', 'f L p q G∈  için C  bir 

sabit olmak üzere 

( ) ( ) ( )
' ' ' '

sup : 1
p q p q pq

G

f p f pC f x g x d x gµ
∗ ∗  

≤ ≤ ≤ 
  
∫             (4.2.8.6) 

yazılır. G  grubu değişmeli, µ  bir Haar ölçümü olduğundan her ölçülebilir E G⊂  için 

( ) ( )E Eµ µ= −  olur [33]. Bu takdirde herhangi bir ( )( ),L p q Gϕ ∈  için ( ) ( )x g xϕ − =  

dönüşümü yapılırsa ( )( ),g L p q G∈  ve 
* *

pq pq
gϕ =  elde edilir. Çünkü ϕ  ile g  

fonksiyonları ( ) ( )x g xϕ − =  olması kullanılırsa bir E  ölçülebilir kümesi için 

( ) ( ) ( ) ( )g y E E yϕλ µ µ λ= = − =  olur ve dolayısıyla * *gϕ =  bulunur. Bu takdirde 

(4.2.8.5) ve (4.2.8.6) ile  

( ) ( ) ( )

( )( ){ }
{ }
{ }

' ' ' '
sup : 1

sup 0 : 1

sup : 1

sup : 1 '

p q p q pq

G

pq

pq

pq pq

f p f pC f x x d x

pC f

pC f

pC T pp C T

ϕ µ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

∗ ∗

∗

∗

∞

∗

  
≤ ≤ − ≤ 

  

= ∗ ≤

≤ ∗ ≤

≤ ≤ ≤

∫

 

yazılır. Yine benzer şekilde (4.2.8.4) eşitsizliği kullanılarak her y G∈  için 

        

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( )( ){ }

' ' ' '
, ,

sup , : 1

sup , 0 : 1

p q p q

pq

G

pq

y f p y f

pC y f x x d x

pC y f

τ τ

τ ϕ µ ϕ

τ ϕ ϕ

∗

∗

∗

≤

  
≤ − ≤ 

  

= ∗ ≤

∫  



( )( )( ){ }
( ){ }

{ }

sup , 0 : 1

sup , : 1

sup : 1 '

pq

pq

pq pq

pC y f

pC y f

pC y T pp C T y
α α

τ ϕ ϕ

τ ϕ ϕ

ϕ ϕ

∗

∗

∞

∗

= ∗ ≤

≤ ∗ ≤

≤ ≤ ≤

 

elde edilir. Böylece ( ), ' ';f L p q Gα∗∈ Λ  ve 
( , ' ')

'
p q

f pp C T
α

≤  bulunur. Sonuç 

olarak ( ), ' ';L p q Gα∗Λ  ve 
( ) ( )( ) ( )( )1 , , , ;

L G
Hom L p q G L Gα∗Λ ∞  uzayları cebirsel 

olarak izomorf, topolojik olarak homeomorfturlar. 

 

4.2.9.Önerme: 1 ,p q< < ∞  olmak üzere ( ), ;L pq Gα∗Λ  uzayı ile 

( ) ( )( )1 , , ;L G L pq Gα∗Λ  çarpanlar uzayı izometrik izomorftur. Ayrıca 1p q= =  ise 

( ) ( )( ) ( )1 1, ,1;L G L G L Gα∗Λ ⊂  olur. 

 

İspat: Herhangi bir ( ), ;f L pq Gα∗∈ Λ  alalım. O zaman 4.2.5.Önerme ile her 

( )1g L G∈  için ( ), ;f g L pq Gα∗∗ ∈ Λ  olur. Böylece her ( )1g L G∈  için ( )fT g f g= ∗  

olmak üzere bir ( ) ( )1: , ;fT L G L pq Gα∗→ Λ  dönüşümü tanımlanmış olur. 

1 ,p q< < ∞ ≠ ∞  için ( )( ),L p q G  uzayı bir Banach ( )1L G -modül olduğundan her 

( )1g L G∈  için 

( )
1 ( , ) 1f pq pq pqpq

T g f g f g f g
α

= ∗ ≤ ≤  

ve 0y ≠  olmak üzere her y G∈  için 

( )( ) ( ) ( ) ( )
1

( , ) 1

, , , ,f
pq pq pq pq

pq

y T g y f g y f g y f g

y y y y

f g

α α α α

α

τ τ τ τ∗ ∗
= = ≤

≤

 

eşitsizlikleri elde edilir. Böylece 
( , )f pq

T f
α

≤  ve dolayısıyla 

( ) ( )( )1 , , ;
f

T L G L pq Gα∗∈ Λ  bulunur. 



Tersine herhangi bir ( ) ( )( )1 , , ;T L G L pq Gα∗∈ Λ  alalım. O zaman 1 ,p q< < ∞  

için [5, 3.4.Teorem] ile her ( )1g L G∈  için ( )T g f g= ∗  olacak şekilde bir tek 

( )( ),f L p q G∈  vardır. Böylece her ( )1g L G∈  için 

  

( ) ( )
1( , )pq pq pq

f g T g T g T g
α

∗ = ≤ ≤                       (4.2.9.1) 

      
( )

( )
1( , )

0

,
sup pq

pq
y

y f g
T g T g

y
α α

τ

≠

∗
≤ ≤                         (4.2.9.2) 

eşitsizlikleri elde edilir. Şimdi ( ), ;f L pq Gα∗∈ Λ  ve 
( , )pq

f T
α

≤  olduklarını 

gösterelim. Her  Iα ∈  için 
1

1aα =  olmak üzere  ( )1L G  uzayının { }
I

aα α∈
 yaklaşık 

birimi verilsin. O zaman her Iα ∈  ve 0y ≠  olmak üzere her y G∈  için (4.2.9.1) ve 

(4.2.9.2) eşitsizliklerine göre 

 

( ) ( )
( , )pq pq pq

f a T a T a Tα α α α
∗ = ≤ ≤  

( ) ( ) ( ), , ,
pq pq pq

y f a y f a y f
T

y y y

α α

α α α

τ τ τ∗ ∗
= ≤ ≤  

 
ifadeleri elde edilir. O zaman 0y ≠  olmak üzere her y G∈  için 

 

lim
pq pq

f f a Tα
α

= ∗ ≤  

( ) ( ), ,
limpq pq

y f y f a
T

y y

α

α αα

τ τ ∗
= ≤  

 

olur. Böylece ( ), ;f L pq Gα∗∈ Λ  ve 
( , )pq

f T
α

≤  bulunur. Bu ise ff T→  

dönüşümünün ( ), ;L pq Gα∗Λ  uzayı ile ( ) ( )( )1 , , ;L G L pq Gα∗Λ  çarpanlar uzayı 

arasında bir izometrik izomorfizma olduğunu gösterir. Özel olarak 1p q= =  alınırsa 

istenen [30] çalışmasında görülür. 

 



4.2.10.Önerme: 1p q= = , p q= = ∞  veya 1 ,1p q< < ∞ ≤ ≤ ∞  için ( ), ;L pq Gλ α∗  

uzayı 
( , )pqα

⋅  normuna göre bir Banach uzayıdır. 

 

İspat: ( ), ;L pq Gλ α∗  uzayından herhangi bir { }n n
f

∈�
 Cauchy dizisi alalım. Bu takdirde 

{ }n n
f

∈�
 dizisi ( )( ),L p q G  uzayında da bir Cauchy dizisi olur. Böylece 0n pq

f f− →  

olacak şekilde bir ( )( ),f L p q G∈  vardır. O zaman her 0ε >  için her ,n m N≥  

olduğunda 

4n pq
f f

ε
− <                                               (4.2.10.1) 

ve 

( , ) 16n m pq
f f

α

ε
− <                                         (4.2.10.2) 

olacak şekilde bir N ∈� sayısı vardır. Şimdi 0y ≠  olmak üzere herhangi bir y G∈  

alalım. O zaman ( )1L G  uzayının yaklaşık birimi { }n n
e

∈�
 alındığında 

( ) ( ), ,
16N N m pq

y f y f e y
αε

τ τ− ∗ <  

( ) ( ), ,
16m pq

y f y f e y
αε

τ τ− ∗ <  

eşitsizliklerini sağlayan y  noktasına bağlı bir m ∈�  vardır. Yine (4.2.10.1) ve 

(4.2.10.2) ifadelerine göre j N≥  olmak üzere 

( ) ( ), ,
16N j

pq
y f y f y

αε
τ τ− <     ve      

( )( )
1

16 1 ,
j pq

m

y
f f

y e

α
ε

τ
− <

+
 

olacak şekilde bir j ∈�  vardır. Bundan dolayı  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
1

, , , ,

, , ,

,
16 16 16

4

N N N m N j mpq pq pq

j m m pqpq

m j pq

y f f y f y f e y f f e

y f f e y f e y f

y y y e f f y

y

α α α

α

τ τ τ τ

τ τ τ

ε ε ε
τ

ε

− ≤ − ∗ + − ∗

+ − ∗ + ∗ −

< + + − +

<

    (4.2.10.3) 

yazılır. Böylece 



( ) ( ) ( )

( )

, , ,

,

4

N Npq pq pq

N pq

y f y f f y f

y y y

y f

y

α α α

α

τ τ τ

τε

−
≤ +

< +

                  (4.2.10.4) 

eşitsizliği elde edilir. ( ), ;Nf L pq Gλ α∗∈  olduğundan her 0ε >  için 0 aεδ< <  

olduğunda 

( ), 3
sup

4

N pq

y

y f

α
δ

τ ε

δ≤

<                                    (4.2.10.5) 

olacak şekilde bir 0aε >  sayısı vardır. Bu takdirde (4.2.10.4) ve (4.2.10.5) ile aynı 

0ε >  için 0 aεδ< <  olduğunda 

( ),
sup pq

y

y f

y
α

δ

τ
ε

≤

<  

ve bundan dolayı ( ), ;f L pq Gλ α∗∈  bulunur. Yine (4.2.10.3) eşitsizliği ile 

( )

0

,
sup

4

N pq

y

y f f

y
α

τ ε

≠

−
<                                   (4.2.10.6) 

yazılır. Bu takdirde (4.2.10.1) ve (4.2.10.6) ile 

( , ) 4N pq
f f

α

ε
− <                                       (4.2.10.7) 

bulunur. Böylece (4.2.10.2) ve (4.2.10.7) ile her n N≥  için 
( , )

5

16n pq
f f

α

ε
− <  olur. Bu 

ispatı tamamlar. 

 

G  grubunun biriminin azalan sayılabilir açık komşuluklarının bir { }n n
V

∈�
 ailesi 

için ( )
1

nn n Ve Vµ χ
−

=  şeklinde tanımlanan fonksiyonların ( ),1;L Gλ α∗  uzayında 

olduğunu kabul edelim. Bu takdirde “G  grubu ( ),1Eα  özelliğini sağlıyor” denir. 

 

4.2.11.Önerme: G , ( ),1Eα  özelliğine sahip metriklenebilir bir yerel kompakt Abel grup 

olsun. Eğer 1 ,p q< < ∞ , 
1 1

1
'p p

+ =  ve  
1 1

1
'q q

+ ≥  ise 



( )( ) ( ) ( ), , ' '; , ;L p q G L p q G L Gα λ α∗ ∗∗ Λ ⊂ ∞  

kapsaması vardır. 

 
İspat: Herhangi ( )( ),f L p q G∈  ve ( ), ' ';g L p q Gα∗∈ Λ  alalım. Bu takdirde [2, 

2.10.Teorem] çalışmasına göre ( )f g L G∞∗ ∈  olur ve 0y ≠  olmak üzere her y G∈  

için  

( ) ( ) ( ) ( )
1

, , ,
n n n

y f g e y e f g y e
f g

y y y
α α α

τ τ τ
∞ ∞

∞

∗ ∗ ∗ ∗
= ≤ ∗         (4.2.11.1) 

yazılır. Yine her n ∈�  için ( ),1;ne L Gλ α∗∈  olduğundan her 0ε >  için 0 aεδ< <  

olduğunda 

( )
1

,
sup

n

y

y e

f gα
δ

τ ε

δ≤
∞

<
∗

 

olacak şekilde 0aε >  sayısı vardır. O zaman aynı 0ε >  sayısı için 0 aεδ< <  

olduğunda (4.2.11.1) ile 

( ) ( )
1

, ,
sup sup

n n

y y

y f g e y e
f g

α α
δ δ

τ τ
ε

δ δ
∞

∞
≤ ≤

∗ ∗
≤ ∗ <  

bulunur. Bu takdirde her n  sayısı için ( ), ;nf g e L Gλ α∗∗ ∗ ∈ ∞  olur. Yine 0y ≠  olmak 

üzere her y G∈  ve bir C  sabiti için 

( ) ( ) ( )

( )
' '

( , ' ')

, ,

,

n n

n pqp q

np q pq

y f g e f g y g f e f

y y

C y g f e f

y

C g f e f

α α

α

α

τ τ

τ

∞ ∞
∗ ∗ − ∗ ∗ ∗ −

=

∗ −
≤

≤ ∗ −

 

elde edilir. Bundan dolayı ( ), ;L Gλ α∗ ∞  uzayında nf g e f g∗ ∗ → ∗  olur. Buradan da 

( ), ;L Gλ α∗ ∞  uzayı bir Banach uzayı olduğundan ( ), ;f g L Gλ α∗∗ ∈ ∞  olur. Bu ise 

istenendir.  

 



4.2.12.Önerme: G , ( ),1Eα  özelliğine sahip metriklenebilir bir yerel kompakt Abel grup 

olsun. Eğer 1 ,p q< < ∞ , 
1 1

1
'p p

+ =  ve  
1 1

1
'q q

+ ≥  ise ( ), ' ';L p q Gα∗Λ  uzayı ile 

( ) ( )( ) ( )( )1 , , , ;
L G

Hom L p q G L Gλ α∗ ∞  uzayı cebirsel olarak izomorf, topolojik olarak 

homeomorftur. 

 

İspat: Herhangi bir ( ), ' ';f L p q Gα∗∈ Λ  alalım. Bu takdirde 4.2.11.Önerme ile her 

( )( ),g L p q G∈  için ( )fT g f g= ∗  olacak şekilde ( )( ) ( ): , , ;fT L p q G L Gλ α∗→ ∞  

dönüşümü vardır. Yine herhangi bir ( )( ),g L p q G∈  verildiğinde 0y ≠  olmak üzere 

her y G∈  için C  sabit bir sayı olmak üzere  

' ' ( , ' ')p q pq p q pq
f g C f g C f g

α∞
∗ ≤ ≤  

( ) ( ) ( )
' '

( , ' ')

,, ,
pqp q

p q pq

C y f gy f g y f g
C f g

y y y
α α α α

ττ τ
∞ ∞

∗ ∗
= ≤ ≤  

olur. Böylece her ( )( ),g L p q G∈  için 

( )
( , ) ( , ' ')( , )f p q pq

T g f g C f g
α αα ∞∞

= ∗ ≤  

elde edilir. Sonuç olarak 
( , ' ')f p q

T C f
α

≤  ve 
( ) ( )( ) ( )( )1 , , , ;f L G

T Hom L p q G L Gλ α∗∈ ∞  

olur. Tersine 
( ) ( )( ) ( )( )1 , , , ;

L G
T Hom L p q G L Gλ α∗∈ ∞  alalım. O zaman 4.2.8.Önerme 

ile her ( )( ),g L p q G∈  için ( )T g f g= ∗  olacak şekilde ( ), ' ';f L p q Gα∗∈ Λ  

( )( )', 'L p q G⊂  vardır. 4.2.8.Önermenin ispatındaki işlemleri tekrarlayacak olursak 

0K >  bir sabit sayı olmak üzere 
( , ' ')p q

f K T
α

≤  bulunabilir. Bu takdirde 

( ), ' ';L p q Gα∗Λ  uzayı ile 
( ) ( )( ) ( )( )1 , , , ;

L G
Hom L p q G L Gλ α∗ ∞  uzayı cebirsel olarak 

izomorf, topolojik olarak homeomorftur. 

 

4.2.13.Önerme: G , ( ),1Eα  özelliğine sahip metriklenebilir bir yerel kompakt Abel grup 

olsun. O zaman 1 p< < ∞ , 1 q≤ < ∞  olmak üzere 

( ) ( ) ( )1 , ; , ;L G L pq G L pq Gα λ α∗ ∗∗ Λ ⊂  



kapsaması vardır. 

 

İspat: Herhangi ( )1f L G∈  ve ( ), ;g L pq Gα∗∈ Λ  verilsin. O zaman 0y ≠  olmak 

üzere her y G∈  ve her n ∈�  için 

( ) ( ) ( ) ( )
1

, , ,n n npq pq

pq

y f g e y e f g y e
f g

y y y
α α α

τ τ τ∗ ∗ ∗ ∗
= ≤ ∗        (4.2.13.1) 

bulunur. O zaman G  grubunun ( ),1Eα  özelliğini sağlaması ve (4.2.13.1) eşitsizliğiyle 

( ), ;nf g e L pq Gλ α∗∗ ∗ ∈  olur. Ayrıca 0,y y G≠ ∈  ve n → ∞  olduğunda   

 

( ) ( ) ( )

( )
1

, ,

,
0

n npq pq

pq

n

y f g e f g y g f e f

y y

y g
f e f

y

α α

α

τ τ

τ

∗ ∗ − ∗ ∗ ∗ −
=

≤ ∗ − →

               (4.2.13.2) 

yazılır. Böylece ( )( ),L p q G  uzayında nf g e f g∗ ∗ → ∗  olduğundan ( ), ;L pq Gλ α∗  

uzayında da 
nf g e f g∗ ∗ → ∗  olur ve  ( ), ;L pq Gλ α∗  uzayı bir Banach uzayı 

olduğundan ( ), ;f g L pq Gλ α∗∗ ∈  elde edilir. 

 

4.2.14.Önerme: G , ( ),1Eα  özelliğine sahip metriklenebilir bir yerel kompakt Abel grup 

ve 1 ,p q< < ∞  olsun. Bu takdirde ( ) ( )( )1 , , ;L G L pq Gλ α∗  uzayı ile ( ), ;L pq Gα∗Λ  

uzayı izometrik izomorftur. Ayrıca 1p q= =  ise ( ) ( )( ) ( )1 1, ,1;L G L G L Gλ α∗ ⊂  olur. 

 

İspat: Herhangi bir ( ), ;f L pq Gα∗∈ Λ  verilsin. O zaman 4.2.13.Önermeye göre her 

( )1g L G∈  için ( )fT g f g= ∗  olacak şekilde ( ) ( )1: , ;fT L G L pq Gλ α∗→  dönüşümü 

tanımlanır. Yine 
( , )f pq

T f
α

≤  ve ( ) ( )( )1 , , ;
f

T L G L pq Gλ α∗∈  olduğu kolaylıkla 

görülür.  

 Tersine ( ) ( )( )1 , , ;T L G L pq Gλ α∗∈  verilsin. O zaman [5, 3.4.Teorem] ile her 

( )1g L G∈  için ( )T g f g= ∗  olacak şekilde bir ( )( ),f L p q G∈  vardır. Ayrıca T  

sınırlı olduğundan 0y ≠  olmak üzere her y G∈  ve her n ∈�  için 



( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( , )

1

, , ,,

, ,

, ,

n n
pq pq pq

n pq

n pq

n pq

n

y f y T e y T ey f

y y y

y f y f e
T e

y

y f y f e
T e

y

α α α

α α

α

τ τ ττ

τ τ

τ τ

−
≤ +

− ∗
= +

− ∗
≤ +

 

bulunur. Yine n → ∞  olduğunda her y G∈  için ( ) ( ), , 0n pq
y f y f eτ τ− ∗ →  

olduğundan 

( )

0

,
sup pq

y

y f
T

y
α

τ

≠

≤  

elde edilir. Bu ise ( ), ;f L pq Gα∗∈ Λ  olduğunu gösterir. 4.2.9.Önermenin ispatındaki 

metotlar aynen kullanılarak 
pq

f T≤  ve 
( , )pq

f T
α

≤  eşitsizlikleri bulunur. Sonuç 

olarak  ( ) ( )( )1 , , ;L G L pq Gλ α∗  uzayı ile ( ), ;L pq Gα∗Λ  uzayı izometrik izomorftur. 

Özel olarak 1p q= =  alınırsa sonuç [30] çalışmasında görülür. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



4.3. ( )1 2,
, ,

w w

r p qB G  Uzayı ve Bazı Özellikleri 

 
G  bir yerel kompakt Abel grup, µ  onun üzerinde bir Haar ölçümü ve aynı 

zamanda K = �  veya �  olsun. ( ) ( )1 2,w x w x  fonksiyonları G  üzerinde ağırlık 

fonksiyonları olduğunda 1 r≤ ≤ ∞  için ( )
1

r

wL G  ağırlıklı Lebesgue uzayları ve 

0 ,p q≤ ≤ ∞  için ( )( )2, ,L p q w d Gµ  ağırlıklı Lorentz uzaylarının, K  cismi üzerinde 

birer vektör uzayı olduğu bilinmektedir [8, 17, 31]. Bu nedenle 

( ) ( ) ( )( )1 2

1

,
, , 2, ,w w r

r p q wB G L G L p q w d Gµ= ∩  şeklinde tanımlanan ( )1 2,
, ,

w w

r p qB G  uzayı da bir 

vektör uzayı olur. Yine ( )( )1 1,
,r

w r w
L G ⋅  ile ( )( )( )

2
2 , ,

, , ,
p q w

L p q w d Gµ ⋅  birer normlu 

uzaylar olduğundan herhangi bir ( )1 2,
, ,

w w

r p qf B G∈  için 

1 2

1 2

,

, , , , ,

w w

r p q r w p q w
f f f= +  

ile tanımlı ( ) { }1 2 1 2
, ,

, ,, ,
: 0

w w w w

r p qr p q
B G

+⋅ → ∪�  bir fonksiyon olur ve bu fonksiyon iki 

normun toplamı olarak tanımlandığından ( )1 2,
, ,

w w

r p qB G  üzerinde bir normdur.  

 
4.3.1. Önerme: 1 r≤ ≤ ∞  ve 1p q= = , p q= = ∞  veya 1 ,p< < ∞  1 q≤ ≤ ∞  olmak 

üzere ( )( )1 21 2
,,

, , , ,
,

w ww w

r p q r p q
B G ⋅  normlu uzayları birer Banach uzayıdır. 

 

İspat: ( )1 2,
, ,

w w

r p qB G  normlu uzayından herhangi bir { }n n
f

∈�
 Cauchy dizisi alalım. Cauchy 

dizisinin tanımı gereğince herhangi bir 0ε >  sayısı verildiğinde her 0,m n n≥  için 

 
1 2

1 2

,

, , , , ,

w w

n m n m n mr p q r w p q w
f f f f f f ε− = − + − <                           (4.3.1.1) 

 
olacak şekilde bir 0n ∈�  sayısı vardır ve (4.3.1.1) ifadesine göre her 0,m n n≥  için 

1,n m r w
f f ε− <   ve  

2, ,n m p q w
f f ε− <  

yazılır. Bu ise { }n n
f

∈�
 dizisinin ( )

1

r

wL G  ve ( )( )2, ,L p q w d Gµ  uzaylarında Cauchy 

dizisi olduğunu gösterir. ( )
1

r

wL G  ve ( )( )2, ,L p q w d Gµ  uzayları Banach uzayları 

olduğundan { }n n
f

∈�
 dizisi, ( )

1

r

wL G  uzayında bir f  fonksiyonuna ve ( )( )2, ,L p q w d Gµ  



uzayında da bir g  fonksiyonuna yakınsar. Eğer 
1,r r w

⋅ ≤ ⋅ eşitsizliği kullanılırsa aynı 

0ε >  sayısına karşılık her 1n n≥  olduğunda 

1, 2n nr r w
f f f f

ε
− ≤ − <                                            (4.3.1.2) 

olacak şekilde 1n ∈�  vardır. Yine 
2, , ,p q p q w

⋅ ≤ ⋅ eşitsizliği kullanılırsa aynı 0ε >  

sayısına karşılık her 2n n≥  olduğunda 

2, , , 2n np q p q w
f g f g

ε
− ≤ − <                                           (4.3.1.3) 

olacak şekilde 2n ∈�  vardır. Böylece { }n n
f

∈�
 dizisi ( )rL G  uzayında f  fonksiyonuna 

yakınsadığından, f  fonksiyonuna (h.h.h.) yakınsayan bir { }
knf  alt dizisi vardır. Yine 

{ }n n
f

∈�
 dizisinin ( )( ),L p q G  uzayında Cauchy dizisi olma özelliği kullanılırsa bu 

0ε >  sayısı için her 3, kn n n≥  olduğunda 

, 2kn n
p q

f f
ε

− <                                                  (4.3.1.4) 

olacak şekilde 3n ∈�  vardır. Eğer { }4 2 3max ,n n n=  denirse (4.3.1.3) ve (4.3.1.4) ile 

verilen bu 0ε >  sayısına karşılık her 4, kn n n≥  olduğunda 

,, , 2 2k kn n n n p qp q p q
f g f f f g

ε ε
ε− ≤ − + − < + =  

elde edilir. Yani { }
knf  alt dizisi ( )( ),L p q G  uzayında g  fonksiyonuna yakınsar. O 

halde { }
knf  dizisinin g  fonksiyonuna (h.h.h.) yakınsayan bir { }

kl
nf  alt dizisi vardır. 

Şimdi de f g= ( h.h.h.) olduğunu gösterelim. Eğer { }
knf  dizisinin f  fonksiyonuna 

yakınsamadığı noktaların kümesini A  ile gösterirsek ( ) 0Aµ =  yazılır ve herhangi bir 

x G A∈ −  için her 0ε >  sayısına karşılık her 1kn m≥  olduğunda 

( ) ( )
4knf x f x
ε

− <                                       (4.3.1.5) 



olacak şekilde bir 1m ∈�  sayısı vardır. Şimdi { }
kl

nf  dizisinin g  fonksiyonuna 

yakınsamadığı noktaların kümesini B  ile gösterirsek ( ) 0Bµ =  yazılır ve herhangi bir 

x G B∈ −  ve 0ε >  sayısına karşılık her 2lkn m≥  olduğunda 

( ) ( )
2kl

nf x g x
ε

− <  

olacak şekilde bir 2m ∈�  sayısı vardır. Eğer { }0 1 2max ,k m m=  dersek her x A B∉ ∪  

için x A∉  ve x B∉  olduğundan her 0lkn k≥  için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2k kl l

n n
f x g x f x f x f x g x

ε ε
ε− ≤ − + − < + =  

yazılır. Böylece f g= ( h.h.h.) elde edilir. Yine ( )( ),L p q G  uzayının elemanları denk 

sınıflar olduğundan f g=  çıkar. Bundan dolayı ( )1 2,
, ,

w w

r p qf B G∈  bulunur. Yine 

{ }0 1 2max ,n n n=  denirse her 0n n≥  için 

1 2

1 2

,

, , , , , 2 2

w w

n n nr p q r w p q w
f f f f f f

ε ε
ε− = − + − < + =  

olur. Buna göre istenen elde edilir. 

 
4.3.2.Önerme: 1 ,1 ,r p q≤ < ∞ ≤ ≤ ∞  olmak üzere 

(i)  ( )1 2,
, ,

w w

r p qB G  uzayı kuvvetli karakter değişmezdir, 

(ii) ( )1 2,
, ,

w w

r p qB G  uzayından ( )1 2,
, ,

w w

r p qB G  uzayına tanımlanan tf M f→  fonksiyonu sürekli 

bir fonksiyondur. 

 

İspat: (i) Herhangi bir ( )1 2,
, ,

w w

r p qf B G∈  ve ˆt G∈ alalım. O zaman her 0y >  için 

( ) ( ){ } ( ){ }
( ){ }

( ){ } ( )

2

2

, 2 2

2

2 ,

: : ,

: ,

:

tM f w t

f w

y w x G M f x y w x G x t f x y

w x G x t f x y

w x G f x y y

λ

λ

= ∈ > = ∈ >

= ∈ >

= ∈ > =

 

olur. Bunun sonucu olarak ( )
22

* *
t ww

M f f= , ( )
22

** **
t ww

M f f=  eşitlikleri ve dolayısıyla 

2 2, , , ,t p q w p q w
M f f=  bulunur. Yine [11] çalışmasına göre 

1 1, ,t r w r w
M f f=  

olduğundan  



1 2

1 2

1 2

1 2

,

, , , , ,

,

, , , , ,

w w

t t tr p q r w p q w

w w

r w p q w r p q

M f M f M f

f f f

= +

= + =
 

elde edilir.  

(ii) Şimdi de 
tM  fonksiyonunun sürekli olduğunu gösterelim. Bunun için ( )1 2,

, ,
w w

r p qB G  

uzayından alınan herhangi bir { }n n
f

∈�
 dizisi 1 2,

, ,

w w

r p q
⋅  normuna göre bir ( )1 2,

, ,
w w

r p qf B G∈  

fonksiyonuna yakınsarken { }t nM f  dizisi de ( )1 2,
, ,

w w

t r p qM f B G∈  fonksiyonuna 1 2,

, ,

w w

r p q
⋅  

normuna göre yakınsamalıdır. { }n n
f

∈�
 dizisi f  fonksiyonuna yakınsadığından verilen 

herhangi bir 0ε >  sayısı için her 0n n≥  olduğunda 

1 2

1 2

,

, , , , ,

w w

n n nr p q r w p q w
f f f f f f ε− = − + − <  

olacak şekilde 0n ∈�  vardır. Yine aynı 0ε >  sayısına karşılık aynı 0n ∈�  sayısı 

alınırsa her 0n n≥  olduğunda 

1 2

1 2

1 2

,

, , , , ,

, , ,

w w

t n t t n t t n tr p q r w p q w

n nr w p q w

M f M f M f M f M f M f

f f f f ε

− = − + −

= − + − <
 

elde edilir. Bu ise istenendir. 

 
4.3.3.Önerme: 1 r≤ < ∞ , 0 ,p q< < ∞  veya 0 p q< < = ∞  olmak üzere aşağıdaki 

özellikler doğrudur: 

(i)   ( )1 2,
, ,

w w

r p qB G  uzayı ötelemeler altında değişmezdir, 

(ii) Herhangi bir x G∈  için ( )1 2,
, ,

w w

r p qB G  uzayından ( )1 2,
, ,

w w

r p qB G  uzayına tanımlanan 

xf L f→  fonksiyonu süreklidir.  

 

İspat: (i) Herhangi ( )1 2,
, ,

w w

r p qf B G∈  ve u G∈  alalım. O zaman her 0y ≥  için 

 

( ) ( ){ } ( ){ }
2, 2 2: :

uL f w uy w x G L f x y w x G f x u yλ = ∈ > = ∈ − >  

 
bulunur. Bu durumda x u m− =  değişken değiştirmesi yapılırsa, ağırlık fonksiyonun 

ikinci özelliğine göre 



( ) ( ){ } ( ){ }{ }
( ) ( )

( ){ }

( ) ( )
( ){ }

( ) ( ) ( )
( ){ }

( ) ( ){ } ( ) ( )

2

2

, 2 2

2 2

: :

2 2

:

2 2 2 ,

: :

:

uL f w

m G f m y u m G f m y

m G f m y

f w

y w m u G f m y w m G f m y u

w t d t w t u d t

w u w t d t

w u w m G f m y w u y

λ

µ µ

µ

λ

∈ > + ∈ >

∈ >

= + ∈ > = ∈ > +

≤ = +

≤

= ∈ > =

∫ ∫

∫
 

olur. Yine [8, 2.1.Önerme] ile ( )( )
1

2 2
2, , , ,

p

u p q w p q w
L f w u f≤  yazılır ve aynı zamanda 

( )
1 1

1, ,u r w r w
L f w u f≤  eşitsizliği kolayca görülür. Bu takdirde 

( ) ( )( )

( ) ( )( ){ }

1 2

1 2

1

1 2

1
1 2

,

, , , , ,

1 2, , ,

,

1 2 , ,
,

p

p

w w

u u ur p q r w p q w

r w p q w

w w

r p q

L f L f L f

w u f w u f

maks w u w u f

= +

≤ +

≤

 

elde edilir. 

(ii) Her u G∈  için ( ) ( ) ( )1 2 1 2, ,
, , , ,: w w w w

u r p q r p qL B G B G⋅ →  fonksiyonu doğrusal ve (i) şıkkına 

göre sınırlıda olduğundan süreklidir. 

 
4.3.4.Önerme: 1 ,p< < ∞  1 q≤ < ∞  ve 1 r≤ < ∞  olmak üzere herhangi bir 

( )1 2,
, ,

w w

r p qf B G∈  fonksiyonuna karşılık G  kümesinden ( )1 2,
, ,

w w

r p qB G  uzayına tanımlanan 

xx L f→  fonksiyonu süreklidir. 

 

İspat: G  kümesinden ( )
1

r

wL G  uzayına tanımlanan xx L f→  fonksiyonunun sürekliliği 

[13] çalışmasından biliniyor. Bu nedenle verilen herhangi bir 0x G∈  ve 0ε >  sayısına 

karşılık her 1x U∈  için 

0
1, 2x x

r w
L f L f

ε
− <  

olacak şekilde 0x  noktasının bir 1U  komşuluğu vardır. Yine G  kümesinden 

( )( )2, ,L p q w d Gµ  uzayına tanımlanan xx L f→  fonksiyonunun sürekliliği [8] 

çalışmasından biliniyor. O zaman 0ε >  için her 2x U∈  olduğunda  



0
2, , 2x x

p q w
L f L f

ε
− <  

olacak şekilde 0x  noktasının bir 2U  komşuluğu vardır. Böylece 1 2V U U= ∩  kümesi de 

0x  noktasının bir komşuluğu olup, aynı 0ε >  sayısına karşılık her x V∈  için 

1 2

0 0 0
1 2

,

, , , , , 2 2

w w

x x x x x x
r p q r w p q w

L f L f L f L f L f L f
ε ε

ε− = − + − < + =  

olur. Bu istenen sonucu verir. 

 
4.3.5.Önerme: 1w  ve 2w  ağırlık fonksiyonları birer sabit fonksiyon olsunlar. O zaman 

1 ,p< < ∞  1 q≤ < ∞  ve 1 r≤ < ∞  olmak üzere ( )( )1 21 2
,,

, , , ,
,

w ww w

r p q r p q
B G ⋅  uzayı bir homojen 

Banach uzayıdır.  

 

İspat: Her x G∈  için ( )1w x K=  ve ( )2w x L=  olduğunu kabul edelim. Yine herhangi 

bir ( )1 2,
, ,

w w

r p qf B G∈  ve u G∈  alalım. µ  bir Haar ölçümü olduğundan her 0y ≥  için 

 

( ) ( ){ } ( ){ }
( ){ }{ } ( ) ( )

( ){ }

( )
( ){ }

( ){ }( )

( ){ } ( ) ( )
( ){ }

( )

2

2

, 2 2

2 2

:

:

2

:

,

: :

:

:

:

uL f w u

m G f m y u

m G f m y u

m G f m y

f w

y w x G L f x y w x G f x u y

w m G f m y u w x d x

L d x L m G f m y u

L m G f m y w x d x

y

λ

µ

µ µ

µ µ

λ

∈ > +

∈ > +

∈ >

= ∈ > = ∈ − >

= ∈ > + =

= = ∈ > +

= ∈ > =

=

∫

∫

∫

 

bulunur. Bunun sonucu olarak ( )
22

* *
u ww

L f f=  ve ( )
22

** **
u ww

L f f=  eşitlikleri elde edilir. 

Buradan da 
2 2, , , ,u p q w p q w

L f f=  bulunur. Yine 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1 1,

1

,

r rr r r

u ur w

G G

r r
r r

G G

r

r w

L f L f x w x d x f x u w x d x

K f t d t f t w t d t

f

µ µ

µ µ

= = −

= =

=

∫ ∫

∫ ∫  

olur. Böylece  



1 2

1 2

1 2

1 2

,

, , , , ,

,

, , , , ,

w w

u u ur p q r w p q w

w w

r w p q w r p q

L f L f L f

f f f

= +

= + =
 

elde edilir. Buna göre ( )( )1 21 2
,,

, , , ,
,

w ww w

r p q r p q
B G ⋅  bir yarı homojen Banach uzayıdır ve 

4.3.4.Önerme gereğince de bir homojen Banach uzayı olur. 

 

4.3.6.Sonuç: 1 ,p< < ∞  1 q≤ < ∞  ve 1 r≤ < ∞  olmak üzere herhangi bir ( )1 2,
, ,

w w

r p qf B G∈  

için G  kümesinden �  uzayına tanımlanan 1 2,

, ,

w w

x r p q
x L f→  fonksiyonu süreklidir. 

 
İspat: Herhangi bir 0x G∈  ve 0ε >  sayısı verilsin. 4.3.4.Önermeden dolayı her x V∈  

için 
1 2

0

,

, ,

w w

x x
r p q

L f L f ε− <  olacak şekilde 0x  noktasının bir V  komşuluğu vardır. Yine 

aynı 0ε >  sayısı ve V  komşuluğu için  

1 2 1 21 2

0 0

, ,,

, , , , , ,

w w w ww w

x x x xr p q r p q r p q
L f L f L f L f ε− ≤ − <  

yazılır. Bu istenen sonucu verir. 

 
4.3.7.Önerme: 1 r≤ < ∞ , 1 p< < ∞  ve q ≠ ∞  olsun. Bu takdirde eğer 0 1w w�  ve 

0 2w w�  ise ( )( )1 21 2
,,

, , , ,
,

w ww w

r p q r p q
B G ⋅  uzayı bir Banach ( )

0

1
wL G − modüldür. 

 

İspat: 1 ,p< < ∞  q ≠ ∞  olmak üzere ( )( )2, ,L p q w d Gµ  uzayının bir Banach 

( )
2

1
wL G − modül olduğu [8, 3.3.Önerme] çalışmasından bilinmektedir. Yine 1 r≤ < ∞   

olmak üzere ( )
1

r

wL G  uzayının bir Banach ( )
1

1
wL G − modül olduğu [13] çalışmasından 

biliniyor. Ayrıca 0 1w w�  ve 0 2w w�  ise ( ) ( )
0 1

1 1
w wL G L G⊂  ve ( ) ( )

0 2

1 1
w wL G L G⊂  

kapsamaları vardır. Bundan dolayı alınan herhangi bir ( )
0

1
wf L G∈  için 

1 0
11, 1,w w

f C f≤  ve  
2 0

21, 1,w w
f C f≤  

olacak şekilde 1 2, 0C C >  sabit sayıları vardır. Bu takdirde herhangi bir ( )
0

1
wf L G∈  ve 

( )1 2,
, ,

w w

r p qg B G∈  için 



{ } ( )
{ }

1 2

1 2

1 1 2 2

0 1 0 2

0 1 2

1 2

0

,

, , , , ,

1, , 1, , ,

1 21, , 1, , ,

1 2 1, , , ,

,

1 2 1, , ,

,

,

w w

r p q r w p q w

w r w w p q w

w r w w p q w

w r w p q w

w w

w r p q

f g f g f g

f g f g

C f g C f g

maks C C f g g

maks C C f g

∗ = ∗ + ∗

≤ +

≤ +

≤ +

≤

               (4.3.7.1) 

bulunur. Şimdi ( )
0

1
wL G  üzerinde bir ⋅  fonksiyonunu 

{ }
0

1 2 1,
,

w
f maks C C f=  

biçiminde tanımlayalım. Bu takdirde 
01,w

⋅  bir norm olduğundan ⋅  fonksiyonu da 

bir normdur. Ayrıca  

( )( ) ( )( )
0 00

1 1

1,
: , ,w ww

i L G L G⋅ → ⋅  

                  ( )f i f f→ =  

fonksiyonunun bir homeomorfizma olduğu kolayca görülür. O zaman Banach teoremine 

göre bu normlar denk olur. Öte yandan (4.3.7.1) eşitsizliğinden dolayı  

 
1 2 1 2, ,

, , , ,

w w w w

r p q r p q
f g f g∗ ≤  

 

olur. Banach modül olmanın diğer özelliklerini göstermek kolaydır. Böylece ( )1 2,
, ,

w w

r p qB G  

uzayı ( )( )
0

1 ,wL G ⋅  uzayı üzerinde, dolayısıyla ( )( )0 0

1

1,
,w w

L G ⋅  uzayı üzerinde 

Banach modül olur. 

 
4.3.8.Yardımcı Önerme: 1 ,p< < ∞  q ≠ ∞  olsun. Eğer 1 2w w�  ise her ( )

1

1
wf L G∈  

için 
2 11, 1,w w

f C f≤  olacak şekilde bulunan 0C >  sayısını kullanarak ( )1 2,
1, ,
w w

p qB G  

üzerine { } 1 2,

1, ,
,1

w w

p qB
maks C⋅ = ⋅  normunu koyalım. O zaman ( )( )1 2,

1, , ,w w

p q B
B G ⋅  bir 

Banach uzayıdır. 

 



İspat: Kabul edelim ki 1 2w w�  olsun. O zaman ( ) ( )
1 2

1 1
w wL G L G⊂  ve her ( )

1

1
wf L G∈  

için 
2 11, 1,w w

f C f≤  olacak şekilde 0C >  sayısı vardır. Bu takdirde 1 2,

1, ,

w w

p q
⋅  bir norm 

olduğundan 
B

⋅  fonksiyonu da bir norm olur. Ayrıca  

( )( ) ( )( )1 21 2 1 2
,, ,

1, , 1, ,1, ,
, ,

w ww w w wi

p q p qp q B
B G B G⋅ → ⋅  

           ( )f i f f→ =  

birim fonksiyonunun bir homeomorfizma olduğu kolayca görülür. Bunun sonucu olarak 

bu normlar denktir ve Banach teoreminden dolayı ( )( )1 2,
1, , ,w w

p q B
B G ⋅  uzayı bir Banach 

uzayı olur.  

Benzer şekilde 2 1w w�  olduğunda da kurulacak yeni norma göre ( )1 2,
1, ,
w w

p qB G  

uzayı bir Banach uzayı olur.  

 
4.3.9.Önerme: 1 ,p< < ∞  q ≠ ∞  olsun. Bu takdirde eğer 1 2w w�  veya 2 1w w�  ise  

( )( )1 2,
1, , ,w w

p q B
B G ⋅  uzayı Banach cebiridir. 

 
İspat: Kabul edelim ki 1 2w w�  olsun. O zaman 4.3.8.Yardımcı Önermeye göre 

( )( )1 2,
1, , ,w w

p q B
B G ⋅  uzayı bir Banach uzayıdır. Yine [8, 3.1.Önerme] çalışmasından 

( )( )2, ,L p q w d Gµ  uzayının bir Banach ( )
2

1
wL G − modül olduğu biliniyor. Şimdi 

herhangi ( )1 2,
1, ,, w w

p qf g B G∈  alalım. Bu takdirde   

{ }

{ }( )
{ }( )
{ }( )
{ } { } ( )( )
{ } { }

1 2

1 2

1 1 2 2

1 1 1 2

1 1 2

1 2

1

,

1, ,

1, , ,

1, 1, 1, , ,

1, 1, 1, , ,

1, 1, , ,

,

1, 1, ,

,1

,1

,1

,1

,1 ,1

,1 ,1

w w

p qB

w p q w

w w w p q w

w w w p q w

w w p q w

w w

w p q

B B

f g maks C f g

maks C f g f g

maks C f g f g

maks C f g C f g

maks C maks C f g g

maks C f maks C g

f g

∗ = ∗

= ∗ + ∗

≤ +

≤ +

≤ +

≤

≤

 



bulunur. Banach cebiri olmanın diğer özelliklerini göstermek kolaydır. Benzer şekilde 

2 1w w�  ise benzer işlemler tekrarlanarak istenen elde edilir.  

 

4.3.10.Önerme: 1 p< < ∞ ,1 q≤ < ∞  ve 1 r≤ < ∞  olmak üzere ( )( )1 21 2
,,

, , , ,
,

w ww w

r p q r p q
B G ⋅  

uzayının kompakt destekli fonksiyonlardan oluşan sınırlı bir yaklaşık birimi vardır.  

 
İspat: G  grubunun birimi olan e  nin bir K  kompakt komşuluğunu alalım. Beurling 

ağırlık fonksiyonları ( )1w x  ve ( )2w x  yerel sınırlı olduğundan her y K∈  için 

( )1 1w y A≤  ve ( )2 2w y A≤  olacak şekilde 1 2, 0A A >  sayıları vardır. Şimdi ( )eϑ , e G∈  

birim elemanının komşuluklarının ailesi olmak üzere bir F  kümesini 

( ){ }:F E K E eϑ= ⊂ ∈  

şeklinde tanımlayalım. Bu F  kümesi üzerinde bir �  bağıntısı 1 2 1 2E E E E⊂ ⇔ �  

şeklinde tanımlansın. Bu takdirde ( ),F �  bir yönlendirilmiş küme elde edilir. Her 

iE F∈  için G  üzerinde tanımlı, negatif olmayan, desteği iE  tarafından kapsanan ve 

1
i

e dα µ =∫  koşulunu sağlayan { }
I

eα α∈
 sürekli fonksiyonları vardır. Bu takdirde 1,2j =  

iken ( )1

jwL G  uzaylarında birimin komşuluklarından elde edilen bu { }
I

eα α∈
 ağı sınırlı 

yaklaşık birimdir [34, 37]. ( )
1

1
wL G  uzayı için elde edilen bu yaklaşık birimin ( )

1

r

wL G  

uzayı içinde bir yaklaşık birim olduğu [26] çalışmasında gösterilmiştir. Böylece her 

( )
1

r

wf L G∈  verildiğinde, her 0ε >  sayısına karşılık her 1α α�  için 

1, 2r w
f e fα

ε
∗ − <                                          (4.3.10.1) 

olacak şekilde 1 Iα ∈  vardır. Yine [8, 3.2.Önerme] çalışmasında ( )
2

1
wL G  uzayının 

{ }
I

eα α∈
 sınırlı yaklaşık biriminin ( )( )2, ,L p q w d Gµ  uzayı için bir yaklaşık birim 

olduğu gösterildi. Bu takdirde aynı 0ε >  sayısı alındığında her ( )( )2, ,f L p q w d Gµ∈  

ve her 2α α�  için 

2, , 2p q w
f e fα

ε
∗ − <                                       (4.3.10.2) 



olacak şekilde 2 Iα ∈  vardır. Eğer 0 1α α�  ve 0 2α α�  ise aynı 0ε >  sayısı alındığında 

her ( )1 2,
, ,

w w

r p qf B G∈  ve her 0α α�  için (4.3.10.1) ve (4.3.10.2) ifadelerinden 

1 2

1 2

,

, , , , , 2 2

w w

r p q r w p q w
f e f f e f f e fα α α

ε ε
ε∗ − = ∗ − + ∗ − < + =  

bulunur. Böylece 1 p< < ∞ ,1 q≤ < ∞  için ( )( )1 21 2
,,

, , , ,
,

w ww w

r p q r p q
B G ⋅  uzayının kompakt 

destekli fonksiyonlardan oluşan sınırlı bir yaklaşık birimi vardır.  

 
4.3.11.Önerme: 1 , 1p q< < ∞ ≤ < ∞  ve 1 r≤ < ∞  olsun. Eğer 0 1w w�  ve 0 2w w�  ise  

( )1 2,
, ,

w w

r p qB G  uzayı bir esas Banach ( )
0

1
wL G − modüldür. 

 

İspat: ( )( )0 0

1

1,
,w w

L G ⋅  uzayının bir Banach cebiri olduğu biliniyor [31]. Yine 

4.3.7.Önermede ( )1 2,
, ,

w w

r p qB G  uzayının Banach ( )
0

1
wL G − modül olduğu gösterildi. Yine 

( )
0

1
w

L G  Banach cebirinin her ( )1 2,
, ,

w w

r p q
f B G∈  için 

1 2,

, ,
lim 0

w w

r p q
f e fα

α
∗ − =  

olacak şekilde bir { }
I

eα α∈
 sınırlı yaklaşık birimine sahip olduğu 4.3.10.Önermeden 

biliniyor. O halde [7] çalışmasındaki Module Factorization teoreminden dolayı 

( )1 2,
, ,

w w

r p qB G  uzayı ( )
0

1
wL G  uzayı üzerinde esas modüldür. 

 
4.3.12.Önerme: 1 2 3, ,w w w  ile 4w  fonksiyonları G  üzerinde ağırlık fonksiyonları ve 

1 r≤ ≤ ∞ , 0 ,p q< < ∞  olsun. 

i. ( ) ( )1 2,
, , 1

w w

r p qB G B G=  ve ( ) ( )3 4,
, , 2

w w

r p qB G B G=  diyelim. Bu takdirde  

( ) ( )1 2B G B G⊂  

olması için gerekli ve yeterli koşul her ( )1f B G∈  için 

2 1B B
f C f≤  

olacak şekilde bir 0C >  sayısının bulunmasıdır.  

ii. Eğer 1 20 q q< ≤ ≤ ∞  ve 1 3w w�  ise  

( ) ( )3 41 2

1 2

,,
, , , ,

w ww w

r p q r p qB G B G⊂  



kapsaması vardır. 

 

İspat: (i) ( ) ( )1 2B G B G⊂  olsun. ( )1B G  uzayı üzerindeki bir ⋅  fonksiyonunu 

( )1f B G∈  olmak üzere 

1 2B B
f f f= +  

biçiminde tanımlayalım. Bu fonksiyon iki normun toplamı olduğu için ( )1B G  uzayı 

üzerinde bir norm olur. Şimdi ( )( )1 ,B G ⋅  uzayının bir Banach uzayı olduğunu 

gösterelim. Bunun için  ( )( )1 ,B G ⋅  uzayından bir { }n n
f

∈�
 Cauchy dizisi alalım. 

Cauchy dizisi tanımı gereğince herhangi bir 0ε >  sayısı verildiğinde her 0,m n n≥  için 

1 2
n m n m n mB B

f f f f f f ε− = − + − <  

olacak şekilde bir 0n ∈�  sayısı vardır. Buradan her 0,m n n≥  için 

1
n m B

f f ε− <    ve  
2

n m B
f f ε− <  

yazılır. Bu ise { }n n
f

∈�
 dizisinin ( )1B G  ve ( )2B G  uzaylarında birer Cauchy dizisi 

olduğunu gösterir. ( )1B G  ve ( )2B G  uzayları birer Banach uzayı olduğundan { }n n
f

∈�
 

dizisi ( )1B G  uzayında bir f  fonksiyonuna ve ( )2B G  uzayında da bir g  fonksiyonuna 

yakınsar. Dolayısıyla 
, , ,p q p q w

⋅ ≤ ⋅  olduğundan verilen bu 0ε >  sayısı için her 1n n≥  

olduğunda 

2, , , 2n np q p q w
f f f f

ε
− ≤ − <                                      (4.3.12.1) 

olacak şekilde bir 1n ∈�  sayısı ve her 2n n≥  olduğunda 

4, , , 2n np q p q w
f g f g

ε
− ≤ − <                                     (4.3.12.2) 

olacak şekilde bir 2n ∈�  sayısı vardır. Bu takdirde { }n n
f

∈�
 dizisi ( )( ),L p q G  ve 

( )( )2, ,L p q w d Gµ   uzaylarında f  fonksiyonuna yakınsadığından µ  ve 2w dµ  

ölçümleri için ölçüm içinde de yakınsar [40]. O halde { }n n
f

∈�
 dizisinin her iki ölçüme 

göre (h.h.h.)  f  fonksiyonuna yakınsayan bir { }
knf  alt dizisi vardır [40]. Bu  { }n n

f
∈�

 



dizisinin ( )( )4, ,L p q w d Gµ  uzayında Cauchy dizisi olması kullanılırsa, bu 0ε >  sayısı 

için her 3, kn n n≥  olduğunda 

4, , , 2k kn n n n
p q p q w

f f f f
ε

− ≤ − <                                   (4.3.12.3) 

olacak şekilde bir 3n ∈�  vardır. Eğer { }4 2 3,n maks n n=  olarak seçilirse (4.3.12.2) ve 

(4.3.12.3) eşitsizliklerinden dolayı verilen bu 0ε >  sayısına karşılık her 4kn n≥  

olduğunda 

,, , 2 2k kn n n n p qp q p q
f g f f f g

ε ε
ε− ≤ − + − < + =  

elde edilir. Böylece { }
knf  dizisi ( )( ),L p q G  uzayında g  fonksiyonuna yakınsar. 

Böylece { }
knf  dizisi ölçüm içinde de g  fonksiyonuna yakınsar [40]. O halde { }

knf  

dizisinin g  fonksiyonuna (h.h.h.) yakınsayan bir { }
km

nf  alt dizisi vardır. Eğer { }
knf  

dizisinin f  fonksiyonuna noktasal yakınsamadığı noktaların kümesini A  ile 

gösterirsek, ( ) 0Aµ = ( )( )0
j

w A⇒ =  olur. Böylece her x G A∈ −  için verilen 0ε >  

sayısına karşılık her 1kn m≥  olduğunda 

( ) ( )
2kn

f x f x
ε

− <  

olacak şekilde bir 1m ∈�  vardır. Bunun sonucu olarak her x G A∈ −  için verilen 0ε >  

sayısına karşılık her 1mkn m≥  olduğunda 

( ) ( )
2km

n
f x f x

ε
− <                                          (4.3.12.4) 

yazılır. Yine { }
km

nf  dizisinin g  fonksiyonuna noktasal yakınsamadığı noktaların 

kümesini B  ile gösterirsek, ( ) 0Bµ = ( )( )0
j

w B⇒ =  olur. Böylece her x G B∈ −  için 

verilen 0ε >  sayısına karşılık her 2mkn m≥  olduğunda 

( ) ( )
2km

n
f x g x

ε
− <                                           (4.3.12.5) 

olacak şekilde bir 2m ∈�  vardır. Eğer { }0 1 2,m maks m m=  olarak seçilirse 0mkn m≥  

olduğunda her x A B∉ ∪  için (4.3.12.4) ve (4.3.12.5) ifadelerinden 



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2k km m

n n
g x f x g x f x f x f x

ε ε
ε− = − + − < + =  

bulunur. Sonuç olarak ( ) 0A Bµ ∪ = ( )( )0
j

w A B⇒ ∪ =  olduğundan f g=  

(h.h.h.) ( )( ). . .jf g w h h h⇒ = −  elde edilir. Eğer { }1 2,N maks n n=  seçilirse, her n N≥  

için  

1 2
n n nB B

f f f f f f ε− = − + − <  

çıkar. O halde ( )( )1 ,B G ⋅  uzayı bir Banach uzayıdır. Şimdi ispatı tamamlamak için 

Banach teoremini kullanacağız. Önce 

( )( ) ( )( )
( )

1
1 1, ,i

B
B G B G

f i f f

⋅ → ⋅

→ =
 

birim fonksiyonunu tanımlayalım. Bu fonksiyonun doğrusal, birebir ve örten olduğu 

açıktır. Ayrıca  ( )
11

BB
i f f f= ≤  eşitsizliğinden dolayı ( )i ⋅  fonksiyonu süreklidir. 

O halde Banach teoremine göre ( )i ⋅  fonksiyonu bir homeomorfizmadır. Bunun sonucu 

⋅  ve 
1B

⋅  normları denktir. Böylece her ( )1f B G∈  için 

1B
f C f≤  

olacak şekilde 0C >  sayısı vardır. Buradan her ( )1f B G∈  için 

2 1B B
f f C f≤ ≤  

yazılır. Bu ise istenendir. 

 Gerektirmenin diğer yanının ispatı kolaydır. 

(ii)  1 20 q q< ≤ ≤ ∞  ve dm  herhangi bir ölçüm olmak üzere her ( )( )1, ,f L p q dm G∈  

için 
2 1

* *

, ,p q p q
f f≤  eşitsizliği, dolayısıyla ( )( ) ( )( )1 2, , , ,L p q dm G L p q dm G⊂  

kapsaması [17] çalışmasından biliniyor. Eğer buradaki herhangi ölçüm yerine 2w dµ  

ölçümü alınırsa her ( )( )1 2, ,f L p q w d Gµ∈  için 
2 2 1 2

* *

, , , ,p q w p q w
f f≤  eşitsizliği, 

dolayısıyla 

( )( ) ( )( )1 2 2 2, , , ,L p q w d G L p q w d Gµ µ⊂                               (4.3.12.6) 



elde edilir [8, 2.5(ii).Önerme]. Yine 1 3w w�  ise ( ) ( )
1 3

r r

w wL G L G⊂  olduğu [13, 

1.5.Önerme] çalışmasından biliniyor. O halde (4.3.12.6) ifadesinden 

( ) ( )3 41 2

1 2

,,
, , , ,

w ww w

r p q r p qB G B G⊂  

kapsaması bulunur.  

 

Şimdi 1 2 3, ,w w w  ve 4w  ağırlık fonksiyonlarını kullanarak  

( ) ( ) ( )1 2'w x w x w x= +  ve ( ) ( ) ( )3 4''w x w x w x= +  

fonksiyonlarını tanımlayalım. Bu takdirde ( )'w x  ve ( )''w x  fonksiyonlarının birer 

ağırlık fonksiyonları olduğu kolayca görülebilir. 

 

4.3.13.Önerme: 1, 0 1p q= < ≤  ve 1 r≤ < ∞  olmak üzere her ( )1 2,
,1,

w w

r qf B G∈  için 

( ) ( ) ( ) ( )1 2,1

,1,
' '

w w

x r q
K f w x L f K f w x

− ≤ ≤  

olacak şekilde ( ) 0K f >  sayısı vardır.  

 

İspat: Herhangi bir ( )1 2,
,1,

w w

r qf B G∈  alalım. 1 r≤ < ∞  olduğunda her ( )
1

r

wf L G∈  için G  

grubundan �  kümesine tanımlı 
1,x r w

x L f→  fonksiyonunun ( )1w x  fonksiyonuna 

denk olduğu bilindiğinden her x G∈  için 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1

1 1,x r w
c f w x L f c f w x

−
≤ ≤                       (4.3.13.1) 

olacak şekilde bir ( ) 0c f >  sayısı vardır [11, 13]. Yine [8, 2.6.Önerme] ile her x G∈  

için 

( ) ( ) ( ) ( )
2

1 2 2 21, ,x q w
c f w x L f c f w x≤ ≤                              (4.3.13.2)                                      

olacak şekilde ( ) ( )1 2, 0c f c f >  sayıları vardır. O zaman (4.3.13.1) ve (4.3.13.2) 

eşitsizlikleri kullanıldığında 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1

1 1 2 1 2 2, 1, ,x xr w q w
c f w x c f w x L f L f c f w x c f w x

−
+ ≤ + ≤ +  

olur ve buna göre 

( ) ( ) ( ) ( )1 2,1

,1,
' '

w w

x r q
K f w x L f K f w x

−
≤ ≤  

olacak şekilde ( ) 0K f >  sayısı vardır.  



4.3.14.Önerme: 1p = , 0 1q< ≤  ve 1 r≤ < ∞  olmak üzere ( ) ( )3 41 2 ,,
,1, ,1,

w ww w

r q r qB G B G⊂  ise 

' ''w w�  olur. Yine eğer 1 3w w�  ve 2 4w w�  ise ( ) ( )3 41 2 ,,
,1, ,1,

w ww w

r q r qB G B G⊂  kapsaması 

vardır. 

 

İspat: Önce ( ) ( )3 41 2 ,,
,1, ,1,

w ww w

r q r qB G B G⊂  olduğunu kabul edelim. Herhangi bir ( )1 2,
,1,

w w

r qh B G∈  

için ( )3 4,
,1,

w w

r qh B G∈  olduğundan, 4.3.13.Önermeden dolayı 1 2,

,1,

w w

x r q
x L h→  fonksiyonu 

( )'w x  ağırlık fonksiyonuna, 3 4,

,1,

w w

x r q
x L h→  fonksiyonu da ( )''w x  ağırlık fonksiyonuna 

denktir. Böylece her x G∈  için 

( ) ( )1 2,1

,1,
' '

w w

x r q
k w x L h kw x

− ≤ ≤                               (4.3.14.1) 

olacak şekilde 0k >  sayısı ve 

( ) ( )3 4,1

,1,
'' ''

w w

x r q
l w x L h lw x

− ≤ ≤                               (4.3.14.2) 

olacak şekilde 0l >  sayısı vardır. Ayrıca ( ) ( )3 41 2 ,,
,1, ,1,

w ww w

r q r qB G B G⊂  olduğundan 

4.3.12.Önerme kullanılırsa 

3 4 1 2, ,

,1, ,1,

w w w w

x xr q r q
L h C L h≤                                     (4.3.14.3) 

olacak şekilde 0C >  sayısı bulunur. O halde (4.3.14.1), (4.3.14.2) ve (4.3.14.3) 

eşitsizlikleri kullanılırsa her x G∈  için 

( ) ( )3 4 1 2, ,1

,1, ,1,
'' '

w w w w

x xr q r q
l w x L h C L h Ckw x

− ≤ ≤ ≤  

olur. Buradan her x G∈  için 

( ) ( )'' 'w x Cklw x≤  

bulunur ve M Ckl=  denilirse ( ) ( )'' 'w x Mw x≤ . Bu ise ' ''w w�  olduğunu gösterir. 

          Şimdi 1 3w w�  ve 2 4w w�  olduğunu kabul edelim. Bu takdirde 1 3w w�  

olduğundan 

( ) ( )
1 3

r r

w wL G L G⊂                                           (4.3.14.4) 

ve yine [8] çalışması ile 2 4w w�  olduğunda 

( )( ) ( )( )2 41, , 1, ,L q w d G L q w d Gµ µ⊂                          (4.3.14.5) 

olduğu biliniyor. Bu takdirde (4.3.14.4) ve (4.3.14.5) kapsamalarından istenen elde 

edilir.  



4.3.15.Önerme: 0 ,p q< < ∞  olmak üzere 

( ) ( )1 32 4, ,
, , , ,

p p
w w w w

r p q r p qB G B G⊂  

olması için gerekli ve yeterli koşul her ( )1 2,
, ,

p
w w

r p qf B G∈  için 

3 14 2, ,

, , , ,

p p
w w w w

r p q r p q
f K f≤  

olacak şekilde bir K  sayısının bulunmasıdır. 

 

İspat: 4.3.12.Önermede 2w  yerine 2
pw  ve 4w  yerine de 4

pw  alınırsa istenen elde edilir. 

 

4.3.16.Önerme: 1 r≤ < ∞  ve 1 q p≤ ≤ < ∞  olmak üzere her ( )1 2,
, ,

p
w w

r p qf B G∈  için  

( ) ( ) ( )1 12 2, ,

, , , ,
' '

p p
w w w w

x r p q r p q
s f w x L f w x f≤ ≤  

olacak şekilde ( ) 0s f >  sayısı vardır. 

 

İspat: Herhangi bir ( )1 2,
, ,

p
w w

r p qf B G∈  alalım. O zaman ( )
1

r

w
f L G∈  ve 

( )( )2, , pf L p q w d Gµ∈  olur. Bu takdirde [13] çalışmasına göre 
1,x r w

x L f→  

fonksiyonu ( )1w x  ağırlık fonksiyonuna denk olduğundan her x G∈  için 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1
1 1,x r w

k f w x L f k f w x− ≤ ≤                        (4.3.16.1) 

olacak şekilde ( ) 0k f >  sayısı bulunur. Ayrıca q p≤  olduğundan [8] çalışmasındaki 

2.9.Önermeden dolayı 

 

( ) ( ) ( )
2 2 2

1
2 2, , , , ,p px xp w p q w p q w

c f w x L f L f w x f− ≤ ≤ ≤           (4.3.16.2) 

 

yazılır. Eğer ( ) { }1 1min ,s f c k− −=  denirse (4.3.16.1) ve (4.3.16.2) eşitsizliklerine göre 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ } 1 2

1 2

,

1 2 1 2, , , , ,
,

p

p

w w

x xr w p q w r p q
s f w x w x L f L f maks w x w x f+ ≤ + ≤  

olur ve buradan 

( ) ( ) ( )1 12 2, ,

, , , ,
' '

p p
w w w w

x r p q r p q
s f w x L f w x f≤ ≤  

elde edilir.  

 



4.3.17.Önerme: 1 r≤ < ∞  ve 1 q p≤ ≤ < ∞  olmak üzere ( ) ( )1 32 4, ,
, , , ,

p p
w w w w

r p q r p qB G B G⊂  ise 

' ''w w�  olur. Yine 1 3w w�  ve 2 4w w�  ise ( ) ( )1 32 4, ,
, , , ,

p p
w w w w

r p q r p qB G B G⊂  olur.  

 

İspat: Önce ( ) ( )1 32 4, ,
, , , ,

p p
w w w w

r p q r p qB G B G⊂  olduğunu kabul edelim. O zaman 4.3.16.Önermeye 

göre ( )1 2,
, ,

p
w w

r p qh B G∈  olmak üzere 1 2,

, ,

p
w w

x r p q
x L h→  fonksiyonu 'w  ağırlık fonksiyonuna, 

( )3 4,
, ,

p
w w

r p qh B G∈  olmak üzere 3 4,

, ,

p
w w

x r p q
x L h→  fonksiyonu da ''w  ağırlık fonksiyonuna 

denktir. Böylece ( )1 2,
, ,

p
w w

r p qf B G∈  olmak üzere her x G∈  için 

( ) ( )1 2,1

, ,
' '

p
w w

x r p q
s w x L f sw x− ≤ ≤                                   (4.3.17.1) 

olacak şekilde 0s >  sayısı ve 

( ) ( )3 4,1

, ,
'' ''

p
w w

x r p q
m w x L f mw x− ≤ ≤                                    (4.3.17.2) 

olacak şekilde 0m >  sayısı vardır. Ayrıca 4.3.15.Önermeden dolayı her x G∈  için 

3 14 2, ,

, , , ,

p p
w w w w

x xr p q r p q
L f K L f≤                                        (4.3.17.3) 

olacak şekilde 0K >  sayısı vardır. O halde (4.3.17.1), (4.3.17.2) ve (4.3.17.3) 

eşitsizlikleri ile 

( ) ( )3 14 2, ,1

, , , ,
'' '

p p
w w w w

x xr p q r p q
m w x L f K L f Ksw x− ≤ ≤ ≤  

olur. Buradan her x G∈  için 

( ) ( )'' 'w x Ksmw x≤  

bulunur ve N Ksm=  denirse her x G∈  için ( ) ( )'' 'w x Nw x≤  yazılır. Bu ise ' ''w w�  

olduğunu gösterir. 

 Tersine 1 3w w�  ve 2 4w w�  olsun. Bu takdirde 1 3w w�  olduğundan 

( ) ( )
1 3

r r

w wL G L G⊂                                             (4.3.17.4) 

olur. Yine 2 4w w�  olduğundan [8] çalışmasına göre 

( )( ) ( )( )2 4, , , ,p pL p q w d G L p q w d Gµ µ⊂                          (4.3.17.5) 

yazılır. Bu takdirde (4.3.17.4) ve (4.3.17.5) kapsamalarından istenen elde edilir. 

 
 



4.4. ( )1 2,
, ,

w w d

r p q
B �  Uzaylarında Kompakt Gömülmeler 

  
 Bu bölümde üzerindeki dx  Lebesgue ölçümü ile d

�  uzayı üzerinde 

çalışılacaktır. d
�  üzerinde tanımlı, karmaşık değerli ve kompakt destekli sürekli 

fonksiyonların uzayı ( )d

c
C �  ile gösterilecektir. Gürkanlı [14] çalışmasındaki 

yöntemler izlenecek ve 4.3.kesimdeki kapsamalarla ilgili önermelerden 

yararlanılacaktır. 

 

4.4.1.Önerme: 1 , 0 ,r p q≤ < ∞ < < ∞  olsun. Eğer bir { }n n
f

∈�
 dizisi ( )1 2,

, ,
w w d

r p q
B �  

uzayında sıfıra yakınsıyorsa, bu dizi belirsiz (vague) topolojiye göre de sıfıra yakınsar. 

Yani her ( )d

c
k C∈ �  için  n → ∞  olduğunda 

( ) ( ) 0
d nf x k x dx →∫�  

olur. 

 

İspat: { }n n
f

∈�
 dizisi ( )1 2,

, ,
w w d

r p q
B �  uzayında sıfıra yakınsayan bir dizi olsun. Herhangi bir 

( )d

c
k C∈ �  için Hölder eşitsizliği kullanılırsa 

1 1
1

'r r
+ =  olmak üzere 

( ) ( ) 1 2

1

,

' ' , ' , ,d

w w

n n n nr r r r w r r p q
f x k x dx k f k f k f≤ ≤ ≤∫�           (4.4.1.1) 

eşitsizliği yazılır. O halde (4.4.1.1) ifadesi gereğince { }n n
f

∈�
 dizisi belirsiz topolojiye 

göre de sıfıra yakınsar. 

 

4.4.2.Önerme: 1 r≤ < ∞ , 1 2,w w  ve ν  fonksiyonları d
�  üzerinde tanımlı Beurling 

ağırlık fonksiyonları olmak üzere 2 1w w≺  ve 1wν ≺  olsun. Eğer x → ∞  için 
( )
( )1

x

w x

ν
 

oranı d
�  uzayında sıfıra yakınsamıyorsa ( )1 2,

, ,
w w d

r p q
B �  uzayından ( )r dLν �  uzayına olan 

gömülme kompakt değildir.  

 

İspat: İlk olarak x → ∞  için ( )1w x → ∞  olduğunu kabul edelim. 1wν ≺  olduğundan 

her dx ∈�  için ( ) ( )1x Cw xν ≤  olacak şekilde 0C >  sayısı vardır. Böylece 



( ) ( ) ( )1 2

1

,
, ,

w w d r d r d

r p q w
B L Lν⊂ ⊂� � �  kapsamaları gerçekleşir. Şimdi d

�  uzayından bir 

{ }n n
t

∈�
 dizisini n → ∞  olduğunda 

nt → ∞  olacak şekilde seçelim. Hipotez gereğince 

x → ∞  olduğunda 
( )
( )1

x

w x

ν
 oranı sıfıra yakınsamıyorsa x → ∞  için 

( )
( )1

x

w x

ν
δ≥  olacak 

şekilde en az bir 0δ >  sayısı vardır. ( )1 2,
, ,

w w d

r p q
B �  uzayından ( )r dLν �  uzayına olan 

gömülmenin kompakt olmadığını göstermek için herhangi bir ( )1 2,
, ,

w w d

r p q
f B∈ � , 0f ≠  

fonksiyonunu alalım ve her n ∈�  için ( )1
1 nn n tf w t L f−=  olmak üzere bir { }n n

f
∈�

 dizisi 

oluşturalım. Bu takdirde 

( ) ( )
1 2 1 21 2
, ,, 1 1

1 1, , , , , ,n n

w w w ww w

n n t n tr p q r p q r p q
f w t L f w t L f

− −= =  

olur. Yine 2 1w w≺  olduğundan her x G∈  için ( ) ( )2 1'w x C w x≤  olacak şekilde bir 

' 0C >  sayısı ve ( )1 2,
, ,

w w d

r p q
B �  uzayı ötelemeler altında değişmez olduğundan 

4.3.3.Önermeye göre her n ∈�  için 

( ) ( )

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ){ }

{ }

1 2 1 21 2

1 2

1 2

1 2

1 2

, ,, 1 1
1 1, , , , , ,

1 ,1
1 1 2 , ,

,1
1 1 2 , ,

,1
1 1 1 , ,

,

, ,

,

,

, '

1, '

n n

w w w ww w

n n t n tr p q r p q r p q

w wp

n n n r p q

w w

n n n r p q

w w

n n n r p q

w w

r p q

f w t L f w t L f

w t maks w t w t f

w t maks w t w t f

w t maks w t C w t f

maks C f

− −

−

−

−

= =

≤

≤

≤

=

                    (4.4.2.1) 

olacak şekilde sayısı vardır. Buna göre { }n n
f

∈�
 dizisi ( )1 2,

, ,
w w d

r p q
B �  uzayında sınırlıdır. 

Şimdi de  { }n n
f

∈�
 dizisinin ( )r dLν �  uzayında yakınsak bir alt dizisinin olamayacağını 

gösterelim. Her  ( )d

c
k C∈ �  için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 2

1
1

1

,

' ' ' , ,
1 1 1

1

1 1 1

d d dn n

n

n n t t

n

w w

tr r r r r p qr
n n n

f x k x dx w t L f x k x dx L f x k x dx
w t

k L f k f k f
w t w t w t

−= =

≤ = ≤

∫ ∫ ∫� � �

  (4.4.2.2) 

 
olur. Yukarıdaki (4.4.2.2) ifadesinde n → ∞  için sağ taraf sıfıra yakınsadığından 



( ) ( ) 0
d nf x k x dx →∫�  

olur. Bu durumda 

( ) ( ) 1 2

1

,

' ' , ' , ' , ,d

w w

n n n n nr r r r r r w r r p q
f x k x dx k f k f k f k f

ν
≤ ≤ ≤ ≤∫�       (4.4.2.3) 

eşitsizliğine göre { }n n
f

∈�
 dizisi ( )r dLν �  uzayında yakınsak ise limiti sıfır olmalıdır. 

Yine her ( )r df Lν∈ �  ve her dx ∈�  için 

( ) ( ) ( ) ( )1 2,x r
c f x L f c f x

ν
ν ν≤ ≤                                 (4.4.2.4) 

olacak şekilde ( ) ( )1 2, 0c f c f >  sayılarının varlığı biliniyor [11]. O zaman (4.4.2.4) 

ifadesi kullanılarak  

( ) ( )

( ) ( )

1 1
1 1, , ,

1
1 1

n nn n t n tr r r

n

f w t L f w t L f

c w t x

ν ν ν

ν

− −

−

= =

≥
                      (4.4.2.5) 

bulunur. Yine n → ∞  için nt → ∞  olduğundan 
( )
( )1

0n

n

v t

w t
δ≥ >  olacağından (4.4.2.5) 

ifadesine göre n → ∞  olduğunda 

( ) ( )1
1 1 1,n nr

f c w t x c
ν

ν δ−≥ ≥                               (4.4.2.6) 

elde edilir. Bu ise { }n n
f

∈�
 dizisinin ( )r d

v
L �  uzayında yakınsak bir alt dizisinin 

olamayacağını gösterir. O halde ( ) ( )1 2,
, ,: w w d r d

r p q
i B Lν→� �  gömülmesi kompakt değildir.  

 Şimdi de  ( )1w x  fonksiyonunun sabit veya sınırlı olduğunu kabul edelim. O 

zaman 1wν ≺  ve 2 1w w≺  olduğundan ( ) ( )1 2,
, ,

w w d

c r p q
C G B⊂ �  ve x → ∞  olduğunda 

( )
( )1

x

w x

ν
 oranı sıfıra yakınsak olmaz. Herhangi bir ( ) ( )1 2,

, ,
w w d

c r p q
f C G B∈ ⊂ �  fonksiyonu 

alalım ve ( )1
1 nn n tf w t L f−=  dizisini oluşturalım. Bu dizi (4.4.2.1) ifadesiyle ( )1 2,

, ,
w w d

r p q
B �  

uzayında sınırlı olur ve (4.4.2.2) eşitsizliğiyle n → ∞  için belirsiz topolojiye göre sıfıra 

yakınsar. Yine (4.4.2.3) ifadesiyle { }n n
f

∈�
 dizisi ( )r dLν �  uzayında yakınsak ise limiti 

sıfır olmalıdır. Bu takdirde { }n n
f

∈�
 dizisinin ( )r dLν �  uzayında yakınsak bir alt 



dizisinin olamayacağı (4.4.2.5) ve (4.4.2.6) ifadelerinden görülür ve böylece 

( ) ( )1 2,
, ,: w w d r d

r p q
i B Lν→� �  gömülmesi kompakt değildir. 

Yine 0 1p< <  için { }n n
f

∈�
 dizisi ( )

1

1 n

p

n n tf w t L f
−

=  şeklinde oluşturulursa, 

benzer yöntemlerle sonuç görülür. 

 

4.4.3.Önerme: 1 2 3, ,w w w  fonksiyonları d
�  üzerinde tanımlı Beurling ağırlık 

fonksiyonları 1 r≤ < ∞  ve  1 q p≤ ≤ < ∞  olsun. Eğer  

i. 3 2 1w w w≺ ≺  olduğunda x → ∞  için 
( )
( )

3

1

w x

w x
 oranı sıfıra yakınsamıyorsa veya  

ii. 1 2w w≺ , 3 2w w≺  olduğunda x → ∞  için 
( )
( )

3

2

w x

w x
 oranı sıfıra yakınsamıyorsa, 

( )1 2,
, ,

Pw w d

r p qB �  uzayından ( )( )3, , p dL p q w dx �  uzayına olan gömülme kompakt değildir.  

 

İspat: (i) Kabul edelim ki x → ∞  için ( )1w x → ∞  olsun. 3 2 1w w w≺ ≺  olduğundan her 

dx ∈�  için ( ) ( )2 1 1w x C w x≤  ve ( ) ( )3 2 2w x C w x≤  olacak şekilde 1 2, 0C C >  sayıları 

vardır. Böylece  

( ) ( )( ) ( )( )1 2,
, , 2 3, , , ,

Pw w d P d P d

r p qB L p q w dx L p q w dx⊂ ⊂� � �  

olur. Şimdi n → ∞  olduğunda nt → ∞  olacak şekilde d
�  uzayından bir { }n n

t
∈�

 dizisini 

seçelim. Yine x → ∞  iken 
( )
( )

3

1

w x

w x
 oranı sıfıra yakınsamadığından x → ∞  iken 

( )
( )

3

1

w x

w x
δ≥  olacak şekilde en az bir 0δ >  sayısı vardır. Herhangi bir ( )1 2,

, ,

P
w w d

r p q
f B∈ � , 

0f ≠  fonksiyonu alalım ve her n ∈�  için ( )1
1 nn n tf w t L f−=  olmak üzere bir { }n n

f
∈�

 

dizisi oluşturalım. O zaman 2 1w w≺  ve ( )1 2,
, ,

Pw w d

r p qB �  uzayı ötelemeler altında değişmez 

olduğu kullanılırsa 4.3.3.Önermeye göre her n ∈�  için 



( ) ( )

( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ){ }

{ }

1 2 1 21 2

1 2

1 2

1 2

, ,, 1 1
1 1, , , , , ,

,1
1 1 2 , ,

,1
1 1 1 1 , ,

,

1 , ,

,

,

1,

P PP

n n

P

P

P

w w w ww w

n n t n tr p q r p q r p q

w w

n n n r p q

w w

n n n r p q

w w

r p q

f w t L f w t L f

w t maks w t w t f

w t maks w t C w t f

maks C f

− −

−

−

= =

≤

≤

≤

                   (4.4.3.1) 

olur. Böylece { }n n
f

∈�
 dizisi ( )1 2,

, ,

Pw w d

r p qB �  uzayında sınırlı olur. Şimdi de  { }n n
f

∈�
 

dizisinin ( )( )3, , p dL p q w dx �  uzayında yakınsak bir alt dizisinin olamayacağını 

gösterelim. Her  ( )d

c
k C∈ �  için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
1 2

1
1

1

' '
1 1

,

' , ,
1

1

1 1

1

d d dn n

n

P

n n t t

n

tr r rr
n n

w w

r r p q
n

f x k x dx w t L f x k x dx L f x k x dx
w t

k L f k f
w t w t

k f
w t

−= =

≤ =

≤

∫ ∫ ∫� � �

 (4.4.3.2) 

elde edilir. Yukarıdaki (4.4.3.2) ifadesinde n → ∞  için sağ taraf sıfıra yakınsadığından, 

( ) ( ) 0
d n

f x k x dx →∫�  

olur. Bu durumda 

( ) ( )
3

1 2

2

' ' , ,

,

' , , ' , ,

pd

p

p

n n np p p p q w

w w

n np p q w r r p q

f x k x dx k f k f

k f k f

≤ ≤

≤ ≤

∫�
                    (4.4.3.3) 

eşitsizliğiyle { }n n
f

∈�
 dizisi ( )( )3, , p dL p q w dx �  uzayında yakınsak ise limiti sıfır 

olmalıdır. Yine her ( )( )3, , p df L p q w dx∈ �  için 

( ) ( )
3

1 3 2 3, , px p q w
c w x L f c w x≤ ≤                               (4.4.3.4) 

olacak şekilde 1 2, 0c c >  sayıları vardır [8]. O zaman (4.4.3.4) eşitsizliğinden 

 

( ) ( )

( ) ( )

3 3 3

1 1
1 1, , , , , ,

1
1 1 3

p p pn nn n t n tp q w p q w p q w

n n

f w t L f w t L f

c w t w t

− −

−

= =

≥
             (4.4.3.5) 



bulunur. Ayrıca n → ∞  için 
( )
( )

3

1

0n

n

w t

w t
δ≥ >  olduğundan, (4.4.3.5) ifadesine göre 

yeterince büyük n ∈�  sayıları için 

( ) ( )
3

1
1 1 3 1, , pn n np q w

f c w t w t c δ−≥ ≥  

elde edilir. Bu ise { }n n
f

∈�
 dizisinin ( )( )3, , p dL p q w dx �  uzayında yakınsak bir alt 

dizisinin olamayacağını gösterir. O halde ( ) ( )( )1 2,
, , 3: , ,

Pw w d p d

r p qi B L p q w dx→� �  

gömülmesi kompakt değildir. 

 Şimdi de x → ∞  için ( )1w x  fonksiyonunun sabit veya sınırlı olduğunu kabul 

edelim. O zaman 3 2 1w w w≺ ≺  olduğundan ( ) ( )1 2,
, ,

p
w w d

c r p q
C G B⊂ �  ve x → ∞  olduğunda 

( )
( )

3

1

w x

w x
 oranı sıfıra yakınsak olmaz. Herhangi bir ( ) ( )1 2,

, ,

p
w w d

c r p q
f C G B∈ ⊂ �  fonksiyonu 

alalım ve ( )1
1 nn n tf w t L f−=  dizisini oluşturalım. Bu dizi (4.4.3.1) ifadesiyle ( )1 2,

, ,

p
w w d

r p q
B �  

uzayında sınırlı olur ve (4.4.3.2) eşitsizliğiyle n → ∞  için belirsiz topolojiye göre sıfıra 

yakınsar. Yine (4.4.3.3) ifadesiyle { }n n
f

∈�
 dizisi ( )( )3, , pL p q w d Gµ  uzayında yakınsak 

ise limiti sıfır olmalıdır. Bu takdirde { }n n
f

∈�
 dizisinin ( )( )3, , pL p q w d Gµ  uzayında 

yakınsak bir alt dizisinin olamayacağı (4.4.3.4) ve (4.4.3.5) ifadelerinden görülür ve 

böylece ( ) ( )( )1 2,
, , 3: , ,

P
w w d p d

r p q
i B L p q w dx→� �  gömülmesi kompakt değildir. 

 

(ii) Kabul edelim ki x → ∞  için ( )2w x → ∞  olsun. 1 2w w≺ , 3 2w w≺  olduğundan her 

dx ∈�  için ( ) ( )1 1 2w x C w x≤  ve ( ) ( )3 2 2w x C w x≤  olacak şekilde 1 2, 0C C >  sayıları 

vardır. Böylece [8] çalışmasına göre 

( ) ( )( ) ( )( )1 2,
, , 2 3, , , ,

P
w w d P d P d

r p q
B L p q w dx L p q w dx⊂ ⊂� � �  

olur. Şimdi d
�  uzayından n → ∞  olduğunda nt → ∞  olacak şekilde bir { }n n

t
∈�

 dizisini 

alalım. Hipoteze göre x → ∞  için 
( )
( )

3

2

w x

w x
 oranı sıfıra yakınsamıyorsa x → ∞  için 

( )
( )

3

2

w x

w x
δ≥  olacak şekilde en az bir 0δ >  sayısı vardır. Herhangi bir ( )1 2,

, ,

Pw w d

r p qf B∈ � , 



0f ≠  fonksiyonunu alalım ve ( )1
2 nn n tf w t L f−=  olmak üzere bir { }n n

f
∈�

 dizisi 

oluşturalım. O zaman 1 2w w≺  ve ( )1 2,
, ,

Pw w d

r p qB �  uzayı ötelemeler altında değişmez 

olduğundan 4.3.3.Önermeye göre her n ∈�  için 

( ) ( )

( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ){ }

{ }

1 2 1 21 2

1 2

1 2

1 2

, ,, 1 1
2 2, , , , , ,

,1
2 1 2 , ,

,1
2 1 2 2 , ,

,

1 , ,

,

,

1,

P PP

n n

P

P

P

w w w ww w

n n t n tr p q r p q r p q

w w

n n n r p q

w w

n n n r p q

w w

r p q

f w t L f w t L f

w t maks w t w t f

w t maks C w t w t f

maks C f

− −

−

−

= =

≤

≤

≤

                           (4.4.3.6) 

bulunur. Böylece { }n n
f

∈�
 dizisi ( )1 2,

, ,

Pw w d

r p qB �  uzayında sınırlı olur. Şimdi de  { }n n
f

∈�
 

dizisinin ( )( )3, , p d
L p q w dx �  uzayında yakınsak bir alt dizisinin olamayacağını 

gösterelim. Eğer 
1 1

1
'r r

+ =  ise her  ( )d

c
k C∈ �  için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
1 2

1
2

2

' '
2 2

,

' , ,
2

1

1 1

1

d d dn n

n

P

n n t t

n

tr r rr
n n

w w

r r p q
n

f x k x dx w t L f x k x dx L f x k x dx
w t

k L f k f
w t w t

k f
w t

−= =

≤ =

≤

∫ ∫ ∫� � �

 (4.4.3.7) 

elde edilir. Yukarıdaki (4.4.3.7) ifadesinde n → ∞  iken sağ taraf sıfıra yakınsadığından, 

( ) ( ) 0
d nf x k x dx →∫�  

çıkar. Sonuç olarak (4.4.3.3) ifadesine göre { }n n
f

∈�
 dizisi ( )( )3, , p d

L p q w dx �  uzayında 

yakınsak ise limiti sıfır olmalıdır. Yine her ( )( )3, , p d
f L p q w dx∈ �  için 

( ) ( ) ( ) ( )
3

1 3 2 3, , px p q w
c f w x L f c f w x≤ ≤                           (4.4.3.8) 

olacak şekilde 1 2, 0c c >  sayıları vardır [8]. O zaman (4.4.3.8) eşitsizliğiyle 

( ) ( )

( ) ( )

3 3 3

1 1
2 2, , , , , ,

1
1 2 3

p p pn nn n t n tp q w p q w p q w

n n

f w t L f w t L f

c w t w t

− −

−

= =

≥
              (4.4.3.9) 



bulunur. Ayrıca n → ∞  için 
( )
( )

3

2

0n

n

w t

w t
δ≥ >  olduğundan, (4.4.3.9) ifadesine göre 

yeterince büyük n ∈�  sayıları için 

( ) ( )
3

1
1 2 3 1, , pn n np q w

f c w t w t c δ−≥ ≥                               (4.4.3.10) 

elde edilir. Bu ise { }n n
f

∈�
 dizisinin ( )( )3, , p d

L p q w dx �  uzayında yakınsak bir alt 

dizisinin olamayacağını gösterir. O halde ( ) ( )( )1 2,
, , 3: , ,

Pw w d p d

r p qi B L p q w dx→� �  

gömülmesi kompakt değildir. 

 Şimdi de x → ∞  için ( )2w x  fonksiyonunun sabit veya sınırlı olduğunu kabul 

edelim. O zaman 1 2w w≺  ve 3 2w w≺  olduğundan ( ) ( )1 2,
, ,

p
w w d

c r p q
C G B⊂ �  ve x → ∞  

olduğunda 
( )
( )

3

2

w x

w x
 oranı sıfıra yakınsamaz. Herhangi bir ( ) ( )1 2,

, ,

p
w w d

c r p q
f C G B∈ ⊂ �  

fonksiyonu alalım ve ( )1
1 nn n tf w t L f−=  dizisini oluşturalım. Bu dizi (4.4.3.6) ifadesiyle 

( )1 2,
, ,

p
w w d

r p qB �  uzayında sınırlı olur ve (4.4.3.7) eşitsizliğiyle n → ∞  için belirsiz 

topolojiye göre sıfıra yakınsar. Yine (4.4.3.3) ifadesiyle { }n n
f

∈�
 dizisi 

( )( )3, , p
L p q w d Gµ  uzayında yakınsak ise limiti sıfır olmalıdır. Bu takdirde { }n n

f
∈�

 

dizisinin ( )( )3, , p
L p q w d Gµ  uzayında yakınsak bir alt dizisinin olamayacağı (4.4.3.9) 

ve (4.4.3.10) ifadelerinden görülür ve böylece ( ) ( )( )1 2,
, , 3: , ,

P
w w d p d

r p q
i B L p q w dx→� �  

gömülmesi kompakt değildir. 

 

4.4.4.Önerme: 1 2 3 4, , ,w w w w  fonksiyonları d
�  uzayı üzerinde tanımlı Beurling ağırlık 

fonksiyonları, 1 q p≤ ≤ < ∞  ve 1 r≤ < ∞  olsun. Eğer 

i. 4 2 1w w w≺ ≺ , 3 1w w≺  ve x → ∞  için 
( )
( )

3

1

w x

w x
 oranı sıfıra yakınsamıyorsa, 

ii. 3 1 2w w w≺ ≺ , 4 2w w≺  ve x → ∞  için 
( )
( )

3

2

w x

w x
 oranı sıfıra yakınsamıyorsa, 

iii. 3 1 2w w w≺ ≺ , 4 2w w≺  ve x → ∞  için 
( )
( )

4

2

w x

w x
 oranı sıfıra yakınsamıyorsa, 



iv. 4 2 1w w w≺ ≺ , 3 1w w≺  ve x → ∞  için 
( )
( )

4

1

w x

w x
 oranı sıfıra yakınsamıyorsa, 

( )1 2,
, ,

p
w w d

r p q
B �  uzayından ( )3 4,

, ,

p
w w d

r p q
B �  uzayına olan gömülme kompakt değildir. 

 

İspat: (i) 4 2 1w w w≺ ≺  ve 3 1w w≺  olduğundan her d
x ∈�  için ( ) ( )4 2'w x C w x≤  ve 

( ) ( )3 1''w x C w x≤  olacak şekilde ', '' 0C C >  sayıları vardır. Böylece 4.3.17.Önermeden 

dolayı ( ) ( )1 32 4, ,
, , , ,

p p
w w w wd d

r p q r p qB B⊂� �  olur ve ( )1 2,
, ,

p
w w d

r p qB �  uzayından ( )3 4,
, ,

p
w w d

r p qB �  uzayına 

olan birim dönüşüm süreklidir. Şimdi x → ∞  için 
( )
( )

3

1

w x

w x
 oranının sıfıra 

yakınsamadığını kabul edelim ve ( )1 2,
, ,

p
w w d

r p qB �  uzayından herhangi bir { }n n
f

∈�
 sınırlı 

dizisini alalım. Eğer bu { }n n
f

∈�
 dizisinin bir alt dizisi ( )3 4,

, ,

p
w w d

r p qB �  uzayında yakınsak 

olsaydı ( )
3

r d

w
L �  uzayında da yakınsak olurdu. Halbuki 4.4.2.Önermeye göre 2 1w w≺ , 

3 1w w≺  ve x → ∞  için 
( )
( )

3

1

w x

w x
 oranı d

�  uzayında sıfıra yakınsamıyorsa ( )1 2,
, ,

w w d

r p q
B �  

uzayından ( )
3

r d

w
L �  uzayına olan gömülme kompakt değildi. Bu ise çelişki yaratır. 

Bundan dolayı ( ) ( )1 32 4, ,
, , , ,:

p p
w w w wd d

r p q r p qi B B→� �  gömülmesi kompakt olamaz. 

 

(ii) Yukarıdaki (i) şıkkına benzer yöntemle ( )1 2,
, ,

p
w w

r p qB G  uzayından ( )3 4,
, ,

p
w w

r p qB G  uzayına 

olan gömülmenin kompakt olmadığı söylenir.  

 

(iii) Kabul edelim ki 3 1 2w w w≺ ≺ , 4 2w w≺  olsun ve x → ∞  için 
( )
( )

4

2

w x

w x
 oranı sıfıra 

yakınsamasın. Bu takdirde ( ) ( )4 2'w x C w x≤  ve ( ) ( )3 1''w x C w x≤  olacak şekilde 

', '' 0C C >  sayıları vardır. Böylece 4.3.17.Önermeden dolayı ( ) ( )1 32 4, ,
, , , ,

p p
w w w wd d

r p q r p qB B⊂� �  

kapsaması gerçekleşir ve ( )1 2,
, ,

p
w w d

r p qB �  uzayından ( )3 4,
, ,

p
w w d

r p qB �  uzayına olan birim 

dönüşüm süreklidir. Şimdi ( )1 2,
, ,

p
w w d

r p qB �  uzayından sınırlı bir { }n n
f

∈�
 dizisi alalım. Eğer 

bu { }n n
f

∈�
 dizisinin bir alt dizisi ( )3 4,

, ,

p
w w d

r p qB �  uzayında yakınsak ise ( )( )4, , p d
L p q w dx �  



uzayında da yakınsaktır. Bu ise 4.4.3.Önermeye göre bir çelişki yaratır. Bundan dolayı 

( ) ( )1 32 4, ,
, , , ,:

p p
w w w wd d

r p q r p q
i B B→� �  gömülmesi kompakt değildir.  

 

(iv) Yukarıdaki (iii) şıkkına benzer yöntemle ( )1 2,
, ,

p
w w d

r p q
B �  uzayından ( )3 4,

, ,

p
w w d

r p q
B �  

uzayına olan gömülmenin kompakt olmadığı söylenir.  

 

4.4.5.Önerme: 1 2 3, ,w w w  fonksiyonları d
�  üzerinde tanımlı Beurling ağırlık 

fonksiyonları olmak üzere 3 2 1w w w≺ ≺  ve 0 1q< ≤ , 1 r≤ < ∞  olsun. Eğer x → ∞  için 

( )
( )

3

1

w x

w x
 oranı sıfıra yakınsamıyorsa ( )1 2,

,1,
w w d

r qB �  uzayından ( )( )31, , dL q w dx �  uzayına 

olan gömülme kompakt değildir.  

 

İspat: İlk olarak kabul edelim ki x → ∞  için ( )1w x → ∞  olsun. 3 2 1w w w≺ ≺  

olduğundan her d
x ∈� için ( ) ( )2 1 1w x C w x≤  ve ( ) ( )3 2 2w x C w x≤  olacak şekilde 

1 2, 0C C >  sayıları vardır. Böylece [8] çalışmasına göre 

( ) ( )( ) ( )( )1 2,
,1, 2 31, , 1, ,w w d d d

r q
B L q w dx L q w dx⊂ ⊂� � �  

yazılır. Şimdi d
�  uzayından n → ∞  olduğunda nt → ∞  olacak şekilde bir { }n n

t
∈�

 

dizisini seçelim. Yine x → ∞  için 
( )
( )

3

1

w x

w x
 oranı sıfıra yakınsamıyorsa x → ∞  için 

( )
( )

3

1

w x

w x
δ≥  olacak şekilde en az bir 0δ >  sayısı vardır. ( )1 2,

,1,
w w d

r q
B �  uzayından 

( )( )31, , d
L q w dx �  uzayına olan gömülmenin kompakt olmadığını göstermek için 

herhangi bir ( )1 2,
,1,0 w w

r qf B G≠ ∈  fonksiyonunu alalım ve her n ∈�  için ( )1
1 nn n tf w t L f−=  

olacak şekilde bir { }n n
f

∈�
 dizisi oluşturalım. Yine 2 1w w≺  ve ( )1 2,

,1,
w w d

r q
B �  uzayı 

ötelemeler altında değişmez olduğundan 4.3.3.Önermeye göre her n ∈�  için 

 



( ) ( )

( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ){ }

{ }

1 2 1 21 2

1 2

1 2

1 2

, ,, 1 1
1 1,1, ,1, ,1,

,1
1 1 2 ,1,

,1
1 1 1 1 ,1,

,

1 ,1,

,

,

1,

n n

w w w ww w

n n t n tr q r q r q

w w

n n n r q

w w

n n n r q

w w

r q

f w t L f w t L f

w t maks w t w t f

w t maks w t C w t f

maks C f

− −

−

−

= =

≤

≤

≤

                 (4.4.5.1) 

bulunur. Böylece { }n n
f

∈�
 dizisi ( )1 2,

,1,
w w d

r q
B �  uzayında sınırlı olur. Şimdi de  { }n n

f
∈�

 

dizisinin ( )( )31, , d
L q w dx �  uzayında yakınsak bir alt dizisinin olamayacağını 

gösterelim. Her  ( )d

c
k C∈ �  için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
1 2

1
1

1

' '
1 1

,

' ,1,
1

1

1 1

1

d d dn n

n

n n t t

n

tr r rr
n n

w w

r r q
n

f x k x dx w t L f x k x dx L f x k x dx
w t

k L f k f
w t w t

k f
w t

−= =

≤ =

≤

∫ ∫ ∫� � �

(4.4.5.2) 

elde edilir. Yukarıdaki (4.4.5.2) ifadesinde n → ∞  için sağ taraf sıfıra yakınsadığından, 

( ) ( ) 0
d nf x k x dx →∫�  

çıkar. Sonuç olarak 

( ) ( )
3 3

1 2

2

1 1, 1, ,

,

1, , ,1,

d n n n nw q w

w w

n nq w r q

f x k x dx k f k f k f

k f k f

∞ ∞ ∞

∞ ∞

≤ ≤ ≤

≤ ≤

∫�             (4.4.5.3) 

ifadesine göre { }n n
f

∈�
 dizisi ( )( )31, , d

L q w dx �  uzayında yakınsak ise, limiti sıfır 

olmalıdır. Yine her ( )( )31, , d
f L q w dx∈ �  için 

( ) ( )
3

1 3 2 31, ,x q w
c w x L f c w x≤ ≤                                  (4.4.5.4) 

olacak şekilde 1 2, 0c c >  sayıları vardır [8]. O zaman (4.4.5.4) ifadesine göre 

( ) ( )

( ) ( )

3 3 3

1 1
1 11, , 1, , 1, ,

1
1 1 3

n nn n t n tq w q w q w

n n

f w t L f w t L f

c w t w t

− −

−

= =

≥
                   (4.4.5.5) 

bulunur. Yine her n → ∞  için 
( )
( )

3

1

0n

n

w t

w t
δ≥ >  olduğundan (4.4.5.5) ifadesinden 



( ) ( )
3

1
1 1 3 11, ,n n nq w

f c w t w t c δ−≥ ≥                              (4.4.5.6) 

elde edilir. Bu ise { }n n
f

∈�
 dizisinin ( )( )31, , d

L q w dx �  uzayında yakınsak bir alt 

dizisinin olamayacağını gösterir. Böylece ( )1 2,
,1,

w w d

r q
B �  uzayından ( )( )31, , d

L q w dx �  

uzayına olan gömülme kompakt değildir. 

Şimdi de x → ∞  için ( )1w x  fonksiyonunun sabit veya sınırlı olduğunu kabul 

edelim. O zaman 3 2 1w w w≺ ≺  olduğundan ( ) ( )1 2,
,1,

w w d

c r q
C G B⊂ �  ve x → ∞  olduğunda 

( )
( )

3

1

w x

w x
 oranı sıfıra yakınsamaz. Herhangi bir ( ) ( )1 2,

,1,
w w d

c r q
f C G B∈ ⊂ �  fonksiyonu 

alalım ve ( )1
1 nn n tf w t L f−=  dizisini oluşturalım. Bu dizi (4.4.5.1) ifadesiyle ( )1 2,

, ,

p
w w d

r p qB �  

uzayında sınırlı olur ve (4.4.5.2) eşitsizliğiyle n → ∞  için belirsiz topolojiye göre sıfıra 

yakınsar. Yine (4.4.5.3) ifadesiyle { }n n
f

∈�
 dizisi ( )( )3, , p

L p q w d Gµ  uzayında yakınsak 

ise limiti sıfır olmalıdır. Bu takdirde { }n n
f

∈�
 dizisinin ( )( )3, , p

L p q w d Gµ  uzayında 

yakınsak bir alt dizisinin olamayacağı (4.4.5.5) ve (4.4.5.6) ifadelerinden görülür ve 

böylece ( ) ( )( )1 2,
, , 3: , ,

Pw w d p d

r p qi B L p q w dx→� �  gömülmesi kompakt değildir. 

Benzer yöntemle eğer 1 2w w≺ , 3 2w w≺  ve x → ∞  için 
( )
( )

3

2

w x

w x
 oranı sıfıra 

yakınsamıyorsa ( )1 2,
,1,

w w d

r q
B �  uzayından ( )( )31, , d

L q w dx �  uzayına olan gömülmenin 

kompakt olmadığı kolayca görülür.  

 

4.4.6.Önerme: 1 2 3 4, , ,w w w w  fonksiyonları d
�  üzerinde tanımlı Beurling ağırlık 

fonksiyonları, 0 1q< ≤  ve 1 r≤ < ∞  olsun. Eğer 

i. 4 2 1w w w≺ ≺ , 3 1w w≺  ve x → ∞  için 
( )
( )

3

1

w x

w x
 oranı sıfıra yakınsamıyorsa, 

ii. 3 1 2w w w≺ ≺ , 4 2w w≺  ve x → ∞  için 
( )
( )

3

2

w x

w x
 oranı sıfıra yakınsamıyorsa, 

iii. 3 1 2w w w≺ ≺ , 4 2w w≺  ve x → ∞  için 
( )
( )

4

2

w x

w x
 oranı sıfıra yakınsamıyorsa, 



iv. 4 2 1w w w≺ ≺ , 3 1w w≺  ve x → ∞  için 
( )
( )

4

1

w x

w x
 oranı sıfıra yakınsamıyorsa, 

( )1 2,
,1,

w w d

r q
B �  uzayından ( )3 4,

,1,
w w d

r q
B �  uzayına olan gömülme kompakt değildir. 

 
İspat: (i) Kabul edelim ki 4 2 1w w w≺ ≺  ve 3 1w w≺  olsun. Bu takdirde 

( ) ( )4 2'w x C w x≤  ve ( ) ( )3 1''w x C w x≤  olacak şekilde ', '' 0C C >  sayıları vardır. 

Böylece 4.3.14.Önermesinden dolayı ( ) ( )3 41 2 ,,
,1, ,1,

w ww w d d

r q r q
B B⊂� �  kapsaması vardır ve 

( )1 2,
,1,

w w d

r q
B �  uzayından ( )3 4,

,1,
w w d

r q
B �  uzayına olan birim dönüşüm süreklidir. Şimdi 

x → ∞  olduğunda 
( )
( )

3

1

w x

w x
 oranının sıfıra yakınsamadığını kabul edelim ve ( )1 2,

,1,
w w d

r q
B �  

uzayından herhangi bir { }n n
f

∈�
 sınırlı dizisini alalım. Eğer bu { }n n

f
∈�

 dizisinin bir alt 

dizisi ( )3 4,
,1,

w w d

r q
B �  uzayında yakınsak ise ( )

3

r d

w
L �  uzayında da yakınsaktır. Bu ise 

4.4.2.Önermeye göre bir çelişkidir. Bundan dolayı ( ) ( )3 41 2 ,,
,1, ,1,: w ww w d d

r q r q
i B B→� �  

gömülmesi kompakt değildir.  

 

(ii) Yukarıdaki (i) şıkkına benzer yöntemle ( )1 2,
,1,

w w d

r q
B �  uzayından ( )3 4,

,1,
w w d

r q
B �  uzayına 

olan gömülmenin kompakt olmadığı söylenir.  

 

(iii) Kabul edelim ki 3 1 2w w w≺ ≺ , 4 2w w≺  ve x → ∞  için 
( )
( )

4

2

w x

w x
 oranı sıfıra 

yakınsamasın. Bu takdirde ( ) ( )4 2'w x C w x≤  ve ( ) ( )3 1''w x C w x≤  olacak şekilde 

', '' 0C C >  sayıları vardır. Böylece 4.3.14.Önermesinden dolayı 

( ) ( )3 41 2 ,,
,1, ,1,

w ww w d d

r q r q
B B⊂� �  kapsaması vardır ve ( )1 2,

,1,
w w d

r q
B �  uzayından ( )3 4,

,1,
w w d

r q
B �  

uzayına olan birim dönüşüm süreklidir. Şimdi x → ∞  olduğunda 
( )
( )

4

2

w x

w x
 oranının sıfıra 

yakınsamadığını kabul edelim ve ( )1 2,
,1,

w w d

r q
B �  uzayından herhangi bir { }n n

f
∈�

 sınırlı 

dizisini alalım. Eğer bu { }n n
f

∈�
 dizisinin bir alt dizisi ( )3 4,

,1,
w w d

r q
B �  uzayında yakınsak ise 



( )( )41, , d
L q w dx �  uzayında da yakınsaktır. Bu ise 4.4.5.Önermeye göre bir çelişkidir. 

Bundan dolayı ( ) ( )3 41 2 ,,
,1, ,1,: w ww w d d

r q r q
i B B→� �  gömülmesi kompakt değildir.  

 

(iv) Yukarıdaki (iii) şıkkına benzer yöntemle ( )1 2,
,1,

w w d

r q
B �  uzayından ( )3 4,

,1,
w w d

r q
B �  

uzayına olan gömülmenin kompakt olmadığı söylenir.  

 

4.4.7.Önerme: 1 2 3 4, , ,w w w w  fonksiyonları d
�  üzerinde tanımlı Beurling ağırlık 

fonksiyonları ve 1 2w w≈  olsun. Eğer 1 q p≤ ≤ < ∞  ve 1 r≤ < ∞  ise ( )1 2,
, ,

p
w w d

r p qB �  

uzayından ( )3 4,
, ,

p
w w d

r p qB �  uzayına olan gömülmenin sürekli olması için gerek ve yeter 

koşul 3 1w w≺  ve 4 2w w≺  olmasıdır. 

 

İspat: Kabul edelim ki 3 1w w≺  ve 4 2w w≺  olsun. O zaman ( ) ( )
1 3

r d r d

w w
L L⊂� �  ve 

( )( ) ( )( )2 4, , , ,p d p d
L p q w dx L p q w dx⊂� �   olur ve buna göre ( ) ( )1 32 4, ,

, , , ,

p p
w w w wd d

r p q r p q
B B⊂� �  

yazılır. Yine 4.3.15.Önermeye göre her ( )1 2,
, ,

p
w w d

r p q
f B∈ �  için 

3 14 2, ,

, , , ,

p p
w w w w

r p q r p q
f C f≤  

olacak şekilde bir 0C >  vardır. Bundan dolayı ( ) ( )1 32 4, ,
, , , ,

p p
w w w wd d

r p q r p qB B⊂� �  gömülmesi 

sürekli olur. 

 Tersine, kabul edelim ki ( ) ( )1 32 4, ,
, , , ,

p p
w w w wd d

r p q r p q
B B⊂� �  gömülmesi sürekli olsun. O 

zaman her ( )1 2,
, ,

p
w w d

r p q
f B∈ �  için 3 14 2, ,

, , , ,

p p
w w w w

r p q r p q
f C f≤  olacak şekilde 0C >  sayısı vardır. 

Yine her d
x ∈�  için ( )1 2,

, ,

p
w w d

r p qf B∈ �  olduğunda 

( ) ( )

( ) ( )
3

4

1
1 3 1 3,

1
2 4 2 4, , p

x r w

x p q w

c w x L f c w x

c w x L f c w x

−

−

≤ ≤

≤ ≤
                               (4.4.7.1) 

olacak şekilde 1 2, 0c c >  sayıları vardır [8, 11]. Ayrıca 4.3.16.Önermeye göre 

( )1 2,

, ,
'

p
w w

x r p q
L f Kw x≤  olacak şekilde 0K >  sayısı vardır. Yine 1 2w w≈  olduğundan her 



d
x ∈�  için ( ) ( ) ( )1 2 1Nw x w x Mw x≤ ≤  olacak şekilde , 0M N >  sayıları vardır. Bu 

takdirde (4.4.7.1) eşitsizliklerinden 

( )

( ) ( ) ( )

3 4

3

1 2

,1
1 3 , , ,

,

1, ,
' 1

p

p

w w

x xr w r p q

w w

x r p q

c w x L f L f

C L f CKw x CK M w x

− ≤ ≤

≤ ≤ ≤ +

 

olur ve buna göre ( ) ( ) ( )3 1 11w x c CK M w x≤ +  olduğundan 3 1w w≺  olur. Yine 1 2w w≈  

olduğundan (4.4.7.1) ifadesine göre 

( )

( ) ( ) ( )

3 4

4

1 2

,1
2 4 , , , ,

,

2, ,
' 1

p

p

p

w w

x xp q w r p q

w w

x r p q

c w x L f L f

C L f CKw x CK N w x

− ≤ ≤

≤ ≤ ≤ +

 

ve buradan da ( ) ( ) ( )4 2 21w x c CK N w x≤ +  olduğundan 4 2w w≺  elde edilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4.5. ( )1, ,p qB G  Uzaylarının Çarpanlar Uzayı 

 
 Bu bölümde G  bir yerel kompakt Abel grup olmak üzere, daha önce tanıtılan 

( )1 2,
, ,

w w

r p qB G  uzayının özel bir hali olan ( ) ( )( )1 ,L G L p q G∩  uzayları ve bu uzaylar 

üzerindeki çarpanlar uzayı incelenecektir. 

 1 ,p< < ∞  1 q≤ < ∞  olmak üzere ( ) ( ) ( )( )1
1, , ,p qB G L G L p q G= ∩  uzaylarının 

üzerindeki 
1 ,B p q

⋅ = ⋅ + ⋅  normuyla birlikte bir Segal cebiri olduğu [40] 

çalışmasında gösterilmiştir. Buna göre 

i. ( )( )1, , ,
p q B

B G ⋅  uzayı bir homojen Banach uzayı, 

ii. ( )( )1, , ,
p q B

B G ⋅  uzayı 
1B

⋅ ≥ ⋅  normuna göre bir Banach cebiri, 

iii. ( )( )1, , ,
p q B

B G ⋅  uzayı ( )1L G  uzayında 
1

⋅  normuna göre yoğun bir alt uzay, 

özellikleri vardır. Şimdi ( )1, ,p qB G  uzayının diğer özelliklerini inceleyelim. 

 

4.5.1.Önerme: Herhangi ( )1, ,p qf B G∈ , �t G∈  için ( ) ( ),tM f x x t f x=  olsun. O 

zaman 1 ,p< < ∞  1 q≤ < ∞  için 

i. ( )1, ,p qB G  uzayı kuvvetli karakter değişmezdir. Yani her ( )1, ,p qf B G∈  ve �t G∈  

için t B B
M f f=  olur. 

ii. Her ( )1, ,p qf B G∈  ve �t G∈  için ( )1, ,p qB G  uzayından ( )1, ,p qB G  uzayına tanımlı 

tf M f→  fonksiyonu süreklidir. 

iii. Ĝ  karakter grubundan ( )1, ,p qB G  uzayına olan tt M f→  fonksiyonu süreklidir. 

 
İspat:  

i. 4.3.2(i).Önermede 1r =  ve 1 2 1w w= =  alınırsa istenen elde edilir. 

ii. 4.3.2(ii).Önermede 1r =  ve 1 2 1w w= =  alınırsa istenen elde edilir. 

iii. Herhangi bir ( )1f L G∈  için Ĝ  karakter grubundan ( )1L G  uzayına olan 

tt M f→  fonksiyonunun sürekli olduğu biliniyor [31]. Yine herhangi bir 

( )( ),f L p q G∈  için Ĝ  karakter grubundan ( )( ),L p q G  uzayına olan tt M f→  



fonksiyonunun sürekli olduğu biliniyor [5]. Bunlar kullanılırsa istenen kolayca 

görülür.  

 

4.5.2.Önerme: 1 20 q p q≤ ≤ ≤ ≤ ∞  için ( ) ( ) ( ) ( )
1 21, , 1, , 1, 1, ,p q p p p p qB G B G B G B G⊆ = ⊆ ⊆  

( )1, ,pB G∞  kapsamaları vardır. 

 
İspat: 4.3.13(ii).Önermede 1r =  ve 1 2 3 4 1w w w w= = = =  alınırsa istenen elde edilir. 

 

4.5.3.Önerme: 1 ,p< < ∞  1 q≤ < ∞  olmak üzere ( )( )1, , ,
p q B

B G ⋅  uzayı bir yaklaşık 

birime sahiptir. 

 

İspat: ( )1L G  uzayının her Iα ∈  için 
1

1eα =  koşulunu sağlayan bir { }
I

eα α∈
 yaklaşık 

biriminin varlığı [36] çalışmasından ve bu yaklaşık birimin her ( )( ),f L p q G∈  için 

,
0

p q
f e fα− ∗ →  olduğu [5] çalışmasından biliniyor. O zaman { }

I
eα α∈

 ağının 

( )( )1, , ,
p q B

B G ⋅  uzayı içinde bir yaklaşık birim olduğu kolayca görülür. 

 

4.5.4.Önerme: 1 ,p< < ∞  1 q≤ < ∞  olmak üzere ( )( )1, , ,
p q B

B G ⋅  uzayı bir esas 

Banach ( )1L G -modüldür. 

 

İspat: ( )( ),L p q G  uzayının bir Banach ( )1L G -modül olduğu [2] çalışmasından 

biliniyor. Bu takdirde herhangi ( )1f L G∈  ve ( )1, ,p qg B G∈  için 

1 ,

1 1 1 , 1

B p q

p q B

f g f g f g

f g f g f g

∗ = ∗ + ∗

≤ + =
 

bulunur. Ayrıca 4.5.3.Önermeye göre herhangi bir ( )1, ,p qf B G∈  için 0
B

f e fα− ∗ →  

olacak şekilde { }
I

eα α∈
 yaklaşık birim var olduğundan Module Factorization teoremine 

göre ( )( )1, , ,
p q B

B G ⋅  uzayı bir esas Banach ( )1L G -modül olur. 

 

 ( )1, ,p qB G  uzayı üzerinde tanımlı tüm sınırlı, doğrusal operatörler uzayını 
pqM  

ile gösterelim. 
pqM  uzayının üzerindeki operatör normu ve bileşke işlemine göre bir 



Banach cebiri olduğunu göstermek kolaydır. Yine 
( ) ( ) ( )( )1 1, , 1, ,,p q p qL G

Hom B G B G =  

( ) ( )( )1 1, ,p qL G
Hom B G  ile ( )1, ,p qB G  uzayı üzerindeki tüm ( )1L G -modül 

homomorfizmalarının, yani her ( )1f L G∈  ve ( )1, ,p qg B G∈  için ( ) ( )T f g f T g∗ = ∗  

eşitliğini sağlayan pqT M∈  operatörlerinin uzayını gösterelim. Bu uzay her ( )1f L G∈  

ve ( )1, ,p qg B G∈  için ( )( ) ( )f T g f T g= ∗�  şeklinde tanımlanan �  işlemine göre bir 

Banach ( )1L G -modüldür. 

Şimdi herhangi bir ( )1f L G∈  fonksiyonuna karşılık bir 

( ) ( )1, , 1, ,:f p q p qW B G B G→  operatörünü ( )fW h f h= ∗  biçiminde tanımlayalım. O 

zaman 4.5.4.Önermeye göre  

 

( )
1

1 1

sup sup
B B

f f BB
h h

W W h f h f
≤ ≤

= = ∗ ≤                                 (*) 

olur ve her ( )1,f g L G∈ , ( )1, ,p qh B G∈  için 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )ve 
f g f g f g f g

W W h W h W W h W h− ∗− = =�                    (**) 

olur. 

 

4.5.5.Önerme: 1 ,p< < ∞  1 q≤ < ∞  için ( ){ } ( ){ }1 1: : :
f f

span W f L G W f L GΛ = ∈ = ∈  

şeklinde tanımlanan Λ  kümesi bileşke işlemine göre pqM  uzayının bir tam alt cebiridir 

ve minimal yaklaşık birime sahiptir. 

 
İspat: Λ  kümesinin bir tam uzay ve bileşke işlemine göre pqM  uzayının bir alt cebiri 

olduğu kolayca görülür. Her ( )1f L G∈  ve ( )1, ,p qh B G∈  için ( )fW h f h= ∗  idi. Şimdi 

herhangi bir W ∈ Λ  alalım. Bu takdirde her 0ε >  sayısı verildiğinde 
3f

W W
ε

− <  

olacak şekilde en az bir ( )1f L G∈  vardır. Yine ( )1L G  uzayının [36] çalışmasındaki 

gibi bir { }
I

eα α∈
 yaklaşık birimini alalım. O zaman her Iα ∈  için ,f eW W

α
∈ Λ  

olduğundan ( )*  ve ( )** ifadeleri kullanılırsa  

1
lim lim lim lim 0e f f e f f e f fW W W W W W e f f

α α α α
α α α α

∗ ∗ −− = − = ≤ ∗ − =�  



elde edilir. Buna göre aynı 0ε >  sayısı ve her 0α α�  için 
3e f f

W W W
α

ε
− <�  olacak 

şekilde bir 0 Iα ∈  vardır. Bundan dolayı aynı 0ε >  ve aynı 0 Iα ∈  alındığında her 

0α α�  için 

3 3 3

e e f e f e f f

e f f f e e f

e f f f f e

e f f f f

W W W W W W W W W W W W

W W W W W W W W W

W W W W W W W W

W W W W W W W

α α α α

α α α

α α

α

ε ε ε
ε

− = − + − + −

≤ − + − + −

≤ − + − + −

≤ − + − + −

≤ + + =

� � � �

� � �

�

�

 

olur. Böylece her W ∈ Λ  için lim 0eW W W
αα

− =�  bulunur. Yine 
1

1
e

W e
α α≤ =  

olduğundan { }e
I

W
α α∈

 ağının minimal yaklaşık birim olduğu söylenir. Bu ise istenendir. 

  

4.5.6.Önerme: 1 ,p< < ∞  1 q≤ < ∞  için Λ  uzayı 
( ) ( )( )1 1, ,p qL G

Hom B G  uzayının bir tam 

alt cebiridir. 
 

İspat: Herhangi bir W ∈ Λ  için lim
nfn

W W=  olacak şekilde { } ( )1
n n

f L G
∈

⊂
�

 vardır ve 

bundan dolayı pqW M∈  olur. Ayrıca 4.5.4.Önermeye göre ( )1, ,p qB G  uzayı bir esas 

Banach ( )1L G -modül olduğundan, her ( )1g L G∈  ve ( )1, ,p qh B G∈  için 

( ) ( )

( ) ( )

lim lim

lim lim

n

n

f n
n n

n f
n n

W g h W g h f g h

f g h g W h g W h

∗ = ∗ = ∗ ∗

= ∗ ∗ = ∗ = ∗
 

elde edilir. Böylece 
( ) ( )( )1 1, ,p qL G

W Hom B G∈  olur. Yine 
( ) ( )( )1 1, ,p qL G

Hom B G  uzayı bir 

Banach uzayı olduğundan, 4.5.5.Önermeye göre Λ  uzayı da onun bir tam alt cebir olur.  

 

4.5.7.Önerme: 1 ,p< < ∞  1 q≤ < ∞  için Λ  uzayı bir esas Banach ( )1L G -modüldür. 

 

İspat: Herhangi bir ( )1g L G∈  ve fW ∈ Λ  için bir ( ) ( )1, , 1, ,:f p q p qg W B G B G→�  

dönüşümü ( )( ) ( ) ( )f f f
g W h W h g W g h= ∗ = ∗�  şeklinde tanımlansın. Bu takdirde 



( )( ) ( )
1 1

1
1

sup sup

sup

B B

B

f f f BBh h

f fB
h

g W g W h W g h

W g h W g

≤ ≤

≤

= = ∗

≤ ∗ ≤

� �

 

eşitsizliği bulunur. Banach modül olmanın diğer özelliklerini göstermek kolaydır. Buna 

göre Λ  uzayı bir Banach ( )1L G -modül olur. Bunun yanı sıra ( )1L G  uzayının yaklaşık 

birimi olan { }
I

eα α∈
 ağının ( )1, ,p qB G  uzayı içinde bir yaklaşık birim olduğu 

4.5.3.Önermeden biliniyor. O zaman herhangi bir ( )1f L G∈  için 

( )( )
1 1

1 1
1

sup sup

sup 0

B B

B

f f f f BBh h

B
h

e W W e W W h f e h f h

f e f h f e f

α α α

α α

≤ ≤

≤

− = − = ∗ ∗ − ∗

≤ ∗ − = ∗ − →

� �

 

bulunur. Böylece Λ  uzayı bir esas Banach ( )1L G -modüldür.  

Ayrıca herhangi bir ( )1f L G∈  için 

( )( )
1 1

1 1
1

lim lim sup lim sup

lim sup lim 0

B B

B

e e BBh h

B
h

f f W f f W h f h f e h

f f e h f f e

α α α
α α α

α α
α α

≤ ≤

≤

   
− = − = ∗ − ∗ ∗   

   

 
≤ − ∗ ≤ − ∗ = 

 

� �

 

elde edilir. Böylece ( )1f L G∈ Λ�  ve dolayısıyla f ∈ Λ  olur. Buna göre ( )1L G ⊂ Λ  

yazılır.  

 
4.5.8.Tanım: Bir Γ kümesini 

( ) ( )( ){ }1 1, , : her içinp qL G
T Hom B G W T WΓ = ∈ ∈ Λ ∈ Λ�  

biçiminde tanımlayalım. Γ  kümesinin bir vektör uzayı olduğu kolayca görülebilir. 

 

4.5.9.Önerme: 
( ) ( )( )1 1, ,p qL G

Hom B G = Γ . 

 

İspat: ( ) ( )1
1, ,p qB G L G⊂  olduğundan ( ){ }1, ,:

g p q
span W g B G∈ ⊂ Λ  olur. Şimdi 

herhangi bir W ∈ Λ  alalım. O zaman her 0ε >  sayısı için 
2fW W
ε

− <  olacak şekilde 

en az bir ( )1f L G∈  vardır. Yine ( ) ( )1
1, ,p qB G L G=  olduğundan aynı 0ε >  için 



1 2
g f

ε
− <  olacak şekilde en az bir ( )1, ,p qg B G∈  vardır. Bu takdirde aynı 0ε >  sayısı 

için (*) ve (**) ifadelerinden 

1 2 2

g f f g

f

W W W W W W

W W f g
ε ε

ε

− ≤ − + −

≤ − + − < + =
 

bulunur. Bu ise ( ){ }1, ,:
g p q

W span W g B G∈ ∈  olduğunu gösterir. Buna göre 

( ){ }1, ,:
g p q

span W g B G∈ = Λ  olur. Yine herhangi bir 
( ) ( )( )1 1, ,p qL G

T Hom B G∈  ve 

( )1, ,p qg B G∈  olmak üzere 
gW ∈ Λ  için 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )g T g
T W h T g h T g h W h= ∗ = ∗ =�                   (4.5.9.1) 

olup, ( ) ( )1, ,p qT g B G∈ olduğundan T ∈Γ  bulunur.  

Şimdi herhangi bir T ∈Γ  alalım. Yine herhangi bir W ∈ Λ  verildiğinde her 

0ε >  sayısı için 
g

W W
T

ε
− <  olacak şekilde en az bir ( )1, ,p qg B G∈  vardır. T  

operatörü ( )1, ,p qB G  uzayı üzerinde sınırlı ve (4.5.9.1) ifadesine göre 
gT W ∈ Λ�  

olduğundan 

( )( )

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

1 1

sup

sup

sup sup

B

B

B B

g g
Bh

Bh

gB B
h h

g

T W T W T W T W h

T W h T g h

T W h g h T W h W h

T W W ε

≤

≤

≤ ≤

− = −

= − ∗

≤ − ∗ = −

≤ − <

� � � �

 

olur. Bu takdirde her W ∈ Λ  için ( ){ }1, ,:
g p q

T W span W g B G∈ ∈ = Λ�  elde edilir. Bu da 

isteneni verir. 

 
4.5.10.Önerme: G  bir yerel kompakt Abel grup olsun. Bu takdirde Banach cebiri olan 

Λ  uzayı üzerindeki ( )M Λ  çarpanlar uzayı, Γ  uzayına izometrik izomorftur. 

 

İspat: Her T ∈Γ  için ( ) TT ρΨ =  ve her S ∈ Λ  için ( )T S T Sρ = �  olmak üzere Tρ  

dönüşümü herhangi 1 2,S S ∈ Λ  için 



( ) ( )1 2 1 2 1 2T TS S T S S S Sρ ρ= =� � � �  

özelliğini sağladığından ( )T Mρ ∈ Λ olur, böylece bir ( ): MΨ Γ → Λ  dönüşümü 

tanımlanır. Ayrıca herhangi 1 2,T T ∈Γ  için 

( ) ( ) ( )
1 2 1 21 2 1 2T T T TT T T Tρ ρ ρ+Ψ + = = + = Ψ + Ψ  

olduğundan Ψ  doğrusaldır. Şimdi 1 2,T T ∈Γ  ve ( ) ( )1 2T TΨ = Ψ  olduğunu kabul 

edelim. O zaman her S ∈ Λ  için ( ) ( )
1 2T TS Sρ ρ= , yani 1 2T S T S=� �  olur. Bu takdirde 

her ( )1, ,p qh B G∈  için ( ) ( )1 2T S h T S h=� �  yazılır. Böylece 

( ) ( ){ }1, ,: ,
p q

S h S h B G∈ Λ ∈                             (4.5.10.1) 

 kümesi üzerinde 1 2T T=  olur. (4.5.10.1) ifadesindeki küme ( )1, ,p qB G  uzayında yoğun 

olduğundan her ( )1, ,p qf B G∈  için ( ) ( )1 2T f T f=  ve 1 2T T=  elde edilir. Böylece 

Ψ birebirdir. Herhangi T ∈Γ  ve S ∈ Λ  için 

( )( ) ( )( )

( )

1 1

1

sup sup

sup

B B

B

B Bh h

B
h

T S T S h T S h

T S h T S

≤ ≤

≤

= =

≤ ≤

� �

 

ve buradan 

( )
0 0

sup sup
T

T
S S

S T S
T

S S

ρ
ρ

≠ ∈Λ ≠ ∈Λ

= = ≤
�

 

elde edilir. Öte yandan { }e
I

W
α α∈

 ağı Λ  uzayı için bir minimal yaklaşık birim 

olduğundan 

( )
0

sup sup sup lim
eT

T e e
S

e

T WS
T W T W T

S W

α

α α

α

αα α

ρ
ρ

≠ ∈Λ

= ≥ ≥ ≥ =
�

� �  

bulunur. Böylece ( ) T
T TρΨ = =  elde edilir. Son olarak Ψ  dönüşümünün örten 

olduğunu gösterelim. Herhangi bir ( )Mρ ∈ Λ  ve ( )1L G  uzayının { }
I

eα α∈
 yaklaşık 

birimini alalım. ( ) ( ) ( )( )1

1
1, ,p qL G

L G Hom B G⊂ Λ ⊂  olduğundan her Iα ∈  için 

( )eαρ ∈ Λ  olur. Böylece her ( )1f L G∈  ve ( )1, ,p qg B G∈  için 

 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )e f g f e g f e gα α αρ ρ ρ∗ = ∗ = �                   (4.5.10.2) 

 



bulunur. Herhangi ( )T M∈ Λ  alalım. O zaman her 1 2,W W ∈ Λ  için 

 
( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2T W W W T W T W W= =� � �  

 
yazılır. Yine ( )1L G ⊂ Λ  olduğundan her ( )1f L G∈  için ( ) ( )2 2T f W f T W=� �  

eşitliğiyle 
( ) ( )1L G

T Hom∈ Λ  elde edilir. Buna göre  ( ) ( ) ( )1L G
M HomΛ ⊂ Λ  olduğundan 

 

( )( ) ( )( )( )( )f e g f e gα αρ ρ∗ = �                              (4.5.10.3) 

 
elde edilir. Yukarıdaki (4.5.10.2) ve (4.5.10.3) ifadelerinden 
 

( )( )( ) ( )( )( )( ) ( )( )( )e f g f e g f e gα α αρ ρ ρ∗ = = ∗�  

bulunur. Bu takdirde her ( )1f L G∈  ve ( )1, ,p qg B G∈  için 

 

( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( )

( )

1

lim lim

lim

lim

lim 0

B B

B

B

B

f g f e g f f e g

f f e g

f f e g

f f e g

α α
α α

α
α

α
α

α
α

ρ ρ ρ ρ

ρ

ρ

ρ

− ∗ = − ∗

= − ∗

≤ − ∗

≤ − ∗ =

 

elde edilir. Buradan da her ( )1f L G∈  ve ( )1, ,p qg B G∈  için 

 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )lim lim lime f g f e g f e g f gα α α
α α α

ρ ρ ρ ρ∗ = = ∗ =�  

 
bulunur. Ayrıca ( )1, ,p qB G  uzayı bir esas Banach ( )1L G -modül ve her Iα ∈  için 

( )( ) ( ) ( )( )1 1, ,p qL G
e Hom B Gαρ ∈ Λ ⊂  olduğundan ( )( )( ) ( )( )( )( )e f g f e gα αρ ρ∗ = �  ağı 

bir limite sahip ve bu limit 
( ) ( )( )1L G

T Hom B G∈ = Γ  olmak üzere 

( )( ) ( )1, ,p qf T g B G∈�  şeklindedir. Bu takdirde ( )( )( )( ) ( )( )( )lim f e g f gα
α

ρ ρ=�  

olduğundan her ( )1f L G∈  için ( )f T fρ=�  yazılabilir. O zaman 

( )Mρ ∈ Λ olduğundan her W ∈ Λ  için 

( )( ) ( )e T W e W e Wα α αρ ρ= =� � � �  



bulunur. Ayrıca Λ  uzayı bir esas Banach ( )1L G -modül olduğundan e T W T Wα →� � �  

elde edilir. Yine her W ∈ Λ  için ( ) ( )e W W e W Wα αρ ρ ρ− ≤ −� �  olduğundan 

( ) ( )e W Wαρ ρ→�  olur ve limitin tekliğinden ( )T W Wρ=�  veya ( ) ( )T W Wρ ρ=  

yazılır. Bundan dolayı Tρ ρ=  elde edilir. Böylece Ψ  dönüşümü örten olup, 

( )M Λ ≅ Γ bulunur. 

 

4.5.11.Sonuç: ( )M Λ  uzayı ile 
( ) ( )( )1 1, ,p qL G

Hom B G  uzayı izometrik izomorftur. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



4.6. Ölçülü Lorentz Uzayları ve Bazı Özellikleri 

 
G  bir yerel kompakt Abel grup, λ  ise onun üzerinde bir Haar ölçümü olsun. 

1 , 1p q< < ∞ ≤ < ∞  olmak üzere U  ve `   simgeleri sırasıyla 

U ( )( ) ( )( ){ }| : , , , sınırlı vedoğrusalT T L p q G L p q G T= →  

ve 

` {T= ∈U  ( ) ( ) }: ,
x x

T L L T x G= ∀ ∈  

uzaylarını göstersin. U  uzayı operatör normu altında bir Banach cebiri ve `   uzayının 

U  uzayının bir tam alt uzayı olduğunu görmek kolaydır. `   uzayının her bir 

elemanına ( ),pq pq  tipinde çarpan adı verilecektir. Yine bu kısım boyunca ( )( ),L p q G  

uzayından ( )( ),L p q G  uzayına tanımlanan tüm ( )1L G -modül homomorfizmalarının, 

yani her ( )1f L G∈  ve ( )( ),g L p q G∈  için ( ) ( )T f g f T g∗ = ∗  eşitliğini sağlayan 

( )( ) ( )( ): , ,T L p q G L p q G→  operatörlerinin uzayını 
( ) ( )( )( )1 ,

L G
Hom L p q G =  

( ) ( )( ) ( )( )( )1 , , ,
L G

Hom L p q G L p q G  ile göstereceğiz. Çarpanlar uzayı olarak da bilinen 

( ) ( )( )( )1 ,
L G

Hom L p q G  uzayı herhangi ( )1f L G∈  ve herhangi ( )( ),g L p q G∈  ve 

( ) ( )( )( )1 ,
L G

T Hom L p q G∈  için ( )( )f T g =�  ( )f T g∗  şeklinde tanımlanan işleme 

göre bir Banach ( )1L G -modüldür.  

 

4.6.1.Tanım: Herhangi bir ( )( ),f L p q G∈  fonksiyonu verildiğinde her 

( )( ),h L p q G∈  ve (h.h.h.) her x G∈   için ( )( ) ( ) ( ) ( )∫
−=∗

G

tdxtfthxfh λ1  girişim işlemi 

tanımlı olsun. Bu takdirde her ( )( ),h L p q G∈  için ( )( ),h f L p q G∗ ∈  ve 

 

( )( ){ }, ,
sup : , , 1

p q p q
h f h L p q G h∗ ∈ ≤ < ∞                    (4.6.1.1) 

  ( ){ }, ,
sup : , 1cp q p q

h f h C G h∗ ∈ ≤ < ∞                         (4.6.1.2) 

 

 



koşulları sağlandığında bu f  fonksiyonuna ( )pq ölçülü pq temperate− −  denir ve bu 

fonksiyonların kümesi ( )( ),tL p q G  ile gösterilir. ( )( ),tL p q G  uzayları grup 

( )( ),L p q G − cebirleri olarak da adlandırılır. Ayrıca 1p q= =  olması durumunda 

( ) ( )1
1
tL G L G=  olduğu gözlemlenir [21]. Her ( )( ),tf L p q G∈  fonksiyonu için (4.6.1.1) 

veya (4.6.1.2) ile verilen sayılar 
,

t

p q
f  ile gösterilir. Yine herhangi bir ( )cf C G∈  

verildiğinde ( ) ( )1
c

C G L G⊂  ve ( )( ),L p q G  uzayı bir Banach ( )1L G − modül 

olduğundan 
,

1
p q

h ≤  olan her ( )( ),h L p q G∈  için ( )( ),h f L p q G∗ ∈  ve 

, , 1 1p q p q
h f h f f∗ ≤ ≤  olur. Buna göre 

,

t

p q
f < ∞  ve dolayısıyla 

( ) ( )( ),t

cC G L p q G⊂  elde edilir. Benzer şekilde ( ) ( )( )1 ,L G L p q G∩  uzayı da 

( )( ),tL p q G  uzayının bir alt uzayıdır. 

 

4.6.2.Önerme: Herhangi bir ( )( ),tf L p q G∈  için  

 

( )( ){ }
,

, , , ,
1

sup : , , 1 sup
p q

t

p q p q p q p q
h

f h f h L p q G h h f
≤

= ∗ ∈ ≤ = ∗  

veya (4.6.1.2) ile tanımlı 
,

t

p q
⋅  fonksiyonu ( )( ),tL p q G  uzayı üzerinde bir normdur. 

 

İspat: ( )( ),tL p q G  uzayının tanımı ile her ( )( ),tf L p q G∈  için 
,

0
t

p q
f ≥  olur. Yine 

herhangi bir c ∈�  için 

( )( ){ }
( )( ){ }
( )( ){ }

, , ,

, ,

, ,

,

sup : , , 1

sup : , , 1

sup : , , 1

t

p q p q p q

p q p q

p q p q

t

p q

cf h cf h L p q G h

c h f h L p q G h

c h f h L p q G h

c f

= ∗ ∈ ≤

= ∗ ∈ ≤

= ∗ ∈ ≤

=

 

olur, ayrıca her ( )( ), ,tf g L p q G∈  için 



( ) ( )( ){ }
( ) ( ) ( )( ){ }

( )( ){ }
( )( ){ }
( )( ){ }

, ,,

,,

, ,

, ,

, ,

, ,

sup : , , 1

sup : , , 1

sup : , , 1

sup : , , 1

sup : , , 1

t

p q p qp q

p qp q

p p q p q

p q p q

p q p q

t t

p q p q

f g h f g h L p q G h

h f h g h L p q G h

h f h g h L p q G h

h f h L p q G h

h g h L p q G h

f g

+ = ∗ + ∈ ≤

= ∗ + ∗ ∈ ≤

≤ ∗ + ∗ ∈ ≤

= ∗ ∈ ≤

+ ∗ ∈ ≤

= +

 

elde edilir. Ayrıca 0f =  ise her ( )( ),h L p q G∈  için 0h f∗ =  olur. Buna göre her 

( )( ),h L p q G∈  için 
,

0
p q

h f∗ =  ve dolayısıyla 
,

0
t

p q
f =  olur. Tersine 

,
0

t

p q
f =  ise 

supremum tanımı gereği her ( )ch C G∈  için 
,

0
p q

h f∗ =  olur. Böylece ( )( ),L p q G  

uzayının tanımına göre her ( )ch C G∈  için 0h f∗ = (h.h.h.) olur. Buradan [12] 

çalışmasına göre 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ){ }

, , ', '

', '

' ' sup : , 1

' sup 0 : , 1

cp q p q p q

G

c p q

f p f p C f x g x d x g C G g

p C f g g C G g

µ
∗ ∗

∗

  
≤ ≤ − ∈ ≤ 

  

= ∗ ∈ ≤

∫
 

yazılır. Böylece 0f = (h.h.h.) çıkar ve ( )( )( ),
, ,

tt

p q
L p q G ⋅  bir normlu uzay olur. 

 

4.6.3.Önerme: ( )( ),tL p q G  uzayı ( )( ),L p q G  uzayının her yerde yoğun bir alt 

uzayıdır.  

 

İspat: ( ) ( )( ) ( )( ), ,t

cC G L p q G L p q G⊂ ⊂  ve [39] çalışmasına göre 

( ) ( )( ),cC G L p q G=  olması kullanılırsa ( )( ) ( )( ), ,tL p q G L p q G=  elde edilir. 

 

4.6.4.Önerme: Herhangi bir ( )( ),tf L p q G∈  fonksiyonuna karşılık her 

( )( ),g L p q G∈  için ( )fW g g f= ∗  ise fW ∈U  olur. 

 



İspat: ( )( ),tL p q G  uzayının tanımına göre herhangi bir ( )( ),tf L p q G∈  verildiğinde 

her ( )( ),g L p q G∈  için ( )( ),f g L p q G∗ ∈  olduğundan ( )( ): ,fW L p q G →  

( )( ),L p q G   bir fonksiyondur. Ayrıca  

( )
, ,

, ,,1 1

sup sup
p q p q

t

f f p q p qp q
g g

W W g g f f
≤ ≤

= = ∗ =                (4.6.4.1) 

 
eşitliğine göre 

fW  operatörü sınırlı olur. Böylece 
fW ∈U  elde edilir.  

Bunun yanı sıra her ( )( ), ,tf g L p q G∈  ve her ( )( ),h L p q G∈  için 

( ) ( ) ( )( )f g g g f
W h h f g W h f W W h∗ = ∗ ∗ = ∗ = �  

yazılır ve buna göre 

 

f g g f g f f gW W W W W W∗ ∗= = =� �                         (4.6.4.2) 

olur. 

 

4.6.5.Önerme: ( )( )( ),
, ,

tt

p q
L p q G ⋅  uzayı bir normlu cebirdir. 

 

İspat: Herhangi ( )( ), , ,tf g h L p q G∈  ve ,α β ∈�  verilsin. 

i. ( ) ( )f g h f g h∗ ∗ = ∗ ∗  

ii. ( ) ( ) ( )f g h f g f h∗ + = ∗ + ∗  

iii. ( ) ( ) ( )f g f gα β αβ∗ = ∗  

koşulları sağlandığından ( )( )( ),
, ,

tt

p q
L p q G ⋅  uzayı bir karmaşık cebirdir. Yine 

4.6.4.Önermeye göre ( )( ),tf L p q G∈  verildiğinde her ( )( ),u L p q G∈  için 

( )fW u u f= ∗  olacak şekilde  
fW ∈U   olduğu bilindiğinden (4.6.4.1) ifadesi gereğince 

,
1

p q
u ≤  olmak üzere her ( )( ),u L p q G∈  için 

( ) ( )
, ,, ,

, , ,

g g g fp q p qp q p q

t t

g f p q p q p q

u f g W u f W u f W W u

W W u f g

∗ ∗ = ∗ ≤ ∗ =

≤ ≤
 

olur, buradan 
, , ,

t t t

p q p q p q
f g f g∗ ≤  bulunur. 



 

4.6.6.Önerme: ( )( ),tL p q G  uzayı girişim işlemi altında ( )1L G -modüldür. 

 

İspat: ∗ : ( ) ( )( ) ( )( )1 , ,t tL G L p q G L p q G× →  olmak üzere ( ),f g f g∗ = ∗  şeklindeki 

girişim işlemini ele alalım. Eğer ( )( ),L p q G  uzayının ( )1L G -modül olduğu 

kullanılırsa her ( )1,f g L G∈ ve ( )( ), ,th k L p q G∈  için 

( ) ( )( ){ }
( ) ( )( ){ }

( )( ){ }
( )( ){ }

, ,,

,,

1 , ,

1 , , 1 ,

sup : , , 1

sup : , , 1

sup : , , 1

sup : , , 1

t

p q p qp q

p qp q

p q p q

t

p q p q p q

f h u f h u L p q G u

f u h u L p q G u

f u h u L p q G u

f u h u L p q G u f h

∗ = ∗ ∗ ∈ ≤

= ∗ ∗ ∈ ≤

≤ ∗ ∈ ≤

= ∗ ∈ ≤ =

 

 
olduğundan bu işlem iyi tanımlıdır. Yine modül olmanın diğer koşullarını göstermek 

kolaydır. Böylece ( )( ),tL p q G  uzayı ( )GL1  cebiri üzerinde bir modüldür. 

 

4.6.7.Önerme: 0 ,p q< < ∞  veya 0 p q< < = ∞  için ( )( )( ),
, ,

tt

p q
L p q G ⋅  uzayı 

ötelemeler altında kuvvetli değişmezdir. 

 

İspat: Herhangi bir ( )( ),tf L p q G∈  ve y G∈  alalım. Bu durumda her ( )( ),g L p q G∈  

için ( )y y yL f g f L g L f g∗ = ∗ = ∗  [31] olması kullanılırsa 
,

1
p q

g ≤  olmak üzere 

( )
, ,, , ,

t

y y y p q p qp q p q p q
L f g f L g L f g f g f∗ = ∗ = ∗ = ∗ ≤  

 
olur. Bundan dolayı ( )( ),t

y
L f L p q G∈  elde edilir. Ayrıca ( )( ),L p q G  uzayının 

ötelemeler altında kuvvetli değişmez olması kullanılırsa 

 

( )( ){ }
( ) ( )( ){ }

( )( ){ }

,, ,

,,

, , ,

sup : 1, ,

sup : 1, ,

sup : 1, ,

t

y y p qp q p q

y p qp q

t

p q p q p q

L f h L f h h L p q G

L h f h h L p q G

h f h h L p q G f

= ∗ ≤ ∈

= ∗ ≤ ∈

= ∗ ≤ ∈ =

 

 
bulunur. Bu da isteneni verir. 



 
4.6.8.Önerme: 1p q= = , p q= = ∞  veya 1 ,p< < ∞  1 q≤ ≤ ∞  olmak üzere 

( )( ),tL p q G  uzayı 
, ,,

t t

p q p qp q
⋅ = ⋅ + ⋅  normuna göre bir Banach cebiridir. 

 

İspat: ( )( )( ),
, ,

tt

p q
L p q G ⋅  uzayından herhangi bir { }n n

f
∈�

 Cauchy dizisi alalım. Bu 

takdirde verilen her 0ε >  sayısına karşılık 0,m n n∀ ≥  olduğunda 
,

t

n m p q
f f ε− <  

olacak şekilde bir 0n ∈�  sayısı vardır. Yine 
,,

t

p qp q
⋅ ≥ ⋅  olduğuna göre { }n n

f
∈�

 

dizisi ( )( )( ),
, ,

p q
L p q G ⋅  uzayında da bir Cauchy dizisi olur. ( )( )( ),

, ,
p q

L p q G ⋅  

uzayı bir Banach uzayı olduğundan bu uzayda nf f→  olacak şekilde bir 

( )( ),f L p q G∈  vardır. Yine 4.6.4.Önerme kullanılırsa { }n n
f

∈�
 dizisinin her bir 

elemanına karşılık gelen { }
nf n

W
∈�

 operatörler dizisi U  uzayında bir Cauchy dizisi olup, 

,
lim 0 lim

nn fp qn n
f f W W− = = −  eşitliğini sağlayan W ∈U operatörü vardır. Şimdi 

herhangi bir ( )
,

, 1c p q
g C G g∈ ≤  alalım. Bu takdirde ( )( ),L p q G  uzayında 

nf f→  

ve ( )( ),L p q G  uzayının ( )1L G -modül olması kullanılırsa nf g f g∗ → ∗  olur. 

Buradan   

 

, , ,
lim lim lim

n

t

n n fp q p q p qn n n
g f g f f W W∗ = ∗ ≤ = =  

 

çıkar. Böylece ( ){ }, , ,
sup : , 1

t

cp q p q p q
f g f g C G g W= ∗ ∈ ≤ ≤  ve dolayısıyla 

( )( ),tf L p q G∈  elde edilir. Yine herhangi bir ( )ch C G∈  için 

 
( ) ( ) ( ) ( )lim lim

nf n f
n n

W h W h h f h f W h= = ∗ = ∗ =  

elde edilir. ( )cC G  uzayı ( )( ),L p q G  uzayında her yerde yoğun olduğundan fW W=  

olur. Ayrıca 

( )
( )

, ,,

,

lim lim

lim 0
n

t t

n n np q p qp qn n

n f fp qn

f f f f f f

f f W W

− = − + −

≤ − + − =
 



bulunur. Buna göre ( )( )( ),
, ,

tt

p q
L p q G ⋅  uzayı bir Banach uzayıdır. Ayrıca 

4.6.5.Önermeye göre herhangi ( )( ), ,tf g L p q G∈  için 

( )
, , , ,, ,

, , , , , , ,

, , , ,

t t t t

fp q p q p q p qp q p q

t t t t t

f p q p q p q p q p q p q p q

t t tt

p q p q p q p q

f g f g f g W g f g

W g f g f g f g

f g f g

∗ = ∗ + ∗ ≤ +

≤ + = +

= ≤

 

 
eşitsizliği var olduğundan bu uzay bir Banach cebiri olur.  

  

4.6.9.Önerme: ( )( ) ( ){ }, | , ,t

p q f g c
A span W f L p q G g C G∗= ∈ ∈  uzayı U uzayının 

minimal yaklaşık birime sahip bir tam alt cebiridir.  

 
İspat: ,p qA  uzayının tanımı gereği U uzayının bileşke işlemine göre bir tam alt cebiri 

olduğu kolayca görülür. Öte yandan e , G  grubunun birimi olmak üzere e  nin her E  

kompakt komşuluğuna karşılık negatif olmayan, desteği E  tarafından kapsanan ve 

1
E

f dλ =∫  koşulunu sağlayan ( )E cf C G∈  fonksiyonlarının varlığı biliniyor [22, 36]. 

Yine bu kompakt komşuluklar üzerinde bir �  bağıntısını 1 2 1 2E E E E⊂ ⇔ �  şeklinde 

tanımlayalım. Bu bağıntıya göre kompakt komşuluklardan oluşan bir yönlendirilmiş 

küme elde edilir. Bu takdirde birimin iE  kompakt komşuluklarından oluşan ve ( )1L G  

uzayının yaklaşık birimi olan { }
iEf  ağı oluşturulmuş olur. Eğer { }

iEf  ağının kendisi ile 

çarpım ağına { }hγ  denilirse, bu { }hγ  ağı ( )1L G  uzayının bir minimal yaklaşık birimi 

olur. Yani her γ  için 
1 11 1

1
i j i jE E E Eh f f f fγ = ∗ ≤ =  ve her ( )1f L G∈  için  

( )1

iEf f L G∗ ∈  olduğundan 

( )

( ) ( )

( )

1 , 1

1 1

1 11

lim lim

lim lim

lim lim 0

i j

i i i j

i j i

E E
i j

E E E E
i j

E E E
i j

f f h f f f f

f f f f f f f f

f f f f f f f

γ
γ

− ∗ = − ∗ ∗

≤ − ∗ + ∗ − ∗ ∗

≤ − ∗ + − ∗ =

 

 



elde edilir. Ayrıca [5] çalışmasına göre { }hγ  ağı 1 p< < ∞  ve 1 q≤ < ∞  olmak üzere 

( )( ),L p q G  uzayları içinde bir minimal yaklaşık birim olur. Yine 

( ) ( )( ),t

cC G L p q G⊂  olması kullanılırsa herhangi ( )cf C G∈  ve ( )( ), ,tg u L p q G∈  

için 

( )
, ,

, 1,1 1

sup sup
p q p q

f f p qp q
h h

W W h h f f
≤ ≤

= = ∗ ≤                  (4.6.9.1) 

 

( )( ) ( ) ( )u g u g
W W h h u h g h u g W h−− = ∗ − ∗ = ∗ − =            (4.6.9.2) 

 

bulunur ve { }hW
γ

 ağı ,p qA  uzayında olur. O zaman (4.6.4.2), (4.6.9.1) ve (4.6.9.2) 

ifadelerine göre ( )( ),tf L p q G∈ , ( )cg C G∈  ise 

 

( )

1

lim lim lim

lim lim

lim lim 0

h f g f g f g h f g g h f g f

g h g f g h g f

g h g f f

W W W W W W W W W

W W W W W W

W W g h g W

γ γ γ

γ γ

γ

γ γ γ

γ γ

γ
γ γ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

∗ −

− = − = −

= − ≤ −

= ≤ ∗ − =

� � �

�  

 

bulunur. Bu takdirde { }hW
γ

 ağı ,p qA  uzayı için 
1

1hW h
γ γ≤ ≤  olduğundan bir minimal 

yaklaşık birim olur. 

 

4.6.10.Önerme: ,p qA  uzayı  
( )

( )( )( )1 ,
L G

Hom L p q G  uzayının bileşke işlemine göre bir 

tam alt cebiridir. 

 
İspat: Herhangi ,p qW A∈  alalım. Bu takdirde ,p qA  uzayının tanımına göre bu uzayda 

nf
W W→  olacak şekilde her n ∈�  için ( )( ) ( ){ }| , ,

n

t

f f g c
W span W f L p q G g C G∗∈ ∈ ∈  

olmak üzere bir { }
nf n

W
∈�

 dizisi vardır. O zaman her ( )1g L G∈  ve her ( )( ),h L p q G∈  

için 

 

( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim
n nf n f

n n n
W g h W g h g h f g W h g W h∗ = ∗ = ∗ ∗ = ∗ = ∗          (4.6.10.1) 

 



olur. Bu takdirde (4.6.10.1) ifadesi ve W  operatörünün sınırlı olması kullanılırsa 

( )
( )( )( )1 ,

L G
W Hom L p q G∈  elde edilir. Yine 

( )
( )( )( )1 ,

L G
Hom L p q G  uzayı operatör 

normuna göre bir Banach cebiri olduğundan ,p qA  uzayı 
( )

( )( )( )1 ,
L G

Hom L p q G  

uzayının bir tam alt uzayıdır. Bu durumda (4.6.4.2) ifadesine göre ,p qA  uzayı 

( )
( )( )( )1 ,

L G
Hom L p q G  uzayının bir tam alt cebiri olur.  

 

4.6.11.Önerme: ,p qA  uzayı bir esas Banach ( )1L G -modüldür. 

 

İspat: Herhangi bir ,f p qW A∈  operatörü ve ( )1g L G∈  fonksiyonu için bir 

( )( ) ( )( ): , ,fg W L p q G L p q G→�  dönüşümü ( )( ) ( )f f
g W h W g h g h f= ∗ = ∗ ∗�  

şeklinde tanımlansın. Bu takdirde  

 

( )( ) ( )
, ,

,

,,1 1

, 1
1

sup sup

sup

p q p q

p q

f f f p qp qh h

f fp q
h

g W g W h W g h

W g h W g

≤ ≤

≤

= = ∗

≤ ∗ ≤

� �

 

 

elde edilir. O zaman ,p qA  uzayı bir Banach ( )1L G -modüldür. Yine ( )1L G  uzayının 

kompakt destekli fonksiyonlardan oluşan { }
I

eα α∈
 yaklaşık birimi alındığında 

( )( ),tf L p q G∈ , ( )cg C G∈  olmak üzere ,f g p qW A∗ ∈  için  

( )( ) ( ) ( )

( )

, ,

, ,

,

,,1 1

, ,1 1

, 1 , 1
1

sup sup

sup sup

sup

p q p q

p q p q

p q

f g f g f g f g f g f g p qp qh h

fp q p q
h h

t

f p q p q
h

e W W e W W h W h e W h

h e f g h f g W h e g h g

W h e g g f e g g

α α α

α α

α α

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
≤ ≤

≤ ≤

≤

− = − = ∗ −

= ∗ ∗ ∗ − ∗ ∗ = ∗ ∗ − ∗

≤ ∗ − = ∗ −

� �

 

yazılır. Bu takdirde ,p qA  uzayının bir esas Banach ( )1L G -modül olduğunu söylenir. 

Ayrıca ( )1f L G∈  ve ,h p q
W A

γ
∈   için 



( )( ) ( )

( )

, ,

, ,

,,1 1

,1,1 1

1

lim lim sup lim sup

lim sup lim sup

lim 0

p q p q

p q p q

h h h
p qp qh h

p qp qh h

f f W f f W h f h W f h

f h h f h f h f h

f h f

γ γ γγ γ γ

γ γ
γ γ

γ
γ

≤ ≤

≤ ≤

   
− = − = ∗ − ∗      

   

   
= ∗ − ∗ ∗ ≤ − ∗      

   

≤ − ∗ =

� �

 

bulunur. Bu takdirde ( )1
, ,p q p qf L G A A∈ =�  elde edilir. Bir başka deyişle ( )1

,p qL G A⊂  

olur. 

 

4.6.12.Önerme: Herhangi ( )( ), ,f g L p q G∈  ve 
( )

( )( )( )1 ,
L G

T Hom L p q G∈  verilsin. 

Bu takdirde  

i. Eğer ( )( ),tf L p q G∈  ise ( ) ( )( ),tT f L p q G∈  olur. 

ii. Eğer ( )( ),tg L p q G∈  ise ( ) ( )∗ = ∗T f g f T g  olur. 

 

İspat: (i) Herhangi bir ( )( ),tf L p q G∈  ve 
( ) ( )( )( )1 ,

L G
T Hom L p q G∈  alalım. O zaman 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

( ){ }

,, ,

,,

, ,

,

sup : , 1

sup : , 1

sup : , 1

t

c p qp q p q

c p qp q

cp q p q

t

p q

T f h T f h C G h

T h f h C G h

T h f h C G h

T f

= ∗ ∈ ≤

= ∗ ∈ ≤

≤ ∗ ∈ ≤

≤ < ∞

 

olduğundan ( ) ( )( ),tT f L p q G∈  olur. 

(ii) Herhangi bir ( )( ),tg L p q G∈  alalım. ( )cC G  uzayı ( )( ),L p q G  uzayında yoğun bir 

alt uzay olduğundan her ( )( ),f L p q G∈  fonksiyonu için 
,

lim 0n p qn
f f− =  olacak 

şekilde { } ( )n cn
f C G

∈
⊂

�
 dizisi vardır. Ayrıca 4.6.10.Önermeye göre 

( )
( )( )( )1 ,

g L G
W Hom L p q G∈  olduğundan  

 

( ) ( )

( )

, ,

,,

lim lim

lim lim 0

n g n gp q p qn n

g n g n p qp qn n

f g f g W f W f

W f f W f f

∗ − ∗ = −

= − ≤ − =
 

 



olur. Yine (i) seçeneği ile herhangi bir 
( ) ( )( )( )1 ,

L G
T Hom L p q G∈  için 

( ) ( )( ),tT g L p q G∈  olduğundan ( ) ( ) ( )( )( )1 ,
T g L G

W Hom L p q G∈  olur ve bundan dolayı 

( ) ( )
,

lim 0n p qn
f T g f T g∗ − ∗ =  

 

elde edilir. Bu takdirde 
( )

( )( )( )1 ,
L G

T Hom L p q G∈  dönüşümü sürekli olduğundan 

( ) ( ) ( ) ( )lim lim∗ = ∗ = ∗ = ∗
n n

n n
f T g f T g T f g T f g  

olur. 

 

4.6.13.Tanım: ,p qA  uzayı için bir ( ),p q
A   kümesini 

( ) ( ) ( )( )( ){ }1, , ,, :her içinp q p q p qL G
A T Hom L p q G W A T W A= ∈ ∈ ∈�  

biçiminde tanımlayalım. 
 

4.6.14.Önerme: ( ),p q
A =

( )
( )( )( )1 ,

L G
Hom L p q G  olur. 

 

İspat: Herhangi bir 
( )

( )( )( )1 ,
L G

T Hom L p q G∈  alalım. ( )( ),tf L p q G∈ , ( )∈ cg C G  

olmak üzere herhangi bir ,f g p qW A∗ ∈  alalım. O zaman 4.6.12.Önermeye göre 

( )( ),tf L p q G∈  ise ( ) ( )( ),tT f L p q G∈  olduğundan her ( ) ( ),h L p q G∈  için  

 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

f g f g T f g

g T f

T W h T W h T h f g h T f g W h

W h

∗ ∗ ∗

∗

= = ∗ ∗ = ∗ ∗ =

=

�
 

olur. Böylece ( ),p q
T A∈  yazılır. Tersine ( ) ( ) ( )( )( )1, ,p q L G

A Hom L p q G⊂  olduğu açıktır. 

 
4.6.15.Önerme: G  bir yerel kompakt Abel grup, 1 p< < ∞  ve 1 q≤ ≤ ∞  olsun. Bu 

takdirde ( ),p q
M A   uzayı ile ( ),p q

A  uzayı izometrik izomorftur. 

 

İspat: Bir ( ) ( ), ,:
p q p q

F A M A→  dönüşümünü herhangi bir ,p qS A∈  için ( ) =ρT S T S�  

olmak üzere ( ) = ρTF T  olarak tanımlayalım. Yine herhangi ,, p qS K A∈  için 



( ) ( )= =ρ ρT TS K T S K S K� � � �  olduğu için  ( ),T p q
M Aρ ∈  olup, F  dönüşümü iyi 

tanımlıdır. ρT  dönüşümünün tanımına göre herhangi ( )1 2 ,,
p q

T T A∈  ve , ∈α β �  için 

 
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

1 2

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

++ = = +

= + = +

= + = +

α βα β ρ α β

α β α β

αρ βρ α β

T T

T T

F T T S S T T S

T T S T S T S

S S F T S F T S

�

� � �  

 
olduğundan F  dönüşümü doğrusaldır. Ayrıca herhangi ( )1 2 ,,

p q
T T A∈  için 

( ) ( )1 2=F T F T  ise her ,p qS A∈  için ( ) ( )
1 2 1 2T TS S T S T Sρ ρ= ⇒ =� �  olur. Buna göre 

her ( ) ( ),f L p q G∈  için ( )( ) ( )( )1 2T S f T S f=  yazılır. Yine 

( ) ( )( ){ },: , ,
p q

S f S A f L p q G∈ ∈  

kümesinin ( ) ( ),L p q G  uzayında yoğun olduğu kolayca görülür. Böylece her 

( ) ( ),u L p q G∈  için ( ) ( )1 2T u T u=  olup F  dönüşümü birebirdir. Bununla birlikte her 

( ) ( ) ( )1, ,p q p qL G
T A Hom A∈ =  ve her ,p qS A∈  için  

 

( ) ( )( ) ( )( )

( )

, ,

,

, ,1 1

,
1

sup sup

sup

p q p q

p q

T p q p qg g

p q
g

S T S T S g T S g

T S g T S

ρ
≤ ≤

≤

= = =

≤ =

� �

 

eşitsizliği bulunur. Buradan da T Tρ ≤  elde edilir. Öte yandan { }hW
γ

 ağı ,p qA  uzayı 

için bir minimal yaklaşık birim olduğundan 
  

,0

sup sup sup lim
p q

h

T h h
S A

h

T WT S
T W T W T

S W

γ

γ γ

γ

γγ γ

ρ
≠ ∈

= ≥ ≥ ≥ =
��

� �      (4.6.15.1) 

 
bulunur. O zaman (4.6.15.1) eşitsizliğiyle =ρT T  olur. Bu F  dönüşümünün bir 

izometri olduğunu gösterir. Son olarak F  dönüşümünün örtenliğini gösterelim. 

Herhangi bir ( ),p q
M Aρ ∈  ve { } ( )1

I
e L Gα α∈

⊂  yaklaşık birimini alalım. Bu takdirde 

( )
( )

( )( )( )1

1
, ,

p q L G
L G A Hom L p q G⊂ ⊂  ve her Iα ∈  için ( )( ) ,p q

e Aαρ ∈  olduğundan 

herhangi ( )1f L G∈  ve ( )( ),g L p q G∈  için 



( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )e f g f e g f e gα α αρ ρ ρ∗ = ∗ = �                  (4.6.15.2) 

eşitliği elde edilir. ( ) ( ) ( )1, ,p q p qL G
M A Hom A⊂  olduğundan, 

 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )

( )( )( ) ( )( )( )( )

f e g f e g f e g

f e g f e g

α α α

α α

ρ ρ ρ

ρ ρ

= ∗ = ∗ ∗

= ∗ =

�

�
                  (4.6.15.3) 

 
eşitliği yazılır. Bu (4.6.15.2) ve (4.6.15.3) eşitliklerine göre de 

 

( )( )( ) ( )( )( )( ) ( )( )( )e f g f e g f e gα α αρ ρ ρ∗ = = ∗�                     (4.6.15.4) 

 

elde edilir. Bu takdirde her ( )1f L G∈  ve ( )( ),g L p q G∈  için 

 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

( )( )( )

( )

, ,

,

,

,

1 ,

lim lim

lim

lim

lim

lim 0

p q p q

p q

p q

p q

p q

f e g f g f e f g

f e f g

f e f g

f e f g

f e f g

α α
α α

α
α

α
α

α
α

α
α

ρ ρ ρ ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

∗ − = ∗ −

= ∗ −

≤ ∗ −

≤ ∗ −

≤ ∗ − =

 

bulunur. Böylece 

 

( )( )( ) ( )( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )lim lim lime f g f e g f e g f gα α α
α α α

ρ ρ ρ ρ∗ = = ∗ =�  

 
 olur. Yine ( )( ),L p q G  uzayı bir esas Banach ( )1L G -modül ve her Iα ∈  için   

( ) ( ) ( )( )( )1, ,p q L G
e A Hom L p q Gαρ ∈ ⊂  olduğundan  

( )( )( ) ( )( )( )( ) ( )( )( )( )e f g f e g f e gα α αρ ρ ρ∗ = = ∗�  

 
ifadesi bir limite sahiptir ve bu limit 

( ) ( )( )( ) ( )1 ,, p qL G
T Hom L p q G A∈ =  olmak üzere 

( )( ) ( )( ),f T g L p q G∈�  şeklindedir. O zaman 

( )( )( ) ( )( )( )( ) ( )( )( )lim lime f g f e g f gα α
α α

ρ ρ ρ∗ = =�  

 olduğundan her ( )1f L G∈  için ( )f T fρ=�  yazılır. Böylece herhangi ,p qW A∈  için  



 

( )( ) ( )e T W e W e Wα α αρ ρ= =� � � �  

 

elde edilir. ,p qA  uzayı bir esas Banach ( )1L G − modül olduğundan e T W T Wα →� � �  

olur. Yine her ,p qW A∈  için ( ) ( )e W W e W Wα αρ ρ ρ− ≤ −� �  olduğundan 

( ) ( )e W Wαρ ρ→�  olur. Böylece limitin tekliğinden ( ) ( )TW T W Wρ ρ= =�  bulunur. 

Bu takdirde Tρ ρ=  elde edilir.  

 

4.6.16.Sonuç: ( ),p q
M A  ve 

( )
( )( )( )1 ,

L G
Hom L p q G  uzayları izometrik izomorfturlar. 

 

İspat: 4.6.14.Önermeye göre ( ) ( ) ( )( )( )1, ,p q L G
A Hom L p q G=  olduğu biliniyor. Yine 

4.6.15.Önermeye göre ( ) ( ), ,p q p q
M A A≅  olduğundan ( ),p q

M A  uzayı ve   

( ) ( )( )( )1 ,
L G

Hom L p q G  uzayları izometrik izomorfturlar.  

 

T  sınırlı, doğrusal dönüşümü herhangi ( )( ), ,tf g L p q G∈  için 

( ) ( )T f g f T g∗ = ∗  koşulunu sağlıyorsa T  dönüşümüne ( )( ),tL p q G  uzayı 

üzerindeki bir çarpan (multiplier) adı verilir. Bu dönüşümlerin uzayı ,p qm  ile gösterilir 

ve bu uzayın operatör normu altında bir Banach cebiri olduğu kolayca görülür. 

 

4.6.17. Yardımcı Önerme: 0f ≠  olmak üzere herhangi bir ( )( ),f L p q G∈  için 

0f g∗ ≠  olacak şekilde en az bir ( )cg C G∈  vardır. 

 

İspat: Kabul edelim ki herhangi bir ( )( )0 ,f L p q G≠ ∈  fonksiyonu ve her ( )cg C G∈  

için 0f g∗ =  olsun. Bu takdirde [12] çalışmasına göre 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ){ }

, , ', '

', '

' ' sup : , 1

' sup 0 : , 1

cp q p q p q

G

c p q

f p f p C f x g x d x g C G g

p C f g g C G g

µ
∗ ∗

∗

  
≤ ≤ − ∈ ≤ 

  

= ∗ ∈ ≤

∫
 

yazılan bu eşitsizliğe göre 
,

0
p q

f =  olur. Bu ise ( )0 . . .f h h h=  olup bir çelişkidir.  



4.6.18.Yardımcı Önerme: Herhangi ,p qT m∈  ve  her ,p qV A∈  için  

( ) ( )( ){ },,
sup : , , 1t

p qp q
T V h h L p q G h T V∈ ≤ ≤�  

olur.  

 

İspat: Bir D  kümesini ( )( ){ },: , ,t

f f p q
D W f L p q G W A= ∈ ∈  biçiminde tanımlayalım 

ve herhangi bir ,p qW A∈  alalım. O zaman her 0ε >  sayısı verildiğinde 
f g

W W ε∗− <  

olacak şekilde ( )( ) ( ){ }: , ,t

f g f g c
W span W f L p q G g C G∗ ∗∈ ∈ ∈  elemanı vardır. Yine 

( )( ) ( ), ,t

cf L p q G g C G∈ ∈  olduğunda ( )( ),tf g L p q G∗ ∈  olduğundan f gW D∗ ∈  

olur. Bu takdirde ,p qD A=  yazılır. Bir : Dϕ′ →U dönüşümü ,p qT m∈  olmak üzere 

( ) ( )f T f
W Wϕ′ =  şeklinde tanımlansın. ϕ′  dönüşümü sınırlı bir dönüşüm olduğundan 

ϕ ϕ′ =  olacak şekilde bir tek ,: p qAϕ → U  sürekli genişlemesi vardır. Her ,p qV A∈  

için ( )Vϕ  ile ( )T V�  operatörlerinin ( )( ),tL p q G  üzerinde çakıştığını gösterelim. 

Herhangi bir  ( )( ),th L p q G∈ , 
,

1
p q

h ≤  ve ,p qV A∈  alalım. ,p qD A=  olduğundan  

 
lim 0

nfn
W V− =                                        (4.6.18.1) 

 

olacak şekilde { }
nf n

W D
∈

⊂
�

 ve { } ( )( ),t

n n
f L p q G

∈
∈

�
 dizisi vardır. Ayrıca her 

( )( ),f L p q G∈  ve herhangi bir ,g p qW A∈  için 

 
( ) ( ) ( )g x x x x gW L f g L f L f g L W f= ∗ = ∗ =  

 
 olduğundan ,p qA ⊂` ve dolayısıyla V ∈` olur. 4.6.12.Önerme ile her 

( )( ),g L p q G∈  için  

 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )h h V h
V W g V W g V g h g V h W g= = ∗ = ∗ =�  

 
olup ( )h V h

V W W=�  elde edilir. Yine ( ) nfn
f hW h

W W W= �  olduğundan her n ∈�  için  

 



( ) ( ) ( ) ( )

( )
,n nfn

n

t

f f h hW h V hp q

f h

W h V h W W W W V W

W V W

− = − = −

= −

� �

�

 

olur. Buradan  

( ) ( ) ( )
,

lim lim lim 0
n n n

t

f f h f h
p qn n n

W h V h W V W W V W− = − ≤ − =�  

elde edilir. Sonuç olarak ,p qT m∈  için  

 

( )( ) ( )( )
,

lim 0
n

t

f
n p q

T W h T V h− =                               (4.6.18.2) 

bulunur. Her n ∈�  ve ( )( ),tg L p q G∀ ∈  için  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
n nn

n n f fT f
W g g T f T g f T W g T W g= ∗ = ∗ = = �  

 

olduğundan ( ) nn
fT f

W T W= �  bulunur. Bu takdirde ( ) ( ) ( )n n nn
f f fT f

W W W T Wϕ ϕ′= = = �  

yazılır. Sonuç olarak (4.6.18.1) ile  

 

( ) ( ) ( )lim lim

lim 0

n n

n

f f
n n

f
n

T W V W V

W V

ϕ ϕ ϕ

ϕ

− = −

≤ − =

�
 

 

bulunur. Bu takdirde ( )( ) ( )( )
,

lim 0
nfn p q

T W h V hϕ− =�  olduğundan her ( )cg C G∈  

için ( )( )( ) ( )( )( )
,

lim 0
nfn p q

g T W h g V hϕ∗ − ∗ =�  elde edilir. Buradan (4.6.18.2) ile 

beraber her ( )cg C G∈  için ( )( ) ( )( )g V h g T V hϕ∗ = ∗  yazılır. Yine 4.6.17.Yardımcı 

Önerme ile ( )( ) ( )( )V h T V hϕ = �   olur. ( )( ),tL p q G  bir normlu cebir olduğundan 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

, , , ,

, , ,

lim lim

lim lim

n n

n

f T fp q p q n np q p q

t

nT f p q p q p qn n

T V h V h W h W h

W h h T f

ϕ ϕ= = =

≤ =

�

 

 

elde edilir. Buradan 
,

t

f p q
W f=  olduğundan yine (4.6.18.1) ile 

,
1

p q
h ≤  olduğundan 

( )( )
,,

lim lim
n

t

n fp qp q n n
T V h T f T W T V≤ = ≤�  



yazılır. Bu ise istenendir. 

 

4.6.19.Önerme: Her ,p qT m∈ , her ,p qV A∈  ve her ( )( ),tf L p q G∈  için  

( )( ) ( )
, ,p q p q

T V f T V f≤� . 

İspat: Herhangi 0ε >  sayısı verilsin. ,p qA  uzayı yaklaşık birime sahip bir Banach 

cebiri olduğundan Cohen Factorization Teoremiyle herhangi ,p qV A∈  için 1P = ,  

S V ε− <  ve V P S= �  olacak şekilde ,, p qP S A∈  vardır [16]. Bu takdirde 

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )

, , , ,

, ,

p q p q p q p q

p q p q

S f S V V f S V f V f

f V fε

= − + ≤ − +

≤ +
 

olup 4.6.18.Yardımcı Önerme ile  

 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( )
, , ,

,, ,

p q p q p q

p qp q p q

T V f T P S f T P S f

T P S f T f V fε

= =

≤ ≤ +

� � �

 

elde edilir. O zaman ε  keyfi sayısı için ( )( ) ( )
, ,p q p q

T V f T V f≤�  bulunur. 

 

4.6.20.Yardımcı Önerme: ( ) ( )( ){ },: , ,t

p q
V f f L p q G V A℘= ∈ ∈  kümesi 

( )( ),L p q G  uzayında yoğundur. 

 

İspat: Herhangi 0ε >  ve ( )( ),g L p q G∈  alalım. [39] çalışmasına göre 

( ) ( )( ),cC G L p q G=  olduğundan dolayı 
, 2p q

g f
ε

− <  olacak şekilde en az bir 

( )cf C G∈  vardır. ,p qA  uzayının yaklaşık birimi { }hW
γ

 ağı olduğunda her γ  için 

4.6.12.Önermeyle ( ) ( )( ),t

hW f L p q G
γ

∈  olur. Ayrıca { }hγ  ağı ( )( ),L p q G  uzayı 

içinde bir yaklaşık birim olduğundan ( )
,,

lim lim 0h p qp q
W f f h f f

γ γ
γ γ

− = ∗ − =  olur. 

Bu takdirde ( ){ }hW f
γ

⊂℘ olup ( ) ( )
,, ,

h h p qp q p q
W f g W f f f g

γ γ
ε− ≤ − + − <  

bulunur. 



 

4.6.21.Yardımcı Önerme: V ∈U  ve ℑ  ise ( )( ),L p q G  uzayının yoğun bir alt uzayı 

olsun. Eğer her ( )c
h C G∈  ve her f ∈ ℑ  için ( ) ( )V h f h V f∗ = ∗  ise V ∈`   olur.  

 

İspat:  Herhangi x G∈  alalım. O zaman her h ∈ ℑ  için 
,

lim 0x p q
L h u hα

α
− ∗ =  olacak 

şekilde ( )cC G  uzayında bir { }
I

uα α∈
 ağı vardır [15]. Yine V ∈U dönüşümü sınırlı 

olduğundan ( ) ( )
,

lim 0x p q
V L h V u hα

α
− ∗ =  olur. Hipotez gereği her ( )ch C G∈  için 

( ) ( )V h f h V f∗ = ∗  olduğundan ( ) ( )( ),V h L p q G∈  için 

( ) ( )
,

lim 0x p q
L V h u V hα

α
− ∗ =  

bulunur. Bu takdirde her h ∈ ℑ  için  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, ,

, ,

, ,

x x x xp q p q

x xp q p q

x xp q p q

V L h L V h V L h V u h V u h L V h

V L h V u h V u h L V h

V L h V u h u V h L V h

α α

α α

α α

− = − ∗ + ∗ −

≤ − ∗ + ∗ −

≤ − ∗ + ∗ −

 

olduğundan ( ) ( )x xV L h L V h=  bulunur. O zaman ( )( ),L p q Gℑ =  olduğundan V ∈`   

bulunur. 

 

4.6.22.Yardımcı Önerme: Herhangi ( )( ), ,f g L p q G∈  ve T ∈`  verilsin. Bu 

takdirde  

i. eğer ( )1f L G∈  ise ( ) ( )T f g f T g∗ = ∗  olur. 

ii. eğer ( )( ),tf L p q G∈  ise ( ) ( )( ),tT f L p q G∈  olur. 

iii. eğer ( )( ),tg L p q G∈  ise ( ) ( )∗ = ∗T f g f T g  olur. 

 

İspat: (i) ( )1f L G∈ , ( )( ),g L p q G∈  için ( ) ( )T f g f T g∗ = ∗  olduğu [9, Lemma2.1] 

çalışmasında gösterildi. 

(ii) Herhangi bir ( )( ),tf L p q G∈  ve T ∈`   alalım. O zaman (i) seçeneğiyle 



( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

( ){ }

,, ,

,,

, ,

,

sup : , 1

sup : , 1

sup : , 1

t

c p qp q p q

c p qp q

cp q p q

t

p q

T f h T f h C G h

T h f h C G h

T h f h C G h

T f

= ∗ ∈ ≤

= ∗ ∈ ≤

≤ ∗ ∈ ≤

≤ < ∞

 

olduğundan ( ) ( )( ),tT f L p q G∈  olur. 

(iii) Herhangi bir ( )( ),tg L p q G∈  alalım. ( )cC G  uzayı ( )( ),L p q G  uzayında yoğun 

bir alt uzay olduğundan her ( )( ),f L p q G∈  fonksiyonu için 
,

lim 0
n p qn

f f− =  olacak 

şekilde { } ( )n cn
f C G

∈
⊂

�
 dizisi vardır. Ayrıca 4.6.10.Önermeye göre 

( )
( )( )( )1 ,

g L G
W Hom L p q G∈  olduğundan  

 

( ) ( )

( )

, ,

,,

lim lim

lim lim 0

n g n gp q p qn n

g n g n p qp qn n

f g f g W f W f

W f f W f f

∗ − ∗ = −

= − ≤ − =
 

 
olur. Yine (ii) seçeneği ile herhangi bir T ∈`   için ( ) ( )( ),tT g L p q G∈  olduğundan 

 

( ) ( )
,

lim 0n p qn
f T g f T g∗ − ∗ =  

 
elde edilir. Bu takdirde T ∈`  dönüşümü sürekli olduğundan (i) seçeneğiyle 

( ) ( ) ( ) ( )lim lim∗ = ∗ = ∗ = ∗n n
n n

f T g f T g T f g T f g  

olur. Bu ise istenendir. 

 

4.6.23.Önerme: Bir :ω ` ,p qm→  dönüşümü her ( )( ),tf L p q G∈  için 

( )( ) ( ) ( )TT f f T fω ω= =  olmak üzere ( ) TTω ω=  biçiminde tanımlansın. Bu takdirde 

ω  dönüşümü `   uzayından ,p qm  uzayına bir izometrik izomorfizmadır.  

Ayrıca ,p qT m∈  için herhangi ,p qV A∈  ve ( )( ),tf L p q G∈  alındığında 

( )( ) ( )( )S
V f T V fω = �  olacak şekilde en az bir S ∈`    vardır. 

 



İspat: Herhangi T ∈` ve ( )( ),tf L p q G∈  için ( ) ( )( ),tT f L p q G∈  olduğu 

4.6.22.Önermede gösterildi. Yine  ,p qA ⊂`  olduğundan her ( )( ), ,tf g L p q G∈  ve her  

T ∈`   için 4.6.22.yardımcı Önermeye göre 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

T f f

T

T f g f g T f g T W g W T g

f T g f g

ω ω

ω

∗ = ∗ = ∗ = =

= ∗ = ∗
 

olup ( ) ,p qT mω ∈  elde edilir. Böylece ω  iyi tanımlıdır. Öte yandan herhangi 

( )( ),tf L p q G∈  ve 1 2,T T ∈`   için  

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1 2

1 2

1 2 1 2 1 2

1 2

T T

T T

T T f f T T f T f T f

f f T f T f

α βω α β ω α β α β

αω βω αω βω

++ = = + = +

= + = +
 

 
ile ω  dönüşümünün doğrusal olduğu görülür. Yine herhangi 1 2,T T ∈` için 

( ) ( )1 2T Tω ω=  ise 
1 2T Tω ω=  olup her ( )( ),tf L p q G∈  için ( ) ( )1 2T f T f=  olur. Bu 

eşitlik her ( )( ),tf L p q G∈  için gerçekleştiğinden ve ( )( ) ( )( ), ,tL p q G L p q G=  

olduğundan 1 2T T=  ve ω  dönüşümünün birebir olduğu bulunur. Ayrıca herhangi T ∈`  

için ,T p qmω ∈  ve ( )( ) ( )( ), ,tL p q G L p q G=  olduğundan 

  

( ) ( )
, ,

, ,

, ,

sup sup

t t

T tp q p q

T t t p q p q

p q p q

f T f
T T

f f

ω
ω = = = = 
  

 
elde edilir. Bu takdirde 1ω =  bulunur ve böylece ω  süreklidir. Herhangi bir ,p qT m∈  

alalım. 4.6.19.Önerme ve 4.6.20.Yardımcı Önerme ile herhangi ,p qV A∈  ve 

( )( ),tf L p q G∈  için ( )( ) ( )( )S V f T V f=  koşulunu sağlayan bir tek S ∈U  vardır. 

Bu takdirde herhangi ( ) ,,c p qh C G V A∈ ∈  ve ( )( ),tf L p q G∈  için 4.6.12.Önerme ve 

4.6.22.Yardımcı Önerme ile 
  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

S h V f S V h f T V h f T h V f

h T V f h S V f

∗ = ∗ = ∗ = ∗

= ∗ = ∗
 

 



olup 4.6.20 ve 4.6.21.Yardımcı Önermeleriyle S ∈` olur. Sonuç olarak her 

( )( ),th L p q G∈  ve her ,p qV A∈  için S ∈`    olduğundan 

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )S
S V h V h S V h T V hω ω= = =                 (4.6.23.1) 

 
bulunur. Şimdide kabul edelim ki bir ( )( ),th L p q G∈  için ( ) ( )S h T hω ≠  olsun. Bu 

takdirde ( ) ( ) 0S h T hω − ≠  olup 4.6.17.Yardımcı Önerme ile en az bir ( )cg C G∈  için  

( ) ( )( ) 0
S

g h T hω∗ − ≠  elde edilir. Yine ( )( ),th L p q G∈ ⊂  ( )( ),L p q G  olduğundan 

,
lim 0n p qn

h h− =  olacak şekilde { } ( )n cn
h C G

∈
⊂

�
 vardır. O zaman 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )

, ,,

, ,

, ,

lim

lim lim
n

S S Sp q p qp q

S n Sp q p qn

S n S hp qn n p q

g h T h g T h T g h

h T g h T g

T h g T W g

ω ω ω

ω ω

ω ω

∗ − = ∗ − = − ∗

= ∗ − = ∗ −

= − ∗ = −

 

 

bulunur. ( )
nhW g ∈℘ ve ( )( ),L p q G℘=  olduğundan (4.6.22.1) eşitliğiyle  

( ) ( )( )
,

0S
p q

g h T hω∗ − =  olur. Bu çelişki ile her ( )( ),th L p q G∈  için ( ) SS Tω ω= =  

olup ω  örtendir. Şimdi de ω  dönüşümü için izometri özelliğini gösterelim. Herhangi 

T ∈`   ve ( )( ),tf L p q G∈  için supremum tanımına göre her 0ε >  sayısına karşılık  

( ) ( )
, ,

t

T Tp q p q
f g fω ω ε< ∗ +  olacak şekilde 

,
1

p q
g ≤  olan en az bir ( )( ),g L p q G∈  

vardır. 4.6.22.Yardımcı Önerme ile 
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )T f f
g f g T f T g f T W g T W gω∗ = ∗ = ∗ = = �  

 olduğundan  

( ) ( )
, ,

,

,

t

T Tp q p q

f p q

t

p q

f g f

T W g

T f

ω ω ε

ε

ε

< ∗ +

≤ +

≤ +

 

olur. Böylece ( ) TT Tω ω= ≤  bulunur. Tersine 4.6.19.Önerme ve 4.6.20.Yardımcı 

Önerme ile T ∈`   için 



( )( ) ( ) ( ){ }
( )( ) ( ) ( ){ }

,,

,,

sup : , 1

sup : , 1

p qp q

T p qp q

T

T T V h V h V h

V h V h V hω

ω

= ∈℘ ≤

= ∈℘ ≤

≤

 

bulunur. Sonuç olarak ( )T Tω =  ve ` ,p qm≅  bulunur. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



5. TARTIŞMA 

 
Bu çalışmanın birinci bölümünde Quek ve Yap [29] çalışmasında verilen 

süreklilik modülünün tanımı yardımıyla tanımlanan ( ),Lip pα , ( ),lip pα  Lipschitz 

uzaylarının Lipschitz-Lorentz uzaylarına genelleştirilmesidir. Ayrıca bu uzaylarında 

çarpanlarına ayırma, maksimal homojen Banach uzayı ve relatif tamlama kavramları da 

incelenmiştir. Yine Quek ve Yap [30] çalışmasında genel öteleme operatörü kavramıyla 

tanımlanan ( ), ;L p Gα∗Λ , ( ), ;L p Gλ α∗  Lipschitz-Zygmund sınıfları, bu çalışmada 

Lorentz uzaylarına genelleştirilmiş ve bu sınıflar üzerinde tanımlı çarpanlar uzayları 

incelenmiştir. Tanımlanan bu sınıflarda p q=  alındığında [30] çalışmasıyla 

çakıştığından dolayı çalışmanın ikinci bölümü bir genelleştirmedir. 

Çalışmanın üçüncü bölümünde incelenen ( )1 2,
, ,

w w

r p qB G  uzayları daha önce birçok 

defa incelenen ( )
1

r

wL G  ve ( )( )2, ,L p q w d Gµ  uzaylarının kesişimi ile elde edilmiştir. 

Daha önce literatürde bahsedilmeyen bu kesişim uzaylarının temel özellikleri 

incelenmiştir. Yine bu uzaylardaki kompakt gömülme kavramı, Gürkanlı [14] 

çalışmasındaki metotlar ve tekniklerle dördüncü bölümde incelenmiştir. 

İlk defa Mckennon ve Griffin tarafından tanımlanan ( )t

pL G  grup cebirleri, bu 

çalışmanın son bölümünde Lorentz uzaylarına genelleştirilmiştir. Özel olarak bir Segal 

cebiri olan ( ) ( )( )1 ,L G L p q G∩  uzayları ve üzerindeki çarpanlar uzayı [21, 22, 23, 28] 

çalışmalarındaki özel bir metotla beşinci bölümde incelenmiştir. Daha öncede çarpanlar 

uzayı incelenen bu Segal cebirinin üzerindeki çarpanlar uzayı farklı bir metotla ilk kez 

bu çalışmada incelenmiştir. Yine son bölümde Lorentz uzaylarında yoğun ve Banach 

cebiri olan ( )( ),tL p q G  grup cebirleri üzerindeki çarpanlar uzayı ile Lorentz uzayları 

üzerindeki öteleme operatörleriyle değişmeli operatörler uzayı arasındaki ilişki [21, 22, 

23] çalışmalarındaki tekniklerle genelleştirilmiştir. 

 

 

 

 

 



6. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu çalışmanın ilk iki bölümünde tanımlanan ( ) ( ), , ,lip pq Lip pqα α  Lipschitz-

Lorentz uzayları ve ( ) ( ), ; , , ;L pq G L pq Gα λ α∗ ∗Λ  Lipschitz-Lorentz-Zygmund sınıfları 

ağırlıklı Lorentz uzayları içinde tanımlanıp, ağırlıklı Lipschitz-Lorentz uzayları ve 

ağırlıklı Lipschitz-Lorentz-Zygmund sınıfları ve bu uzayların temel özellikleri ve 

çarpanlar uzayları incelenebilir. Yine bu incelemeler sırasında bazı özelliklerin 

sağlanmasında ağırlık fonksiyonu w  fonksiyonuna ek koşullar konması gerekli olabilir. 

Üçüncü ve dördüncü bölümde incelenen, ( )1 2,
, ,

w w

r p qB G  uzayı, bu uzayların temel 

özellikleri ve bu uzaylardaki kompakt gömülme kavramı ağırlıklı Lebesgue uzayı yerine 

ağırlıklı Lorentz uzayı alınarak genelleştirilebilir. Yani ( )
1

r

wL G  yerine 

( )( )1, ,L r s w d Gµ  uzayı alınarak ( )1

2

, ,
, ,

r s w

p q wB G  uzayları incelenebilir.  

Son iki bölümde yapılan incelemeler ağılıklı Lorentz uzayları içinde 

düşünülebilir. Ağırlık fonksiyonuna ek koşullar eklenerek aranacak izomorfizmalar 

cebirsel olarak izomorfizma, topolojik olarak homeomorfizma olarak bulunabilir. Yine 

beşinci bölümde incelenen ( ) ( )( )1 ,L G L p q G∩  uzayının bir genelleştirilmesi ve bir 
wS  

uzayı olan ( ) ( )( )1 ,wL G L p q G∩  uzayları içinde çarpanlar uzayı incelenebilir. 
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