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OZET

GALERKIN SONLU ELEMAN METODUYLA KISMI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN COZUMLERI

GULEC, Semin

Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danmisman: Yrd. Dog. Dr. Abdiilkadir DOGAN

Haziran 2007, 63 sayfa

Bu yiiksek lisans tezi dort boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde galerkin sonlu elemanlar metodu hakkinda bilgi verildi. Lineer
olmayan esit genislik dalga (EW) denklemi, Burger denklemi, diizenli uzun dalga
denklemi (RLW) hakkinda bilgi verildi.

Ikinci boliimde, lineer olmayan esit genislik denklemi lineer sonlu elemanlar kullanarak

Galerkin metoduyla ¢oziildii.

Uciincii boliimde, Burger denkleminin sayisal ¢oziimii icin bir Galerkin sonlu eleman

metodu sunuldu.

Dérdiincti boliimde, diizenli uzun dalga denklemi, lineer sonlu yer elemanlart
kullanilarak Galerkin metodu ile ¢6ziildii.
Besinci boliimde, sonug ve tartisma kismi belirtildi.

Anahtar Kelimeler : RLW denklemi, Sonlu eleman methodlari, Galerkin, Burger

denklemi, Esit genislik denklemi, Undular bore



SUMMARY

NUMERICAL SOLUTIONS OF PARTIAL DIFFERANTIAL EQUATIONS USING
GALERKIN FINITE ELEMENT METHODS

GULEC, Semin

Nigde University
Graduate School of Naturel Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor. Yrd. Dog. Dr. Abdiilkadir DOGAN

June 2007, 63 pages

This master thesis consists of four chapters.

In the first chapter, a short introduction about finite element methods (FEM) was given.
By giving the definition and properties of spline functions, some of the previous
numerical methods about equal width wave equation, Non-linear Burger equation, the

regularised long wave (RLW) equation are mentioned.

In the second chapter, the non-linear equal width equation was solved by Galerkin’s

method using linear finite elements.

In the third chapter, A Galerkin finite element method was presented for numerical

solution of Burgers’ equation.

In the fourth chapter, the regularised long wave equation was solved by Galerkin’s

method using linear space finite elements.

In the fifth chapter, conclusion and discussion were reported.
Keywords: RLW equation, Finite element methods, Galerkin, Burgers’ equation, equal

width equation, Undular bore
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BOLUM I
GIRIS
1.1. Sonlu Eleman Metodlar:

Sonlu eleman [1,2,3,4,5] terimi ilk olarak 1960 da Clough [6] tarafindan kullanilmistir.
Gilinlimiizde matematigin her alaninda ortaya c¢ikan kismi tiirevli diferansiyel

denklemlerin ¢6ziimlerine yaklasimda kullanilmaktadir [7].

Sonlu eleman metodu roketteki yapisal miihendislik uygulamalarinin, denizcilik
insaat¢iliginin ve niikleer giic endiistrisinin tim ¢esitlerinde yaygin olarak ilk niimerik
metodun secimi olarak kabul edilmektedir. Son zamanlarda akiskanlar mekanigine
uygulamalari, akiskan yap1 yaninda gelgit hareketi calismasi, 1s1 ve kimyasal tasinma ve

difiizyon i¢in gelistiriliyor.

1960 yillar1 sirasinda sonlu eleman metodu iizerindeki arastirma diinyanin cesitli

kistmlarinda yaygin olarak takip edildi. Ozellikle, asagidaki konular iizerinde

arastirmalar yapildi.

a) Metot, agirlikli residual metodunun 6zel bir durumu olarak yeniden formiillestirildi.

b) Elemanlarin genis bir cesitliligini i¢eren grafik elemanlar olarak gelistirildi.

¢) Metot kismi diferansiyel denklemlerin ¢Oziimii i¢cin genel metot olarak tanindi.
Dinamik problemlere, lineer olmayan problemlere uygulanisi bolca toprak mekanigi,
akiskan dinamigi, 1s1 dinamigi 6rnegi gibi baska alanlar icinde genisletildi. Simdiye

kadar ¢oziimii zor olarak diisliniilen miihendislik problemlerine ¢oziimler bulundu [8].

Bir diferansiyel denklemin sonlu fark yaklasiminda, denklemdeki tiirevler bolgenin
farkli ag noktalarinda c¢oziimiin degerlerini iceren fark oranlanyla yer degistirir. Ag
noktalarindaki ¢6ziimiin degerleri icin sinir sartlar1i uygulandiktan sonra, sonug¢ fark
denklemleri ¢oziilir. Kavramda sonlu fark metodu basit olmasina ragmen birkac

dezavantaji vardir. En dikkat cekeni, yaklagim ¢oziimlerinin tiirevlerinin yanhshgidir,



diizgiin olmayan simirlarda sinir sartlarinin uygulanmasindaki zorluklar, kompleks
bolgelerdeki geometriksel gosterimin dogrulugundaki zorluklar ve diizgiin olmayan ve

dikdortgen olmayan aglara uygulanmasi konusunda yetersizdir.

Sonlu eleman metodu sonlu fark metodunun zorlandigi bu konularin iistesinden gelir.
Ciinkii temeli integral formiillerine dayanir. Problemin geometrik bdolgesi sonlu
elemanlarin bir toplami olarak gosterilir ve dikdortgen olmayan bolgeler de boliinebilir

[7].

Modern sonlu eleman integral metotlar1 baslica iki farkli islemle bulunur: fark

formiilleri ve agirlikli residual metodu [9].

Fark modelleri genellikle bir fonksiyon olarak bilinen ©zel integral iligkisinin
maksimum, minimum degerine yol acan nodal parametreleri bulmay1 igerir. Simir
kosullarmi saglayan bir fonksiyonun maksimum ve minimum degerlerine yol acan
cOziimii Euler denklemi olarak bilinen birlestirilmis diferansiyel denklemlerin
cOziimiine denk olarak iyi bilinir. Fonksiyonel bilinirse Euler denklemini bulmak

nispeten kolaydir.

Bir¢ok miihendislik ve fizik problemleri baslangi¢ olarak bir diferansiyel denkleme
bagh olarak tanimlanir. Verilen Euler denkleminin fonksiyonelinin arastirilmasi i¢in bir
integral formiiliine ihtiya¢c duyulur. Ne yazik ki bu zordur ve bazen miimkiin degildir.
Bundan dolay1 artan bir orijinal diferansiyel denklemden direkt olarak bir integral

formiilii meydana getiren cesitli residual tekniklerin 6nemi artiyor.

Agirlikli residual teknik tarafindan sonlu eleman modelinin ortaya ¢ikmasi nispeten son
gelismedir. Bununla birlikte bu metot diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde ¢cok 6nem

kazanmustir.

Baz1i operatdr denklemini saglayan bilinmeyen u fonksiyonlarmin bulunmasiyla
baslayalim:
Au=f Q= (a,b) (1.1)



Burada f bir bilinen fonksiyon, Q ilgili tanim bolgesidir. A derecesi 2m olan gercek bir
diferansiyel operatordiir (m pozitiftir). Diferansiyel operatdér A, u da lineerdir ve

tiirevleri A da lineer goriiniir. Tersi oldugunda A lineer degildir.
Siir sartlar1 2m-1 e kadar tiirevleri igcerebilir ve her bir sinir noktasinda m tane sinir
sart1 vardir. Eger sinir sartlar1 m den daha kiiciik derecedeki tiirevleri ve u yu igerirse o

zaman onlara essential adi1 verilir.

Agirlikli residual metodunda u ¢ozimil interpolasyon fonksiyonlart ¢, ler ile

yaklagtirilir:
N
Uy =Y.c;0,; (1.2)

seklindedir, burada bilinmeyen ¢; parametreleri belirlenecektir.

¢, vyaklasim fonksiyonlarmin en iyi secimi polinomlardir ¢iinkii polinomlari

hesaplamak kolaydir. Uygun bir polinom ile keyfi kapali olarak herhangi siirekli

fonksiyonu ifade eden polinomlar fikir noktasindan c¢ekicidir. ¢, yaklasiminin

seciminin asagidaki kosullar1 saglamasi istenir.

(a) Geometrik inveryansinin olmast

(b) Daha asag tiim terimleri kapsayan tiim polinomlar1 icermesi

(c) Coziuimii gosterebilmek icin parametrelere ve yeterli siireklilige sahip olmasi.

(1.2) yaklagik ¢oziimiinii (1.1) operator denkleminde yerine koyalim. Bu operator bir

residual R, yi tanimlar:

Ry =Au—f (1.3)



burada R,, ¢, fonksiyonlarindan segilen bagimsiz bir fonksiyonudur ve c; ler
bilinmeyen parametrelerdir. Agirlikli residual metodunu kullanarak bilinmeyen c;

parametrelerini belirlemek i¢in, residual ¢arpiminin ve bazi ¥ ; agirlik fonksiyonlarinin

Q iizerinden integrali alinir, sifir olur:

[ ¥ Rydx=0 j=1 .., N (1.4)

burada agirlik fonksiyonlari genelde yaklagim fonksiyonlart ¢, ile aym degildir.  (1.4)

denklemi

Zli:(J.QWJAfbjdx)cj = J.ijfdx

DA, =f; (1.5)
seklinde basitlestirilebilir. Burada:

Ay =[ vAgdx

ve
fi= I Q Vi dx
seklindedir.

Agirlik fonksiyonlarmin farkli secimleri i¢in (1.4) agirlikli residual tekniginin farkli

tirlerini buluruz.

v, =¢ icin agirhkh residual metoduna Galerkin metodu denir ve eger ¥, # @, ise

agirlikli residual metoduna Petrov-Galerkin metodu adi verilir.



En kiigiik kareler metodunu bulmak i¢in (1.4) residualin karesinin integralini minimize

ederek ¢, parametrelerini belirleriz:
90 [ p2
- [Ridx=0
J

veya

j%RN Rydx=0.

C;

(1.6) denklemi basitlestirilmis olarak

Zli:(J.QAQ.A@dx)cj = J.Q(A¢,-)f dx

seklinde yazilabilir, burada

A; = (A4)(Ag))dx
ve

fi=[ (A f dx

dir.

(1.6)

1.7

Siir deger probleminin ¢éziimii i¢in bagka bir popiiler metot collocation metodudur. Bu

yaklagimin arkasindaki fikir € bolgesindeki N secilmis noktalarda (1.3) residual

denklemini sifir yapmaktir :

R,(x;)=0

veya

AP (x) = f(x)

. N (1.8)

., N. (1.9)



(1.9) denklemi niimerik olarak ¢oziilebilen N bilinmeyen parametreleri ¢; deki N

denklemlerinin bir sistemini verir.

Her iki doniisim ve agirlikli residual formiilii i¢in sonlu eleman metodunun

yakinsakligin1 kurmasinim ifadesi i¢in:[9]

a) (gerekli sart) eleman interpolasyon fonksiyonlar1 eleman biiyiikliigii azalirken
integral ifadesini tanimlamadaki mertebesine onun tiirevleri ya da bagimli degiskenin
herhangi sabit degerinin modeline yeterli olmalidir.

b) (yeterli sart) eleman bi¢cim fonksiyonlar iki yiizey arasindaki ortak yiizeyi bagimli
degisken ve onun tiirevleri integral ifadesindeki tamimlamadaki bir mertebe daha az
stirekli olabilmesi i¢in secilmelidir.

Herhangi bir problemin sonlu eleman analizinde kullanilan terimler asagida siralanir[7]:
a) Sonlu eleman discretisationu. {1k olarak, siirekli bolge veya dogru parcalar adi verilen
alt bolgelerinin bir n sonlu elemaninin bir toplami olarak gosterilir. Buna pargalarla
bolgenin discretisationu denir. Bu pargalarin her birine bir eleman adi verilir. Elemanin
birden fazla tiiriinde bir ag1 i¢inde alam discretise edebilmek alanin sekline baglidir.

b) Hata tahmini. Sonlu eleman ¢6ziimiinde {i¢ ¢esit hata vardir:

(i) bolgenin yaklagimidan dolay1 hatalar

(ii) coziimiin yaklasimindan dolay1 hatalar

(iii) niimerik hesaptan dolay1 hatalar.

¢) Nodallarin yer ve sayisi. Bir elemandaki nodallarin yer ve sayisi

(i) elemanin geometrisine



(ii) yaklagimin derecesine (6rnegin; polinomlarin derecesi)
(iii) denklemin bicimine baglhdir.

d) Elemanlarin toplami. Elemanlarin toplami genel bigimde, sinirda i¢ elemanlardaki

stirekli ¢coziimdeki fikre dayanir.

e) Dogruluk ve yakinsaklik. Sonlu eleman coziimlerinin dogrulugu ve yakinsakligi
kullanilan elemanlarina ve ¢o6ziilmiis diferansiyel denklemlere baglidir. "Dogruluk”
kelimesi kesin ¢oziim ile sonlu eleman ¢oziimii arasindaki farki anlatir, "yakinsaklik"

kelimesi agdaki elemanlarin sayis1 artarken dogrulugu anlatir.

f) Zamana bagl problemler. Zamana bagli problemler icin asagida izlenecek iki adim

vardir:

i) Kismi diferansiyel denklemler zamanda adi diferansiyel denklemlerin bir kiimesini

bulmak i¢in sonlu eleman metodu ile yaklastirilir.

ii) Cebirsel denklemlerin bulunmasi i¢in sonlu fark metotlann1 ile zamandaki adi

diferansiyel denklemler yaklasik olarak ¢oziiliir. Bu sonra nodal degerler i¢cinde coziiliir.

Sonlu eleman metodu kullanilarak bir diferansiyel denklemin ¢o6ziimii icin temel

adimlar asagidaki gibidir [7]:
a) Sonlu elemanlar icinde verilen bolge boliiniir. Nodal sayilar1 ve (alt bolgelerin
noktasindaki fonksiyon hesaplanir) elemanlar. Problemler igin ihtiyag duyulan

geometrik Ozellikler olusturulur (koordinatlar, alan profili ve benzeri).

b) (1.10) denklemini kullanarak verilen diferansiyel denklem insa edilerek eleman

denklemleri hesaplanir.

N
u=>uy, (1.10)
i=1



burada ¥, secilen interpolasyon fonksiyonlardir. Eger secilen agirlikli residual

formiiliinde ( 1.10 ) denklemi yerine yazilirsa,

K Hu}=1{F°} (1.11)

formiiliinii buluruz.

¢) Tiim problemde denklemin bulunmasi i¢in eleman yardimlar bir araya getirilir.
d) Problemin sinir sartlar1 uygulanir.

e) Tiim denklem sistemi ¢oziiliir.

f) Coziim hesaplanir ve sonuglar Cizelge veya grafik seklinde gosterilir.

1.2. Esit Genislik Dalga Denklemi (EW)

Lineer olmayan esit genislik denklemi ( EW ), iyon akustik plazmalar, s1§ (yiizeysel) su
gibi onemli fiziksel olaylarin icerisinde siklikla karsi karsiya kalinan lineer olmayan
dagimik dalgalarin hareketini gosterir [10]. Bu yiizden literatirde EW denkleminin
¢Oziimii icin birkacg analitik ve sayisal calismalar mevcuttur.

Lineer olmayan EW denklemi asagidaki formdadir;

U+UU,-uU _, =0 (1.12)
Burada alt indisler x ve t alinacak tiirevleri ve p’da pozitif degiskeni ifade eder. Bu
denklem Morrison tarafindan [11] lineer olmayan daginik dalgalar icin bir model olarak
ortaya cikarildi. O, iyi bilinen diizenli uzun dalga denklemine ( RLW ) bir alternatiflik
gosterir. Bazi EW denkleminin analitik ¢6ziimleri bilinir ki; dyle sayisal metotlar EW
denklemi caligmak i¢in kullanigh birer aractirlar, X — * oo , U — 0 sinir kosullariyla

Morrison [11] EW denklemi i¢in tek bir dalga ¢dziimiinii asagidaki formda sunar;



U (x.t) = U(x,1) = 3csec h? (k[x— x, —vi]) (1.13)

Burada,
, 1

kif=—,v=c (1.14)
4u

dir ve k ise 3¢ enligine sahip olan dalga nabzinin enligini dlger.

EW denklemine benzer olan RLW denkleminin sayisal ¢oziimleri i¢in literatiirde bir
cok calisma vardir. Gardner ve Gardner [12] sekil fonksiyonlar1 elemanlan gibi kiibik
spline kullanarak Galerkin metoduna dayanir ve RLW denkleminin sonlu elemanl
cOziimiinii kurarlar. Gardner [13] ii¢lii B-spline sonlu elemanlariyla bir Galerkin metodu
kullanarak RLW denklemini ¢ozdii. Diger Gardner [14] lineer konum-zaman sonlu
elemanlariyla en kiigiik kareler metodunu kullanarak RLW denklemini ¢6zdii. Onlar bu
metotlarin 6zelliklerini ve avantajlarini tartistilar ve bunlar ilk calismalarla elde edilen
sayisal algoritmalarla solitary dalga modelindeki dogruluguyla karsilastirdilar. Gardner
[15] RLW denklemi i¢in bir Petrov-Galerkin B-splayn sonlu eleman metodunu kurdu.
Dag [16], elemanlar iizeri kullanilan sekil ve agirlik fonksiyonlarinin her ikisi gibi olan
iiclii B-splaynlarla Petrov-Galerkin metoduna onciililk eden en kiigiik kareler sonlu
eleman teknigini uyguladi. Dogan, [17] 2. dereceden B-splayn sonlu elemanlari

kullanarak Petrov-Galerkin metoduyla RLW denklemini ¢ozdii.

RLW denklemi hakkinda yogun calismalar olmasina ragmen, EW denklemi igin
digerlerine nispeten daha az calisma yapildi. Gardner ve Gardner [18] kiibik B-splayn
sonlu elemanlar metodu kullanarak Galerkin metoduna temel teskil eden EW dalga
denklemini c¢ozdiiler. Onlar gosterdiler ki, B-splayn sonlu elemanlariyla Galerkin
metodu tek bir dalganin genislik, konum ve hizin1 sadik¢a temsil edebilir. .Diger bir
caligmada Gardner [19] 2. dereceden B-splayn sonlu elemanlar1 kullanarak EW
denklemine bir Petrov-Galerkin ¢éziimii gelistirdiler. Onlar algoritmanin 6zelliklerine

belirlemek i¢in solitary dalganin hareketi tizerine calistilar ve undular bore gelisimin



incelediler. Zaki, [20] lineer konum-zaman sonlu elemanlartyla en kiiciik kareler

teknigini kullanarak EW denklemini ¢6zdii.

Son makalede Dogan [21], RLW denklemine dogru ve etkili sayisal ¢dziimler bulunan
lineer yer sonlu elemanlar kullanarak RLW denklemine Galerkin metodunu kurdu. O
gosterir ki, lineer konum sonlu elemanlar onemli bir sekilde ¢oziimiin dogrulugunu
gelistirir. Bundan dolayr bu makalede EW denkleminin ¢6ziimii i¢in aym metodu

uygulayacagiz ve tek bir dalganin gogiinii calisacagiz.

1.3. Burger Denklemi

Burger denkleminin ¢oziimii, hava akimi [22] modelinde ve s1g bir siv1 [23] icinde sok
bir dalga yayilimindan gecen akisin yaklasim teorisinde ortaya ¢iktigindan dolayi biiyiik
bir 6nemi vardir. Burger Denklemi ve Navier — Stokes denklemi, onlarin lineer olmayan
terimlerinin tiirlinde ve kiigiik katsayilarla yiiksek mertebeli tiirevlerinin olaylarinda her
ikisinde birden benzerdirler. Burger Denklemi keyfi se¢ilen baslangi¢ kosullar1 [24] i¢in
analitik olarak c¢oziilebilir birka¢ lineer olmayan (non-lineer) diferansiyel denklemden
birisidir. Bununla birlikte Burger denkleminin ¢6ziimiinde, dik dalga cephesine uyan
yapiskanlik katsayisinin yeni genis Reynold sayilarinin kiiciik degerleri icin, zorluklar
goriiliir. Bircok durumda, sayisal ¢oziimler, eger elemanlarin biiyiikliigii gercege
uymayacak sekilde kiiciik degilse, fiziksel olmayan genis salimmlar iceren sonuglari

tiretmeye benzerler.

Bir¢ok yazar, Burger denklemi icin sayisal ¢oziimlerin cesitli tiirlerini ileri siirdiiler.
Varoglu ve Finn [25] izoparametrik konum-zaman sonlu elemanlar1 kullanarak dahil
edilen karakteristiklerin metodu olan avantaj saglayan bir agirlik residual formiiliinii
gelistirdiler. Coldwell [26] , Onceki adimlardan bilgileri kullanarak her safhada
elemanlarin boyutlarin1 degistirerek Burger denklemini ¢6zmek igin bir sonlu eleman
metodu kullandi. Herbit [27] pargali lineer deneme fonksiyonu ve parcali Hermite kiibik
test fonksiyonu kullanarak bir zamana bagli 1zgara iizerinde bir Petrov-Galerkin metodu
kullandi. Christie [28] lineer ve 2. deceden Lagrage elemanlariyla birlikte lineer
olmayan terimleri i¢in bir carpim yaklasimi bir Galerkin yaklasimi kullandi. Coldwell
[29], kiibik splayn interpolasyon (ara deger) fonksiyonunu ilk iki tiirevleri ve degisken

degerleri icin ii¢ cift denklem sistemini ortaya cikarmak icin kullandi. Evans ve



Abdullah [30] bir grup sonlu fark metodunu kullandilar. Kakuda ve Tosaka [31] ,
Burger denkleminin sayisal c¢oziimleri i¢in genellestirilmis smir eleman metodu
sundular. Onlarin metodu, denklemin lineerlestirilmis diferansiyel operatdrii icin temel
cOziimii kullanarak her alt alanda elde edilen sinir integral denkleminin bir kiimesinde
temelini olusturdu. Mittal ve Singhal [32], Runge-Kutta Chebyshew metoduyla
coOziilmiis olan kati bayagi diferansiyel denklem sistemini bulmak i¢in sonlu lineer
olmayan iiretme teknigini kullandilar. Ali [33], sonlu elemanlar iizerine kiibik B-
Splaynlarin birlikteligini kullanarak sayisal bir sekilde lineer olmayan Burger
denklemini ¢6zdii. Nguyen ve Reynon [34] lineer elemanlarla bir en kiiciik kareler

yaklagimin1 gelistirdiler.

Dogan [35], son zamanlarda RLW sayisal denkleminin sayisal ¢6ziimii i¢in lineer sonlu
elemanlarla Galerkin metodunu kulland1 ve gosterdi ki bu metot sayisal sonuglarin
dogrulugunu o©nemli bir sekilde gelistirdi. Bu nedenle bu c¢alismanin baslica
motivasyonu Burger denkleminin sayisal ¢Oziimii icin ayni metodu uygulamaktir.
Sayisal deneyler yerine getirilir ve bulunan sonuglar daha onceki ¢alismalarla miimkiin

oldugu yerde karsilastirilir.

1.4.Diizenli Uzun Dalga Denklemi (RLW)

Diizenli uzun dalga denklemi
u+Uu +U0U -U_, =0

seklinde tanimlanir. Bu denklem
U, +U +UU +U__ =0

bicimindeki daha ¢ok bilinen Korteveg de Vries (KDV) denkleminin lineer olmayan
dispersive dalgalar i¢in farkli bir agiklamasidir. Diizenli uzun dalga denklemi ilk olarak
Peregrine [36] tarafindan ortaya atilmistir. Onemli fiziksel doga olaylarinin biiyiik bir
kismi onun tamimindan dolayr lineer olmayan dispersive dalgalarm [36,37]

calisiimasinda énemli bir rol oynar. Ornegin, s1g su dalgalari ve iyon akustik plazma



dalgalari. Dalga kirilmasi, su dalgalanyla gozlendigi icin herhangi bir dalganin

yiiksekligi 0.28°1 asarsa, deneysel kanit, bu tanimin kirildigint gosterir [36].

Diizenli uzun dalga denkleminin lineer olmayan dogalligindan dolayi, literatiirde bir ¢cok
kesin ¢6ziim mevcut degildir. Baslica ¢calismalar problemlerin, niimerik ¢éziimlerini goz
Oniinde tutarlar. Filbeck ve McGuire [37] diizenli uzun dalga denkleminin niimerik
cOziimleri i¢in bazi metotlar ileri siirmiislerdir . Bona [38] bir kok alma denkleminin
¢Oziimii i¢in niimerik metotlarin bir sayisini gostermistir. Jane [39] gelisim denkleminin
¢Oziimii icin birka¢ niimerik metodu gostermistir. Diizenli uzun dalga denkleminin
¢Oziimii i¢in collocation metodu ve kiibik spline metodunun her ikisi de uygulanmistir.
Gardner ve Gardner [40], bicim fonksiyon elemam gibi kiibik splineler ile Galerkin
metoduna dayandirilan sonlu eleman metodunu kullanarak diizenli uzun dalga
denklemini ¢Ozmiistiir ve solitary dalga problemlerinin etkilesimlerini, yer
degistirmelerini uyguladiktan sonra bu metodun dogru ve yeterli bir metot oldugunu

gostermistir.

Diizenli uzun dalga denklemi, Galerkin metodu [41,42] i¢inde ikinci dereceden B-spline
sonlu elemanlarina dayandirilan sonlu eleman metodu kullanilarak da c¢oziilmistiir

[42,43].

Nguyen ve Reynen en kiigiik kareler teknigini kullanarak, metotlarin advection-
difiizyon  problemlerindeki  sahte = salimmlarn  yok  ettigini = gOstermistir
[42,43].Caligmalarda niimerik ¢oziimii kurmak icin lineer sonlu elemanlarla Galerkin
metodu kullanilmistir [42,43]. Diizenli uzun dalga denkleminin bir niimerik ¢oziimiinii
kurmak i¢in lineer yer zaman sonlu elemanlarimi kullanarak en kiiciik kareler metodu
kullanilmistir [44]. Ikinci dereceden B-spline uzaysal sonlu elemanlarini kullanarak esit
genislikli denklem i¢in bir Petrov-Galerkin ¢6ziimii gosterilmistir [45]. Gardner bu
denklemi Petrov-Galerkin B-spline sonlu eleman metodu ile ¢dzmiistiir [46]. Yakin bir
zaman Once, Dogan [47] ikinci dereceden B-spline sonlu elemanlarm kullanarak

Petrov-Galerkin yontemi ile ¢ozmiistiir.



BOLUM 11

ESIT GENIiSLiK DALGA DENKLEMINE GALERKIN METODUNUN
UYGULANMASI

2.1.Sonlu Eleman Coziimii

Lineer olmayan EW denklemi asagidaki formdadir;
U+UU -uU_, =0 (2.1)
Burada alt indisler x ve ¢ alinacak tiirevleri ve p’da pozitif degiskeni ifade eder.

EW denklemini (1) Galerkin metoduna uyguladigimizda fonksiyonu, W; ’nin nodal
degerlere gore agirlik fonksiyonu oldugu [48]

] Wjdx=0

xxt

L
[ [v,+vU, -uv

(22)0<&<1
(2.2)’ e minimize ederiz.

Sonlu elemanlarin degismeyen uzaysal dizilisi 0= x,<X,...<xy =L olarak kurulur.
Biiyiikliigiin tipik sonlu bir elemant h= ( Xpn+1 - Xm ) , &yerel koordinatlariyla

doniisiim yapilir

Burada;
x=xn+&h, 0< & <1 Integral (2.2)’e uygulanir ve

Integral basitlestirilerek

1 J RN E A M
'f{U,+ZUU¢+ZUU”—?U{;§,}Wjd§=0 (2.3)

0

elde edilir.



Burada U bir eleman iistii sabit olarak alinir.

Bu;
[[[U,+vU,-bU, TWw.dé=0 (2.4)

ya Onciiliik eder, burada da;

M
b=z
ve

U
V=—
h

her eleman icin yerel bir sabit olarak alinir. [xm X

‘m+1

| araliginda U ’nun degisimi

U= Nu, (2.5)

olarak verilir ki burada N, ve N, lineer uzaysal temel fonksiyonlaridir ve u,, u, de

nodal parametrelerdir. £ yerel koordinat sistemiyle temel fonksiyonlari [48]

N, :1_5

N, = 4
ifadesine sahip olurlar.
Galerkin metodu i¢in W, agirlik fonksiyonunu N; temel fonksiyonlariyla

j.[U, +VU,+bU,, |N,dE=0 (2.6)

0

vererek tanimlariz.



Kismi integralini alirsak bu

1
[lW, +VU )N, +bU,, N 1dé =0 2.7)

onciliik eder.

Simdi (2.5) denklemini kullanarak U ’ yu yerine koyarsak elemanin yardimi

20 du, : G178
> N, =N [N 4NN, =L |d¢ =0

k=1 ¢

(2.8)
formunda elde edilir.
Burada ilk bastakiler
e e aue e e
[A°+bD°] > +Cu°=0 (2.9)

matris formunda olan & ‘ye gore tiirevi ifade eder. Buradaki
u® = u,u,)"

konuyla ilgili olan nodal parametrelerdir. Element matrisleri;

1
12 1
AS = NNdf:{ }
* !/" 6|1 2

ve
e 1 ! ! 1 _1
Dj, = [N\N,d¢ = o
0

dir ve v’de



elemanlar iizerindeki sabittir. Biitiin elemanlar bicimsel olarak bir araya toplamak

[A+bD]?)—u+[C]u =0 (2.10)
t
matris denklemine yol gosterir ve u = (uogulwu N )T biitiin parametreleri icerir.
(2.10)’nin tipik bir tiyesi v, 'nin
u,,
vm =
h
olarak verilen
9 (l - bj u,  + (z + 2bj u, + (l - bj u,.,
dar|\ 6 3 6
1 1 1
= E vm—lum—l - E (vm—l - Vm )um - E vmum+l =0 (2' 1 1)

Bu diferansiyel denklemde sayisal bir ¢oziim elde etmek icin Crank-Nicolson

yaklagimini ve ¢ = (n +%)At ‘yi kullanabiliriz ve

du 1
m o __ n+l _n
- (Mm u, )

o At
u, = %(u,’:l“ +u )

olur. Boylece yinelenen bir iliski

2

2.12)

(2.13)

—_ b - _t vm—l u:;tll + -+ 2b + _t [vm—l - vm] ul,:-l - b + t Vm u:’:ll
3 4 6 4

6 4



(l—b—ﬂvm_lju;_l +(§+2b—%[vm_l —vm]ju:; +(l—b—£vmju;+l (2.14)

olarak elde edilir.

Siir durumlart U (0,¢)=0 ve U(L,t)=0 , u,=0 ve u, =0 olmasi gerektirir.

Yukaridaki yari-lineer denklem kiimesi ii¢lii kosegen matris formuna sahiptir boylece
Thomas algoritmasi kullanarak elde edilen ¢oziim dogrudur ve Otelemeye gereksinimi
yoktur. Bu metodun bir lineer kararlilik analizi kosulsuz kararli oldugunu gosterir.

2.2. Solitary Dalganmin Hareketi

RLW denklemleri gibi EW denklemi i¢in sadece ii¢ koruma kanunu vardir. [49]
L=["vdx . 1,=[ [Uz +,u(Ux)2}dx =] Uldx (2.15)

Solitary dalga hareketinin simiilasyonunda /,,1,, I, invariyantlar1 niimerik algoritmanin

korunup korunmadigini kontrol etmek i¢in dikkatlice izlenir.

2

HUE—U" (2.16)

N
2 :\/h;‘Ulz ~U;

lue-u"| =max|us-u;

2.17)

Analitik ve sayisal ¢oziimler arasindaki maksimum ve ortalama farkliliklar1 dlgen L, ve
L hata normlar1 sayisal metodun simiilasyon kazanci gibi solitary dalganin profil ve

durumunu nasil daha iyi tahmin ettigini gostermek icin kaydedilecektir. 3¢ enliginde

olan ve enligi k£ ’ya bagl olarak degisen solitary dalga icin hareketin sabitleri

2 2 3
11:@’ 22120 +48kc,u ’ 13:1440
Sk

k k 5
vermek icin analitik olarak hesaplanabilirler.




[k olarak solitary dalga hareketini modelleriz ve, 0<x, <80, x,=15.0 swrasiyla ve
c=1.01le
U (x,0)=3csech’k(x—x,) (2.18)

baslangi¢ kosulunu kullanirz, boylece solitary dalga 3.0 enligine sahip olur. Cizelge 2.1
de cesitli konum-zaman adim birlesimlerini inceleriz ve Ref.[19] de verilen simiilasyon
sonuclariyla karsilastiririz ve en dogru simiilasyonu 7.5x107 degere sahip olan L, hata
normunun oldugu h=Ar=0.04 sec¢imiyle elde ederiz. Simiilasyon t=0 zamaninda ve
analitik degerleri simiilasyon esnasinda kaydedilen /,=12.0000 , I,= 28.8000 ,I,=
57.6000 olarak elde edilebilen iic nicelige gotiiriiliir. Hareketin sabitleri analitik
degerlerden biraz degisir : 1,,1,,1; % 0.1 ‘den daha az degisir. Bulunur ki ; 7=Ar=0.04

i¢in 3.0 enligindeki solitary dalga hareketi, lineer elemanlarla Galerkin metodu Petrov-
Galerkin metodundan daha dogrudur, aym1 zamanda bu solitary dalga i¢in ondan daha

1yi olan bir koruma Cizelge 2.1 ‘de gosterilir.

Cizelge 2.1.Solitary dalga enligi 3.0, x,=15.0, 0<x, <80, r=0.0, 1, =12.0000,
1,=28.8000, I,=57.6000: t=40 zamaninda simiilasyon sonuglari; ¢esitli konum

zaman adim birlesimleri

h At I, I, 1 L, Yiikseklik  Yer
0.2 0.2 12.0474 28.9512 58.0881 0.218173 2.99818  54.8
0.1 0.1 12.0079 28.8247 57.6826 0.068558 3.00.004  55.0

0.05 0.05 11.9977 28.7842  57.5548 0.037365 2.99878 55.0

0.04 0.04 11.9935 28.8177 57.6549 0.007512 3.00091 55.0

Petrov Galerkin  Quadratic [19]

0.04 0.04 12.0157 28.8660 57.7996 24.6x10° 3.00325 55.0




Cizelge 2.2,Solitary dalga enigi=0,3, x, =10.0, £/=0.03, Ar=0.05, 0<x<30

Zaman 1 1 I L, I,
0 1.19995  0.28799 0.05760 0.000010 0.000054
10 1.20446  0.28953 0.05806 0.001647 0.001004
20 1.20890  0.29102 0.05851 0.003556 0.002395
30 1.21325  0.29244 0.05894 0.005813 0.004040
40 1.21737  0.29377 0.05934 0.008496 0.005939
50 1.22173  0.29523 0.05978 0.011760 0.008165
60 1.22581  0.29655 0.06018 0.015532 0.010651
70 1.22988  0.29786 0.06058 0.019843 0.013401
80 1.23387  0.29915 0.6097 0.024697 0.016425

0.3 enligindeki solitary dalga da modellendi ve simiilasyon sonuglar1 Cizelge 2.2°de
verilir. =80 zamaninda L, ve L_ hata normlari 25x107‘den daha az kalirlar ve
hareketin sabitleri /;, I,=1.2 analitik degerinden 3 %, I,,1,=0.288 analitik degerinden
yaklasik % 4 ve I,,1,=0.0576 analitik degerinden %7 daha az degisirler.Sekil 2.1 ‘de

t=0 ve t=80 zamaninda bir solitary dalganin grafigi karsilastirilir ve ¢ =80 siiresinde

grafikteki deki hatanin dagilimi Sekil 2.2’de gosterilir.

Daha kiigiik biiyiikliikteki solitary dalganin bundan bagka simiilasyonunda denklem (2)
x0=10.0 , ¢=0.03 ve ¢=0.01 baslangic kosullariyla alinir ve bdylece solitary dalgalar
0.09 ve 0.03 enlige sahip olurlar.

Simiilasyonlar ¢ =80 zamanina kadar ¢alistirirlar ve 1, ve I_ hata normlan ve I,,1,,1,
invariyantlan simiilasyon boyunca kaydedilir: Cizelge 2.3 ve Cizelge 2.4’ e.bak.

t=80 esnasinda I, ve I, invariyantlar1 % 3’den daha az , I, invariyanti %6 civarinda
degisiyorken L, ve L_ hata normlari ise 3x10”’den daha az degisirler. 0< x<80
sirastylas =0.05 ve Ar=0.05 ile 0.03 enligindeki diiz daha kiiciik solitary dalga icin
miikemmel sonuclar buluruz. Simiilasyon boyunca ¢ =80 de I, ve I, degiskenleri
%2’den I,’de yaklasik % 0.017 den daha az degisirken L,ve L_ hata normlari 4x10™

den daha az degisirler.
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Cizelge 2.3. Solitary dalga enligi=0.09 ,h=0.05, Ar=0.05, 0<x<30

Zaman i I I L, I,

0 0.35998 0.02592 0.00156 0.000004 0.000016
10 0.36081 0.02600 0.00156 0.000285 0.000152
20 0.36164 0.02608 0.00157 0.000579 0.000329
30 0.36247 0.02616 0.00158 0.000884 0.000529
40 0.36330 0.02625 0.00159 0.001204 0.000750
50 0.36413 0.02633 0.00159 0.001541 0.000993
60 0.36497 0.02641 0.00160 0.001898 0.001255
70 0.36581 0.02649 0.00161 0.002278 0.001536
80 0.36665 0.02658 0.00162 0.002683 0.001836




Cizelge 2.4. Solitary [18] dalga enligi=0.03 ,2=0.05, Ar=0.05,0<x<30

Zaman 1 I I L, I,
0 0.11999 0.00288 0.000058 0.000001 0.000005
10 0.12009 0.00288 0.000058 0.000039 0.000030
20 0.12021 0.00289 0.000058 0.000083 0.000061
30 0.12033 0.00289 0.000058 0.000130 0.000091
40 0.12045 0.00290 0.000058 0.000174 0.000119
50 0.12056 0.00291 0.000058 0.000215 0.000144
60 0.12067 0.00291 0.000058 0.000254 0.000167
70 0.12078 0.00291 0.000058 0.000292 0.000188
80 0.12088 0.00291 0.000059 0.000330 0.000206

2.3. Undular Bore Gelisimi

Undular bore gelisimini ¢aligmak igin Peregrine[10]’yi takip ederiz ve U (x,0) ’in

t=0.0 zamaninda denge seviyesinin iizerindeki su yiizeyinin yiikseltisini gosterdigi

U(x,0) = %UO [l—tanh(x:lx" )} (2.19)

baslangi¢ kosulu olarak kullaniriz.

U, biiyiikliigiiniin su seviyesindeki degisimi x = x_de merkeze toplanir ve d degisimin
derinligi olger. Siir kosullarinin x — o iken U -0 ‘a ve x——o ikenU —U,’a
gereksinimi vardir. /;,1,,1; nicelikleri daha uzun sabit degillerdir fakat asagidaki M,

oraninda simiilasyon boyunca lineer bir sekilde artarlar.



M,=—I=—| dx==U,
dt dt’— 2
d d = 2
MZ:EQ:EL [U2+,u(UX)2]dx=§U3 (2.20)
3:ilxzi °°U3dx=§Ug
Todt T dti 4

Daha onceki ¢alismalarla miimkiin olan bir karsilagtirma yapmak icin u =0.1666667
U, =0.1 ve s1g bir baslangi¢ grafigi i¢in d =5 parametrik degerlerini aliriz. Simiilasyon
t=800 zamamma kadar cahstinlir ve [I,1,,I, niceliklerinin degerleri &nde giden

salinmmin yeri Cizelge 5’de listelenir. £=400 ‘de gelistirilen undular bore Sekil 3’de
gosterilir. Gozlenir ki; biitiin bir EW solitary dalgasiyla tutarli olan #=800 de enligi
0.191 ‘e ve hiz1 0.064’e artarken , r=400’de Onciilik eden undular bore 0.01777
yiiksekliginde ve 0.059 hizindadir.

Yukaridaki (2.20) denkleminden teorik degerleri M,= 5x107 ,M, =6.66667x10™* ve

M3=7.5xlO'5 olarak verilirler. , ’lerin degisikligi Cizelge 2.5°de verilen sonuglardan

anlasilabilinir.
Cizelge 2.5. Undular bore i¢in [18] sonuglar
U,=0.1,d=5, u=0.1666667, —20<x <50

Zaman 1 1, I X U

0 2.000534 0.175174 0.016257

50 2.206646 0.199913 0.018755

100 2.413363 0.224849 0.021286

150 2.620707 0.250027 0.023864  6.04 0.131806
200 2.826486 0.274955 0.026418  8.75 0.158313
300 3.233685 0.324125 0.031476  14.39 0.172019
400 3.654204 0.375753 0.036914  20.24 0.177460
500 4.087601 0.429754 0.042716  26.23 0.180838
600 4.531558 0.485812 0.048852  32.34 0.185000
700 4.993000 0.545271 0.055520  38.57 0.188194

800 5.466117 0.606864 0.062520  44.89 0.191063
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Sekil 2 3. Sekil [18] undulation ¢ = 400 zamaninda, U, =0.1,d =5

Onlar lineer bir sekilde artarlar ve onlarin gozlenmis artis oranlar1t M, = 4.4x10°

.M, =5.53x10"* M 3 =6x10" olarak hesaplanirlar. Bu degerler teoriyle daha iyi bir uyum
icerisindedir.
Eger baslangic kosullarinin dik olmasi d =2"ye kadar artarsa 1,,[,,I, nicelikleri

Cizelge.2.6’daki gibi lineer olarak degisirler. Gozlenmis artma oranlart M, =4.76x107 ,

M,= 6.22x10" , M, = 7.05x107 olarak hesaplamirlar. Birkez daha teoriyle uyusmasi

iyidir.



Cizelge 2.6. Undular bore i¢in sonuglar [18]
U,=0.1,d=2, u=0.1666667, —20 < x <50

Zaman I, I, 1 X U
0 2.000458 0.190324 0.018505
50 2.197027 0.213073 0.020686 1.06 0.113964

100 2.395144 0.236380 0.022988 3.72 0.155646
150 2.602754 0.261645 0.025599 6.47 0.168866
200 2.815598 0.287930 0.028367 9.33 0.173851
300 3.253788 0.342775 0.034244 15.23  0.179062
400 3.708416 0.400805 0.040625 21.28  0.183436
500 4.176842 0.461494 0.047425 27.48  0.187284
600 4.658042 0.524602 0.054604 33.78  0.189964
700 5.158164 0.591609 0.062437 40.19  0.193963
800 5.669824 0.660997 0.070677 46.73  0.197568




BOLUM III
BURGER DENKLEMINE BiR GALERKIN SONLU ELEMAN YAKLASIMI

3.1.Sonlu Eleman Coziimii

Burger Denklemi,

%—[tj+u%—i—v%=0 G.1)
igerisindeki U (x,7) *nin degisken deger ve akigkan mekaniklerin uygulamalarinin ¢ogu
i¢in v ’nin kii¢lik bir parametre oldugu lineer gibi goriinen ( yari-lineer) parabolik kismi
bir diferansiyel denklemdir. Burada r zaman , x konum (yer) koordinati, U (x,t) hizdir
ve v’de akiskan yapiskanligmmi oOlcer. Burger’in denklemi L boyundaki bir kutu
icerisindeki hava akiminin bozulmasi i¢in bir model denklem gibi diisiiniilebenilir.
Fiziksel simir kosullari kutunun sonunda U ’ya sifira gitmesini gerektirir. Yani

U — 0,x — 0 Galerkin metodunu uyguladigimizda ¢ ‘ nin nodal degerlere gore agirlhik

fonksiyonu oldugu;

WU U o
—+U—- dx =0 3.2
Lo(aﬁ ox vaﬁ]“” G-

fonksiyonunu [48] minimize ederiz.

Kismi diferansiyel denkleme bir sayisal bir ¢oziim , x,<x<x, ve x=x,’de acik¢ca
belirtilen simr kosullariyla bolgeleri iizerinde arastirihir. [x,,x,] bolgesi x, ile

gosterilen diizgiin olgiilii arahiklara aynlir, yani x,<x<x, olur. h= (x,,,—x,)

m

boyundaki tipik sonlu eleman, x=x,+7h , 0 <7 <1 oldugu 7 yerel koordinatlartyla

haritas1 yapilir ve integral {izerine uygulanirsa;



rr 2
j(ﬁﬂﬂjg—laUyazo (3.3)

elde etmeye katkida bulunur. Burada integrali basitlestirmek icin U bir eleman iizerine

sabit olarak alinir. Bu;

i(oU U U
J.O(E‘FVW—ba—nzj@jdﬂ:O (3.4)

denklemine gotiiriir ki burada da;

1%
b:?
ve
U
V=—
h

olur, ve b ile v her eleman iizerinde yerel bir sabit olarak alimirlar. U 'nun [x,,,x,,,, ]

eleman {izerindeki degisimi

U=> Pu, (3.5)

olarak ifade edilir ki burada da P, ve P, lineer uzay temel fonksiyonudurlar ve u, ile u,
de nodal parametredirler. Yukarida tanimlanan 7 yerel koordinat sistemiyle temel

fonksiyonlar agsagidaki ifadelere [48] sahip olurlar.

Galerkin metodu i¢in P, temel fonksiyonlariyla ¢; agirlik fonksiyonunu



2
) a_U+Va_U_ba_U2 pdn =0 (3.6)
o\ ot on  d7

y1 vererek tanimlariz. Kismi integralini almak bizi

) CACCAU PRI PR 37)
ol ot on on an

ye ulagtirir.

(3.5) denklemindeki U ’yu yerine yazarsak bir elemanin katkis1

2 a )
[l ep Yoo 2By bR =0 (3.8)
0 ot on ' odnpan ’

formunda bulunur.

Matris gosteriminde bu denklem
ou’

A"—+| C°+bD° |u° =0 39
vl ] (3.9)

olur ve buradaki u®=(u,,u, )T ‘ler konu iizerindeki nodal parametrelerdir. Eleman

matrisleri;



olur ve v’de elemanlar iizerinde sabit olarak verilir.

Biitiin elemanlardan elde edilen katkilar1 hep birlikte bir araya toplayarak

A%—l:+[C+bD]u=O (3.10)

matris denklemini buluruz ve u = (uo,ul,...,u N) =0 biitiin nodal parametreleri igerir.

(3.10) denkleminin tipik bir iiyesi
0 [1 2 1 }

e _um—l __um +_um+1 =

or| 6 3 6

1 1 1
(E vm—l + bjum—l - |:5(vm—l - vm ) + 2b:| um - (Evm - bjum#—l (3. 1 1)

dir.

Burada v,

olarak verilir. Bu bayag diferansiyel denklem kiimesinde sayisal bir ¢6ziim bulmak i¢in

Crank- Nicolson son yaklasimini kullanabiliriz. Zaman merkezini,

1
t=(n+-—-)At
( 2)
olarak,
Ju 1 .
mo_ un+ _un 312
ot At( " ") (3.12)



m m

u, =%(u"“ +u!) (3.13)

yazabiliriz. Buradan yinelenen iliskiyi buluruz.

1 bAt At (2 At (1 bAt At ) .
T T T T vm—l u + -t bAt +— [vm—l - vm um ==+ _vm um+l =
6 2 4 w3 4 6 2 4

1 bAr A 2 A 1 bAt A
(—+£+—tvm_lju:l +(§—bAt—Tt[vm_l -v, Ju,’; +(—+ﬂ——tvmju,’,’l+l 3.14)

U (x,,t)=0 ve U(x,,t) =0 ve siir kosullart u, =0 ve u, =0 ‘1 gerektirir.

Yukaridaki lineer goriiniimlii denklem kiimesinde iiclii kdsegen formunda bir matrise
sahiptir. Boylece Thomas algoritmasi uygulayarak bir ¢6ziim olmasi icin, bununla

birlikte yar1 lineer bir i¢ 6teleme teriminin var olmasindan dolay1 gerektirilebilir. Lineer

kararhlik analizi, tipik &"genisligindeki Fourier modunda &} hatasmin g yiikselme

faktorii ile yapilir. & 'nin lineer olmayan terimdeki % niceligi yerel olarak;

&) = &" exp(ijkh) (3.15)
sabittir. Bu kosullar altnda &7 hatasi &7 fonksiyonu gibi ayni sonlu fark metodunu

saglar ve (14) denkleminin tipik bir tiyesi,

1_bat el + %+bAt e + 1_bat em
2 3 6 2

6
_(Ll_bar e+ Z—bAt e+ l+% €
6 2 3 6 2

formunda bulunur.

(3.16)

Burada,
%
b - ?

‘ yi yukaridaki Fourier modunda yerine yazmak



P-R
P+R

HE

verir ki burada da;

ve
R =2bAt [1 —cos’ {@D
2
ve
cos’ {@} <1
2

dir ve boylece

g <1

olur ve tasari sartsiz olarak kararhidir.

3.2 Sayisal Deneyler

Uc test problemi igin Burger denkleminin sayisal ¢oziimleri simdi hesaplanacaktir.
Sayisal algoritmanin dogrulugunu hesaplamak i¢in agik¢a belirtilen zaman adimlarindan

sonra her donim (uyum) noktasinda sayisal ve kesin coOziimler arasindaki farki

hesaplariz ve bunlar1 L, ve L, hata normlarindaki farki hesaplamak i¢in kullaniriz. Bu

hata normlari;

N 12
L= -vr|, = [hZ\U;W’ —U;ﬂ (3.17)
=




ve

L. =u-v"|_ =max|us -uy (3.18)

©
olarak verilirler.
(a) Ilk olarak baslangi¢ kosullarini bir sin egrisi gibi
U (x,0)=sin(7zx),0<x<1 (3.19)
U(0,t)=U(L1)=0,1)0 (3.20)
sinir kosullartyla aliriz.
Bu problemin analitik ¢6ziimii sonsuz seriler [23] gibi ifade edilebilir.

o, 1 . . )
471'vzj:1 Jl; (zm})sm(]zx)exp(—j T vt)
U(x,t)= 7 7 (3.21)
o , 22
1, (27[\/) + 22;:1 I, (zm}jcos(]ﬂx)exp(—] vt

burada I; ‘ler degistirilmis Bessel fonksiyonlaridir. Kigiik v igin bu serinin

yakinsakligi ¢ok yavastir. ¢

Problem (a) i¢in Burger denkleminin sayisal ¢éziimleri Ali [33] tarafindan kaydedildi ve
Cizelge 1’ de analitik ¢oziimle karsilastirilan mevcut Galerkin metoduyla bulundu. Bu
sayisal coziimler Ar=0,01 zaman adimi kullanarak v=1 durumu i¢indir. Sayisal
coziimleri £=0,25 , 0,125 ve 0,0625 i¢in karsilastiririz. Goriiliir © ki mevcut sayisal
cOziim kesin ¢oziime ¢ok yakin bir yaklasimdir. Bizim sayisal sonu¢larimiz Ref [33] “ le

bulunan sayisal bir ¢oziimle iyi bir uyum igindedir.

Cizelge 2 * de ki karsilastirma mevcut Galerkin metodu ve standart Galerkin yaklagimi

(SGA) , bir carpim yaklasim Galerkin metodu (PAG) , bir sik sonlu fark metodu



(CD) [28] ve birlikte olan kiibik B-Spline sonlu eleman metodu (CCB) [33] ‘nu iceren

cesitli nlimerik methodlar arasinda verildi.

Cizelge 3.1. v =1 i¢in analitik ve niimerik sonuglarin karsilastiriimasi [26]

X t h=0.25 h=0.125 h=0.0625 Kesin
[33] Present [33] Present [33] Present
0.25 0.00 0.7071 0.7071 0.7071 0.7071 0.7071  0.7071 0.7071
0.05 04082 04159 04139 04155 04132 04141 0.4131
0.10 0.2463 0.2524 0.2540 0.2551 0.2538 0.2546 0.2536
0.15 0.1463 0.1527 0.1567 0.1570  0.1567  0.1572 0.1566
0.20 0.0898 0.0918 0.0964 0.0963 0.0965 0.0967 0.0964
0.25 0.0540 0.0550 0.0592 0.0588 0.0592 0.0593 0.0592

0.50 0.00 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000  1.0000  1.0000 1.0000
0.05 0.5979 0.6045 0.6091 0.6098 0.6091 0.6100 0.6091
0.10 03578 03649 0.3714 0.3724 0.3716 0.3728 0.3716
0.15 0.2142 0.2190 0.2267 0.2268 0.2268 0.2276 0.2268
020 0.1283 0.1310 0.1383 0.1379 0.1385 0.1389 0.1385
0.25 0.0768 0.0781 0.0844 0.0838 0.0845 0.0847 0.0845

0.75 0.00 0.7071 0.7071 0.7071 0.7071 0.7071  0.7071 0.7071
0.05 0.4384 0.4477 0.4490 0.4533 0.4500 0.4530 0.4502
0.10 0.2601 0.2668 0.2719 0.2739 0.2725 0.2743 0.2726
0.15 0.1542 0.1581 0.1640 0.1646 0.1643 0.1652 0.1644
0.20 0.0917 0.0938 0.0992 0.0991 0.0994 0.0998 0.0994
0.25 0.0547 0.0557 0.0602 0.0598 0.0603 0.0605 0.0603




Cizelge 3.2 :t = 0.5 zamaninda analitik ve niimerik sonug¢larin karsilastirilmasi [26]

v=0.01

N h=1/18,At =0.001 h=1/36,At=0.01 Kesin

SGA [28] PAG [28] CD[28] CCB [33] Present

0.500 0.589 0.589 0.589 0.589 0.598 0.589
0.556  0.649 0.649 0.648 0.649 0.657 0.649
0.611 0.707 0.707 0.709 0.707 0.714 0.707
0.667 0.762 0.762 0.760 0.762 0.768 0.762
0.722  0.813 0.814 0.820 0.814 0.819 0.814
0.778 0.860 0.861 0.852 0.861 0.865 0.861
0.833 0.895 0.907 0.917 0.902 0.905 0.902
0.889 0911 0.952 0.911 0.934 0.935 0.934
0.944  0.764 0.774 0.964 0.951 0911 0.937

1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

v=0.01 icin goriilebilir ki ; mevcut Galerkin metodu L_=0,026 ile , Cizelgeda verilen
diger sayisal metodlarin en iyisine benzer bir kesinlige sahiptir ; Lo = 0,173 (SGA) ,
L, =0,163 (PAG), L, =0,027 (CD), L_, =0,014 (CCB) ,Cizelge 3 ‘ te v=0,0001
durumu igin goriirliz ki mevcut Galerkin metodu L_ = 0,097 ile diger sayisal
metodlarda ki L_ ‘ larla ; Lo = 0,124 (SGA) , L_=0,105(PAG), L_ = 0,087 (CD) ,

L = 0,078 (CCB) daha iyi karsilastirilir.

(b)Ikinci iyi bilinen Burger denkleminin analitik ¢6ziimii [34 ], t, ‘ 1n

f, =exp (éj

oldugu



x/t
1+(t/t,)" exp(x/4vt)”

U(x,t)= 121 (3.22)

olur.

Cizelge 3 3.1 =0.5 zamaninda analitik ve niimerik sonuglarin karsilagtiritlmasi [26]

v=0.0001

X h=1/18,Ar=0.001 h=1/216,At =0.125 Kesin

SGA [28] PAG [28] CD [28] CCB [33] Present

0.500 0.594 0.595 0.619 0.595 0.560 0.595
0.556 0.656 0.656 0.621 0.657 0.621 0.656
0.611 0.715 0.715 0.764 0.719 0.682 0.715
0.667 0.772 0.772 0.718 0.778 0.743 0.772
0.722 0.826 0.826 0.887 0.835 0.803 0.826
0.778 0.876 0.876 0.819 0.887 0.863 0.876
0.833 0.906 0.921 0.978 0.927 0.925 0.921
0.889 0.902 0.906 0.908 0.938 0.992 0.959
0.944 0.835 0.854 1.046 0.881 1.056 0.959

1.000 0.000 0.000  0.000 0.000 0.000 0.000
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v=0.001, A

Sekil 3.2.



T T T T ¥ I -
1 T T T T A\l
v
3 o
1} -
Tl
A \|‘|‘xll -
/l
/’
L /,
\, 3
/4
N
N\,
-
- 4
I @
o
™~
| 1o
- 4
I Q
i L
n q.u. bt 1 I 1 o
o o ™ 0 — 0 o
o o - o (=)
(o o

Sekil 3 2. [26]



Ikinci simiilasyonumuzdaki gibi baslangi¢ kosullari alindi ve (3.22) t=1 ‘de hesaplandi.
Sayisal ¢oziimlert =3 zamanina kadar belirlenirler. Siir kosullart U (x,,2) =U (x,,t) =0
[33] ‘dir ve yapiskanlik v = 0.005 ve v = 0.001 degerlerine sahiptir. Hesaplamalarin
fikir veren ani goriintiileri sekil 3.1 ve sekil 3 2 ‘de verilirler. Goriiriiz ki daha kiigiik,
yapiskanlik, daha derin dalga oniindedir. Bu grafikle Nguyen ve Reynen [34] tarafindan
kaydedilenlerle tam bir uyum icerisindedirler. Her iki durumda da, eger tam ¢oziimler
aym resimde ¢izilirse, egriler ¢cok benzerdirler. Bu gozlemi Olcmek icin degerleri

Cizelge 3 4 ‘te verilen L, ve L_ hata normlar1 kullanilir. Goriilebilir ki; yapiskan v ’nin

degeri diiserken hatalar artar fakat bununla birlikte hata kabul edilebilirler.

(b) Son olarak Burger denkleminin 6zel ¢éziimiinii [27,28,33] dikkate alalim;

U(x,r)=[°< e =ewm] (3.23)

1+exp(77) -

burada 7n=a(x—ut—pB)/v ‘dir. [28] ‘le karsilastirma yapmak i¢in (3.23) ° teki
sabitler & =0,4; f =0,125; x4 =0,6 ve v = 0,01 degerlerine sahip olarak secilirler.

<

t = 0 aninda (3.23) ‘ ten baslangi¢ kosullar1 bulunur. Bu fonksiyon i¢in x = x, “ a
U—lve,x—x,’e U—0.2 dir. Sir kosullart U (0,1)=1 ve U (1,7) =0,2 [33] dur.
Gozlemleriz ki; c¢oziim Sekil 3.3 te goriildiigii gibi g hiziyla saga hareket eden
baslangic olarak x = 3 * da bulunan, yol alan bir dalgay1 ifade eder. Mevcut Galerkin
metodu i¢in L_= 0,045 sayisal sonuclar1 ile ve [28,33 ] ‘den tekrarlanan sonuclar ;
Standart Galerkin Yaklasimi (SGA) L_=0,096 , carpim yaklasimli Galerkin metodu
(CD) L_= 0,151 ve birlikte olan kiibik B-Splaynlar sonlu eleman metodu (CCB)
L_= 0,005 gibi yaklagimlan iceren cesitli sayisal tasarimlar i¢in sayisal sonuglar

Cizelge 3.5’teki analitik ¢oziimliide karsilagtirilir. Mevcut metot biitiin alan {izerinde
analitik coziimlere daha yakin kararli bir ¢6ziim iiretir. Galerkin metodunda kullanilan
zaman adimlar1 [28] de kullanilandan 50 kat daha biiyilk olmasina ragmen, konum
adimlant yarisidir, bu yiizdendir ki mevcut Galerkin metodunun verimi belki daha

yiiksektir. Goriirliz ki; mevcut Galerkin algoritmasi, birlikte olan kiibik B-Splayn



metodundan daha az bir dogrulugu sahiptir, fakat diger iic metodun hepsinden daha
fazla bir dogruluga sahiptir

Cizelge 3.4. Hata Normlar1 [26]

v =0.005 v=0.001
t=1.7 r=24 r=3.1 tr=1.7 =25 tr=3.2
L,x107 2107 3.345 4820  4.123 1.432  5.761
L,x107  g099 11.651  15.867 36.675 10.812  40.855
J.O i ! e
\ |
i |
\ 1
\ |
N8 \ \ .
0.5 \ \
\ \
0.4+ -
0.3F -
0.2 L ! - - . }
0 0.4 0.2 07 08 09

Sekil 3.3v=0.01, h=1/36, Ar=0.05, [26]



Cizelge 3.5. t =0.5 zamaninda analitik ve niimerik sonuglarin karsilastiriimasi [26]

X

h=1/18, Ar=0.001 h=1/36, h=1/36,  Analytic
At =0.025,Ar=0.05 [28]
SAG[28] PAGI28] CDJ28] CCBJ[33] Present
0.000 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
0.056 1.0 1.0 1.030 1.0 1.0 1.0
0.111 1.0 1.0 0.990 1.0 1.0 1.0
0.167 1.0 1.0 0.973 1.0 1.0 1.0
0222  0.998  0.999 1.009 1.0 1.0 1.0
0278  0.991  0.997 1.004 0.999  0.999 0.998
0333 0970  0.982 0.986 0.985  0.994 0.980
0389  0.862  0.850 0.696 0.847  0.848 0.847
0.444 0461  0.444 0.360 0.452  0.407 0.452
0.500  0.159  0.171 0.228 0.238  0.232 0.238
0.556  0.300  0.286 0.203 0.204  0.204 0.204
0.611  0.194  0.197 0.2 0.2 0.2 0.2
0.667 0213 0211 0.2 0.2 0.2 0.2
0.722 0211 0210 0.2 0.2 0.2 0.2
0.778  0.188  0.190 0.2 0.2 0.2 0.2
0.833 0201  0.207 0.2 0.2 0.2 0.2
0.889  0.191  0.193 0.2 0.2 0.2 0.2
0.944 0203  0.202 0.2 0.2 0.2 0.2
1.000 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2




BOLUM IV

GALERKIN METODU iCINDE LINEER SONLU ELEMANLARI
KULLANARAK DUZENLI UZUN DALGA DENKLEMININ NUMERIK
CcOZUMU

4.1. Sonlu Eleman Coziimii
U, +U +el0U,—uU _, =0 4.1)

seklindeki normallestirilmis lineer olmayan diizenli uzun dalga denklemini ¢6zecegiz.

Burada &,y pozitif parametreler ve alt indisler ¢ ve x tiirevi ifade eder. Fiziksel sinir

sart1 |x| — oo iken U — 0 dir.

Diizenli uzun dalga denklemi model dalgalarin olusturulmasinda kullanildigr zaman bir
s1g su kanalinda agagidaki yolla degiskenler normallestirilir. (h/ g)l/ ?, t zaman sabiti ve

h su derinligi i¢in U su enligi ve x uzunlugu oOlgiiliir. Burada yer ¢ekiminden dolay1 g

ivme olarak alinir.

Galerkin metodu uygulandiginda fonksiyonu minimum ederiz. [48]

[, +vu, +evu, - pu

*o

W,dx=0, (4.2)

xxt

burada W; agirlik fonksiyonu nodal degerlere baghdur.

[x,,x,] bolgesi nodal x ler tarafindan /& uzunlugunun diizgiin olarak

m

biiyiiklendirilmesi sonlu elemanlar icinde x, <x, <..<x, seklinde parcalanir.

h=(x,,, —x,) biylkliigiiniin tipik sonlu bir elemani, 7 yerel koordinatlar1 tarafindan

m+1

doniistiiriiliir, burada x=x, +nh, 0<n <1, (4.2) integralini



1
ﬂU+ U—+1ﬂ/—: WiWﬁn:O 4.3)
0

sekline getirir, burada U, 4.3) integralini basitlestirmek i¢in bir eleman {izerinden sabit

olarak alinir. Bundan dolay1 (4.3) denklemi

1W,dn =0 (4.4)

nmt

1
[, +vu,-bu
0

sekline doniisiir, burada

ve
v—la+d%
h

dir ve b ve v her bir eleman iizerinden yerel sabit olarak almr. [x, ,x, ., ] elemam

iizerinden U degiskeni

JJ

_ Z Lu 4.5)
j=1

olarak ifade edilir, burada L, L, lineer uzaysal temel fonksiyonlardir ve u,, u, nodal
parametrelerdir. Temel fonksiyonlar yukarida tammlanmis 7 yerel koordinat sistemi ile

asagidaki gibi ifade edilir. [48]
L=1-n, L,=n.

Eger W, agirlik fonksiyonlari temel fonksiyonlar L; ile ayni olarak alinirsa

1L,dn=0 (4.6)

nmt

1
[, +vu,-bu
0



bulunur. (4.6) denkleminin kismi integrasyonunun alinmasi

1

[lW, +vU,)L; +bU,,L}1dn =0 4.7)
0

denklemine yol acar. Eger (4.5) denklemi ile tanimhi U, (4.7) denkleminde yerine

yazilirsa,

1
J.KL Rl N ukjL +bL L a;;"}dnzo 4.8)
0

=1

seklinde bulunur, burada (*) ile gosterilen sembol 77 ya gore tiirev anlamina gelir. Bu

denklem

(D¢ +bF‘?]a”e
ot

+Eu°=0 (4.9)
olarak matris seklinde yazilabilir, burada

u’ = (ul,uz)T

dir. Eleman matrisleri,

1

D, =[L,Ldn

0
1
ES =v[L,Lidn
0
1
Fy =[LLdn
0

integralleri ile verilir.



D°, E° ve F° matrislerinin 2x2 tipinde olmasi i¢in [x,,x,,, ] eleman1 i¢in j, k yalmz

1 ve 2 degerlerini alir. D¢, E¢ ve F° matrisleri sirasiyla

seklindedir.

Tiim elemanlarin birlestirilmesiyle asagidaki denkleme
ou
[D+bF]§+[E]u:0 (4.10)

yol gosterir ve u = (uy,u,,...,u,)" tir, biitin nodal degerlerini igerir. U¢ matrisin bir

araya gelmesi tridiagonaldir.

Her bir matris i¢in genel satir asagidaki bigime sahiptir.

1
D:—(14,1
6( )

F:(-12-1)
E: l = v .=V V)
* 2 m—=1°"m-1 m* " m/ *

(4.10) denkleminin tipik bir iiyesi



i[(l - bj U, + (2 + 2bj u, + (l - bj um+1j|
o[\ 6 3 6

1
- E vm—lum—l

m” m+1

1 1
-—w,_,—v u ——v u =0 4.11
2( m—1 m) m 2 ( )
seklindedir, burada v, ,
v o= 1 (I+eu’)
m h m

olarak verilir.

Adi diferansiyel denklemlerin bu kiimesine bir niimerik ¢oziimiinii bulmak i¢in Crank-

Nicolson yaklasimini kullanabiliriz. Bir zaman merkezi ¢ = (n+1)At olarak alinir.

ou 1 .
= —(u)" —u, 4.12
ot At( " 2 ( )
1 n+l n
u, =5(um +u,) (4.13)

yazabiliriz. Buradan

1 b_At n—l uthtll+ g—I_Q’b%_ﬂ[vm—l_vm] urrp'1+1+ l_b%_ﬁvm ullrlt-'-l—-ll
6 4 3 4 6 4

2 At At
——b- u,  +| =+2b——I[v,_, —v,lu, +|=—b——v, |u, 4.14
( m lj m—1 (3 4 [ m—1 m]j m (6 4 j m+l1 ( )
recurrence bagintisini buluruz.
Sinir sartlart u, =0 ve u, =0 iken U(x,,t)=0 ve U(x,,t) =0 olmasimm gerektirir.

Yan1 lineer denklemlerin yukaridaki kiimesi, Thomas algoritmasimi kullanarak bir

¢cOziimiin direkt ve higbir tekrar gerektirmemesi icin tridiagonal bir matrise sahiptir.



Crank-Nicolson metodu uzaysal tiirevde kapali kullanildig1 i¢in lineer kararlilik analizi

algoritmanin kosulsuz kararli oldugunu gésterir.

4.2. Ornek. Diizenli uzun dalga denklemi
U(x,t)=3csech2(k[x—x0 —vt]) (4.15)
solitary dalga ¢oziimiine sahiptir, [36] burada

l Ec
2\ ul+€c)

ve dalga hizi
v=0+&c)

seklindedir. Diizenli uzun dalga denklemi yalniz ii¢ tane hareket sabitine sahiptir. [49]
I=[Udx, I,=[0°+uW)1dx, I, = [[U°+3U"]dx

ve bunlar kiitle, momentum ve enerjinin korunmasina tekabiil ederler

Simiilasyonlarda I, I, ve I, sabitleri niimerik algoritmanin korunmasini kontrol etmek

i¢in gozlenir. Ortalama hata ve maksimum hata L

12
2 }

ve L_ olarak tanimlanir.

rms

_ exact _yrn
ers - “U U

N
. — |:hZI:‘U;’xact _an

ve

— exact _ n — exact _ n
L. == -] =maxfus v




seklinde tanimlanir. Bu hatalar niimerik ve analitik ¢6ziimler arasindaki farkin
Olciilmesinde kullanilir ve niimerik projenin tam ¢oziimiinii yeniden nasil iyi olarak
iirettigini gosterir. L_ hata normu kesin ve niimerik ¢oziim arasindaki maksimum farki
Olctiigiinde L hata normu ¢oziimler arasindaki ortalama farkin bir 6l¢iimiinii verir.

rms

[k olarak, solitary dalga hareketini goz oniine alacagiz, ikinci olarak iki solitary

dalganin birbirini etkilesimini ¢alisacagiz.

(a) Daha once yapilan caligmalar ile kargilastirma yapabilmek icin tek bir dalga
hareketinin simiilasyonlarinda &€= =1 alnz. [39,41,44] (3.14) denklemi solitary

dalga enliginin 0.3 olmast i¢in —40 < x <60 aralhigi, 7 =0.125, At=0.1, x, =0 vec =

0.1 ile baslangi¢ sart1 olarak alinir. Sabitler i¢in analitik degerler (3.15) denkleminden

2 2 2
P S =36 (1+£)
k k 5 k 5

olarak belirlenir.

Simiilasyonlar L__ ve L_ hata normlan ¢ = 20 zamanina kadar alindiginda calistirilir.

rms

I,, 1, ve I, sabitleri Cizelge 4.1 de gosterilir. # = 20 ve ¢t = 0 zamanlarindaki solitary

dalganin grafigi Sekil 4.1 de karsilastirilir. # = 20 zamaninda dalga enliginde ¢ok az bir
azalma oldugu aciktir ve gozlenemeyecek kadar kiigiik bir dalgada fiziksel olmayan

salinimlar gelisemez. Sekil 4.2 de ¢izilen hata dagilimlart maksimum dalga yakininda

yogunlasir ve —2x10™* ve 3x107° arasinda diizgiin olarak sahnir. Cizelge 4.2 de,
standart Galerkin yaklasimi [41] i¢inde, uzunluk /# = 0.1 iken, ikinci dereceden B-spline
sonlu elemanlarin, adim genisligi # = 0.1 iken kiibik spline interpolasyon
fonksiyonlarma [39,41] dayanan bir sonlu farklar metodunun ve lineer elemanlarla en

kiigiik kareler metodunun sonuclan karsilastirilir [44].



Cizelge 4.1. Enlik 0.3, 7 =0.125, Ar=0.1, —40 < x <60 ile solitary dalga
(1,=3.9799497, 1,=0.81046249 ve [,=2.579007) [35]

Zaman L,. L, I, I, I,
0 0.002x10~ 0.007x10~ 3.97993 0.810461 2.57901
4 0.116x107 0.054x107 3.98039 0.810610 2.57950
0.224x10° 0.100x107 3.98083 0.810752 2.57996
12 0.325x1073 0.139x1073 3.98125 0.810884 2.58041
16 0.417x107 0.171x107 3.98165 0.811014 2.58083
20 0.511x107 0.198x107 3.98206 0.811164 2.58133
0.4
0.35+
. 1=0 1=20
0.3
0.254
u 0.2
0.15-
0.1+
0.05- \
0.0j---‘r r[v-riﬁ-jux/..I ......... \
] I T ! 1
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50 60
X

Sekil 4.1. # = 0 ve 20 de solitary dalga grafikleri [35]

t = 20 iken enligi 0.3 olan solitary dalga icin L_ hata normu 0.198x10” degerini alir

ve I, I, ve I, hareket sabitleri yiizde 0.1 den daha az degisir. r = 20 iken en kiiciik

PR

kareler algoritmasinda, /,, I, ve I, hareket sabitleri yiizde 0.25 e kadar degistiginde

L. =1.755x10" olur. Buna tekabiil eden simiilasyonda ikinci dereceden spline

elemanlan ile B-spline metodu kullanmilarak ¢t = 20 zamaninda hata normu sadece

0.086x10” olur ve  1,, I, ve I, hareket sabitleri yiizde 8x10™* den daha az degisir.

Jain [39] tarafindan c¢alisilmis sonlu fark metodu kiibik spline interpolasyon



fonksiyonlarina dayandirilir. Bu algoritmayi tamamlanz [41] ve ¢t = 20 zamaninda enligi
0.3 olan solitary dalga i¢in L_ = 68x10” oldugunu ve ayrica [ » 1, ve I, hareket
sabitlerinin analitik degerlerinin yiizde 10 civarinda arttigim buluruz. Simdiki sonuglar
ayrica Cizelge 4.2 de ikinci dereceden Petrov-Galerkin ile bulunan veri ile karsilagtirilir.
[47] t =20 zamaninda ikinci dereceden Petrov-Galerkin [47] metodu /, hareket sabiti

2x107 den daha az degisirken, [, ve I, hareket sabitleri 8x107 civarinda degistiginde

L. =0.081x10" oldugunu verir.

0‘0'10"—\/—~’\_/1 /——4

'2.0'10' T.Il,n]. ‘lXlIllllllllllllll!l-lllIIIIXIIY«I‘
40 -0 20 10 0 10 20 30 40 50 60
X

Sekil 4.2.

t = 20 zamanindaki solitary dalga icin hata = tam- niimerik ¢oziim [35]



Cizelge 4.2. t =20 zamaninda yiikseklik 0.3, 7 = 0.125, Ar=0.1, —40 < x <60
ile solitary dalga [35]

Metot L,. L, I, I, I
Lineer 0.511x107 0.198x10°  3.98206  0.811164 2.58133
Galerkin

ikinci 0.220x10 0.086x10°  3.97989 0.810467 2.57902

Dereceden Galerkin [41]

Lineer 4.688x10° 1.755x107 3.98203 0.808650 2.57302
En Kiiciik Kareler [44]

Kiibik 196.1x107 67.35x10°  4.41219 0.897342 2.85361
Sonlu Fark [39,41]
ikinci 0.227x10° 0.081x10°  3.97986  0.810399 2.57880

Dereceden Petrov-Galerkin [47]

Bu hatalar simdiki niimerik metotla bulunanlardan oldukga biiyiiktiir ve korunma buna
mukabil zayiftir. 0.3 enligindeki solitary dalga icin lineer elemanlar ile Galerkin
metodunun, lineer elemanlarla en kiigiik kareler yaklasimindan daha dogru fakat ikinci
dereceden splineler ile Galerkin ve ikinci dereceden Petrov-Galerkinden daha az dogru

oldugunu goriiriiz. Sonlu farklar metodu hepsinden daha az dogrudur.

Ikinci niimerik deneyimde solitary dalganin enliginin 0.09 olmasi i¢in ¢ = 0.03 tiir.
Hareket sabitlerinin analitik degerleri 7, = 2.109407, I,= 0.127302 ve I,= 0.388806

olarak belirlenir. Bu simiilasyonun sonuglar1 Cizelge 4.3 de gosterilir. Enligi 0.09 olan

solitary dalganin bu simiilasyonunda, ¢ = 20 iken, hareket sabitleri; /, yiizde 0.1 den

daha az degisirken/, ve I,yiizde 0.03 den daha az degisir.



Cizelge 4.3. Enlik 0.09, h =0.125, Ar=0.1, —40 < x <60 ile solitary dalga [35]

Zaman L. L, I, I, I,
0.138x107 0.390x107 2.10702 0.12730 0.388804
4 0.150x107 0.193x107 2.10840 0.127303 0.388809
8 0.283x107 0.142x10°3 2.10931 0.127303 0.388809
12 0.401x107 0.151x107 2.10985 0.127304 0.388812
16 0.480x107 0.155x10° 2.10986 0.127305 0.388814
20 0.535x107 0.198x10° 2.10906 0.127305 0.388815

Cizelge 4.4 de simiilasyonda ikinci dereceden spline elemanlarla B-spline metodu

kullanilarak hareket sabitleri I, ylizde 0.12 de yaklasik olarak degisirken,

I, ve I,

yiizde 8x10™ den daha az degisirken L_ hata normunun 0.432x10” degerine sahip

oldugu bulunur [41].

simiillasyonunda L =

biiyiikliiklere benzer olarak degisir [44].
Cizelge 4.4. t =20 zamaninda enlik 0.09, 7 =0.125, Ar=0.1,—40 < x <60 ile solitary

En kiicik kareler algoritmasinin buna karsilik gelen

0.24x10° ve 1,1, ve I, hareket sabitleri yukaridaki

dalga [35]

Metot L. L, I, I, I
Lineer 0.535x10° 0.198x10° 2.10906 0.127305 0.388815
Galerkin

Ikinci 0.563x10 0.432x10 2.10460 0.127302 0.388803
Dereceden Galerkin [41]

Lineer 0.347x107 0.239x10° 2.10769 0.127260 0.388677
En Kiiciik Kareler [44]

Kiibik 14.45x10° 3.996x10°  2.333 0.140815 0.430052
Sonlu Fark [39,41]

Ikinci 0.537x107 0.316x10 2.10908 0.127318 0.388854

Dereceden Petrov-Galerkin [47]




Kiibik sonlu fark metodu ile L_ = 4x10” olarak bulunur ve deney esnasinda / 1, ve

I, hareket sabitlerinin analitik degerleri yiizde 10 kadar artar [40].

Ikinci dereceden B-splineler ile Petrov-Galerkin metodu kullanilarak simiilasyonda

hareket sabitleri; /I, yiizde 0.1 den daha az degisirken, I, ve I, ylizde 0.013 den az

degisirken L_= 0.316x10” degerini aldigr bulunur [47]. Bu hatalar, mevcut niimerik
metotla bulunanlardan oldukca biiyiiktiir ve koruma zayiftir. En kiigiik kareler
algoritmasinin en yiiksek ortalama dogruluga sahip oldugunu ve ayrica daha kiiciik
solitary dalga icin Cizelge 4.1 de gosterilenden daha iyi bir korumaya sahip oldugunu
buluruz [44]. Cizelge 4.5 de ¢esitli yer zaman adimlari kullanilir ve i = 0.25 secilip Ar=

0.2 ile birlikte alindiginda en iyi dogruluktaki simiilasyonu buluruz.

Cizelge 4.5. t = 20 zamaninda, 0.09 enligindeki solitary dalga i¢in[35]

hata normlar;,—40 < x <60

h At L. L.
0.025 0.025 35.9x10” 10.3x10”
0.05 0.05 3.21x107 1.023x107
0.125 0.1 0.535x10” 0.198x107
0.25 0.2 0.177x10° 0.067x10”
0.5 0.4 0.31x107 0.094x107
1.0 0.8 1.11x107 0.345x107
4.0 0.8 6.00x10™ 1.89x107

Solitary dalganin enligi azalirken carpinti genisler ve dogrulugun siirdiiriilebilmesi i¢in
coziim bolgesini artirmak gerekli olabilir. Bolgenin —40<x <60 araligindan

—80 < x <120 araligina 2 katinin olmasinin etkisi Cizelge 4.6 da gosterilir. L ve L_

rms

hata normlar1 2.3 kadar bir faktor kadar azaltildig1 zaman, yer adimi 0.25, zaman adimi

0.2 icin dogrulukta maksimum gelisme bulunur.



Cizelge 4.6. t = 20 zamaninda, 0.09 enligindeki solitary dalga i¢in [35]

hata normlari, —80 < x <120

h At L., L,

0.05 0.05 3.072x107 1.021x107
0.125 0.1 0.106x107 0.041x107
0.25 0.2 0.078x107 0.029x10°
0.5 0.4 0.260x10°° 0.094x107

Cizelge 4.7 de daha kiiciik solitary dalga i¢in dahi, 3¢ = 0.03, hata normlarim ve
sabitleri veririz. —80 < x <120 araligi, 7 = 0.25 ve Ar= 0.2 ile miikkemmel sonuclar
buluruz. Simiilasyon boyunca I, hareket sabiti yiizde 0.023 civarinda
degisirken ve I,,I, hareket sabitleri yiizde 5x107 den cok az degisirken her iki hata

normu 5x107 den kiiciik kalir. Yer ve zaman adimlarindaki degisimlerin etkisi Cizelge

4.8 de gozlenir. h = 0.25 ve At = 0.2 segildiginde en kiiciik hata normlarini buluruz.

Cizelge 4.7. Solitary dalga [35] i¢cin enlik = 0.03, 2 =0.25, Ar=0.2, —80<x <120

Zaman L, L, I, I, I,
0.021x107 0.042x107 1.205551 0.024167 0.072938
4 0.014x107 0.028x107 1.205685 0.024168 0.072938
8 0.012x107 0.019x107 1.205766 0.024168 0.072939
12 0.012x107 0.013x107 1.205811 0.024168 0.072939
16 0.014x107 0.008x107 1.205832 0.024168 0.072939
20 0.015x10° 0.006x10 1.205834 0.024168 0.072940
Cizelge 4.8. t = 20 zamaninda, 0.03 enligindeki solitary dalga i¢in [35]
hata normlari, —80 < x <120
h At L,. L,
0.125 0.1 0.136x107 0.035x10~
0.25 0.2 0.015x107 0.006x107
0.5 0.4 0.050x10°® 0.015x10°




(b) Calisacagimiz ikinci problem iki solitary dalganin etkilesimleri olacaktir. Baslangi¢

sart1 olarak
U (x,t) =3c, sech® (k,[x—v,t —x,1)+3c, sech* (k,[x —v,t — x,]) (4.16)
denklemini kullaniriz, burada asagidaki sekildedir

Ec

J

1
=5 ,U(1+—€CJ) , v=1l+€&c,
t = 0 da hesaplanan iki solitary dalgay: tiretir. Tekrar bu simiilasyonlarda &€= =1
alinz. x=x, de 3¢, ve x=ux, de 3c, enliginde olur. Biiyiik olan kiiciik olanin soluna
yerlestiginde bir etkilesim olusur. —200< x<400arahigi, A = 0.12 veAr= 0.1
kullanilarak ve 400 zaman: i¢in simiilasyon ¢alistirilarak ¢, =0.2, x, =-177, ¢, = 0.1
ve x, =—147 ile bir etkilesim gibi ¢alisiriz. Burada kesin analitik iki dalga ¢oziimii

olmadig1 i¢in simiilasyonlarin dogrulugu algoritma ile iiretilen korumanin derecesi

tarafindan tahmin edilir.

Cizelge 4.9. enlikleri 0.3 ve 0.6 olan iki solitary dalganin etkilesimi i¢in [35]
sabitler, 1 =0.12, Ar=0.1

Zaman I, I, I,

0 9.8586 3.2449 10.7788
40 9.8642 3.2456 10.7809
80 9.8683 3.2475 10.7872
120 9.8719 3.2491 10.7928
160 9.8751 3.2506 10.7979
200 9.8786 3.2523 10.8036
240 9.8825 3.2544 10.8109
280 9.8854 3.2557 10.8156
320 9.8883 3.2569 10.8197
360 9.8907 3.2576 10.8220

400 9.8930 3.2585 10.8251




Yer/zaman adim kombinasyonlar1 0.12 /0.1 oldugunda I, I, ve I, hareket sabitlerinin

yer/zaman adim kombinasyonlarmin 0.05 / 0.05 secildigi zamandan daha yiiksek
derecede koruma gosterdiklerini buluruz.

h =0.12 ve At = 0.1 ile simiilasyon sirasinda hareket sabitlerinin degisimi Cizelge 4.9 da
verilir; zaman 0 dan 400 e kadar 100 er adim ile ilerlerken etkilesim grafikleri Sekil 4.3

de gosterildiginde her bir degisim yiizde 0.45 den daha az degisir.
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Sekil 4.3.
t =0 dan ¢ = 400 e kadar olan zamanda solitary dalgalarin etkilesim grafikleri [35]

t = 400 zamaninda kiiciik dalga x = 281.68 degerine ulasirken biiyiik olan x = 311.56
degerini alarak gecti. 0.63x10™ enligindeki ¢ok kiigiik bir dalga x = 233.8 arkasinda
birakilir. Etkilesimle diizeni bozulmayan daha biiyiik dalga 303 noktasina ulasacaktir,
kii¢iik dalga ¢t = 400 de 293 e ulagir. Etkilesim biiyiik olan dalgada o x = 8.56 nin ileri

bir safhasinda sebep olmustur ve kiiciik dalgada da geciktirme sathasi dx=-11.32

dir. Bu gozlem cok daha biiyiik enligi olan dalgalardaki daha 6nceki niimerik degerlerle
uyusur [50]. Bu sonuglarin dogrulugu daha biiyiik yer ve zaman adimlar1 kullanilarak

etkilesimi beklenir.



BOLUM V

SONUC VE TARTISMA

Bolim II de EW denklemi lineer sonlu elemanlarla Galerkin yaklasimi kullanarak
sayisal olarak coziilir. Sayisal ¢oziim yayilan bir zaman Olciisii iizerinde bulunan
solitary dalga hareketinin dogru simiilasyonuyla sartlara bagli olmayan saglam bir

algoritmaya Onciiliik eder.

Bulunur ki; A= Afr=0.04 i¢in 3.0 enliginde olan solitary dalgalarda, lineer elemanlar
Galerkin metodu, Petrov-Galerkin metodundan daha dogrudur ve ayni zamanda solitary
dalga icin referans [19] de verilenden daha iyi koruma oldugu bulunur. Ayrica daha

kiiciik dalga icin enligi 0.03 i¢cin mitkemmel sonug bulunur.

Undular bore modellendiginde elde edilir ki 1,,1,, 1, niceliklerindeki artan oranlar1 daha

1yi teorik degerlerin gostergesi olan simiilasyonda hesaplandi.

Boliim I de lineer sonlu elemanlar kullanarak bir Galerkin metoduna dayanan Burger
denkleminin ¢oziimii i¢in sayisal bir algoritma gelistirilir. Lineer sonlu elemanlarla
Galerkin yaklagimi, Burger denklemi i¢in ¢éziimler olarak bilinen ¢oziimlere tam olarak

model olan sartsiz, kararli bir algoritma ortaya koyar.

Bu algoritmanin performansi, literatiirde uygun olan datalarla iyi bilinen ii¢ probleme,
coziimleri ile karsilagtirilarak arastirilir. Yeni metod, yapiskan katsayisinin kiiciik
degerler icin bile Burger denklemi i¢in daha yiiksek derecede tam sayisal coziimler

ortaya koyar. Metot diger metotlarin cogundan daha dogru sonuclari iiretti.

Bolim IV de RLW denklemi sonlu elemanlarla Galerkin yaklasimi kullanilarak
niimerik olarak ¢oziiliir. Niimerik(sayisal) ¢6ziim, kiiglik enlikteki bir solitary dalganin

enlik, yer ve hiz modelleri olan kosulsuz, kararli bir algoritmaya yol agar.



0.3 enligindeki solitary dalga, lineer elemanlarla Galerkin metodu en kiiciik kareler
yaklasimindan daha dogrudur, fakat ikinci dereceden splineler Galerkinden daha az

dogrulugu var.

Kiiciik enligi olan her iki solitary dalganin etkilesimlerinin bunun gibi simiilasyonlar1
vardir. + = 400 zamaninda etkilesim hemen hemen miikemmeldir ve pratik olarak

dalgalar 6nceki enlik ve hizlar ile meydana gelirler. [50]
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