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Bu tezde asagidaki sabit ve periyodik katsayili ikinci mertebeden neutral fonksiyonel

diferensiyel denklemlerin salinimini inceledik.
[x(t)+ﬂx(t—z')—,ux(t+0')]"=qjdx d§+pj t+§ dé

Ve

"

[e(e)+ Ax(t— )= pux(t +7)] +5U a(t.)x(t - )de+ [ pl z+g)dg]=

Anahtar Sozciik: Salinim, Fonksiyonel Diferensiyel Denklem.
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SUMMARY

OSCILLATION FOR SECOND ORDER NEUTRAL FUNCTIONAL

DIFFERENTIAL EQUATIONS
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Nigde University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor  : Assistant Professor Dr. Tuncay CANDAN

August 2007, 26 pages

In this thesis, we consider the oscillation of the constant and periodic coefficients of the

second order neutral functional differential equations of the form

[x0)+ Ax(e =)= px(e+ )] =g “xle-&)de + p[ “xle+ £)ae

and

"

[e(e)+ Ax(t =)= pux(t +7)] +5U a(t.)x(t - )de+ [ pl z+g)dg]=

Key Word: Oscillation, Functional Differential Equation.
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ONSOZ

Bu calismada Salinim kavrami ve ikinci Mertebeden Neutral Fonksiyonel Diferensiyel
Denklemler incelenmistir. Buradaki esas amag ikinci mertebeden neutral fonksiyonel
diferensiyel denklemlerin ¢éziimlerinin salinimli olmalar i¢in yeterli sartlart bulmaktir.
Yeterli sartlar arastirilirken verilen denklemlerdeki katsayilar irdelenmistir.

Salinim problemi ve Ikinci Mertebeden Neutral Fonksiyonel Diferensiyel Denklemler
hem teorik hem de pratik boyutludur. Ozellikle ikinci mertebeden neutral fonksiyonel
diferensiyel denklemlere miihendislikte elastik cubuga eklenen titresen kiitlelerle
calisirken, teorikte ise bazi degisik problemlerdeki Euler denklemlerinde rastlanir.

Son yillarda neutral fonksiyonel diferensiyel denklemler ve salinim konusunda Grace ve
Lalli [1],[2] ile ozellikle yiiksek mertebeden denklemleri inceleyen Candan [3] ve

Dahiya [4] bizlere yol gosterici ¢calismalar yapmislardir.



TESEKKUR

Bu tezin hazirlanmasinda higbir katkisini esirgemeyen degerli hocam Yrd. Dog. Dr.
Tuncay CANDAN’a tesekkiirlerimi bir borg bilirim. Ayrica Matematik Boliimii 6gretim
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BOLUM I
GIRIS

Bu calismanin ilk boliimiinde fonksiyonel diferensiyel denklemler tanimlamis ve
bunlarin c¢esitleri birer Ornekle verilmistir. Sonrasinda Salinim (Oscillation)
tanimlanmistir.

Bolim II'de

’” d d
[6(0)+ Axle— ) uxle+ o) = qf * o= )+ p[  x(e+ )
seklindeki sabit katsayili, Boliim III’te ise

[x0)+ A= )= pale+ ) +6( [ " ale. )xle=E)ag + [ *ple.E)alr+ £)ag ) =0

seklindeki periyodik katsayili ikinci mertebeden neutral fonksiyonel diferensiyel
denklemlerle ilgili teoremler ifade ve ispat edilmistir.

1.1 Temel Kavramlar

1.1.1 Fonksiyonel diferensiyel denklemler

Adi diferensiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve tiirevleri sadece ¢ aninda
hesaplanir. Gergcek hayatta bazi olaylar sadece suan ki zamana degil gecmis ve gelecek
zamana da bagl olabilir. Bu tiir diferensiyel denklemlerde sadece ¢ degil de bilinmeyen

fonksiyon ve tiirevleri t—7 veya t+7 , 7 >0 aninda hesaplanir. Bu tiir diferensiyel

denklemlere fonksiyonel diferensiyel denklemler denir.

1.1.2 Gecikmeli (Delay, Retarded) fonksiyonel diferensiyel denklemler
()= fe, x(t). x(t-2(t)), 7(c)20

seklindeki diferensiyel denklemlerdir. Burada en yiiksek dereceden tiirev ¢ aninda,

digerleri ise ¢ veya t’den daha Onceki zamanlarda hesaplanir.



Ornek 1.1.1 x(r)=x(r—1)+2¢ x(éj +1 denklemi delay fonksiyonel diferensiyel

denklemlere bir ornektir.

1.1.3 ileri (Advanced) fonksiyonel diferensiyel denklemler
X (t)= f(z, x(¢), x(t +17(t))), z(t)=0

seklindeki diferensiyel denklemlerdir. Burada en yiiksek dereceden tiirev ¢ aninda,

digerleri ¢ veya t’den daha ileriki zamanlarda hesaplanir.

Ornek 1.1.2 x'(t) =—x(r+ 1) + x(t +At )— t+1 denklemi advanced fonksiyonel

diferensiyel denklemlere bir 6rnektir.

1.1.4 Karma (Mixed) fonksiyonel diferensiyel denklemler

Mixed fonksiyonel diferensiyel denklemler hem delay hem de advanced terimlerin

bulundugu denklemlerdir.

Ornek 1.13  x(1)=2x(r-1)-3x(+1)+1 ve x(t)=—x(t=1)x(t)—1x(r+1)

denklemleri mixed fonksiyonel diferensiyel denklemlere birer 6rnektir.

1.1.5 Neutral fonksiyonel diferensiyel denklemler

Burada en yiiksek dereceden tiirev sadece ¢’ye baglh degil de hem delay hem de

advanced terimlere bagl olabilir.

Ornek 114 x'(r)= —# x(t=1)+x(r—2)+3sins denklemi de neutral tipli

fonksiyonel diferensiyel denklemlere bir 6rnek teskil eder.



Ornek 1.1.5  y'(r)=—a(t) y(r)+5(r) y(t — 7(r))e P denklemi Nicholson’un

kelebek iireme modelini gosteren bir fonksiyonel diferensiyel denklemdir.

1.2 Salinim (Oscillation)

Tamm 1.2.1 x(¢) asikdr olmayan bir ¢6ziim olsun. Eger > t, igin x(t) ¢oziimiiniin
keyfi biiyiikliikte sifir1 varsa x(¢r) salmimlidir denir. Yani bir {tn} dizisi vardir oyle ki

x( t, )=0 ve lim t, = oo salinimh olmayan ¢oziim i¢in bir #, sayis1 vardir 6yle ki 7 > ¢,

n— oo

oldugunda x(t)#0.

Tamm 1.2.2 x(z), keyfi 7 >0 icin (T,c0) araliginda isaret degistiriyorsa x(¢) asikar

olmayan ¢oziimiine salinimlidir denir.

Aslinda salinimin yukaridaki her iki tanimi arasinda fark vardir.
Ornegin x(r)=1-sinz fonksiyonu Tamm 1.2.1 i¢in salmml iken, Tamim 1.2.2 icin

saliniml degildir.

Bazen salimmmli olma ve salimmli olmama kavramlar1 delay (veya advenced)
denklemlerde karsimiza ¢ikar.

Ornegin  x(¢)+x(r)=0 ve x"(t)—x(tr)=0 denklemlerinin saliimhi ¢oziimleri
olmamasma ragmen x’(r)+ x(t - zj =0 ve x"(t)-x(r—z)=0 denklemlerinin

coziimleri salintmhidir.

Gergekten yukaridaki ilk iki denklemin ¢oziimleri swrasiyla x(t)=e™ ve
x(t)=c e +c,e', ikinci denklem ciftinin ¢oziimleri ise sirasiyla x(r)=sinz ve

x(t) = cost .



BOLUM II
SABIT KATSAYILI DENKLEMLERLE iLGIiLi TEOREMLER

Bu boliimde
(<) + Axle—7)- (e + o) —qj x(e— d§+pj x(t+&)dé

tipindeki ikinci mertebeden neutral fonksiyonel diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin
salinimli olmalart i¢in gerekli sartlar verilmistir.
Burada A, 7, 4, 0 negatif olmayan sabitler, ¢ ve p pozitif sabitler, [c,d ] pozitif

araliktir.

Asagidaki lemma teoremlerin ispatlarinda kullanilacaktir.

Lemma 2.1.1 a ve h pozitif sabitler,

a'" (ﬁje >1
n
olsun. O zaman,

(i) x(”)(t)—ax(t—h)z 0

esitsizliginin n c¢ift sayis1 ve ¢t = ¢, i¢in sinirl x(t) > 0 ¢oziimii yoktur.

(ii) x"(E)—ax(t+h)=0

esitsizliginin n ¢ift sayist ve f2>t, i¢in sinirsiz x(t)>0 coziimii yoktur. Yani
yukaridaki esitsizlikten i=0,1,2,...,n ve yeterince biiyilk ¢ sayilart i¢in x! ()>0

sartin1 saglayan x(t) ¢Oziimii yoktur [5].

[x(t)+ Ax(t—7)- ,ux(t+0'] —qj x(t-¢& d§+pj x(t+ &)dé 2.1)

Burada A, 7, 4, 0 negatif olmayan sabitler, ¢ ve p pozitif sabitler, [c,d] pozitif

araliktir.

Teorem 2.1.1 Eger 1+A>u>0, c>7,



(” E‘i_;)jm(%je >1 2.2)

12
(‘I(d_c)j (C_Tje>1 2.3)
1+4 2

ise, o zaman (2.1) denklemi salinimlidar.

veE

ispat. x(t), (2.1) denkleminin salmimli olmayan bir ¢6ziimii olsun. t, 20 olmak iizere
t2t, icin x(t) > 0 oldugu kabul edilsin.

2t)=x(t)+ Ax(t—7)- ux(t + o)

olarak alinirsa (2.1) denkleminden #, > ¢, olmak iizere ¢ > ¢, i¢in

=g "2l -E)dé+ p[ “x(e+£)ag 2.4)

bulunur. (2.4) denkleminden z”(r)>0 oldugunu goriiliir. O zaman z(i)(t) (i=0,1,2),
[tl ,o0) araliginda sabit isaretlidir. Burada dikkate alinmas: gereken iki durum vardr. (a)
121, icin z(t)<0, (b) =1, icin z(r)>0.

(@) =1t icin z(r)<0 durumu. v(r)=-z(r) seklinde tanimlanip (2.4) denkleminde

yerine yazilirsa
+qj x(t— d§+pj x(t+&)dE=0 (2.5)
bulunur. Diger yandan ¢ > ¢, i¢in

0<v(t)=—z(r)=—x(t)-Ax(t —7)+ ux(t + )< ux(t + o)

ve buradan

0<v(t)< ux(t+o).

Boylece bir T >1t, olmak iizere t 27T i¢in

Life-0)< ) 2.6)
y7i

bulunur. Diger taraftan (2.5) denkleminden
+q_[ x(t=&)dE <V +qj x(t - d§+pj x(t+&)dE=0,
yani

V()+q[ “xle-E)dé <0 2.7)



elde edilir. (2.6) esitsizligi (2.7) esitsizliginde yerine yazilirsa t 27, 27T igin

+1_[dv(t—a—§)dcf£0
e

esitsizligi bulunur.
z(i)(t) (i=0,1,2), [tl,oo) araliginda sabit isaretli oldugu i¢in v(i)(t) de [tl,oo) arliginda
sabit isaretlidir. Bu yiizden v'(r), ya pozitif ya da negatiftir.

Eger v(t)>0, t>T >t ise

v%ﬁ+€@tlﬁwr{a+d»=o (2.8)

v(t—(o+c)=0 (2.9)

esitlikleri pozitif ¢oziime sahiptir. Ancak (2.8) ve (2.9) esitlikleri, Teorem 2’ye [7] gore
salintmlidir. Bu da bir ¢eliskidir.

(b) t 21, i¢in z(¢)> 0 durumu.

w(t)=z(t)+ Azt —7)— pz(t + o)
olsun. Eger w(r)< 0 ise, (a) durumunda izlenen yol burada da izlenirse yine aym sonug
elde edilir. Simdi ¢ >¢, icin w(t) > (0 oldugu kabul edilirse (2.1) ve (2.4) kullanilarak

asagidaki denklemler kolayca bulunabilir.
qj (r- d§+pj 2(t+&)dé (2.10)
ve
[w(t)+ Aw(t—7)- ﬂw(t+0'] —q_[ w(r — d§+p_[ w(t+E)dE.  (2.11)

Yine iki durum vardir. Bunlar: (i) ¢ >, icin z'(t)>0, (i) £ >, icin z'(t)<O0.



(i) 7>t icin z'(r)>0 durumu. z(r)>0 oldugundan w’(r)>0 olur. (2.10) esitliginin
her iki tarafinda bir kez tiirev alinirsa w”(z) > 0 olur. Yani ¢ > t, 2t, i¢in w(t)>0 ve
w”(t)> 0 olur. O halde w”(r) artandir. Bu sonuglar (2.11) esitliginde g6z oniine alinirsa

W)+ Aw (t—7) 2w () + Aw (t—1)— uw'(t + o)

=q] "wle=&)ag+ p[ it + £)ag
> pjcd w(t +&E)dé

yani
1+ 2)w'@) pf “wle+&)ag

veya

w(t)> ﬁ [ “wle+&)ac.

esitsizligi elde edilir. w”(t)>0, w’(t)>0 ve w(t)>0 oldugundan ¢ >t, i¢in w'(t)>0

olur. O halde

w(t)> pld —c) wlt+c). (2.12)
1+4

Ancak Lemma 2.1.1 (ii) durumu ve (2.2) kosulundan dolay1 (2.12) esitsizliginin pozitif
¢cOziimii yoktur. Bu yiizden bu bir celiskidir.
(ii) =1, icin z'(t)< 0 durumu. O zaman (2.4) esitligi ve Kiguradze lemmasindan [8]
121, ve i=0,12 icin (-1)'z7(:)>0. Simdi r>¢, >, icin w(r)<0 oldugunu
gostermek igin bunun aksi, yani # > ¢, icin w/(r)> 0 oldugu kabul edilirse
0<w(t)=z(t)+ Az (t—7)-uz(t+0).
Z'(t) , [t;,oo) araliginda artan oldugundan
0<w(t)<(+A-u)Z(t+0)<0

olur ki bu bir celiskidir. Bu yiizden 7>7, icin w'(r)<0. w’(t)>0, w(t)<0 ve
w(t)> 0 oldugundan da ¢ >, ve i =0,1,2,3 icgin

(-1)'w?()>0. (2.13)
Son esitsizliklerden w”(t)<0. Buradan lt;,oo) arabginda w’(r) azalandir. w(r)

fonksiyonunun azalan oldugu (2.11) denkleminde kullanilirsa

W)+ Aw (t—7) 2w 1)+ Aw (t—1)— uw'(t + o)



=qf "wlt—&)ag + p[ “wle+&)dé
> g[ “wlt - £)ag

c

yani
1+ 2w e-7) g “wle—£)ag

esitsizligi bulunur. w(r) azalan oldugu icin de

W)= 997 o (e— ) 2.14)

1+1
esitsizligi elde edilir. Fakat Lemma 2.1.1 (i) durumu ve (2.3) kosulundan dolay1 (2.14)
esitsizliginin (2.13) esitsizliklerini saglayan ¢oziimii yoktur. Bu da celiskiye neden olur

ve ispat tamamlanir.

Ornek 2.1.1 Asagidaki ikinci mertebeden neutral fonksiyonel diferensiyel denklem ele

alinsin.
{x(t)+£e”/2 x[t—zj—ge_z” x(t+27r)} =
2 2 2
30— | T ale=€)ag +30e 7 [ (e + )
(e +e27)x 4
Yukaridaki denklemde A= Ee 2= 1—76 Toc=n,d=2n, g=30 e’
5 ) 5 ) ) > 4 m,

p=30e™", ng ve o0 =2x olarak verilen katsayillarin Teorem 2.1.1 sartlarim

sagladigi goriilmektedir. Bu problemin ¢oziimiiniin x(t)=e’cost oldugu kolayca

gosterilebilir.

[0)+ Axli+7) - uxt+ ) =qf sli-E)ag+ p[ i+ E)ag  (@15)

Burada A, 7, 4, 0 negatif olmayan sabitler, ¢ ve p pozitif sabitler, [c,d] pozitif

araliktir.



Teorem 2.1.2 Eger 1+A>2u>0, ¢c>7, 6>71,

12
[p(d_c)j (C_TJen (2.16)
1+ 4 2

12
(q(d—_c)j (Eje >1 2.17)
1+ 4 2

ise, o zaman (2.15) denklemi salinimlidir.

vE

ispat. x(r), (2.15) denkleminin salmimli olmayan bir ¢6ziimii olsun. 7> t, 20 i¢in
x(t) > 0 oldugu varsayilsin.

2(t)=x(t)+ Ax(t +7)— pux(t + o)
olsun. Teorem 2.1.1 ispatinda oldugu gibi z(i)(t) fonksiyonu ¢t >2¢ 2t, ve i =0,1,2 i¢in
sabit isaretlidir. Bundan dolay1 z(¢) icin iki durum séz konusudur. Bunlar: (a) ¢ > t, igin
z(1)<0, (b t 2t igin z(r)>0. (a) durumu igin yapilacak ispat, Teorem 2.1.1 (a)
durumu ile ayn1 oldugundan ihmal edilmistir.
(b) t =¢, i¢in z(¢)> 0 durumu.

w(t)=z2(t)+ Azt +7)- pz(t + o)
olsun. Burada eger w(r)<O0 ise, bu durum Teorem 2.1.1 (a) durumu igin uygulanan
yontem kullanilarak ayni sonug elde edilir. Simdi ¢ >, i¢in w(t)>0 oldugunu kabul

edilsin. Diger taraftan
)=q[ " 2le-&)ag+ p[ "2t + &) (2.18)
w”(t) esitligi ve (2.15) denklemi kullanilarak ta
[w(t)+ Aw(t+7)- ,uwt+6] —qj w(t—& d§+pj w(t+E)dE. (2.19)

denklemi bulunur. Yine iki durum sdz konusudur. (i) ¢ =¢, i¢in z'(t) >0 durumu, (i1)
t>1t, icin z'(t)< 0 durumu.
(i) Eger t>1, icin z'(r)>0 ise. O zaman t>1, >¢, icin w’(t)>0 ve w”(t)>0.

Boylece w’(r) fonksiyonunun artan oldugu (2.19) denkleminde goz Gniine alinirsa

1+ )t +7) >pj wlt+E)dé

esitsizligi elde edilir. ¢ >, icin w’(t)> 0 oldugundan



W) Pﬁ . ) i+ (c-7) (2.20)

esitsizligi yazilabilir. Ancak Lemma 2.1.1 (ii) durumu ve (2.16) kosulundan (2.20)
esitsizliginin pozitif ¢6zlimii yoktur. Bu yiizden bu bir celiskidir.
(ii) Eger 7 > ¢,i¢in 7/(r)< 0 ise. O zaman Kiguradze lemmasindan [8] 7 > t,ve1=0,1,2
icin (- l)iz(i)(t)> 0. Simdi r2>1t, i¢in w(r)< 0 oldugunu gostermek icin bunun aksi,
yani ¢ >1, icin w'(t) > 0 oldugu farz edilsin. z'(¢) artan oldugundan
0<w(t)=2()+ Az (t+7)—pu(t+0)<(0+A-p)(t+0)<0.

Bu bir celiskidir. O halde >, i¢in w'(f)<0 olur. >1, icin w(t)>0, w(t)<0 ve
w”(t)> 0 oldugundan 7 >¢, ve i =0,1,2,3 icin

-1)'w?()>0. (2.21)

Buradan w”(r) fonksiyonu azalandir. Bu (2.19) esitliginde géz 6niine alinirsa
” d
1+ 2)w(t)> qjc w(t —&)dé

esitsizligi bulunur. w(r) azalan oldugu icin son esitsizlikten

w(r) > Mw(r —c) (2.22)
1+ A

bulunur. Fakat Lemma 2.1.1 (i) durumu ve (2.17) kosulundan dolay1 (2.22)
esitsizliginin (2.21) esitsizliklerini saglayan ¢oziimii yoktur. Bu da celiskiye neden olur

ve ispat tamamlanir.

[x(t)+ Ax(r —7)+ px(e + o-)]” = qJ‘Cd x(t—&)dé + pj'j x(t+&)dé (2.23)

Burada A, 7, 4, 0 negatif olmayan sabitler, ¢ ve p pozitif sabitler, [c,d] pozitif

araliktir.

Teorem 2.1.3Eger ¢>7, ¢c>0,

12
(111(‘2 ;‘2) (6‘20’)6 o1 (2.24)

A

10



12
(fﬁfg (C ; Tje >1 (2.25)

ise, o zaman (2.23) denklemi salinimlidir.

ispat. x(¢), (2.23) denkleminin pozitif bir ¢dziimii olsun. Yani bir t, 20 olmak iizere
t>1t, i¢in x()> 0 oldugu kabul edilsin.

2(t)=x(t)+ Ax(t = 7)+ pux(t + o)
olsun. Acikca #, 27, olmak lizere ¢ 21, i¢in z(r)>0. Bu yiizden (2.23) denklemi

kullamlarak ¢, >, olmak iizere ¢ > ¢, i¢in
qI x(t - df+p.[ x(t+&)dé>0.
Boylece [tz,oo) araliginda i =0,1,2 icin z(i)(t) sabit isaretlidir. Bir w(r) fonksiyonunu
w(t)=z(t)+ Azt —7)+ uz(t + o) (2.26)
sekilde tanimlansin. O zaman
qJ- (- df+p.[ 2t +&)dé (2.27)
ve
[w(t)+ Aw(t - )+,uwt+6] —qj w(t—& d§+pj w(t+E)dE. (2.28)
esitliklerinin dogrulugu gosterilebilir. Burada yine iki ihtimal vardir. (i) #2¢, icin
Z(t)>0, (i) £ =1, icin 7'(r)<0.
(i) r>1, icin z'(t)>0 durumu. (2.26) ve (2.27) esitliklerinden ¢ >1, >1, i¢in w'(t)>0
ve w”(r)> 0. Diger taraftan z(r) pozitif oldugu icin w”(¢) de pozitiftir ve sonug olarak
t2t; ve i =0,1,2,3 i¢cin
w?(#)>0. (2.29)

(2.28) esitligi ve (2.29) esitsizliklerinin sonucu olarak ta ¢ > ¢, icin

pld=c) w(t +(c—0)) (2.30)

()=
W) I+ A+ u

esitsizligi elde edilir. Fakat Lemma 2.1.1 (ii) durumu ve (2.24) kosulundan dolay1 (2.30)

esitsizliginin (2.29) esitsizliklerini saglayan ¢6ziimii yoktur. Bu bir celiskidir.
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(i) r>r, icin z'(f)<0 durumu. Buradan r>t, >1, igin w/(r)<0, w’(r)>0 ve
w”(t)< 0 olur. w”(t) fonksiyonunun [t3,oo) aralifinda azalan oldugu (2.28) esitliginde

kullanirsa

)2 49 o) 2.31)

esitsizligi bulunur. Bu sonu¢ Lemma 2.1.1 (i) durumu ve (2.25) kosuluyla celisir.

Boylece ispat tamamlanir.
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BOLUM III
PERiIYODIK KATSAYILI DENKLEMLERLE iLGIiLi TEOREMLER

Bu boliimde
[x0)+ A= )= ale+ ) +6( [ " ale. )xle= 0 + [ *ple.E)alr+ £)ag ) =0

tipindeki ikinci mertebeden neutral fonksiyonel diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin
saliniml1 olmalar i¢in gerekli sartlar verilmistir.

Burada 6=%1, A ve g negatif olmayan reel sayilar, 7 pozitif reel sayi,
p,ge C( [to,oo)x[c,d ], [O,oo)) t2t,, t icin 7 periyotlu iki degiskenli fonksiyonlardir.

Yani p(t£7,&)=p(t,£) ve qlt +7,&)=4(1,£).

P(t)= J-Ld p(t,&)dé, Or)= J-Ld q(t,&)dé seklinde tanimlanr.

Bolim II’te incelenen denklemlerin Boliim II'de incelenen denklemlerden farki
yukarida da goriilecegi gibi ¢ ve p sabitlerinin bu bolimde p(r+7,&)=p(r,&) ve

q(t £7,&) = q(t,&) seklindeki  icin 7 periyotlu iki degiskenli fonksiyonlar olmasidur.

Asagidaki lemma teoremlerin ispatlarinda kullanilacaktir.

Lemma 3.1.1 ¢: [to ,00) = R siirekli ve ¢ > t, icin negatif olmayan bir fonksiyon, o ise
pozitif bir reel say1 olsun.
(i) Eger i =0,1,2,...,.n—1 i¢in

n—i—1

g(s)ds > 1

. o (s—1) (t—s+0)
hfnffpjr n—i—1)

ise,
y(6)2 q(t)y(e + o)
esitsizliginin j =0,1,2,..,n ve t>1, icin y“(r)>0 sarum saglayan y(t)>0 (r>1,)

¢Oziimii yoktur.
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(ii) Eger i =0,1,2,...,n—1 i¢in

i n—i—1
hmsupj (t—5) (s—t+0)

i'(n—i—l)‘ q(s)ds >1

ise, 0 zaman
(-1)" ") 2 q(1)z(t - 0)
esitsizliginin j=0,1,2,....n ve t=¢, icin (-1)’z ()>0 sartin1 saglayan z(r)>0

(t 21t,) ¢oziimii yoktur [9].

(<)) + Ax(t—7)- uxle +7)] +§U.d (t,&)x(t - d§+j t+§)d§j 0 (3.1)
Burada 6=%1, A ve g negatif olmayan reel sayilar, 7 pozitif reel sayi,
p, qe C( [tO,OO)X [e,d], [0,00)) 22 t,, t icin 7 periyotlu iki degiskenli fonksiyonlardir.
Yani p(t+7.§)=p(t.&) ve qlt£7.5)=q(t.$).

Teorem 3.1.1 Eger ¢>7, 0=-1, i=0,1 igin

1-i

v (s—=1) (r—s+¢)

h{risgp-[ A=) P(s)ds>1+2 (3.2)
veE
i 1-i
timsup [~ (t_s) (f(ztf“)'c_f) O(s)ds >1+ 4 (3.3)
t— oo nL\l—1t)

ise, o zaman (3.1) denklemi salinimlidir.

ispat. x(r), (3.1) denkleminin salmimli olmayan bir ¢oziimii olsun. Genelligi bozmadan

20 olmak iizere ¢ > ¢, i¢in x(t)> 0 olsun.

2(t)=x(t)+ Ax(t —7)— pux(t +7)

olarak alinsin. (3.1) denkleminden ¢, = ¢, olmak iizere ¢ > ¢, i¢in

0= "qle.E)xle-)ag + [ * pt.)xle+£)ag = 0. (3.4)

bulunur. Boylece z(i)(t) (i=0,1,2), [tl,oo) aralifinda sabit isaretlidir. Burada dikkate

alinmasi gereken iki durum vardir. (a) ¢ 2 ¢, i¢in z(t)<0, (b) > t, igin z(r)>0.
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(a) 1 >1t, i¢in z(t)< 0 durumu. v(r)=—z(¢) olsun. Buradan
0<v(t)=—z(r)=—x(t)-Ax(t—7)+ pux(t+ 7)< ux(t +7)

yazilabilir. O zaman son esitsizlikten r > ¢, > ¢, icin

Lo=2)< (). (3.5)
Y7,

Boylece (3.4) ve (3.5) esitsizlikleri yardimiyla ¢ > ¢, > ¢, icin

O+, [ “qle.e)vle—(z+&)ag <0 (3.6)

bulunur. Son esitsizlik ve Kiguradze lemmasindan [8] r =27, > ¢, i¢in v(t)>0.
Eger t 2¢, 21, icin v/(r)> 0 ise, o zaman 6yle pozitif bir k sabiti ve bir T > t, sayisi
bulunabilir ki # 27 icin

Wt—(r+d))2k.

Bu son esitsizlik (3.6) esitsizliginde kullanilarak integral alinirsa
0< v —— J J E)dé ds
ve t — oo igin

0<v(O)<v(T) -2 Qls)ds - —co.
Y7

Bu da bir celiskidir.
(b) t 21, i¢in z(¢)> 0 durumu.
w(t)=z(t)+ Azt —7) - z(t +7) (3.7)
olsun. Diger taraftan
w(O)=[ " q(t.€)2le - E)dé+ [ * ple. &) (e +&)dé (3.8)
ve
[olo)+ Awle—7) =l + )] = [ “qlt. )l —E)ag+ [ * ple.Ewle+&)ag  (3.9)

oldugu gosterilebilir. Eger ¢ > ¢, icin w(r) <0 ise, (a) durumunda izlenen yol burada da
uygulanirsa yine ayni sonug elde edilir. O halde 72>t i¢in w(r)>0. Burada da iki
durum vardir. (i) 7 > ¢, i¢in z'(f)> 0, (i) > ¢, i¢in z'()<0.

(i) £>1, icin z'(t)>0 durumu. O zaman 6yle iki pozitif k,, k, sabitleri ve bir T >1,

sayis1 bulunabilir ki # 27T i¢in
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dt—d)=k, ve z(t+c)>k,.

Son iki esitsizlik (3.8) denkleminde kullanilirsa ¢ > T icin

>kj E)dé +k, j
=k, Q(t)+k2P(t)

bulunur. Boylece ¢ — oo icin w'() — oo ve w(t) = oo. O halde i =0,1,2 ve ¢ > t, i¢in
w()>0. (3.10)
z artan, p(t,&) ve q(t,&) ¢ icin periyodik fonksiyonlar oldugundan (3.8)

denkleminden r 27, 2T i¢in
w”(t—r):jj’q(t E)elt—t-E)dE+ [ plt.&)ele 7+ E)dé

<j z(r - d§+j )z(t + E)dé
=w(r)

bulunur. Buradan w”(r) fonksiyonu ¢ > T, i¢in artandir. (3.9) denkleminden

(1+ A)w(e) 2 Q) wle )+ P(t)wle +¢)

A

(t)>ﬁP() (t+c) (3.11)

esitsizligi bulunur. Fakat Lemma 3.1.1 (i) durumu ve (3.2) kosulundan dolay1 (3.11)
esitsizliginin (3.10) esitsizliklerini saglayan ¢6ziimii yoktur. Bu da bir celigkidir.
(i) =1, icin Z(t)<0 durumu. ¢ — e icin z(r) —» 0 oldugunu gostermek igin tersi
kabul edilirse k >0 sayis1 vardir dyle ki r — oo icin z(r) =k >0. O zaman t >7" > t
icin
k k
Z(t—c)ZE ve z(t+d)25

bulunur. Son iki esitsizlik (3.8) denkleminde kullanilirsa

w(0)2 2[00+ Ple)

bulunur. Boylece ¢t — oo icin w(i)(t)—> oo, 1 =0,1. Diger yandan (3.7) denkleminden
t2T" icin w(t)<oo. Bu bir celiskidir. O halde r — oo icin z(t) >0 ve w(r)—>0,

i=0,1,2.Buradan t >T," >T" ve i =0,1 igin
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(-1)'w?()>0. (3.12)
z azalan, p(r,&) ve ¢q(t,&) t icin periyodik fonksiyonlar oldugundan (3.8)

denkleminden ¢ >7,” >T," igin

w”(z—r)=jj‘q(r E)alt—t-E)dE+ [ plt.&)zle—7+E)dE
> I 2(r = &)dé +j )z(t + E)dé
=w(r)
bulunur. Yani w’(r) fonksiyonu azalandir. Bu t>T, 2T, igin (3.9) denkleminde
kullanilirsa
(1+ )Wt =7)= 0()wlt—c)
veya
()>mQ() wlt=(c-7)) (3.13)

bulunur. Ancak Lemma 3.1.1 (ii) durumu ve (3.3) kosulundan dolayr (3.13)
esitsizliginin (3.12) esitsizliklerini saglayan ¢oziimii yoktur. Bu da bir celigkidir ve ispat

tamamlanair.

[x(t)+ A x(t — 7)— ﬂx(t+f)]”+5(jf‘q(t E)x(t-£)dé+ [ pl t+§)d§) 0(3.14)
Burada 0=%1, A ve pu negatif olmayan reel sayilar, 7 pozitif reel sayi,
p, g€ C( [to,oo)x[c,d ], [O,oo)) t2t,, t icin 7 periyotlu iki degiskenli fonksiyonlardir.

Yani p(t+7,&)=p(t.&) ve qlt£7,&)=4(1,£).

Teorem 3.1.2 Eger ¢>7, 0=1, i=0,1 i¢in

1-i

t+(c-1) (s—t)[(t—S-FC—T)

hmsup.[ A= 0)! P(s)ds > u (3.15)
ve
i 1-i
hmsup.[ . (t—s) (s-t+c+7) O(s)ds > u (3.16)

o> o if1-1q)!

ise, o zaman (3.14) denklemi salinimlidir.
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Ispat. Bu ispat Teorem 3.1.1 (3.6) esitsizligine kadar olan kisim ile benzer sekildedir.

Burada
(0)=-["qe.O)xlt - &)ag - [ " ple.&)xle+E)ag <0 (3.17)
ve 121, 21, igin
)>— j r—r+§»d§+ﬂj plt.EVii-7+&)dE . (3.18)
O zaman 1> 1, >1, icin
02 [Pl &+ (62 (3.19)
ve
V(r)2 % [ “qle.e)vle—(z+&))ac (3.20)

esitsizlikleri bulunur.

(i) r=1t, 21, icin v'(r)> 0 olsun. O zaman (3.19) esitsizliginden

V(1) 2 L P(e)v(t + (7). (3.21)
Y7,
Diger yandan i = 0,1 icin
v?(t)>0 (3.22)

oldugu gosterilebilir. Fakat Lemma 3.1.1 (i) durumu ve (3.15) kosulundan dolay1 (3.21)
esitsizliginin (3.22) esitsizlikleri saglayan pozitif ¢oziimii yoktur. Bu bir celigkidir.

(ii) Eger r >1, > 1, icin v/(t)< 0 ise. O zaman i = 0,1 ve t >1, > ¢, icin
-1)"v7()> 0. (3.23)
t>1t, i¢in v'(t)< 0 oldugundan (3.20) esitsizliginden

(@)= Lo —(z+c). (3.24)
Y7,

Ancak Lemma 3.1.1 (ii) durumu ve (3.16) kosulundan dolay1 (3.24) esitsizliginin (3.23)
esitsizlikleri saglayan pozitif ¢6ziimii yoktur. Bu da bir celigkidir.
(b) t =1¢, i¢in z(¢)> 0 durumu.

w(t)=z(t)+ Az(t—7)— uz(t +7) (3.25)
olsun. Diger taraftan

W”(t)-l-j

d

4(6.8)2le=&)dg + [ * plt.)z(t+£)ag =0 (3.26)

c
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[w(t)+/1w(t—f)—,uw(t+f)]”+qu(t,) r— d§+j In(t+E&)dE=0 (3.27)

oldugu goriilir. Eger ¢ 2>¢, i¢in w(t)< 0 ise, (a) durumunda izlenen yol burada da
izlenirse yine ayni sonug¢ elde edilir. O halde t=>¢, ic¢in w(t)>0 oldugu goriiliir.
Boylece Kiguradze lemmasina [8] gore ¢ > ¢, igin Z/(t)> 0. O zaman 6yle iki pozitif ki,
k, sabitleri ve bir T > ¢, sayist bulunabilir ki # 27 i¢in

dt—d)=k, ve z(t+c)>k,.

Son iki esitsizlik (3.26) denkleminde dikkate alinirsa ¢ — oo igin
0<wit kj j dfds—kj j E)dé ds

ka dskj s)ds —> oo .

Bu da bir celigkidir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

[x(t)+ Ax(t —7)+ px(r + z')] + 60 1, E)x(t - d§+j x(t+ f)df) 0(3.28)
Burada 6 =%1, A ve g negatif olmayan reel sayilar, 7 pozitif reel sayi,
p,qe C( [to,oo)x[c,d ], [O,oo)) t2t,, t icin 7 periyotlu iki degiskenli fonksiyonlardir.
Yani p(t+7.8)=p(t.&) ve qlt£7.5)=q(t.$).

Teorem 3.1.3 Eger ¢>7, 0=-1, i=0,1 i¢in

1-i

rre=0) (s=1) (t=s+c—1)

hmsupj 1 =0) P(s)ds>1+ A+ u (3.29)
t — oo l. —1).
ve
i 1-i
hmsupj (t ~s) (T(IH_)‘C ~7) O(s)ds >1+ A+ u (3.30)
t — o l. —1).

ise, o zaman (3.28) denklemi salinimlidir.

ispat. x(r), (3.28) denkleminin t=t, 20 icin x(t)>0 sartin1 saglayan bir ¢oziimii
olsun.

2(t) = x(t)+ Ax(t —7)+ ux(t +7)
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seklinde alinsin. Buradan ¢ >1, > ¢, i¢in z(t)>0 olur. (3.28) denkleminden 7 >¢, >1,

icin
z”(z):j:’q( E)xlr - d§+j )xlt + E)dE>0. (3.31)
Simdi
wi(t)=z2(t)+ Azt —7)+ pz(r +7) (3.32)
olsun. O halde
w(0)=[ " qlt.)2le - E)ag + [ * ple. )zl + £)ag (3.33)
[w(t)+/1w(t—2')+,uw(t+f)]”=J-qu( E)wlr - d§+j Iw(t+E)dE  (3.34)

oldugu goriiliir. Burada iki durum s6z konusudur. a) ¢ > ¢, icin Z(£)>0,b) 1> t, icin
Z(r)<0.
(@) r>1, >1, icin z(t)> 0 ise 0 zaman t > T >1t, icin
w(t)>0 (3.35)
ve t 27T icin
w(t—7)<w(r).
Diger taraftan > T igin w’(r) fonksiyonunun azalmayan durumu (3.34) denkleminde
g0z Oniine alinirsa
1+ A+ )W (t+7) 2 0()w(t —d)+ P(e)w(t +¢)

esitsizligi bulunur. Buradan

w(t) > !

> 1+/1+ﬂP(t)w(t+c—T) (3.36)

bulunur. Ancak Lemma 3.1.1 (i) durumu ve (3.29) kosulundan dolay1r (3.36)
esitsizliginin (3.35) esitsizligini saglayan ¢oziimii yoktur. Bu bir ¢eligkidir.
(b) t =¢,; icin Z/(t)< 0 olsun. O zaman > T > t; ve i =0,1 i¢in

(-1)'w?()>0. (3.37)
z azalan, p(r,&) ve ¢(r,&) t icin periyodik fonksiyonlar oldugundan (3.33)
denkleminden ¢ =27, > ¢, icin

w(t—7)=w(r)

bulunur. Son esitsizlik (3.34) denkleminde goz Oniine alinirsa ¢ 27, 27, i¢in
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(1+ A+ 2wt —7)> 0wl —c)

veya

W)z — ;w 0 wlt —(c— 7). (3.38)

Fakat Lemma 3.1.1 (i) durumu ve (3.30) kosulundan dolay1 (3.38) esitsizliginin (3.37)

esitsizligini saglayan ¢oziimii yoktur. Bu da bir ¢eliskidir ve ispat tamamlanmis olur.

[ee) = Axlt = 7)— pxle + )] +5U"q(z E)xlt— &g+ [ * pl t+§)d5j 0(3.39)
Burada 6 =%1, A ve g negatif olmayan reel sayilar, 7 pozitif reel sayi,
p, g€ C( [to,oo)x[c,d ], [O,oo)) t2t,, t icin 7 periyotlu iki degiskenli fonksiyonlardir.
Yani p(t+7.8)=p(t.&) ve qlt27.5)=q(t.$).

Teorem 3.1.4 Eger ¢>7, A+u>0, 6=-1, i=0,1 igin

1-i

e (s—1) (t—s+c)

hmsup.[ T P(s)ds > 1 (3.40)
t— oo 1 —1):
ve
i 1-i
hmsup.[ t—s)ﬂg_—it)-'l- c) O(s)ds > 1 (3.41)

ise, o zaman (3.39) denklemi salinimlidir.

ispat. x(r), (3.39) denkleminin t=t, 20 ic¢in x(t)>0 sartin1 saglayan bir ¢oziimii
olsun.
2(t)=x(t)- Ax(t—7)— ux(t +7) (3.42)

alinirsa (3.39) denkleminden ¢ > ¢, > ¢, i¢in
” d
W)= "qle.E)xle- g+ [ * ple.)xle+£)ag 2 0. (3.43)

Boylece z! ( ) (i=0,1,2), [tl,oo) araliginda sabit isaretlidir. Burada dikkate alinmasi
gereken iki durum vardir. (a) ¢ = ¢, igin z(1)<0, (b) 1> t, igin z(r)>0.
(@) t 21, i¢in z(r)< 0 durumu.

0<v(t)=—z(t)=—x(t)+ Ax(t —7)+ u x(t + 7)
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alinirsa
v”(t)+J':1q( E)x(t — d§+j )x(t+&)déE=0

denklemi bulunur. Simdi

w(t)=—v(t)+ Av(t —7)+ puv(t +7)

alinirsa
W)+ [ gt &)= &g + [ " ple.E)vle +E)aE =0 (3.44)
[—W(t)+/1w(t—1')+,tlw(t+7)]”+jcdq(t, EVwlt - d§+j Jwlr + E)déE =0(3.45)

bulunur. 21, >2¢, i¢in w(t)>0 oldugu goriiliir aksi taktirde (b) durumu ile aymidir.
Simdi Kiguradze lemmasina [8] gore ¢ >1¢; ¢, icin v'(t)>0 olmalidir. Bu durum da

Teorem 3.1.2 (b) durumunda oldugu gibidir. Onun i¢in bunlar ispatlanmayacaktir.

(b) 1 >1, icin z(t)> 0 durumu. (3.42) esitliginden 7 > T > 1, icin

Z(t)S x(t).

O zaman (3.43) esitliginden
)= [ ple.&)zle+&)ae
)= [ q(t.8)2le-&)aé

esitsizlikleri bulunur. Buradan sonrasi ise Teorem 3.1.2 (i) ve (ii) durumlariyla ayni

oldugu i¢in atlanir. Boylece ispat tamamlanir.

[x(t)—/lx(t—r)—,ux(t+r)]”+§U.d (t,&)x(r - d§+j t+f)d§j 0(3.46)
Burada 6=%1, A ve g negatif olmayan reel sayilar, 7 pozitif reel sayi,

p, qe C( [to,oo)x [e,d], [0,00)) 12 t,, t icin 7 periyotlu iki degiskenli fonksiyonlardir.
Yani p(t+7,8)=p(t.&) ve qlt27.5)=q(t.$).

Teorem 3.1.5 Eger ¢>7, A+u>0, 6=1, i=0,1 igin
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i 1-i
hmsupj e (s=1) (t'(_l > +)|C ~7) P(s)ds> A+ u (3.47)
t — o l. —1).
ve
i 1-i
lim supj (t ~s) (S(Ii—;)‘c ~7) O(s)ds > A+ u (3.48)

ise, o zaman (3.46) denklemi salinimlidir.

Ispat. Bu ispat Teorem 3.1.4 (a) durumundaki (3.43) esitsizligine kadar aynidir. Yalmz

burada t >t 21, i¢in

:_j x(t— &) dé - j )x(t+&E)dé . (3.49)
(a) 1 >1¢, icin z(t)< 0 durumu.
0<v(r)=—z(r)=—x(t)+ Ax(t —7)+ ux(t + 7)

alinirsa

» d

V)= [ ale.E)xle - EaE + [ ple.E)ale + £)a
bulunur. Burada iki durum soéz konusudur. (i) ¢=¢, i¢in V()>0, (i) 1> t, icin
v(t)<0.
(i) 7 >1¢, icin v(¢)>0 durumu.

wl(t)=—v(t)+ Av(t—7)+ uv(t +17)

seklinde tanimlanirsa

»” d
W)= [ "t Ovle - )+ [ ple,Ele+ )
ve
/7 d
[ wlt)+ Awlt —7)+ pw(t +7)] =J‘L q(t,E)wlt - d§+j Ywit +&)dé

bulunur. Buradan 721, 2¢, i¢in w(t)>0 oldugu goriilir. O halde t2T2t, ve
i=0,1 i¢in

(t—7)<w(r)
ve

w(’)(t)>0

Bunlar kullanilarak

(A )W (e+7) = PO wle +¢).
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esitsizligi elde edilir. Ispatin bu asamadan sonrast Teorem 3.1.1 (b) (i) durumunda
oldugu gibidir. Bundan dolay1 bu kisim atlanir.
(ii) # > ¢, i¢in v'(t) <0 durumu. Bu durum ise Teorem 3.1.1 (b) (ii) durumunun benzeri
oldugu i¢in bu da gecilmistir.
(b) t=1¢, i¢in z()> 0 durumu. Teorem 3.1.4 (3.42) esitliginden ¢ > T > t, icin

Z(t) < x(t).

O zaman yukaridaki (3.49) esitliginden
” d
0+ [ gle.)ele-E)az <0

bulunur. Buradan sonras1 Teorem 3.1.2 (b) durumunun benzeri oldugu i¢in ispata gerek

duyulmamustir. Boylece teorem ispatlanir.
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BOLUM IV

SONUCLAR

. Teorem 2.1.1 kosullar1 o sabitine bagli degildir.

. Eger Teorem 2.1.3’te A=0 veya £ =0 yada A=pu=0 ise (2.23) denklemi igin

yine Teorem 2.1.3 uygulanabilir.

. Eger Teorem 2.1.1 (2.3) kosulu, Teorem 2.1.2 (2.16) kosulu ve Teorem 2.1.3 (2.24)

kosulu saglanmazsa bu teoremlerin sonuglar1 sirastyla su sekilde degistirilir. (2.1),

(2.15) ve (2.23) denklemlerinin her x c¢oziimii ya salinimlidir ya da r— o ve

ji=0,1 icin x(t)— oo.

. Teorem 3.1.1 kosullar1 & katsayisina, Teorem 3.1.2 kosullar1 ise A katsayisina

bagli degildir.

. Eger Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.3’te A =0 veya =0 yada A=u=0 ise (3.1)

ve (3.28) denklemleri icin sirasiyla yine Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.3

uygulanabilir.

. Eger Teorem 3.1.4 ve Teorem 3.1.5’te 4 veya u katsayilarindan yalniz biri sifira

esit ise (3.39) ve (3.46) denklemleri i¢in sirasiyla yine Teorem 3.1.4 ve Teorem

3.1.5 uygulanabilir.
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