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ÖZET 

 

ĐKĐNCĐ MERTEBEDEN NEUTRAL FONKSĐYONEL DĐFERENSĐYEL 

DENKLEMLERĐN SALINIMI 

 

 

BOYBAY, Bahri 

Niğde Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

 

Danışman   : Yrd. Doç. Dr. Tuncay CANDAN 

 

Ağustos 2007, 26 sayfa 

 

 

 

Bu tezde aşağıdaki sabit ve periyodik katsayılı ikinci mertebeden neutral fonksiyonel 

diferensiyel denklemlerin salınımını inceledik. 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ξξξξσµτλ dtxpdtxqtxtxtx
d

c

d

c∫ ∫ ++−=″+−−+  

ve 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) 0,, =




 ++−+″+−−+ ∫ ∫

d

c

d

c
dtxtpdtxtqtxtxtx ξξξξξξδτµτλ . 

 

 

 

 

 

 

Anahtar Sözcük: Salınım, Fonksiyonel Diferensiyel Denklem. 
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SUMMARY 

 

OSCILLATION FOR SECOND ORDER NEUTRAL FUNCTIONAL  

DIFFERENTIAL EQUATIONS 

 

 

BOYBAY, Bahri 

Nigde University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

 

 

Supervisor : Assistant Professor Dr. Tuncay CANDAN  

 

August 2007, 26 pages 

 

 

In this thesis, we consider the oscillation of the constant and periodic coefficients of the 

second order neutral functional differential equations of the form 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ξξξξσµτλ dtxpdtxqtxtxtx
d

c

d

c∫ ∫ ++−=″+−−+  

and 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) 0,, =




 ++−+″+−−+ ∫ ∫

d

c

d

c
dtxtpdtxtqtxtxtx ξξξξξξδτµτλ . 

 

 

 

 

Key Word: Oscillation, Functional Differential Equation. 
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ÖNSÖZ 

 

Bu çalı�mada Salınım kavramı ve �kinci Mertebeden Neutral Fonksiyonel Diferensiyel 

Denklemler incelenmi�tir. Buradaki esas amaç ikinci mertebeden neutral fonksiyonel 

diferensiyel denklemlerin çözümlerinin salınımlı olmaları için yeterli �artları bulmaktır. 

Yeterli �artlar ara�tırılırken verilen denklemlerdeki katsayılar irdelenmi�tir. 

Salınım problemi ve �kinci Mertebeden Neutral Fonksiyonel Diferensiyel Denklemler 

hem teorik hem de pratik boyutludur. Özellikle ikinci mertebeden neutral fonksiyonel 

diferensiyel denklemlere mühendislikte elastik çubu�a eklenen titre�en kütlelerle 

çalı�ırken, teorikte ise bazı de�i�ik problemlerdeki Euler denklemlerinde rastlanır. 

Son yıllarda neutral fonksiyonel diferensiyel denklemler ve salınım konusunda Grace ve 

Lalli [1],[2] ile özellikle yüksek mertebeden denklemleri inceleyen Candan [3] ve 

Dahiya [4] bizlere yol gösterici çalı�malar yapmı�lardır. 
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 BÖLÜM I 

 

G�R�� 

 

Bu çalı�manın ilk bölümünde fonksiyonel diferensiyel denklemler tanımlanı� ve 

bunların çe�itleri birer örnekle verilmi�tir. Sonrasında Salınım (Oscillation) 

tanımlanmı�tır.  

Bölüm II’de  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ξξξξσµτλ dtxpdtxqtxtxtx
d

c

d

c� � ++−=″+−−+  

�eklindeki sabit katsayılı, Bölüm III’te ise 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) 0,, =�
�
��

�
� ++−+″+−−+ � �

d

c

d

c
dtxtpdtxtqtxtxtx ξξξξξξδτµτλ  

�eklindeki periyodik katsayılı ikinci mertebeden neutral fonksiyonel diferensiyel 

denklemlerle ilgili teoremler ifade ve ispat edilmi�tir. 

 

 

1.1 Temel Kavramlar 

 

1.1.1 Fonksiyonel diferensiyel denklemler 

 

Adi diferensiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve türevleri sadece t  anında 

hesaplanır. Gerçek hayatta bazı olaylar sadece �uan ki zamana de�il geçmi� ve gelecek 

zamana da ba�lı olabilir. Bu tür diferensiyel denklemlerde sadece t  de�il de bilinmeyen 

fonksiyon ve türevleri τ−t  veya τ+t  ,  0>τ  anında hesaplanır. Bu tür diferensiyel 

denklemlere fonksiyonel diferensiyel denklemler denir. 

 

 

1.1.2 Gecikmeli (Delay, Retarded) fonksiyonel diferensiyel denklemler 

 

( ) ( ) ( )( )( )ttxtxtftx τ−=′ ,, ,  ( ) 0≥tτ  

 

�eklindeki diferensiyel denklemlerdir. Burada en yüksek dereceden türev t  anında, 

di�erleri ise t  veya t ’den daha önceki zamanlarda hesaplanır. 
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Örnek 1.1.1 ( ) ( ) 1
2

21 +�
�

�
�
�

�+−=′ t
xttxtx  denklemi delay fonksiyonel diferensiyel 

denklemlere bir örnektir. 

 

 

1.1.3 �leri (Advanced) fonksiyonel diferensiyel denklemler 

 

( ) ( ) ( )( )( )ttxtxtftx τ+=′ ,, ,  ( ) 0≥tτ  

 

�eklindeki diferensiyel denklemlerdir. Burada en yüksek dereceden türev t  anında, 

di�erleri t  veya t ’den daha ileriki zamanlarda hesaplanır. 

 

Örnek 1.1.2 ( ) ( ) ( ) 11 +−+++−=′ tttxtxtx  denklemi advanced fonksiyonel 

diferensiyel denklemlere bir örnektir. 

 

 

1.1.4 Karma (Mixed) fonksiyonel diferensiyel denklemler 

 

Mixed fonksiyonel diferensiyel denklemler hem delay hem de advanced terimlerin 

bulundu�u denklemlerdir. 

 

Örnek 1.1.3 ( ) ( ) ( ) 11312 ++−−=′ txtxtx  ve ( ) ( ) ( ) ( )11 +−−−=′ txttxtxtx  

denklemleri mixed fonksiyonel diferensiyel denklemlere birer örnektir. 

 

 

1.1.5 Neutral fonksiyonel diferensiyel denklemler 

 

Burada en yüksek dereceden türev sadece t ’ye ba�lı de�il de hem delay hem de 

advanced terimlere ba�lı olabilir. 

 

Örnek 1.1.4 ( ) ( ) ( ) ttxtx
t

t
tx sin321

1
+−+−′

+
−=′  denklemi de neutral tipli 

fonksiyonel diferensiyel denklemlere bir örnek te�kil eder. 
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Örnek 1.1.5 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )ttytettytbtytaty τβτ −−−+−=′  denklemi Nicholson’un 

kelebek üreme modelini gösteren bir fonksiyonel diferensiyel denklemdir. 

 

 

1.2 Salınım (Oscillation) 

 

Tanım 1.2.1 ( )tx  a�ikâr olmayan bir çözüm olsun. E�er 0tt >  için ( )tx  çözümünün 

keyfi büyüklükte sıfırı varsa ( )tx  salınımlıdır denir. Yani bir { }nt  dizisi vardır öyle ki 

( ) 0=ntx  ve ∞=
∞→ nn

tlim  salınımlı olmayan çözüm için bir 1t  sayısı vardır öyle ki 1tt ≥  

oldu�unda ( ) 0≠tx . 

 

Tanım 1.2.2 ( )tx , keyfi 0>T  için ( )∞,T  aralı�ında i�aret de�i�tiriyorsa ( )tx  a�ikâr 

olmayan çözümüne salınımlıdır denir. 

 

Aslında salınımın yukarıdaki her iki tanımı arasında fark vardır. 

Örne�in ( ) ttx sin1−=  fonksiyonu Tanım 1.2.1 için salınımlı iken, Tanım 1.2.2 için 

salınımlı de�ildir. 

 

Bazen salınımlı olma ve salınımlı olmama kavramları delay (veya advenced) 

denklemlerde kar�ımıza çıkar. 

Örne�in ( ) ( ) 0=+′ txtx  ve ( ) ( ) 0=−′′ txtx  denklemlerinin salınımlı çözümleri 

olmamasına ra�men ( ) 0
2

=�
�

�
�
�

� −+′ π
txtx  ve ( ) ( ) 0=−−′′ πtxtx  denklemlerinin 

çözümleri salınımlıdır. 

Gerçekten yukarıdaki ilk iki denklemin çözümleri sırasıyla ( ) tetx −=  ve 

( ) tt ecectx 21 += − , ikinci denklem çiftinin çözümleri ise sırasıyla  ( ) ttx sin=  ve 

( ) ttx cos= . 
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BÖLÜM II 

 

SAB�T KATSAYILI DENKLEMLERLE �LG�L� TEOREMLER 

 

Bu bölümde 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ξξξξσµτλ dtxpdtxqtxtxtx
d

c

d

c� � ++−=″+−−+  

tipindeki ikinci mertebeden neutral fonksiyonel diferensiyel denklemlerin çözümlerinin 

salınımlı olmaları için gerekli �artlar verilmi�tir. 

Burada σµτλ ,,,  negatif olmayan sabitler, q  ve p  pozitif sabitler, [ ]dc,  pozitif 

aralıktır. 

 

 

A�a�ıdaki lemma teoremlerin ispatlarında kullanılacaktır. 

 

Lemma 2.1.1 a  ve h  pozitif sabitler, 

11 >�
�

�
�
�

� e
n
h

a n  

olsun. O zaman, 

(i)                                                  ( ) ( ) ( ) 0≥−− htxatx n  

e�itsizli�inin n  çift sayısı ve 0tt ≥  için sınırlı ( ) 0>tx  çözümü yoktur. 

(ii)                                                 ( ) ( ) ( ) 0≥+− htxatx n  

e�itsizli�inin n  çift sayısı ve 0tt ≥  için sınırsız ( ) 0>tx  çözümü yoktur. Yani 

yukarıdaki e�itsizlikten ni ,...,2,1,0=  ve yeterince büyük t  sayıları için ( ) ( ) 0>tx i  

�artını sa�layan ( )tx  çözümü yoktur [5]. 

 

 

                ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ξξξξσµτλ dtxpdtxqtxtxtx
d

c

d

c� � ++−=″+−−+              (2.1) 

Burada σµτλ ,,,  negatif olmayan sabitler, q  ve p  pozitif sabitler, [ ]dc,  pozitif 

aralıktır. 

 

Teorem 2.1.1 E�er  01 >≥+ µλ ,  τ>c , 
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( )

1
21

21

>�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�

+
−

e
ccdp

λ
                                          (2.2) 

ve 

                                                    
( )

1
21

21

>�
�

�
�
�

� −
�
�

�
�
�

�

+
−

e
ccdq τ

λ
                                        (2.3) 

ise, o zaman (2.1) denklemi salınımlıdır. 

�spat. ( )tx , (2.1) denkleminin salınımlı olmayan bir çözümü olsun. 00 ≥t  olmak üzere 

0tt ≥  için ( ) 0>tx  oldu�u kabul edilsin. 

( ) ( ) ( ) ( )σµτλ +−−+= txtxtxtz  

olarak alınırsa (2.1) denkleminden 01 tt ≥  olmak üzere 1tt ≥  için  

                                     ( ) ( ) ( ) ξξξξ dtxpdtxqtz
d

c

d

c �� ++−=′′                                (2.4) 

bulunur. (2.4) denkleminden ( ) 0>′′ tz  oldu�unu görülür. O zaman ( ) ( )tz i  ( 2,1,0=i ), 

[ )∞,1t  aralı�ında sabit i�aretlidir. Burada dikkate alınması gereken iki durum vardır. (a) 

1tt ≥  için ( ) 0<tz ,  (b) 1tt ≥  için ( ) 0>tz . 

(a) 1tt ≥  için ( ) 0<tz  durumu. ( ) ( )tztv −=  �eklinde tanımlanıp (2.4) denkleminde 

yerine yazılırsa 

                                    ( ) ( ) ( ) 0=++−+′′ �� ξξξξ dtxpdtxqtv
d

c

d

c
                            (2.5) 

bulunur. Di�er yandan 1tt ≥  için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )σµσµτλ +≤++−−−=−=< txtxtxtxtztv0  

ve buradan 

( ) ( )σµ +≤< txtv0 . 

Böylece bir  1tT ≥  olmak üzere Tt ≥  için 

                                                         ( ) ( )txtv ≤−σ
µ
1

                                                  (2.6) 

bulunur. Di�er taraftan (2.5) denkleminden  

( ) ( ) ≤−+′′ �
d

c
dtxqtv ξξ ( ) ( ) ( ) 0=++−+′′ �� ξξξξ dtxpdtxqtv

d

c

d

c
, 

yani 

                                                  ( ) ( ) 0≤−+′′ �
d

c
dtxqtv ξξ                                           (2.7) 
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elde edilir. (2.6) e�itsizli�i (2.7) e�itsizli�inde yerine yazılırsa TTt ≥≥ 1  için 

( ) ( ) 0≤−−+′′ �
d

c
dtv

q
tv ξξσ

µ
 

e�itsizli�i bulunur. 
( ) ( )tz i  ( 2,1,0=i ), [ )∞,1t  aralı�ında sabit i�aretli oldu�u için ( ) ( )tv i  de [ )∞,1t  arlı�ında 

sabit i�aretlidir. Bu yüzden ( )tv′ , ya pozitif ya da negatiftir. 

E�er ( ) 0>′ tv , 11 tTt ≥≥  ise 

( ) ( ) ( )( ) 0≤+−−+′′ dtv
cdq

tv σ
µ

, 

e�er ( ) 0<′ tv , 11 tTt ≥≥  ise  

( ) ( ) ( )( ) 0≤+−−+′′ ctv
cdq

tv σ
µ

. 

Foster ve Grimmer’e [6] göre 1Tt ≥  için 

                                             ( ) ( ) ( )( ) 0=+−−+′′ dtv
cdq

tv σ
µ

                                    (2.8) 

ve 

                                             ( ) ( ) ( )( ) 0=+−−+′′ ctv
cdq

tv σ
µ

                                     (2.9) 

e�itlikleri pozitif çözüme sahiptir. Ancak (2.8) ve (2.9) e�itlikleri, Teorem 2’ye [7] göre 

salınımlıdır. Bu da bir çeli�kidir. 

(b) 1tt ≥  için ( ) 0>tz  durumu. 

( ) ( ) ( ) ( )σµτλ +−−+= tztztztw  

olsun. E�er ( ) 0<tw  ise, (a) durumunda izlenen yol burada da izlenirse yine aynı sonuç 

elde edilir. �imdi 1tt ≥  için ( ) 0>tw  oldu�u kabul edilirse (2.1) ve (2.4) kullanılarak 

a�a�ıdaki denklemler kolayca bulunabilir. 

                                       ( ) ( ) ( ) ξξξξ dtzpdtzqtw
d

c

d

c �� ++−=′′                             (2.10) 

ve 

                 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ξξξξσµτλ dtwpdtwqtwtwtw
d

c

d

c� � ++−=″+−−+ .      (2.11) 

Yine iki durum vardır. Bunlar: (i) 1tt ≥  için ( ) 0>′ tz , (ii) 1tt ≥  için ( ) 0<′ tz . 
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(i) 1tt ≥  için ( ) 0>′ tz  durumu. ( ) 0>tz  oldu�undan ( ) 0>′′ tw  olur. (2.10) e�itli�inin 

her iki tarafında bir kez türev alınırsa ( ) 0>′′′ tw  olur. Yani 12 ttt ≥≥  için ( ) 0>′′ tw  ve 

( ) 0>′′′ tw  olur. O halde ( )tw ′′  artandır. Bu sonuçlar (2.11) e�itli�inde göz önüne alınırsa  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )σµτλτλ +′′−−′′+′′≥−′′+′′ twtwtwtwtw  

                                                           ( ) ( ) ξξξξ dtwpdtwq
d

c

d

c� � ++−=  

                                                           ( ) ξξ dtwp
d

c� +≥  

yani 

( ) ( ) ( ) ξξλ dtwptw
d

c� +≥′′+1  

veya 

 ( ) ( ) ξξ
λ

dtw
p

tw
d

c� +
+

≥′′
1

. 

e�itsizli�i elde edilir. ( ) 0>′′′ tw , ( ) 0>′′ tw  ve ( ) 0>tw  oldu�undan 2tt ≥  için ( ) 0>′ tw  

olur. O halde  

                                                   ( ) ( ) ( )ctw
cdp

tw +
+

−≥′′
λ1

.                                        (2.12) 

Ancak Lemma 2.1.1 (ii) durumu ve (2.2) ko�ulundan dolayı (2.12) e�itsizli�inin pozitif 

çözümü yoktur. Bu yüzden bu bir çeli�kidir. 

(ii) 1tt ≥  için ( ) 0<′ tz  durumu. O zaman (2.4) e�itli�i ve Kiguradze lemmasından [8] 

1tt ≥  ve 2,1,0=i  için ( ) ( ) ( ) 01 >− tz ii . �imdi 1
*
2 ttt ≥≥  için ( ) 0<′ tw  oldu�unu 

göstermek için bunun aksi, yani *
2tt ≥  için ( ) 0>′ tw  oldu�u kabul edilirse 

( ) ( ) ( ) ( )σµτλ +′−−′+′=′< tztztztw0 . 

( )tz′ , [ )∞,*
2t  aralı�ında artan oldu�undan 

( ) ( ) ( ) 010 ≤+′−+≤′< σµλ tztw  

olur ki bu bir çeli�kidir. Bu yüzden *
2tt ≥  için ( ) 0<′ tw . ( ) 0>′′ tw , ( ) 0<′ tw  ve 

( ) 0>tw  oldu�undan da *
2tt ≥  ve 3,2,1,0=i  için 

                                                          ( ) ( ) ( ) 01 >− tw ii .                                               (2.13) 

Son e�itsizliklerden ( ) 0<′′′ tw . Buradan [ )∞,*
2t  aralı�ında ( )tw ′′  azalandır. ( )tw ′′  

fonksiyonunun azalan oldu�u (2.11) denkleminde kullanılırsa  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )σµτλτλ +′′−−′′+′′≥−′′+′′ twtwtwtwtw  
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                                                           ( ) ( ) ξξξξ dtwpdtwq
d

c

d

c� � ++−=  

                                                           ( ) ξξ dtwq
d

c� −≥  

yani 

( ) ( ) ( ) ξξτλ dtwqtw
d

c� −≥−′′+1  

e�itsizli�i bulunur. ( )tw  azalan oldu�u için de  

                                               ( ) ( ) ( )( )τ
λ

−−
+

−≥′′ ctw
cdq

tw
1

                                      (2.14) 

e�itsizli�i elde edilir. Fakat Lemma 2.1.1 (i) durumu ve (2.3) ko�ulundan dolayı (2.14) 

e�itsizli�inin (2.13) e�itsizliklerini sa�layan çözümü yoktur. Bu da çeli�kiye neden olur 

ve ispat tamamlanır. 

 

 

Örnek 2.1.1 A�a�ıdaki ikinci mertebeden neutral fonksiyonel diferensiyel denklem ele 

alınsın. 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ξξξξ

ππ

π

π
ππ

πππ

π

ππ

dtxedtx
ee

e

txetxetx

�� ++−
+

=
″

�
	



�
�


 +−�
�

�
�
�

� −+

−
−−

−

22

2

22

3030

2
2

17
22

15

 

Yukarıdaki denklemde 2

2
15 πλ e= , πµ 2

2
17 −= e , π=c , π2=d , ( )ππ

π

230 −− +
=

ee
e

q , 

π−= ep 30 , 
2
πτ =  ve πσ 2=  olarak verilen katsayıların Teorem 2.1.1 �artlarını 

sa�ladı�ı görülmektedir. Bu problemin çözümünün ( ) tetx t cos=  oldu�u kolayca 

gösterilebilir. 

 

 

                  ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ξξξξσµτλ dtxpdtxqtxtxtx
d

c

d

c� � ++−=″+−++          (2.15) 

Burada σµτλ ,,,  negatif olmayan sabitler, q  ve p  pozitif sabitler, [ ]dc,  pozitif 

aralıktır. 
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Teorem 2.1.2 E�er  01 >≥+ µλ ,  τ>c ,  τσ > , 

                                                   
( )

1
21

21

>�
�

�
�
�

� −
�
�

�
�
�

�

+
−

e
ccdp τ

λ
                                       (2.16) 

ve 

                                                      
( )

1
21

21

>�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�

+
−

e
ccdq

λ
                                          (2.17) 

ise, o zaman (2.15) denklemi salınımlıdır. 

 

�spat. ( )tx , (2.15) denkleminin salınımlı olmayan bir çözümü olsun. 00 ≥≥ tt  için 

( ) 0>tx  oldu�u varsayılsın. 

( ) ( ) ( ) ( )σµτλ +−++= txtxtxtz  

olsun. Teorem 2.1.1 ispatında oldu�u gibi ( ) ( )tz i  fonksiyonu 01 ttt ≥≥  ve 2,1,0=i  için 

sabit i�aretlidir. Bundan dolayı ( )tz  için iki durum söz konusudur. Bunlar: (a) 1tt ≥  için 

( ) 0<tz , (b) 1tt ≥  için ( ) 0>tz . (a) durumu için yapılacak ispat, Teorem 2.1.1 (a) 

durumu ile aynı oldu�undan ihmal edilmi�tir. 

(b) 1tt ≥  için ( ) 0>tz  durumu. 

( ) ( ) ( ) ( )σµτλ +−++= tztztztw  

olsun. Burada e�er ( ) 0<tw  ise, bu durum Teorem 2.1.1 (a) durumu için uygulanan 

yöntem kullanılarak aynı sonuç elde edilir. �imdi 1tt ≥  için ( ) 0>tw  oldu�unu kabul 

edilsin. Di�er taraftan 

                                       ( ) ( ) ( ) ξξξξ dtzpdtzqtw
d

c

d

c �� ++−=′′ .                          (2.18) 

( )tw ′′  e�itli�i ve (2.15) denklemi kullanılarak ta 

                ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ξξξξσµτλ dtwpdtwqtwtwtw
d

c

d

c� � ++−=″+−++ .       (2.19) 

denklemi bulunur. Yine iki durum söz konusudur. (i) 1tt ≥  için ( ) 0>′ tz  durumu, (ii) 

1tt ≥  için ( ) 0<′ tz  durumu. 

(i) E�er 1tt ≥  için ( ) 0>′ tz  ise. O zaman 12 ttt ≥≥  için ( ) 0>′′ tw  ve ( ) 0>′′′ tw . 

Böylece ( )tw ′′  fonksiyonunun artan oldu�u (2.19) denkleminde göz önüne alınırsa  

( ) ( ) ( ) ξξτλ dtwptw
d

c� +≥+′′+1  

e�itsizli�i elde edilir. 2tt ≥  için ( ) 0>′ tw  oldu�undan 
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                                               ( ) ( ) ( )( )τ
λ

−+
+

−≥′′ ctw
cdp

tw
1

                                     (2.20) 

e�itsizli�i yazılabilir. Ancak Lemma 2.1.1 (ii) durumu ve (2.16) ko�ulundan (2.20) 

e�itsizli�inin pozitif çözümü yoktur. Bu yüzden bu bir çeli�kidir. 

(ii) E�er 1tt ≥ için ( ) 0<′ tz  ise. O zaman Kiguradze lemmasından [8] 1tt ≥  ve 2,1,0=i  

için ( ) ( ) ( ) 01 >− tz ii . �imdi 1tt ≥  için ( ) 0<′ tw  oldu�unu göstermek için bunun aksi, 

yani 1tt ≥  için ( ) 0>′ tw  oldu�u farz edilsin. ( )tz′  artan oldu�undan 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 010 ≤+′−+≤+′−+′+′=′< σµλσµτλ tztztztztw . 

Bu bir çeli�kidir. O halde 1tt ≥  için ( ) 0<′ tw  olur. 1tt ≥  için ( ) 0>tw , ( ) 0<′ tw  ve 

( ) 0>′′ tw  oldu�undan 1tt ≥  ve 3,2,1,0=i  için 

                                                         ( ) ( ) ( ) 01 >− tw ii .                                                (2.21) 

Buradan ( )tw ′′  fonksiyonu azalandır. Bu (2.19) e�itli�inde göz önüne alınırsa  

( ) ( ) ( ) ξξλ dtwqtw
d

c� −≥′′+1  

e�itsizli�i bulunur. ( )tw  azalan oldu�u için son e�itsizlikten 

                                                  ( ) ( ) ( )ctw
cdq

tw −
+

−≥′′
λ1

                                           (2.22) 

bulunur. Fakat Lemma 2.1.1 (i) durumu ve (2.17) ko�ulundan dolayı (2.22) 

e�itsizli�inin (2.21) e�itsizliklerini sa�layan çözümü yoktur. Bu da çeli�kiye neden olur 

ve ispat tamamlanır. 

 

 

                 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ξξξξσµτλ dtxpdtxqtxtxtx
d

c

d

c� � ++−=″++−+           (2.23) 

Burada σµτλ ,,,  negatif olmayan sabitler, q  ve p  pozitif sabitler, [ ]dc,  pozitif 

aralıktır. 

  

Teorem 2.1.3 E�er  τ>c ,  σ>c , 

                                                   
( )

1
21

21

>�
�

�
�
�

� −
��
�

�
��
�

�

++
−

e
ccdp σ

µλ
                                     (2.24) 

ve 
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( )

1
21

21

>�
�

�
�
�

� −
��
�

�
��
�

�

++
−

e
ccdq τ

µλ
                                      (2.25) 

ise, o zaman (2.23) denklemi salınımlıdır. 

 

�spat. ( )tx , (2.23) denkleminin pozitif bir çözümü olsun. Yani bir 00 ≥t  olmak üzere 

0tt ≥  için ( ) 0>tx  oldu�u kabul edilsin. 

( ) ( ) ( ) ( )σµτλ ++−+= txtxtxtz  

olsun. Açıkça 01 tt ≥  olmak üzere 1tt ≥  için ( ) 0>tz . Bu yüzden (2.23) denklemi 

kullanılarak 12 tt ≥  olmak üzere 2tt ≥  için 

( ) ( ) ( ) 0>++−=′′ �� ξξξξ dtxpdtxqtz
d

c

d

c
. 

Böylece [ )∞,2t  aralı�ında 2,1,0=i  için ( ) ( )tz i  sabit i�aretlidir. Bir ( )tw  fonksiyonunu  

                                           ( ) ( ) ( ) ( )σµτλ ++−+= tztztztw                                   (2.26) 

�ekilde tanımlansın. O zaman  

                                      ( ) ( ) ( ) ξξξξ dtzpdtzqtw
d

c

d

c �� ++−=′′                              (2.27) 

ve 

                ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ξξξξσµτλ dtwpdtwqtwtwtw
d

c

d

c� � ++−=″++−+ .       (2.28) 

e�itliklerinin do�rulu�u gösterilebilir. Burada yine iki ihtimal vardır. (i) 2tt ≥  için 

( ) 0>′ tz , (ii) 2tt ≥  için ( ) 0<′ tz . 

(i) 2tt ≥  için ( ) 0>′ tz  durumu. (2.26) ve (2.27) e�itliklerinden 23 ttt ≥≥  için ( ) 0>′ tw  

ve ( ) 0>′′′ tw . Di�er taraftan ( )tz  pozitif oldu�u için ( )tw ′′  de pozitiftir ve sonuç olarak 

3tt ≥  ve 3,2,1,0=i  için 

                                                              ( ) ( ) 0>tw i .                                                    (2.29) 

(2.28) e�itli�i ve (2.29) e�itsizliklerinin sonucu olarak ta 3tt ≥  için 

                                              ( ) ( ) ( )( )σ
µλ

−+
++
−≥′′ ctw

cdp
tw

1
                                    (2.30) 

e�itsizli�i elde edilir. Fakat Lemma 2.1.1 (ii) durumu ve (2.24) ko�ulundan dolayı (2.30) 

e�itsizli�inin (2.29) e�itsizliklerini sa�layan çözümü yoktur. Bu bir çeli�kidir.  
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(ii) 2tt ≥  için ( ) 0<′ tz  durumu. Buradan 23 ttt ≥≥  için ( ) 0<′ tw , ( ) 0>′′ tw  ve 

( ) 0<′′′ tw  olur. ( )tw ′′  fonksiyonunun [ )∞,3t  aralı�ında azalan oldu�u (2.28) e�itli�inde 

kullanırsa 

                                                ( ) ( ) ( )( )τ
µλ

−−
++
−≥′′ ctw

cdq
tw

1
                                   (2.31) 

e�itsizli�i bulunur. Bu sonuç Lemma 2.1.1 (i) durumu ve (2.25) ko�uluyla çeli�ir. 

Böylece ispat tamamlanır. 
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BÖLÜM III 

 

PER�YOD�K KATSAYILI DENKLEMLERLE �LG�L� TEOREMLER 

 

Bu bölümde 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) 0,, =�
�
��

�
� ++−+″+−−+ � �

d

c

d

c
dtxtpdtxtqtxtxtx ξξξξξξδτµτλ  

tipindeki ikinci mertebeden neutral fonksiyonel diferensiyel denklemlerin çözümlerinin 

salınımlı olmaları için gerekli �artlar verilmi�tir. 

Burada 1±=δ , λ  ve µ  negatif olmayan reel sayılar, τ  pozitif reel sayı, 

[ ) [ ] [ )( )∞×∞∈ ,0,,,, 0 dctCqp  0tt ≥ , t  için τ  periyotlu iki de�i�kenli fonksiyonlardır. 

Yani ( ) ( )ξξτ ,, tptp =±  ve ( ) ( )ξξτ ,, tqtq =± . 

( ) ( ) ξξ dtptP
d

c�= , , ( ) ( ) ξξ dtqtQ
d

c�= ,  �eklinde tanımlanır. 

 

Bölüm III’te incelenen denklemlerin Bölüm II’de incelenen denklemlerden farkı 

yukarıda da görülece�i gibi q  ve p  sabitlerinin bu bölümde ( ) ( )ξξτ ,, tptp =±  ve 

( ) ( )ξξτ ,, tqtq =±  �eklindeki t  için τ  periyotlu iki de�i�kenli fonksiyonlar olmasıdır. 

 

 

A�a�ıdaki lemma teoremlerin ispatlarında kullanılacaktır. 

 

Lemma 3.1.1 [ ) Rtq →∞,: 0  sürekli ve 0tt ≥  için negatif olmayan bir fonksiyon, σ  ise 

pozitif bir reel sayı olsun. 

(i) E�er 1,...,2,1,0 −= ni  için 

( ) ( )
( ) ( ) 1

!1!
suplim

1

>
−−
+−−

�
+

−−

∞→
dssq

ini
sttst

t

ini

t

σ σ
 

ise, 
( ) ( ) ( ) ( )σ+≥ tytqty n  

e�itsizli�inin nj ,...,2,1,0=  ve 0tt ≥  için ( ) ( ) 0>ty j  �artını sa�layan ( ) 0>ty  ( 0tt ≥ ) 

çözümü yoktur. 
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(ii) E�er 1,...,2,1,0 −= ni  için 

( ) ( )
( ) ( ) 1

!1!
suplim

1

>
−−
+−−

� −

−−

∞→
dssq

ini
tsstt

t

ini

t σ

σ
 

ise, o zaman 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )σ−≥− tztqtz nn1  

e�itsizli�inin nj ,...,2,1,0=  ve 0tt ≥  için ( ) ( ) ( ) 01 >− tz jj  �artını sa�layan ( ) 0>tz  

( 0tt ≥ ) çözümü yoktur [9]. 

 

 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) 0,, =�
�
��

�
� ++−+″+−−+ � �

d

c

d

c
dtxtpdtxtqtxtxtx ξξξξξξδτµτλ  (3.1) 

Burada 1±=δ , λ  ve µ  negatif olmayan reel sayılar, τ  pozitif reel sayı, 

[ ) [ ] [ )( )∞×∞∈ ,0,,,, 0 dctCqp  0tt ≥ , t  için τ  periyotlu iki de�i�kenli fonksiyonlardır. 

Yani ( ) ( )ξξτ ,, tptp =±  ve ( ) ( )ξξτ ,, tqtq =± . 

 

Teorem 3.1.1 E�er  τ>c ,  1−=δ ,  1,0=i  için 

                                 
( ) ( )

( ) ( ) λ+>
−

+−−
�

+
−

∞→
1

!1!
suplim

1

dssP
ii

csttsct

t

ii

t
                         (3.2) 

ve 

                            
( ) ( )

( )( )
( ) λτ

τ
+>

−
−+−−

� −−

−

∞→
1

!1!
suplim

1

dssQ
ii

ctsstt

ct

ii

t
                   (3.3) 

ise, o zaman (3.1) denklemi salınımlıdır. 

 

�spat. ( )tx , (3.1) denkleminin salınımlı olmayan bir çözümü olsun. Genelli�i bozmadan 

00 ≥t  olmak üzere 0tt ≥  için ( ) 0>tx  olsun. 

( ) ( ) ( ) ( )τµτλ +−−+= txtxtxtz  

olarak alınsın. (3.1) denkleminden 01 tt ≥  olmak üzere 1tt ≥  için  

                            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,, ≥++−=′′ � � ξξξξξξ dtxtpdtxtqtz
d

c

d

c
.                  (3.4) 

bulunur. Böylece ( ) ( )tz i  ( 2,1,0=i ), [ )∞,1t  aralı�ında sabit i�aretlidir. Burada dikkate 

alınması gereken iki durum vardır. (a) 1tt ≥  için ( ) 0<tz , (b) 1tt ≥  için ( ) 0>tz . 
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(a) 1tt ≥  için ( ) 0<tz  durumu. ( ) ( )tztv −=  olsun. Buradan  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )τµτµτλ +≤++−−−=−=< txtxtxtxtztv0  

yazılabilir. O zaman son e�itsizlikten 12 ttt ≥≥  için 

                                                          ( ) ( )txtv ≤−τ
µ
1

.                                                (3.5) 

Böylece (3.4) ve (3.5) e�itsizlikleri yardımıyla 23 ttt ≥≥  için  

                                        ( ) ( ) ( )( ) 0,
1 ≤+−+′′ �

d

c
dtvtqtv ξξτξ

µ
                                (3.6) 

bulunur. Son e�itsizlik ve Kiguradze lemmasından [8] 34 ttt ≥≥  için ( ) 0>′ tv . 

E�er 34 ttt ≥≥  için ( ) 0>′ tv  ise, o zaman öyle pozitif bir k  sabiti ve bir 4tT ≥  sayısı 

bulunabilir ki Tt ≥  için 

( )( ) kdtv ≥+− τ . 

Bu son e�itsizlik (3.6) e�itsizli�inde kullanılarak integral alınırsa 

( ) ( ) ( ) dsdsq
k

Tvtv
t

T

d

c
ξξ

µ � �
−′≤′< ,0  

ve ∞→t  için 

( ) ( ) ( )� ∞−→−′≤′<
t

T
dssQ

k
Tvtv

µ
0 . 

Bu da bir çeli�kidir. 

(b) 1tt ≥  için ( ) 0>tz  durumu. 

                                            ( ) ( ) ( ) ( )τµτλ +−−+= tztztztw                                     (3.7) 

olsun. Di�er taraftan 

                               ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ξξξξξξ dtztpdtztqtw
d

c

d

c� � ++−=′′ ,,                       (3.8) 

ve  

      ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ξξξξξξτµτλ dtwtpdtwtqtwtwtw
d

c

d

c� � ++−=″+−−+ ,,      (3.9) 

oldu�u gösterilebilir. E�er 1tt ≥  için ( ) 0<tw  ise, (a) durumunda izlenen yol burada da 

uygulanırsa yine aynı sonuç elde edilir. O halde 1tt ≥  için ( ) 0>tw . Burada da iki 

durum vardır. (i) 1tt ≥  için ( ) 0>′ tz , (ii) 1tt ≥  için ( ) 0<′ tz . 

(i) 1tt ≥  için ( ) 0>′ tz  durumu. O zaman öyle iki pozitif 1k , 2k  sabitleri ve bir 1tT ≥  

sayısı bulunabilir ki Tt ≥  için 
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( ) 1kdtz ≥−  ve ( ) 2kctz ≥+ . 

Son iki e�itsizlik (3.8) denkleminde kullanılırsa Tt ≥  için  

( ) ( ) ( ) ξξξξ dtpkdtqktw
d

c

d

c �� +≥′′ ,, 21  

                                                ( ) ( )tPktQk 21 +=  

bulunur. Böylece ∞→t  için ( ) ∞→′ tw  ve ( ) ∞→tw . O halde 2,1,0=i  ve 1tt ≥  için 

                                                              ( ) ( ) 0>tw i .                                                    (3.10) 

z  artan, ( )ξ,tp  ve ( )ξ,tq  t  için periyodik fonksiyonlar oldu�undan (3.8) 

denkleminden TTt ≥≥ 1  için  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ξξτξξξτξτ dtztpdtztqtw
d

c

d

c� � +−+−−=−′′ ,,  

                                     ( ) ( ) ( ) ( ) ξξξξξξ dtztpdtztq
d

c

d

c� � ++−≤ ,,  

                                     ( )tw ′′=  

bulunur. Buradan ( )tw ′′  fonksiyonu 1Tt ≥  için artandır. (3.9) denkleminden 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ctwtPdtwtQtw ++−≥′′+ λ1  

ve 

                                                   ( ) ( ) ( )ctwtPtw +
+

≥′′
λ1

1
                                        (3.11) 

e�itsizli�i bulunur. Fakat Lemma 3.1.1 (i) durumu ve (3.2) ko�ulundan dolayı (3.11) 

e�itsizli�inin (3.10) e�itsizliklerini sa�layan çözümü yoktur. Bu da bir çeli�kidir. 

(ii) 1tt ≥  için ( ) 0<′ tz  durumu. ∞→t  için ( ) 0→tz  oldu�unu göstermek için tersi 

kabul edilirse 0>k  sayısı vardır öyle ki ∞→t  için ( ) 0>→ ktz . O zaman 1
* tTt ≥≥  

için 

( )
2
k

ctz ≥−  ve ( )
2
k

dtz ≥+  

bulunur. Son iki e�itsizlik (3.8) denkleminde kullanılırsa  

( ) ( ) ( )[ ]tPtQ
k

tw +≥′′
2

 

bulunur. Böylece ∞→t  için ( ) ( ) ∞→tw i , 1,0=i . Di�er yandan (3.7) denkleminden 

*Tt ≥  için ( ) ∞<tw . Bu bir çeli�kidir. O halde ∞→t  için ( ) 0→tz  ve ( ) ( ) 0→tw i , 

2,1,0=i . Buradan ∗∗ ≥≥ TTt 1  ve 1,0=i  için  
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                                                          ( ) ( ) ( ) 01 >− tw ii .                                               (3.12) 

z  azalan, ( )ξ,tp  ve ( )ξ,tq  t  için periyodik fonksiyonlar oldu�undan (3.8) 

denkleminden ∗∗ ≥≥ 12 TTt  için  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ξξτξξξτξτ dtztpdtztqtw
d

c

d

c� � +−+−−=−′′ ,,  

                                     ( ) ( ) ( ) ( ) ξξξξξξ dtztpdtztq
d

c

d

c� � ++−≥ ,,  

                                     ( )tw ′′=  

bulunur. Yani ( )tw ′′  fonksiyonu azalandır. Bu ∗∗ ≥≥ 23 TTt  için (3.9) denkleminde 

kullanılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )ctwtQtw −≥−′′+ τλ1  

veya 

                                              ( ) ( ) ( )( )τ
λ

−−
+

≥′′ ctwtQtw
1

1
                                     (3.13) 

bulunur. Ancak Lemma 3.1.1 (ii) durumu ve (3.3) ko�ulundan dolayı (3.13) 

e�itsizli�inin (3.12) e�itsizliklerini sa�layan çözümü yoktur. Bu da bir çeli�kidir ve ispat 

tamamlanır. 

 

 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) 0,, =�
�
��

�
� ++−+″+−−+ � �

d

c

d

c
dtxtpdtxtqtxtxtx ξξξξξξδτµτλ (3.14) 

Burada 1±=δ , λ  ve µ  negatif olmayan reel sayılar, τ  pozitif reel sayı, 

[ ) [ ] [ )( )∞×∞∈ ,0,,,, 0 dctCqp  0tt ≥ , t  için τ  periyotlu iki de�i�kenli fonksiyonlardır. 

Yani ( ) ( )ξξτ ,, tptp =±  ve ( ) ( )ξξτ ,, tqtq =± . 

 

Teorem 3.1.2 E�er  τ>c ,  1=δ ,  1,0=i  için 

                               
( ) ( )

( )
( ) ( ) µττ

>
−

−+−−
�

−+
−

∞→
dssP

ii
csttsct

t

ii

t !1!
suplim

1

                   (3.15) 

ve 

                               
( ) ( )

( )( )
( ) µτ

τ
>

−
++−−

� +−

−

∞→
dssQ

ii
ctsstt

ct

ii

t !1!
suplim

1

                   (3.16) 

ise, o zaman (3.14) denklemi salınımlıdır. 
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�spat. Bu ispat Teorem 3.1.1 (3.6) e�itsizli�ine kadar olan kısım ile benzer �ekildedir. 

Burada  

                          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,, ≤+−−−=′′ � � ξξξξξξ dtxtpdtxtqtz
d

c

d

c
                 (3.17) 

ve 23 ttt ≥≥  için 

                     ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ξξτξ
µ

ξξτξ
µ

dtvtpdtvtqtv
d

c

d

c� � +−++−≥′′ ,
1

,
1

.         (3.18) 

O zaman 23 ttt ≥≥  için  

                                           ( ) ( ) ( )( )� −+≥′′
d

c
dtvtptv ξτξξ

µ
,

1
                                (3.19) 

ve 

                                           ( ) ( ) ( )( )� +−≥′′
d

c
dtvtqtv ξξτξ

µ
,

1
                                (3.20) 

e�itsizlikleri bulunur. 

(i) 34 ttt ≥≥  için ( ) 0>′ tv  olsun. O zaman (3.19) e�itsizli�inden 

                                                 ( ) ( ) ( )( )τ
µ

−+≥′′ ctvtPtv
1

.                                       (3.21) 

Di�er yandan 1,0=i  için  

                                                              ( ) ( ) 0>tv i                                                       (3.22) 

oldu�u gösterilebilir. Fakat Lemma 3.1.1 (i) durumu ve (3.15) ko�ulundan dolayı (3.21) 

e�itsizli�inin (3.22) e�itsizlikleri sa�layan pozitif çözümü yoktur. Bu bir çeli�kidir. 

(ii) E�er 34 ttt ≥≥  için ( ) 0<′ tv  ise. O zaman 1,0=i  ve 34 ttt ≥≥  için 

                                                           ( ) ( ) ( ) 01 >− tv ii .                                               (3.23) 

4tt ≥  için ( ) 0<′ tv  oldu�undan (3.20) e�itsizli�inden 

                                                 ( ) ( ) ( )( )ctvtQtv +−≥′′ τ
µ
1

.                                       (3.24) 

Ancak Lemma 3.1.1 (ii) durumu ve (3.16) ko�ulundan dolayı (3.24) e�itsizli�inin (3.23) 

e�itsizlikleri sa�layan pozitif çözümü yoktur. Bu da bir çeli�kidir. 

(b) 1tt ≥  için ( ) 0>tz  durumu. 

                                            ( ) ( ) ( ) ( )τµτλ +−−+= tztztztw                                   (3.25) 

olsun. Di�er taraftan 

                             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,, =++−+′′ � � ξξξξξξ dtztpdtztqtw
d

c

d

c
                (3.26) 
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ve  

 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) 0,, =++−+″+−−+ � � ξξξξξξτµτλ dtwtpdtwtqtwtwtw
d

c

d

c
  (3.27) 

oldu�u görülür. E�er 1tt ≥  için ( ) 0<tw  ise, (a) durumunda izlenen yol burada da 

izlenirse yine aynı sonuç elde edilir. O halde 1tt ≥  için ( ) 0>tw  oldu�u görülür. 

Böylece Kiguradze lemmasına [8] göre 1tt ≥  için ( ) 0>′ tz . O zaman öyle iki pozitif 1k , 

2k  sabitleri ve bir 1tT ≥  sayısı bulunabilir ki Tt ≥  için 

( ) 1kdtz ≥−  ve ( ) 2kctz ≥+ . 

Son iki e�itsizlik (3.26) denkleminde dikkate alınırsa ∞→t  için 

( ) ( ) ( ) ( ) dsdspkdsdsqkTwtw
t

T

d

c

t

T

d

c
ξξξξ � �� � −−′≤′< ,,0 21  

                                    ( ) ( ) ( )�� ∞→−−′≤
t

T

t

T
dssPkdssQkTw 21 . 

Bu da bir çeli�kidir. Böylece teorem ispatlanmı� olur. 

 

 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) 0,, =�
�
��

�
� ++−+″++−+ � �

d

c

d

c
dtxtpdtxtqtxtxtx ξξξξξξδτµτλ (3.28) 

Burada 1±=δ , λ  ve µ  negatif olmayan reel sayılar, τ  pozitif reel sayı, 

[ ) [ ] [ )( )∞×∞∈ ,0,,,, 0 dctCqp  0tt ≥ , t  için τ  periyotlu iki de�i�kenli fonksiyonlardır. 

Yani ( ) ( )ξξτ ,, tptp =±  ve ( ) ( )ξξτ ,, tqtq =± . 

 

Teorem 3.1.3 E�er  τ>c ,  1−=δ ,  1,0=i  için 

                          
( ) ( )

( )
( ) ( ) µλττ

++>
−

−+−−
�

−+
−

∞→
1

!1!
suplim

1

dssP
ii

csttsct

t

ii

t
             (3.29) 

ve 

                          
( ) ( )

( )( )
( ) µλτ

τ
++>

−
−+−−

� −−

−

∞→
1

!1!
suplim

1

dssQ
ii

ctsstt

ct

ii

t
             (3.30) 

ise, o zaman (3.28) denklemi salınımlıdır. 

 

�spat. ( )tx , (3.28) denkleminin 00 ≥≥ tt  için ( ) 0>tx  �artını sa�layan bir çözümü 

olsun. 

( ) ( ) ( ) ( )τµτλ ++−+= txtxtxtz  
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�eklinde alınsın. Buradan 01 ttt ≥≥  için ( ) 0>tz  olur. (3.28) denkleminden 12 ttt ≥≥  

için 

                           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,, ≥++−=′′ � � ξξξξξξ dtxtpdtxtqtz
d

c

d

c
.                 (3.31) 

�imdi  

                                            ( ) ( ) ( ) ( )τµτλ ++−+= tztztztw                                   (3.32) 

olsun. O halde 

                              ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ξξξξξξ dtztpdtztqtw
d

c

d

c� � ++−=′′ ,,                      (3.33) 

ve 

    ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ξξξξξξτµτλ dtwtpdtwtqtwtwtw
d

c

d

c� � ++−=″++−+ ,,      (3.34) 

oldu�u görülür. Burada iki durum söz konusudur. a) 3tt ≥  için ( ) 0>′ tz , b) 3tt ≥  için 

( ) 0<′ tz . 

(a) 23 ttt ≥≥  için ( ) 0>′ tz  ise o zaman 3tTt ≥≥  için 

                                                              ( ) 0>′ tw                                                        (3.35) 

ve Tt ≥  için 

( ) ( )twtw ′′≤−′′ τ . 

Di�er taraftan Tt ≥  için ( )tw ′′  fonksiyonunun azalmayan durumu (3.34) denkleminde 

göz önüne alınırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ctwtPdtwtQtw ++−≥+′′++ τµλ1  

e�itsizli�i bulunur. Buradan 

                                            ( ) ( ) ( )τ
µλ

−+
++

≥′′ ctwtPtw
1

1
                                   (3.36) 

bulunur. Ancak Lemma 3.1.1 (i) durumu ve (3.29) ko�ulundan dolayı (3.36) 

e�itsizli�inin (3.35) e�itsizli�ini sa�layan çözümü yoktur. Bu bir çeli�kidir. 

(b) 3tt ≥  için ( ) 0<′ tz  olsun. O zaman 3tTt ≥≥  ve 1,0=i  için  

                                                          ( ) ( ) ( ) 01 >− tw ii .                                               (3.37) 

z  azalan, ( )ξ,tp  ve ( )ξ,tq  t  için periyodik fonksiyonlar oldu�undan (3.33) 

denkleminden 31 tTt ≥≥  için  

( ) ( )twtw ′′≥−′′ τ  

bulunur. Son e�itsizlik (3.34) denkleminde göz önüne alınırsa 12 TTt ≥≥  için 
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( ) ( ) ( ) ( )ctwtQtw −≥−′′++ τµλ1  

veya  

                                            ( ) ( ) ( )( )τ
µλ

−−
++

≥′′ ctwtQtw
1

1
.                               (3.38) 

Fakat Lemma 3.1.1 (ii) durumu ve (3.30) ko�ulundan dolayı (3.38) e�itsizli�inin (3.37) 

e�itsizli�ini sa�layan çözümü yoktur. Bu da bir çeli�kidir ve ispat tamamlanmı� olur. 

 

 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) 0,, =�
�
��

�
� ++−+″+−−− � �

d

c

d

c
dtxtpdtxtqtxtxtx ξξξξξξδτµτλ (3.39) 

Burada 1±=δ , λ  ve µ  negatif olmayan reel sayılar, τ  pozitif reel sayı, 

[ ) [ ] [ )( )∞×∞∈ ,0,,,, 0 dctCqp  0tt ≥ , t  için τ  periyotlu iki de�i�kenli fonksiyonlardır. 

Yani ( ) ( )ξξτ ,, tptp =±  ve ( ) ( )ξξτ ,, tqtq =± . 

 

Teorem 3.1.4 E�er  τ>c ,  0>+ µλ ,  1−=δ ,  1,0=i  için 

                                   
( ) ( )

( ) ( ) 1
!1!

suplim
1

>
−

+−−
�

+
−

∞→
dssP

ii
csttsct

t

ii

t
                           (3.40) 

ve 

                                   
( ) ( )

( ) ( ) 1
!1!

suplim
1

>
−

+−−
� −

−

∞→
dssQ

ii
ctsstt

ct

ii

t
                            (3.41) 

ise, o zaman (3.39) denklemi salınımlıdır. 

 

�spat. ( )tx , (3.39) denkleminin 00 ≥≥ tt  için ( ) 0>tx  �artını sa�layan bir çözümü 

olsun. 

                                            ( ) ( ) ( ) ( )τµτλ +−−−= txtxtxtz                                   (3.42) 

alınırsa (3.39) denkleminden 01 ttt ≥≥  için 

                           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,, ≥++−=′′ � � ξξξξξξ dtxtpdtxtqtz
d

c

d

c
.                 (3.43) 

Böylece ( ) ( )tz i  ( 2,1,0=i ), [ )∞,1t  aralı�ında sabit i�aretlidir. Burada dikkate alınması 

gereken iki durum vardır. (a) 1tt ≥  için ( ) 0<tz ,  (b) 1tt ≥  için ( ) 0>tz . 

(a) 1tt ≥  için ( ) 0<tz  durumu. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )τµτλ ++−+−=−=< txtxtxtztv0  
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alınırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,, =++−+′′ � � ξξξξξξ dtxtpdtxtqtv
d

c

d

c
 

denklemi bulunur. �imdi 

( ) ( ) ( ) ( )τµτλ ++−+−= tvtvtvtw  

alınırsa 

                           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,, =++−+′′ � � ξξξξξξ dtvtpdtvtqtw
d

c

d

c
                   (3.44) 

ve 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) 0,, =++−+″++−+− � � ξξξξξξτµτλ dtwtpdtwtqtwtwtw
d

c

d

c
(3.45) 

bulunur. 12 ttt ≥≥  için ( ) 0>tw  oldu�u görülür aksi taktirde (b) durumu ile aynıdır. 

�imdi Kiguradze lemmasına [8] göre 23 ttt ≥≥  için ( ) 0>′ tv  olmalıdır. Bu durum da 

Teorem 3.1.2 (b) durumunda oldu�u gibidir. Onun için bunlar ispatlanmayacaktır. 

(b) 1tt ≥  için ( ) 0>tz  durumu. (3.42) e�itli�inden 1tTt ≥≥  için 

( ) ( )txtz ≤ . 

O zaman (3.43) e�itli�inden  

( ) ( ) ( ) ξξξ dtztptz
d

c� +≥′′ ,  

ve 

( ) ( ) ( ) ξξξ dtztqtz
d

c� −≥′′ , . 

e�itsizlikleri bulunur. Buradan sonrası ise Teorem 3.1.2 (i) ve (ii) durumlarıyla aynı 

oldu�u için atlanır. Böylece ispat tamamlanır. 

 

 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) 0,, =�
�
��

�
� ++−+″+−−− � �

d

c

d

c
dtxtpdtxtqtxtxtx ξξξξξξδτµτλ (3.46) 

Burada 1±=δ , λ  ve µ  negatif olmayan reel sayılar, τ  pozitif reel sayı, 

[ ) [ ] [ )( )∞×∞∈ ,0,,,, 0 dctCqp  0tt ≥ , t  için τ  periyotlu iki de�i�kenli fonksiyonlardır. 

Yani ( ) ( )ξξτ ,, tptp =±  ve ( ) ( )ξξτ ,, tqtq =± . 

 

Teorem 3.1.5 E�er  τ>c ,  0>+ µλ ,  1=δ ,  1,0=i  için 
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( ) ( )

( )
( ) ( ) µλττ

+>
−

−+−−
�

−+
−

∞→
dssP

ii
csttsct

t

ii

t !1!
suplim

1

                  (3.47) 

ve 

                          
( ) ( )

( )( )
( ) µλτ

τ
+>

−
−+−−

� −−

−

∞→
dssQ

ii
ctsstt

ct

ii

t !1!
suplim

1

                  (3.48) 

ise, o zaman (3.46) denklemi salınımlıdır. 

 

�spat. Bu ispat Teorem 3.1.4 (a) durumundaki (3.43) e�itsizli�ine kadar aynıdır. Yalnız 

burada 01 ttt ≥≥  için 

                              ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ξξξξξξ dtxtpdtxtqtz
d

c

d

c� � +−−−=′′ ,, .                  (3.49) 

(a) 1tt ≥  için ( ) 0<tz  durumu. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )τµτλ ++−+−=−=< txtxtxtztv0  

alınırsa  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ξξξξξξ dtxtpdtxtqtv
d

c

d

c� � ++−=′′ ,,  

bulunur. Burada iki durum söz konusudur. (i) 1tt ≥  için ( ) 0>′ tv , (ii) 1tt ≥  için 

( ) 0<′ tv . 

(i) 1tt ≥  için ( ) 0>′ tv  durumu. 

( ) ( ) ( ) ( )τµτλ ++−+−= tvtvtvtw  

�eklinde tanımlanırsa 

                            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ξξξξξξ dtvtpdtvtqtw
d

c

d

c� � ++−=′′ ,,  

ve 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ξξξξξξτµτλ dtwtpdtwtqtwtwtw
d

c

d

c� � ++−=″++−+− ,,  

bulunur. Buradan 12 ttt ≥≥  için ( ) 0>tw  oldu�u görülür. O halde 2tTt ≥≥   ve 

1,0=i  için 

( ) ( )twtw ′′≤−′′ τ  

ve 
( ) ( ) 0>tw i . 

Bunlar kullanılarak 

( ) ( ) ( ) ( )ctwtPtw +≥+′′+ τµλ . 
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e�itsizli�i elde edilir. �spatın bu a�amadan sonrası Teorem 3.1.1 (b) (i) durumunda 

oldu�u gibidir. Bundan dolayı bu kısım atlanır. 

(ii) 1tt ≥  için ( ) 0<′ tv  durumu. Bu durum ise Teorem 3.1.1 (b) (ii) durumunun benzeri 

oldu�u için bu da geçilmi�tir. 

(b) 1tt ≥  için ( ) 0>tz  durumu. Teorem 3.1.4 (3.42) e�itli�inden 1tTt ≥≥  için 

( ) ( )txtz ≤ . 

O zaman yukarıdaki (3.49) e�itli�inden  

( ) ( ) ( ) 0, ≤−+′′ � ξξξ dtztqtz
d

c
 

bulunur. Buradan sonrası Teorem 3.1.2 (b) durumunun benzeri oldu�u için ispata gerek 

duyulmamı�tır. Böylece teorem ispatlanır. 

 



 25 

BÖLÜM IV 

 

SONUÇLAR 

 

1. Teorem 2.1.1 ko�ulları σ  sabitine ba�lı de�ildir. 

 

2. E�er Teorem 2.1.3’te 0=λ  veya 0=µ  ya da 0== µλ  ise (2.23) denklemi için 

yine Teorem 2.1.3 uygulanabilir. 

 

3. E�er Teorem 2.1.1 (2.3) ko�ulu, Teorem 2.1.2 (2.16) ko�ulu ve Teorem 2.1.3 (2.24) 

ko�ulu sa�lanmazsa bu teoremlerin sonuçları sırasıyla �u �ekilde de�i�tirilir. (2.1), 

(2.15) ve (2.23) denklemlerinin her x  çözümü ya salınımlıdır ya da ∞→t  ve 

1,0=j  için ( ) ( ) ∞→tx j . 

 

4. Teorem 3.1.1 ko�ulları µ  katsayısına, Teorem 3.1.2 ko�ulları ise λ  katsayısına 

ba�lı de�ildir. 

 

5. E�er Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.3’te 0=λ  veya 0=µ  ya da 0== µλ  ise (3.1) 

ve (3.28) denklemleri için sırasıyla yine Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.3 

uygulanabilir. 

 

6. E�er Teorem 3.1.4 ve Teorem 3.1.5’te λ  veya µ  katsayılarından yalnız biri sıfıra 

e�it ise (3.39) ve (3.46) denklemleri için sırasıyla yine Teorem 3.1.4 ve Teorem 

3.1.5 uygulanabilir. 
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