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KONOIDAL REGLE YUZEYLER UZERINE

OZET

Bu calisma bes boliim halinde diizenlenmistir. Birinci bolimde konunun ele alinma
nedeni tartigildi.ikinci béliimde konuya temel teskil eden galigmalara, {igiincii boliimde ise
E" de k+1 boyutlu genellestirilmis regle yiizeyleri, ¢esitli hareketlere istirak eden
genellestirilmis regle ylizey ciftleri, k. mertebeden helisel hareketlere istirak eden aksoid
ylizey ciftleri, homotetik hareketlere istirak eden genellestirilmis regle yiizey ciftleri, k.
mertebeden simetrik helisel hareketlere istirak eden aksoid ylizey ciftleri ve simetrik
homotetik hareketlere istirak eden regle yiizey ciftleri lizerinde durulmustur. Ayrica k.
mertebeden simetrik helisel hareketlerin ve simetrik homotetik hareketlerin regle ylizey
ciftlerinin integral invaryantlari gosterilmigtir. Dordiincii bolimde E" de k.mertebeden
homotetik ve helisel hareketlere istirak eden konoidal regle yiizey ciftleri incelendi

Besinci boliim yiiksek lisans ¢alismamizin orijinal kismini meydana getirmektedir. Bu
boliimiin ilk kesiminde simetrik helisel hareketlere istirak eden konoidal regle yiizey ¢iftleri
verilmistir. Altinci boliimiin ikinci kesiminde ise simetrik homotetik hareketlere istirak eden

konoidal regle ylizey g¢iftleri verilmistir.
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ON THE KONOIDAL RULED SURFACES

ABSTRACT

This study consists of five fundamental chapters. In the first chapter, it is discussed
why this study is taken into consideration. In the second chapter, studies which is main into
subject has been presented. In the third chapter, (k+1)-dimensional generalized ruled surfaces
in E", konoidal ruled surfaces, generalized pair of ruled surfaces under the various motions,
the pair of axoids under the helical motions of order k, generalized pair of ruled surfaces
under homothetic motions pair of axoid surfaces under symmetric helical motions of order k
and pair of ruled surfaces under symmetric homothetic motions are highlighted. Also, it was
shown that the integral invariants of pair of ruled surfaces under symmetric homothetic
motions and symmetric helical motions of order k. In the fourth chapter, konoidal pair of
ruled surfaces under helical motions of order k in E" and homothetic motions are given.

The fifth chapter is the original part of this study. In the first section of this chapter,
pair of konoidal ruled surfaces under symmetric helical motions are given. In the second
section of the chapter, pair of konoidal ruled surfaces under symmetric homothetic motions

are given.
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3.GENEL BiLGILER

3.1 E’ de Regle Yiizeyler Uzerine

Bu bolimde énce E° de 2 - boyutlu regle ylizeyler ve bunlarin integral

invaryantlar1 tanitilacaktir.

Tamm 3.1.1. (Regle Yiizey)

M < E° yiizeyi verilsin, YP € M noktasinda, E* iin M de kalan bir dogrusu var ise
M ye bir regle yiizey ve M de kalan bu dogruya da regle ylizeyin dogrultmani denir,[8].
Regle yiizeyi kisaca bir dogrunun bir egriye dayanarak hareket etmesiyle olusturdugu
ylizey olarak ta tanimlayabiliriz.
Regle ylizeylerin parametrik denklemini elde etmek icin dogrultmanlar1 kesen ve
ylizey iizerinde bulunan diferensiyellenebilir bir
a:l >E’
t—a(t)
egrisi secilir ve bu egriye regle ylizeyin dayanak egrisi ad1 verilir. M regle ylizeyinin «
dayanak egrisinin «(t) noktasindaki dogrultmani tizerinde degisken bir nokta £ ise
:IR—>M
3-1.1) ’ V= B(V) = a(t) +va(t)

seklindedir. Burada a(t) = (a,(t),a,(t),a,(t)) birim dogrultman vektdriinii gdstermektedir.
Boylece regle yiizey

p:1xIR>E’

(3.1.2)
(t,v) = o(t,v) = a(t) +va(t)

doniisiimii ile belirtilmis olur.

Tanim 3.1.2.
Bir regle yiizeyin ana dogrulari boyunca teget diizlemleri ayni ise regle yiizeye

acilabilirdir denir,[8].

Tanim 3.1.3.
Regle ylizeyin komsu iki ana dogrusu arasindaki en kisa uzakligin bu iki komsu ana dogru

arasindaki aciya oranina regle ylizeyin dagilma parametresi ( drali ) denir,[8].Ana



dogrularin birim dogrultman vektorii a olan bir regle yiizeyin dralini P, ile gosterelim.

Komgsu ana dogrularin ortak dikmesi dogrultusundaki birim vektor

ana’ ana’ ana’
(3.1.3) = T = T
lana’ [aflja’|ising a
dir.
a
a+da
(o) ;
0 a+da

Sekil 3.1.1

Dayanak egrisinin komsu iki noktas1 «(s) ve a(s)+ da(s) olmak iizere bu noktalardaki ana

!

dogrular arasindaki en kisa uzaklik,da(s) vektoriiniin "/;Tluvektérﬁ tizerindeki izdlistimi
oldugundan

2= (da, 202y

a
z= L'(da,a na'),
2]
(3.1.4) = —det[T 22,2
a

dir. Eger ana dogrularin kiiresel gostergelerini géz Oniine alirsak bu goOstergelerin yay

elementi olan

da

(3.1.5) dw =
ds

ds

ifadesi komsu iki dogru arasindaki ag1 olarak alinabilir. Boylece regle ylizeyin drali i¢in

P=z:d¥,

p_ det[dar,a,a']

x _W:”a’"ds ,



det{(;a,a,a}
(3.1.6) P, =S—2
]
esitligi bulunur.
Regle yiizeyler icin dral, koordinat degisimlerine gbére en basit diferensiyel

invaryanttir.

Teorem 3.1.1.
Bir ¢@(S,v) regle yilizeyinin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart dagilma

parametresinin sifir olmasidir,[8].

Tanim 3.1.4.

p:1xIR—>E’
(t,v) > o(t,v) = a(t) +va(t)

regle ylizeyi Vtel i¢in o(t+27,V) =@(t,V) olacak sekilde periyodik ise regle yiizeye
kapahdir denir,[8].

Kapal1 regle yiizeylerin dayanak egrileri ve ana dogrularinin kiiresel gostergeleri

kapali egrilerdir. Bir diger ifade ile bir peryod sonra her ana dogru kendisi tlizerine gelir.

Tanim 3.1.5.
Bir ¢(t,v) regle yiizeyinin ana dogrularinin her birini dik olarak kesen egriye regle
ylizeyin ortagonal yoriingesi denir,[8].
(a,dp) =0

seklinde bulunur.

Tanim 3.1.6.

Bir ¢(t,v)regle yilizeyinin komsu iki dogrultmaninin ortak dikmesinin dogrultmanlar

iizerindeki ayaklarina bogaz (merkez veya striksiyon ) noktasi adi1 verilir,[8].



Tamm 3.1.7.

Bir ¢(t,v) regle yiizeyinin ana dogrusu, dayanak egrisi boyunca ylizeyi olustururken
bogaz noktalarinin geometrik yerine regle yiizeyin bogaz (striksiyon) egrisi (cizgisi ) adi
verilir,[8].

Bir ¢(s,V) regle yiizeyinin merkez noktasinin 77 yer vektorii; dayanak egrisinin &(S)
yer vektoril, a(s) dogrultman vektorii ve yer vektoriiniin dayanak egrisine olan v uzaklig
cinsinden
3.1.7) n(s,v) = a(s)+v a(s)
seklinde ifade edilebilir. v parametresi regle yiizeyin dayanak egrisinin yer vektorii ve
dogrultmani cinsinden bulunur.

Regle yiizeyin ilk ikisi a(s) ve a(s)+da(s) olan komsu ii¢ dogrusu verilsin.

QI
I
a+a'ds
1I P Q
111
a a(S) p

Sekil 3.1.2

P, P've Q,Q komsu ana dogrularmin iizerindeki ayaklar1 olsunlar. ilk iki komsu ana
dogrunun ortak dikmesi

a(s)Ala(s) +a'(s)ds] = a(s) A a'(s)ds
bagmtisindan dolay1 aAa’ vektoriine paraleldir. Limit halinde PQ vektorii PP’ vektorii ile

cakisacak ve bogaz cizgisinin tegeti olacaktir. Dolayisiyla

(a,PQ)=0
(a+a'ds,PQ)=0

olacagindan



(3.1.8) (a’,PQ)y=0
elde edilir.

Ayrica  77(S,V) =a(S)+va(s) den dayanak egrisinin s yay parametresine gore tiirevi

alinirsa
g g0
ds ds ds
olur. (3.1.7) de yerine yazilirsa (— d77> 0 olacagindan
ds
(— T+ ﬂa V%> =0,
ds ds
(3.1.9) y=_i2 ’,T2>
&

bulunur. Boylece striksiyon egrisinin yer vektorii i¢in (3.1.7) den
T

@) o

| 2]

elde edilir. Eger || a’|| =0 ise regle yiizey striksiyon egrisine sahip degildir. Bu hal regle

(3.1.10) n(s,v) = a(s

ylizeyin silindir olmasimi karakterize eder. Regle yiizey i¢in striksiyon egrisi dayanak egrisi

olarak alinabilir. Bunun i¢in (I.1.10) da
3.1.11) v=0  veya @, Ty=0

alinmasi yeterlidir.

Tanmim 3.1.8
Bir  ¢(S,V) regle yiizeyin bir ana dogrusunu kapsayan ve yiizey normaline dik olan
diizleme teget diizlem denir,[8§].
Bir  ¢(S,V) regle yiizeyinin
@(S,V) = a(s)+va(s)
denkleminden s ve v ye gore tiirev alindiginda
o, =T +va'
@, =4a
elde edilir. Buradan

0. Ap, = (T +va’)Aa

3.1.12)
o, Ap, =TAa+va'Aa



olur. Ayrica ylizey normali

PN 1 ,
(3.1.13) N =22 (TAa+a'Aa)
le.Ag  lo.Ae|

oldugundan ve 4 sabit olmak lizere teget diizlemin bir noktasindaki vektorel denklemi
(1a,N) =0

veya (3.1.13) den

(3.1.14) det[za,T +va',a]=0

olarak bulunur.

Bir ¢(s,v) =a(s)+va(s) regle ylizeyinin ana dogrularinin dik yoriingeleri teskil ettirilir

ve burada d @ nin tam diferensiyeli goz Oniine alinirsa,
(a,dp) =0,
(a,da +dva+vda) =0,
(a,da)+dvfa|” =0,

3.1.15) —dv=(a,da)
bulunur. Bu ifadenin kapali regle yiizeyin dayanak egrisi boyunca egrisel integralini alirsak
(3.1.16) L, = §<da,a> :—fdv
(@) (@)

elde edilir.
Tanim3.1.9.

L,:1—>IR
G.1.17) VoL, (v)=- §dv

(@)
seklinde tanimlanmis olan L, fonksiyonuna regle yiizeyin acihm uzunlugu (adim)
denir,[8].
Acilim uzunlugu regle yiizeyin integral invaryantidir. Eger kapali regle yiizeyin
ortagonal yoOriingelerinin bir tam devri gdzoniine alinirsa, adim higbir zaman regle yiizeyin
striksiyon egrisinin uzunlugunu asamaz, fakat esitlik hali miimkiindiir. Acilabilir kapali regle

yiizeyin adimu sifir ise striksiyon egrisi bir nokta ve dolayisiyla regle yiizey bir koni olur.

Tanim3.1.10.

Ana dogrusunun birim dogultman vektorii a olan bir ¢(S,V)=a(S)+va(s) regle

yiizeyinin ana dogrularina dik bir dogrultunun bir peryot sonra ilk konumu ile yaptig1 agiya



regle yiizeyin agilim acis1 denir,[8].A¢ilim agisinin A, degeri

(3.1.18) Ay =— §d'9
a(s)
veya
(3.1.19) A= §d6= § (da,.a,) =~ §(day.a,)

a(s) a(s) a(s)

olarak bulunur.
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3.2 E" de (k+1)-Boyutlu Genellestirilmis Regle Yiizeyler

E" de diferensiyellenebilir bir

a:l >E"
t—a(t)

egrisi verilmis olsun. Her «(t) noktasinda tanimlanmis ortanormal vektdr alan sistemi
{e,®),....e,(®)} olmak iizere bu sistem T, (E") uzaymnmn k- boyutlu bir altuzayini gerer, bu
uzay1r E, (1) ile gosterirsek

@3.2.1) E, ()= Sple, (D). (D} = T, (E")

olur.

Tamm 3.2.1.
E (1) altuzayr o egrisi boyunca hareket ederken E" de bir k+1 boyutlu yiizey

meydana getirir. Bu yiizeye E" de (k+1)-boyutlu genellestirilmis regle yiizey denir. E" de
(k+1)- boyutlu genellestirilmis regle yiizeyi @ ile gosterelim.

Tamm 3.2.2.

E () altuzayma @ nin a(t) noktasindaki dogrultman uzayi, & egrisine de @ nin

dayanak egrisi ad1 verilir. @ i¢in bir parametrizasyon
Kk
(3.2.2) D(t,u,U,...,u) = a(t) + D _ue(t)
i1
dir. @ nin tye ve y, ye gore tiirevleri alinirsa

O, = d(t)+zk:uiéi ® ,

@, =e (1) , 1<i<k
bulunur.

Tamm 3.2.3.

(3.2.3) Sp{e, (1), (1),-,8» €, ()-8, (D)}

altuzayina @ nin E, (t) ye gore asimptotik demeti denir ve A(t) ile gosterilir,[4].
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0<k<m olmak iizere boyA(t)=k+m oldugu aciktir. E,(t) yi ihtiva eden A(t) asimptotik

demetinin
(3.2.4) O YOE- DT W

seklinde bir ortanormal bazi bulunabilir.

Teorem 3.2.1.
E" de (k+1)-boyutlu genellestirilmis regle yiizey @ olsun. Vt € | i¢in E(t) uzayinin dyle

bir {g(t).....e (t)} bazi bulunabilir ki,bu baz igin,

k
(3.2.5) éi = Zaijej + K8, ,1<i<m,  «k >0 (K'1 PKy K >0)
=]

(3.2.6) 6= ae, m<i <k
i1

dir. Burada {g, ...,e, } baz1 @ nin A(t) asimptotik demetinin 3.2.4 bazini tek olarak belirler.

19000

Tanim 3.2.4.

Yukaridaki gibi tamimlanan {e,,....e, } bazina E(t) nin tabii tastyic1 baz1 veya @ nin

asli catis1 denir,[7].

@ sabit bir noktast P olsun. P=®(t,u,,U,,....U, ) ise P noktasindaki teget uzayn bir

bazi
k
(3.2.7) a®+> ug (t).e,,...e, }
i=1
olur.
Tanim 3.2.5.
(3.2.8) Sple.. €861 arfc (T, (9)

ped®
altuzayina @ nin E () ye gore tegetsel demeti denir ve T(t) ile gosterilir,[4].
boyA(t)=k+m , 0 <k<m
oldugundan
3.2.9) k+m <boyT(t) < k+m+1
dir.
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T(t) nin boyutu i¢in iki ihtimali ayr1 ayri inceleyelim. Kabul edelim ki vtel igin
boyT t)=k+m olsun. Bu durumda @ nin « dayanak egrisinin hiz vektorii A(t) uzayinin

i¢indedir ve
(3.2.10) 0'(=Zkl:§iei +Zm1:77]-ak+j , ¢inj IR
i- i-
yazilabilir. Herhangi P(t) dayanak egrisi i¢in
(3.2.11) P(t) = a(t) Jriui (e, (t)
i=1
yazilabilir. Burada tiirev alarak

P(t) = a(t)+Z(u e +ug)

. k m k
P(t) = zgiei +z77jak+j + Z(uiei +U;€;)
i=I j=I i=1
bulunur. Bu son esitlik ve Teo.3.2.1. den

k m m
P(t) :Z(é +U;)e, +Z77jak+j + Zuiéi + Zk: U,
il i izl

i=m+1

P(t) Z(g +4, )e +Z’7]ak+j+zu (Zau 1+Kak+| )+ ZU (20{” j

i=m+l1

m m
P(t) Z(f +U; +ZU| Ij+ Zul Ij)ej+ Znsak+s+zusKsak+s »
s=1 s=1

i=m-+1
. k m m
(3.2.12) P(t) =D (& +U; + > uiaye; + D (7, + KUy,
j=1 i=1 s=1
bulunur.
(3.2.13) KU +7,=0 , 1<s<m

bicimindeki P(t) noktalari i¢in P(t) vektdrleri E (t) icindedir. & , 1<s<m, degerleri

stfirdan farkli olduklarindan (3.2.13) sisteminin ¢oziimii tektir,yani U;, 1<s<m , skalarleri

tek olarak hesaplanabilir.

Tanim 3.2.6.
(3.2.11) de goriildiigii gibi P(t) noktasin1 Ug , 1<s<m , ler temsil etmektedir. Burada

bu bilesenlerden (k-m)-tanesi keyfi secilebilir. Belli bir t i¢in (3.2.11) ve (3.2.13) esitliklerini
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saglayan P(t) noktalarmin ciimlesi E, (t) icinde (k-m) boyutlu bir uzay: doldururlar. Bu uzaya

® nin E,(t) igindeki sirt (edge) uzayi denir ve K, (t) ile gosterilir,[4].

Tamm I1.1.7.

K., (t) sirt uzayi, dogrultman uzayi olarak o« egrisi boyunca @ tarafindan ihtiva
edilen bir yiizey meydana getirir. Bu yiizeye @ nin (k-m+1)-boyutlu sirt regle yiizeyi
denir,[7].

Simdi Vt el i¢in boyT(t)=k+m+1 olsun. Bu durumda

S ST D W
dir . Bu halde T(t) nin
(3.2.14) {8180 810w B Bomen |

> 2Kk+m?

seklinde bir ortanormal baz bulunabilir. 7, #0 olmak iizere,

K m
(3.2.15) a= &0+ 1A+ TnaBma
i=1

i=1
yazilabilir.

Herhangi bir P(t) dayanak egrisinin (3.2.11) deki ifadesinde t ye gore tlirev alinip,
tiirev denkleminde (3.2.15) ifadesi yerine konulduktan sonra Teo.3..2.1. uygulanarak P(t)

tiirev vektori i¢in
. k m m
P(t) =D& +U, + D uja)e + 2 (s + KUy o + 7 8uma
i=1 j=1 s=1

bulunur.
kU, +n,=0 , 1<s<m , olacak bigimdeki P(t) noktalar1 i¢in P(t) vektdrleri

Sp{el,...,ek,d} da yatarlar.

Tanim 3.2.8

1<s<m ig¢in elde edilen m-tane xu, +7, =0 lineer denklemi ile tammlanan P(t)
noktalarinin doldurdugu (k-m)-boyutlu uzaya @ nin Z,__(t) igindeki merkez uzayi

denirve Z, (1) ile gosterilir,[4].

Tanim 3.2.9

Z, . (t) merkez uzayi dogrultman uzay1 olarak « egrisi boyunca hareket ederken @
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tarafindan ihtiva edilen bir yilizey meydana getirir. Bu yiizeye @ nin (k-m+1)-boyutlu

merkez regle yiizeyi denir ve Q ile gosterilir,[7].

Tanim 3.2.10
® (k+1)-boyutlu genellestirilmis regle yiizeyine ait (k-m+1)-boyutlu €2 merkez
regle yiizeyinin bir ortagonal yoriingesi r olmak iizere, {2 dogrultman uzayma total olarak dik
olan bir dogrultman uzayi, r yi dayanak egrisi olarak kabul ederek bir regle yiizey meydana
getirir. Bu yiizeye @ nin (m+1)-boyutlu asli regle yiizeyi denir ve A ile gdsterilir,[4]. A
nin dogrultman uzay1 F,_(t) ile gosterilirse
(3.2.16) boyF, (t)+boy Z,  (t) =boyE, (t)
bulunur ve ayrica
F.(t) =Sple,,...e,}
Zy (1) =Speruissi )
(3.2.17) E.(t) =Sple,,....e}
oldugu agiktir.
(k+1)- boyutlu @ genellestirilmis regle ylizeyine ait « dayanak egrisi igin

k
(3.2.18) a(t)=D &8 +MnaBiom
i=1

oldugundan asagidaki iki dnerme dogrudur.

i.® nin birZ,  (t,) merkez uzayinin olmasi i¢in gerek ve yeter sart 7, (t,)#0
olmasidir.

ii. @ nin bir K__(t,) sirt uzaymin olmasi igin gerek ve yeter sart 7,,,(t,)=0
olmasidir.

O halde sirt veya merkez uzayindan hangisi varsa ona ait regle ylizey ig¢in bir

parametrizasyon
k-m
(3.2.19) D(t, Uy 5ol ) = () + D Uy 80 (D)
i=1
olacaktir.
m=k ise boyK,  (t) =boyZ, ,(t,) =0 dir. Bu durumda sirt regle yiizeyi @ nin

sirt egrisine dejenere olur, merkez regle yiizeyi ise @ nin striksiyon ¢izgisine dejenere olur.

Bdylece sunu sdyleyebiliriz:
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Sirt regle yiizeyli genellestirilmis regle ylizeyler E’ in tanjant yiizeylerine
(striksiyon ¢izgisiz ylizey ) genellesir, merkez regle ylizeyli genellestirilmis regle ylizeyler ise

E’iin striksiyon ¢izgili regle yiizeylerine genellesir.

Tanim 3.2.11.

Sirt regle yiizeyli @ genellestirilmis regle yiizeyine ait bir {g,,...,€.,8 8.}
ortanormal bazin1 IR" nin bir {el,...,ek,ak+1,...,ak+m,ak+m+l,...,an} ortanormal bazina

Ay

tamamlayalim. Burada a,.,,,...,a, vektorlerinin meydana getirdigi {akm“,.. a } bazina
tamamlayict baz denir,[7]. Eger @ merkez regle yiizeyli ise tamamlayici ortanormal

bazi{a,, .., 8] dir.

m
A, = K& +zfijak+j +od T YirBimea  H1SISM

n—k-m
j=1 A=

2

n—k—-m

(3.2.20)28,,.., =—>. @8, .~ > Bdm.,
=1 1=2

m n—k-m
a-‘k+m+s = za)sj ak+j +185ak+m+1 + ﬂslak+m+i ’ 2<s<n-k-m
j=1 A=2
dir.
Tanim 3.2.12.
@, E" de merkez regle yiizeyli bir genellestirilmis regle yiizey olsun.
3.2.21) O, (t,u)y=a(t)+ue () , (tuelxlR ,1<i<m

parametrik ifadesi ile tammlanan @; regle yiizeylerine @ nin 2-boyutlu asli regle

yiizeyleri denir,[5].

Tanim 3.2.13.
E" de (k+1) -boyutlu @ regle yiizeyi

o (t,u,,...,u)=a(t)+ Zk:uiei )

parametrizasyonu verilmis olsun. Eger bir p pozitif tam sayisi i¢in

(3.2.22) O+ p,u,...,u)=>0(t,u,...,u,)
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ise @ ye kapahdir denir. Burada p en kiigiik peryodu gosterir. Kapali regle yiizeylerin
dayanak egrileri de kapalidir,[5].
Tanim 3.2.14.

(k+1)-boyutlu @ regle yiizey igin

1- boyA(t)=k+m=sabit , Vtel,

2- Bir J :{t|OStS p}cl kapali aralig1 lizerinde @ nin p periyotlu asli gatisi
mevcut ise @ regle yiizeyine basit kapahdir denir,[5].

Basit kapali bir @ regle yiizeyinin h dogrultmanlarinin« kapali dayanak egrisi

boyunca olusturdugu 2- boyutlu @, , 1<i<m, asliregle ylizeyleri de kapali olur.

Tanim 3.2.15.
m=k i¢in boy K, _(t)=boyZ,  (t)=0 oldugundan bu durumda @ nin merkez regle

ylizeyi striksiyon ¢izgisine doniisiir. Bu striksiyon ¢izgisi a olmak iizere @, (k+1) — boyutlu

basit kapal1 genellestirilmis regle ylizeyine ait, @, , 1<i<k ,2-boyutlu asli regle yiizeyinin
ortagonal yoriingesinin bir peryot sonra ilk ve son noktalar1 arasindaki uzakliga @ nin i-yinci

acihm uzunlugu denir. @ nin i-yinci agilim uzunlugu L ile gosterilirse

p p
(3.2.23) L =— j Etdt  veya L =- j (da,e;)
0 0
dir,[5].
Tanim 3.2.16.

E" de (k+1)- boyutlu genellestirilmis basit kapali regle yiizey @ olsun. @ nin T(t)

tegetsel demetinin boyutu k+m+1 ise @ nin,®; 2 — boyutlu asli regle yiizeyleri @ nin m

tane li acihim acisini tanimlar ve
p

(3.2.24) A=[o®dt , 1<i<m
0

ile ifade edilir,[5]. n=k+m+1 i¢in (3.2.20) denkleminden
@ =~ i 8y

bulunur.
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Tanmm II.1.17.
@, (k+1)-boyutlu regle yiizeyinin « dayanak egrisi i¢in

k
a= Zé:iei T 1 Qeman
=
olmak tizere 7,,,, #0 ise

(3.2.25) p=Tmi y<i<m

K;

ifadesine @ nin i-yinci asli dagilma parametresi denir,[7].

Tanim 3.2.18.

E" de (k+1)-boyutlu @ regle yiizeyinin total dagilma parametresi

(3.2.26) D=T]P
i=1

ile tanimlanir. Burada P, ler i-yinci asli dagilma parametreleridir,[11].

Tanim 3.2.19.
E" de (k+1)-boyutlu @ regle yiizeyinin i-yinci agilim uzunlugu L, 1<i<m, olsun.

Bu durumda @ nin a¢ilim uzunlugu

(3.2.27) L=glL,..L,|

olarak tanimlanir,[7].

Tanim 3.2.20.

E" de (k+1) — boyutlu @ regle yiizeyinin i-yinci agilim agist 4, , 1<i<m , olsun. Bu
durumda @ nin a¢ihm agisi
(3.2.28) A=q|A. Ay

olarak tanimlanir,[11].

Tanim 3.2.21.

E" de (k+1) — boyutlu @ regle yiizeyinin asli dagilma parametreleri P...P, olsun. Bu

durumda ® nin dagilma parametresi
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(3.2.29) P=qlR..R,|

ile tanimlanir.
Teorem 3.1.2.

Regiiler bir (k+1)-boyutlu regle yiizey @ olsun. Eger @ nin bir E, (t),tel,
dogrultman uzayi i¢indeki asimptotik ve tegetsel demetleri cakismiyorlarsa o zaman @ nin
dayanak egrilerinin hiz vektorleri {el,...,ek,aka} uzaymda bulunur ve @ nin birZ,__(t)

(m>0) merkez uzayina sahiptir. Merkez uzayinin noktalarinda @ nin tanjant uzaylar1 A(t)

asimptotik demetine diktirler. @ nin E, (t) dogrultman uzayiher P noktasindaki tanjant

uzayinda bulunur,[4].
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3.3 Konoidal Regle Yiizeyler
Bu boliimde konoidal , ortakonoidal ve kuvvetli konoidal regle yiizeyleri tanitacagiz.

Tanim 3.3.1.

E" de (k+1)-boyutlu regle yiizey @ olsun. @ nin her E,(t) dogrultman uzayinin
paralel oldugu sabit bir E‘c E", g >k, alt uzay1 mevcut ise @ ye g-konoidal regle yiizey

denir. E Yaltuzayina da @ nin dogrultu uzay denir,[6].

Eger bir E" de (k+1)- boyutlu @ regle yiizeyi (n-1) konoidal ise @ ye kisaca
konoidaldir denir. Onun dogrultu uzay1 sabit bir dogrultu hiperdiizlem (Richthyperebone)
dir.

Ornek 3.3.1.

E’ , 3-boyutlu Oklid uzayinda dik silindir yiizeyi bir konoidal regle yiizeydir.

Tanim 3.3.2.

Q  merkez regle yiizeyli ve dogrultu uzayr E  olan g- konoidal (k+1)-boyutlu regle

yiizey @ olsun. Eger ® nin merkez noktalarindaki tanjant uzaylari E® dogrultu uzayina

ortagonal ise @ ye g-ortakonoidaldir denir. Ya da g=n-1 ise @ ye kisaca ortakonoidaldir

denir.

Teorem 3.3.1.
E" de g-konoidal (k+1)-boyutlu regle yiizey @ ve @ nin A(t) asimptotik demetinin

boyutu olan (k+m) sabit olsun. Bu durumda E * dogrultu uzaymin boyutu olan q sayist i¢in

3.3.1) k+m<q<n-1

esitsizligi gecerlidir ve @ nin asimptotik demeti E * dogrultu uzayma paraleldir,[6].

Ispat:
Teoremin ispat1 i¢in k+m<gq oldugunu géstermeliyiz. E“ dogrultu uzaymin ortogonal

timleyeni olan alt vektdr uzayr (E%)" in ortonormal bazi 1,5, ) olsun.E" sabit
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oldugundan (E %" de sabittir. Bu durumda @ nin E,(t) , tel, dogrultman uzaymm
{e1 (t),....&, (t)} dogal tasiyici bazi i¢in ,

(3.3.2) M...e()=0,1<i<k , 1<s<n—q

g+s? ei
dir. Buradan t ye gore tiirev alirsak

(3.3.3) b,...&1)=0, 1<i<k , 1<s<n-—q

q+s? ei
bulunur. Son esitlikte (3.2.5) ve (3.2.6) tiirev denklemleri kullanilirsa

(3.3.4) K. (0,0,3,,)=0, 1<i<m , x>0,

q+s?

3.3.5) B,.,3,)=0,1<i<m , 1<s<n-q

q+s 2

elde edilir. (3.3.2) ve (3.3.5) ifadelerinde @ nin A(t) asimptotik demeti (E %)" e ortogonal ,

dolayisiyla E ? ya paraleldir. Boylece ispat tamamlanmus olur.

Tamm 3.3.3.
Silindirik olmayan (m>0), g-konoidal (k+1)-boyutlu regle yiizey @ ve @ nin A(t)
asimptotik demetinin boyutu olan (k+m) sabit olsun. Eger g=k+m ise @ ye kuvvetli konoidal

(strongkonoidal) denir,[6].

Teorem 3.3.2.
Silindirik olmayan (m>0),q-konoidal (k+1)-boyutlu regle yiizeyi @ k+m sabit boyutlu
A(t) asimptotik demetine ve {e] (t),....6, (t)} asli gatisina sahip olsun. Bu durumda @ kuvvetli
konoidaldir ancak ve ancak (3.2.20) ifadesinde
o =0, y,=0, I1<i<m, 2<A<n-k-m

dir,[6].

Ispat:
Teo.3.3.1 e gore A(t) asimptotik demeti E? ya paralel oldugundan her t el igin
(3.3.5) den

<bq+sﬂak+i(t)>:O 5 I<i<m 5 ISSSI’]—q

yazilir ve t ye gore tiirev alinirsa

<bq+s’ak+i(t)>:O ) 1<i<m , ISSSH—q
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elde edilir. &, (t) nin (3.2.20) tiirev denklemlerindeki degerini burada yerine yazar ve (3.3.2)

ve (3.3.5) ifadelerini dikkate alirsak

n—k—-m

@ (t)<bq+s > ak+m+1 (t)> + Zyiﬁ <bq+s > ak+m+/1 (t)> =0

elde ederiz. Bu esitligi acarsak
a)i <bq+1 > a'k+m+1> + 7/i2 <bq+1 > ak+m+2> +...t yi(n—k—m) <bq+1 > an> = O

a)i <bq+2 ’ ak+m+l> + 7i2 <bq+2 ’ ak+m+2> +...F 7i(n—k—m) <bq+2 ’ an> =0

@, (By> 8y m) + 7i2BnsBamia) + - F Vinaom) (B>, =0
veya matris formunda yazarsak,
Oy Bmas) B Bmn) - Byrn2) | [ 0
(B> 8.mr) BgozsBeamin) (B0 | | 72 0
(3.3.6) : : : ' ="

_<bn’ak+m+1> <bn’ak+m+2> <bn=an> | _7i(n—k—m)_ 0

lineer denklem sistemi elde edilir.
(= ): @ kuvvetli konoidal olsun, yani g=k+m olsun. Bu taktirde @ nin E * dogrultu uzay1,

A(t) asimptotik demetinin e,,...,.a,,,,....a,., baz vektorleri tarafindan gerilir. O halde E*
dogrultu uzayinin ortogonal tiimleyeni (E®)" olmak iizere (E%)" :Sp{bq+l,...,bn} ile

b

n

Sp{ak+m+1,...,an} ayni uzayi gosterirler. g=k+m oldugundan b

CISETLE

b, vektorleri Db

K+ 272+
halini alirlar. {bk+m+l,...,bn} sistemiyle {ak+m+l,...,an} sistemi ayn1 uzaym bazlar1 olduklarindan
birbirlerine karsilik gelirler ve katsayr matrisi, |, , birim matrisi haline gelir. detl , #0
oldugundan ¢oziim tektir. Buna gore lineer denklem sistemi homojen oldugundan ¢6ziim
sadece asikar ¢oziimdiir. Dolayisiyla

=0 , y,=0, 2<i<n-k-m
elde edilir.

(&):
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olsun. Bu durumda (3.3.6) saglanir ve dolayistyla g=k+m oldugu ve k+m nin sabit oldugu

goriiliir. O halde @ kuvvetli konoidaldir,[6].

Teorem 3.3.3.
E" de kuvvetli konoidal (k+1)-boyutlu regle yiizey @ olsun. Eger ®,Q merkez

regle yiizeyli ise, 0 zaman @ (k+m)-ortakonoidaldir.

Ispat:
Teorem 3.3.1 e gore @ nin A(t) asimptotik demeti @ nin E ™ dogrultu uzayina

paraleldir. Ayrica Teo. 3.1.2 ye gore® nin merkez noktalarindaki tanjant uzaylar1 A(t)
asimptotik demetine diktirler. O halde ortokonoidallik tammi geregi @ (k+m)-
ortokonoidaldir.

Bir @ (k+1)-boyutlu regle yiizeyi p-konoidal ve g-konoidal gibi degisik mertebelerden
konoidal olabilir. Eger E ‘cEP" olacak sekilde E* ve EP dogrultu uzaylari mevcut ise @

ayni anda q-konoidal ve p-konoidaldir denir.

Teorem 3.3.4.

{el(t),...,ek (t)} asli catisma sahip olan, () merkez regle yiizeyli, silindirik olmayan

(m>0) kuvvetli konoidal (k+1)- boyutlu regle yiizeyi @ olsun. Eger @ ortakonoidal ise
(3.2.20) tiirev denklemlerinde
B,=0,2<A<n-k-m

dir. Bu durumda @ bir n (=k+m-+1)-boyutlu Oklid uzayinda bulunur,[6].

Ispat:

Bir @ (k+1)-boyutlu regle yiizeyi kuvvetli konoidal ise q=k+m dir. Ayrica @
merkez regle yiizeyli oldugundan a,,  (t),tel, merkez tanjant vektorii vardir.

@ (k+1)-boyutlu regle yiizeyi ortokonoidal olsun. Bu durumda gq=n-1 olup @ nin
dogrultu uzayi bir hiperdiizlemdir. O halde (E %)" = Sp{b} ,yani (E %) nun ortogonal tiimleyeni
I-boyutlu bir alt uzaydir. Teo. 3.3.3 e gore a,,,., (t),tel, merkez tanjant vektori Sp{b}

uzayinda bulunur. Buna gore

<b5 ak+m+] (t)> = ﬂ’ (ﬂ' = Sablt)
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yazilabilir. t ye gore tiirev alinirsa
<bﬂ a'k+m+1 (t)> =0
olur. &, (t) nin (3.2.20) tiirev denklemlerindeki degeri yerine yazilir ve (Teorem 3.3.2)

g0zoniine alinirsa

Y 0.8,0,)=0
=
veya
B, =0
elde edilir. Ayrica g=k+m ve g=n-1 oldugundan n=k+m+1 elde edilir ki bu da @ nin
(k+m+1)-boyutlu Oklid uzayinda olmas: demektir.

Teorem 3.3.5.

{el(t),...,ek (t)} asli catisma sahip olan, () merkez regle yiizeyli,silindirik olmayan

(m>0) (k+1)-boyutlu regle yiizey @ olsun. Eger @ igin (3.2.20) tiirev denklemlerindeki
katsayilar i¢in,

=0, 3 =0,1<i<m, 2<A<n-k-m

ise @ ortokonoidaldir,[6].

Teorem III.1.6.

{el(t),...,ek (t)} asli catisma sahip olan, ) merkez regle yiizeyli,silindirik olmayan
(m>0) (k+1)-boyutlu regle yiizey @ olsun. Eger @, g-ortokonoidal ise (3.2.20) deki
katsayilar i¢in,
w =0, 1<i<m

dir,[6].

Ispat:
Bir @ (k+1)-boyutlu regle yiizeyi 2 merkez regle yiizeyli ise a,,,,, merkez tanjant

vektorii vardir. @ g-ortokonoidal oldugundan a,,., vektori @ nin E? dogrultu uzayma

diktir, yani a,,, vektori E? ya ortonormal vektor uzaymda bulunur. E?sabit oldugundan
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(E%" de sabittir. O halde a,,,, merkez tanjant vektorii @ nin parametrizasyonundaki I

parametre araligmin {, €I degeri i¢in sabit olarak bulunur. Buna gore
@ )3, )=0 ,  1<i<m
esitlifinde t ye gore tiirev alirsak
@ (6,8 ) =0, 1<i<m
elde edilir ve &, (t) nin (3.2.20) deki degeri yerine yazilirsa

w. =0 1<i<m

1 9

bulunur.

Tanim 3.3.4.

E" de (k+1)-boyutlu regle yiizey @ ve @ nin bir E (t,) dogrultman uzay1 t, in
bir € komsulugunda (Vtel igin ‘t —to‘ <& ) bir Q merkez regle yiizeyine sahip olsun.
Eger E,(t,) nin merkez noktalarindaki tanjant uzaylari @ nin E ° dogrultu uzayina
ortogonal iseler E | (t,) dogrultman uzayina q-ortohoiddir denir,[6].

® nin (n-1)-ortohoid dogrultman uzayma kisaca orthoid denir. Bu tanirm E° teki
ortokonoidal 1sin yiizeylerinin orthoidal dogrultman uzayr kavraminin direkt bir

genellestirilmesidir. E > iin sadece dénel (helezoni) yiizeyleri orthoid dogrultman uzayina

sahiptir.

Ornek 3.3.2.
E’de E ()= Sp{X =(0,0,x;): %, € IR} altuzayinin dogrultman uzay1 olarak
a:1=(0,27)—>E’
t > a(t) = (cost,sint,0)
egrisi boyunca olusturdugu yiizeyin denklemi
O, 1) =al(t)+ e,
= (cost,sint,0) + 4(0,0,1)
= (cost,sint, 1)

olup @ déniisiimii E * de bir 2-regle yiizey (1s1n yiizeyi) gosterir.
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Vtel igin E (t) dogrultman uzayr E*..y—2 =0, diizlemine paralel oldugundan ®

1510 yiizeyi E* de konoidaldir. Ayrica a(t) dayanak egrisi ® nin merkez regle yiizeyi olup
a(t) noktasindaki

—a(t)=(sint,—cost,0)
merkez tanjant uzay1 (vektori) t=7z i¢in E* dogrultu uzayma ortogonaldir. O halde

E () dogrultman uzayr ® nin bir orthoid dogrultman uzayidir.

A7

B
»

Ei(t

Sekil I11.1.1
Tanim 3.3.5.

E" de g-konoidal bir (k+1)-boyutlu regle yiizey ® ve @ nin bir dogrultman uzayi
E, olsun. Eger E, nin noktalarinda @ nin tanjant uzaylari E 9 dogrultu uzayina paralel ise
E, dogrultman uzayma q-tangoiddir denir,[6].

@ nin (n-1)-tangoid dogrultman uzayma kisaca tangoid dogrultman uzayi denir.

Ornek 3.3.3.

(Omek3.3.2)) de t=x/2 ve 37z/2 degerlerine karsilik gelen E, dogrultman

uzaylarmin noktalarinda @ nin tanjant uzaylar1 E > dogrultu uzayina paraleldir. O halde
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E.(7/2) ve E,(37/2) dogrultman uzaylar1 @ nin tangoid dogrultman uzaylaridir.

Teorem 3.3.7.

E" de {el(t),...,ek(t)} dogal tastyict baza sahip olan,konoidal basit kapali (k+1)-

boyutlu regle yiizey @ olsun. Eger @, E" in bir hiperdiizleminde bulunuyorsa @ en az iki

tane tangoid dogrultman uzayina sahiptir,[6].

Ispat:

Kapali bir [araliginda t, e | ,1<i<2, i¢in a,,,,, (;) merkez tanjant vektoriiniin E *
dogrultu uzayina paralel oldugunu gostermeliyiz. Hipoteze gore @ konoidal ve E" in bir
hiperdiizleminde bulundugundan g=n-1 dir. O halde E % dogrultu uzaymin ortogonal
tiimleyeni sabit bir b vektoriiniin germis oldugu altuzaydir. a,,,,,, vektoriinin E ? ya paralel

oldugunu gostermek i¢in b vektoriine dik oldugunu gostermek yeterlidir.
k
@ (t,u,,....u) =a(t)+ > uet)
i=1

ifadesinde @ nin kapali a(t) dayanak egrisi i¢in

k
a(t) = Z&iei + M a'k+m+1
i=1

dir. Buna gore
<a(t)’ b> = 77m+1 (t) <ak+m+l (t)9 b>

olur. Burada ® nin kapal bir yoriingesi lizerinde integral alirsak

§77m+1 (t)<ak+m+1 (t),b> = §<a(t),b) =0

bulunur. Bu nedenle en az iki t, , t,,t, #t, , degeri i¢in

(3.3.7) s () @ (£).0) =0
dir. Gergekten,
a6 @ 6).5) = 7,18 a8 | Ot
0<t<2z araliginda t=7x/2 ve t=37/2 degerleri i¢in cost=0 oldugundan (3.3.7) ifadesi

dogrudur. O halde ® nin en az iki t € | degerleri i¢in tangoid dogrultman uzay1 vardir.
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3.4 Cesitli Hareketlere Istirak Eden Genellestirilmis Regle Yiizey Ciftleri
3.4.1 k-Mertebeden Helisel Hareketlere istirak Eden Aksoid Yiizey Ciftleri

E"nin X = AX +C bir parametreli hareketi i¢in
(3.4.1.1) X=BX-0O)+C, B=44" ,X=0
bulunur. B anti-simetrik matrisinin determinanti,n tek ise sifirdir,hatta n nin ¢ift oldugu
bazi hallerde de sifirdir. Uz L1/ i¢in det B, # 0 ise
(3.4.1.2) B.(P(t)-C(t))+C(t) =0
denklemin bir tek ¢oziimii vardir. Bu P(t) ¢6ziim noktas1 hareketin t-anindaki ani donme
merkezi veya pol’iidiir. Hareket boyunca P(t) noktalar1 E de sabit pol egrisini ,E_Z de

hareketli pol egrisini olustururlar. Bu durumda E" nin 1-parametreli hareketini,
birbirleri iizerinde yuvarlanan pol egrileri belirler,[ 14].

Simdi [ ve Un i¢in B, nin determinantinin sifir oldugunu kabul edelim.

Tanim 3.4.1.1.

Ut ve Un i¢in det B, = 0 olmak lizere rank B, =n-k olsun.e(t), B, nin
cekirdeginde bir birim vektor ise
(3.4.1.3) B(P-C)+C =A(t)e(t) , A(t) IR
denklem sisteminin ¢dzlimleri k-boyutlu bir uzay1 doldururlar,yani denklem sistemini

saglayan P noktalar1 /R" nin k-boyutlu bir alt uzaymi doldururlar. Bu uzaya hareketin

t-anindaki Ani Eksen Uzay denir ve E, (¢) ile gosterilir (A(¢) # 0 ise Ani Screw Eksen

Uzay1, A(¢) = 0 ise Ani Donme Uzayi adini alir), [7].

Tanim 3.4.1.2.

@ O E egrisini dayanak egrisi kabul ederek, E, (¢) ekseni, hareket boyunca

E hareketli uzayinda bir (k+1)-boyutlu genellestirilmis regle yiizey olusturur. Bu

yiizeye hareketin Hareketli Aksoid Yiizeyi denir . @ ile gosterilir.
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Tamm 3.4.1.3.

E, (t) eksen uzayi,hareket boyunca E sabit uzayinda a = Aa +C [ E egrisini
dayanak egrisi kabul ederek bir (k+1)-boyutlu genellestirilmis regle yiizey meydana
getirir. Bu ylizeye de hareketin sabit aksoid yiizeyi denir. ® ile gosterilir.

@ ved nin dogrultman uzaylari olan E () ve E . (1) karsilikli olarak

birbirlerine tekabiil eder,[5]. Buna gore E” deki bu hareketin ® ve® aksoid
yiizeyleri, [ i¢in bu hareket altinda ortak bir £,(z) U ® ve Ex (1) O ® dogrultman

uzayi1 ¢ifti boyunca, yuvarlanarak ve kayarak birbirlerine dokunurlar diyebiliriz,[15].

Tamm 3.4.1.4.

Yukaridaki 6zellikleri saglayan bir harekete £” nin bir k. mertebeden (ani)
helisel hareketi denir,[7].

Burada egrilerin birbirleri iizerinde yuvarlanmasinda kayma yoktur,ancak
hareketin kendisinde kayma vardir. Egriler birbirleri {izerinde kaymaksizin
yuvarlandigindan A =0 alabiliriz.

k-mertebeden bir helisel hareket ® ve® aksoid yiizeylerinin birbirleri
tizerinde kayarak yuvarlanmasindan meydana gelir.

Tamm 3.4.1.5.
@ (k+1)-boyutlu aksoid yiizeyinin a dayanak egrisi i¢in

k
a= Z‘riei +,7m+1ak+m+1
i=1

olmak iizere, 77, ,, # 0 ise

m+1

32,7’”” , 1<i<m
Ki

ifadesine ® nin i-yinci asli dagilma parametresi denir,[7].

m=0i¢in K,, 1<i<m ,ler tanimsizdir. Bu durumda Q ile ® birlesir ve
(k+1)- boyutlu silindir meydana gelir. Gergekten E’ te silindir igin P, dagilma

parametresi belirsizdir.
O halde @ nin dejenere olmamis bir (k-m+1)-boyutlu merkez (veya sirt )

regle ylizeyinin olmas1 i¢in
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(3.4.1.4) 0<m<k

olmalidir.

Teorem 3.4.1.1.
E" nin k-mertebeden bir helisel hareketi X = AX +C ile verilsin.

i. Bu hareket altinda meydana gelen ® ve® aksoid yiizeylerinin asli ¢atilarini
olusturan vektorler

(3.4.1.5) Ae =e , 1<i<k

esitligi ile birbirlerine karsilik gelirler.

ii. Bu vektorlerin tiirevleri arasinda su bagint1 vardir:

(3.4.1.6) AG =6 , l<i<k

iii. @ ve® nin, srastile, P, (1<i<m) asli dagilma parametreleri i¢in

(3.4.1.7) p|= \F\

l l

dir.

Ispat :
i. ® ninve ® nin asli catilari, sirasiile,{e, ,....e, } ve {e,,...,e, } olsun.
f:E" - E"
X o f(X)=X=AX+C
f T (E") - T.(E")
X o f(X)=X
ve f =A oldugundan
e, =Ade, , 1<i<k
bulunur. Hatta
(3.4.1.8) a,, =Aa,, , 1<i<k

3.4.1.9) gy = Ay, » 1S jSn—k-—m
olmalidir,[5].

ii. {e,,...,e, }sistemini B nin ¢ekirdegini gerecek sekilde secelim. Yani
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(3.4.1.10) Be=0 , 1<i<k
olsun . (3.4.1.5) dan t ye gore tiirev alirsak
¢, =de +de, , 1<i<k
6. = Ad e, + Ae € =avc) .
é, = Be, + de,
bulunur ve buradan da (3.4.1.10) ifadesi dikkate alinirsa (3.4.1.6) bagintis1 bulunmus

olur.

iii. @ i¢in bir parametrizasyon

olmak iizere, son esitligin her iki tarafina hareketin Jakobian doniisiimii olan A y1

uygulayalim:

k
A% = AT, 4R,

J=1

k
Aé =Y, 42, +K Ad, .

J=1

Burada (3.4.1.5), (3.4.1.6) ve (3.4.1.8) kullanilarak

k —
(3.4.1.11) e, =) O,e, +Ka,, , 1<ism , ki >0
J=
bulunur. Ote yandan @® nin {el,...,ek} asli ¢atisi i¢in
k
(34.1.12) & =) aye, tKa,, , l1sism , K >0
J=
oldugundan bu son ifade ile (3.4.1.12) birlestirilirse

elde edilir.

@ nin @ dayanak egrisi i¢in
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k
= z i€ 1@

i=1

olacagindan bu esitligin her iki tarafina A y1 uygularsak ;

k
Aa =4 z A ,m) s

k p—
(3.4.1.13) AT =D &6, 17,0000
i=1
ifadesi elde edilir.
a=dad+C (@=4"@-0) |
0= AT + AT +¢ ,

Gg=A4(a-C)+Aa +C

ag=Ba-C)+C+4a , B@-C)+C=le,
a=Jde+Aa
Aa =d - e , Ae=0 ,

(3.4.1.14) Aa =a

(3.4.1.13) ile (3.4.1.14) 1 birlestirirsek
k p—

(3.4.1.15) a=Y &e 1,00,
i=1

bulunur. Ote yandan @ dayanak egrisi igin

k

d = Zéei +,7m+1ak+m+l

i=1

oldugundan bu son ifade ile (3.4.1.16) ifadesi karsilastirilirsa

(3.4.1.16) & =¢ , 1<i<k
A\~
(3.4.1.17) 71| = 7]
bulunur.

I_Dl- = ,7n1+1

X
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ifadesinde (3.4.1.17) i yerine koyarsak
‘1_’,-‘:|P,-| . 1<ism

bulunur.

Tamim 3.4.1.6.
Bir @ genellestirilmis regle ylizeyinin asli dagilma parametreleri B,..., P,

olmak tuzere

ifadesine ® nin dagilma parametresi denir,[7].

Teorem 3.4.1.2

E" nin bir k-mertebeden helisel hareketine istirak eden ® ve® hareketli ve

sabit aksoid ylizeylerinin dagilma parametreleri aynidir.

Tanim 3.4.1.7.

m <i<k i¢in verilen
k
e = Za’ije ;
=
ifadesindeki katsayilar igin
a, =0

ise ® nin Q merkez (veya sirt) regle yiizeyi silindiriktir denir.

Teorem 3.4.1.3.
E" nin bir k-mertebeden helisel hareketine istirak eden ® ve® hareketli ve
sabit aksoid yiizeylerinin merkez (veya sirt) regle yiizeyleri Q ve Q olmak iizere , Q

silindiriktir ancak ve ancak Q silindiriktir.
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Ispat:
k
é.ZZO'U.ej , m<i<k

ifadesinden yararlanarak
1<k ,m<i<k
bulunur ve buradan da ispat tamamlanabilir.

k-mertebeden kapali helisel hareketlere istirak eden aksoid yiizey ciftlerinin
acilim uzunlugu ve acilim agisi i¢in (3.4.1.1) ile verilen k-mertebeden helisel hareketi
g6z Online alalim. Bu hareket i¢in
(3.4.1.18) A(t+p)=A(t) , C(t+p)=C()
ise harekete kapalidir denir. Hareketin kapali olmasi1 herhangi bir & kapali egrisi i¢in
a = Aa +C resim egrisinin kapali olmasi demektir. Dolayisiyla bu durumda,bu egrileri
dayanak egrisi kabul eden hareketli ve sabit aksoid yiizeyleri kapali olurlar. Simdi bu

yiizey ¢iftleri i¢in i-yinci agilim uzunluklari ile su teoremi verelim.

Teorem 3.4.1.4
X =AX +C ile verilen k-mertebeden helisel hareketine istirak eden ® ve ®

hareketli ve sabit aksoid yiizeylerinin i-yinci a¢ilim uzunluklar1 aynmidir.
Ispat:
@ hareketli aksoid yiizeyinin@ dayanak egrisi i¢in
k —_—
67 = Z{EI +I7m+1c_lk+m+1
i=1
olmak iizere ® nin i-yinci agilim uzunlugu
p— p [r—
L=-[&®dt , 1<i<sm=k (p,peryot)
0
dir. Benzer diisiince ile ® sabit aksoid ylizeyinin i-yinci a¢ilim uzunlugu
P
L=-[&wd , 1<is<m
0

olacaktir. Teo.3.4.1.1 nin ispatin1 yaparken

& =¢ , 1<ism
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bulmustuk. Buradan
(3.4.1.19) L =L , I<ism=k
yazilir.
@ [0 E" kapali hareketli yiizeyine ait T(?) tegetsel demetinin boyutu

k+m+1 olmak iizere n=k+m+1 olsun. Bu durumda (I1.1.20) ifadesi

(3.4.1.20) Tpos ==, W,y
i=1

olacaktir.

Teorem 3.4.1.5
k-mertebeden kapali helisel hareketlere istirak eden @ ve ®, hareketli ve
sabit aksoid yiizeylerinin i-yinci a¢ilim agilari Ai ve A, olmak iizere bu agilar arasindaki

baginti

(3.4.1.21) A=+

3 |
O'—-”u

<Aak+l,Aak+m+l>, I1<i<m

dir.

Ispat:
ak+m+l = Aak+m+l
ak+m+1 = Aak+m+1 + Aak+m+1

@ ye ait (3.4.1.20) ifadesini ve ® ye ait benzer ifadeyi kullanarak ;

m m
—Zwl.ak+i =Aa,,,. +A( Zwa
i=1

i=1

- z Wiy = ATy = Z wAdy,;

i=1

m . m
- Zwiakﬂ' = Aay,n ~ Zwiakﬂ'
i=1

i=1

bulunur. Son esitligin her iki yanim «a,,, ile ¢arpalim:

-w, =-w, +<ak+i,Aak+m+l> , 1<sism ,
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(3.4.1.22) ~w, = =W, +( A8y, ATy) . 1SiSm

(3.4.1.22) de her iki tarafin 0 dan p ye kadar integralini alirsak (3.4.1.21) iin ispat1

tamamlanmis olur.

k
a= zqzt‘ei +,7m+1ak+m+1

i=1

- =(% H)[d—Zée,} ,
Bay . = (%7 )[Bd‘zk:fﬁei} )

i=1

(@huis Batan) = ){<Bc‘r, Qi) = 5<§i a>] ,
(@hess Baop) = WB @)
<ak+i,Bak+m+l>=(%7m+1)<AA_1AC7,c_zk+i>, AT =a
(@ass Bty o) = (%7m+l JAa, 4a,..)

(1Bl ) = j(% )47 Ad,a,.,)

Eger n,., = c (sabit) ise (3.4.1.23) esitliginin sag tarafi, a,,, vektoriiniin,

(3.4.1.23)

S —y

tiirevi A" A@ olan bir egri boyunca ¢izdigi regle yiizeyin agilim uzunlugunun ¢’
katidir. Sol taraf ise (3.4.1.21) ifadesinin sag yamindaki terime esittir. Boylece @ ve ®

nin i-yinci a¢ilim agilar1 arasinda degisik bir ifade elde edilir.

Tamm 3.4.1.8.
® ye ait 2-boyutlu ®,, 1<i<m =k, asliregle ylizeylerinin acilim

uzunluklar1 L, olmak iizere

L=x/|L..L,|

ifadesine ® nin agilim uzunlugu denir.



36

Sonuc¢ 3.4.1.1.

@ ve®, hareketli ve sabit aksoid yiizeylerinin agilim uzunluklar1 esittir.

Tamm 3.4.1.9.
® ye ait 2-boyutlu ®,, 1<i<m =k, asli regle yilizeylerinin a¢ilim agilar1 A,

olmak tlizere

A=4f]AA,]

ifadesine @ nin acilim agis1 denir.
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3.4.2 Homotetik Hareketlere istirak Eden Genellestirilmis Regle Yiizey Ciftleri

E" de bir homotetik hareket

X=F(X)=hAX+C , h=hl, ,A050(n) ,COIR!

olmak tizere hA=S icin
X=SX+C
X=SX+SX+C, X=0, X =S"(X-C)

ve SS™' = H alirsak
X=HX-C)+C ,H=H()=H,

bulunur.

Her ¢+ U/ icin det H, # 0 oldugundan daima bir tek pol noktas: vardir. Bu

nokta E hareketli uzayinda é ve E sabit uzayinda Qile gésterilirse,é ve Q sirast ile
hareketli ve sabit uzaylarda & ve @ hareketli ve sabit pol egrilerini ¢izerler. O halde

Ut U1 i¢in boyle pol egrileri daima vardir. Bu egriler pol noktalar: {izerinde kayarak
yuvarlanirlar,[13].

Pol noktalarinda bu egrilerin hizlar1 sifir olacagindan

SX+C=0
(3.4.2.1) a=-S"'C
(3.4.2.2) a=8Sa+C

olur. (3.4.2.1) ifadesi hareketli pol egrisinin, (3.4.2.2) ifadesi de sabit pol egrisinin
ifadeleridir.

Simdi her &' (¢) noktasina baglanmls{él ®),-...e, (t)} ortonormal vektor alan

sistemini géz Oniine alalim.

Tanim 3.4.2.1

X = SX +C homotetik hareketi esnasinda olusan& egrisi boyunca

{E] yeees Ek} sistemi E hareketli uzayinda bir (k+1)-boyutlu genellestirilmis regle yiizey
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meydana getirir. Bu ylizeye hareketin (k+1)-boyutlu hareketli genellestirilmis regle

yiizeyi denir,[1].Bu yiizeyi ® ile gosterirsek @ icin bir parametrizasyon

o k
(3.4.2.3) (L, 1y, 10,) = O + Y ,e(t)
i=1
olur.
(3.4.2.4) Se(=&() , 1<i<k
diyerek
(3.4.2.5) {e,0).....e, )}

ortogonal sistemini @ pol egrisinin a(t) = Sa(¢) + C(¢) noktasina baglayalim.

Tanim 3.4.2.2

Bu homotetik hareket altmda,{e1 - Ek} sistemi, @ resim egrisini dayanak

egrisi kabul ederek E sabit uzayinda bir ylizey meydana getirir. Bu regle yiizeye
hareketin (k+1)-boyutlu Sabit Genellestirilmis Regle Yiizeyi denir,[1].

Teorem 3.4.2.1
X = SX +C homotetik hareketi boyunca olusan ® ve® hareketli ve sabit

genellestirilmis regle ylizeyleri,dayanak egrileri boyunca birbirleri iizerinde kayarak

yuvarlanir.

Ispat:
® ved nin dayanak egrileri arasindaki (3.4.2.2) bagntisim kullanarak
ag=8Sa+C+Sa
(3.4.2.6) ad=Sa  (pol noktalarmda S@ +C =0) |,
da=8da |,
|dal=|sda]
|da|= Al 4da] .

(3.4.2.7) [aal = [|rlaa
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bulunur. Buda ® ve® nin hareket boyunca birbirleri iizerinde kayarak yuvarlandigimi

gosterir.

Tamm 3.4.2.3
® ved genellestirilmis regle yiizeylerin birbirleri iizerinde kaymali

yuvarlanmasini saglayan X = SX + C hareketine £ nin k. mertebeden homotetik

hareketi denir.
F:E" - E"
X - FX)=SX+C
F T (E")->T.(E")

e - F.()=S=¢ ,l1<i<k

l

Dolayisiyla
(3.4.2.8) (e.6,)=15, , 1<i,j<k

olur. O halde {51 ,...,Ek} ortogonal sistemini

£,
3.4.2.9) e, = 7’ , 1<i<k
alarak ortonormallestirebiliriz. Yani ® ye ait £, (¢) dogrultman uzayinin bir tabii

tasiyici bazi olarak {el,...ek} ortonormal sistemini alabiliriz. Dolayisiyla ® igin bir

parametrizasyon

k
(3.4.2.10) (1, yseentty) = A0+ Y e, (1)
i=1

olur. Burada {el,...,ek} , E, (¢) nin tabii tastyict bazidir.

® nin asimptotik demetinin {El,...,Ek,c_zk+1,...,c_zk+m} ortonormal bazi ve ® nin

A(t) asimptotik demetine ait ortonormal baz {e1 yeees €y Ay 5ees k+m} olarak alinirsa

(3.4.2.11) Sa,,, = ha,, , 1<i<m
elde edilir,[1].
@ nin T(¢) tegetsel demetinin boyutunun (k+m+1) olmasi halinde 7 (¢) nin

bir ortonormal {El,...ék,5k+1,...,Ek+m+1} bazi igin @ nin 7'(¢) tegetsel demetine ait bir
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ortonormal baz {e1 yeely s Ay yy5ener k+m+1} olsun. Burada

(3.4.2.12) Sa

ket = N
bagintis1 gecerlidir,[1].
@ ve ® merkez regle yiizeyli ise bunlarin {c_zk+m+2,..., c_zn} ve {ak+m+2,..., an}

tamamlayici ortonormal bazlar1 arasinda

Sa,

k+m+A = hak+m+/l

bagintis1 vardir.

Teorem 3.4.2.2
E" nin bir k.mertebeden homotetik hareketine istirak eden ® ve ®
genellestirilmis regle yiizeylerine ait asli ¢atilar1 olusturan vektorleri arasindaki baginti
Ae, =e, , 1<i<k

dir,[1].

Teorem 3.4.2.3

X = SX +C homotetik hareketine istirak eden ® ve® genellestirilmis

regle yiizeyleri verilsin. ® ve® nin asli catilarini olusturan vektorlerin tiirevlerine ait

.M}

Qe tKa, ,
1

~,
1l

¢

e, +Ka,,

~,
LR

.M»

esitliklerindeki katsayilar arasinda asagidaki bagintilar vardir:

(3.4.2.13)

3.4.2.149) K =K, ’ l<is<m
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Ispat
E =he, |,
£ =he, +he, |
fl k
E=|— |6 +h Zaijej tKa.,, | ,
h =
}% k
£ P £+ ayhe, +Kha,, ,1<ism ,
J=1
h k
(3.4.2.15) & = |t EXY 0,6 +K A,
%]
& =Se, :
& =Se +Se.
. k
£ =88"e +S| > ae +Ka,., | , ¢=S8"¢
Jj=1
. k
£ =88 +) a,Sej+KSa,,,
j=1
. k
gi:SS_lgi'l_Z(Tijgj-'-/?iﬂkﬁ , 1<is<m
J=1
X k
(3.4.2.16) &= (SS—1 +a; )fi +ZC_Y!/£_/ + K Api
J#i

(3.4.2.15) ve (3.4.2.16) ifadeleri karsilastirilirsa (3.4.2.13) ve (3.4.2.14) esitliklerinin

varlig1 gortliir.

Teorem 3.4.2.4

X = SX +C homotetik hareketine istirak eden ® ve® genellestirilmis

regle ylizeylerinin dayanak egrileri & ve a olmak iizere

k
a = zgiei +/7m+1ak+m+l >
i=1

k
d = zgtiei +,7m+1ak+m+l

i=1
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ifadelerindeki katsayilar arasinda su bagintilar vardir:

(3.4.2.17) W =& , 1<ism
(3.4.2.18) A7t = 1,01
Ispat:

k
Sa S Z _m+lc_lk+m+l) 4
i=1

k p—
(3.4.2.19) a = h&e, +hi,

Ote yandan ¢ nin hipotezdeki degeri dikkate alinirsa (3.4.2.17) ve (3.4.2.18) bagntilar:
elde edilir.

Teorem 3.4.2.5
X = SX +C homotetik hareketine istirak eden ® ve® genellestirilmis regle

ylizeylerinin i-yinci asli dagilma parametreleri arasinda
(3.4.2.20) p|=|W|B] . 1sism

bagintis1 vardir.

Ispat:

® nin i-yinci dagilma parametresi P, = ( 1’?1) oldugundan her iki tarafin

1

mutlak degeri alinip (3.4.2.14) ve (3.4.2.18) ifadeleri dikkate alinirsa (3.4.2.20) esitligi

ispat edilmis olur.
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Teorem 3.4.2.6
@ ved nin dagilma parametreleri arasinda
(3.4.2.21) P =P

bagintis1 vardir.

Ispat:
® nin dagilma parametresi P = 4’1/|P1 ...P,|  seklinde taniml1 oldugundan

(3.4.2.20) esitligi dikkate alinarak (3.4.2.21) bagintisi ispat edilir .

Teorem 3.4.2.7
Teorem.3.4.2.3 de verilen (3.4.2.13) bagintilar1 1<i<m , m<i<k ,igin

de dogrudur.

Ispat:

m <i <k i¢in verilen

bagintilart kullanilarak Teorem 3.4.2.6 nin ispat metodu ile ispat tamamlanir. O halde

§s™ ta, :(ﬁj+aii s 1=
h m<i<k

(3.4.2.22)

a,=a; l<sj<k ,i%]

olacagindan [Ji,j (m<i<k ,<j<k) i¢in a; =@, dir diyemeyiz. Dolayisiyla )
ve @ nin merkez (veya sirt )regle yiizeyleri ortak silindirik 6zelliklere sahip olamazlar.
Yani birisi silindirik ise digeri silindirik olmayabilir.

X = SX +C homotetik hareketinin kapali olmas1,&@ ve @ hareketli ve
sabit pol egrilerinin kapali olmas1 demektir. Dolayisiyla bu durumda ® ve ®

genellestirilmis regle yiizeyleri kapali olurlar. Simdi ® ve® nin basit kapali olmalar
ve m=k olmas1 halinde tanimli olan i-yinci a¢ilim uzunluklar1 arasindaki bagintiy1 bir

teoremle verelim.
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Teorem 3.4.2.8
X = SX +C kapali homotetik hareketine istirak eden ® ve® hareketli ve

sabit genellestirilmis regle ylizeylerine ait i-yinci agilim uzunluklari
. p P
(3.4.2.23) L = -Jé(t)dt L= —fé(t)dt ,1sism=k
0 0

olmak tizere
dL, =hdL, , 1<i<m=k.
Ispat:
(3.4.2.23) esitliklerinde diferansiyel alinarak
dL, =-&dt , dL, =-¢.dt

bulunur. Bu esitliklerle (3.4.2.17) bagintisi birlestirilirse

dL =-h&dt

dL, = h(-&dt)
(3.4.2.24) dL, =hdL, I<ism=k
bulunur.
Teorem 3.4.2.9

k-mertebeden kapali helisel harekete istirak eden ® ve® hareketli ve sabit
genellestirilmis regle yiizeylerinin i-yinci agilim agilar1 A, ve A. olmak iizere bu acilar

arasindaki baginti
—_— p .
(3.4.2.25) A=A+ [(Aay,, Ady,,,) L 1<ism,
0

Ispat:

k+m+1 = Sak+m+1 ve Ak+m+1 = hak+m+1 Oldugundan

s = Ay
bulunur. Buradan t ye gére tiirev alarak ® ye ait (3.4.1.22) ifadesini ve ® ye ait benzer
ifadeyi kullanarak
~w, = =W, +( A8y, Abyy) o 1SS

1

elde edilir ve buradan da 0 dan p ye kadar integral alinarak (3.4.2.25) bagintisi ispat

edilir.
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3.43 E" de k. Mertebeden Simetrik Helisel Hareketlere istirak Eden Aksoid Yiizey
Ciftleri

Bu bolimde E " deki k.mertebeden helisel hareketlerden yararlanarak k. mertebeden

simetrik helisel hareketler tanimlanacaktir.

Tanim 3.4.3.1.

E " de k.mertebeden helisel hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen hareketli ve
sabit aksoidler @ ve @ olsun. ® ve @ nin dogrultman uzaylar sirasiyla E, (t)=Spfg,.....&, }
ve E, (t)=Spfe,....e,} olmak iizere,bu ortonormal sistemler,helisel hareketler altinda
birbirlerine
(3.4.3.1) Ag =-¢, , 1<i<k

ifadesi ile karsilik geliyorsa bu helisel harekete E" de k.mertebeden simetrik helisel

hareket adi verilir.

Teorem 3.4.3.1.
k.mertebeden simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen D ved

aksoid yiizeyleri, dayanak egrileri boyunca birbirleri {izerinde kaymaksizin yuvarlanirlar.

Ispat:
®ved nin dayanak egrileri pol egrileri olarak secilirse,bu egriler hareket altinda

birbirlerine @ = Aa +C seklinde karsilik gelirler. Burada egrilerin parametrelerine gore tiirev
alinirsa
a=Aa+Az +C
bulunur. Pol noktalarinda Aa +C =0 oldugundan
(3.4.3.2) a=Aa

elde edilir. @ V& & nin yay uzunluklarisirasiyla,S ve S ile gosterilirse

5= e .
5= [ |Ad] .
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S =|a] dt (AeO(n))

S=S
dir.

Teorem 3.4.3.2.

k.mertebeden simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen D ved
aksoid yiizeylerinin dogrultman uzaylari E, (t)=Spfe,....e,} ve E (t)=Spfe,.....e,} olmak
uzere
(3.4.3.3) Ag =—¢ , 1<i<k
dir.

Ispat:
{el,ez,...,ek} sistemini B nin ¢ekirdegini gerecek sekilde se¢mistik. (3.4.3.1)

bagintisindan tiirev alirsak

A€, + A8, =6, (8=-A¢),
~ A7 Ag, + A =—¢, (B=AAT),
—Be, + Ag, =—6, (Be, =0),
Ag =—¢, , 1<i<k
bulunur.
Sonuc¢ 3.4.3.1.

k.mertebeden simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen Dved
aksoid yiizeylerinin dogrultman uzaylari olan E, (t)=Sp{g,,...&,} ve E, ()= Sp{el,...,ek} ye
gore asimptotik demetleri sirasiyla, A(t) = Sp{él,...,ék,él,...,ék} ve A)=Sp{e,,..8, 6.6, |
olmak {izere,bu uzaylarm vektorleri birbirlerine
1<i<k
bagintilar ile karsilik gelirler.

A(t) ve A(t) asimptotik demetlerinin boyutunun k+m ,0<m<k ,olmasindan dolay1

bu demetlerde €,,...8, ve §€,,.,6 vektorlerinin lineer bagimsiz olan m-tanesi alinirsa

A(t) asimptotik demetinin bir bazi
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(3.4.3.49) €08 B i | , 0<m<k
olur. Benzer diisiince ile A(t) asimptotik demetinin bir baz1 da
(3.4.3.5) TS - , 0<m<k
seklindedir.

A(t) ve A(t) asimptotik demetlerinin {§,,...6 8,18 Ve (€108 Chrrnim)
bazlarinda ilk k tane vektorden olusan {g,....&, } ve {e,.....e, | sistemleri ortogonal oldugundan

A(t) ve A(t) nin ortogonal bazlari,sirasiyla,

(3.4.3.6) €0nsBs Vit Vo )
ve
(3.4.3.7) {8118 Viewrsoos Vieem |

olarak alinabilir. Bu ortogonal bazlarin simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine nasil

karsilik geldigini asagidaki teorem ile verelim.

Teorem 3.4.3.3.

k.mertebeden simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen D ve d
aksoid yiizeylerinin dogrultman uzaylari olan E, (t) ve E, (t) ye gore asimptotik
demetlerinin  ortogonal bazlar1 sirasiyla, {él,...,ék,7k+1,...,)7k+m} ve {el,...,ek,yk+1,...,yk+m}
olmak iizere
(3.4.3.8) AViii = Yisij , I1<j<m
dir.

Ispat:
@ nin asimptotik demeti olan A(t) nin (II1.3.5) ile verilen bazina ortogonallestirme

metodu uygulanarak elde edilen {y,,....¥,,Yy.;»Yi,n) SiSteminin vektdrleri
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=6,
<y]7e2>
Y, =— y, +¢€ 5
7
,e ,e
y3:_<yl 23>y1_<y2 23>y2+e3 >
v |21

Ye = kzl:<yj,e;> Yi+&
= )
yk+1 :_Zk:<yj,ek2+1> y] +ék+1
> o)
Yie2 :_§<yj,ek2+2> i T8
=y

k+m-1 <yJ , ék+m>
2
=yl

Yiim =~ yj +ék+m

seklinde hesaplanir.

Simetrik helisel hareketlerde, tanim geregince, Ag =—¢

1<i<k,oldugundan i= j

i >

icin <ei,ej>=0 dir. Ayrica Teo.3.4.32. den A€ =-¢ , 1<i<k, dir. Bu neticeler

yukaridaki formiillerde kullanilirsa

yi:ei . lgigk

bulunur ve buradan da




bagintist  bulunur. Burada parantez igindeki ifade {él,...,ék,€k+1,...,ék+m} bazinin
ortogonallestirilmesi esnasinda elde edilen y, ., vektoridiir. O halde y,,, vektorleri arasinda

A yk+l = Yiu

bagintisi vardir. Buna gore v, ,,...,Y,., vektorlerii¢inde benzer uygulamayla

A yk+2 == yk+2

A yk+m = Yiem

bagmtilart bulunur. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

Sonug 3.4.3.2.
k.mertebeden simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen D ve d
aksoid yiizeylerinin A(t) ve A(t) asimptotik demetlerinin ortogonal bazlar1 birbirlerine
Ag=—e , I<i<k
ve
AV i= Y > 1<j<m
bagintilar ile karsilik gelirler.
k.mertebeden simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen Dved
aksoid yiizeylerinin A(t) ve A(t) asimptotik demetlerinin ortogonal bazlari,sirastyla, (IV.3.6)
ve (IV.3.7) bagmtilar ile verilmis olsun. Bu bazlari ortonormallestirebiliriz. {e1 yeers ek}

sistemi ortonormal oldugundan

(3.4.3.9) B, =t a, =2 q<j<m

> Pk+j —
Y |

alinirsa @ Nin Z\(t) asimptotik demeti i¢in
(3.4.3.10) TN W W

ortonormal bazi ve ® nin A(t) asimptotik demeti i¢inde
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(3.4.3.11) O W W

ortonormal bazi bulunur.

Teorem 3.4.3.4.
k.mertebeden simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen Dved
aksoid yiizeylerinin A(t) ve A(t) asimptotik demetlerinin ortonormal bazlari, sirasiyla,
B8 psnB | VE {81003 €05 80, 08y, | Olmak iizere bazlar birbirlerine
Ag=-e 1<i<Kk

(3.4.3.12) A3, =-a,; , I<j<m

seklinde karsilik gelirler.

Ispat:
(3.4.3.1) bagintisindan dolayr  Ag=-e , 1<i<k dir.Diger taraftan (3.4.3.9)
bagintisindaki
By =
[

ifadeleriyle Sonu¢ 3.4.3.2. gbzoniine alinirsa

- Ayk+j

ak+j:H—"\—yk+j 1<i<k

bulunur. Ayrica (3.4.3.9) bagmtisindaki a,,; nin degeri dikkate alinirsa

a,, = o) , 1<i<k,
=2
a.;=—-Aq,, I<j<m ,
buradan da
Ag.;=-a,; I<j<m
bulunur.

k.mertebeden simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen Dved

aksoid yiizeylerinin T(t) ve T(t) tegetsel demetleri sirasiyla, T (t) = Sp{él,...,ék,el,...,em,§ } ve
T(t)=Sp{e,,....6.€,.....6,,a} dir. Burada boyT (t) (=boyT(t)) =k+m ise T(t) ve T(t) nin

bazlar1 {él,...,§k,€k+1,...,€k+m} ve {8,....8, .8, ».n8,., | Olur. Bunlar aymi zamandaA(t) ve A(t)
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asimptotik demetlerinin  bazlar1 olduklarindan A(t) ve At) nin, sirasiyla, (3.4.3.10) ve
(3.4.3.11) ortonormal bazlariT(t) ve T (t) i¢in de bir ortonormal bazlardir.

Kabul edelim ki boy T (t)(=boyT(t))=k +m+1 olsun.O zaman T(t) ve T (t) nin

(3.4.3-13) {ép---aéka yk+]7"'7 yk+m9 yk+m+1}
Ve
(3.4.3.14) {el’---aeka yk+1"“> yk+m’ yk+m+1}

seklinde ortogonal bazlar1 elde edilir.

Teorem 3.4.3.5.
k.mertebeden simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen Dved
aksoid yiizeylerinin T(t)veT(t) tegetsel demetleri igin, boyT (t)(=boyT(t))=k+m+1 ise
T(t) ve T (t) nin ortogonal bazlar1 birbirlerine
AE =—e 1<i<k,

AV =Yy » 1]<m,

(3.4.3.15) AY it = Yiceme

seklinde karsilik gelirler.

Ispat:

@ nin T(t) tegtsel demetinin {el,...,ek,él,...,ék,d} bazinin ortogonallestirilmis sekli
Visr Yir Vit soos Yioms Yiama | Olsun.  Bu  taktirde i#j igin <ei,ej>=0 oldugundan

ortogonallestirme metodundan

yi: ei . 1 S I S k
elde edilir ve bdylece T(t) nin ortogonal bazi {&,,....6,, Y, 1»» Yium» Yieme | OlUT.Ayrica yine

ortogonallestirme metodu ile

Yicema :_Z<yi’d> Yi — Z

2
' "yi " = ||yk+j

2 k+]

k n <yk+j9d>
=1

dir. Burada (3.4.3.1) , (3.4.3.8) ve Sonug 3.4.3.2. kullanilacak olursa



Yiema = A(_i <§I_,a:> € — i<y_k+”02(> yk+] +E)
=l ”el " = ||yk+1
bulunur. Burada
_i>; u y 4 & _ .
yk+m+1:_zk:<y_ 02[>7,— z<_kj 2>yk+j+a
= |9l =

oldugundan
Ayk+m+1 = yk+m+l

bulunur. O halde T(t) ve T(t) tegetsel demetlerinin ortogonal baz vektorleri birbirlerine
A =—e 1<i<k ,

AV =Yeej > LIsjsm
Ayk+m+1 = Yiimu
seklinde doniisiirler. T(t) ve T (t) tegetsel demetlerinin sirastyla {€,,..., 8, 8., 5By oms Aot |

VE {8,845 8,1 2er B> Ay | OTtonormal bazlar elde edilir.

Teorem 3.4.3.6.
k.mertebeden simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen D ved
aksoid yiizeylerinin T(t)veT(t) tegetsel demetlerinin ortonormal bazlari,sirasiyla
1B B B> Bamst | VE {81508 » By sy oo By um» oy | OlMak fizere bu ortonormal baz
vektorleri birbirlerine
Ag =—¢, ,
Ag,, ;=-a,; , 1<j<m,
A8, i = By

bagmtilari ile karsilik gelirler.

Ispat:
(€080 B 0B Bamit ] V€ {€15eeerBir By seensByums By | SiStemleri,  sirastyla,

A(t) ve A(t) nin ortonormal bazlar1 olduklarindan Teo.3.4.3.4 geregince



Ag =—e, 1<i<k,
Ag, ;=-a,; , l<]<m
ve
_ yk+m+l
k+m+1
||yk+m+l||

formiiliinde (3.4.3.15) esitligi kullanilarak

ak = A( 7k+m+l )
o ||yk+m+l "

elde edilir. Burada parantez i¢indeki ifade a,,,,,, vektoriidiir. O halde
Aak+m+1 = ak+m+1
elde edilir. Bu ise teoremin ispatin1 tamamlar.

k.mertebeden simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen D ve d

aksoid yiizeylerinin T(t) ve T(t) tegetsel demetlerine ait bazlar kullanilarak E" de
0B By By Aoy 5oy VE 481500805 By oers B s Auper -8, | OTtonormal  bazlari

bulunur ve bu sekilde elde edilen {a,,,3,} V€ {&.y.,-»a,) ortonormal bazlarma

@ ve O nin, sirastyla, tamamlayici bazlari denir. Eger @ ve ® merkez regle yiizeyli iseler

tamamlayici bazlar {asz,...,a } ve {ak+m+2,...,an} seklinde olur.
k.mertebeden simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen Dved
aksoid yiizeylerinin tamamlayici bazlarinin birbirlerine nasil karsilik geldigini gosterebiliriz.
Kabul edelim ki @ ve ® merkez regle ylizeyli olsunlar. O zaman tamamlayici
ortonormal bazlar {@,,,.,,..a,} Ve {&,p...»8,} dir. Bu baz vektdrlerine simetrik helisel
hareketler altinda karsilik gelen vektorler Yy, » 2<A4<n-k—-m, ile gosterilirse

(3.4.3.16) Aayrs =Yems - 2<A<n—k-m

yazilabilir ve {yk+m+2,...,yn} sistemi @ ye karsilik gelen @ aksoid yiizeyi igin tamamlayict
ortogonal bir bazdir.Bu baz ortonormallestirilirse

_ yk+m+l

k+m+4 T
||yk+m+l "

olmak iizere @ igin {a,,,.,a,} tamamlayict ortonormal baz elde edilir. (3.4.3.16)

bagintisindan, Ad,, .., =Y., konumu yapilirsa
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a,
_ kK+m+4
Aimes = A(——)
” k+m+2 "

bulunur. |&,,,,,|=1 oldugundan Aa,, ., =a,,,., , 2<A<n-k-m elde edilir.

Sonugc 3.4.3.3.

k.mertebeden simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen D ve d

aksoid yiizeyleri merkez regle ylizeyli olsun. ® ve @ nin tamamlayict ortonormal bazlari
{E,Hmﬂ,...,ﬁ } ve {akﬂm,...,an} olmak iizere buradaki baz vektorleri arasinda
Al =8m, - 25A<n-k-m

bagintisi vardir.

Sonuc 3.4.3.4.

k.mertebeden simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen D ve d
aksoid yiizeylerinin T(t)veT(t) tegetsel demetlerinin ortonormal bazlari, sirasiyla,
0B BB Bt ooy | Ve {81300 €05 By oer s Aer» 8, | Olmak  fizere bu
ortonormal baz vektorleri birbirlerine

Ae =—e

1 1 b - - 3

Ag,;=-a,; , 1<j<m

Agk+m+/1 = A imes > I<A<n-k-m

bagintilari ile doniistiigiinden k.mertebeden simetrik helisel hareket E" de (n-k-m)-boyutlu

Sp{a,,p.p»-na,} alt uzayina gore bir yansimadir.
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3.4.4 k. Mertebeden Simetrik Helisel Hareketler Altinda Aksoid Ciftlerinin Dagilma

Parametreleri, A¢cilim Uzunluklar: Ve Ac¢cilim Ac¢ilar:

Teorem 3.4.4.1.

k. mertebeden simetrik helisel hareketlere istirak eden aksoid yiizeyleri

@ ve ® bunlarin dayanak egrileri @ ve « olmak lizere

K K
C_Z(t) = Zgl éi + 77m+1§k+m+1 > Ol(t) = Zgiei + M a‘k+m+1
i=1 i=1
ifadelerindeki katsayilar arasinda

(3.4.4.1) E=—& ., m.=n. . l<i<k

bagintilar vardir.

Ispat:

k —_—
a(t) = Z§| éi + nm+lgk+m+1

i=1

ifadesinin A altindaki goriintiisiine bakarsak

k —_—
Aﬁ(t) = Zéﬁ Aé| + ﬁm+1Agk+m+1 >
i=1

Aa(t)=

k
i=

é?i (_ei ) + ﬁmﬂ A§k+m+1 H

1

k = —
Aa(t)= Z_ Cfi € + Mt Qi
i=1

elde edilir. Azr(t) = ¢ oldugu goz oniine alinirsa ve bu son ifaded nin hipotezdeki degeri ile
karsilastirilirsa
é_i:_gi 5 ﬁm+l=77m+1 ) 1<i<k

bulunur.

Teorem 3.4.4.2.

k. mertebeden simetrik helisel hareketlere istirak eden @ ve ® aksoid ylizeylerine ait

Ve
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m n—k-m
Qi = K€ +ZTijak+j + 0, T Zj/i/lak+m+/1 , l<i<sm
j=1 2=2
tiirev vektorlerinin katsayilari arasinda
3.4.4.2) K=K , O=0, , V,==Vii - 15ism,2<i1<n-k-m
bagmtilart vardir.
Ispat:
. m n—k-m
A, = K€ +zrijak+j + @ g t Zyi&ak+m+& , I<i=sm
j=1 A=2

vektoriiniin hareketin A Jacobian doniisiimii altindaki resmine bakarsak

7MA§k+m+A H ISISm b

n—k-m

A§k+i = _Ei Aél + Zz_-u A§k+j + a_llAgk+m+l +
=

A=2
. m n—k-m
(3.4.4.3) Al ==K — D Tid; + B8 + D70 mes , 1<i<m
j=1 A=2

elde edilir.

A§k+i =
ifadesinde tiirev alarak

. A = = — -1

Qi = _Aak+i - Aak+i (ak+i =-A ak+i) >

Qi = _AAilak+i - Aék+i (AA?1 =B) ’
(3.4.4.9) Aa ., =Ba, -4,

bulunur. (II1.4.4) denkleminde @,,; degeri yerine yazilirsa

m n—k-m
A3, = K€ _zz_ij Aij Oy T Zﬂ/uammm + Bak+j , I<i<m
=1 i=2

elde edilir. Bu son denklem ile (3.4.4.3) denklemi karsilastirildiginda
K.

I:K‘.

i

o =0, , V,="7, » 1<i<m,2<i<n-k-m

sonucuna ulagilir.

Teorem 3.4.4.3.

k. mertebeden simetrik helisel hareketlere istirak eden @ ve ® aksoid ylizeylerine ait

n—-k-m

m
A imen =_Za)j ak+j - Zﬂiammﬁ-ﬂ
i1 i=2
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ve

n—k-m

m
Aimir = _Za)j ak+j - ZﬂﬂakerJrl
i=1 =2

tiirev denklemlerinin katsayilar1 arasinda

(3.4.4.5) B.=p, o=0 ,1<i<m,2<i<n-Kk-m

bagntilar1 vardir.

Ispat:

n—k—-m

m
Aimet = _za)j ak+j - Zﬂlak+m+ﬂ
i=1 =2

esitliginin A Jacobian matrisi altinda resmine bakarsak

n—k—m

m
Aak+m+1 = _z a)j AEk+j - Zﬂ/l Aak+m+/1
il )

ve
Ag,, ;=-a,; , 1<j<m
oldugundan
m n—k-m
(3.4.4.6) Aak+m+1 = _Zaj ak+j - Zﬂﬂak+m+l
j=1 2=2
elde edilir.

Agk+m+1 = Qima

esitliginde tiirev alirsak
A§k+m+1 + A§k+m+l =8y
Aa;k+m+1 = _A§k+m+1 + 8 >
Ay iy = Ailak+m+1

oldugundan
A§k+m+1 = _AA_lak+m+1 8y
A§k+m+1 =—Ba,, T & -

Bu denklemde de @,,,,, yerine yazilirsa

n—k-m

(3.4.4.7) Aa;k+m+1 = _Bak+m+l _za_)j ak+j - zgiammwl
A=2

j=1
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bulunur. (3.4.4.6) ve (3.4.4.7) denklemleri karsilastirildiginda

B,=B,, o=o 1<i<m, 2<i<n-k-m

elde edilir.

Teorem 3.4.4.4.
k. mertebeden simetrik helisel hareketlere istirak eden @ ve d aksoid ylizeylerinin 1.

dagilma parametreleri, sirastyla, P ve P olmak {izere bunlar arasinda

(3.4.4.8) P=P , 1<i<m

bagintis1 vardir.

Sonuc¢ 3.4.4.1.
k. mertebeden simetrik helisel hareketlere istirak eden ® ve ® aksoid ylizeylerinin
dagilma parametreleri, sirasiyla, P ve P olmak iizere bunlar arasinda

(3.4.4.9) P=pP

bagintisi vardir.

Teorem 3.4.4.5.
k. mertebeden simetrik helisel hareketlere istirak eden @ ve ® aksoid yiizeylerinin i.

acilim uzunluklari, sirastyla, L,

. ve L, olmak iizere bunlar arasinda

(3.4.4.10) o] =lu] . 1<i<m

esitligi vardir.

Teorem 3.4.4.5.
k. mertebeden simetrik helisel hareketlere istirak eden @ ve ® aksoid yiizeylerinin i.

agilim agilar,sirastyla 4, ve A, olmak iizere bunlar arasinda

(3.4.4.11) 2

esitligi vardir.
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Sonuc 3.4.4.2.

k. mertebeden simetrik helisel hareketlere istirak eden ® ve @ aksoid ylizeylerinin
acilim agilari, sirasiyla, A ve A olmak iizere bunlar arasinda
(3.4.4.11) m =14

bagintis1 vardir.
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3.4.5 E" de k. Mertebeden Simetrik Homotetik Hareketlere Istirak Eden Regle
Yiizey Ciftleri

Bu boélimde E" deki k.mertebeden homotetik hareketlerden yararlanarak k.

mertebeden simetrik homotetik hareketler tanimlanacaktir.

Tamm 3.4.5.1.

E " de k.mertebeden homotetik hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen hareketli
ve sabit aksoidler ® ve @ olsun. ® nin dogrultman uzay: E, (1)=Spfe,,...8 | ve
S =g , 1<i<k,olmak iizere, ® nin dogrultman uzay1 E, (t)= Sp{gl,...,gk} olsun.Bu
ortonormal sistemler, homotetik hareketler altinda birbirlerine

(3.4.5.1) Se =—¢ , (SSMe, =0 1<i<k

ifadesi ile karsilik geliyorsa bu homotetik harekete E " de k.mertebeden simetrik homotetik

hareket adi verilir,[18].
Calismamiz boyunca k. mertebeden simetrik homotetik hareketler i¢in h(t) homotetik

orani her t € | < IR igin pozitif kabul edecegiz.

Teorem 3.4.5.1.
k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen D ved

aksoid yiizeyleri dayanak egrileri boyunca,birbirleri lizerinde kayarak yuvarlanirlar,[18].

Ispat:
@O ve d nin dayanak egrileri pol egrileri olarak secilirse,bu egriler hareket altinda
birbirlerine & = S +C seklinde karsilik gelirler. Burada tiirev alinirsa
¢ =Sa+Sa +C
bulunur. Pol noktalarinda S& +C =0 oldugundan
(3.4.5.2) a=Sa

elde edilir. @ Ve @ nin yay uzunluklari,sirasiyla, S V€ S ile gosterilirse

s=[l] e
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5=l
dir. Buradan
ds=|e|dt ,
ds=|Sqjdt ,
ds=[hAgldt , S=hA , AeSO(),
ds=hla|dt
ds=hds

elde edilir. O halde @ ve @ birbirleri iizerinde kayarak yuvarlanirlar.

Teorem 3.4.5.2.

k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen D ve d
regle yiizeylerinin dogrultman uzaylart E, (t)=Spfe,....e,} ve E,(t)=Sp{s,.....& | olmak
uzere
(3.4.5.3) Se =—¢ , 1<i<k
dir,[18].

Ispat:

Simetrik homotetik hareket tanimi geregince ®ved nin dogrultman uzaylarinin
vektorleri birbirlerine

Se=—¢, , (SSMHe =0, 1<i<k
olacak sekilde doniisiirler. Bu bagintidan tiirev alarak
Se, + S, =— ¢,

ve &€=-S"'¢ oldugu gbz oniine almarak —SS'g +S&=—¢ bulunur. (SS)& =0
oldugundan

SE, =—¢,

, 1<i<k

elde edilir.

Sonug 3.4.5.1.
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k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen Dved
regle yiizeylerinin dogrultman uzaylari olan E, (t)=Spfe,,...& } ve E, (t)=Sple,....& } ye
gore asimptotik demetleri sirasiyla, A(t) = Sp{(?l,...,ék,él,...,ék} ve A(t) = Sp{gl,...,gk,él,...,s'k}
olmak tizere,bu uzaylarin vektorleri birbirlerine
Se =—¢ , Sg=-& 1<i<k

bagintilar ile karsilik gelirler.

A(t) ve A(t) asimptotik demetlerinin boyutunun k+m, 0<m<k , olmasindan dolay1
bu demetlerde €,,...,6, Ve €,..,6, vektorlerinin lineer bagimsiz olan m tanesi alinirsa
A(t) asimptotik demetinin bir bazi
(3.4.5.4) {0 BrnBin | , 0<m<k
olur. Benzer diisiince ile A(t) asimptotik demetinin bir baz1 da
(3.4.5.5) {610 € ErirresErnm | , 0<m<k
seklinde bulunur.

A(t) ve A(t) asimptotik demetlerinin {e‘1 e85 B ,...,€k+m} Ve {8, 1inEis €y brnm |
bazlarinda ilk k-tane vektdrden olusan {g.....8 } ve {g,,...,&, | sistemleri ortogonal oldugundan

A(t) ve A(t) nin ortogonal bazlari,sirastyla,

(3.4.5.6) {élr"aék H yk+1>"'a 7k+m}
veE
(3.4.5.7) {819---agk’ yk+1""’ yk+m}

olarak alinabilir. Bu ortogonal bazlarin simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine nasil

karsilik geldigini asagidaki teorem ile verelim.

Teorem 3.4.5.3.

k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen Dved
regle yiizeylerinin dogrultman uzaylari olan E, (t) ve E,(t) ye gdre asimptotik demetlerinin
ortogonal bazlari strasiyla, {€,,....6,, Ve, y»or Ve | V€ 161srEis Yissoons Vi | Olmak iizere
(3.4.5.8) Vv = —VYisj , I1<j<m
dir,[18].

Ispat:
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@ nin asimptotik demeti olan A(t) nin (3.4.5.5) ile verilen bazina ortogonallestirme

metodu uygulanarak elde edilen {y, ..., V,,Yy.;»Yi.m| SiSteminin vektérleri

Yyi=¢&
__<y17‘92>
Y, = "yl” Yyité,
y3=—<y“gj>y1—<y2’gj>y2+a3 ,
Iv | |v-|
ykz_k—l<yj',52k>yj+gk ,
7y

k+m-1 <yJ 5 gk+m>
2
j=1 )
5 il

Yiim =~ yj + Ekim

seklinde hesaplanir.

Simetrik homotetik hareketlerde, tanim geregince, Sg, =—¢, , 1<i<Kk,

oldugundan i= j ig¢in <gi,gj>=0 dir. Ayrica Teo. 3.4.5.2. den Sg, =—¢&, , 1<i<k,dir. Bu

neticeler yukaridaki formiillerde kullanilirsa
Y, =& 1<i<k

bulunur ve buradan da
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Vi =<—S)(i <§j’ék+l>éj +8.1)

12
j=1 .
el

bagintis1 elde edilir. Burada parantez icindeki ifade {él,...,ék,ék+l,...,ék+m} bazinin
ortogonallestirilmesi esnasinda elde edilen y, ., vektoridiir. O halde y,,, vektorleri arasinda

S yk+1 =Y

bagintisi vardir. Buna gore v, ,,...,Y,., vektorlerii¢inde benzer uygulamayla

S yk+2: - yk+2

S yk+m = Yiim

bagmtilart bulunur. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

Sonug 3.4.5.2.
k.mertebeden simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen D ve d
aksoid yiizeylerinin A(t) ve A(t) asimptotik demetlerinin ortogonal bazlar1 birbirlerine
Se; =—¢; , 1<i<k
ve
SVeii= Yy - I=i<m
bagintilar ile karsilik gelirler.
k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen D ve d
regle yiizeylerinin A(t) ve A(t) asimptotik demetlerinin ortogonal bazlari,sirasiyla, (3.4.5.6)
ve (3.4.5.7) bagintilar1 ile verilmis olsun. Bu bazlar1 ortonormallestirebiliriz. {él yeers ék}

sistemi ortonormal oldugundan

(3.4.5.9) e =% a, =2 g =2 i<jem,1<i<m
h Hyk+j Hyk+j

alimrsa @ Nin K(’[) asimptotik demeti i¢in

(3.4.5.10) I DT - W

ortonormal bazi ve @ nin A(t) asimptotik demeti i¢in de
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(3.4.5.11) O - W

ortonormal bazi bulunur.

Teorem 3.4.5.4.

k.mertebeden simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen Dved
aksoid yiizeylerinin A(t) ve A(t) asimptotik demetlerinin ortonormal bazlari,sirasiyla,
808108 | VE {81008, 580,15y, | OlmMak iizere bazlar birbirlerine
(3.4.5.12) Sg=-he , Sa,, =-ha,, , I<j<m, I<i<Kk

esitlikleri ile karsilik gelirler,[18].

Ispat:
- & . e
Se,=—¢ ve e =F , 1<i<k , oldugu goz oniine alinirsa
dir. Diger taraftan Teo. 3.4.53 den SY,,;=-Y,,; , 1<]j<m,dir. Bunetice a,; nin

tanimi1 olan

_ yk+j
+j
“yk+j

8

bagintisinda yerine yazilirsa h(t)>0 ve Ae SO(n) oldugundan

S
h

yk+j

Hyk-v-j

AQpj =~ ( )

bulunur. Burada parantez i¢indeki ifade a,,; oldugundan

1

ak+j =_E

Sa,; » I<j<m
veya

Sa,,; =-ha,,; , I<j<m
bulunur.

k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen D ved

regle yiizeylerinin T(t) ve T (t) tegetsel demetleri, sirasiyla, T_(t)=Sp{§],...,§k,€l,...,€m, } ve

T(t) = Sp{&, - 8s &) 0enéy» &) dir. Burada boyT (t) (=boyT(t)) =k+m ise T(t) ve T(t) nin
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bazlari {e‘l,...,ék,ékﬂ,...,e*km} Ve 1€, 6> Exst oo Eya ) OlUT. Bunlar aym zamanda A(t) ve A(t)
asimptotik demetlerinin bazlar1 olduklarindan K(t) ve A(t) nin sirasiyla (3.4.5.10) ve
(3.4.5.11) ortonormal bazlari 'IT(t) ve T (1) icinde bir ortonormal bazdir.

Kabul edelim ki boy T (t)(=boyT(t)) =k +m+1 olsun. O zaman T (t) ve T (t) nin

(3.4.5.13) B Vi Viomo &)
Ve
(3.4.5.14) {810 &0 Yierrooens Viom» O

seklinde ortogonal bazlar1 elde edilir.

Teorem 3.4.5.5.
k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen D ve d
regle ylizeylerinin T(t)veT(t) tegetsel demetleri igin,boyf(t) (=boyT(t))=k+m+1 ise
T(t) ve T (t) nin ortogonal bazlari birbirlerine
(3.4.5.15) Se, =—¢, , 1<i<k
¥y =Yy - 1<j<m

Syk+m+1 = yk+m+1

seklinde karsilik gelirler.

Ispat:
® nin T(t) tegetsel demetinin {g,,....&,,&..,>..&,m» @} bazimin ortogonallestirilmis
sekli  {Y 0o Vir Viorsoor Yiums Yioma | Olsun. Bu taktirde i#j igin <gi,gj>=0 oldugundan
ortogonallestirme metodundan
V=& , 1<i<k
elde edilir ve bdylece T(t) nin ortogonal bazi{e,,....€, Vi, »-» Yoms Yiums jOIUL. Ayrica yine

ortogonallestirme metodu ile

k i’. m y+"d .
:_Z<y a>y__ Z< k+i 2>Yk+j+05

5 Ji
=l ”yi " = ||yk+j

yk+m+]
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dir. Burada {g,,....&, Yy,1» Yo | @yn1 zamanda A(t) asimptotik demetinin bir ortogonal bazi
oldugundan, Sonug 3.4.5.2. geregince

SE. =—¢. , 1<i<k

| | s

ve
SViei = Yisj > I<j<m
dir. Bu neticeler ve y,=¢, , 1<i<Kk, vektorleri vy,,,, formiiliinde kullanilirsa, Sa=a

oldugu dikkate alinirsa

<§i,6;¥> m <yk+j’cj> ykﬂ +C_Z)

S
Yiima = S (_Z

L — 2 ~
= e 1= ||yk+j

bulunur. Burada parantez igindeki ifade f(t) tegetsel demetinin bazinin ortogonallestirilmesi

esnasinda elde edilen y,, ., vektorii oldugundan
S yk+m+1 = yk+m+1

olur. O halde T (t) ve T (t) tegetsel demetlerinin ortogonal baz vektorleri birbirlerine

Se=—¢

1 1 >

1<i<k,

Vi =Yee; » 1£]<m,

Syk+m+1 = yk+m+1

seklinde doniistirler. '|T(t) Ve T (t) tegetsel demetlerinin,sirastyla, {€,....8, , 8., 8y ,m» Byormer |

Ve {8,845 8, 0erBym» By | OTtonormal bazlari elde edilir.

Teorem 3.4.5.6.

k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen D ve d
regle yiizeylerinin f(t) veT (t) tegetsel demetlerinin ortonormal bazlari, sirasiyla,
(€808 B Aot | VE {81300 €028y s 0o @im» Byumyy | Olmak fizere bu ortonormal baz
vektorleri birbirlerine

Se,=—he, ,  I1<i<k,

Sa.;=-ha,; , I<j<m,

Sak+m+1 = hak+m+1
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bagintilart vardir.

Ispat:
{él 2000 ék ’ §k+l 200 §k+m s ak-HTH—l } ve {el EARRES ek ’ ak+1 200 ak+m s ak+m+1 } SlStemlerl SlraSIyla’

A(t) ve A(t) nin ortonormal bazlart olduklarindan Teo.3.4.5.4 geregince
Se, =-he, , 1<i<k

2

Sa,;=-ha,, , 1I<j<m
ve Teo.3.4.5.5. geregince S Yy, miy = Yiemss dir.

_ yk+m+1

k+m+1 —
” yk+m+1

formiiliinde yerine yazilirsa

1 yk+m+1
a mil T S ( — )
‘ 1 h ||yk+m+1 ”

elde edilir. Burada parantez i¢indeki ifade @y, ., vektoriidiir. O halde
Sgk+m+1 = hak+m+1
elde edilir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen D ved

regle yiizeylerinin T (t) ve T (t) tegetsel demetlerinin bazlar1 , swrasiyla, E" nin
(€128 By poeor B s B sy ooens A | ve (€128 s By 1 s s Bims B a8y | bazlarma

tamamlanabilir. Burada ® ve ® merkez regle yiizeyli ise {Bmaro@ ) Ve {8 sy

ortonormal bazlarina ® ve ® nin sirasiyla tamamlayici bazlar: denir
k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen Dved
regle ylizeylerinin tamamlayici bazlarinin birbirlerine nasil karsilik geldigini gosterebiliriz.
Kabul edelim ki @ ve ®, merkez regle yiizeyli olsunlar. O zaman tamamlayici
ortonormal bazlar {@,,,,,,...a,] Ve {&,,.,....8, dir. Bu baz vektdrlerine simetrik homotetik
hareketler altinda karsilik gelen vektorler Y., , 2<A<n—-k-m, ile gosterilirse

(3.4.5.16) Sa.., = Yims » 25A<n—k-m
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yazilabilir ve {ykmﬂ,...,yn} sistemi @ ye karsilik gelen @ regle yiizeyi igin tamamlayici
ortogonal bir bazdir. Bu baz ortonormallestirilirse,

_ yk+m+l

ak+m+ﬂ -
||yk+m+l ||

olmak tizere @ igin {akﬂm,...,an} tamamlayict ortonormal baz elde edilir.

_ yk+m+ﬂ

||yk+m+ﬂ ”

A bagintisindan Sﬁk vmir = Yiemes konumu yapilirsa

ak+m+/1 =

1. 4
—S( _k+m+ﬂ )
h Hak+m+AH

bulunur. ||ETk+m+ B ||=1 oldugundan

Sa, ha

Kemed —

2<A1<n-k-m

K+m+A4 H

elde edilir.

Sonuc¢ 3.4.5.3.
k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen Dved
regle yiizeyleri merkez regle yiizeyli olsun. @ ve @ nin tamamlayic1 ortonormal bazlarinin
{8 .mirsn@,} VE {@,,1.508, | olmak {izere buradaki baz vektorleri arasinda
Sa,..,=ha..., ., 2<A<n-k-m

bagintis1 vardir.

Sonuc 3.4.5.4.

k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen Dved
regle vyiizeylerinin T (t)veT(t) tegetsel demetlerinin ortonormal bazlar,sirasiyla
0B BBy Aot 5oy | VE {8110 €0> sy oernBms A8, | Olmak  {izere  bu

ortonormal baz vektorleri arasinda
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bagntilar1 ile oldugundan k.mertebeden simetrik homotetik hareket, E" de (n-k-m)-boyutlu

Sp{a, ,.p»--»a,} alt uzayma gore bir yansimadir.
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3.4.6. k. Mertebeden Simetrik Homotetik Hareketler Altinda Regle Yiizeylerin

Dagilma Parametreleri, Acilim Uzunluklar: Ve A¢cilim Acilar

Teorem 3.4.6.1.

k. mertebeden simetrik homotetik hareketlere istirak eden regle yiizeyler

@ ve @, bunlarin dayanak egrileri & ve « olmak lizere
- K r f— . K
a(t) = Zgl éi + 77m+1§k+m+1 > Ol(t) = Zgiei + M a‘k+m+1
i=1 i=1
ifadelerindeki katsayilar arasinda

(3.4.6.1) & =-h& . a=hp. ., 1<i<k

bagintilar vardir.

Ispat:
- k > J—
a(t) = Z§| éi + nm+lgk+m+1
i=1
ifadesinin S altindaki goriintiisiine bakarsak

k —_—
S 67(t) = Zé S éi + ﬁmﬂs ak+m+1 4

i=1

Sa(t)=

K
i=

g_i (_hei ) + ﬁm+lS hak+m+1 >

1

k —
Sa(t)= Z_ hcfl € + hﬁmﬂ A rmit
—

elde edilir. S&(t) = ¢ oldugundan géz 6niine almir ve bu son ifade & nin hipotezdeki degeri
ile karsilastirilirsa
_hgl = §I > hﬁmﬂ =T > 1<i<k

bulunur.

Teorem 3.4.6.2.

k.mertebeden simetrik homotetik hareketlere istirak eden @ ve @ regle ylizeylerine ait

n—k-m

m
Ay, = K8, +zz_-ijak+j + @8, t Zyi&ak+m+& , I<i=sm
= =

ve
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n—k-m
a-'k+| - Ke +Zleak+J +a)ak+m+l + Zj/l/lak+m+/1 ’ I<ism
j=1 A=2
tiirev vektorlerinin katsayilari arasinda
(3.4.6.2) K=K , O=0 , V,=-Vy, »,» 1Zi<m,2<Ai<n-k-m
bagmtilart vardir.
Ispat:
. m n—k-m
Ay, = K€ + Zrij A j t Oy T i2 Qrmin , I<i<sm
j=1 A=2
vektoriniin hareketin S altindaki resmine bakarsak
. m n—-k-m
S8y, = —k; S + zTij S8y, + @58y, + 2 S8 im. 2 , I=sism,
j=1 2=2
m n—k—m
(3.4.6.3) Sa,,; =K&— ). ha, +@ha,,, + ha, .., 1<i<m
j=1 A=2
elde edilir.
Sa|<+i = _hak+i
ifadesinde tiirev alarak
- sakﬂ + sakﬂ = _hak+i - hak+i
elde edilir. Buradan da
= . - o1
S ak+i = _hak+i + (_h +hSS ak+i )
bulunur. 8,,; degeri yerine yazilirsa
n—k—-m

(3.4.6.4) Sa,. =K& + Z[h (S8 —7;)+hla,; -

k+m+1 z J/iihak+m+/1 4 I<ism
j= =

bulunur. Bu son denklem ile (3.4.6.3) denklemi karsilagtirildiginda

K=Kk , O=0, V,=-V, , 1<i<m,2<i<n-k-m

elde edilir.

Teorem 3.4.6.3.
k. mertebeden simetrik homotetik hareketlere istirak eden @ ve @ regle ylizeylerine

ait

m n—k—
ak+m+1 = _25 a Zﬁiak+m+ﬂ
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ve

m n—k-m
Aimer = _Za)j ak+j - ZﬂﬂakerJrﬂ
j=1 2=2
tiirev denklemlerinin katsayilar1 arasinda

(3.4.6.5) B.=p,, @ =—0, ,1<j<m,2<i<n-k-m

bagntilar1 vardir.

Ispat:

n—k-m

m
ak+m+1 25 a Zﬂlak+m+/1
j=1

vektoruniin S altindaki resmine bakarsak

n—k—m

m p—
Sak+m+1 = _Zaj Sak+j - Zﬂﬂsak+m+l
j=1 A=2

ve Sa,,=-ha,,;, Sg=-¢

1 I >

oldugundan
m n—k-m
(3-4°6'6) S§k+m+l = _Z ha} ak-*—j - Zﬁ}. hak+m+/l
j=1 A=2
elde edilir.

Sak+m+1 = hak+m+1
esitliginde tiirev alirsak

Sak+m+1 + Sak+m+1 = ha.‘k+m+1 + hak+m+1
elde edilir.

S§k+m+1 = hak+m+l + hak+m+l - Sak+m+1

ve Sa .., =ha. .., oldugundan
Sa‘;k+m+1 = ha"k+m+1 + (h - SS _lh)ak+m+l

bulunur. Bu son denklemde &, .., yerine yazilirsa

n—k-m

(3-4°6'7) Sa;k+m+1 - h 25 a ﬂiak+m+i)+ (h SS 1h)akﬁ-m+1
J=1

A=2

bulunur. (3.4.6.6) ve (3.4.6.7) denklemleri karsilastirildiginda
,Ez =B, CT)J =-w; , I€j<m, 2<A<n-k-m

elde edilir.

Sgk+m+i:hak+m+i ’ ISJSm ) 1<2<n-k—-m
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Teorem 3.4.6.4.
k. mertebeden simetrik homotetik hareketlere istirak eden D ved regle ylizeylerinin
i. dagilma parametreleri, sirastyla, P, ve P, olmak iizere bunlar arasinda

(3.4.6.8) hP =P , 1<i<m

bagintis1 vardir.

Sonuc¢ 3.4.6.1.

k. mertebeden simetrik homotetik hareketlere istirak eden Dved regle ylizeylerinin
dagilma parametreleri, sirasiyla, P ve P olmak iizere bunlar arasinda
(3.4.6.9) hP =P

bagintis1 vardir.

Teorem 3.4.6.5.
k. mertebeden kapali simetrik homotetik hareketlere istirak eden Dved regle
yiizeylerinin i. agilim uzunluklari,sirastyla, L, ve L; olmak iizere, bunlar arasinda

(3.4.6.10) dL, = —hdL, ) 1<i<m=k

dir.
Teorem 3.4.6.5.

k. mertebeden simetrik homotetik hareketlere istirak eden ® ve @ regle yiizeylerinin
i. acilim agilari, sirastyla, 4, ve A, olmak iizere, bunlar arasinda

(3.4.6.11) A =-4 , 1<i<m

dir.
Sonuc¢ 3.4.6.2.

k. mertebeden simetrik homotetik hareketlere istirak eden D ved regle ylizeylerinin
acilim agilari, sirastyla, A ve 1 olmak iizere bunlar arasinda

(3.4.6.11) 1=2
dir.
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4.MATERYAL VE METOT
E" de k. Mertebeden Homotetik Ve Helisel Hareketlere Istirak Eden Konoidal Regle

Yiizey Ciftleri
4.1 Konoidal Aksoid Yiizey Ciftleri

Teorem 4.1.1.

@, kuvvetli konoidaldir ancak ve ancak ® kuvvetli konoidaldir,[3].

Ispat:

@ silindirik ise @ de silindiriktir,[7].
@, g-konoidal olsun. X = AX +C  hareketi esnasinda Ek (t) nin ortonormal bazi i¢in
(3.4.1.5) , (3.4.1.6) , (3.4.1.9) gozoniine alimirsa E ® altuzay: vardir.O halde E, (t)//E ¢ ise
E,(t)//E® dir.Yani @ , g-konoidaldir.

@ kuvvetli konoidal oldugundan Teo.3.3.2. den

=0, y,=0, I<i<m,2<A<n-k-m
vE

o= , ¥V,=V, K=K , 1<i<m,2<A<n-k-m
den

=0, y,=0 , 1<i<m,2<A<n-k-m

elde edilir. O halde Teo. 3.3.2. den @ kuvvetli konoidaldir. Bu teoremin terside dogrudur.

Teorem 4.1.2.

@ , (k+m)-ortokonoidal ise @, (k+m)-ortokonoidaldir,[3].

Ispat:
@ ,(k+m)-ortokonoidal oldugundan @ ,kuvvetli konoidaldir ve merkez regle yiizeye
sahiptir.O halde Teo.4.1.1. den ® de kuvvetli konoidaldir. ® merkez regle yiizeyli

oldugundan 7,,, #0 dir. Ayrica 7,,,, =7,,.,, oldugundan 7., #0 dir. Bu ise ® nin merkez

regle yiizeye sahip oldugunu gosterir. O halde @ ,(k-+m)-ortokonoidaldir.
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Teorem 4.1.3.

@ kuvvetli konoidal olsun. Eger @ ortokonoidal ise ® , ortokonoidaldir,[3].

Ispat:
Teo. 4.1.1. den @, kuvvetli konoidal oldugundan @ , kuvvetli konoidaldir.
@ ortokonoidal oldugundan Teo.3.3.4. den
£,=0, 2<A<n-k-m
dir. Teo.3.3.6. dan @, =0 dir. Ciinkii g-ortokonoidallik i¢in gegerli olan bu ifade g=n-1 i¢inde
gegcerlidir. O halde
w=0 , B =EA 2<A<n-k-m , 1<i<m
den
=0, B,=0 2<i<n-k-m , 1<i<m

elde edilir. Burada Teo.3.3.4. e gére @ ortokonoidaldir.
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4.2 Homotetik Hareketlere istirak Eden Konoidal Regle Yiizey Ciftleri

Teorem 4.2.1.
X =SX +C homotetik hareketine istirak eden ve silindirik olmayan regle yiizeyler ®

ve @ olsun. ® kuvvetli konoidaldir ancak ve ancak ® kuvvetli konoidaldir.

Ispat:

@, g- konoidal olsun. X = SX +C hareketi esnasinda E, (t) nin ortonormal baz1 igin

Ag =e, , 1<i<k,
Aa.=a. , 1<i<m,
Agk+m+/1 :ak+m+/1 g I<A<n-k-m

gozoniine almrsaE  altuzayr vardir. O halde E, (t)/E ¢ ise E,(t)/E® dir. Yani®, g-

konoidaldir. @, kuvvetli konoidal oldugundan Teo. 3.3.2. den
0, =0, 7,=0, 1<i<m, 2<A<n-k-m

Ve

den
o,=0 , 7,=0, 1<i<m, 2<A<n-k-m

elde edilir. O halde Teo. 3.3.2. den @ kuvvetli konoidaldir. Bu teoremin terside dogrudur.

Teorem 4.2.2.
X =SX +C homotetik hareketine istirak eden ve silindirik olmayan regle yiizeyler ®

ve @ olsun. @ ,(k+m)-ortokonoidal ise @, (k+m)-ortokonoidaldir,[3].

Ispat:
@, (k+m)-ortokonoidal oldugundan @ , kuvvetli konoidaldir ve merkez regle yiizeye
sahiptir. O halde Teo.4.2.1. den @® de kuvvetli konoidaldir. ® merkez regle yiizeyli

oldugundan 7,,, #0 dir. Ayrica |h77m+1| =|77m+1| oldugundan 7,,, #0 olur. Bu ise® nin

merkez regle ylizeye sahip oldugunu gosterir. O halde @, (k+m)-ortokonoidaldir.
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Teorem 4.2.3.
X = SX +C homotetik hareketine istirak eden ve silindirik olmayan regle yiizeyler ®

ve @ olsun. @ kuvvetli konoidal olsun. Eger @ ortokonoidal ancak ve ancak ®

ortokonoidaldir,[3].

Ispat:
Teo.4.2.1. den @, kuvvetli konoidal oldugundan @, kuvvetli konoidaldir.

@ ortokonoidal oldugundan Teo.3.3.4. den

p,=0,2<A<n-k-m
dir. Teo. 3.3.6. dan @, =0 dir. Ciinkii g-ortokonoidallik i¢in gecerli olan bu ifade q=n-1 i¢inde
gecerlidir. O halde

@=w , B,=B , 2<i<n—k-m , I<i<m
den

=0, B,=0, 2<1<n-k-m , 1<i<m

elde edilir. Burada Teo. 3.3.5. e gore @ ortokonoidaldir.
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S.BULGULAR

E "de k. Mertebeden Simetrik Homotetik Ve Simetrik Helisel Hareketlere Istirak

Eden Konoidal Regle Yiizey Ciftleri
5.1 Simetrik Helisel Hareketlere Istirak Eden Konoidal Regle Yiizey Ciftleri

Teorem S.1.1.
@ ve @ simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen regle yiizeyler

olsun. @ kuvvetli konoidaldir ancak ve ancak ® kuvvetli konoidaldir.

Ispat:
@ silindirik ise @ de silindiriktir,[7].
@ ,q- konoidal olsun. X = AX +C  hareketi esnasinda E, (t) nin ortonormal bazi igin

(3.43.1), (3.4.3.3), (3.4.3.12) gbozoniine alinirsa E ¢ altuzay: vardir. O halde E, (t)//E ¢ ise
k

E (t)/E® dir. Yani ® , q-konoidaldir. @ ,kuvvetli konoidal oldugundan Teo.3.3.2. den

o,=0 , y,=0, 1<i<m, 2<A<n-k-m
ve

o, =-0, , V,="V, ,» 1<i<m,2<i<n-k-m
den

=0 , y,=0, I<i<m, 2<A<n-k—-m

elde edilir. O halde Teo. 3.3.2. den ® kuvvetli konoidaldir. Bu teoremin tersinin de ispati

kolaylikla yapilabilir.

Teorem 5.1.2.

® ve @ simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen regle ylizeyler

olsun. @, (k+m)-ortokonoidaldir ancak ve ancak @ , (k+m)-ortokonoidaldir.

Ispat:
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@, (k+m)-ortokonoidal oldugundan @ , kuvvetli konoidaldir ve merkez regle yiizeye
sahiptir. O halde Teo. 5.1.1. den ® de kuvvetli konoidaldir. @ merkez regle yiizeyli

oldugundan 77,,, #0 dir. Ayrica 77,,,, =7,,, oldugundan 7, ., #0 dir. Buise @ nin merkez

regle yiizeye sahip oldugunu gosterir. O halde ® (k+m)-ortokonoidaldir. Tersi de dogrudur.

Teorem 5.1.3.
@ ve @ simetrik helisel hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen regle yiizeyler

olsun. @ kuvvetli konoidal olsun. Eger @ ortokonoidaldir ancak ve ancak @

ortokonoidaldir.

Ispat:
Teo. 5.1.1. den @ kuvvetli konoidal oldugundan® kuvvetli konoidaldir.
@ ortokonoidal oldugundan Teo. 3.3.4. den
p,=0, 2<A<n-k-m

dir. Teo. 3.3.6. dan @, =0 dir. Ciinkii g-ortokonoidallik i¢in gegerli olan bu ifade g=n-1 i¢in
de gecerlidir. O halde

@=-w , B,=p, , 2<i<n-k-m , 1<i<m
den

w,=0 , B,=0 2<i<n-k-m , I<i<m

elde edilir. Burada Teo.3.3.5. ¢ gore @ ortokonoidaldir. Teoremin tersi de dogrudur.

5.2 Simetrik Homotetik Hareketlere Istirak Eden Konoidal Regle Yiizey Ciftleri
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TeoremS5.2.1.
X =SX +C simetrik homotetik hareketine istirak eden regle yiizeyler® ve @

olsun. ® kuvvetli konoidaldir ancak ve ancak ® kuvvetli konoidaldir

Ispat:
@, g- konoidal olsun. X =SX +C hareketi esnasinda Ek (t) nin ortonormal bazi i¢in
(3.4.5.1),(3.4.5.3), (3.4.5.12) gozoniine alinirsa E ¢ altuzayi vardir. O halde Ek (t)//E 9 ise

E (t)//E® dir. Yani ®, g-konoidaldir. @, kuvvetli konoidal oldugundan Teo. 3.3.2. den

w,=0 , 7,=0, I1<i<m, 2<A<n-k-m
Ve

o= , V,=-7, 1<i<m,2<i<n-k-m
den

=0 , y,=0, I<i<m, 2<A<n-k-m

elde edilir. O halde Teo.3.3.2. den @ kuvvetli konoidaldir. Bu teoremin tersi kolaylikla ispat
edilebilir.

Teorem 5.2.2.
X =SX +C  simetrik homotetik hareketine istirak eden regle yiizeyler® ve @

olsun. @ , (k+m)-ortokonoidaldir ancak ve ancak @, (k-+m)-ortokonoidaldir.

Ispat:

@ ,(k+m)-ortokonoidal oldugundan @ ,kuvvetli konoidaldir ve merkez regle yiizeye
sahiptir. O halde Teo. 5.1.1. den @ de kuvvetli konoidaldir. ® merkez regle yiizeyli
oldugundan 7,,, #0 dir. Ayrica 77,,, =hn,,, oldugundan 7., #0 olur. Bu ise @ nin

merkez regle ylizeye sahip oldugunu gosterir. O halde @ ,(k+m)-ortokonoidaldir. Teoremin

tersi de dogrudur.

Teorem 5.2.3.



82

X =SX +C homotetik harcketine istirak eden regle vyizeyler® ve @

olsun. @ ,kuvvetli konoidal olsun. @ ortokonoidal ancak ve ancak ® ortokonoidaldir.

Ispat:
Teorem 5.2.1. den @ kuvvetli konoidal oldugundan® kuvvetli konoidaldir. ®
ortokonoidal oldugundan Teo.3.3.4. den
B,=0, 2<Ai<n-k-m
dir. Teo. 3.3.6. dan @, =0 dir. Ciinkii g-ortokonoidallik i¢in gegerli olan bu ifade g=n-1 i¢inde
gegcerlidir. O halde
B=-® , B,=B, 2<i<n-k-m , l1<i<m
den

=0 , B,=0 2<i<n-k-m , 1<i<m

elde edilir. Burada Teo. 3.3.5. e gore @ ortokonoidaldir. Teoremin tersi de dogrudur.
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6. TARTISMA

Bu ¢alismada, E" de (k+1)- boyutlu regle yiizeyler, konoidal regle yiizeyler ve ¢esitli
hareketlere istirak eden genellestirilmis regle yiizey ciftleri ve E" de k. mertebeden helisel
ve homotetik hareketlere istirak eden konoidal regle ylizey c¢iftleri incelenmistir. Bunlarin
disinda simetrik helisel ve simetrik homotetik hareketlere istirak eden konoidal regle ylizey

ciftleri arastirilmis ve bunlarla ilgili bazi teoremler verilmistir.

7.BOLUM
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7. SONUC VE ONERILER

Simetrik homotetik ve simetrik helisel hareketlere istirak eden konoidal regle ylizey
ciftleri incelenmis ve [12] nolu calisma esas alinarak, [12] da verilen baz1 teoremlerin
karsiliklarinin -~ k.mertebeden simetrik helisel ve simetrik homotetik hareketler i¢in de
sagladig1 gosterilmistir. Ayrica k.mertebeden simetrik helisel ve simetrik homotetik
hareketlere istirak eden konoidal regle ylizey ciftlerinin integral invaryantlar arastirilabilir ve

bunlar arasinda iliskiler kurulabilir.
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