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KONOİDAL REGLE YÜZEYLER ÜZERİNE 
 
 
 
 

ÖZET 

 

 Bu çalışma beş bölüm halinde düzenlenmiştir. Birinci bölümde konunun ele alınma 

nedeni tartışıldı.İkinci bölümde konuya temel teşkil eden çalışmalara, üçüncü bölümde ise 
nE de k+1 boyutlu genelleştirilmiş regle yüzeyleri, çeşitli hareketlere iştirak eden 

genelleştirilmiş regle yüzey çiftleri, k. mertebeden helisel hareketlere iştirak eden aksoid 

yüzey çiftleri, homotetik hareketlere iştirak eden genelleştirilmiş regle yüzey çiftleri, k. 

mertebeden simetrik helisel hareketlere iştirak eden aksoid yüzey çiftleri ve simetrik 

homotetik hareketlere iştirak eden regle yüzey çiftleri üzerinde durulmuştur. Ayrıca k. 

mertebeden simetrik helisel hareketlerin ve simetrik homotetik hareketlerin regle yüzey 

çiftlerinin integral invaryantları gösterilmiştir. Dördüncü bölümde nE  de k.mertebeden 

homotetik ve helisel hareketlere iştirak eden konoidal regle yüzey çiftleri incelendi 

 Beşinci bölüm yüksek lisans çalışmamızın orijinal kısmını meydana getirmektedir. Bu 

bölümün ilk kesiminde simetrik helisel hareketlere iştirak eden konoidal regle yüzey çiftleri 

verilmiştir. Altıncı bölümün ikinci kesiminde ise simetrik homotetik hareketlere iştirak eden 

konoidal regle yüzey çiftleri verilmiştir.  
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ON THE KONOIDAL RULED SURFACES 

 
 
 
 

ABSTRACT 

 

 This study consists of five fundamental chapters. In the first chapter, it is discussed 

why this study is taken into consideration. In the second chapter, studies which is main into 

subject has been presented. In the third chapter, (k+1)-dimensional generalized ruled surfaces 

in nE ,  konoidal ruled surfaces, generalized pair of ruled surfaces under the various motions, 

the pair of axoids under the helical motions of order k, generalized pair of ruled surfaces 

under homothetic motions pair of axoid surfaces under symmetric helical motions of order k 

and pair of ruled surfaces under symmetric homothetic motions are highlighted. Also, it was 

shown that the integral invariants of pair of ruled surfaces under symmetric homothetic 

motions and symmetric helical motions of order k. In the fourth chapter, konoidal pair of 

ruled surfaces under helical motions of order k in nE and homothetic motions are given. 

 The fifth chapter is the original part of this study. In the first section of this chapter, 

pair of konoidal ruled surfaces under symmetric helical motions are given. In the second 

section of the chapter, pair of konoidal ruled surfaces under symmetric homothetic motions 

are given.   
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3.GENEL BİLGİLER 

3.1 3E  de Regle Yüzeyler Üzerine 

 

Bu bölümde önce 3E  de 2 – boyutlu regle yüzeyler  ve  bunların integral  

invaryantları  tanıtılacaktır. 

 

Tanım 3.1.1. (Regle Yüzey) 
3EM ⊂  yüzeyi verilsin, MP∈∀  noktasında, 3E  ün  M de kalan bir doğrusu var ise 

M ye bir regle yüzey  ve  M de kalan bu doğruya da regle yüzeyin doğrultmanı denir,[8]. 

Regle yüzeyi kısaca bir doğrunun bir eğriye dayanarak hareket etmesiyle oluşturduğu  

yüzey olarak ta tanımlayabiliriz. 

Regle  yüzeylerin parametrik denklemini elde etmek için doğrultmanları kesen  ve 

yüzey üzerinde bulunan diferensiyellenebilir  bir  

                                          
)(

: 3

tt
EI
α

α
→
→

eğrisi seçilir ve bu eğriye regle yüzeyin dayanak eğrisi adı verilir. M regle yüzeyinin α   

dayanak eğrisinin )(tα  noktasındaki doğrultmanı üzerinde değişken bir nokta β  ise   

(3.1.1)                            
)()()(

:
tvatvv

MIR
+=→

→
αβ

β
 

şeklindedir. Burada )  birim doğrultman vektörünü göstermektedir. )(),(),(()( 321 tatatata =

Böylece regle  yüzey 

(3.1.2)                               
)()(),(),(

: 3

tvatvtvt
EIRI

+=→
→×

αϕ
ϕ

dönüşümü ile belirtilmiş olur. 

 

Tanım 3.1.2. 

Bir regle yüzeyin ana doğruları boyunca teğet düzlemleri  aynı ise regle yüzeye 

açılabilirdir denir,[8]. 

 

Tanım 3.1.3. 

      Regle yüzeyin komşu iki ana doğrusu arasındaki en kısa uzaklığın bu iki komşu ana doğru 

arasındaki açıya oranına regle yüzeyin dağılma parametresi ( drali ) denir,[8].Ana 
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doğruların birim doğrultman vektörü  olan bir regle yüzeyin dralini  ile gösterelim. 

Komşu ana doğruların ortak dikmesi  doğrultusundaki birim vektör  

a aP

(3.1.3)                                 
a

aa
aa

aa
aa
aa

′
′∧

=
′

′∧
=

′∧
′∧

θsin..
   

dir. 

 

                                                        
a  

     

  

α  

αα d+  

daa +  
)(α  

O

   

                      Şekil  3.1.1 

Dayanak  eğrisinin   komşu iki noktası )(sα  ve )()( sds αα +  olmak üzere bu noktalardaki ana 

doğrular arasındaki en kısa uzaklık, )(sdα  vektörünün 
a

aa
′
′∧ vektörü üzerindeki izdüşümü 

olduğundan  

                                           
,,1

,,

aad
a

z

a
aadz

′∧
′

=

〉
′
′∧

〈=

α

α
  

 

(3.1.4)                                 [ ]
a

aadz
′

′
=

,,det α  

 dır. Eğer ana doğruların küresel göstergelerini göz önüne alırsak bu göstergelerin yay 

elementi olan   

(3.1.5)                                   ds
ds
dad =Ψ  

ifadesi komşu  iki doğru arasındaki açı olarak alınabilir. Böylece  regle yüzeyin drali için 

                                             
[ ] ,:,,det

,:

dsa
a

aadP

dzP

a

a

′
′

′
=

Ψ=

α
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(3.1.6)                                   
2

,,det

a

aa
ds
d

Pa
′

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ′

=

α

  

 eşitliği bulunur. 

Regle yüzeyler için dral, koordinat değişimlerine göre en basit diferensiyel  

invaryanttır. 

 

Teorem 3.1.1. 

Bir ),( vsϕ  regle yüzeyinin açılabilir olması için gerek ve yeter şart dağılma 

parametresinin sıfır olmasıdır,[8]. 

 

Tanım 3.1.4. 

                                                  
)()(),(),(

: 3

tvatvtvt
EIRI

+=→
→×

αϕ
ϕ

 regle yüzeyi  için It∈∀ ),(),2( vtvt ϕπϕ =+  olacak şekilde periyodik ise regle yüzeye 

kapalıdır denir,[8]. 

Kapalı regle yüzeylerin dayanak eğrileri ve ana doğrularının küresel göstergeleri 

kapalı eğrilerdir. Bir diğer ifade ile bir peryod sonra her ana doğru kendisi üzerine gelir. 

 

 Tanım 3.1.5. 

      Bir ),( vtϕ  regle yüzeyinin ana doğrularının her birini dik olarak kesen eğriye regle 

yüzeyin ortagonal yörüngesi denir,[8]. 

                                                0, =〉〈 ϕda   

şeklinde bulunur. 

 

Tanım 3.1.6.     

      Bir ),( vtϕ regle yüzeyinin komşu iki doğrultmanının ortak dikmesinin doğrultmanlar 

üzerindeki ayaklarına boğaz (merkez veya striksiyon ) noktası adı verilir,[8]. 
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Tanım 3.1.7. 

      Bir  ),( vtϕ   regle yüzeyinin ana doğrusu, dayanak eğrisi boyunca yüzeyi oluştururken 

boğaz noktalarının geometrik yerine regle yüzeyin boğaz (striksiyon) eğrisi (çizgisi ) adı 

verilir,[8]. 

       Bir  ),( vsϕ   regle yüzeyinin merkez noktasının η  yer vektörü; dayanak eğrisinin )(sα  

yer vektörü, a(s) doğrultman vektörü ve yer vektörünün dayanak eğrisine olan v uzaklığı 

cinsinden  

 (3.1.7)                                       += )(),( svs αη v a(s) 

şeklinde ifade edilebilir. v parametresi regle yüzeyin dayanak eğrisinin yer vektörü ve 

doğrultmanı cinsinden bulunur. 

Regle yüzeyin ilk ikisi a(s) ve a(s)+da(s)  olan  komşu üç doğrusu verilsin. 

 

                                                                             Q′                        

                 

        

                                                                                              a dsa′+  

P′                                                             Q 

  α  

I   
 
 
II    
 
 
 III 

)(sα  
P

                                                                           a 
                                         Şekil  3.1.2 

 P ,   komşu ana doğrularının üzerindeki ayakları olsunlar. İlk iki komşu ana 

doğrunun ortak dikmesi  

QQveP ,′′

                                     [ ] dssasadssasasa )()()()()( ′∧=′+Λ  

bağıntısından dolayı aa ′Λ  vektörüne paraleldir. Limit halinde   vektörü  PQ PP ′  vektörü ile 

çakışacak ve boğaz çizgisinin teğeti olacaktır. Dolayısıyla  

                                       
0,

0,
=′+

=〉〈

PQdsaa
PQa

    

 olacağından     
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 (3.1.8)                              0, =〉′〈 PQa

 elde edilir. 

      Ayrıca  )()(),( svasvs +=αη  den dayanak eğrisinin s yay parametresine göre türevi 

alınırsa  

                                             
ds
dava

ds
dvT

ds
d

++=
η    

 olur. (3.1.7)  de yerine yazılırsa  0, =〉〈
ds
d

ds
da η   olacağından   

                                            
,0,

,0,

2 =′+〉′〈

=〉++〈

avTa
ds
dava

ds
dvT

ds
da

     

(3.1.9)                                  2

,
a

Tav
′
〉′〈

−=  

bulunur. Böylece striksiyon eğrisinin yer vektörü için (3.1.7) den 

(3.1.10)                                )(,)(),( 2 sa
a

Tasvs
′
〉′〈

−= αη      

elde edilir. Eğer a′  =0 ise regle yüzey striksiyon eğrisine sahip değildir. Bu hal regle 

yüzeyin silindir olmasını karakterize eder. Regle yüzey için striksiyon eğrisi dayanak eğrisi 

olarak alınabilir. Bunun için (I.1.10) da 

 (3.1.11)                                v=0       veya          0, =〉′〈 Ta    

alınması yeterlidir. 

 

Tanım 3.1.8 

Bir    ),( vsϕ  regle yüzeyin bir ana doğrusunu kapsayan ve yüzey normaline dik olan 

düzleme teğet düzlem denir,[8]. 

Bir    ),( vsϕ  regle yüzeyinin 

                                            )()(),( svasvs +=αϕ  

denkleminden s ve v ye göre türev alındığında  

                                            
a

avT

v

s

=

′+=
ϕ
ϕ

     

elde edilir. Buradan             

(3.1.12)                                
aavaT

aavT

vs

vs

Λ′+Λ=Λ
Λ′+=Λ

ϕϕ
ϕϕ )(
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olur. Ayrıca yüzey normali  

(3.1.13)                               )(1 aaaTN
vsvs

vs Λ′+Λ
Λ

=
Λ
Λ

=
ϕϕϕϕ

ϕϕ     

olduğundan ve μ  sabit olmak üzere teğet düzlemin bir noktasındaki vektörel denklemi 

                                                0, =〉〈 Naμ       

veya  (3.1.13) den  

(3.1.14)                                   [ ] 0,,det =′+ aavTaμ  

olarak bulunur.    

          Bir )()(),( svasvs +=αϕ  regle yüzeyinin ana doğrularının dik yörüngeleri teşkil ettirilir 

ve burada ϕd  nin tam diferensiyeli göz önüne alınırsa, 

                                                

,0,

,0,
,0,

2 =+〉〈

=〉++〈
=〉〈

advda

vdadvada
da

α

α
ϕ

 

(3.1.15)                                    〉〈=− αdadv ,  

bulunur. Bu ifadenin kapalı regle yüzeyin dayanak eğrisi boyunca eğrisel integralini alırsak  

(3.1.16)                                    ∫ ∫−=〉〈=
)( )(

,
α α

α dvadLa  

elde edilir. 

 

Tanım3.1.9. 

(3.1.17)                                    ∫−=→

→

)(

)(

:

α

dvvLv

IRIL

a

a

 

şeklinde tanımlanmış olan  fonksiyonuna regle yüzeyin açılım uzunluğu (adımı) 

denir,[8]. 

aL

Açılım uzunluğu regle yüzeyin integral invaryantıdır. Eğer kapalı regle yüzeyin 

ortagonal yörüngelerinin  bir tam devri gözönüne alınırsa, adım hiçbir zaman regle yüzeyin 

striksiyon eğrisinin uzunluğunu aşamaz, fakat eşitlik hali mümkündür. Açılabilir kapalı regle 

yüzeyin adımı sıfır ise striksiyon eğrisi bir nokta ve dolayısıyla regle yüzey bir koni olur.  

 

Tanım3.1.10. 

Ana doğrusunun birim doğultman vektörü a olan bir  )()(),( svasvs +=αϕ  regle 

yüzeyinin ana doğrularına dik bir doğrultunun bir peryot sonra ilk konumu ile yaptığı açıya  
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regle yüzeyin açılım açısı denir,[8].Açılım açısının aλ  değeri  

(3.1.18)                                   ∫−=
)(s

a d
α

θλ     

veya 

(3.1.19)                                   ∫ ∫∫ 〉〈−=〉〈=−=
)( )(

2332
)(

,,
s ss

a adaadad
α αα

θλ  

 olarak bulunur. 
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3.2  nE  de (k+1)-Boyutlu Genelleştirilmiş Regle Yüzeyler 

 
nE de diferensiyellenebilir bir 

                                                    
)(

:
tt

EI n

α
α

→
→

eğrisi verilmiş olsun. Her )(tα  noktasında tanımlanmış ortanormal vektör alan sistemi 

 olmak üzere bu sistem  uzayının k- boyutlu bir altuzayını gerer, bu 

uzayı   ile gösterirsek  

{ )(),.....(1 tete k } )()(
n

t ETα

)(tEk

(3.2.1)                                     =)(tEk { }⊂)(),...,(1 teteSp k )()(
n

t ETα    

 olur. 

 

Tanım 3.2.1. 

)(tEk   altuzayı α  eğrisi boyunca hareket ederken de bir k+1 boyutlu yüzey 

meydana getirir. Bu yüzeye

nE
nE de (k+1)-boyutlu genelleştirilmiş regle yüzey denir. nE de 

(k+1)- boyutlu  genelleştirilmiş regle yüzeyi Φ  ile gösterelim. 

 

 Tanım 3.2.2. 

)(tEk   altuzayına  nin Φ )(tα  noktasındaki doğrultman uzayı, α eğrisine de Φ  nin 

dayanak eğrisi adı verilir.  için bir parametrizasyon  Φ

(3.2.2)                                     ∑
=

+=Φ
k

i
iik teutuuut

1
,21 )()()...,,,( α

dir. Φ  nin  t ye ve  ye göre türevleri alınırsa  iu

                                                       
kite

teut

iu

k

i
iit

i
≤≤=Φ

+=Φ ∑
=

1,)(

,)()(
1

&&α

bulunur. 

 

Tanım 3.2.3. 

 (3.2.3)                                  { })(),...,(,),...,(),( 121 teteeteteSp kk &&

 altuzayına Φ  nin  ye göre asimptotik demeti denir  ve A(t) ile gösterilir,[4]. )(tEk
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mk ≤≤0   olmak üzere  boyA(t)=k+m  olduğu açıktır.  yi ihtiva eden A(t) asimptotik 

demetinin  

)(tEk

 (3.2.4)                              { }    mkkk aaee ++ ,...,,,..., 11

şeklinde bir ortanormal bazı bulunabilir. 

 

Teorem 3.2.1. 

     nE  de (k+1)-boyutlu genelleştirilmiş regle yüzey Φ olsun. It∈∀  için  uzayının öyle 

bir {  bazı bulunabilir ki,bu baz için, 

)(tEk

}

i

)(),...,(1 tete k

(3.2.5)                             
1

, 1 ,
k

i ij j i k i
j

e e a i mα κ κ+
=

= + ≤ ≤∑& 1>0      (κ > 2κ >……. mκ >0) 

(3.2.6)                                m<i∑
=

=
k

j
jiji ee

1
α& ≤ k 

dır. Burada { } bazı  nin A(t) asimptotik demetinin 3.2.4 bazını tek olarak belirler. kee ,...,1 Φ

 

Tanım 3.2.4. 

Yukarıdaki gibi tanımlanan  bazına  nin tabii taşıyıcı bazı  veya { kee ,...,1 } )(tEk Φ  nin 

asli çatısı denir,[7]. 

Φ  sabit bir noktası P olsun. P= ),.....,,( 21 kuuutΦ  ise P noktasındaki teğet uzayın bir 

bazı 

(3.2.7)                               { }   k

k

i
ii eeteut ,,...),()(

1
1∑

=

+ &&α

 olur. 

 

Tanım 3.2.5. 

 (3.2.8)                                     { } U&&&
Φ∈

⊂
p

pkk TeeeeeSp )(,,...,,,...,, 121 φα

altuzayına Φ nin  ye göre teğetsel demeti denir ve )(tEk Τ(t) ile gösterilir,[4].  

                                              boyA(t)=k+m   ,  0 ≤ k≤m 

olduğundan 

 (3.2.9)                                  k+m≤boyT(t)≤ k+m+1    

dir. 
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T(t) nin boyutu için iki ihtimali ayrı ayrı inceleyelim. Kabul edelim ki It∈∀  için 

mktboyT +=)(  olsun. Bu durumda  nin Φ α  dayanak eğrisinin hız vektörü A(t) uzayının 

içindedir ve  

 (3.2.10)                                     ∑ ∑
= =

+ ∈+=
k

i

m

j
jjjkjii IRae

1 1
,, ηξηξα&

yazılabilir. Herhangi P(t) dayanak eğrisi için  

 (3.2.11)                                     ∑
=

+=
k

i
ii tetuttP

1
)()()()( α

yazılabilir. Burada türev alarak 

                                               
1

( ) ( ) ( ) ,
k

i i i i
i

P t t u e u eα
=

= + +∑& & & &  

                                                    ∑ ∑
= =

+ ++=
k

i

m

j
jkjii aetP

1 1
)( ηξ& ∑

=

+
k

i
iiii eueu

1
)( &&

bulunur. Bu son eşitlik ve Teo.3.2.1.  den                                  

                         +     ∑ ∑
= =

+ +++=
k

i

m

j
jkjiii aeutP

1 1
)()( ηξ && ∑

=

m

i
iieu

1

&
1

,
k

i i
i m

u e
= +
∑ &

                        (∑ )+ ( ), ∑ ∑
= =

+ +++=
k

i

m

j
jkjiii aeutP

1 1
)()( ηξ && ∑

=

m

i
iu

1 =
++

k

j
ikijij ae

1
κα ∑

+=

k

mi
iu

1
∑
=

k

j
jij e

1
α

                         + , ∑ ∑ ∑
= = +=

+++=
k

j

m

i
j

k

mi
ijiijijj euuutP

1 1 1

)()( ααξ && ∑ ∑
=

+
=

+ +
m

s
sks

m

s
ssks aua

1 1
κη

(3.2.12)                         +   ∑ ∑
= =

++=
k

j

m

i
jijijj euutP

1 1

)()( αξ && ∑
=

++
m

s
sksss au

1
)( κη

bulunur. 

(3.2.13)                             msu sss ≤≤=+ 1,0ηκ  

biçimindeki P(t) noktaları için  vektörleri  içindedir. )(tP& )(tEk sκ ms ≤≤1, , değerleri 

sıfırdan farklı olduklarından (3.2.13) sisteminin çözümü tektir,yani ,   , skalarleri 

tek olarak hesaplanabilir. 

su ms ≤≤1

 

Tanım 3.2.6. 

 (3.2.11) de görüldüğü gibi  P(t) noktasını  , su ms ≤≤1  , ler temsil etmektedir. Burada 

bu bileşenlerden (k-m)-tanesi keyfi seçilebilir. Belli bir t için (3.2.11) ve (3.2.13) eşitliklerini 
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sağlayan P(t) noktalarının cümlesi  içinde (k-m)  boyutlu bir uzayı doldururlar. Bu uzaya 

 nin   içindeki sırt (edge) uzayı denir  ve   ile gösterilir,[4]. 

)(tEk

Φ )(tEk )(tK mk−

 

Tanım II.1.7. 

  sırt uzayı, doğrultman uzayı olarak )(tK mk− α  eğrisi boyunca  tarafından ihtiva 

edilen  bir yüzey meydana getirir. Bu yüzeye 

Φ

Φ  nin (k-m+1)-boyutlu sırt regle yüzeyi 

denir,[7]. 

  Şimdi  için boyT(t)=k+m+1 olsun. Bu durumda  It∈∀

                                      { }mkkk aaeeSp ++∉ ,...,,,..., 11α&  

dir . Bu halde T(t) nin  

(3.2.14)                                   { }1 1,..., , ,..., ,k k k m k me e a a a+ + + 1+     

şeklinde bir ortanormal baz bulunabilir. 01 ≠+mη  olmak üzere, 

(3.2.15)                                      ∑ ∑
= =

++++ ++=
k

i

m

j
mkmjkjii aae

1 1
11ηηξα&

yazılabilir. 

 Herhangi bir P(t) dayanak eğrisinin  (3.2.11) deki ifadesinde t ye göre türev alınıp, 

türev denkleminde (3.2.15) ifadesi yerine konulduktan sonra Teo.3..2.1. uygulanarak  

türev vektörü için  

)(tP&

                                  +  ∑ ∑
= =

++=
k

i

m

j
iijjij euutP

1 1

)()( αξ &&
11

1

)( +++
=

+ ++∑ mkm

m

s
sksss aau ηκη

bulunur. 

msu sss ≤≤=+ 1,0ηκ  ,  olacak biçimdeki P(t) noktaları için  vektörleri )(tP&

{ }α&,,...,1 keeSp  da yatarlar. 

 

Tanım 3.2.8 

ms ≤≤1  için elde edilen m-tane 0=+ sssu ηκ  lineer denklemi ile tanımlanan P(t) 

noktalarının doldurduğu (k-m)-boyutlu uzaya Φ  nin  içindeki merkez uzayı  )(tZ mk−

denir ve   ile gösterilir,[4]. )(tZ mk−

 

Tanım 3.2.9 

  merkez uzayı doğrultman uzayı olarak )(tZ mk− α  eğrisi boyunca hareket ederken Φ   
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tarafından ihtiva edilen bir yüzey meydana getirir. Bu yüzeye Φ  nin  (k-m+1)-boyutlu 

merkez regle yüzeyi denir ve  ile gösterilir,[7]. Ω
 

Tanım 3.2.10 

   (k+1)-boyutlu genelleştirilmiş regle yüzeyine ait (k-m+1)-boyutlu  merkez 

regle yüzeyinin bir ortagonal yörüngesi r olmak üzere,

Φ Ω

Ω  doğrultman uzayına total olarak dik 

olan bir doğrultman uzayı, r yi dayanak eğrisi olarak kabul ederek bir regle yüzey meydana 

getirir. Bu  yüzeye Φ  nin (m+1)-boyutlu asli regle yüzeyi denir ve Λ  ile gösterilir,[4].Λ  

nin doğrultman uzayı   ile gösterilirse  )(tFm

(3.2.16)                                  boy +boy =boy  )(tFm )(tZ mk− )(tEk

bulunur ve ayrıca  

                                                  =)(tFm { }meeSp ,...,1  

                                                =)(tZ mk− { }km eeSp ,...,1+  

(3.2.17)                                       =)(tEk { }keeSp ,...,1  

olduğu açıktır. 

 (k+1)- boyutlu Φ  genelleştirilmiş regle yüzeyine ait α dayanak eğrisi için  

(3.2.18)                                    ∑
=

++++=
k

i
mkmii aet

1
11)( ηξα&

olduğundan aşağıdaki iki önerme doğrudur. 

 i.  nin bir merkez uzayının olması için gerek ve yeter şart Φ )( 0tZ mk− 0)( 01 ≠+ tmη  

olmasıdır. 

 ii.Φ  nin bir   sırt uzayının olması için gerek ve  yeter şart 0( )k mK t− 0)( 01 =+ tmη  

olmasıdır. 

 O halde sırt veya merkez uzayından hangisi varsa ona ait regle yüzey için bir 

parametrizasyon  

(3.2.19)                       ∑
−

=
+++ +=Φ

mk

i
imimkm teutuut

1
1 )()(),....,,( α

olacaktır. 

 m=k   ise  boy  = boy  = 0  dır. Bu durumda sırt regle yüzeyi )(tK mk− )( 0tZ mk− Φ  nin 

sırt eğrisine dejenere olur, merkez regle yüzeyi ise Φ  nin striksiyon çizgisine dejenere olur. 

Böylece şunu söyleyebiliriz: 
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Sırt regle yüzeyli genelleştirilmiş regle yüzeyler 3E  ün tanjant yüzeylerine   

(striksiyon çizgisiz yüzey ) genelleşir, merkez regle yüzeyli genelleştirilmiş regle yüzeyler ise 
3E ün striksiyon çizgili regle yüzeylerine genelleşir. 

 

Tanım 3.2.11. 

 Sırt regle yüzeyli  genelleştirilmiş regle yüzeyine ait bir Φ { }mkkk aaee ++ ,...,,,..., 11  

ortanormal bazını nIR  nin bir { }nmkmkkk aaaaee ,...,,,...,,,..., 111 ++++  ortanormal bazına 

tamamlayalım. Burada  vektörlerinin meydana getirdiği nmk aa ,...,1++ { }nmk aa ,...,1++   bazına 

tamamlayıcı baz denir,[7]. Eğer Φ  merkez regle yüzeyli ise tamamlayıcı ortanormal 

bazı{ }2 ,...,k m na a+ +  dir. 

(3.2.20)  

1
1 2

1
1 2

1
1 2

,1

, 2

m n k m

k i i i ij k j i k m i k m
j

m n k m

k m j k j k m
j

m n k m

k m s sj k j s k m s k m
j

a e a a a i m

a a a

a a a a s n

λ λ
λ

λ λ
λ

λ λ
λ

κ τ ω γ

ω β

ω β β

− −

+ + + + + +
= =

− −

+ + + + +
= =

− −

+ + + + + + +
= =

⎧
= − + + + ≤ ≤⎪

⎪
⎪⎪ = − −⎨
⎪
⎪

= + + ≤ ≤ −⎪
⎪⎩

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

&

&

& k m−

dir. 

 

Tanım 3.2.12. 

 , Φ nE  de merkez regle yüzeyli bir genelleştirilmiş regle yüzey olsun.  

(3.2.21)                                ( , ) ( ) ( ) , ( , ) , 1i it u t ue t t u IxIR i mαΦ = + ∈ ≤ ≤  

parametrik ifadesi ile tanımlanan iΦ  regle yüzeylerine Φ  nin  2-boyutlu asli regle 

yüzeyleri  denir,[5]. 

 

Tanım 3.2.13. 

 nE  de (k+1) -boyutlu  Φ   regle yüzeyi  

                                             1
1

( , ,..., ) ( ) ( )
k

k i
i

t u u t u e tα
=

Φ = +∑ i

parametrizasyonu verilmiş olsun. Eğer bir p pozitif tam sayısı için 

(3.2.22)                               1( , ,..., )kt p u uΦ + = 1( , ,..., )kt u uΦ     
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ise  ye kapalıdır denir. Burada p en küçük peryodu gösterir. Kapalı regle yüzeylerin 

dayanak eğrileri de kapalıdır,[5]. 

Φ

Tanım 3.2.14. 

 (k+1)-boyutlu Φ  regle yüzey  için  

 1- boyA(t)=k+m=sabit   ,   ,It∈∀  

            2- Bir  { IpttJ ⊂≤≤= 0 }   kapalı aralığı üzerindeΦ  nin p periyotlu asli çatısı 

mevcut ise  regle yüzeyine basit kapalıdır denir,[5]. Φ

 Basit kapalı bir  regle yüzeyinin  doğrultmanlarınınΦ ih α kapalı dayanak eğrisi 

boyunca oluşturduğu 2- boyutlu ,1, mii ≤≤Φ  asli regle yüzeyleri de kapalı olur. 

 

Tanım 3.2.15. 

 m=k   için  boy =boy)(tK mk− ( )k mZ t− =0   olduğundan bu durumda  nin merkez regle 

yüzeyi  striksiyon çizgisine dönüşür. Bu striksiyon çizgisi 

Φ

α  olmak üzere , (k+1) – boyutlu 

basit kapalı genelleştirilmiş regle yüzeyine ait, 

Φ

,1, kii ≤≤Φ 2-boyutlu asli regle yüzeyinin 

ortagonal yörüngesinin bir peryot sonra ilk ve son noktaları arasındaki uzaklığa  nin i-yinci 

açılım uzunluğu denir.  nin i-yinci açılım uzunluğu  ile gösterilirse  

Φ

Φ iL

(3.2.23)                              ∫∫ 〉〈−=−=
p

ii

p

ii edLveyadttL
00

,)( αξ

dir,[5]. 

  

Tanım 3.2.16. 

 nE  de (k+1)- boyutlu genelleştirilmiş basit  kapalı regle yüzey   olsun.  nin T(t) 

teğetsel demetinin boyutu  k+m+1 ise 

Φ Φ

Φ  nin, iΦ   2 – boyutlu asli regle yüzeyleri  nin m 

tane 

Φ

iλ  açılım açısını tanımlar ve  

 (3.2.24)                                     ∫ ≤≤=
p

ii midtt
0

1,)(ωλ

ile ifade edilir,[5]. n=k+m+1   için  (3.2.20) denkleminden   

                                                 〉−〈= +++ ikmki aa ,1ω    

 bulunur. 
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Tanım II.1.17. 

 ,  (k+1)-boyutlu regle yüzeyinin Φ α  dayanak eğrisi için  

                                                    ∑
=

++++=
k

i
mkmii ae

1
11ηξα

olmak üzere 01 ≠+mη  ise     

(3.2.25)                                      miP
i

m
i ≤≤= + 1,1

κ
η

 

ifadesine Φ  nin i-yinci asli dağılma parametresi denir,[7]. 

 

Tanım 3.2.18. 

 nE  de (k+1)-boyutlu  regle yüzeyinin total dağılma parametresi    Φ

(3.2.26)                                             ∏
=

=
m

j
iPD

1

ile tanımlanır. Burada  ler  i-yinci asli dağılma parametreleridir,[11]. iP

 

Tanım 3.2.19. 
nE  de (k+1)-boyutlu  regle yüzeyinin i-yinci açılım uzunluğu , , olsun.  Φ iL mi ≤≤1

Bu durumda  nin açılım uzunluğu   Φ

(3.2.27)                                      m
mLLL ...1=                   

olarak  tanımlanır,[7]. 

 

Tanım 3.2.20. 

 nE  de (k+1) – boyutlu  regle yüzeyinin i-yinci açılım açısı Φ iλ  ,  , olsun. Bu 

durumda  nin açılım açısı   

mi ≤≤1

Φ

(3.2.28)                   m
mλλλ ...1=               

olarak tanımlanır,[11]. 

 

Tanım 3.2.21. 

 nE  de (k+1) – boyutlu  regle yüzeyinin asli dağılma parametreleri  olsun. Bu 

durumda  nin dağılma parametresi  

Φ mPP...1

Φ
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(3.2.29)                m
mPPP ...1=                

ile tanımlanır.   

Teorem 3.1.2. 

 Regüler bir (k+1)-boyutlu regle yüzey Φ  olsun. Eğer Φ  nin bir ,,)( IttEk ∈  

doğrultman uzayı içindeki asimptotik ve teğetsel demetleri çakışmıyorlarsa o zaman Φ  nin 

dayanak eğrilerinin hız vektörleri {  uzayında bulunur ve  nin bir   

(m>0) merkez uzayına sahiptir. Merkez uzayının noktalarında 

}11 ,,..., ++mkk aee Φ )(tZ mk−

Φ  nin tanjant uzayları A(t) 

asimptotik demetine diktirler. Φ  nin doğrultman uzayı,her P noktasındaki tanjant 

uzayında bulunur,[4]. 

)(tEk
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3.3 Konoidal Regle Yüzeyler 

 

Bu bölümde konoidal , ortakonoidal ve kuvvetli konoidal regle yüzeyleri tanıtacağız. 

 

Tanım 3.3.1. 

  de (k+1)-boyutlu  regle yüzey  nE Φ  olsun.Φ  nin her  doğrultman uzayının 

paralel olduğu sabit  bir  alt uzayı mevcut ise 

)(tEk

,, kqEE nq ≥⊂ Φ  ye q-konoidal regle yüzey 

denir. altuzayına da  nin doğrultu uzayı denir,[6]. qE Φ

 Eğer bir nE  de (k+1)- boyutlu Φ  regle yüzeyi (n-1)  konoidal ise  ye kısaca 

konoidaldir denir. Onun doğrultu uzayı sabit bir doğrultu hiperdüzlem (Richthyperebone)  

dir. 

Φ

 

Örnek 3.3.1. 
3E , 3-boyutlu Öklid uzayında dik silindir yüzeyi bir konoidal regle yüzeydir. 

 

Tanım 3.3.2. 

   merkez regle yüzeyli ve doğrultu uzayı  olan q- konoidal  (k+1)-boyutlu regle 

yüzey  olsun. Eğer  nin merkez noktalarındaki tanjant uzayları  doğrultu uzayına  

ortagonal ise  ye q-ortakonoidaldir denir. Ya  da q=n-1 ise 

Ω qE

Φ Φ qE

Φ Φ  ye kısaca ortakonoidaldir 

denir. 

 

Teorem 3.3.1. 

   de q-konoidal (k+1)-boyutlu regle yüzey nE Φ  ve Φ  nin A(t) asimptotik demetinin 

boyutu olan (k+m) sabit olsun. Bu durumda  doğrultu uzayının boyutu olan q sayısı için qE

(3.3.1)                               1−≤≤+ nqmk  

eşitsizliği geçerlidir  ve Φ  nin asimptotik demeti  doğrultu uzayına paraleldir,[6]. qE

 

İspat: 

 Teoremin ispatı için  olduğunu göstermeliyiz.  doğrultu uzayının ortogonal 

tümleyeni olan alt vektör uzayı  in  ortonormal bazı 

qmk ≤+ qE
⊥)( qE { }nq bb ,...,1+  olsun.  sabit qE
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olduğundan  de sabittir. Bu durumda ⊥)( qE Φ  nin  , )(tEk It∈ , doğrultman uzayının  

   doğal taşıyıcı bazı için ,  { )(),...,(1 tete k }

(3.3.2)                             qnskiteb isq −≤≤≤≤=〉〈 + 1,1,0)(,  

dir. Buradan t ye göre türev alırsak  

(3.3.3)                             qnskiteb isq −≤≤≤≤=〉〈 + 1,1,0)(, &  

bulunur. Son eşitlikte (3.2.5) ve (3.2.6) türev denklemleri kullanılırsa  

(3.3.4)                           iiksqi miab κκ ,1,0, ≤≤=〉〈 ++ >0 , 

(3.3.5)                            qnsmiab iksq −≤≤≤≤=〉〈 ++ 1,1,0,  

elde edilir. (3.3.2) ve (3.3.5) ifadelerinde Φ  nin A(t) asimptotik demeti  e ortogonal ,  

dolayısıyla  ya paraleldir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

⊥)( qE

qE

 

Tanım 3.3.3. 

 Silindirik olmayan (m>0), q-konoidal (k+1)-boyutlu regle yüzey  ve  nin  A(t) 

asimptotik demetinin boyutu olan (k+m) sabit olsun. Eğer q=k+m ise

Φ Φ

Φ  ye kuvvetli konoidal 

(strongkonoidal) denir,[6]. 

 

Teorem 3.3.2. 

Silindirik olmayan (m>0),q-konoidal  (k+1)-boyutlu regle yüzeyi ,k+m sabit boyutlu 

A(t) asimptotik demetine ve {  asli çatısına sahip olsun. Bu durumda  kuvvetli 

konoidaldir ancak ve ancak (3.2.20) ifadesinde  

Φ

})(),...,(1 tete k Φ

                          mknmiii −−≤≤≤≤== λγω λ 2,1,0,0  

dir,[6]. 

  

İspat: 

Teo.3.3.1 e göre  A(t) asimptotik demeti  ya paralel olduğundan her  için 

(3.3.5) den  

qE It∈

                            qnsmitab iksq −≤≤≤≤=〉〈 ++ 1,1,0)(,  

yazılır ve t ye göre türev alınırsa 

                             qnsmitab iksq −≤≤≤≤=〉〈 ++ 1,1,0)(, &  
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elde edilir.  nin  (3.2.20) türev denklemlerindeki değerini burada yerine yazar ve (3.3.2) 

ve (3.3.5) ifadelerini dikkate alırsak  

)(ta ik+&

                        ∑
−−

=
++++++ =〉〈+〉〈

mkn

mksqimksqi tabtabt
2

1 0)(,)(,)(
λ

λλγω

elde ederiz. Bu eşitliği açarsak 

                      +〉〈 +++ 11 , mkqi abω +〉〈 +++ 212 , mkqi abγ …+ 0,1)( =〉〈 +−− nqmkni abγ  

                     +〉〈 +++ 12 , mkqi abω +〉〈 +++ 222 , mkqi abγ …+ 0,2)( =〉〈 +−− nqmkni abγ  

                .                      .                            .               . 

                                      .                      .                            .               . 

                                      .                      .                            .               . 

                     +〉〈 ++ 1, mkni abω +〉〈 ++ 22 , mkni abγ  … + 0,)( =〉〈−− nnmkni abγ  

veya  matris formunda yazarsak, 

 (3.3.6)                         

1 1 1 2 1

22 1 2 2 2

( )1 2

, , ... , 0
, , ... , 0

. .. . .

. .. . .

. .. . .
0, , ... ,

q k m q k m q n i

iq k m q k m q n

i n k mn k m n k m n n

b a b a b a

b a b a b a

b a b a b a

ω
γ

γ

+ + + + + + +

+ + + + + + +

− −+ + + +

〈 〉 〈 〉 〈 〉⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥〈 〉 〈 〉 〈 〉⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥〈 〉 〈 〉 〈 〉 ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦

 

lineer denklem sistemi elde edilir. 

(  ):  kuvvetli konoidal olsun, yani q=k+m olsun. Bu taktirde ⇒ Φ Φ  nin  doğrultu uzayı, 

A(t) asimptotik demetinin  baz vektörleri tarafından gerilir. O halde  

doğrultu uzayının ortogonal tümleyeni  olmak üzere 

qE

mkkk aaee ++ ,...,,,..., 11
qE

⊥)( qE { }nq
q bbSpE ,...,)( 1+

⊥ =  ile 

 aynı uzayı gösterirler. q=k+m olduğundan   vektörleri   

halini alırlar.  sistemiyle 

{ nmk aaSp ,...,1++ }

}
nq bb ,...,1+ nmk bb ,...,1++

{ nmk bb ,...,1++ { }nmk aa ,...,1++  sistemi aynı uzayın bazları olduklarından 

birbirlerine karşılık gelirler ve katsayı  matrisi,  birim matrisi haline gelir. detqnI − 0≠−qnI  

olduğundan çözüm tektir. Buna göre lineer denklem sistemi homojen olduğundan çözüm 

sadece aşikar çözümdür. Dolayısıyla  

                       mknii −−≤≤== λγω λ 2,0,0  

elde edilir. 

( ): ⇐

                     mknmiii −−≤≤≤≤== λγω λ 2,1,0,0  
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olsun. Bu durumda  (3.3.6) sağlanır ve dolayısıyla  q=k+m olduğu ve k+m nin sabit olduğu 

görülür. O halde  kuvvetli konoidaldir,[6].   Φ
 

Teorem 3.3.3. 

   de kuvvetli konoidal (k+1)-boyutlu regle yüzey nE Φ  olsun. Eğer ,   merkez 

regle yüzeyli ise, o zaman  (k+m)-ortakonoidaldir. 

Φ Ω

Φ
 

İspat: 

Teorem 3.3.1 e göre  nin A(t) asimptotik demeti Φ Φ  nin   doğrultu uzayına 

paraleldir. Ayrıca Teo. 3.1.2 ye göre

mkE +

Φ  nin  merkez noktalarındaki tanjant uzayları A(t) 

asimptotik demetine diktirler. O halde ortokonoidallik tanımı gereği  (k+m)-

ortokonoidaldir. 

Φ

Bir (k+1)-boyutlu regle yüzeyi p-konoidal ve q-konoidal gibi değişik mertebelerden 

konoidal olabilir. Eğer  olacak şekilde  doğrultu uzayları mevcut ise 

Φ
pq EE ⊂ pq EveE Φ  

aynı anda  q-konoidal ve p-konoidaldir denir. 

 

Teorem 3.3.4. 

   asli çatısına sahip olan, { )(),...,(1 tete k } Ω  merkez regle yüzeyli, silindirik olmayan 

(m>0) kuvvetli konoidal (k+1)- boyutlu regle yüzeyi Φ  olsun. Eğer  ortakonoidal ise  

(3.2.20) türev denklemlerinde  

Φ

                                           mkn −−≤≤= λβλ 2,0  

dir. Bu durumda  bir n (=k+m+1)-boyutlu Öklid uzayında bulunur,[6]. Φ
 

İspat: 

 Bir  (k+1)-boyutlu regle yüzeyi kuvvetli konoidal ise  q=k+m dir. Ayrıca Φ Φ  

merkez regle yüzeyli olduğundan ,,)(1 Itta mk ∈++  merkez tanjant  vektörü vardır. 

  (k+1)-boyutlu  regle yüzeyi ortokonoidal olsun. Bu durumda q=n-1 olup Φ Φ  nin 

doğrultu uzayı bir hiperdüzlemdir. O halde { }bSpE q =⊥)( ,yani  nun ortogonal tümleyeni 

1-boyutlu bir alt uzaydır. Teo. 3.3.3 e göre 

)( qE

,,)(1 Itta mk ∈++  merkez tanjant vektörü  { }bSp  

uzayında bulunur. Buna göre  

                   )()(, 1 sabittab mk ==〉〈 ++ λλ  
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yazılabilir. t ye göre türev alınırsa   

                     0)(, 1 =〉〈 ++ tab mk&  

olur.  nin (3.2.20) türev denklemlerindeki değeri yerine yazılır ve (Teorem 3.3.2) 

gözönüne alınırsa  

)(1 ta mk ++&

                      
2

, 0
n k m

k mb aλ λ
λ

β
− −

+ +
=

− 〈 〉 =∑

veya  

                      0=λβ  

elde edilir. Ayrıca q=k+m ve q=n-1 olduğundan n=k+m+1 elde edilir ki bu da  nin 

(k+m+1)-boyutlu Öklid uzayında olması demektir. 

Φ

 

 Teorem 3.3.5. 

  asli çatısına sahip olan, { )(),...,(1 tete k } Ω  merkez regle yüzeyli,silindirik olmayan 

(m>0) (k+1)-boyutlu regle yüzey Φ  olsun. Eğer Φ  için (3.2.20) türev denklemlerindeki 

katsayılar için, 

                                                0 , 0 , 1 , 2i i m n k mλω β λ= = ≤ ≤ ≤ ≤ − −  

ise Φ  ortokonoidaldir,[6]. 

                       

 Teorem III.1.6. 

  asli çatısına sahip olan, { )(),...,(1 tete k } Ω  merkez regle yüzeyli,silindirik olmayan  

(m>0) (k+1)-boyutlu regle yüzey Φ  olsun. Eğer Φ , q-ortokonoidal ise (3.2.20) deki 

katsayılar için,  

                                                 mii ≤≤= 1,0ω  

dir,[6]. 

 

İspat: 

 Bir  Φ  (k+1)-boyutlu regle yüzeyi Ω   merkez regle yüzeyli ise merkez tanjant 

vektörü vardır.  q-ortokonoidal olduğundan  vektörü 

1++mka

Φ 1++mka Φ  nin qE  doğrultu uzayına 

diktir, yani  vektörü 1++mka qE  ya ortonormal vektör uzayında bulunur. qE sabit olduğundan  
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⊥)( qE  de sabittir. O halde merkez tanjant vektörü 1++mka Φ  nin parametrizasyonundaki  I 

parametre aralığının ∈ot I değeri için sabit olarak bulunur. Buna göre  

                          mitata ikmk ≤≤=〉〈 +++ 1,0)(),( 01  

eşitliğinde  t ye göre türev alırsak   

                          mitata ikmk ≤≤=〉〈 +++ 1,0)(),( 01 &  

elde edilir ve  nin  (3.2.20) deki değeri yerine yazılırsa  )(ta ik+&

                                     miwi ≤≤= 1,0  

bulunur. 

 

Tanım 3.3.4. 

  de (k+1)-boyutlu regle yüzey nE Φ  ve Φ  nin bir   doğrultman uzayı    ın 

bir 

)( 0tE k 0t

ε  komşuluğunda ε<−∈∀ ottiçinIt(  ) bir Ω   merkez regle yüzeyine sahip olsun. 

Eğer  nın merkez noktalarındaki tanjant uzayları )( 0tE k Φ  nin  doğrultu uzayına 

ortogonal iseler  doğrultman uzayına q-ortohoiddir denir,[6]. 

qE

)( 0tE k

Φ  nin (n-1)-ortohoid doğrultman uzayına kısaca orthoid denir. Bu tanım  teki 

ortokonoidal ışın yüzeylerinin orthoidal doğrultman uzayı kavramının direkt bir 

genelleştirilmesidir.  ün sadece dönel (helezoni) yüzeyleri orthoid doğrultman uzayına 

sahiptir. 

3E

3E

 

Örnek 3.3.2. 
3E  de { IRxxXSptE k }∈== 33 :),0,0()(   altuzayının doğrultman uzayı olarak  

                                 
)0,sin,(cos)(

)2,0(: 3

tttt
EI
=→

→=
α

πα

eğrisi boyunca oluşturduğu yüzeyin denklemi  

                             
),sin,(cos

)1,0,0()0,sin,(cos
)(),( 3

λ
λ

λαλ

tt
tt

ett

=
+=

+=Φ

 

olup Φ  dönüşümü  de bir 2-regle yüzey (ışın yüzeyi) gösterir. 3E
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It∈∀ için  doğrultman uzayı düzlemine paralel olduğundan)(tE k ,02...2 =−yE Φ  

ışın yüzeyi  de konoidaldir. Ayrıca 3E )(tα  dayanak eğrisi Φ   nin merkez regle yüzeyi olup 

)(tα  noktasındaki  

 

                               ( ) (sin , cos ,0)t t tα− = −&  

merkez tanjant uzayı (vektörü)  π=t   için  doğrultu uzayına ortogonaldir. O halde  2E

)(πkE  doğrultman uzayı Φ  nin bir orthoid doğrultman uzayıdır. 

 

 

 

 

 

  

π20  

(  ) 

 

 

 

 

 

 α 0

E2 ...  y – 2 = 0    

Ek(t) 

2 

Z 

   t 

Y 

                                   X 

Şekil III.1.1 

Tanım 3.3.5.                                       
nE  de q-konoidal bir (k+1)-boyutlu regle yüzey Φ  ve Φ  nin bir doğrultman uzayı 

 olsun. Eğer  nın noktalarında kE kE Φ  nin tanjant uzayları  doğrultu uzayına paralel ise 

 doğrultman uzayına  q-tangoiddir denir,[6]. 

qE

kE

Φ  nin (n-1)-tangoid doğrultman uzayına  kısaca tangoid doğrultman uzayı denir. 

 

Örnek 3.3.3 . 

(Örnek3.3.2.)  de 2/32/ ππ vet =   değerlerine karşılık gelen  doğrultman  

uzaylarının noktalarında  nin tanjant uzayları  doğrultu uzayına paraleldir. O halde  

kE

Φ 2E
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)2/3()2/( ππ kk EveE doğrultman uzayları Φ  nin  tangoid doğrultman uzaylarıdır. 

 

Teorem 3.3.7. 

  de {  doğal taşıyıcı baza sahip olan,konoidal basit kapalı (k+1)-

boyutlu regle yüzey  

nE })(),...,(1 tete k

Φ  olsun. Eğer Φ ,  in bir hiperdüzleminde bulunuyorsa  en az iki 

tane tangoid doğrultman uzayına sahiptir,[6]. 

nE Φ

 

İspat: 

 Kapalı bir I aralığında ,21, ≤≤∈ iIti  için  merkez tanjant vektörünün  

doğrultu uzayına paralel olduğunu göstermeliyiz. Hipoteze göre 

)(1 imk ta ++
qE

Φ  konoidal ve  in bir 

hiperdüzleminde bulunduğundan q=n-1 dir. O halde  doğrultu uzayının ortogonal 

tümleyeni sabit bir b vektörünün germiş olduğu altuzaydır.  vektörünün  ya paralel 

olduğunu göstermek için b vektörüne dik olduğunu göstermek yeterlidir. 

nE
qE

1++mka qE

                Φ 1
1

( , ,..., ) ( ) ( )
k

k i
i

t u u t u e tα
=

= +∑ i

ifadesinde Φ  nin kapalı )(tα  dayanak eğrisi için  

                 ∑
=

++++=
k

i
mkmii aet

1
11)( ηξα&

dir. Buna göre  

             〉〈=〉〈 +++ btatbt mkm ),()(),( 11ηα&  

olur. Burada  nin kapalı bir yörüngesi üzerinde integral alırsak  Φ

               0),(),()( 11 =〉〈=〉〈∫ ∫
Φ Φ

+++ btbtat mkm αη &  

bulunur. Bu nedenle en az iki 2121 ,, tttt ≠  ,  değeri için   

(3.3.7)                0,)()( 11 =〉〈 +++ btat imkimη  

dır. Gerçekten, 

             iimkimimkim tbtatbtat cos..)()(,)()( 1111 ++++++ =〉〈 ηη  

π20 ≤≤ t   aralığında  2/32/ ππ == tvet  değerleri için cost=0 olduğundan (3.3.7) ifadesi 

doğrudur. O halde  nin en az iki Φ It∈  değerleri için tangoid doğrultman uzayı vardır. 
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3.4 Çeşitli Hareketlere Đştirak Eden Genelleştirilmiş Regle Yüzey Çiftleri 

3.4.1  k-Mertebeden Helisel Hareketlere Đştirak Eden Aksoid Yüzey Çiftleri  

 

nE nin CXAX +=  bir parametreli hareketi için 

(3.4.1.1)              CCXBX && +−= )(  ,       B= 0,1 =− XAA &&     

bulunur. B anti-simetrik matrisinin determinantı,n tek ise sıfırdır,hatta n nin çift olduğu 

bazı hallerde de sıfırdır. It ∈∀  için det tB 0≠  ise  

(3.4.1.2)                           0)())()(( =+− tCtCtPBt
&   

denklemin bir tek çözümü vardır. Bu P(t) çözüm noktası hareketin t-anındaki ani dönme 

merkezi veya pol’üdür. Hareket boyunca P(t) noktaları E de sabit pol  eğrisini ,E   de 

hareketli pol eğrisini oluştururlar. Bu durumda nE  nin 1-parametreli hareketini, 

birbirleri üzerinde yuvarlanan pol eğrileri belirler,[14]. 

    Şimdi t∀ ve n∀  için tB  nin determinantının sıfır olduğunu kabul edelim. 

 

Tanım 3.4.1.1.   

t∀  ve n∀  için 0det =tB olmak üzere rank tB =n-k olsun.e(t), tB  nin 

çekirdeğinde bir birim vektör ise  

(3.4.1.3)                            )()()( tetCCPBt λ=+− &   , ∈)(tλ IR     

denklem sisteminin çözümleri k-boyutlu bir uzayı doldururlar,yani denklem sistemini 

sağlayan P noktaları nIR nin k-boyutlu bir alt uzayını doldururlar. Bu uzaya hareketin   

t-anındaki Ani  Eksen Uzayı denir ve )(tEk ile gösterilir ( 0)( ≠tλ ise Ani Screw Eksen 

Uzayı, 0)( =tλ  ise Ani Dönme Uzayı adını alır), [7]. 

 

Tanım 3.4.1.2. 

  E⊂α  eğrisini dayanak eğrisi kabul ederek, )(tEk ekseni, hareket boyunca  

E  hareketli uzayında bir (k+1)-boyutlu genelleştirilmiş regle yüzey oluşturur. Bu 

yüzeye hareketin Hareketli Aksoid Yüzeyi denir .Φ  ile gösterilir. 
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Tanım 3.4.1.3.  

)(tEk  eksen uzayı,hareket boyunca E sabit uzayında CA += αα  E⊂  eğrisini 

dayanak eğrisi kabul ederek bir (k+1)-boyutlu genelleştirilmiş regle yüzey meydana 

getirir. Bu yüzeye de hareketin sabit aksoid yüzeyi denir. Φ  ile gösterilir. 

Φ  veΦ   nin doğrultman uzayları olan )()( tEvetE kk  karşılıklı olarak 

birbirlerine tekabül eder,[5]. Buna göre nE  deki bu hareketin Φ  veΦ   aksoid 

yüzeyleri, t∀  için bu hareket altında ortak bir Φ⊂)(tEk  ve Φ⊂)(tE k doğrultman 

uzayı çifti boyunca, yuvarlanarak ve kayarak birbirlerine dokunurlar diyebiliriz,[15]. 

 

Tanım 3.4.1.4.  

     Yukarıdaki özellikleri sağlayan bir harekete nE   nin bir k. mertebeden (ani) 

helisel hareketi denir,[7].  

     Burada eğrilerin birbirleri üzerinde yuvarlanmasında kayma yoktur,ancak 

hareketin kendisinde kayma vardır. Eğriler birbirleri üzerinde kaymaksızın 

yuvarlandığından 0=λ   alabiliriz. 

     k-mertebeden bir helisel hareket Φ  veΦ   aksoid yüzeylerinin birbirleri 

üzerinde kayarak yuvarlanmasından meydana gelir. 

Tanım 3.4.1.5. 

Φ  (k+1)-boyutlu aksoid yüzeyinin α  dayanak eğrisi için  

                              1 1
1

k

i i m k m

i

e aα ξ η + + +
=

= +∑&  

olmak üzere, 1 0mη + ≠  ise 

                                             1 , 1m
i

i

P i m
η
κ

+= ≤ ≤  

ifadesine Φ  nin i-yinci asli dağılma parametresi denir,[7]. 

 m=0 için ,iκ  mi ≤≤1  ,ler tanımsızdır. Bu durumda Ω  ile Φ  birleşir ve 

(k+1)- boyutlu silindir meydana gelir. Gerçekten 3E  te silindir için aP  dağılma 

parametresi belirsizdir. 

                O halde Φ  nin dejenere olmamış bir (k-m+1)-boyutlu merkez (veya sırt ) 

regle yüzeyinin olması için  
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(3.4.1.4)  0<m<k                                                                                

olmalıdır. 

 

Teorem 3.4.1.1. 

      nE  nin k-mertebeden bir helisel hareketi CXAX +=   ile verilsin. 

  i.  Bu hareket altında meydana gelen Φ  veΦ   aksoid yüzeylerinin asli çatılarını 

oluşturan vektörler  

(3.4.1.5) A ii ee =     ,   ki ≤≤1                                                             

eşitliği ile birbirlerine karşılık gelirler.    

ii.  Bu vektörlerin türevleri arasında şu bağıntı vardır: 

 (3.4.1.6) A ie
&  = ie&    ,    ki ≤≤1      .                                                     

            iii.  Φ  veΦ   nin, sırası ile, iP  ( mi ≤≤1 ) asli dağılma parametreleri için  

(3.4.1.7) ii PP =                                                                                   

dir. 

 

Đspat : 

 i. Φ  nin ve Φ  nin asli çatıları, sırası ile,{ 1e ke,...,  }  ve },...,{ 1 kee  olsun. 

                                               f : nn EE →   

                                              CXAXXfX +==→ )(   

              f x : )()( n

x

n

x ETET →   

                XXfX x
&&& =→ )(  

ve  f x =A olduğundan 

   ii eAe =     ,     ki ≤≤1  

bulunur. Hatta  

(3.4.1.8)   ikik aAa ++ =      ,      ki ≤≤1  

(3.4.1.9)  jmkjmk aAa ++++ =  ,   mknj −−≤≤1       

olmalıdır,[5]. 

               ii. { kee ,...,1 }sistemini B nin çekirdeğini gerecek şekilde seçelim. Yani 
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(3.4.1.10)   B ie =0   ,    ki ≤≤1                                    

olsun . (3.4.1.5) dan t ye göre türev alırsak  

  iii eAeAe &&& +=       ,       ki ≤≤1       , 

  iii eAeAAe &&& += −1            ( )ii eAe 1−=     , 

  iii eABee && +=       

bulunur ve buradan da  (3.4.1.10) ifadesi dikkate alınırsa (3.4.1.6) bağıntısı bulunmuş 

olur. 

 iii. Φ için bir parametrizasyon  

   ( ) ∑
=

+=Φ
k

j

iik teuuut
1

1 )(,...,, α    

dır. Φ  nin asli çatısındaki vektörler için  

   ∑
=

++=
k

j

ikijiji aee
1

κα&        mi ≤≤1   , 0>iκ  

olmak üzere, son eşitliğin her iki tarafına hareketin Jakobian dönüşümü olan  A yı 

uygulayalım: 

   )(
1
∑

=
++=

k

j

ikijiji aeAeA κα&   , 

   ∑
=

++=
k

j

ikijiji aAeAeA
1

κα&  .    

Burada  (3.4.1.5), (3.4.1.6) ve (3.4.1.8) kullanılarak  

(3.4.1.11)   iki

k

j

jiji aee +
=

+=∑ κα
1

&             ,     mi ≤≤1   , 0>iκ    

bulunur. Öte yandan Φ  nin }{ kee ,...,1  asli çatısı için  

(3.4.1.12)   ikij

k

j

jiji aee +
=

+=∑ κα
1

&  , mi ≤≤1   , 0>iκ  

olduğundan bu son ifade ile (3.4.1.12) birleştirilirse 

   ijij αα =  , 0>= ii κκ        ,     mi ≤≤1       

elde edilir. 

             Φ  nin α dayanak eğrisi için 
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   ∑
=

++++=
k

i

mkmii ae
1

11ηξα&  

olacağından bu eşitliğin her iki  tarafına A yı uygularsak ; 

   )( 11
1

+++
=

+= ∑ mkm

k

i

ii aAeAA ηξα&     , 

   11
1

+++
=

+=∑ mkm

k

i

ii aAeAA ηξα&        , 

(3.4.1.13)   11
1

+++
=

+=∑ mkm

k

i

ii aeA ηξα&                                     

ifadesi elde edilir. 

   CA += αα       ( ))(1 CA −= − αα     , 

   cAA &&&& ++= ααα            , 

  CACAA &&&& ++−= − ααα )(1    , 

                                             ααα &&& ACCB ++−= )(  , eCCB λα =+− &)(  , 

                                             αλα && Ae +=  

                                          eA λαα −= &&             ,    0=eλ   , 

(3.4.1.14)                                αα && =A          .                                                               

 

(3.4.1.13)  ile  (3.4.1.14) i birleştirirsek 

(3.4.1.15) 1
1

1 ++
=

+∑ += mk

k

i

mii ae ηξα&   

bulunur. Öte yandan α dayanak eğrisi için  

 11
1

+++
=

+=∑ mkm

k

i

ii ae ηξα&  

olduğundan bu son ifade ile (3.4.1.16) ifadesi karşılaştırılırsa 

(3.4.1.16) ii ξξ =      ,    ki ≤≤1                                                    

ve 

(3.4.1.17) 11 ++ = mm ηη                                                              

bulunur. 

 
i

m

iP κ
η 1+=     , 
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i

m

iP κ
η 1+=  

ifadesinde (3.4.1.17) i yerine koyarsak  

 ii PP =       ,        mi ≤≤1  

bulunur. 

 

Tanım 3.4.1.6. 

                Bir Φ  genelleştirilmiş regle yüzeyinin asli dağılma parametreleri  1,..., mP P  

olmak üzere  

                        1...m
mP P P=  

ifadesine Φ  nin dağılma parametresi denir,[7].   

 

Teorem 3.4.1.2 

 nE nin bir k-mertebeden helisel hareketine iştirak eden Φ  veΦ     hareketli ve 

sabit aksoid yüzeylerinin dağılma parametreleri aynıdır. 

 

Tanım 3.4.1.7. 

 kim ≤<   için verilen  

  ∑
=

=
k

j

jiji ee
1

α&  

ifadesindeki katsayılar için  

  0=ijα  

ise Φ  nin Ω  merkez (veya sırt) regle yüzeyi silindiriktir denir. 

 

Teorem 3.4.1.3. 

 nE   nin bir k-mertebeden helisel hareketine iştirak eden Φ  veΦ    hareketli ve 

sabit aksoid yüzeylerinin merkez (veya sırt) regle yüzeyleri ΩΩ ve olmak üzere ,Ω  

silindiriktir ancak ve ancak Ω  silindiriktir. 
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Đspat: 

  ∑
=

=
k

j

jiji ee
1

α&   ,       kim ≤<  

ifadesinden yararlanarak  

  ijij αα =  ;   kj ≤≤1  , kim ≤<  

bulunur ve buradan da ispat tamamlanabilir. 

  k-mertebeden kapalı helisel hareketlere iştirak eden aksoid yüzey çiftlerinin 

açılım uzunluğu ve açılım açısı için (3.4.1.1) ile verilen k-mertebeden helisel hareketi 

göz önüne alalım. Bu hareket için  

(3.4.1.18)                                 )()(,)()( tCptCtAptA =+=+   

ise harekete kapalıdır denir. Hareketin kapalı olması herhangi bir α  kapalı eğrisi için  

CA += αα  resim eğrisinin kapalı olması demektir. Dolayısıyla bu durumda,bu eğrileri 

dayanak eğrisi kabul eden hareketli ve sabit aksoid yüzeyleri kapalı olurlar. Şimdi bu 

yüzey çiftleri için i-yinci açılım uzunlukları ile şu teoremi verelim. 

 

Teorem 3.4.1.4 

 X AX C= +    ile verilen k-mertebeden helisel hareketine iştirak edenΦ  veΦ    

hareketli ve sabit aksoid yüzeylerinin i-yinci açılım uzunlukları aynıdır. 

 

Đspat: 

 Φ   hareketli aksoid yüzeyininα   dayanak eğrisi için  

     11
1

+++
=

+=∑ mkm

k

i

ii ae ηξα&  

olmak üzere Φ     nin i-yinci açılım uzunluğu  

  ∫−=
p

ii dttL
0

)(ξ       ,     kmi =≤≤1      (p , peryot) 

dir. Benzer düşünce ile Φ  sabit aksoid yüzeyinin i-yinci açılım uzunluğu 

  ∫−=
p

ii dttL
0

)(ξ       , mi ≤≤1  

olacaktır. Teo.3.4.1.1 nın ispatını yaparken  

                                               ii ξξ =      ,    mi ≤≤1  
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bulmuştuk. Buradan 

(3.4.1.19) ii LL =   ,       kmi =≤≤1  

yazılır. 

 nE⊂Φ  kapalı hareketli yüzeyine ait )(tT  teğetsel demetinin boyutu 

k+m+1 olmak üzere n=k+m+1 olsun. Bu durumda (II.I.20) ifadesi 

(3.4.1.20)  ∑
=

+++ −=
m

i

ikimk awa
1

1
&  

olacaktır. 

 

Teorem 3.4.1.5 

 k-mertebeden kapalı helisel hareketlere iştirak edenΦ  veΦ , hareketli ve 

sabit aksoid yüzeylerinin i-yinci açılım açıları ii ve λλ  olmak üzere bu açılar arasındaki 

bağıntı  

(3.4.1.21)  ∫ ++++=
p

mkikii aAaA
0

1, &λλ   ,    mi ≤≤1        

dir. 

 

 

Đspat: 

  11 ++++ = mkmk aAa  

  111 ++++++ += mkmkmk aAaAa &&&  

Φ   ye ait (3.4.1.20) ifadesini ve Φ  ye ait benzer ifadeyi kullanarak ; 

           ∑ ∑
= =

++++ −+=−
m

i

m

i

ikimkiki awAaAaw
1 1

1 )(&   , 

                            ∑ ∑
= =

++++ −=−
m

i

m

i

ikimkiki aAwaAaw
1 1

1
&     , 

                           ∑ ∑
= =

++++ −=−
m

i

m

i

ikimkiki awaAaw
1 1

1
&  

bulunur. Son eşitliğin her iki yanını ika +  ile çarpalım: 

                                         1, ++++−=− mkikii aAaww &       ,      mi ≤≤1   , 
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(3.4.1.22)                          1, ++++−=− mkikii aAaAww &     ,     mi ≤≤1   

(3.4.1.22) de her iki tarafın  0 dan p ye kadar integralini alırsak  (3.4.1.21) ün ispatı 

tamamlanmış olur. 

                                   ∑
=

++++=
k

i

mkmii ae
1

11ηξα&  

                                   






 −= ∑
=+

++

k

i

ii
m

ımk ea
11

)1( ξαη &           , 

                                  






 −= ∑
=+

++

k

i

ii
m

mk BeBBa
11

1 )1( ξαη &      , 

                                   
{ 













−= ∑

=
++

+
+++

k

i

ikiiik
m

mkik aBeaBBaa
1 0

1
1 ,,)1(, ξαη &    ,  

                                   ik
m

mkik aBBaa +
+

+++ = ,)1(,
1

1 αη &        ,  

                                   αααη &&&& == +
−

+
+++ AaAAABaa ik

m
mkik ,,)1(, 1

1
1    , 

                                   ik
m

mkik aAABaa +
+

+++ = ,)1(,
1

1 αη
&&         , 

(3.4.1.23)                    ik

p

m

p

mkik aAABaa +
−

+
+++ ∫∫ = ,)1(, 1

0
1

0

1 αη
&&   .  

  Eğer )(1 sabitcm =+η  ise  (3.4.1.23)  eşitliğinin sağ tarafı, ika +  vektörünün, 

türevi α&&AA 1−   olan bir eğri boyunca çizdiği regle yüzeyin açılım uzunluğunun 1−c  

katıdır. Sol taraf ise (3.4.1.21) ifadesinin sağ yanındaki terime eşittir.Böylece Φ  veΦ     

nin i-yinci açılım açıları arasında değişik bir ifade elde edilir. 

 

Tanım 3.4.1.8. 

 Φ  ye ait 2-boyutlu iΦ , 1 ,i m k≤ ≤ =  asli regle yüzeylerinin açılım 

uzunlukları iL  olmak üzere  

                           1...m
mL L L=  

ifadesine Φ  nin açılım uzunluğu denir. 
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Sonuç 3.4.1.1. 

 Φ  veΦ , hareketli ve sabit aksoid yüzeylerinin açılım uzunlukları eşittir. 

 

Tanım 3.4.1.9. 

 Φ  ye ait 2-boyutlu iΦ , 1 ,i m k≤ ≤ =  asli regle yüzeylerinin açılım açıları 
iλ  

olmak üzere  

                           1...m
mλ λ λ=  

ifadesine Φ  nin açılım açısı denir. 
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3.4.2 Homotetik Hareketlere Đştirak Eden Genelleştirilmiş Regle Yüzey Çiftleri 

 

 nE  de bir homotetik hareket  

   n

n IRCnSOAhIhCXhAXFX 1,)(,,)( ∈∈=+==  

olmak üzere hA=S için 

   CXSX +=      , 

   )(,0, 1 CXSXXCXSXSX −==++= −&&&&&  

ve HSS =−1&  alırsak 

   tHtHHCCXHX ==+−= )(,)( &&  

bulunur. 

  Her It ∈  için 0det ≠tH  olduğundan daima bir tek pol noktası vardır. Bu 

nokta E  hareketli uzayında Q  ve E sabit uzayında Q ile gösterilirse, QveQ sırası ile 

hareketli ve sabit uzaylarda αα ve  hareketli ve sabit pol eğrilerini çizerler. O halde 

It ∈∀  için böyle pol eğrileri daima vardır. Bu eğriler pol noktaları üzerinde kayarak 

yuvarlanırlar,[13]. 

  Pol noktalarında bu eğrilerin hızları sıfır olacağından 

   0=+CXS &&   

(3.4.2.1)   CS && 1−−=α       

                                                    

(3.4.2.2)                                        CS += αα                                                 

olur.  (3.4.2.1)  ifadesi hareketli pol eğrisinin, (3.4.2.2) ifadesi de sabit pol eğrisinin 

ifadeleridir. 

  Şimdi her )(tα  noktasına bağlanmış{ })(),...,(1 tete k  ortonormal vektör alan 

sistemini göz önüne alalım. 

 

Tanım 3.4.2.1  

 CXSX +=  homotetik hareketi esnasında oluşanα  eğrisi boyunca 

{ }kee ,...,1 sistemi E  hareketli uzayında bir (k+1)-boyutlu genelleştirilmiş regle yüzey 
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meydana getirir. Bu yüzeye hareketin (k+1)-boyutlu hareketli genelleştirilmiş regle 

yüzeyi denir,[1].Bu yüzeyi Φ  ile gösterirsek Φ   için bir parametrizasyon 

(3.4.2.3)   ∑
=

+=Φ
k

i

iik teuuut
1

1 )(),...,,( α   

olur. 

(3.4.2.4)   )()( tteS ii ε=        ,     ki ≤≤1          

diyerek  

(3.4.2.5)   { })(),...,(1 tt kεε  

 

ortogonal sistemini α  pol eğrisinin  )()()( tCtSt += αα  noktasına bağlayalım. 

 

Tanım 3.4.2.2   

 Bu homotetik hareket altında,{ }kεε ,...,1  sistemi,α  resim eğrisini dayanak 

eğrisi kabul ederek E  sabit uzayında bir yüzey meydana getirir. Bu regle yüzeye 

hareketin (k+1)-boyutlu Sabit Genelleştirilmiş Regle Yüzeyi denir,[1]. 

 

Teorem 3.4.2.1 

  CXSX +=  homotetik hareketi boyunca oluşan Φ  veΦ   hareketli ve sabit 

genelleştirilmiş regle yüzeyleri,dayanak eğrileri boyunca birbirleri üzerinde kayarak 

yuvarlanır. 

 

Đspat:  

 Φ  veΦ   nin dayanak eğrileri arasındaki (3.4.2.2) bağıntısını kullanarak  

   ααα &&&& SCS ++=     , 

(3.4.2.6)   αα && S=         (pol noktalarında 0=+CS &&α )    , 

   αα Sdd =     , 

   αα Sdd =      , 

   αα Adhd =     , 

(3.4.2.7)   ∫ ∫=
α α

αα dhd  
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bulunur. Bu da Φ  veΦ  nin hareket boyunca birbirleri üzerinde kayarak yuvarlandığını 

gösterir. 

 

Tanım 3.4.2.3  

 Φ  veΦ   genelleştirilmiş regle yüzeylerin birbirleri üzerinde kaymalı 

yuvarlanmasını sağlayan CXSX +=  hareketine nE  nin k. mertebeden homotetik 

hareketi denir. 

   
,)(

:

CXSXFX

EEF nn

+=→
→

        

   
.1,)(

)()(:

kiSeeFe

ETETF

iiixi

n

x

n

xx

≤≤==→
→

ε
         

Dolayısıyla  

(3.4.2.8)   kjih ijji ≤≤= ,1,, 2δεε     

olur. O halde  { }kεε ,...,1  ortogonal sistemini  

(3.4.2.9)   ki
h

e i

i ≤≤= 1,
ε

 

alarak ortonormalleştirebiliriz. Yani Φ  ye ait )(tEk  doğrultman uzayının bir  tabii 

taşıyıcı bazı olarak { }1,... ke e  ortonormal sistemini alabiliriz. Dolayısıyla Φ  için bir 

parametrizasyon  

(3.4.2.10)                           ∑
=

+=Φ
k

i

iik teutuut
1

1 )()(),...,,( α  

olur. Burada }{ 1,..., ke e , ( )kE t  nin tabii taşıyıcı bazıdır. 

 Φ  nin asimptotik demetinin { }mkkk aaee ++ ,...,,,..., 11  ortonormal bazı ve Φ  nin 

)(tA asimptotik demetine ait ortonormal baz  { }mkkk aaee ++ ,...,,,..., 11  olarak alınırsa 

 

(3.4.2.11)                           mihaS ikik ≤≤= ++ 1,a                                    

elde edilir,[1].  

 Φ nin )(tT teğetsel demetinin boyutunun (k+m+1) olması halinde )(tT  nin 

bir ortonormal { }111 ,...,,,... +++ mkkk aaee  bazı için Φ  nin )(tT  teğetsel demetine ait bir 
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ortonormal baz { }111 ,...,,,... +++ mkkk aaee  olsun. Burada                                                                                                    

(3.4.2.12)                            1 1k m k mSa ha+ + + +=   

bağıntısı geçerlidir,[1]. 

 Φ  ve Φmerkez regle yüzeyli ise bunların { }2 ,...,k m na a+ + ve { }2 ,...,k m na a+ +  

tamamlayıcı ortonormal bazları arasında 

                                         k m k mSa haλ λ+ + + +=  

bağıntısı vardır. 

Teorem 3.4.2.2 

  nE   nin bir k.mertebeden homotetik hareketine iştirak eden Φ  veΦ   

genelleştirilmiş regle yüzeylerine ait asli çatıları oluşturan vektörleri arasındaki bağıntı 

   kiee ii ≤≤=Α 1,  

dır,[1]. 

 

Teorem 3.4.2.3 

   CXSX +=  homotetik hareketine iştirak eden Φ  veΦ   genelleştirilmiş 

regle yüzeyleri verilsin. Φ  veΦ   nin asli çatılarını oluşturan vektörlerin türevlerine ait  

   

∑

∑

=
+

=
+

+=

+=

k

j

ikijiji

k

j

ikijiji

aee

aee

1

1

,

κα

κα

&

 

eşitliklerindeki katsayılar arasında aşağıdaki bağıntılar vardır:                

(3.4.2.13)                                  








≠≤≤=

=+







=+−

jikj

ji
h

h
SS

ijij

iiii

,1

,1

αα

αα
&

&

   mi ≤≤1      

         

(3.4.2.14)              miii ≤≤= 1,κκ  
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Đspat 

                                 

∑

∑

=
+

=
+

≤≤++


















++








=

+=

=

k

j

ikijijii

k

j

ikijijii

iii

ii

mihahe
h

h

aeh
h

h

eheh

he

1

1

,1,

,

,

,

καεε

καεε

ε
ε

&
&

&
&

&&&

 

 

(3.4.2.15.)                 ∑
≠

+++











+







=

k

ji

ikijijiiii A
h

h κεαεαε
&

&   ,  

                                  ii eS=ε           , 

                                  iii eSeS &&& +=ε         , 

                                  ii

k

j

ikijijii SeaeSSS εκαεε 1

1

1 , −

=
+

− =









++= ∑ &&&     , 

                                  ∑
=

+
− ++=

k

j

ikiijii aSjeSSS
1

1 καεε &&     , 

                                  ∑
=

+
− ≤≤++=

k

j

ikijijii miSS
1

1 1,Aκεαεε &&     , 

(3.4.2.16)                  ( ) ∑
≠

+
− +++=

k

ij

ikijijiiii SS Aκεαεαε 1&&        . 

(3.4.2.15) ve (3.4.2.16) ifadeleri karşılaştırılırsa (3.4.2.13) ve (3.4.2.14) eşitliklerinin 

varlığı görülür. 

 

Teorem 3.4.2.4 

 CXSX +=  homotetik hareketine iştirak eden Φ  veΦ   genelleştirilmiş 

regle yüzeylerinin dayanak eğrileri α  ve α  olmak üzere  

  ∑
=

++++=
k

i

mkmii ae
1

11ηξα& , 

  11
1

+++
=

+=∑ mkm

k

i

ii ae ηξα&  
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ifadelerindeki katsayılar arasında şu bağıntılar vardır: 

(3.4.2.17)  ξξ =ih        ,    mi ≤≤1  

(3.4.2.18)  11 ++ = mmh ηη  

 

Đspat: 

                          ∑
=

++++=
k

i

mkmii ae
1

11ηξα&       , 

                           )(
1

11∑
=

++++=
k

i

mkmii aeSS ηξα&       , 

                          ∑
=

++++=
k

i

mkmii aSeS
1

11ηξα&      )( αα && =S     , 

                          ∑
=

++++=
k

i

mkmii

1
11Aηεξα&    ),( 11 ++++ == mkmkii SaASeε  ,  

                           ∑
=

++++=
k

i

mkmii hahe
1

11ηξα&      , 

(3.4.2.19)                           ∑
=

++++=
k

i

mkmii aheh
1

11ηξα&       . 

Öte yandan α&  nın hipotezdeki değeri dikkate alınırsa (3.4.2.17) ve (3.4.2.18) bağıntıları 

elde edilir. 

 

Teorem 3.4.2.5   

 CXSX +=  homotetik hareketine iştirak eden Φ  veΦ   genelleştirilmiş regle 

yüzeylerinin i-yinci asli dağılma parametreleri arasında  

(3.4.2.20)  miPhP ii ≤≤= 1,  

bağıntısı vardır. 

 

Đspat: 

 Φ  nin  i-yinci dağılma parametresi  )( 1

i

m

i
K

P +=
η

 olduğundan  her iki tarafın 

mutlak değeri alınıp (3.4.2.14) ve (3.4.2.18) ifadeleri dikkate alınırsa (3.4.2.20) eşitliği 

ispat edilmiş olur. 
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Teorem 3.4.2.6 

 Φ  veΦ   nin dağılma parametreleri arasında  

(3.4.2.21)  PhP =  

bağıntısı vardır.  

 

Đspat:  

 Φ  nin dağılma parametresi  m
mPPP ...1=     şeklinde tanımlı olduğundan 

(3.4.2.20) eşitliği dikkate alınarak (3.4.2.21) bağıntısı ispat edilir . 

 

Teorem 3.4.2.7 

  Teorem.3.4.2.3 de verilen (3.4.2.13) bağıntıları  mi ≤≤1  , kim ≤<  , için 

de doğrudur. 

 

Đspat: 

 kim ≤<  için verilen  

  j

k

j

iji ee ∑
=

=
1

α&  

  ∑
=

=
k

j

jiji ee
1

α&  

bağıntıları kullanılarak  Teorem 3.4.2.6 nın ispat metodu ile ispat tamamlanır. O halde  

(3.4.2.22)  








≠≤≤=

=+







=+−

jikj

ji
h

h
SS

ijij

iiii

,1

,1

αα

αα
&

&

  kim ≤<  

olacağından )1,(, kjkimji ≤≤≤<∀  için ijij αα =  dir diyemeyiz. Dolayısıyla Φ  

veΦ  nin merkez (veya sırt )regle yüzeyleri ortak silindirik özelliklere sahip olamazlar. 

Yani birisi silindirik ise diğeri silindirik olmayabilir. 

  CXSX +=  homotetik hareketinin kapalı olması,α  ve α  hareketli ve 

sabit pol eğrilerinin kapalı olması demektir. Dolayısıyla bu durumda Φ  veΦ   

genelleştirilmiş regle yüzeyleri kapalı olurlar. Şimdi Φ  veΦ   nin basit kapalı olmaları 

ve m=k olması halinde tanımlı olan i-yinci açılım uzunlukları arasındaki bağıntıyı bir 

teoremle verelim. 
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Teorem 3.4.2.8 

  CXSX +=  kapalı homotetik hareketine iştirak eden Φ  veΦ   hareketli ve 

sabit genelleştirilmiş regle yüzeylerine ait i-yinci açılım uzunlukları  

(3.4.2.23)                        dttL

p

ii )(
0
∫−= ξ        ,  ∫−=

p

ii dttL
0

)(ξ      ,  kmi =≤≤1  

olmak üzere  

                        ii LhddL =      ,      kmi =≤≤1 . 

Đspat: 

 (3.4.2.23) eşitliklerinde diferansiyel alınarak  

                          dtdL ii ξ−=      ,   dtdL ii ξ−=  

bulunur. Bu eşitliklerle (3.4.2.17) bağıntısı birleştirilirse 

                         dthdL ii ξ−=     , 

                         )( dthdL ii ξ−=    , 

(3.4.2.24)                         ii LhddL =        ,         kmi =≤≤1  

bulunur.   

Teorem 3.4.2.9 

 k-mertebeden kapalı helisel harekete iştirak eden Φ  veΦ   hareketli ve sabit 

genelleştirilmiş regle yüzeylerinin i-yinci açılım açıları iλ  ve iλ  olmak üzere bu açılar 

arasındaki bağıntı 

(3.4.2.25)  ∫ ++++=
p

mkikii aAaA
0

1, &λλ      , mi ≤≤1 . 

Đspat: 

 11 ++++ = mkmk aSA     ve   11 ++++ = mkmk haA    olduğundan 

  11 ++++ = mkmk aAa  

bulunur. Buradan t ye göre türev alarak Φ  ye ait (3.4.1.22) ifadesini ve Φ  ye ait benzer 

ifadeyi kullanarak  

  1, ++++−=− mkikii aAaAww &   ,   mi ≤≤1  

elde edilir ve buradan da 0 dan p ye kadar integral alınarak (3.4.2.25) bağıntısı ispat 

edilir. 
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3.4.3  de  k. Mertebeden Simetrik Helisel Hareketlere İştirak Eden Aksoid Yüzey 

Çiftleri 

nE

 

Bu bölümde  deki k.mertebeden helisel hareketlerden yararlanarak k. mertebeden 

simetrik helisel hareketler tanımlanacaktır. 

nE

 

Tanım 3.4.3.1. 
nE  de k.mertebeden helisel hareketler altında birbirlerine karşılık gelen hareketli ve 

sabit aksoidler ΦΦ ve   olsun. ΦΦ ve   nin doğrultman uzayları sırasıyla { }kk eeSptE ,...,)( 1=              

ve    olmak üzere,bu ortonormal sistemler,helisel hareketler altında 

birbirlerine 

{ kk eeSptE ,...,)( 1= }

 (3.4.3.1)   kieeA ii ≤≤−= 1,  

ifadesi ile karşılık geliyorsa bu helisel harekete  de k.mertebeden simetrik helisel 

hareket adı verilir. 

nE

 

Teorem 3.4.3.1. 

k.mertebeden simetrik helisel hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

aksoid yüzeyleri, dayanak eğrileri boyunca birbirleri üzerinde kaymaksızın yuvarlanırlar. 

  

İspat: 

ΦΦ ve  nin dayanak eğrileri pol eğrileri olarak seçilirse,bu eğriler hareket altında 

birbirlerine CA += αα  şeklinde karşılık gelirler. Burada eğrilerin parametrelerine göre türev 

alınırsa 

       CAA &&&& ++= ααα  

bulunur. Pol noktalarında 0=+CA &&α  olduğundan 

 (3.4.3.2)                      αα && A=  

elde edilir. αα ve nın  yay uzunlukları,sırasıyla, SveS   ile gösterilirse 

 

                                      ∫= ,dtS α&  

                ∫= ,dtAS α&  
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                ∫ ∈= ))(( nOAdtS α&  

                 SS =  

dir. 

  

Teorem 3.4.3.2. 

k.mertebeden simetrik helisel hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

aksoid yüzeylerinin doğrultman uzayları  { }kk eeSptE ,...,)( 1=    ve  olmak 

üzere  

{ kk eeSptE ,...,)( 1= }

 (3.4.3.3)                        kieeA ii ≤≤−= 1,&&  

dir. 

 

İspat: 

{ keee ,...,, 21 }  sistemini B nin çekirdeğini gerecek şekilde seçmiştik. (3.4.3.1)   

bağıntısından türev alırsak 

             ,)( 1
iiii eAeeeAeA −−=−=+ &&&&        

             ,)( 11 −− =−=+− AABeeAAeA iii
&&&&  

             ,)0( =−=+− iiii BeeeABe &&  

                       kieeA ii ≤≤−= 1,&&   

bulunur. 

 

Sonuç 3.4.3.1. 

k.mertebeden simetrik helisel hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

aksoid yüzeylerinin doğrultman uzayları  olan { }kk eeSptE ,...,)( 1=    ve  ye 

göre asimptotik demetleri sırasıyla,

{ }kk eeSptE ,...,)( 1=

{ } veeeeeSptA kk
&& ,...,,,...,)( 11= { }kk eeeeSptA && ,...,,,...,)( 11=  

olmak üzere,bu uzayların vektörleri birbirlerine 

             ,ii eeA −= kieeA ii ≤≤−= 1,&&  

bağıntıları ile karşılık gelirler. 

)()( tAvetA asimptotik demetlerinin boyutunun k+m , km ≤≤0  ,olmasından dolayı 

bu demetlerde kk eeveee &&&& ,...,,..., 11 vektörlerinin lineer bağımsız olan  m-tanesi alınırsa  

)(tA asimptotik demetinin bir bazı 
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(3.4.3.4)            { } kmeeee mkkk ≤≤++ 0,,...,,,..., 11
&&  

olur. Benzer düşünce ile A(t) asimptotik demetinin bir bazı da 

(3.4.3.5)             { } kmeeee mkkk ≤≤++ 0,,...,,,..., 11 &&  

şeklindedir. 

 )()( tAvetA asimptotik demetlerinin  { }mkkk eeee ++
&& ,...,,,..., 11   ve   

bazlarında ilk k tane vektörden oluşan 

{ }mkkk eeee ++ && ,...,,,..., 11

{ }kee ,...,1 ve { }kee ,...,1 sistemleri ortogonal olduğundan 

)()( tAvetA nin ortogonal bazları,sırasıyla, 

(3.4.3.6)             { }mkkk yyee ++ ,...,,,..., 11  

ve 

(3.4.3.7)               { }mkkk yyee ++ ,...,,,..., 11

olarak alınabilir. Bu ortogonal bazların simetrik helisel hareketler altında birbirlerine nasıl 

karşılık geldiğini aşağıdaki teorem ile verelim. 

 

Teorem 3.4.3.3. 

k.mertebeden simetrik helisel hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

aksoid yüzeylerinin doğrultman uzayları  olan )(tEk    ve  ye göre asimptotik 

demetlerinin  ortogonal bazları sırasıyla,

)(tEk

{ }mkkk yyee ++ ,...,,,..., 11   ve   

olmak üzere 

{ }mkkk yyee ++ ,...,,,..., 11

(3.4.3.8)               mjyyA jkjk ≤≤−= ++ 1,  

dir. 

 

İspat: 

  nin asimptotik demeti olan A(t) nin  (III.3.5) ile verilen bazına ortogonalleştirme 

metodu uygulanarak elde edilen  {   sisteminin vektörleri 

Φ

}mkkk yyyy ++ ,...,,,..., 11
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∑
−

=

+−=

+−−=

+−=
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1

1
2

322
2

32
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    ∑
=

+
+

+ +−=
k

j
kj

j

kj
k ey

y

ey
y

1
12

1
1 ,

,
&

&

 

    
.
.
.

,
,1

1
22

2
2 ∑

+

=
+

+
+ +−=

k

j
kj

j

kj
k ey

y

ey
y &

&

 

    ∑
−+

=
+

+
+ +−=

1

1
2

,mk

j
mkj

j

mkj
mk ey

y

ey
y &

&

 

şeklinde hesaplanır. 

 Simetrik helisel hareketlerde, tanım gereğince, , 1 ,i iAe e i k= − ≤ ≤ olduğundan ji ≠   

için 0, =ji ee   dır. Ayrıca Teo.3.4.3.2. den kieeA ii ≤≤−= 1,&& , dır. Bu neticeler 

yukarıdaki formüllerde kullanılırsa  

                              kiey ii ≤≤= 1,  

bulunur ve buradan da 

                             ∑
=

+
+

+ +−=
k

j
kj

j

kj
k ee

e

ee
y

1
12

1
1 ,

,
&

&
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1

1 12
1

,
( ) ( )

k
j k

k j
j j

e e
y A e e

e
+

+ +
=

= − − +∑
&

&
k  

bağıntısı bulunur. Burada parantez içindeki ifade { }mkkk eeee ++
&& ,...,,,..., 11 bazının 

ortogonalleştirilmesi esnasında elde edilen 1+ky  vektörüdür. O halde  vektörleri arasında  1+ky

                          A 1+ky = -  1+ky

bağıntısı vardır. Buna göre    vektörleri içinde benzer uygulamayla  mkk yy ++ ,...,2

                          A 2+ky = 2+− ky  

                           . 

                          . 

                           . 

                          A mky + = -  mky +

bağıntıları bulunur. Bu ise teoremin ispatını tamamlar. 

 

Sonuç 3.4.3.2. 

k.mertebeden simetrik helisel hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

aksoid yüzeylerinin vetA )( )(tA  asimptotik demetlerinin ortogonal bazları birbirlerine 

                ,ii eeA −= ki ≤≤1  

ve 

                           A jky + = -      ,     jky + mj ≤≤1  

bağıntıları ile karşılık gelirler. 

 k.mertebeden simetrik helisel hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

aksoid yüzeylerinin vetA )( )(tA  asimptotik demetlerinin ortogonal bazları,sırasıyla, (IV.3.6)  

ve   (IV.3.7)  bağıntıları ile verilmiş olsun. Bu bazları ortonormalleştirebiliriz.{ }  

sistemi ortonormal olduğundan 

kee ,...,1

(3.4.3.9)                      ,
jk

jk
jk y

y
a

+

+
+ = mj

y

y
a

jk

jk
jk ≤≤=

+

+
+ 1,  

alınırsa )(tAninΦ  asimptotik demeti için 

(3.4.3.10)                   { }mkkk aaee ++ ,...,,,..., 11     

ortonormal bazı ve    asimptotik demeti içinde         )(tAninΦ
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(3.4.3.11)                          { }  mkkk aaee ++ ,...,,,..., 11

ortonormal bazı bulunur. 

 

Teorem 3.4.3.4. 

 k.mertebeden simetrik helisel hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

aksoid yüzeylerinin )()( tAvetA  asimptotik demetlerinin  ortonormal bazları, sırasıyla, 

{ }mkkk aaee ++ ,...,,,..., 11   ve {   olmak üzere  bazlar birbirlerine }mkkk aaee ++ ,...,,,..., 11

                            ii eeA −= ki ≤≤1  

 (3.4.3.12)                                mjaaA jkjk ≤≤−= ++ 1,  

şeklinde karşılık gelirler. 

 

İspat: 

    (3.4.3.1)  bağıntısından dolayı   kieeA ii ≤≤−= 1,  dir.Diğer taraftan  (3.4.3.9)   

bağıntısındaki 

                             k j
k j

k j

y
a

y
+

+
+

=  

ifadeleriyle Sonuç  3.4.3.2. gözönüne alınırsa 

                               ki
Ay

Ay
a

jk

jk
jk ≤≤

−

−
=

+

+
+ 1,     

bulunur. Ayrıca  (3.4.3.9)  bağıntısındaki jka +  nin değeri dikkate alınırsa  

                                   , 1 ,k j
k j

k j

Ay
a i

Ay
+

+
+

k
−

= ≤
−

≤  

                                   , 1k j k ja Aa j m+ += − ≤ ≤ ,  

buradan da  

                                   , 1k j k jAa a j+ += − ≤ ≤ m  

bulunur. 

 k.mertebeden simetrik helisel hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

aksoid yüzeylerinin )()( tTvetT  teğetsel demetleri sırasıyla, { }α&&& ,,...,,,...,)( 11 mk eeeeSptT =  ve 

{ }α&&& ,,...,,,...,)( 11 kk eeeeSptT = dır. Burada boy ( ) ( ( )) ( ) ( )T t boyT t k m ise T t ve T t= = + nin 

bazları  { }mkkk eeee ++
&& ,...,,,..., 11  ve { olur. Bunlar aynı zamanda}mkkk eeee ++ && ,...,,,..., 11 )()( tAvetA   
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asimptotik demetlerinin  bazları olduklarından )()( tAvetA  nin, sırasıyla, (3.4.3.10)  ve 

(3.4.3.11)  ortonormal bazları )()( tTvetT  için de bir ortonormal bazlardır. 

 Kabul edelim ki boy 1))(()( ++== mktboyTtT  olsun.O zaman  )()( tTvetT  nin  

(3.4.3.13)                   { }111 ,,...,,,..., ++++ mkmkkk yyyee    

ve  

 (3.4.3.14)                     { }111 ,,...,,,..., ++++ mkmkkk yyyee

şeklinde ortogonal bazları elde edilir. 

 

Teorem 3.4.3.5. 

 k.mertebeden simetrik helisel hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

aksoid yüzeylerinin )()( tTvetT  teğetsel demetleri için, boy 1))(()( ++== mktboyTtT  ise 

)()( tTvetT  nin ortogonal bazları birbirlerine 

                                     ,ii eeA −= ki ≤≤1  , 

    mjyyA jkjk ≤≤−= ++ 1, , 

 (3.4.3.15)                              11 ++++ = mkmk yyA  

şeklinde karşılık gelirler. 

 

İspat: 

  nin T(t) teğtsel demetinin Φ { }α&&& ,,...,,,..., 11 kk eeee  bazının ortogonalleştirilmiş şekli 

 olsun. Bu taktirde { 111 ,,...,,,..., ++++ mkmkkk yyyyy } ji ≠  için ji ee , =0 olduğundan 

ortogonalleştirme metodundan  

                            kiey ii ≤≤= 1,

elde edilir ve böylece T(t)  nin ortogonal bazı { }111 ,,...,,,..., ++++ mkmkkk yyyee  olur.Ayrıca yine 

ortogonalleştirme metodu ile 

                           ∑
=

++ −−=
k

i
i

i

i
mk y

y

y
y

1
21

,α&
∑
=

+

+

+
+

m

j
jk

jk

jk y
y

y

1
2

,
α

α
&

&

 

dır. Burada (3.4.3.1) , (3.4.3.8)  ve Sonuç 3.4.3.2. kullanılacak olursa    
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                                            ∑
=

++ −−=
k

i
i

i

i
mk e

e

e
Ay

1
21

,
(

α&
∑
=

+

+

+
+

m

j
jk

jk

jk y
y

y

1
2 )

,
α

α
&

&

                

bulunur. Burada  

                                           ∑
=

++ −−=
k

i
i

i

i
mk y

y

y
y

1
21

,α&
∑
=

+

+

+
+

m

j
jk

jk

jk y
y

y

1
2

,
α

α
&

&

 

olduğundan 

                               11 ++++ = mkmk yyA  

bulunur. O halde )()( tTvetT  teğetsel demetlerinin ortogonal baz vektörleri birbirlerine 

                ,ii eeA −= ki ≤≤1   , 

         mjyyA jkjk ≤≤−= ++ 1,   , 

                                         11 ++++ = mkmk yyA  

şeklinde dönüşürler. )()( tTvetT  teğetsel demetlerinin sırasıyla{ }111 ,,...,,,..., ++++ mkmkkk aaaee      

ve {  ortonormal bazları elde edilir. }111 ,,...,,,..., ++++ mkmkkk aaaee

 

Teorem 3.4.3.6. 

 k.mertebeden simetrik helisel hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

aksoid yüzeylerinin )()( tTvetT  teğetsel demetlerinin ortonormal bazları,sırasıyla 

{ }111 ,,...,,,..., ++++ mkmkkk aaaee  ve {   olmak üzere bu ortonormal baz 

vektörleri birbirlerine 

}111 ,,...,,,..., ++++ mkmkkk aaaee

                                   ,ii eeA −= ki ≤≤1   , 

            mjaaA jkjk ≤≤−= ++ 1,   , 

                                            11 ++++ = mkmk aaA  

bağıntıları ile karşılık gelirler. 

 

İspat: 

 { }111 ,,...,,,..., ++++ mkmkkk aaaee   ve { }111 ,,...,,,..., ++++ mkmkkk aaaee  sistemleri, sırasıyla, 

( ) ( )A t ve A t  nin ortonormal bazları olduklarından Teo.3.4.3.4  gereğince  
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                               ,ii eeA −= ki ≤≤1 , 

         mjaaA jkjk ≤≤−= ++ 1,  

ve 

                                         
1

1
1

++

++
++ =

mk

mk
mk y

ya  

formülünde (3.4.3.15) eşitliği kullanılarak 

                                     )(
1

1
1

++

++
++ =

mk

mk
mk y

y
Aa  

elde edilir. Burada parantez içindeki ifade 1++mka vektörüdür. O halde  

                                   11 ++++ = mkmk aaA  

elde edilir. Bu ise teoremin ispatını tamamlar. 

 k.mertebeden simetrik helisel hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

aksoid yüzeylerinin )()( tTvetT  teğetsel demetlerine ait bazlar kullanılarak nE  de 

{ }nmkmkkk aaaaee ,...,,,...,,,..., 111 ++++   ve { }nmkmkkk aaaaee ,...,,...,,,..., 111 ++++  ortonormal bazları 

bulunur ve bu şekilde elde edilen { }nmk aa ,...,1++   ve { }1,...,k m na + + a  ortonormal bazlarına 

ΦΦ ve  nin, sırasıyla, tamamlayıcı bazları denir. Eğer ΦΦ ve  merkez regle yüzeyli iseler 

tamamlayıcı bazlar { }nmk aa ,...,2++   ve   { }nmk aa ,...,2++   şeklinde olur. 

 k.mertebeden simetrik helisel hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

aksoid yüzeylerinin tamamlayıcı bazlarının birbirlerine nasıl karşılık geldiğini gösterebiliriz. 

 Kabul edelim ki  ΦΦ ve  merkez regle yüzeyli olsunlar. O zaman tamamlayıcı 

ortonormal bazlar { }nmk aa ,...,2++   ve { }nmk aa ,...,2++  dır. Bu baz vektörlerine simetrik helisel 

hareketler altında karşılık gelen vektörler   , λ++mky 2 n k m,λ≤ ≤ − −   ile gösterilirse  

   (3.4.3.16)                   mknyaA mkmk −−≤≤= ++++ λλλ 2,  

yazılabilir ve { } sistemi nmk yy ,...,2++ Φ  ye karşılık gelen Φ  aksoid yüzeyi için tamamlayıcı 

ortogonal bir bazdır.Bu baz ortonormalleştirilirse 

                                
λ

λ
λ

++

++
++ =

mk

mk
mk y

y
a  

olmak üzere  için {  tamamlayıcı ortonormal baz elde edilir. (3.4.3.16)  

bağıntısından, 

Φ }nmk aa ,...,2++

λλ ++++ = mkmk yaA konumu yapılırsa 
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                                     )(
λ

λ
λ

++

++
++ =

mk

mk
mk a

a
Aa  

bulunur. 1=++ λmka  olduğundan mknaaA mkmk −−≤≤= ++++ λλλ 2, elde edilir. 

 

Sonuç 3.4.3.3. 

 k.mertebeden simetrik helisel hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

aksoid yüzeyleri merkez regle yüzeyli olsun. ΦΦ ve  nin  tamamlayıcı ortonormal bazları 

{ }nmk aa ,...,2++   ve {  olmak üzere buradaki baz vektörleri arasında }nmk aa ,...,2++

                                 mknaaA mkmk −−≤≤= ++++ λλλ 2,  

bağıntısı vardır. 

 

Sonuç 3.4.3.4. 

 k.mertebeden simetrik helisel hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

aksoid yüzeylerinin )()( tTvetT  teğetsel demetlerinin ortonormal bazları, sırasıyla, 

{ }nmkmkkk aaaaee ,...,,,...,,,..., 111 ++++   ve { }nmkmkkk aaaaee ,,,...,,,..., 111 ++++  olmak üzere bu 

ortonormal baz vektörleri birbirlerine 

                                      ,ii eeA −= ki ≤≤1  , 

    mjaaA jkjk ≤≤−= ++ 1,  , 

                                     mknaaA mkmk −−≤≤= ++++ λλλ 1,  

bağıntıları ile dönüştüğünden k.mertebeden simetrik helisel hareket nE  de (n-k-m)-boyutlu 

 alt uzayına göre bir yansımadır. { nmk aaSp ,...,1++ }
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3.4.4 k. Mertebeden Simetrik Helisel Hareketler Altında Aksoid Çiftlerinin  Dağılma 

Parametreleri, Açılım Uzunlukları Ve Açılım Açıları 

 

Teorem 3.4.4.1. 

 k. mertebeden simetrik helisel hareketlere iştirak eden aksoid yüzeyleri  

ΦΦ ve ,bunların dayanak eğrileri αα ve   olmak üzere  

                     ∑
=

++++=
k

i
mkmii aet

1
11)( ηξα&    ,   ∑

=
++++=

k

i
mkmii aet

1
11)( ηξα&

ifadelerindeki katsayılar arasında  

(3.4.4.1)                      1 1, , 1i i m m i kξ ξ η η+ += − = ≤ ≤  

bağıntıları vardır. 

 

İspat: 

      ∑
=

++++=
k

i
mkmii aet

1
11)( ηξα&  

ifadesinin  A altındaki görüntüsüne bakarsak  

                  ∑
=

++++=
k

i
mkmii aAeAtA

1
11)( ηξα&  , 

     ∑
=

++++−=
k

i
mkmii aAetA

1
11)()( ηξα&  , 

    ∑
=

++++−=
k

i
mkmii aetA

1
11)( ηξα&  

elde edilir. αα && =)(tA  olduğu göz önüne alınırsa ve bu son ifadeα&  nin hipotezdeki değeri ile 

karşılaştırılırsa                                                                                                                                               

                     1 1, ,i i m m i kξ ξ η η+ += − = ≤ ≤1  

bulunur. 

 

Teorem 3.4.4.2.   

 k. mertebeden simetrik helisel hareketlere iştirak eden ΦΦ ve  aksoid yüzeylerine ait 

                ∑∑
−−

=
++

=
++++ ≤≤+++−=

mkn

mki

m

j
mkijkijiiik miaaaea

21
1 1,

λ
λλγωτκ&  

ve 
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                              ∑∑
−−

=
++

=
++++ ≤≤+++−=

mkn

mki

m

j
mkijkijiiik miaaaea

21
1 1,

λ
λλγωτκ&

türev vektörlerinin katsayıları arasında  

(3.4.4.2)                mknmiiiiiii −−≤≤≤≤−=== λγγωωκκ λλ 2,1,,,  

bağıntıları vardır. 

 

İspat: 

                              ∑∑
−−

=
++

=
++++ ≤≤+++−=

mkn

mki

m

j
mkijkijiiik miaaaea

21
1 1,

λ
λλγωτκ&    

vektörünün hareketin A Jacobian  dönüşümü altındaki resmine bakarsak 

                            1
1 2

, 1
m n k m

k i i i ij k j i k m i k m
j

Aa Ae Aa Aa Aa iλ λ
λ

κ τ ω γ
− −

+ + + + + +
= =

m= − + + + ≤ ≤∑ ∑&   , 

(3.4.4.3)               ∑∑
−−

=
++

=
++++ ≤≤++−−=

mkn

mki

m

j
mkijkijiiik miaaaeaA

21
1 1,

λ
λλγωτκ&  

elde edilir. 

                              ikik aaA ++ −=  

ifadesinde türev alarak  

                       ,)( 1
ikikikikik aAaaAaAa +

−
++++ −=−−= &&&  

                              ,)( 11 BAAaAaAAa ikikik =−−= −
++

−
+

&&&&  

(3.4.4.4)            ikikik aBaaA +++ −= &&    

bulunur. (III.4.4)  denkleminde   değeri yerine yazılırsa  ika +&

       ∑∑
−−

=
+++

=
++++ ≤≤++−−=

mkn

jkmki

m

j
mkijkijiiik miBaaaaeaA

21
1 1,

λ
λλγωτκ&

elde edilir. Bu son denklem ile (3.4.4.3)  denklemi karşılaştırıldığında 

                          mknmiiiiiii −−≤≤≤≤−=== λγγωωκκ λλ 2,1,,,  

sonucuna ulaşılır. 

 

Teorem 3.4.4.3. 

 k. mertebeden simetrik helisel hareketlere iştirak eden ΦΦ ve  aksoid yüzeylerine ait 

 

                               ∑∑
−−

=
++

=
+++ −−=

mkn

mk

m

j
jkjmk aaa

21
1

λ
λλβω&  
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ve  

                                ∑∑
−−

=
++

=
+++ −−=

mkn

mk

m

j
jkjmk aaa

21
1

λ
λλβω&

türev denklemlerinin katsayıları arasında  

(3.4.4.5)                               ii ωωββ λλ == , , 1 , 2i m n k mλ≤ ≤ ≤ ≤ − −  

bağıntıları vardır. 

 

İspat: 

    ∑∑
−−

=
++

=
+++ −−=

mkn

mk

m

j
jkjmk aaa

21
1

λ
λλβω&  

eşitliğinin A Jacobian matrisi altında resmine bakarsak  

    ∑∑
−−

=
++

=
+++ −−=

mkn

mk

m

j
jkjmk aAaAaA

21
1

λ
λλβω&  

 ve 

      mjaaA jkjk ≤≤−= ++ 1,   

 olduğundan  

(3.4.4.6)               ∑∑
−−

=
++

=
+++ −−=

mkn

mk

m

j
jkjmk aaaA

21
1

λ
λλβω&  

elde edilir. 

                                       11 ++++ = mkmk aaA  

eşitliğinde türev alırsak 

                              1 1 ,k m k m k mAa Aa a+ + + + + ++ =& & & 1  

                             1 1 ,k m k m k mAa Aa a+ + + + + += − +&& & 1  

                            1
1

1 ++
−

++ = mkmk aAa  

olduğundan 

                            1
1 1 ,k m k m k mAa AA a a−

+ + + + + += − +&& & 1  

                            1 1 .k m k m k mAa Ba a+ + + + + += − +& & 1     

Bu denklemde de yerine yazılırsa  1++mka&

 

(3.4.4.7)               ∑∑
−−

=
++

=
+++++ −−−=

mkn

mk

m

j
jkjmkmk aaBaaA

21
11

λ
λλβω&  
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bulunur. (3.4.4.6)  ve  (3.4.4.7)  denklemleri karşılaştırıldığında   

                            ii ωωββ λλ == ,       1 , 2i m n k mλ≤ ≤ ≤ ≤ − −  

elde edilir. 

 

Teorem 3.4.4.4. 

 k. mertebeden simetrik helisel hareketlere iştirak eden ΦΦ ve  aksoid yüzeylerinin i. 

dağılma parametreleri, sırasıyla, ii PveP olmak üzere bunlar arasında 

 (3.4.4.8)                            , 1i iP P i m= ≤ ≤  

bağıntısı vardır. 

 

Sonuç 3.4.4.1. 

 k. mertebeden simetrik helisel hareketlere iştirak eden ΦΦ ve  aksoid yüzeylerinin 

dağılma parametreleri, sırasıyla, PveP olmak üzere bunlar arasında 

 (3.4.4.9)                             PP =  

bağıntısı vardır. 

 

Teorem 3.4.4.5. 

 k. mertebeden simetrik helisel hareketlere iştirak eden ΦΦ ve  aksoid yüzeylerinin i. 

açılım uzunlukları, sırasıyla, ii LveL olmak üzere bunlar arasında 

(3.4.4.10)                             miLL ii ≤≤= 1,  

eşitliği vardır. 

 

Teorem 3.4.4.5. 

 k. mertebeden simetrik helisel hareketlere iştirak eden ΦΦ ve  aksoid yüzeylerinin i. 

açılım açıları,sırasıyla ii ve λλ olmak üzere bunlar arasında 

(3.4.4.11)                             kmiii =≤≤= 1,λλ  

eşitliği vardır. 
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Sonuç 3.4.4.2. 

 k. mertebeden simetrik helisel hareketlere iştirak eden ΦΦ ve  aksoid yüzeylerinin 

açılım açıları, sırasıyla, λλ ve olmak üzere bunlar arasında 

(3.4.4.11)                             λλ =  

bağıntısı vardır. 
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3.4.5   de  k. Mertebeden Simetrik Homotetik Hareketlere İştirak  Eden Regle 

Yüzey Çiftleri 

nE

 

 Bu bölümde nE  deki k.mertebeden homotetik hareketlerden yararlanarak k. 

mertebeden simetrik homotetik hareketler tanımlanacaktır. 

 

Tanım 3.4.5.1. 
nE  de k.mertebeden homotetik hareketler altında birbirlerine karşılık gelen hareketli 

ve sabit aksoidler ΦΦ ve  olsun. Φ nin doğrultman uzayı { }kk eeSptE ,...,)( 1=  ve  

kieS ii ≤≤= 1,ε , olmak üzere,  nin doğrultman uzayı Φ { }kk SptE εε ,...,)( 1=  olsun.Bu 

ortonormal sistemler, homotetik hareketler altında birbirlerine 

 (3.4.5.1)                      kiSSeS iii ≤≤=−= − 1,0)(, 1 εε &  

ifadesi ile karşılık geliyorsa bu homotetik harekete  de k.mertebeden simetrik homotetik 

hareket adı verilir,[18]. 

nE

 Çalışmamız boyunca k. mertebeden simetrik homotetik hareketler için h(t) homotetik 

oranı her  için pozitif kabul edeceğiz.  IRIt ⊂∈

 

Teorem 3.4.5.1. 

k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

aksoid yüzeyleri dayanak eğrileri boyunca,birbirleri üzerinde kayarak yuvarlanırlar,[18]. 

  

İspat: 

ΦΦ ve  nin dayanak eğrileri pol eğrileri olarak seçilirse,bu eğriler hareket altında 

birbirlerine CS += αα  şeklinde karşılık gelirler. Burada türev alınırsa 

                 CSS &&&& ++= ααα  

bulunur. Pol noktalarında 0=+CS &&α  olduğundan 

 (3.4.5.2)                        αα && S=  

elde edilir. αα ve nın yay uzunlukları,sırasıyla, sves  ile gösterilirse 

                               ,∫=
α

α dts &  
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                                         ∫=
α

α dts &  

dir. Buradan 

                                                    ,dtds α&=  

                                                    ,dtSds α&=  

                                                    ,)(,, nSOAhASdthAds ∈== α&  

                                                    ,dthds α&=  

                                                    shdds =  

elde edilir. O halde ΦΦ ve  birbirleri üzerinde kayarak yuvarlanırlar. 

  

Teorem 3.4.5.2. 

k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

regle yüzeylerinin doğrultman uzayları { }kk eeSptE ,...,)( 1=   ve { kk SptE }εε ,...,)( 1=  olmak 

üzere  

 (3.4.5.3)                             kieS ii ≤≤−= 1,ε&&  

dir,[18]. 

 

İspat: 

Simetrik homotetik hareket tanımı gereğince ΦΦ ve  nin doğrultman uzaylarının 

vektörleri birbirlerine  

                            kiSSeS iii ≤≤=−= − 1,0)(, 1 εε &  

olacak şekilde dönüşürler. Bu bağıntıdan türev alarak 

            iii eSeS ε&&& −=+  

ve ii Se ε&1−−= olduğu göz önüne alınarak iii eSSS εε &&& −=+− −1 bulunur.  

olduğundan 

0)( 1 =−
iSS ε&

      kieS ii ≤≤−= 1,ε&&  

elde edilir. 

 

 

Sonuç 3.4.5.1. 



 62

k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

regle yüzeylerinin doğrultman uzayları olan { }kk eeSptE ,...,)( 1=   ve { }kk SptE εε ,...,)( 1=  ye 

göre asimptotik demetleri sırasıyla, { } veeeeeSptA kk
&& ,...,,,...,)( 11= { }kkSptA εεεε && ,...,,,...,)( 11=  

olmak üzere,bu uzayların vektörleri birbirlerine 

              ,iieS ε−= kieS ii ≤≤−= 1,ε&&  

bağıntıları ile karşılık gelirler. 

)()( tAvetA asimptotik demetlerinin boyutunun k+m, km ≤≤0  , olmasından dolayı 

bu demetlerde kk eeveee &&&& ,...,,..., 11 vektörlerinin lineer bağımsız olan  m tanesi alınırsa 

)(tA asimptotik demetinin bir bazı 

(3.4.5.4)             { } kmeeee mkkk ≤≤++ 0,,...,,,..., 11
&&  

olur. Benzer düşünce ile A(t) asimptotik demetinin bir bazı da 

(3.4.5.5)              { } kmmkkk ≤≤++ 0,,...,,,..., 11 εεεε &&  

şeklinde bulunur. 

 )()( tAvetA asimptotik demetlerinin  { }mkkk eeee ++
&& ,...,,,..., 11  ve { }mkkk ++ εεεε && ,...,,,..., 11  

bazlarında ilk k-tane vektörden oluşan { }kee ,...,1 ve { }kεε ,...,1 sistemleri ortogonal olduğundan 

)()( tAvetA nin ortogonal bazları,sırasıyla, 

(3.4.5.6)             { }mkkk yyee ++ ,...,,,..., 11  

ve 

(3.4.5.7)              { }mkkk yy ++ ,...,,,..., 11 εε  

olarak alınabilir. Bu ortogonal bazların simetrik homotetik hareketler altında birbirlerine nasıl 

karşılık geldiğini aşağıdaki teorem ile verelim. 

 

Teorem 3.4.5.3. 

k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

regle yüzeylerinin doğrultman uzayları  olan )(tEk    ve  ye göre asimptotik demetlerinin  

ortogonal bazları sırasıyla,

)(tEk

{ }mkkk yyee ++ ,...,,,..., 11   ve { }mkkk yy ++ ,...,,,..., 11 εε   olmak üzere 

(3.4.5.8)               mjyyS jkjk ≤≤−= ++ 1,  

dir,[18]. 

 

İspat: 
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  nin asimptotik demeti olan A(t) nin  (3.4.5.5) ile verilen bazına ortogonalleştirme 

metodu uygulanarak elde edilen {  sisteminin vektörleri 

Φ

}mkkk yyyy ++ ,...,,,..., 11

    

∑
−

=

+−=

+−−=

+−=

=

1

1
2

322
2

32
12

31
3

21
1

21
2

11

,
,

.

.

.

,
,,

,
,

,

k

j
kj

j

kj
k y

y

y
y

y
y

y
y

y

y
y

y
y

y
y

y

ε
ε

ε
εε

ε
ε

ε

 

    ∑
=

+
+

+ +−=
k

j
kj

j

kj
k y

y

y
y

1
12

1
1 ,

,
ε

ε
&

&

 

    
.
.
.

,
,1

1
22

2
2 ∑

+

=
+

+
+ +−=

k

j
kj

j

kj
k y

y

y
y ε

ε
&

&

 

    ∑
−+

=
+

+
+ +−=

1

1
2

,mk

j
mkj

j

mkj
mk y

y

y
y ε

ε
&

&

 

şeklinde hesaplanır. 

 Simetrik homotetik hareketlerde, tanım gereğince, ,1, kieS ii ≤≤−= ε  

olduğundan ji ≠   için 0, =ji εε   dır. Ayrıca Teo. 3.4.5.2. den kieS ii ≤≤−= 1,ε&& , dır. Bu 

neticeler yukarıdaki formüllerde kullanılırsa  

                              kiy ii ≤≤= 1,ε  

bulunur ve buradan da 
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1

1 12
1

,
( ) ( )

k
j k

k j
j j

e e
y S e e

e
+

+ +
=

= − +∑
&

&
k  

bağıntısı elde edilir. Burada parantez içindeki ifade { }mkkk eeee ++
&& ,...,,,..., 11  bazının 

ortogonalleştirilmesi esnasında elde edilen 1+ky  vektörüdür. O halde  vektörleri arasında  1+ky

                          S 1+ky = -  1+ky

bağıntısı vardır. Buna göre    vektörleri içinde benzer uygulamayla  mkk yy ++ ,...,2

                          S 2+ky = 2+− ky  

                           . 

                           . 

                          . 

                          S mky + = -  mky +

bağıntıları bulunur. Bu ise teoremin ispatını tamamlar. 

 

Sonuç 3.4.5.2. 

k.mertebeden simetrik helisel hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

aksoid yüzeylerinin vetA )( )(tA  asimptotik demetlerinin ortogonal bazları birbirlerine 

              ,iieS ε−= ki ≤≤1  

ve 

                         S jky + = -      ,     jky + mj ≤≤1  

bağıntıları ile karşılık gelirler. 

 k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

regle yüzeylerinin vetA )( )(tA  asimptotik demetlerinin ortogonal bazları,sırasıyla, (3.4.5.6)  

ve (3.4.5.7) bağıntıları ile verilmiş olsun. Bu bazları ortonormalleştirebiliriz.{ }kee ,...,1  

sistemi ortonormal olduğundan 

(3.4.5.9)        ,,
jk

jk
jk

i
i y

y
a

h
e

+

+
+ ==

ε
mimj

y

y
a

jk

jk
jk ≤≤≤≤=

+

+
+ 1,1,  

alınırsa )(tAninΦ  asimptotik demeti için 

 (3.4.5.10)                              { }mkkk aaee ++ ,...,,,..., 11     

ortonormal bazı ve   asimptotik demeti için de        )(tAninΦ
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   (3.4.5.11)                   { }mkkk aaee ++ ,...,,,..., 11  

ortonormal bazı bulunur. 

 

Teorem 3.4.5.4. 

 k.mertebeden simetrik helisel hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

aksoid yüzeylerinin )()( tAvetA  asimptotik demetlerinin ortonormal bazları,sırasıyla, 

{ }mkkk aaee ++ ,...,,,..., 11   ve {  olmak üzere bazlar birbirlerine }mkkk aaee ++ ,...,,,..., 11

 (3.4.5.12)                   ,i iSe he= − mjhaaS jkjk ≤≤−= ++ 1,   ,  ki ≤≤1

eşitlikleri ile karşılık gelirler,[18]. 

 

İspat: 

 ,1, ki
h

eveeS i
iii ≤≤=−=

ε
ε  olduğu göz önüne alınırsa  

                               kieheS ii ≤≤−= 1,   

dir. Diğer taraftan  Teo. 3.4.5.3  den   mjyyS jkjk ≤≤−= ++ 1,  , dir. Bu netice  nin 

tanımı olan  

jka +

                             k j
k j

k j

y
a

y
+

+
+

=  

bağıntısında yerine yazılırsa    h(t)>0 ve )(nSOA∈  olduğundan  

                               )(
jk

jk
jk y

y
h
Sa

+

+
+ −=     

bulunur. Burada parantez içindeki ifade jka +  olduğundan 

                                   1 , 1k j k ja S a j
h+ += − ≤ ≤m  

veya 

                                   mjhaaS jkjk ≤≤−= ++ 1,  

bulunur. 

 k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

regle yüzeylerinin )()( tTvetT  teğetsel demetleri, sırasıyla, { }α&&& ,,...,,,...,)( 11 mk eeeeSptT =  ve 

{ }αεεεε &&& ,,...,,,...,)( 11 kkSptT = dır. Burada boy ( ) ( ( )) ( ) ( )T t boyT t k m ise T t ve T t= = + nin 
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bazları { }mkkk eeee ++
&& ,...,,,..., 11  ve { }mkkk ++ εεεε && ,...,,,..., 11 olur. Bunlar aynı zamanda )()( tAvetA   

asimptotik demetlerinin bazları olduklarından )()( tAvetA  nin sırasıyla (3.4.5.10)  ve  

(3.4.5.11)  ortonormal bazları )()( tTvetT  içinde bir ortonormal bazdır. 

 Kabul edelim ki boy 1))(()( ++== mktboyTtT  olsun. O zaman )()( tTvetT  nin  

   (3.4.5.13)                   { }α&,,...,,,..., 11 mkkk yyee ++    

ve  

   (3.4.5.14)                   { }αεε &,,...,,,..., 11 mkkk yy ++   

şeklinde ortogonal bazları elde edilir. 

 

Teorem 3.4.5.5. 

 k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

regle yüzeylerinin )()( tTvetT  teğetsel demetleri için,boy 1))(()( ++== mktboyTtT  ise 

)()( tTvetT  nin ortogonal bazları birbirlerine 

   (3.4.5.15)                  ,iieS ε−= ki ≤≤1  

    mjyyS jkjk ≤≤−= ++ 1,  

                                    11 ++++ = mkmk yyS  

şeklinde karşılık gelirler. 

 

İspat: 

  nin T(t) teğetsel demetinin Φ { }αεεεε &&& ,,...,,,..., 11 mkkk ++  bazının ortogonalleştirilmiş 

şekli  olsun. Bu taktirde { }111 ,,...,,,..., ++++ mkmkkk yyyyy ji ≠  için ji εε , =0 olduğundan 

ortogonalleştirme metodundan  

                            kiy ii ≤≤= 1,ε

elde edilir ve böylece T(t) nin ortogonal bazı{ }111 ,,...,,,..., ++++ mkmkkk yyyee olur. Ayrıca yine 

ortogonalleştirme metodu ile 

 

                  ∑
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dır. Burada { }mkkk yy ++ ,...,,,..., 11 εε  aynı zamanda  A(t) asimptotik demetinin bir ortogonal bazı 

olduğundan, Sonuç 3.4.5.2.  gereğince 

              ,iieS ε−= ki ≤≤1    , 

ve 

                           S jky + = -      ,     jky + mj ≤≤1  

dir. Bu neticeler ve kiy ii ≤≤= 1,ε ,  vektörleri   formülünde kullanılırsa, 1++mky αα && =S   

olduğu dikkate alınırsa  

                              ∑
=

++ −−=
k

i
i

i

i
mk e

e

e
Sy

1
21

,
(

α&
∑
=

+

+

+
+

m

j
jk

jk

jk y
y

y

1
2 )

,
α

α
&

&

                

bulunur. Burada parantez içindeki ifade ( )T t teğetsel demetinin bazının ortogonalleştirilmesi 

esnasında elde edilen 1k my + +  vektörü olduğundan 

                   1 1k m k mS y y+ + + +=  

olur. O halde )()( tTvetT  teğetsel demetlerinin ortogonal baz vektörleri birbirlerine 

               ,i iSe ε= − ki ≤≤1  , 

        mjyyS jkjk ≤≤−= ++ 1,  , 

                                        11 ++++ = mkmk yyS  

şeklinde dönüşürler. )()( tTvetT  teğetsel demetlerinin,sırasıyla,{ }111 ,,...,,,..., ++++ mkmkkk aaaee     

ve {  ortonormal bazları elde edilir. }111 ,,...,,,..., ++++ mkmkkk aaaee

 

Teorem 3.4.5.6. 

 k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

regle yüzeylerinin )()( tTvetT  teğetsel demetlerinin ortonormal bazları, sırasıyla, 

{ }111 ,,...,,,..., ++++ mkmkkk aaaee   ve {   olmak üzere bu ortonormal baz 

vektörleri birbirlerine 

}111 ,,...,,,..., ++++ mkmkkk aaaee

                                ,ii eheS −= ki ≤≤1  , 

         mjhaaS jkjk ≤≤−= ++ 1,   , 

                                         11 ++++ = mkmk haaS  
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bağıntıları vardır. 

 

İspat: 

 { }111 ,,...,,,..., ++++ mkmkkk aaaee   ve { }111 ,,...,,,..., ++++ mkmkkk aaaee   sistemleri sırasıyla, 

)()( tAvetA  nin ortonormal bazları olduklarından Teo.3.4.5.4 gereğince  

                              ,ii eheS −= ki ≤≤1   , 

        mjhaaS jkjk ≤≤−= ++ 1,  

ve Teo.3.4.5.5. gereğince 1 1k m k mS y y+ + + +=  dır. 

                                        1
1

1

k m
k m

k m

ya
y

+ +
+ +

+ +

=  

formülünde yerine yazılırsa 

                                     )(1

1

1
1

++

++
++ =

mk

mk
mk y

y
S

h
a  

elde edilir. Burada parantez içindeki ifade 1++mka vektörüdür. O halde  

                                     11 ++++ = mkmk haaS  

elde edilir. Bu ise teoremin ispatını tamamlar. 

 k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

regle yüzeylerinin )()( tTvetT  teğetsel demetlerinin bazları , sırasıyla, nE  nin 

{ }nmkmkkk aaaaee ,...,,,...,,,..., 111 ++++    ve  { }nmkmkkk aaaaee ,...,,...,,,..., 111 ++++  bazlarına 

tamamlanabilir. Burada ΦΦ ve  merkez regle yüzeyli ise { }2 ,...,k m na + + a   ve { }2 ,...k m na a+ +   

ortonormal bazlarına ΦΦ ve  nin sırasıyla tamamlayıcı bazları denir 

 k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

regle yüzeylerinin tamamlayıcı bazlarının birbirlerine nasıl karşılık geldiğini gösterebiliriz. 

 Kabul edelim ki ΦΦ ve , merkez regle yüzeyli olsunlar. O zaman tamamlayıcı 

ortonormal bazlar { }nmk aa ,...,2++   ve { }nmk aa ,...,2++  dır. Bu baz vektörlerine simetrik homotetik 

hareketler altında karşılık gelen vektörler   , λ++mky mkn −−≤≤ λ2  , ile gösterilirse  

   (3.4.5.16)                  mknyaS mkmk −−≤≤= ++++ λλλ 2,  



 69

yazılabilir ve  sistemi { }nmk yy ,...,2++ Φ ye karşılık gelen Φ  regle yüzeyi için tamamlayıcı 

ortogonal bir bazdır. Bu baz ortonormalleştirilirse, 

                                    
λ

λ
λ

++

++
++ =

mk

mk
mk y

y
a  

olmak üzere  için {  tamamlayıcı ortonormal baz elde edilir. Φ }nmk aa ,...,2++

λ

λ
λ

++

++
++ =

mk

mk
mk y

y
a  bağıntısından  λλ ++++ = mkmk yaS konumu yapılırsa 

                                  )(1

λ

λ
λ

++

++
++ =

mk

mk
mk a

a
S

h
a  

bulunur. 1=++ λmka  olduğundan  

                                     , 2k m k mSa ha n k mλ λ λ+ + + += ≤ ≤ − −  

elde edilir. 

 

Sonuç 3.4.5.3. 

 k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

regle yüzeyleri merkez regle yüzeyli olsun. ΦΦ ve  nin  tamamlayıcı ortonormal bazlarının 

{ }nmk aa ,...,2++   ve {  olmak üzere buradaki baz vektörleri arasında }nmk aa ,...,2++

                                    mknhaaS mkmk −−≤≤= ++++ λλλ 2,  

bağıntısı vardır. 

 

Sonuç 3.4.5.4. 

 k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altında birbirlerine karşılık gelen ΦΦ ve  

regle yüzeylerinin )()( tTvetT  teğetsel demetlerinin ortonormal bazları,sırasıyla 

{ }nmkmkkk aaaaee ,...,,,...,,,..., 111 ++++  ve { }nmkmkkk aaaaee ,,,...,,,..., 111 ++++  olmak üzere bu 

ortonormal baz vektörleri arasında 

 

                          ,ii eheS −= ki ≤≤1  , 

   mjhaaS jkjk ≤≤−= ++ 1,  , 

                                   , 1k m k mSa ha n k mλ λ λ+ + + += ≤ ≤ − −  
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bağıntıları ile olduğundan k.mertebeden simetrik homotetik hareket, nE  de (n-k-m)-boyutlu 

 alt uzayına göre bir yansımadır. { nmk aaSp ,...,1++ }
 

 

 

 

 



 71

3.4.6. k. Mertebeden Simetrik Homotetik Hareketler Altında Regle Yüzeylerin  

Dağılma Parametreleri, Açılım Uzunlukları Ve Açılım Açıları 

 

Teorem 3.4.6.1. 

 k. mertebeden simetrik homotetik hareketlere iştirak eden regle yüzeyler  

ΦΦ ve , bunların dayanak eğrileri αα ve   olmak üzere  

                                        ∑
=

++++=
k

i
mkmii aet

1
11)( ηξα&      ,     ∑

=
++++=

k

i
mkmii aet

1
11)( ηξα&

ifadelerindeki katsayılar arasında  

(3.4.6.1)                         1 1, ,i i m mh hξ ξ η η+ += − = ≤ ≤1 i k  

bağıntıları vardır. 

 

İspat: 

                 ∑
=

++++=
k

i
mkmii aet

1
11)( ηξα&  

ifadesinin  S altındaki görüntüsüne bakarsak  

                ∑
=

++++=
k

i
mkmii aSeStS

1
11)( ηξα& , 

             1 1
1

( ) ( )
k

i i m k m
i

S t he S haα ξ η + + +
=

= − +∑& , 

             ∑
=

++++−=
k

i
mkmii ahehtS

1
11)( ηξα&  

elde edilir. ( )S tα α=& &  olduğundan göz önüne alınır ve bu son ifadeα&  nin hipotezdeki değeri 

ile karşılaştırılırsa                                                                                                                                                 

                                   1 1, ,i i m mh hξ ξ η η+ + 1 i k− = = ≤ ≤  

bulunur. 

 

Teorem 3.4.6.2.   

 k.mertebeden simetrik homotetik hareketlere iştirak eden ΦΦ ve  regle yüzeylerine ait 

 

            ∑∑
−−

=
++

=
++++ ≤≤+++−=

mkn

mki

m

j
mkijkijiiik miaaaea

21
1 1,

λ
λλγωτκ&  

ve 
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            ∑∑
−−

=
++

=
++++ ≤≤+++−=

mkn

mki

m

j
mkijkijiiik miaaaea

21
1 1,

λ
λλγωτκ&

türev vektörlerinin katsayıları arasında  

(3.4.6.2)               mknmiiiiiii −−≤≤≤≤−=== λγγωωκκ λλ 2,1,,,  

bağıntıları vardır. 

 

İspat: 

                               ∑∑
−−

=
++

=
++++ ≤≤+++−=

mkn

mki

m

j
mkijkijiiik miaaaea

21
1 1,

λ
λλγωτκ&  

vektörünün hareketin S altındaki resmine bakarsak 

                               ∑∑
−−

=
++

=
++++ ≤≤+++−=

mkn

mki

m

j
mkijkijiiik miaSaSaSeSaS

21
1 1,

λ
λλγωτκ& , 

(3.4.6.3)                  1
1 2

, 1
m n k m

k i i i ij k j i k m i k m
j

Sa ha ha ha i mλ λ
λ

κ ε τ ω γ
− −

+ + + + + +
= =

= − + + ≤ ≤∑ ∑&  

elde edilir. 

                               ikik haaS ++ −=  

ifadesinde türev alarak  

                              ikikikik ahhaaSaS ++++ −−=+− &&&  

elde edilir. Buradan da 

                                 S 1( )k i k i k ia ha h hSS a−
+ += − + − +& && & +  

bulunur.   değeri yerine yazılırsa  ika +&

(3.4.6.4)              1
1

1 2

[ ( ) ] , 1
m n k m

k i i i ij k i i k m i k m
j

Sa h SS h a ha ha i mλ λ
λ

κ ε τ ω γ
− −

−
+ + + + + +

= =

= + − + − − ≤∑ ∑&& ≤  

bulunur. Bu son denklem ile (3.4.6.3)  denklemi karşılaştırıldığında 

                              mknmiiiiiii −−≤≤≤≤−=== λγγωωκκ λλ 2,1,,,  

elde edilir. 

 

Teorem 3.4.6.3. 

 k. mertebeden simetrik homotetik hareketlere iştirak eden ΦΦ ve  regle yüzeylerine 

ait 

                                  ∑∑
−−

=
++

=
+++ −−=

mkn

mk

m

j
jkjmk aaa

21
1

λ
λλβω&  
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ve  

                                  ∑∑
−−

=
++

=
+++ −−=

mkn

mk

m

j
jkjmk aaa

21
1

λ
λλβω&

türev denklemlerinin katsayıları arasında  

(3.4.6.5)                     jj ωωββ λλ −== , , 1 , 2j m n k mλ≤ ≤ ≤ ≤ − −  

bağıntıları vardır. 

 

İspat: 

                      ∑∑
−−

=
++

=
+++ −−=

mkn

mk

m

j
jkjmk aaa

21
1

λ
λλβω&  

vektörünün S altındaki resmine bakarsak  

                                  ∑∑
−−

=
++

=
+++ −−=

mkn

mk

m

j
jkjmk aSaSaS

21
1

λ
λλβω&  

 ve  , , , 1 , 1k j k j i i k m k mSa ha Se Sa ha j m n k mλ λε λ+ + + + + += − = − = ≤ ≤ ≤ ≤ − −&   

 olduğundan  

(3.4.6.6)                     ∑∑
−−

=
++

=
+++ −−=

mkn

mk

m

j
jkjmk haahaS

21
1

λ
λλβω&  

elde edilir. 

                                 11 ++++ = mkmk haaS  

eşitliğinde türev alırsak 

                                 1111 ++++++++ +=+ mkmkmkmk ahahaSaS &&&&  

elde edilir. 

                                1111 ++++++++ −+= mkmkmkmk aSahahaS &&&  

ve  11 ++++ = mkmk haaS olduğundan 

                                  1
1

11 )( ++
−

++++ −+= mkmkmk ahSShahaS &&&&                           

bulunur. Bu son denklemde yerine yazılırsa  1++mka&

(3.4.6.7)                      1
1

1 2
1 )()( ++

−

=

−−

=
+++++ −+−−= ∑ ∑ mk

m

J

mkn

mkjkjmk ahSShaahaS &&&
λ

λλβω      

bulunur. (3.4.6.6)  ve (3.4.6.7)  denklemleri karşılaştırıldığında  

                                     jj ωωββ λλ −== ,    ,  1 , 2j m n k mλ≤ ≤ ≤ ≤ − −  

elde edilir. 
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Teorem 3.4.6.4. 

 k. mertebeden simetrik homotetik hareketlere iştirak eden ΦΦ ve  regle yüzeylerinin 

i. dağılma parametreleri, sırasıyla,  ii PveP olmak üzere bunlar arasında 

 (3.4.6.8)                           miPPh ii ≤≤= 1,  

bağıntısı vardır. 

 

Sonuç 3.4.6.1. 

 k. mertebeden simetrik homotetik hareketlere iştirak eden ΦΦ ve  regle yüzeylerinin 

dağılma parametreleri, sırasıyla, PveP olmak üzere bunlar arasında 

 (3.4.6.9)                            PPh =  

bağıntısı vardır. 

 

Teorem 3.4.6.5. 

 k. mertebeden kapalı simetrik homotetik hareketlere iştirak eden ΦΦ ve  regle 

yüzeylerinin i. açılım uzunlukları,sırasıyla,  ii LveL olmak üzere, bunlar arasında 

(3.4.6.10)                            kmiLhddL ii =≤≤−= 1,  

dır. 

Teorem 3.4.6.5. 

 k. mertebeden simetrik homotetik hareketlere iştirak eden ΦΦ ve  regle yüzeylerinin 

i. açılım açıları, sırasıyla, ii ve λλ olmak üzere, bunlar arasında 

(3.4.6.11)                            miii ≤≤−= 1,λλ  

dır. 

Sonuç 3.4.6.2. 

 k. mertebeden simetrik homotetik hareketlere iştirak eden ΦΦ ve  regle yüzeylerinin 

açılım açıları, sırasıyla, λλ ve olmak üzere bunlar arasında 

(3.4.6.11)                            λλ =  

dır. 
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4.MATERYAL VE METOT 
nE  de  k. Mertebeden Homotetik  Ve Helisel Hareketlere İştirak Eden Konoidal Regle 

Yüzey Çiftleri 

4.1 Konoidal Aksoid Yüzey Çiftleri 

 

Teorem 4.1.1. 

 Φ , kuvvetli konoidaldir ancak ve ancak Φ  kuvvetli konoidaldir,[3]. 

 

İspat: 

 Φ  silindirik  ise Φ  de silindiriktir,[7]. 

Φ , q-konoidal olsun. CXAX +=   hareketi esnasında )(tEk  nin ortonormal bazı için 

(3.4.1.5) , (3.4.1.6) , (3.4.1.9) gözönüne alınırsa  altuzayı vardır.O halde qE )(tEk // qE  ise 

//)(tEk
qE  dır.Yani Φ  , q-konoidaldir. 

Φ ,kuvvetli konoidal olduğundan Teo.3.3.2. den  

                     mknmiii −−≤≤≤≤== λγω λ 2,1,0,0  

ve    

                     , , , 1 , 2i i i i i i i m n k mλ λω ω γ γ κ κ λ= = = ≤ ≤ ≤ ≤ − −     

 den  

                      mknmiii −−≤≤≤≤== λγω λ 2,1,0,0  

elde edilir. O halde Teo. 3.3.2. den  kuvvetli konoidaldir. Bu teoremin terside doğrudur. Φ

 

Teorem 4.1.2. 

Φ  , (k+m)-ortokonoidal ise , (k+m)-ortokonoidaldir,[3]. Φ

 

İspat: 

 Φ ,(k+m)-ortokonoidal olduğundanΦ ,kuvvetli konoidaldir ve merkez regle yüzeye 

sahiptir.O halde Teo.4.1.1. den Φ  de kuvvetli konoidaldir. Φ  merkez regle yüzeyli 

olduğundan 01 ≠+mη  dır. Ayrıca 11+ = mm +ηη   olduğundan 01 ≠+mη  dır. Bu ise  nin merkez 

regle yüzeye sahip olduğunu gösterir. O halde

Φ

Φ ,(k+m)-ortokonoidaldir. 
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Teorem 4.1.3. 

 Φ ,kuvvetli konoidal olsun. EğerΦ  ortokonoidal iseΦ , ortokonoidaldir,[3]. 

 

İspat: 

 Teo. 4.1.1. den Φ , kuvvetli konoidal olduğundanΦ , kuvvetli konoidaldir.  

Φ     ortokonoidal olduğundan Teo.3.3.4. den 

                            mkn −−≤≤= λβλ 2,0     

dir. Teo.3.3.6.  dan 0=iω dır. Çünkü q-ortokonoidallik için geçerli olan bu ifade q=n-1 içinde 

geçerlidir. O halde  

      λλ ββωω == ,ii mimkn ≤≤−−≤≤ 1,2 λ  

den 

                            0,0 == λβωi   mimkn ≤≤−−≤≤ 1,2 λ  

elde edilir. Burada  Teo.3.3.4. e göreΦ  ortokonoidaldir. 
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4.2 Homotetik Hareketlere İştirak Eden Konoidal Regle Yüzey Çiftleri 

 

Teorem 4.2.1. 

 CXSX +=  homotetik hareketine iştirak eden ve silindirik olmayan regle yüzeylerΦ  

ve Φ  olsun.Φ  kuvvetli konoidaldir ancak ve ancakΦ  kuvvetli konoidaldir. 

 

İspat: 

 Φ , q- konoidal olsun. CXSX +=   hareketi esnasında )(tEk  nin ortonormal bazı için  

                                    
, 1 ,

, 1 ,

, 1

i i

k i k i

k m k m

Ae e i k
Aa a i m

Aa a n kλ λ λ
+ +

+ + + +

= ≤ ≤
= ≤ ≤

= ≤ ≤ m− −

 

gözönüne alınırsa  altuzayı vardır. O halde qE )(tEk // qE  ise //)(tEk
qE  dır. YaniΦ , q-

konoidaldir. Φ , kuvvetli konoidal olduğundan  Teo. 3.3.2. den  

                         mknmiii −−≤≤≤≤== λγω λ 2,1,0,0  

ve    

                         , , 1 , 2i i i i i m n k mλ λω ω γ γ λ= = ≤ ≤ ≤ ≤ − −     

 den  

                         mknmiii −−≤≤≤≤== λγω λ 2,1,0,0  

elde edilir. O halde  Teo. 3.3.2. den  kuvvetli konoidaldir. Bu teoremin terside doğrudur. Φ

 

Teorem 4.2.2. 

 CXSX +=  homotetik hareketine iştirak eden ve silindirik olmayan regle yüzeylerΦ  

ve Φ  olsun.Φ ,(k+m)-ortokonoidal ise Φ , (k+m)-ortokonoidaldir,[3]. 

 

İspat: 

 Φ , (k+m)-ortokonoidal olduğundanΦ , kuvvetli konoidaldir ve merkez regle yüzeye 

sahiptir. O halde Teo.4.2.1. den Φ  de kuvvetli konoidaldir. Φ  merkez regle yüzeyli 

olduğundan 01 ≠+mη  dır. Ayrıca 1m mhη η 1+ +=   olduğundan 01 ≠+mη  olur. Bu iseΦ  nin 

merkez regle yüzeye sahip olduğunu gösterir. O haldeΦ , (k+m)-ortokonoidaldir. 
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Teorem 4.2.3. 

 CXSX +=  homotetik hareketine iştirak eden ve silindirik olmayan regle yüzeylerΦ  

ve  olsun.Φ Φ ,kuvvetli konoidal olsun. Eğer Φ  ortokonoidal ancak ve ancak Φ  

ortokonoidaldir,[3]. 

 

İspat: 

 Teo.4.2.1. den Φ , kuvvetli konoidal olduğundanΦ , kuvvetli konoidaldir. 

Φ  ortokonoidal olduğundan Teo.3.3.4. den 

             mkn −−≤≤= λβλ 2,0     

dir. Teo. 3.3.6. dan 0=iω dır. Çünkü q-ortokonoidallik için geçerli olan bu ifade q=n-1 içinde 

geçerlidir. O halde  

                       ,i i λ λω ω β β= =   , mimkn ≤≤−−≤≤ 1,2 λ  

den 

                     0,0 == λβωi   , mimkn ≤≤−−≤≤ 1,2 λ  

elde edilir. Burada  Teo. 3.3.5. e göreΦ  ortokonoidaldir. 
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5.BULGULAR 
nE de  k. Mertebeden Simetrik Homotetik Ve  Simetrik Helisel Hareketlere İştirak 

Eden Konoidal Regle Yüzey Çiftleri 

5.1 Simetrik Helisel Hareketlere İştirak Eden Konoidal Regle Yüzey Çiftleri 

 

Teorem 5.1.1. 

 Φ  ve  simetrik helisel hareketler altında birbirlerine karşılık gelen regle yüzeyler 

olsun.  

Φ

Φ  kuvvetli konoidaldir ancak ve ancak Φ  kuvvetli konoidaldir. 

 

İspat: 

 Φ  silindirik  ise Φ  de silindiriktir,[7]. 

Φ  ,q- konoidal olsun. CXAX +=   hareketi esnasında )(tEk  nin ortonormal bazı için 

(3.4.3.1.) , (3.4.3.3) , (3.4.3.12) gözönüne alınırsa  altuzayı vardır. O halde qE )(tEk // qE  ise 

//)(tEk
qE  dır. Yani Φ  , q-konoidaldir.Φ ,kuvvetli konoidal olduğundan Teo.3.3.2.  den  

                           mknmiii −−≤≤≤≤== λγω λ 2,1,0,0  

ve    

                           mknmiiiii −−≤≤≤≤−=−= λγγωω λλ 2,1,,     

 den  

                            mknmiii −−≤≤≤≤== λγω λ 2,1,0,0  

elde edilir. O halde Teo. 3.3.2. den Φ  kuvvetli konoidaldir. Bu teoremin tersinin de ispatı 

kolaylıkla yapılabilir. 

 

Teorem 5.1.2. 

 Φ  ve  simetrik helisel hareketler altında birbirlerine karşılık gelen regle yüzeyler 

olsun.  

Φ

Φ , (k+m)-ortokonoidaldir ancak ve ancak Φ  , (k+m)-ortokonoidaldir. 

 

 

 

İspat: 
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 Φ , (k+m)-ortokonoidal olduğundanΦ , kuvvetli konoidaldir ve merkez regle yüzeye 

sahiptir. O halde Teo. 5.1.1. den Φ  de kuvvetli konoidaldir. Φ  merkez regle yüzeyli 

olduğundan 01 ≠+mη  dır. Ayrıca 11 ++ = mm ηη   olduğundan 01 ≠+mη  dır. Bu ise Φ  nin merkez 

regle yüzeye sahip olduğunu gösterir. O haldeΦ   (k+m)-ortokonoidaldir. Tersi de doğrudur. 

 

Teorem 5.1.3. 

 Φ  ve  simetrik helisel hareketler altında birbirlerine karşılık gelen regle yüzeyler 

olsun.  

Φ

Φ  kuvvetli konoidal olsun. Eğer Φ  ortokonoidaldir ancak ve ancak Φ  

ortokonoidaldir. 

 

İspat: 

 Teo. 5.1.1. den Φ  kuvvetli konoidal olduğundanΦ  kuvvetli konoidaldir. 

Φ  ortokonoidal olduğundan Teo. 3.3.4. den 

               mkn −−≤≤= λβλ 2,0     

dir. Teo. 3.3.6.  dan 0=iω dır. Çünkü q-ortokonoidallik için geçerli olan bu ifade q=n-1 için 

de geçerlidir. O halde  

    ,i i λ λω ω β β= − =   , mimkn ≤≤−−≤≤ 1,2 λ  

den 

    0,0 == λβωi   mimkn ≤≤−−≤≤ 1,2 λ  

elde edilir. Burada  Teo.3.3.5. e göreΦ  ortokonoidaldir. Teoremin tersi de doğrudur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.2 Simetrik Homotetik Hareketlere İştirak Eden Konoidal Regle Yüzey Çiftleri 
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Teorem5.2.1. 

 CXSX +=  simetrik homotetik hareketine iştirak eden regle yüzeylerΦ  ve Φ  

olsun.Φ  kuvvetli konoidaldir ancak ve ancak Φ  kuvvetli konoidaldir 

 

İspat: 

 Φ , q- konoidal olsun. CXSX +=   hareketi esnasında )(tEk  nin ortonormal bazı için 

(3.4.5.1) , (3.4.5.3) , (3.4.5.12) gözönüne alınırsa  altuzayı vardır. O halde qE )(tEk // qE  ise 

//)(tEk
qE  dır. Yani Φ ,  q-konoidaldir.Φ , kuvvetli konoidal olduğundan Teo. 3.3.2. den  

                           mknmiii −−≤≤≤≤== λγω λ 2,1,0,0  

ve    

                            mknmiiiii −−≤≤≤≤−=−= λγγωω λλ 2,1,     

 den  

                          mknmiii −−≤≤≤≤== λγω λ 2,1,0,0  

elde edilir. O halde Teo.3.3.2. den Φ  kuvvetli konoidaldir. Bu teoremin tersi kolaylıkla ispat 

edilebilir. 

 

Teorem 5.2.2. 

 CXSX +=   simetrik homotetik hareketine iştirak eden regle yüzeylerΦ  ve Φ  

olsun.Φ , (k+m)-ortokonoidaldir ancak ve ancak Φ , (k+m)-ortokonoidaldir. 

 

İspat: 

 Φ ,(k+m)-ortokonoidal olduğundanΦ ,kuvvetli konoidaldir ve merkez regle yüzeye 

sahiptir. O halde Teo. 5.1.1. den Φ  de kuvvetli konoidaldir. Φ  merkez regle yüzeyli 

olduğundan 01 ≠+mη  dır. Ayrıca 1m h 1mη η+ +=   olduğundan 01 ≠+mη  olur. Bu ise Φ  nin 

merkez regle yüzeye sahip olduğunu gösterir. O haldeΦ ,(k+m)-ortokonoidaldir. Teoremin 

tersi de doğrudur. 

 

 

 

Teorem 5.2.3. 
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 CXSX +=  homotetik hareketine iştirak eden regle yüzeylerΦ  ve Φ  

olsun.Φ ,kuvvetli konoidal olsun. Φ  ortokonoidal ancak ve ancak Φ   ortokonoidaldir. 

 

İspat: 

 Teorem 5.2.1. den Φ  kuvvetli konoidal olduğundanΦ  kuvvetli konoidaldir.Φ  

ortokonoidal olduğundan Teo.3.3.4. den 

                        0 , 2 n k mλβ λ= ≤ ≤ − −     

dir. Teo. 3.3.6. dan 0=iω dır. Çünkü q-ortokonoidallik için geçerli olan bu ifade q=n-1 içinde 

geçerlidir. O halde  

                        ,i i λ λω ω β β= − = mimkn ≤≤−−≤≤ 1,2 λ  

den 

                        0,0 == λβωi   mimkn ≤≤−−≤≤ 1,2 λ  

elde edilir. Burada  Teo. 3.3.5. e göre Φ  ortokonoidaldir. Teoremin tersi de doğrudur. 
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6. TARTIŞMA 

 

Bu çalışmada, nE  de (k+1)- boyutlu regle yüzeyler, konoidal regle yüzeyler ve çeşitli 

hareketlere iştirak eden genelleştirilmiş regle yüzey çiftleri ve  nE  de k. mertebeden helisel 

ve homotetik hareketlere iştirak eden konoidal regle yüzey çiftleri incelenmiştir. Bunların 

dışında simetrik helisel ve simetrik homotetik hareketlere iştirak eden konoidal regle yüzey 

çiftleri araştırılmış ve bunlarla ilgili bazı teoremler verilmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7.BÖLÜM 
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7. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Simetrik homotetik ve simetrik helisel hareketlere iştirak eden konoidal regle yüzey 

çiftleri incelenmiş ve [12] nolu çalışma esas alınarak, [12] da verilen bazı teoremlerin 

karşılıklarının  k.mertebeden simetrik helisel ve simetrik homotetik hareketler için de 

sağladığı gösterilmiştir. Ayrıca k.mertebeden simetrik helisel ve simetrik homotetik 

hareketlere iştirak eden konoidal regle yüzey çiftlerinin integral invaryantları araştırılabilir ve 

bunlar arasında ilişkiler kurulabilir. 
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