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OZET

TERS iKiLi SARKACIN MODELLEME VE KONTROLU

Bu calismada ters ikili sarka¢ sistemi modellenerek bir kontrolcii gelistirilmistir.
Oncelikte problem tanitilmis ve konu iizerinde yapilmis ¢alismalar incelenmis, daha
sonra ¢aligma esnasinda kullanilacak yontemler hakkinda genel bilgiler verilmistir. Ters
ikili sarkag¢ icin bir kontrolcii gelistirme amaciyla oncelikle ters sarka¢ problemi
incelenmistir. Gelistirilen ve basarili olan kontrol kanunu ters ikili sarka¢ iizerinde
denenerek basarili oldugu goriilmiistiir.

Gelistirilen kontrol kanunlar1 lineerize edilen sistem iizerinden tasarlanan tam durum
geri beslemesi ve nonlineer sistem i¢in tasarlanan geri besleme ile lineerlestirme
yontemlerinin kademeli olarak kullanilmasi esasina dayanmaktadir. Son bdliimde
gelistirlen kontrol kanunu irdelenerek gelecek calismalar i¢in dneriler sunulmustur.

vii



SUMMARY

MODELLING AND CONTROL OF DOUBLE INVERTED PENDULUM

Double inverted pendulum system is modeled and a controller is developed. After the
problem is introduced, previous relevant work is shortly described, and general
information about the methods and concepts to be used in this thesis is given. The
inverted pendulum problem is first examined with the aim of developing a control law
for the double inverted pendulum. The control law developed for the inverted
pendulum problem was extended to the case of double inverted pendulum and gave
successfull results.

The control laws developed were based on using full-state feedback law for the
linearized system and the feedback linearization control law at different ranges of the
pendulum angles. Finally, the developed control laws were analyzed and suggestions for
future work were made.
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1. GIRIS

Bu caligmada araba iizerindeki ters sarka¢ probleminin ve araba iizerindeki ters ikili

sarkag¢ probleminin modellenmesi ve kontrolii incelenmektedir.

Araba lizerindeki ters sarkag¢ sistemi yatay dogrultuda hareket eden M Kkiitleli bir araba
tizerine bir ucundan mesnetlenmis m kiitleli ve 2| boyundaki bir gubuktan olusmaktadir.
Amag arabaya yatay dogrultuda bir u kontrol kuvveti uygulayarak arabanin yatay
dogrultudaki “x” yer degistirmesini ve ¢ubugun dikeyle yaptig1 “0” agisini sifir degerine

getirmektir (Sekil 4.1).

Araba tizerindeki ters ikili sarkag sistemi ise yatay dogrultuda hareket eden M kiitleli bir
araba lizerine bir ucundan mesnetlenmis m; kiitleli 2l; boyundaki bir ¢ubuk ve bu
¢ubugun diger ucuna mesnetlenmis m, kiitleli 2, boyundaki ikinci bir gubuktan
olusmaktadir. Burada amag¢ arabaya yatay dogrultuda bir u; kontrol kuvveti ve iki
cubugun baglanti noktasina bir u, kontrol momenti uygulayarak arabanin yatay

dogrultudaki “x” yer degistirmesini ve ¢ubuklarin dikey dogrultu ile yaptiklar1 sirasiyla

“0;” ve “0,” agilarini sifir degerine getirmektir (Sekil 4.8).

Calisma konusu olarak ters sarka¢ probleminin incelenmesinin sebebi problemin
nonlineer ve kanonik bir problem olmasi nedeniyle kontol ydntemlerinin iizerinde
denenmesi i¢in uygun olmasidir.Yetersiz tahrikli bir mekanik sistem olmasi ve yiiksek
derecede nonlineer dinamigi sayesinde ters sarkac sistemi gerek klasik gerekse modern

kontrol tekniklerinin tasariminda kullanigh bir test aracidir.

Bu calismada oncelikle ters sarka¢ problemi ilgili yapilmis calismalar {izerinde
durulacak, ardindan ¢alisma esnasinda kullanilacak kontrol yontemleri hakkinda genel
bilgiler verilecek, daha sonra sirasiyla araba lizerindeki ters sarkacin ve araba tizerindeki

ters ikili sarkacin modellenmesi ve kontroli incelenecektir.



2. GENEL KISIMLAR

Ters sarkac lizerine yapilan ¢alismalar, nonlineer kontrol yontemleri ile ilgili yapilan
caligmalarla paralellik arz etmektedir. Bunun sebebi daha o6nceden de deginildigi gibi
ters sarka¢ probleminin kontrol yontemlerinin denenmesi i¢in uygun bir problem
olmasidir. Bu giine kadar yapilmis tiim ¢alismalar1 kapsayacak bir literatiir arastirmasi

cok gii¢ olacagindan bazi ¢aligmalardan bahsedilmesi yeterli goriilmiistir.

Bu konuda yapilan ilk ¢alismalardan birisi Furuta ve digerlerinin [1] ters ikili sarkag
lizerine yaptig1 calismadir. Bu calismada sistem lineerize edilerek modellenmis ve
durum uzayr gosteriminden yararlanilarak bir bilgisayar programi yardimi ile hem
kutup yerlestirme ve hem de optimal kontrol yontemleri ile tasarlanan gézlemleyici ile

birlikte simiilasyonu yapilmis ve basarili sonuglar elde edilmistir.

Spong [2] yetersiz tahriklenmis (under-actuated) sistemlerin geri besleme ile
lineerlestirme yapilarak kontroliinii ¢esitli kol sayilarina sahip araba iizerindeki ters

sarkaclar iizerinde, tahriklenmenin yapildig1 yere gore incelemistir.

Lin ve digerleri ise araba iizerindeki ters sarkac sisteminde, arabanin hareketini sinirl
bir bolge igerisinde tutmak kosulu ile lineer kontrolcii tasarlayarak lineerize edilmis

sistemi kontrol etmistir [3].

Baz1 calismalarda ise araba iizerindeki ters sarka¢ probleminin yerine doner tabla
lizerindeki ters sarkac incelenmistir. Ornegin, Thein ve Misawa [4] bu sistem {izerinden
kayan kipli gézlemleyici ile bazi bagka gozlemleyici cesitlerini karsilastirirken, Pomales
ve Gonzales [5] kayan kipli kontrolcii ve PID kontrolcii kullanmis, Lee ve digerleri [6]
ise kayan kipli kontrolciiniin yaninda giiriiltii gbzlemleyicisi de tasarlayarak sistemi
kararli hale getirmeye calismislardir. Doner tabla iizerindeki ters sarka¢ deney
diizeneginin hazirlanmas1 bakimindan klasik araba iizerindeki ters sarkagtan daha

kolaydir. Bunun sebebi ters sarkaci kontrol etmek i¢in gerekli ivmelere kolayca



ulasilabilmesi ve hareket alaninin bir dongii seklinde olmasidir. Bu dongiisel hareket,
tablanin istenilen konuma getirilmesi kosulu arandiginda da en fazla 180 derecelik bir

ac1 degisimini gerektiginden araba {izerindeki sisteme gore avantaj saglar.

Enerji yontemi da araba iizerindeki ters sarka¢ problemlerinin ¢dziilmesinde sikca
kullanilan bir yontemdir. Enerji yontemi esas olarak sistemin getirilmek istendigi
konumda sifir sonucunu veren bir enerji fonksiyonu yazmaktir. Bu fonksiyon bu
konumun disindaki her noktada sifirdan biiyiik sonuglar vereceginden yazilacak kontrol
kanunu bu enerjiyi sifir yapmaya dolayisi ile sistemi istenilen konuma getirmeye
caligmaktadir. Astrom ve Furuta [7] enerji yontemi kullanmis ve durum degiskenlerinin
sahip oldugu degerlere gore cesitli stratejiler gelistirmeye calismistir. Bujega [8] ise
enerji yonteminin yaninda kayan kipli kontrolcii tasarlarken Hemni ve digerleri [9] bu

yontemi ters iki sarkag lizerinde denemistir.

Kullanilan kontrol yontemi ¢esitliligini gostermek agisindan yapilan diger ¢alismalara
ornek vermek gerekirse; Ge ve digerlerinin [10] kayan kipli kontrolciiniin yaninda ¢ok
katmanli sinir ag1 kullanarak tasarladigi adaptif kontrolciiden yada Bulanik mantik
kontrolcili yardimiyla geri besleme ile kontrol katsayilarini degistirerek araba {izerindeki
ters ikili sarkacin lineerlestirilmis modeli i¢in Xiaoxia ve Qiuhai’nin [11] gelistirdigi

kontrolciiden bahsedilebilir.

Ters sarka¢ probleminin cesitli sekilleri i¢in yapilan c¢alismalarin varligindan
bahsetmistik. Bu tip ¢alismalara 6rnek olarak, bir diizlem {izerinde hareket eden tabla
lizerine yerlestirilmis ters sarkacin kontrolii i¢in adaptif bir kontrolcii gelistiren Wai ve
digerlerinden [12], ayr1 ayr tahriklenen iki tekerlegi olan ters sarkacin hiz ve pozisyon
kontrolii lizerinde deneysel bir ¢calisma yapmis olan Pathak ve digerlerinden [13] soz

edilebilir.

Daha once de deginildigi gibi burada adi gegen ¢alismalar bu konudaki ¢alismalarin
kiiciik bir kismidir. Fakat ters sarkac problemi iizerinde yapilan ¢alismalari ¢esitliliginin
goriilmesi bakimindan bir fikir vermektedir. Goriildiigli gibi yapilan ¢aligmalarda bazen
gelistirilen bir kontrol yonteminin giicii denenirken, bazen farkli kontrol yontemlerinin

bu problem iizerinden kiyaslanmasi deneysel yada teorik olarak yapilmistir.



Bu calismada, ters ve ikili ters sarka¢ problemlerinin geri besleme ile lineerlestirme
yontemi ve tam durum geri beslemesi ile kontrolii kullanilarak kontrol kanunu teklif
edilecektir. Burada tasarlanan ve (4.22), (4.40), (4.54), (4.55) ifadeleri ile verilen

kontrol kanunlari bildigimiz kadariyla orijinaldir.



3. MALZEME VE YONTEM

Bu kisimda calisma esnasinda kullanilan teorik bilgilerin genel bir incelenmesi

yapilmaktadir.

Burada bahsi gegen kontrol modelleri, u giris, y ¢ikis (6l¢iilen, kontrol edilen), x durum

degiskeni vektdrleri olmak {izere,
x = f(x,u,t)
y=9(xut)

seklindedir. Tek giris ve tek ¢ikisa sahip sistemlerde u ve y skaler olmaktadir. Bir ¢ok

problemde kontrol girisi durum denklemlerine lineer olarak girer, yani
x=f(x)+g(x)u

sik karsilasilan bir 6zel durumudur.

Lineer ve zamandan bagimsiz sistemler, A, B, C ve D sabit, uygun boyutlu matrisler

olmak lizere

x=AXx+Bu
y=Cx+Du

seklindedir.

Esas problem, sistemin istenilen sekilde davranmasini saglayacak bir u girisinin bazi

veya biitiin durum degiskenleri yardimiyla olusturulmasidir; yani (sembolik olarak)

u=L(x)



seklinde tasarlanacak kontrol kanunu sistem denklemlerinde yerine kondugunda ortaya
cikan adi diferansiyel denklem takimmin ¢6ziimii olarak elde edilen durum

degiskenlerinin belli bir sekilde davranmasi istenir.

Kullanilacak kontrol yontemleri geri beslemeli (kapali ¢evrimli) kontrol yontemleridir.
Geri beslemeli bir kontrol sisteminin semasi Sekil 3.1 de goriilmektedir. Sistem
tizerinden oOlgiilen durum degiskenlerinin bu degiskenler i¢in istenen referans degerleri
ile olan farki yani hata hesaplanir. Daha sonra bu deger tizerinden kontrolcii tarafindan
bu degeri sifira yani sistemin degiskenlerini referans degerlere ¢ekecek bir kontrol etkisi

iretilerek sisteme geri yollanir.

Xref  + u X
EEE————

— EONTROLCH SISTEM

Sekil 3.1: Geri beslemeli (kapali ¢gevrimli) kontrol sistemi

Bu c¢aligmada tiim durum degiskenlerinin degerleri sifira getirilmeye g¢alisildigindan
hata Olclilen durum degiskeninin negatif isaretlisi seklindedir ve ayrica sisteme bir
referans girisi olmamaktadir. Ancak mesela arabanin konumunu belirlenen bagka bir
yere getirmeye ya da cubuk acisini farkl bir degerde tutmaya g¢aligsaydik bir referans
girisi vermemiz gerekebilirdi. Ote yandan ¢ubugun acini belirli bir degerde tutmak bir
noktadan sonra arabayi sabit bir ivme ile hareket ettirmemiz bu da zamanla sonsuza

giden bir hiza ulasmamiz manasina geleceginden uygun hedef olmayacaktir.



3.1 LINEERLESTIRILMIS SISTEMIN KONTROLU

Nonlineer bir sistemin igerisindeki nonlineer terimleri belirli kurallar c¢ergevesinde
Taylor serileri yardimiyla basitlestirerek sistemi lineer bir sekle getirme islemine

lineerlestirme ad1 verilir.

Bir f(x) fonksiyonunun bir a degeri civarindaki lineer ifadesi bu ifadenin taylor serisinin

ilk iki terimi yani,

£(x)= f(a)+af(a)(x—a)+ ...... G.1)

ifadesinden elde edilir. Bu sekilde sistem,

Xx=AXx+Bu

seklinde ifade edilebilecek bir hale gelir.

Bu kontrol yonteminde amag sistemin lineerlestirilmis hali iizerinden bir kontrol kanunu
gelistirdikten sonra bunu nonlineer sisteme uygulamaktir. Yani nonlineer sistemin
davranisinin lineer sistemle benzestigi bolgede nonlineer olan sistemi sanki lineer bir
sistemmis gibi kontrol etme yontemidir. Sinirlt nonlineerlige sahip sistemlerde bu
yontem c¢ok kullanighdir. Sinirli nonlineerlikten kasit nonlineer bir sistem olmasina
karsin degiskenlerin lineer kabulii yapilabilecek bir bolge igerisinde degismesidir.
Ornegin tasit dinamiginde normal kosullarda tasitin govdesinin yapacagi kafa atma
hareketi (tasitin dingillere paralel bir eksen etrafinda donmesi) lineer kabuliiniin

yapilabilecegi bir aralikta degisir.

3.2 TAM DURUM GERIi BESLEMESI iLE KONTROL

Kontrol kanunu yazilirken sistem igerisindeki tiim durumlarin géz oniine alindigi
kontrol yontemine tam durum geri beslemesi ile kontrol adi verilir. Bu kontrol
yonteminin kullanilmasi sirasinda tiim durumlarin Slgiilmesinin gii¢, bazen imkansiz
olmasi uygulama acisindan bir sorun teskil etmektedir. Gozlemleyici tasarlamak bu tip

durumlarda kullanish bir yontemdir. Sistemin bazi degiskenlerini Olgiip diger



degiskenleri bu olgiilen degiskene bagli olarak tahmin eden yapilara gozlemleyici adi
verilir. Gozlemleyici kullanabilmek i¢in Oncelikle sistemin goézlemlenebilir olmasi
gerekmektedir. Biz ¢calismamiz esnasinda bir gozlemleyiciye ihtiyag duymayacagimizi

farz ediyoruz.

x=AXx+Bu

seklindeki bir lineer sistemde tam durum geri beslemesi uygulandiginda kontol kanunu,
u=Kx

bi¢imindedir. Bu durumda sistem,
x=(A+BK)x

halini alir ve kontrol edilen sistemin davramigini A+BK matrisinin 6zdegerleri

(kutuplar) tayin eder.

3.2.1 Kutup Yerlestirme

Kontrol edilen degiskenlere ait kontrol sabitleri ( K matrisi ) ile kontrol uygulanmis
sistemin kutuplar1 arasinda bir bagint1 kurarak istenilen kutup degerlerini elde etmek
icin gerekli olan kontrol sabitlerini tayin etme islemine kutup yerlestirme (pole
placement) adi verilir. Lineer sistemler lizerinde uygulanir. Bu islemin yapilabilesi i¢in
sistemin kontrol edilebilir olmasi gerekmektedir. Zira sistemin ka¢ tane durum
degiskeni varsa (bir ¢ok durumda) o kadar kutbu vardir ve eger kontrol sabiti sayis1t bu

sayidan az ise genel bir baginti kurmak olanaksizdir.

Tam durum geri beslemesi uygulanmis kontrol edilebilir bir sistemin
sI-A-BK|=0

ifadesi ile verilen karakteristik denkleminin determinanti sifira esitlendiginde elde
edilen polinom ifadenin kokleri karakteristik denklemin 6zdegerlerini yani sistemin
kutuplarint vermektedir. Burada her bir karakteristik denklem katsayisina tek bir

bagimsiz k; geribesleme kazanci diistiiglinden 6zdegerlerin keyfi yerlestirilebilecegi



aciktir. Eger bir yada daha fazla durum degiskeni kontrol edilemez olsaydi kutuplar
istendigi gibi yerlestirilemeyecekti [14].
3.3 GERIi BESLEME iLE LINEERLESTIRME

Nonlineer bir sistemin igerisindeki nonlineer terimleri kontrol kanunu sayesinde yok
ederek tam olarak lineer bir ifade elde etme islemine geri besleme ile lineerlestirme adi
verilir. Bu kontrol yonteminde kontrol kanunu sisteme uygulandiginda sistemin
igerisindeki nonlineer terimleri sadelestirecek bicimde secilir. Bu durumda sistem

modeli ve kontrol kanunu nonlineer, fakat kontrol uygulanmis sistem lineer olur.

Geri besleme ile lineerlestirme, diger bir deyisle nonlineerlikleri kaldirma ve arzu edilen
lineer dinamigi uygulama, kontrol edilebilir kanonik formdaki nonlineer sistemlere

uygulanabilir.

Tek girisli kontrol edilebilir kanonik formdaki bir dinamik sistem; u kontrol girisi,
X= [X X, x0T ]T durum vektérii , f(x) ve b(x) durumlarm nonlineer

fonksiyonlart olmak tizere
x™ = f(x)+b(x)u (3.2)

seklindedir. Yani sistem bu duruma getirilebiliyorsa bu islem uygulanabilir.

Kontrol edilebilir kanonik formda gosterilebilen bir sistem (b(x) sifir olmamak

kaydiyla),
1
u :@[v— f(x)] (3.3)

seklinde bir kontrol girisi uygulanarak nonlineerlikler kaldirilabilir ve
x" =v

seklindeki basit girig-¢ikis iliskisi elde edilebilir.
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Kapali ¢evrim (kontrol uygulanmis) sistemin tiim kutuplart kompleks diizlemin sol
tarafinda olmak iizere karakteristik denkleminin p" + K, p""' +...... + K, bi¢giminde

olmasini istiyorsak,
x(" Y (3.4)
olarak secildiginde

x4 K X" K, x=0

elde edilir.Boylelikle x(t)— 0’1 gerektiren iistel kararli bir dinamik olusur. Burada

K’lar1 segerek sistemin kararliligini istedigimiz gibi yapabiliriz.

X(t) = 0 yerine istenilen bir X, (t)cikisinin izlenmesini gerektiren bir durumda kontrol

kanunu, hata

g™ (3.5)

seklinde secilir [15].

Geri besleme ile lineerlestirme yontemi yetersiz tahriklenmis (under-actuated), yani
serbestlik derecesi sayisi kontrol girisi sayisindan fazla olan sistemlerde genellikle tek
basina istenilen sonucu vermez. Zira sistemin serbestlik derecesi kontrol girisi
sayisindan fazla oldugunda sistemin igerdigi nonlineer ifadelerin hepsinin geri besleme
ile lineerlestirilmesi genellikle miimkiin olmamaktadir. Bu durumda ise geri besleme ile
kismi lineerlesitrme bazen bir ¢6ziim olabilmektedir. Kontrolcili durum denklemlerinden
olabildigince fazlasini lineerize edecek sekilde tasarlanirsa hi¢ degilse kontrol edilecek
sistem i¢in en ¢ok Onem arzeden bir ka¢ durum kontrol altina alinabilir. Yapilan bu

islem ise geri besleme ile kismi lineerlestirme olarak adlandirilir.
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4. BULGULAR

4.1. TERS SARKACIN KONTROLU

e e <

ey . X )
u
> M
Sekil 4.1: Araba iizerindeki ters sarkag sistemi
Araba lizerindeki ters sarkac sisteminin hareket denklemleri,
(M+m)x+mélcos@-mé* 1sind=u (4.1)
mxlcos@+(ml>+1)d=mglsing 4.2)

seklindedir.

(4.2) ifadesinde gubugun kiitle merkezine gore atalet momenti,

3
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olarak yazilarak diizenlenirse,
. 4. . .
Xcos6’+§|9=gsm0 (4.3)

elde edilir.

4.1.1 Lineerlestirme

(4.1) ve (4.3) ifadeleri 8 =0 civarinda (3.1) ‘den yararlanilarak lineerlestirilirse,

(M+m)x+mél=u

4 .
X+—160=9g40
K+ g

halini alir. Bu ifadeler X ve @ i¢in ¢oziilerek diizenlendiginde,

3(M+m)g 3
@M +m)l 9_(4|v|+m)|u 9

_ -3mg 0+ 4
4M+m 4M+m

u (4.5)

olur. Durum uzay1 gdsterimi i¢in,

1

X,

—

x X . D
I

X
X
X3
X, =

3 =Xy

yazarak (4.4) ve (4.5) ifadelerinden,
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0 1 00
3(M+m
—(4(M +m))? 000
A= 0 00 1 (4.6)
—3mg 0 0 0
| 4M+m |
.
B=|0 - 3 0 4 (4.7)
(4M +m)l 4M+m
olmak iizere,
x=Ax+BuU (4.8)
seklinde durum uzay1 gosterimi elde edilir.
4.1.2 Kontrol Edilebilirlik:
(4.8) ifadesi ile verilen n. mertebeden bir sistemin kontrol edilebilir olmasi i¢in,
C=[B AB A’B...A""B| (4.9)

bi¢iminde tanimlanan n. mertebeden C kontrol edilebilirlik matrisinin rankinin n

olmasi, yani baska bir deyisle, tek giris-¢ikish bir sistem i¢in,
det(C) #0

sartim1  saglamas1 gerekir. Incelenen sistem 4. mertebeden oldugundan kontrol

edilebilirlik matrisi,
C=[B AB A’B A’B]

seklindedir ve

gz
det(C)=81———2
et(C) 1“ (4 M +m)*

olarak elde edilir ve bu ifade her zaman sifirdan farklidir.
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4.1.3 Tam durum geri beslemesi:

Sistem kontrol edilebilir oldugundan tam durum geri beslemesi uygulanabilir.
X5 X,, X5, X, ‘lin yani 6, 9, X, X ‘in dl¢iilebilir oldugunu farz edelim. Incelenen sisteme

tam durum geri beslemesi uygulandiginda kontrol kanunu

u=k, x, +k, x, +k; x; +k, x, =K x (4.10)
olarak yazilir. Bu durumda

x=(A+BK)x 4.11)
oldugundan kontrol uygulanmis sistemin kutuplari,

det(SI- A -BK)=0 (4.12)
karakteristik denkleminden bulunur.
Eger sistemin kutuplarinin s= —a,—b,—c,—d (hepsi sol yari diizlemde) olmasi
isteniyorsa (4.12) deki polinomu,

(s+a)(s+b)(s+c)(s+d)=s*+(a+b+c+d)s’

+(ab+ac+ad+bc+bd+cd)s’+(abc+abd+acd+bcd)s  (4.13)

+(abcd)

ifadesine esitleyerek gerekli k sabitleri bulunur. Eger sistem kontrol edilebilir ise bu

islem yapilabilir.

(4.10), (4.11)’de yazilinca, kontrol uygulanmis sistem (diger bir ad1 “kapali ¢cevrim”

sistem),
o 0 1 0 0
X | |3(M+m)g-3k, -3k, -3k, -3k, X,
X, (4M+m)l AM+m)l @M+m)l (4M+m)l || X
%, 0 0 0 1 X,
" -3mg+4Kk, 4Kk, 4k, 4Kk, y
Yl 4M4m 4M+m 4M +m 4M +m 4
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sekline gelir. Bu durumda,

3k,-41k, ; -3Mg-3k,-3mg-41k, ,
ST+ S
(4M+m) (4M +m)
39k, 39k,
TEMam) ST @M m)

det(sI - A -BK)=s" +

(4.14)

seklinde elde edilen denklemin koklerinin —a,-b,-c,-d seklinde olduklar1 varsayilirsa
karakteristik denklem bu defa (4.13), (4.14)’e esitlenerek dort bilinmeyenli bir denklem

sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziildiiglinde kontrolcii katsayilar

_abcd(@M+m)l

k
3 3g

abc+abd+acd+bcd)(4M+m)l
39

!

ab+ac+ad+bc+bd+cd)@M+m)I+3g(M+m)+41k,
3

k1=(

a+b+c+d)(4M+m)l+41Kk,
3

k2=(

olarak elde edilirler.
M =10 kg, m = 1 kg, | = 1 m olarak kabul edildiginde, lineerlestirilmis sistemin
kontrolcii katsayilari, kapali ¢evrim sistemin kutuplari

S1= Sp= S3= S4= - 1 ig:in,

k; =191.7675

k= 62.0967

ks =1.3931

ks = 5.5725

ve $1= $p= $3= S4= - 2 istendigi durum igin
k; = 465.6302

ko =168.7738

ky = 22.2902



ks = 44.5804

olarak hesaplanir.

Her iki durum i¢in ¢ubugun baslangi¢ acgisinin 6=30° oldugu durum i¢in lineerlestirilmis

16

sistem simule edildiginde Sekil 4.2 *deki sonuglar elde edilmistir.

a0 1.5
— 5,55,78,55, -2 1 — 5,75,758;75,~ -2
20 ',‘ ——— 5757575, -1 -—— 5TE,75;75,S -1
= 1o z
5 ' = e
5l e =
= Y e, Loimicke LTSS =
T 1 T
[] =3
5
-2':' 1 1 "
0 5 10 15 5 10 15
t(s) t (=)
7 4
B — 575788 2 . & — §,T5,78575,~ -2
c e 5,758,785, -1 ——— 5 TE,TETE,S -1
{o — 2
ab by =
E Fooy £
= 3 Jl ‘1 §
{ ‘1|L = 0 S
2 '!\ ’fﬁ'
' 1 Pl
1 \\.‘“ e
0 == 2 :
] a 10 14 0 a 10 15

Sekil 4.2: Kutuplarin degisiminin sistemin kararlilig1 iizerindeki etkisi

Grafikten de acik¢a anlagilacagi gibi tam durum geri beslemesi lineerlestirilmis sistemi
kontrol etmede basarili olmustur. Sistemin kutuplarinin gercel negatifliginin arttik¢a
cevap hizinin arttig1 yine grafikte goriilmektedir. Sekil 4.3 de ise sistem kutuplarinin

gercel negatifligi arttikca kontrol kuvvetinin de artim egilimi gosterdigi goriilmektedir.

Lineerlestirilmis sistem tam durum geri beslemesi ile kontrol edebildigine gore, lineer
olmayan sistemde lineerlestirmenin yapildig1 bolge civarinda (€ =0) bu degerler icin

kontrolciiniin basarisini inceleyelim.



17

240 T T
— 575,758,758, -2
o -—— 5T5,55575,= -1 |
150 B
100 B
=4
=0
Al B

A0

-100 : .
0

Sekil 4.3: Sistem kutuplarinin kontrol kuvveti tizerindeki etkisi

5 015
— Maonlineer — Maonlineer
4 === Lineer _ 0.1 === Lineer
- w 0.05
(] e
5 £ 0
= =
@ 2 o5
0.1
4 . . -0.15 . ;
0 =) 10 15 0 =) 10 15
t(s] t (=]
1 0.6
— Monlineer — Monlineer
0.8 -—— Lineer ] 0.4 -—— Lineer
w
= 0.6 :_é, nz
* 0.4 T 0
=
0.2 -0.2
0 -0.4
0 ) 10 14 0 ) 10 14
t(s] t (=]

Sekil 4.4: 0=5° baslangi¢ degeri i¢in lineerize edilmis ve nonlineer sistemlerin davraniginin
kargilastirilmasi
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Yine lineerlestirilmis sistemin kutuplarinin s;= s;= s3= s4= - 1 oldugu durum igin
hesaplama yapildiginda elde edilen kontrolcii katsayilar1 bu kez lineer olmayan sistem
tizerinde ¢ubugun baslangic agisinin 6=5° oldugu durum i¢in uygulandiginda asagidaki

grafik elde edilmistir.

Sekil 4.4 ‘deki grafikte goriildiigii gibi € =0 civarinda, lineerlestirilmis sistem icin

tasarlanmigs kontrol kanunu lineer olmayan sistemi de kontrol edebilmektedir.

Bu kez ¢ubugun baslangic agisinin 6=50° oldugu durum i¢in ayn1 kontrolcii katsayilari

ile sistem simiile edildiginde Sekil 4.5°deki grafik elde edilmistir.

N . 1 .
— Maonlineer — Maonlineer
a0 === Lineer j 0s === Lineer
@ iy
5 =
E -
= =
@ 2
15 . 10 .
— Maonlineer — Maonlineer
=== Lineer === Lineer
10
E
E 5 £
= =
=
=
0
5 . : -10
] a 10 14 0 a 10 15

Sekil 4.5: 6=50° baslangi¢ agisi icin lineerize edilmis ve nonlineer sistemlerin davranisinin
karsilagtirilmasi
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Grafikten goriildiigii gibi @ ~0 civarindan uzaklastikca lineerlestirilmis sistem igin
tasarlanmis kontrol kanununun lineer olmayan sistemi kararli hale getirmekte gorece

olarak daha zorlandig1 goriilmektedir.

Cubugun baslangic¢ agis1 6=60° olarak alindiginda ve sistem simiile edildiginde Sekil 4.6
‘deki grafik elde edilmistir. Grafikten de gorildigi gibi bir noktadan sonra
lineerlestirilmis sistem igin tasarlanmis kontrol kanunu lineer olmayan sitemi kararl
hale getirememektedir. O halde € ~0 civarinda olmadigr durumlar i¢in de sistemi

kararl1 hale getirecek bir kontrol kanununa ihtiyag vardir.

200 . 400
100 ; 200
@ oy
(] =
S 0 E
= =
T o
=
-100 : 200
200 : -400 :
0 5 10 0 5 10
t(z) t(s)
5000 : 2000
0
0
—. -2000
w
= £
£ 000 = 4000
w =
=
= 5000
-10000
-5000
15000 : -10000 :
0 5 10 0 5 10

t(s) t (=]

Sekil 4.6: 6=60° baslangi¢ agisi1 i¢in nonlineer sistemin davranigi

4.1.4 Geri Besleme ile Kismi Lineerlestirme

(4.1) ve (4.3) ifadeleri ile belirtilmis olan sistemin dinamik denklemleri X ve @ i¢in

coziilerek diizenlendiginde,
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b 3ml@*cosfsind—3(M +m)gsiné . 3cosd !
3m|c0s26?—4(M+m) 3m|00526—4(M +m)
(4.15)
. _ . .
‘ 3mgcost9s21nt9 41 m@* sinf N : 4 U (4.16)
3mcos’@—4(M +m) 3mcos’@—4(M +m)

olur.
Burada,

0 =X

X=X,
seklinde tanimlarsak,

F(x) = 3ml %’ cosx, sinx, —3 (M +m)gsinx,

: 3ml cos® x, —4 (M +m)

3 cos X
f,(x)= !
(%) [3 m 1 cos’ x, —4 (M +m)]
3mgcosx sinx, —41m x> sinx,
f3(x)= 2
3mcos’x, —4 (M +m)

f,(x)= 4 (4.17)

! 3mcos® x, —4 (M +m) '
olmak tizere (4.15) ve (4.16) denklemleri,

X, =f(x)+f,(x)u (4.18)

X, =f,(x)+ f,(x)u (4.19)

Seklinde gosterilebilir. Kontrol edilecek ¢ikis degiskeni,

y=X =6
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olarak kabul edilirse,

yle

y=%X=fx+f,(x)u

seklini alir. Burada kontrol kanununu,
1
=——(-K y-K, y—f
u fz(x)( YKy 1(X))

olarak alirsak ve (4.20) ifadesinde yerine koyarsak,
y+K,y+K,y=0

elde edilir. Bu kontrol kanunu (4.19) ifadesinde yerine konuldugunda,
. 1 .
X, =f,(x)+f,(x) —(_ Kiy-K,y- f1(x))
f, (X)
olur.

Gorildiigii gibi sistem uygun kontrol kanununun secgilmesi

ile kismi

(4.20)

4.21)

(4.22)

olarak

lineerlestirilmis oldu. Ciinkii se¢ilen kontrol kanunu sistemin her iki denklemini de ayni

anda lineerize edememektedir. Bu durumda kontrol kanunu sistemi kismi olarak

lineerize edebilmektedir denilir. (4.21) ifadesi lineer bir ifade oldugundan bu ifadenin

kararliligia K; ve K; katsayilarina bagl olarak etki edilebilmektedir.

Secilen kontrol kanunu
K1: 1
K2: 1

(Yani y = x; igin kutuplar s, , = —% + 73i oluyor)

i¢in,
ve

K1: 4
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K2: 4
(Yani y = x; igin kutuplar s, , = -2 oluyor)

i¢in sisteme uygulanarak simiilasyon yapildiginda Sekil 4.7 ‘daki grafik elde edilmistir.

200

— K== 1 —
150} - K | e KK

100

g (derece)

a0

defdt (radis)

-a0
a

500

400 |

300

£ oot

dwfdt (mifs)

100

-100
a

Sekil 4.7: Geri besleme ile lineerlestirme uygulanmig sistemin kontrol sabitlerinin degisimine
gore davranigi

Buradan goriildiigii gibi secilen kontrol kanunu sadece & ve 6 durum degiskenlerini
kararli hale getirebilmektedir. Bu geri besleme ile kismi lineerlestirmenin bir
sonucudur. Ayn1 zamanda grafikten K; ve K, katsayilarinin sistemin kararliligina olan

etkisi agik olarak goriilmektedir.

Tiim durumlarin karali hale getirilmesi amaglandigindan dolay1 geri besleme ile kismi
lineerlestirme ile gelistirilen kontrol kanunu da tek basimna bu amaca ulasilmasini

saglamamaktadir.
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Dikkat edildiginde ardi ardina denenen iki kontrol kanununun birbirini tamamlayici
Ozellikleri oldugu goriilmiistiir. Lineerlestirilmis sistem i¢in gelistirilmis olan tam
durum geri beslemesi belirli bir ag1 degerinden kii¢iik olan durumlar i¢in tiim durumlarz;
geri besleme ile kismi lineerlestirme ile gelistirilen kontrol kanunu ise ag¢1 degeri ne
olursa olsun sadece agry1 ve agisal hiz1 kararli hale getirebilmektedir. Burada belirli bir
ac1 degerinden bliyiik durumlarda geri besleme ile kismi lineerlestirme yapilarak ¢cubugu
lineerlestirilmis sistem igin gelistirilmis olan tam durum geri beslemesi tarafindan
kontrol edilebilecek bir ac1 degerine getirmek ve bu noktadan sonra kontrol kanununu

degistirerek tam durum geri beslemesi uygulanmasi teklif edilmektedir.

Kisacasi ters sarkaci dikey konuma getirmek i¢in geri besleme ile kismi lineerlestirme,
sarkac dikey konumdayken arabayi baslangi¢ noktasina tasimak i¢in tam durum geri
beslemesi yapilmasi teklif edilmektedir. Bu durumda kontrol kanununun degistirilecegi

ac1 degerine 6, dersek, teklif edilen kontrol kanunu

1
(_ Kix =K, X, - f1(x)) |0| > 0,
f, (X)
Ue (4.23)
kox, +Ky X, +k x5 +k, X, |6]<6,

olarak tanimlanabilir.

Teklif edilen bu kontrol kanununu sistemimiz iizerinde uyguladigimizda Sekil 4.8 ‘deki

grafik elde edilmistir.

Burada, kontrol kanununun degistirlecegi a¢1 degeri ve durumlarin t=0 anindaki

degerleri sirasiyla,
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olarak almmustir. Goriildiigli gibi bu baslangi¢ degerleri icin teklif edilen kontrol

kanunu sistemin tiim durumlarini kararli hale getirmektedir.

200 : : 0.5
180 ol
- =
% 100} 3 05
o =
= &0t g
=
ol 15t
50 2
0 5 10 15 0 5 10 15
t (sn) t (sn)
0 20
5 — D\
=
s
T @ 20t
Z 0¢ £
= % -4':"
15 2
- B0}
20 - : -a0 -
0 5 10 15 0 5 10 15

tisn) tisn)

Sekil 4.8: Gelistirilmis genel kontrol kanununun sistem {izerine uygulanmasi sonu elde edilen
simiilasyon sonuglari

Teklif edilen kontrol kanununda dikkat edilmesi gereken en O6nemli husus kontrolcii
katsayilarinin ne olarak alinacagidir. Zira baslangic degerlerinin ve kontrol kanununun
degistirilecegi ac1 degerinin sistemin durumu {izerindeki etkisi biiyiiktiir. Mesela yer
degistirmeye bagli olan kontrolcii katsayisinin degeri yliksek secilirse ve sistem
baslangi¢ degerleri yiiziinden tam durum geri beslemesi ile kontrol yapilan bolgeye
girdiginde yer degistirme cok yiiksek degerlere varmis bulunursa kontrolciiniin bu
durumu kontrol etmek i¢in tirettigi kuvvet yiiksek olacagindan diger durumlara bozucu
bir etkide bulunacak bu da tim durumlarin kararliligina menfi etkide bulunacaktir.
Bunun sebebi ise sistemin bir noktadan sonra lineer kabulii yapilarak buna gore kontrol

kuvveti iretilmesidir. Bagka bir yonden ele alirsak, sistemin lineer kabulii yapilmis



25

bolgesine girildiginde ¢ubugun acisal hizi ¢ok yiiksek degerlerde ise lineer
kontrolcliniin bu durumu kararli hale getirmek i¢in iiretecegi kuvvet dolayli yoldan
cubuga etkidigi icin ¢ubugun diger taraftan lineer bolgenin disina ¢ikmasina mani
olamayacaktir. Bu bize kismi lineerlestirme ile kontroliin katsayilarini ¢ok yliksek
tutmamamiz gerektigini gostermektedir. Aksi halde sistem ¢ok hizli bir bicimde lineer
kabulii yapilan bolgeye girer ama lineer kontrolcii sistemi ilk seferinde bu bdolge

i¢erisinde tutamaz.
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4.2 TERS IKiLi SARKACIN MODELLENMESI VE KONTROLU

Sekil 4.9: Araba tlizerindeki ters ikili sarkag sistemi

Sekil 4.9 ‘da goriilen araba tizerindeki ters ikili sarkacin hareket denklemleri, 1. ve 2.

cubuklarin kiitle merkezlerine gore atalet momentleri sirasiyla,

2 2
_m Iz | _m, Iz
=, |, =——

|
! 3 3

olmak iizere,

(M+m +m,)%+(m 1, +2m, 1,)cosb, 6, +m, 1, cosé, b,

o o (4.24)
—(m, I, +2m, 1,)sin6, > -m, 1, sind, 6, =u
(m, 1, +2m, 1 )cosé, )'(‘+(m1 I +4m, I’ +%m1 |12j91
+2m, |, 1, cos(6, - 6,)0, (4.25)

+2m, I, 1, sin(6, —6,)8° —(m, I, +2m, |,)gsind, =0
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m, |, cos@, X+2m, |, 1, cos(6, —8,) 6, +(m2 l,? +% m, Izzj 0,

(4.26)
—2m, 1 1, sin(6,-6,)6>-m, |, gsind, =0
seklindedir.
4.2.1 Lineerlestirme
Bu ifadeler 6, =6, =0 civarinda lineerlestirilirse,
(M+m +m)%+m 1 +2m, 1)8 +m, 1,8, =u (4.27)
(m 1 +2m L)%+ m 12 +am 12+ m 12 ] +2m 11, 6,
3 (4.28)
_(ml I +2m, |1)g 6, =0
m, 1, x+2m, I 1,6 +(m2 ,? +%m2 Izzjé2 -m,1,96,=0 (4.29)

elde edilir. Gosterim kolaylig1 igin,

39 (4M m+4m’+8Mm,+9m m, +2 mzz)
41, (m, (m +m,)+M (4m, +3m,))

9gm,(-2M-m,)

&= 41, (m, (m, +m,)+M (4m, +3m,))
A 3(2m, +m,)
21, (m, (m,+m,)+M (4m, +3m,))

__9g(2M m+m’+4Mm,+2m, mz)
7 41,(m, (M +m,)+M (4m, +3m,))
. __3g(—4M m -m’—12M m, —4m, mz)
S 41,(m, (m +m,)+M (4m, +3m,))

3m,

a, =

21, (m, (M +m,)+M (4m +3m,))
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-39g (2 (ml2 +m22)+5 gm, mz)

= m (m +m)+M @m +3m,))
L 3gm m,

*“2(m, (M +m,)+M (4m, +3m,))
a - 2(4m +3m,)

2(m, (m, +m,)+M (4m, +3m,))

bliytikliikleri tanimlanirsa, (4.27),(4.28) ve (4.29) ‘den

6, =a 6 +a,0,+a,u
6,=a, 0 +a; 0, +a, U
X=a, 0, +a,0,+a,u

elde edilir. Burada durum uzay1 gdsterimi igin,

0, =X,

0, =X =X,

0, = X,

92:X3:X4

:)(5

X=Xs = X

yazarsak,

01 0 0 0 O]
a 0 a 0 00

A 0 0 01 0O
a, 0 a, 0 0 O
0 0 0 0 01
a, 0 a 0 0 0

Ve

(4.30)

4.31)

(4.32)

(4.33)
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B=[0 a, 0 a, 0 af
olmak iizere,

x=Ax+Bu
elde edilir.

4.2.2 Kontrol Edilebilirlik

Sistemimiz 6. dereceden oldugundan kontrol edilebilirlik matrisi,

C=[B AB A’B A’B A‘B A°B]

seklindedir. Sistemin kontrol edilebilir olmasi i¢in kontrol edilebilirlik matrisinin ranki

6 olmalidir. Bu durumda C bir kare matris oldugundan ve

det(C) =0

oldugundan kontrol edilebilirlik matrisinin ranki 6 dir ve sistem kontrol edilebilirdir.

4.2.3 Tam Durum Geri Beslemesi

Sistem kontrol edilebilir oldugundan tam durum geri beslemesi uygulanabilir. Tam

Durum Geri Beslemesi uygulandiginda kontrol kanunu,
u=Kk, x,+k, X, +k; x; +k, x, +ks X +k, x, =K x

olarak yazilir ve kapali ¢evrim sistemin kokleri
det(sI-A-BK)=0

Esitliginden  (karakteristik ~ denklem)  bulunur. Bu  ifadenin

—-a,—b,—c,—d,—e,— f olmasini istendiginde,

(s+a)(s+b)(s+c)(s+d)(s+e)(s+f)

(4.34)

koklerinin
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polinomu karakteristik denkleme esitlenir ve polinomlarin esitliginden 6 denklem elde
edilir. k;, ko, k3, k4, ks, ke olmak {izere 6 tane de bilinmeyenimiz bulundugundan, bu

denklem sistemi ¢oziilerek bu bilinmeyenler icin yalniz bir cevap elde edilebilir.

Elde edilen bu verilerden yola ¢ikarak bu kontrol yaklasimini lineerlestirilmis sistem

iizerinde deneyelim.

M =10 kg, m; = 2 kg, m; =1 kg, l; = 1 m, |, = 0,5 m olarak kabul edildiginde,
lineerlestirilmis sistemin kontrolcii katsayilari, sistemin kutuplari

S1= Sp= S3= S4= S5= S¢= - | i¢in,

kl = 518.9654
k2 = 44.9722
k3 =-401.4455
k4 =-59.0482
k5= -0.0670
k6 = -0.4018
Ve §1= 8= $3= S4= S5= S¢= - 2 istendigi durum igin
k1 =832.1269
k2 =32.5866
k3 =-872.2592
k4 =-167.6951
k5 =-4.2858
k6 =-12.8573

olarak hesaplanir.

Her iki durum i¢in ¢ubuklarin baglangic agilarinin 6,= 6,=20° oldugu durum igin sistem

simule edildiginde Sekil 4.10 ‘daki grafik elde edilmistir.
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Sekil 4.10: Lineerize edilmis sistemin kutup degerlerine gore kararliliginin degisimi

Grafikten de goriildigii gibi sistemin kutuplarmin gergel negatifligi arttikca sistemin

kararlili1 da artmaktadir.

Lineerlestirilmis sistem tam durum geri beslemesi ile kontrol edebildigine gore, lineer
olmayan sistemin de lineerlestirmenin yapildig1 bolge civarinda (6, =0, 6, ~0) bu

degerler i¢in kontrolciiniin basarisini inceleyelim.
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Sekil 4.11: 6,=5" ve 6,=5° baglangi¢ degerleri i¢in lineerize edilmis ve nonlineer sistemin
davraniglarinin karsilastirilmasi

Yine lineerlestirilmis sistemin kutuplarinin s;= s;= s3= s4= s5= s¢= - 1 oldugu durum i¢in
hesaplama yapildiginda elde edilen kontrolcii katsayilar1 bu kez lineer olmayan sistem
tizerinde cubuklarin baslangi¢ acilarimin  0,=5° ve 0,=5° oldugu durum igin

uygulandiginda Sekil 4.11 “‘daki grafik elde edilmistir.

Cubuklarin baslangi¢ agilart 6,= 6,=20° olarak alindiginda ve sistem simiile edildiginde

Sekil 4.12 “deki grafik elde edilmistir
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Sekil 4.12: 6,= 0,=20 baslangi¢ degerleri i¢in lineerize edilmis ve nonlineer sistemin
davraniglarinin karsilastirilmasi

Grafikten goriildiigii gibi 6, =0, 6, =0 civarindan uzaklastik¢a lineerlestirilmis sistem

icin tasarlanmis kontrol kanununun lineer olmayan sistemi kararli hale getirmekte
gorece olarak daha zorlandig1 goriilmektedir.

Bu kez baslangi¢ agilar1 6,= 6,=22° olarak alindiginda ve sistem simiile edildiginde
Sekil 4.13 ‘deki grafik elde edilmistir. Grafikten de goriildiigii gibi bu noktadan sonra

lineerlestirilmis sistem icin tasarlanmis kontrol kanunu lineer olmayan sitemi kararl
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hale getirememektedir. O halde 6, =0, 6, =0 civarinda olmadig1 durumlar i¢in de

sistemi kararli hale getirecek bir kontrol kanununa ihtiyag vardir.

200 . : : 150
_1oof — 100
5 0 = Al
= =
oo} T 0
-200 -0 : : :
0 0 5 10 15 20
t(s)
200 GO0 .
- 100} 7 400
. E
5 of = 200
= 5
S oo} g 0
-200 : - - -200 : - -
0 5 10 18 20 0 5 10 18 20
tis) t(s)
1000 . . . 200 : :
0 @
il
= =
£ 1000 = 200
= =
=
-2000 -400
-3000 -500 : : :
0 0 5 10 15 20

t ()

Sekil 4.13: 6,= 0,=22° baslangi¢ degerleri i¢in nonlineer sistemin davranist

4.2.4 Geri Besleme ile Kismi Lineerlestirme

(4.24), (4.25) ve (4.26) ifadeleri diizenlenerek,
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X=X,
tarifleri yapildiginda ve

a,(x)=12m’*sind, g+36m, m, gsind, +cos’ , sinb,

—-18m, m, g (:05(01 —Qz)sinﬁ2 +9m, m, g cosé, cosd, sinb,

+6m,’ g(4 sin@, —3 cos” @, sin@, -3 cos(@1 —Qz)sinH2 +3 cosd, cosb, sin 6‘2)
+6cos(6, —6,)cos@, |, m, (m,+2m,)siné, 6,°

—12cos(6, = 6,)1, m, (M +m, +m, )sin(, - 6,) 6,

—20,m, (4M +4m, +(4-3cos’6,)m, )sin(6, - 6,) 6’

—2cosé, I, (m+2m, )2 m, sin6, +4 m, sind, —3 m, cosd, sin(6, - 6,)) 6,
+6m,” 1, cos(d, —6,)cosb, sinb, 6,> —4cosb,l,(m,+2m, )sin b, 6,

+3M g (4m, sing, +8m, siné, —6 cos(6, —6,)siné, )

b (x)=41, (4—3 cos’ ¢91)m12

+41 m, m2(16—12 cos’ 6, —9 cos’ (6, —6?2))

+41, m, m2(9 cos 8, cosd, cos(d, —6,)—3 cos’ (92)
+41, M (4m +3(4=3cos’(6, - 6,))m,)

-121, m, (—4+4cos2 6, +3 cos* (6, —(92))

+121, m2(6 cosd, cosb, cos(d, —6,)—3 cos’ 492)

¢,(x)=—-(3(~6cos(, —0,)cos@, m, +4 cosd,(m, +2m,)))

a,(x)=-18cos(d, —6,)g (M +m, +m,)(m, +2m,)sin 4,

+12g(M +m, +m,)(m, +3m,)siné,

+18 cos G, cos(t?1 —HZ)I1 (m1 +2 mz)2 sin 6, 6’12

—12cos ¥, |, (m1 +2m2)(m] +3m2)sin9l 9]2

+36cos(6, —6,)1, m, (M +m, +m,)sin(g, - 6,)6,

+241, (M +m, +m,)(m, +3m,)sin(g, - 6,)6,

~9cos? 6, (m, +2m, ) (gsing, +21, sin(6, - 6,)6,")

+9c0s6, cosd, (m, +2m,)(g (m, +2m,)sing, —21, sin(6, - 6,)6,)
+18cos 6, cos(é’1 —92)|2 m, (m1 +2 mz)sinﬁ2 922

—12cosf, I, m,(m, +3m,)sind, 6,
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b,(x)=41, (4—3 cos’ (91)m12

+41, m m2(16—12 cos” 6, —9 cos’ (6, —6’2))
+41, m, m2(9 cos 6, cosd, cos(d, —8,)—3 cos’ 92)
+41, M (4m +3(4=3cos’(6,-6,))m,)

-121, mz(—4+4cos2 6, +3 cos’ (6, —92))

+121, m2(6 cos 6, cosd, cos(, —6,)—3 cos’ 92)

¢,(x)=3(6cos 6, cos(d, -8, ) m, +2m,)—4cosd,(m, +3m,))

a,(x)=18 cos*(4, —=6,)1, m, (m +2m,)siné, 6,

~81,(m, +2m,)(m, +3m,)sind, 6,

+6cos@, m, (m, +3m2)(g sin@, +2 1, sin(6, —(92)912)

~9cos(6, —6,)cosd, m, (g (m, +2m,)siné, —2 1, sin(6, —92)6’12)

+3 cosé, (m1 +2 mz)g (2 m,sin@, +4 m,sing, -3 cos(6’1 —6’2)m2 sin6’2)
—6cos6, (m +2m,) (3cos(6,—6,)l, +21,)m,sin(6, -6,) 8,

+18 cos’(6, —6,)1, m,’sin6, 4> —81,m,(m, +3m,)siné, 6,

b3(x)=2(—4+3 coszﬁl)ml2

+2(—16+12 cos” 6, +9 cos* (6, —6’2))m1 m,

-2 (9 cosd, cosb, cos(¢91 —192)+3 cos’ 02)ml m,
—i—6(—4+4coszﬁl—1-30052(191—6’2))m22

-6 (6 cos 6, cosf, cos(d, —6,)—3 cos* 192)m22
+2M (~4m +3(-4+3cos’(6,-6,))m,)

c,(x)=18cos*(6, —6,)m, =8 (m, +3m,) (4.35)
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olmak tizere,

% = f,(x)+ f,(x)u
%, = f,(x)+ f,(x)u

%, = f.(x)+ f (x)u

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

sekline doniigiir. Goriildigli gibi elimizdeki ii¢ ifadeyi ayni anda lineerlestirmek icin

sadece bir tek kontrol kanunu kullanma zorunlulugu ortaya ¢ikmaktadir.

Bizim i¢in onceligin ilk ¢ubugun kontrol edilmesi oldugunu kabul edersek, kontrol

edilecek cikis degiskeni,

y=X
olur ve
y = Xl

y=% = f(x)+f,(x)u

elde edilir. Burada kontrol kanununu,
—)(_ Kiy-K,y- fl(x))

olarak alirsak ve (4.40) ifadesinde yerine koyarsak,

(4.40)
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y+K,y+K,y=0 (4.41)

elde edilir. Bu kontrol kanunu (4.38), (4.39) ifadesinde yerine konuldugunda ise

b= 00+ L) Ky Ka Y= 1) 442)
b= 1,00+ ) g Ky =Ky = (8) 443)

haline gelir. Goriildiigi gibi segilen kontrol kanunu sadece (4.41) ifadesini lineerlestirdi.

Bu kontrol kanununu,

Ki=1

Ky=2

(Yani y = x; i¢in kutuplar s;=s,= -1 oluyor)

olarak kabul edip sisteme uyguladigimizda Sekil 4.13 ‘deki grafik elde edilmistir.

Grafikten de goriildiigii gibi sadece 6, ve 6, durumlari sifira gekilebilmetedir.

Surasi aciktir ki birinci ¢ubugu kontrol etmeksizin ikinci ¢ubugu kontrol etmek olasi
degildir. Zira ikinci ¢ubuk birinciye baglidir ve kontrol kuvvetinin etkisi ikinci ¢ubuga

birinci ¢ubuk tlizerinden gelmektedir.

Sekil 4.14 ‘den de goriildigii gibi birinci ¢ubuk kararli hale getirilmeye ¢alisilirken
ikinci ¢ubuk da 6, =0 civarindan gegmektedir. Bu durumda iki ¢ubuk da ayni anda
lineer olarak kabul edilebilecekleri bdlgede bulunduklar1 esnada kontrol kanunu
degistirilerek lineerlestirilmis sistem i¢in tasarlanmis kontrol kanunu uygulanabilir.
Lineerlestirilmis sistem igin tasarlanan kontrol kanununun nonlineer sistemi belirli ac1

araliklarinda kararl hale getirebildigi daha dnce gosterilmisti.
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Sekil 4.14: Geri Besleme ile lineerlestirme uygulanmis ters ikili sarkag sisteminin simiilasyon
sonuglari

Bu diisiincelerden yola ¢ikarak kontrol kanununu,

1

fz(x)

U= ki X +ky X, +ky X +k, X, 6, 2]60,+6,|> 6,

(_ Kix —K,x, - fl(x)) |‘91+‘92|>€0

(4.44)

Ko X +Ky X, + Ky X +k, X, +Ks X5 +Ko Xy 6, 216, + 6,
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seklinde kabul edelim. Yani sarka¢ tepe konumuna iyice yaklagmadan X, =X ve

Xs = X durum degiskenleri g6zoniine alinmiyor.

ki =549.6059
k,=61.3717
ks =-417.1407
ks =-90.7349
ks =-0.1500
ke =-0.9000
K;=3

K,=3

0o= 30

0=3

M=10 kg
m;=2 kg
my=3 kg
i=0,5m
L=1,8m

olarak kabul edilerek simule edildiginde Sekil 4.15 ‘deki grafik elde edilmistir.
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Sekil 4.15: Gelistirilen genel kontrol kanununun ters ikili sarkag lizerine uygulanmasi sonucu
elde edilen simiilasyon sonuglar1

Gortildiigl gibi verilen bu degerler i¢in sistem kararliligi saglanmistir. Fakat aslinda bu
sadece Ozel bir durumdur. Farkli kiitle ve uzunluk degerleri yada baslangi¢ agisi
degerleri i¢in sistem kararli hale gelemeyebilirdi. Burada ¢6ziim saglanmasinin nedenini
su sekilde agiklayabiliriz: daha Onceden gosterildigi gibi geri besleme ile kismi
lineerlestirme yaparak birinci ¢ubugun hareketini kararli hale getirmek miimkiindii.

Yine ayni sekilde 6, =0, 6, =0 civarinda oldugu durumlarda da tam durum geri

beslemesi ile sistemi kararli hale getirebiliyorduk. Burada agikta kalan tek durum
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0, ’nin kararli hale getirilememesidir. Fakat 6, =0 civarindayken 6, =0 civarinda

olmasi kosulu saglanabildiginde tam durum geri beslemesi uygulanabilmektedir.

(4.40) ifadesi ile gosterilen kontrol kanunu ii¢ kademeden olusan bir kontrol kanunudur.

Iki gubugun sahip olduklari agilar toplaminin mutlak degeri bir 6, agismdan kiigiik
oldugu siirece geri besleme ile lineerlestirme, 6, ile 8, acilar1 arasinda ise sadece x;,
X2, X3, X4 durum degiskenlerine bagl olarak geri besleme ile kontrol ve 6, agisindan
biiyiikse tam durum geri beslemesi ile kontrol uygulanmistir. 6, ile 6, agilar1 arasinda

X5 ve X durumlarinin kontrol kanunu igerisine eklanmemesinin sebebi oncelikle ikinci
cubugun acisinin sifira ¢ekilmeye calisilmasidir. Zira bu aralikta xs ve x¢ durumlari da
kontrol edilmeye ¢alisilsaydi o an i¢in yiiksek degerlere sahip olduklarindan kontrol
kanunu bu iki duruma oncelik taniyacak ve ikinci ¢gubugun kontrol edilememesine sebep
olacakti. Fakat ikinci ¢gubuk da bir 6, acisi civarina tagindiginda uygun kontrol sabitleri
ile tiim durumlar1 kontrol etmek miimkiindiir. Kisacas1 kontrol kanunu 6nce birinci
cubugu, sonra birinci ve ikinici ¢ubugu sonra da birinci ve ikinci ¢ubukla beraber

arabay1 da sifira gekmeye ¢alismaktadir.

Sekil 4.15 ‘de grafigi verilen sonuglar iizerinden 6, ve 6, agilarinin birbirlerine gore

durumlar1 bu kosul saglanana kadar Sekil 4.16 ‘deki grafikte verildigi gibidir.

Grafikten de goriildiigii gibi birinci ¢ubugu kontrol etmek icin uygulanan kontrol
kuvveti ile ikinci ¢ubuk da harekete baslamaktadir. Birinci ¢ubuk geri besleme ile
lineerlestirme yapilarak kontrol edildiginden kararli hale gelmektedir ve bu esnada
ikinci cubuk da 6, =0 civarindan geg¢mektedir. Burada devreye geri besleme ile
kontrol girmektedir. Her ne kadar ikinci ¢gubuk &, =0 civarindan ilk gegtiginde geri
besleme ile kararli hale getirilemese de bir kendi etrafinda bir ka¢ tur yaptiktan sonra

kararli hale getirilebilmektedir. Ve bu ac1 degerleri 6, degerinden kiigiik konuma

geldiklerinde ise devreye geri besleme ile kontrol girmektedir.

Burada unutulmamasi gereken sey teklif edilen bu kontrol kanununun sadece ¢ubuklarin

kiitleleri, boylar1 ve baslangi¢ agilarinin 6zel bir hali i¢in ¢dziim getirmis olmasidir.
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Gozetilmesi gereken durum her iki ¢ubugun da ayni anda 0° civarindan ge¢mesi
gerektigi ve bu gecis esnasinda ikinci ¢ubugun agisal hizinin da ¢ok yiiksek olmamasi
gerektigidir. Zira ikinci ¢ubuk ¢ok hizli olarak 0° civarindan gegerse kontrol kuvvetinin
etkisi dolayli olarak ulastigindan ikinci ¢ubugu bu civarda tutmakta yetersiz kalacaktir.
Mesela ikinci ¢ubugun boyu birinciye gore kiigiik secilirse bu hiz yiiksek olacaktir.
Diger yandan ikinci ¢ubugun boyu birinciye gore ¢ok uzun segilirse 0° civarina
ulagsamayacaktir. Kiitlelerde ise eger ikinci ¢ubugun kiitlesi ¢ok kiiciikse ¢ubugun hizi

yiiksek olacak, ¢cok kiiclik olursa da bu kez yine 0° civarina ulagamayacaktir.

200 T T
150
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)
[}
&
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N_
=
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-100

=140

=200 : :
a
tis)

Sekil 4.16: Gelistirilen genel kontrol kanununun ters ikili sarkag sistemine uygulanmasi
esnasinda 6, ve 6, agilarinin davranislari

Goriildiigi gibi sadece bir kontrol kuvveti uygulayarak incelenen kontrol yontemleri ile
genelde kararli hale gelmesi giic olmaktadir. Bunun sebebi sistemin serbestlik derecesi
3 iken kontrolcii sayisinin sadece 1 olmasidir. Yani sistem yetersiz tahriklenmektedir. O

halde sisteme bir kontrolcii daha ekleyerek sistemin kararliligin1 inceleyelim.
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43 IKi KONTROLCU UYGULANMIS TERS IKIiLI SARKACIN
MODELLENMESIi VE KONTROLU

Arabaya yatay dogrultuda kuvvet uygulayan kontrolcii yerinde kalmak sartiyla iki
cubugun baglanti noktasindan moment uygulayan bir kontrolcii daha ekleyelim. Bu

durumda sistem asagida goriildiigii gibi olmaktadir.

Sekil 4.17: ki kontrolcii uygulanmis araba iizerindeki ters ikili sarkag sistemi

Sekil 4.17 ‘de goriilen iki kontrolciilii sistemin matematiksel modeli,

(M+m +m,)%+(m 1, +2m, 1 )cosé, 6, +m, |, cosb, b,

‘ - ‘ - (4.45)
—(m, 1, +2m, I,)sing, 6> —m, |, sin6, 6,” =u,
(m, 1, +2m, 1 )cosé, 5<+(m1 12 +4m,1° +%ml If}él
+2m, 1, 1, cos(6, - 6,)6, (4.46)

+2m, 1 1,sin(6, -6,)0°> —(m, I, +2m, 1,) g sin6, =-u,
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B .. 1 5
m, I, cos@, x+2m, | |, cos(8 —6,)8, +| m, L.> +—m, | )49
2 "2 2 2 1 "2 (1 2) 1 ( 2 72 3 2 "2 2 (447)

—2m, I, 1, sin(6, -6,)8° —m, |, gsinb, =u,

seklindedir.

4.3.1 Geri Besleme ile Lineerlestirme

(4.45), (4.46), (4,47) ifadeleri diizenlenerek,

0, =X,
0, =X,
X=X,

doniigiimleri yapildiginda ve

d,(x)=-18cos(4, - 6,)1,(M +m, + m,)—12,(M +m, +m,)

+9cos® 8,1,m, +9cos 6, cosd,(m, +2m,)

e(x)=4171, m, (4—3 cos’ 491)m12

+417 1, m m,’ (16—12 cos” 6, —9 cos* (6, —92))
+41°1, m m,’ (9 cos 8, cos, cos(, —6,)—3 cos’ 92)
4171, m, M (4m, +3(4=3cos’(6, - 6,))m,)
12171, m,? (—4+4 cos” 6, +3 cos’(6, —92))
12171, mzz(—6 cos 8, cosd, cos(@, —8,)+3 cos’ 02)

d,(x)=—-18 cos(d, —=6,)1, m,(M +m, +m,)+9cosd, cosd, I, m,(m, +2m,)

+9cos> 6, 1, (m, +2m, )" =12 1,(M +m, +m,)(m, +3m,)
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e,(x)=41,1,>m, (4-3 cos’ 6, )m,’

+41, 1,2 m m,? (1612 cos® 6, -9 cos*(6, - 6,))

+41, 1L,>m m,’ (9 cos 8, cosd, cos(, —6,)—3 cos’ 02)
41 L, m, M (4m +3(4=3cos’(6, - 6,))m,)
—121,1,> m,’ (—4+4 cos’ @, +3 cos*(6, —92))

—121, 1,7 mzz(—6cos<91 cos @, cos(6, — 6, )+3 cos’ 92)

d,(x)=-9 cos(6, — 6, ) cos b, |, m,
~3cosé, (~3cos(6, —6,)1,=21,)(m, +2m,)-6cosd, I, (m, +3m,)

e,(x)=211, (—4+3coszt91)m12

21,1, m mz(—16+12 cos’ 4, +9 cos* (4, —02))

=21, 1, m, mz(—9 cos 6, cosb, cos(d, —6,)+3 cos’ 92)
-6, 1, mzz(—4+400520l +3 cos’ (6, —92))

-6l 1, mzz(—6cost9l cos 8, cos(f, — 6, )+3 cos’ 92)
+21 1, M (~4m, +3(-4+3cos*(6,-6,))m,)

(4.48)




olmak tizere,

X, = fl(X)+ fz(x) u, + f3(X)u2
X, = f4(x)+ fs(x)ul + f6(X)U2
Xy = f7(x)+ fs(x) u, + f9(x)uz

elde edilir. Burada kontrol edilecek olan ¢ikis degiskenlerini,

Y =X

Y, =X,

olarak kabul edersek,

Y, =X

yz :X2

Ve

Y, = fl(x)+ fz(x)ul + f3(X)U2

V. = f4(x)+ fs(x)ul + fﬁ(x)uz

olur.

Kontrol kanununu (4.53) ve (4.54) ‘i lineerlestirecek sekilde, yani

47

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)
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oo B K )| BRI G) (K, K, 5.) s
f,(x) (%) (x) + £ (x))
u, = f“(x)fj(:):y; :(X';‘* Y, (4.56)
olarak kabul edersek ve (4.52), (4.53), (4.54)’den
¥y, =-K, y,-K, ¥, (4.57)
¥, =-K,y,-K, ¥, (4.58)

X, = f7(X)+ fg(x)(— fl(x)+(K1 Y + Kz y1)+ f3(X)(f4(X)+(K3 Y, + K4 yz))J

f, (X) f (X)( fs (X)+ fs (X))
. fg(x)(— f,(x)+K,y, +K, yzj

fs (X)+ fs (X)
(4.59)

elde edilir. Goriildiigii gibi segilen kontrol kanunu ilk iki ifadeyi lineerlestirmektedir. Bu
durumda arabanin yataydaki hareketi disindaki durumlarin kararli hale getirilebilmesi

gerekir.

Ki= Ko= Ks= K4=2 ve 6, (0)= 0, (0)= 180° icin sistemi simiile ettigimizde Sekil 4.18
‘deki grafik elde edilmistir.
Grafikten de acikca anlasilacagi gibi cubuklarin her ikisi de kararli hale gelirken

arabanin hareketi sabit hizla siirmektedir.
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Sekil 4.18: Geri besleme ile lineerlestirme uygulanmis iki kontrolciilii ters ikili sarkag
sisteminin simiilasyon sonuglari

4.3.2 Genel Kontrol Kanunu

Sistemimiz sadece bir tek kontrolcii kullanilarak 6, =0, 6, =0 civarinda oldugunda
lineerlestirilmis sistem icin tam durum geri beslemesi uygulanarak kararli hale
getirilebiliyordu. O halde 6§, yeterince kiiciik olmak tizere |91| + |<92| <6, gibi bir kosul

saglanana kadar geri besleme ile kismi lineerlestirme yapmak, kosul saglandiktan sonra

sisteme tam durum geri beslemesi uygulamak sistemi kararli hale getirebilmelidir.
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Bu durumda teklif edilen kontrol kanunu,

_ fl(x)+(K1 X, + K, X2)+ f3(x)(f4(x)+(K3 X; + K, X4)) |0|+|9 |>9
| 2 0
f,(x) F, (5 (%) + 4 (x))
u, =
k, X, + K, X, + Ky X, + K, X, +Kq Xs +K, X, 16,]+16,] < 6,
(4.60)
f,(x)+ K, x, +K, x,
o|+0,>06
fs(x)+ fa(x) | 1|+| 2|> ’
u, = (4.61)
0 6]+, < 6,

seklindedir. Goriildiigii gibi |6’1|+|492| <@,durumu icin ikinci kontrolciiye gerek

olmadigindan devreden ¢ikarilmaktadir.

Teklif edilen bu kontrol kanunu,

ki = 667.2645
k> = 56.6498
ks = -582.0472
ks = -103.2829
ks =-0.3857
ke = -2.0572
Ki=1

Ko=2

Ks=1

Ki=2

00= 30"

0,(0) =180°
0,(0) =180°

olmak {izere sisteme uygulandiginda Sekil 4.19 ‘deki grafik elde edilmistir.



51

200 - - - 0.5
150
T g
2 100 E
5 = 05
= 50 31_
T q z R
-50 . . . 15
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
t(s) t(s)
200 - - - 0.5
160
T z
2 100 E
=z = 05
EZ =m0 =
" N
0 .
-50 . . . 15
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
tis] tis]
a0 &0
B0
% 0
g E
=70 z
£ A0
0
-0 ; : : -100 - - -
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
tis] tis]

Sekil 4.19: Gelistirilen kontrol kanununu uygulanmis iki kontrolciilii ters ikili sarka¢ sisteminin
simiilasyon sonuglari

Grafikten de goriildigii gibi teklif edilen kontrol kanunu sistemin tiim durumlarini

kararl1 hale getirebilmektedir.

Burada gozden kagirilmamas: gereken bir nokta vardir. Her ne kadar teklif edilen
kontrol kanunu genel bir kontrol kanunuysa da sistemin parametrelerine gore kontrolcii
katsayilarint ve kontrol kanununun degistirildigi agiy1 degistirmek gerekebilir. Mesela
sistemdeki ¢ubuk boylar1 ¢ok uzatilirsa ks ve ke katsayilarmin biiyiikliigiint diisiirmek
gerekir. Zira cubuk boylarmin gdérece uzun olmasi sebebiyle kontrol kanununun
degistirilecegi noktaya gelindiginde arabanin yer degistirmesi gorece fazla olacagindan

arabanin yer degistirmesine bagh tretilen kontrol kuvveti yiiksek olacak ve bozucu bir
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etki yapacaktir. Burada bize en iyi sonucu veren bolge geri besleme ile kismi
lineerlestirmenin yapildigr bolgedir. Cilinkii nonlineer bir kontrol kanunudur ve
nonlineer olarak kontrol kuvveti {iretimi olusturur. Tam durum geri beslemesi ise
sonucta lineerlestirilmis sistem i¢in tasarlanmistir ve bu sebeple sistemin davranisinin
lineerle benzerlik gosterdigi bolgelerde kullanighidir. Sonugta bu bolgelerin kesin bir

tarifi yoktur ve sistem parametrelerine gore degisebilmektedir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Yapilan calismada once ters sarkag, daha sonra da ters ikili sarka¢g modellenmis ve her
birisi i¢in genel kontrol kanunlar1 gelistirilmistir. Gelistirilen kontrol kanunlari
sarkaclar1 en alt konumdan kararsiz olan en iist konuma getirirken arabay1 da baslangic

konumuna getirmekte ve burada tutabilmektedir.

Incelenen sistemler yetersiz tahrikli sistemlerdir. Calisma esnasinda aym anda tiim
durum degiskenlerinin sadece lineerlestirilmis sistem igin kontrol edilebildigi
gbzlemlenmistir. Burada nonlineer sistem i¢in kullanilan geri besleme ile lineerlestirme
yonteminde ise ise durum degiskenlerinden ancak bir kismi lineerize edilebilmektedir.
Yapilan simiilasyonlar sonucu lineerlestirilmis sistem icin basarili olan kontrol
kanununun sistem parametrelerine bagli olarak belirli araliklarda nonlineer sistem igin
de basarili oldugu goriilmiistiir. Bununla beraber, geri besleme ile kismi lineerlestime
yontemi kullanilarak gelistirilen kontrol kanununun tiim ag¢1 degerleri i¢in sadece ¢ubuk
acilarina bagli olan durum degiskenlerini kontol etmede basarili oldugu sonucuna
ulagilmistir. Bu durumda o6ncelikle belirli gubuk ac1 degerlerine kadar geri besleme ile
kismi lineerlestirme yontemi kullanilarak gelistirilen kontrol kanununun uygulanmasi
ve sadece cubuklara bagli durum degiskenlerinin kontrol edilmesi, bu a¢1 degerlerine
ulagildiktan sonra lineerize edilmis sistem icin gelistirilen kontrol kanunu uygulanarak
sistemin tiim durum degiskenlerinin kontrol altina alinmasi temeline dayanan bir genel
kontrol kanunu gelistirilmis ve basarili sonuglar elde edilmistir. Gelistirilen kontrol
kanunlar1 kademeli kontrol kanunlaridir ve Oncelikle ¢ubuklara bagli olan durumlari,

daha sonra tiim durumlar1 kontrol etme egilimindedir.

Ileriki galigmalarda burada basaris1 gdzlemlenen kontrol kanunlarmin hem iizerinde
calisilan ters sarka¢ problemlerinin hem de yetersiz tahrikli diger sistemlerin fiziksel
modelleri lizerinde genellestirilmesi Onerilir. Calisma esnasinda tim durum

degiskenlerinin Olgiilebilir oldugu varsayilmistir. Fakat fiziksel modellerde bu her



54

zaman miimkiin olmadigindan, bu kontrol kanunlar ile birlikte ¢alisilacak goézlemleyici

tasarlanmasi gerekliligi de goz ardi edilmemelidir.
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