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OZET

iKi BOYUTLU BINOMIAL DAGILIMIN
GENELLESMELERi VE UYGULAMALARI

ELMASTAS GULTEKIN, Ozge
Yiiksek Lisans Tezi, Istatistik Boliimii
Tez Yoneticisi: Prof.Dr.ismihan BAYRAMOGLU

Agustos 2006, 45 sayfa

Bu calismada, iki degiskenli binom dagiliminin genellesmeleri ve
uygulamalari iizerinde durulmustur. iki degiskenli binom dagiliminin birlesik
olasilik fonksiyonu, marjinalleri, olasilik tiireten fonksiyonlar: incelenmistir.
Ayrica bu dagilimin modifikasyonlar1 ele alinmis ve yeni modeller g6z oniine

alinmustir.

Ayni zamanda iki degiskenli binom dagiliminin iki degiskenli Poisson
dagilimina yaklagimi gosterilmis olup iki degiskenli binom dagiliminin

uygulandigi alanlara iligkin ornekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: 1ki degiskenli binom dagilimi, olasilik tiireten fonksiyon,

iki degiskenli Poisson dagilima.
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ABSTRACT

GENERALIZATION OF BIVARIATE BINOMIAL DISTRIBUTION
AND ITS APPLICATIONS

ELMASTAS GULTEKIN, Ozge
M.Sc. in Statistics

Supervisor: Prof.Dr. ismihan BAYRAMOGLU

August 2006, 45 pages

In this study, generalization of bivariate binomial distribution and its
applications are considered. Joint probability function, marginals, and
probability generating functions of bivariate binomial distribution are derived.
Furthermore, modifications of this distribution are discussed and new models

are investigated.

Also, the convergence of bivariate binomial distribution to bivariate
Poisson distribution is proved. Examples on applications of modified bivariate

binomial distribution in different areas are provided.

Keywords: Bivariate binomial distribution, probability generating function,

bivariate Poisson distribution.
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1. GIRIS

Iki degiskenli binom dagilimi bircok istatistiki modellerde, yasam
istatistikleri analizinde, oyun teorisinde, asan (exceedance) istatistikleri ile bagl
arastirmalarda, uyumluluk tablolar1 ve bir¢cok bagka alanda Onemli bir yere
sahiptir. Bu alanda yapilan arastirmalar, istatistik teorisi ve uygulamalari

acisindan giincel ve dnemlidir.

Iki ve cok degiskenli binom dagilimlari, tek degiskenli binom dagiliminin
dogal bir uzantis1 olarak bircok yazarin ilgisini ¢ekmistir. Aitken ve Gonin
(1935), dort katli populasyondan yerine koyarak ornekleme yOntemini goz
Oniine alarak iki degiskenli binom olasilik fonksiyonlarini elde etmislerdir.
Krishnomoorthy (1951), ¢ok degiskenli binom dagilimi iizerine calismis ve
Aitken ve Gonin ‘in iki degiskenli binom dagiliminin serilerini genisletmistir.
Hamdan (1972, 1975), Hamdan ve Jensen (1976), Papageorgiou ve David
(1994) calismalarinda ii¢ ve cok degiskenli binom dagilimlarina iliskin kosullu
dagilimlara deginmistir. Son yillarda, Chandrasekar ve Balakrishnan (2002), ii¢
degiskenli binom dagilimini goz Oniine almiglar ve bu dagilimin regresyon

esitsizliklerini elde etmislerdir.

Aym1 zamanda Hamdan (1975) iki degiskenli binom dagiliminin
trinomial dagilim ile olan iliskisini incelemistir. Mishra (1996) calismalarinda
genellestirilmis binom dagilimlarina yer vermistir. Marshall ve Olkin (1985) ise
iki degiskeni Bernoulli dagilimindan yola cikarak iki degiskenli binom
dagilimina iliskin bilgilere deginmistir. Ayrica, iki degiskenli binom dagilimina
iliskin ¢esitli makaleler Biswas ve Hwang (2002), Kocherlakota (1989), Ong
(1992) tarafindan da ortaya konmustur. Le (1984) simetrik iki degiskenli binom

dagilimim1  tibbi  arastirmalardaki kiimelenmis 6rneklemlerin  analizinde



kullanmistir. Hamdan ve Al-Bayyati (1969) iki degiskenli binom dagiliminin iki
degiskenli Poisson dagilimina yaklagimimna deginmistir. Holgate (1964),
Papageorgiou ve Kemp (1988) ise c¢alismalarinda iki degiskenli Poisson

dagilimina ve bu dagilima iliskin tahminlere yer vermislerdir.



2. IKi DEGISKENLI BINOM DAGILIMI

X,,X,,... bagimsiz Bernoulli rasgele degiskenler dizisi ise, ilk n
denemedeki basarilarin sayist1 binom dagilimina uymaktadir. Bu durum iki
degiskenli Bernoulli dagilimi icin de aym sekildedir. Oncelikle iki degiskenli

Bernoulli dagilimindan s6z etmek gerekmektedir.

2.1. Iki Degiskenli Bernoulli Dagilim

(X, Y) Bernoulli marjinallerine sahip ise, (X, Y)’nin 4 miimkiin sonucu
vardir. Sirasiyla pi1, pi2, p21 ve pa2 olasiliklarina sahip (1,1), (1,0), (0,1) ve (0,0)

degerleridir.

X\Y 1 0
1 P pi2 p1.
0 P21 p22 p2.
p.1 p2 1

pii+ pi2=pi1=1- p2.
pii+pai=p.a=l-p2

X ve Y arasindaki kovaryansa bakilirsa;



Cov (X,Y)=p1i- p1. p.i= Pui-( pui+ p12)( pii+ p21)

gerekli islemler yapildiginda kovaryans asagidaki gibi bulunur.

Cov (X,Y)=pi1p22—P21P12= 1T (2.1)

Korelasyon ise;

T
p= > (2.2)
G,0)

formiiliinii kullanarak
ol =EX")-[EX)=pi-p>=pi(1-p1)=p1.p2

o) =EY)-[E®)] =pi-p.*=pi(1-p1) =pip2

T

p=—FF—7
VP1.P2.P1P2

ile hesaplanir.

-1, P11 =Py =01se

+1 . pp=py; =0ise

degerlerini alir.



Bilindigi gibi tek degiskenli Bernoulli rasgele degiskenlerinin toplaminin
dagilimi1 binom dagilimina uymaktadir. Bu durum iki degiskenli durum igin de

gecerlidir.

(X,.1),(X,.Y,),...(X,,Y,) bagimsiz iki degiskenli Bernoulli rasgele

degiskenleri olsun.

X,\Y; 1 0
1 pi1 pi2
0 P21 P2

1i=1,2,....n

[k satir ve siitun toplamlar iki degiskenli binom dagilimina uyar.

min (k1) n
P =k,C, == i k=i pl=iopn—k=lti i 3
{gl &2 } i_max;()!kl’ﬂ_n)(i,k—i,l—i,n—k—l+ijpup12 P2 P2 (2.3)

k=0,1,...,n 1=0,1,...,n,



'
burada " = e olmaktadir.
ik—il—isn—k—1+i) k=) —-i)\(n—k—1+i)!

(Marshall ve Olkin (1985))

2.2. Iki Degiskenli Binom Dagihm

Bir populasyondaki bireyler Aj,A,,...,Ay’lerden biri ve B;,B,,...,B,’lerden
biri olmak iizere es zamanh olarak simiflandinilsin. P(A;B j) = I'I,-j , ,j=12,...,n
olasiliklarina sahip ve ZHU =1, P(4) =ZP(A1.BJ.) ve P(B;)= ZP(AiBj)

j=1 i=I
olsun. Deneyin n kez tekrarlandigi durumda; &;, A;’in meydana gelme sayisini;
éz, B/’in meydana gelme sayisini; él 1» AiBy’in meydana gelme sayisini
gostersin.  p(k,l)=P{&, =k,E, =1} olasihg asagidaki gibi bulunur. Bu

olasilik, A; olayindan k tane ve B; olayindan 1 tane gelme olasiligini1 gosterir.

N B, B,

Ay Iy I k
i k-i

A, Iy Iy n-k
[-i n-k-1+i
l n-1 n

Sonug olarak iki degiskenli binom dagiliminin birlesik olasilik fonksiyonu su

sekilde bulunur.



min(k,/)
pk, =P =k& =l}= > CiCr CrCo T T T T,

i=max(0, k+l—n)

min(k,l)

n! e .

k,l — i Hk—lnl—tnn—k—l+l 24

plkh) ,._mawz;;,_m Nk—N =D n—k—1+p) H 222 (@4)
k,1=0,1,....n.

(Aitken ve Gonin (1935)) ve Johnson, Kotz ve Balakrishnan (1997))

2.3. Iki Degiskenli Poisson Dagilim
Iki degiskenli Poisson dagilimina iliskin Campbell (1934) tarafindan
onemli calismalar ortaya konmustur. Holgate (1964) calismalarinda, iki
degiskenli Poisson dagiliminin énemli bir sinifindan s6z etmistir. Bu,
X, =Y +Y, ve X,=Y,+Y,

degiskenlerinin birlesik dagilimina dayanir.

Burada Y, Y, ve Y, swasiyla 6,, 6, ve 6, parametreli karsilikli

bagimsiz Poisson rasgele degiskenleridir.

X, ve X, 'nin birlesik olasilik fonksiyonu soyledir:

min(x,x,) Gf‘_i 6)252—1' 912

i=0 (xl _l)‘ (x2 _l)’ l‘

P{Xl =X, X, :xz}: P(x,,x,)=e ©rfan)

(2.5)



Iki degiskenli Poisson dagilimimin olasilik tiireten fonksiyonu (pgf) su

sekildedir:

exp{0, (f, -D)+0, ¢ -1)+0,, t,t, —D}=expl{d, ¢, - D+, ¢ =D+, (¢, =D, -1}
(2.6)

Burada ¢, =6, +6,, ¢,=6,+6,, ve ¢, =06, olmaktadir.

2.4. Olasihik Tiireten Fonksiyon (Probability Generating
Function - pgf) ve Faktoriyel Moment Tiireten Fonksiyon

(Factorial Moment Generating Function - fmgf)

Sayilabilen bir X rasgele degiskenini goz Oniine alalim, yani negatif
olmayan degerler alan kesikli bir X rasgele degiskeni olsun. Olasilik tiireten

fonksiyon (pgf), tek degisken icin
WO =Et* 1= 1'P(x) 2.7)

formiilii ile, 2 degisken icin ise

y(t,5)=E[t*s"1=D D1 p(x, ) (2.8)

formiilii ile hesaplanmaktadir.

Bu formiilde t=1+a ve s=1+p alindiginda faktoriyel moment tiircten

fonksiyon (fmgf) elde edilir;

Fo, =Y d+w*(1+B) p(xy) 2.9)



2.5. Iki Degiskenli Binom Daglimmn Olasihik Tiireten

Fonksiyonunun Bulunmasi

Iki degiskenli binom dagilimmn birlesik olasilik fonksiyonu (2.4)

numarali formiilde oldugu gibi soyle idi:

min(k,1)

n! . o .
k,l = Hl Hk—lnl—lnn_k_l_H
p(k,l) ;:max(%;m—n) k== (n—k—1+0)! 1tz ot
k,1=0,1,...,n.

Bu dagilimin birlesik olasilik tiireten fonksiyonu bulunurken asagidakiler

tanimlanir:

: 1, i denemede A,'m meydana gelmest
S Y] diger

. 1, i denemede B 'in meydana gelmest
0 diger

£ =38 . 5= & .i=lL..n
i=1 i=1

(&,,§,) rasgele vektoriiniin birlesik olasilik tiireten fonksiyonu,

X1, X =

1 n
y(t,s) = ( > t’“‘s“qwj (2.10)
0

formiilii ile bulunur ve burada g, . = P{ & =x,E =x, }, x;, %, =0,1.
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q, . degerleri hesaplandiginda,

g1 =P(AB) =11,

q,0=P(AB) =11,

g0 = P(AB,)) =11,

doo = P(A°B)=11,,

V(t,s) = (tlslql,l + tlso%,o + tOSICIo,l + tOSOCIo,o)n

y(t,s) =0, ts + Tt + 11, s +11,,)" (2.11)
olarak bulunur.

Burada marjinal olasilik tiireten fonksiyonu su sekilde elde edilir;
y(e,D)=y@) = (Hnt +I1,r+11,, +11,, )

y(t) = (I, + Tt + (1, +11,,))"

IT,, +I1,, =II, ve II, +II,,=II, olarak yazilirsa;

y(t)=(I1,#+11,)" olarak bulunur.

Ayni sekilde ;
v(l,s) =y(s)= (T, s+ 11, + I1,;s +I1,, )"
y(s) = ((IT,, +I1,)s + (I1,, +I1,,))"
IT,, +I1,, =11, ve II, +1I,, =II, olarak yazilirsa;

W(s) = (IT,s+I1,)" olarak bulunur.
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Formiilde =1+ ve s =1+ yazilirsa faktoriyel moment tiireten

fonksiyonu elde edilir.

FoLB) =3 S (+w (+p) ptk,l)=[1+0lT, +BIT; +apIl,, | (2.12)

burada II, = P(A,) ve II; = P(B,) olmaktadr.
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3. YENi BIiR UC DEGISKENLI DEGISTIiRILMiS BINOM
DAGILIMI

3.1. Degistirilmis Uc¢ Degiskenli Binom Dagilim

Asagidaki gibi dort katli modeli goz oniine alalim.

x B: B,
A

Aq IT,, I1;, k
r k-r
l-r n-k-l1+r
l n-1 n

Burada deney sonuclari, A;, A, olaylarindan biri ve ayni anda B;, B,

olaylarindan biri olarak P(A;B j) = I'Iij, i,j=12; ZUH i =1 olasiliklariyla

gozlensin.

Tamim _I: n kez rasgele ornekleme altinda; ?;1 , A;’in meydana gelme sayisini;
€,, By’in meydana gelme sayisini; &;;, A;By’in meydana gelme sayisini

gostersin.
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Teorem 1:(Bairamov, Balakrishnan (2004))

a) &, &, ve &, rasgele degiskenlerinin birlesik olasilik fonksiyonu asagida

gosterildigi gibidir.

n

Hnk=n!l-rin—-k-1l+r)!

r k—ryyl-ryyn—k-Il+r
HIIHIZ H21 H22

plk,l,r) :P{gl :k’gz =, ‘Em =I’}=

3.1

k,1=0,1,...,n ve r = max (0, k+I-n),...,min(k,])

b) Bu dagilimin birlesik olasilik tiireten fonksiyonu soyle hesaplanir.

. 1, i denemede A,'m meydana gelmest
| o, diger

¢ 1 i denemede B, '!n meydana gelmest
- 0, dider

ﬁ,i { 1, i denemede A B;'m meydana gelmes
11 =
a, diger

&122‘,& , &222‘?2 , ‘t:n:ZF,il ,1=1,...n.
i=1 i=1 i=1

n
X x e kX
§727q, JM%J formiiliinde

X
Xp,X5,x3=0

w(z,s,z)=( Dot

Dy = P{E_,i =x,8, =x,,&, =x, } . X{,X%y,%x3 =0,1 olmaktadir.
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4., .., degerleri hesaplandiginda,
Qa1 = P{AIBI(AlBl)}: I},

qi10 = P{A131 (AlBl)c}= 0

o1 = PIABS (A,B)]=0

oo = PIABLS (AB) }=T1,,
do11 = P{AfB1 (A Bl)}: 0

doro = PIACB (A B)" =TI,
doos = PIACBS (A,B)}=0
dooo = PYA B (A,B,)° }=T1,,

111 1.1.0 1,01 1.0.0 011
Y(t,8,2) =S 2°q, +1S2 G0+ 2G5, TS 2 oS24,

0.1_0

0.0_1 0.0.0
S 2G0T S Ty, TS 2 %,o,o)n

W(t,s,2) = (1, tsz + Tt + 11,5 +11,,)" (3.2)

olarak bulunur.

3.2. Kesikli (§,.§,.€,,) Rasgele Vektoriiniin Marjinalleri

Kesikli (§;,&,,E,;) rasgele vektoriiniin tek degiskenli marjinalleri de
sirastyla  (I1j, +I1,) , (IL;+II,) ve II;; olasiliklarina sahip binom

dagilimi gosterir.
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P{&l = k}: (Z](Hn +11,, )k [1_(1—[11 +11,, )]”_k

k=0,1,....,n

P, =1}= (7](1—[11 +I1,, ) [1- (1, + 11, )]

1=0,1,...,n

PE, =r}= (rrljnnr[l—nn]n—r

r=0,1,...,n

Iki degiskenli marjinalleri de su sekildedir:

(£,.€,) nin birlesik dagilimi (2.4) formiiliindeki olasilik fonksiyonuna sahip iki

degiskenli binom dagilimidir ve olasilik tiireten fonksiyonu (pgf) ise (2.11)

formiiliinde verildigi gibi
W(t,s,1) = (T, ts +TT,,¢ + 1,5 + 11, )"

olmaktadir.

(£,,€,,) ‘in birlesik olasilik fonksiyonu,

n

P — = =
L0 M e e sy

n! r Yyk-ryyl-ryyn—k-i+r
Hl 1H12 HZl H22

ve pgf’si de

y(t,1,2) = (1,12 + 1ot + I1,, +11,,)"
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olarak bulunur.

(€,,€,,) “in birlesik olasilik fonksiyonu,

n

P{&z =1, =r}=z

k=0

r k—ryy!l-ryyn—k-l+r
XHIIHIZ HZI H22

ve pgf’si de

W(l,s, 2) = ([T} 52 + 1,5 + 11, +11,, )"

olarak bulunur.

Tanum 2: Asagidaki model igin,

ritk=—m!l-r)in—-k—-1+r)!

B B1 Bz B3
A
Aq P P, 4E
k-r k
-
Az Py Py P
l-r n-k-l+r n-k
Aj
Py, P, Py
l n-1 n
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n kez rasgele ornekleme altinda; &, A,’in meydana gelme sayisini; &,, By’in
meydana gelme sayisint; &;,, A;B;’in meydana gelme sayisini gostersin.
Teorem 1’den ( &, & , &, ) ‘nin birlesik olasilik fonksiyonu (3.1)
formiiliindeki gibi verilmisti.

n!
k=)A= (n—k—1+7)!
x I T TIG, T,

plk,l,r)=Plg, =k.&, =L1& =r}

k,1=0,1,....,n ve r = max(0, k+I-n),..., min(k,1)
Burada I, =pyy, I, = pp+piss I, = py + P31

I1,, = pyy + py3 + p3, + P33 Olmaktadir.

( &,&,,&;; ) ‘in birlesik olasilik fonksiyonu bir diger sekilde soyle bulunabilir:

1\ B B, B, B;
Aj A, P, P
r l k-r-i k
Az Py, P, P
J
-k-1
n +r nek
A3 Py P;, Py,
l-r-j

l n-1 n
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k=r I-r

Pl LN=PE, =k, =15, :r}:; ; A k=) —r— )Nn—k—1+1! (3.3

n—k—l+r

n!

k—r—i

roi j I-r—j
XPLPuPis  PaPa ! (Py+ P23+ P32t P33)
k,1=0,1,....n ve r=max(0, k+l-n),..., min(k,I).

Asagida verilen tabloda n=4 ve Pij :é , 1,j=1,2,3 olasiliklar1 i¢in
f(n,k,l,r)= P{EJ1 =k, &, =L§, = r} ‘nin sayisal degerleri hesaplanmustir.
Tablo 3.1: n=4 ve Pij =é (1,j=1,2,3) olasiliklarina iliskin f(n, k, [, r) ‘nin

sayisal degerleri.

n k ) r f(n,k,Lr) n k ) r f(n,k,Lr)
41010710 0.039 4 | 2 ] 3 1 0.015
410 1 0 0.078 4 | 3 2 1 0.015
411 ]07]o0 0.078 4 | 2] 2 0 0.015

4 [ 1 1 1 0.039 4 | 2] 3 2 0.015

4 [ 1 1 0 0.117 4 | 3 3 2 | 7.316x10°
41 o 210 0.059 4 | 4 1 1 4.877% 107
4 | 1 2 | o 0.059 4 | 4 ] 2 2 | 3.658x 107
4 1 2101 o0 0.059 4 1 o | 4 0 | 2439x10°
4 | 2 1 0 0.059 4 1 4 1 4.877x 107
4 11| 2 1 0.059 4 | 2| 4 2 | 3.658x10°
4 | 2| 2 1 0.059 4 3 3 3 2.439% 107
4 212 | 2 0.015 4 | 4 | 3 3 1.279% 107
4 | 2 1 1 0.059 4 4 0 0 2.439x 107
41 310 ] o0 0.02 4 | 4 | 4 4 1.524% 10"
4 | 3 1 1 0.029 4 1 3 0 | 9.755x10°
4 ] 3 1 0 | 9.755x 107 4 | 3 2 2 0.015

4 | 0 3 0 0.02 4 3 4 3 1.219x 107
4 [ 1 3 1 0.029
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f(n,k,l,r) ‘nin degerleri icin tabloyu olustururken; k, 1 ve r’nin tiim
miimkiin degerlerini gz Oniine alinz. n = 4 i¢in, k; 0,1,2,3,4 degerlerini, I;
0,1,2,3,4 degerlerini alir ve r; max (k+l-4, 0)’dan min(k,l)’a kadar degerler alir.
Ornegin; k = 1 ve 1 = 3 oldugunda r = 0, 1 degerlerini alir. Aym sekilde k = 3 ve

1 =2 oldugundar = 1, 2 degerlerini alir.

3.3. Deneyin mx m Miimkiin Sonuclarinin Oldugu Durum

Deneydeki sonuglar Aj, A,,...,Ap’lerden biri ve By, Bo,...,By’lerden biri

olmak iizere es zamanl olarak siniflandirilsin.

P(AB j) =Dij> 1,j=1,2,...,m olasiliklarina sahip ve z Pij =1 olsun. Deneyin

sonuglari AiBj , 1, j = 1,2,...,m ciftleridir. Deneyin n kez tekrarlandig1 ve

denemelerin birbirinden bagimsiz oldugu varsayilsin.

Tamum 3: n kez rasgele 6rnekleme altinda; &;, A;’in meydana gelme sayisini;
,, By’in meydana gelme sayisini; &;,, A;B;’in meydana gelme sayisini; &,,,

A1B;’nin meydana gelme sayisini1 gostersin.

Bu durum igin &, &, ve &, rasgele degiskenlerinin birlesik olasilik

fonksiyonu su sekildedir:

n!

P :k, :l, = =

6 =k&, =08, =r} Pk = =r)l(n—k—1+7r)! (3.4)
% lelnfz—rnlz—lrl—l;;k—l-%—r
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Burada II,; = py;, II,, :zplj , I, :Zpil > Iy :l—Pu_ZPu _Zpil
J=2 i=2 =2 i=2

olmaktadir.

Teorem 2: (Bairamov, Balakrishnan (2004))

a) &, &, ve &, rasgele degiskenlerinin birlesik olasilik fonksiyonu asagidaki

gibi bulunmustur:

mink-r, [) I—i

P{&l =k&, =L§,, =r}= Z Z n!

i=maxQ, k+l-n) j=0 r'l']'(k_l_r)'(l_l_]) ‘(I’l—k—l+l)| (35)
xIT T, 1 T, T (1-T1,, -1, =TT, =T1,, —T1, )"~

1=0,1,....n-r ; k=r,r+1,....n ; r=0,1,...,n.

Burada ITj;=pyy, M =pp, Oa=) pi;, o= pyys O3=) py
j=3 i=3
b) Birlesik olasilik tiireten fonksiyonu;
y(t,s,2)=(a ts+aytz+ast+a,s+as)" (3.6)

m m m m
— — — — — ¢ :
ay =Py >y = Prp > a3 —ZPU > Ay —an Ve das _zzpij dir.
j=3 i=2 i=2 j=2



Ispat : Model sembolik olarak asagidaki gibi tanimlanur:

N B: B, | ....... B
Ay P P12 k-i-r Pim k
] r
A; Poi Py | e Pom
J
n-k-1+i
l-i-j nek
Am Pm Pm2 | e Pum
[ n-1 n

a) Deney n kez tekrarlandigi zaman

n n
uygulanmasi ( J sekilde, A; olayinin B, ile olmasi (
r

Bs, By,..., By, olaylar ile olmasi da (

k—i—-r

i

21

A; olaymin B, ile birlikte r kez

rJ sekilde, A; olayinin

lj sekilde olur. B; olayinin A,
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n—r—i—(k—i-r) n—k .
. = _ sekilde, B; olaymin As,
J

olayr ile olmasi (
J

- ]j sekilde olur. Boylece, n kez tekrarlanan

Ay4,...,A olaylari ile olmasi (

bagimsiz denemelerde, A; olaymnin i kez, B; olaymnin j kez ve A;B, olaymnin r

kez goriildiigii miimkiin durumlarin sayist,

n\n-r\n-r—i\n—k\n-k—j_ n!
PP Nk=i=r )\ Ni—i—j ) Ailjltk—i—r)U—i— )(n—k—1+i)!

olmaktadir. Ayrica her durum,
Hi1H1r2Hf3_i_rH£1H13_1i_j (I-1I,, -I1,, = II,; = II,, =I5 )n_k_m ‘nin ayni

olasiligina sahiptir.

Burada j, 0’dan 1-i’ye ve i, max(0, k+l-n)’den min(k-r, 1)’ye kadar

degisir ve sonugta (3.5) numarali formiil elde edilir.

b) Birlesik olasilik tiireten fonksiyonunu elde edebilmek icin, asagidakiler

tanimlanir.

. 1, i denemede A;'m meydana gelmest
1= 0, diger

o 1, i. denemede B,'in meydana gelmest
27 0, diger
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ﬁ,i { 1, i denemede A B;'m meydana gelmes
11 =
a, diger

i=12,...ni¢in & =& , & =D& ., &,=D.&, olduguagkur
i=1 i=1

i=1

n deneme birbirinden bagimsiz oldugu i¢in, (§,,§,.§,,) rasgele

vektoriiniin olasilik tiireten fonksiyonu su sekilde yazilabilir:

1
Vs, 2)=| Drs"z%q,
X1,Xy,%3=0

_ i_ i_ i _ _
9y .x5.x3 —P{il =x,8, =%, &} —x3} s Xp5 Xy, X3 = 0,1

¢111 = P{AB,(AB,)}=0

d10 = PIAB(AB,) }= py,

Qo1 = P{A B (AB )} P

Gro0 = PYAB, (A B,)" }= Zpl,
do1r P{AfB (AB,) } 0

Qoo = P{Achl(Ale)C}: ; P
Qo1 = P{Achf(Ale)}: 0

doo0 = P{A B/°(A,B,) }= > 2 P

i=2 j=2
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Bu elde edilenler yerine kondugunda (3.6) elde edilir.

1=0,1,....n-r; k=r,r+l,...,n; r=0,1,...,n.

Teorem 3:

a) Asagidaki model i¢in, n kez rasgele ornekleme altinda &;, A;’in meydana
gelme sayisini, &,, By’in meydana gelme sayisini, &;,, A;B,’nin meydana

gelme sayisini ve &,,, AxB;’nin meydana gelme sayisim gostersin.

N B B, B3
Ay P P12 P13 k
1 r k-i-r
A; P2 P2 P23
m
n-k-1+1i 1 n-k
A; P31 P32 P33
l-i-m
l n-1 n

P{& =k,&, =18, =718y =m} =

n' i r k—i-r _m
min (k—r,l-m)
i!r!m!(k—i—r)!(l—i—m)!(n—k—l+i)!p11p12p13 Pa (3.7)

i=max (k+l-n,0) l—i—m

X P3Pyt Pyt Pxt P

)n—k—l+i
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Burada k, 1, r ve m’nin sinirlar1 su sekildedir:

k=r,r+1,...,n-m ; l=m, m+l,..,nr ; r=0,1,..,n-m ; m=0,1,...n.

Sinirlarin kontrolii amaciyla n=10 degeri ve her bir olasiligin esit oldugu
yani 1/9 oldugu durum i¢in toplam olasilik degeri Mathcad programinda 1
olarak bulunmustur.

mm nm=m nr mik-r,]l-m)

DR INP) (i!-rrrﬂ-(k—i—r)!-anii—m!«n—k—m)!j'K_;jk%'@)ﬂﬂ:h

m=0 r =0 k=r | =m i =max0, kH-n)

Asagidaki tabloda n =2 ve pij=é ,1,7j=1,2,3i¢in

f(nk,lr,m)= P{§1 =k,&, =1,&, =1,& = m} olasiliklarinin sayisal degerleri

verilmistir.
Tablo 3.2: n=2 ve Pij =é , 1,j=1,2,3) olasiliklar1 i¢cin f(n,k,l,r,m) ‘nin

sayisal degerleri.

n | k|1 |r | m|f(nklrm) n | k|1 | r | m|f(nklrm)
21010]07]0 0.198 201 |1]1/0 0.025
2101 1]707]0 0.099 21210110 0.025
21012]01]0 0.012 202 (1]1]0 0.025
21 10]071]0 0.099 212101210 0.012
21 (1]01]0 0.123 210111071 0.099
211 12]01]0 0.025 21012101 0.025
21210]07]0 0.012 2011101 0.025
212 (1]01]0 0.025 201 (121071 0.025
21212]101]0 0.012 2011 ]1]1 0.025
21 10]11]0 0.099 2101210 2 0.012
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Tablo 3.3:

n=73 ve Pij =é , 1,j=1,2,3) olasiliklar i¢in f(n,k,l,r,m) ‘nin

sayisal degerleri.

n| k|1 | r | m]|finklrm) n | k 1 r | m | f(nklr,m)
3/olofo]o 0.088 31 2]0]2]0 0.016
3l1]ofofo 0.066 313020 4.115%x 107
3/2[0]o0]o0 0.016 3021 [2]0 4.115% 107
313[0]0]| 0] 1.372x10° 3031 [2]0 4.115% 107
3lol1]o0]o0 0.066 313(01]3]0 1.372x 107
31 l1]o]o 0.099 3o 1]o0]1 0.066
321100 0.037 3111 ]o]1 0.033
313|101 0] 4115x10° 321101 4.115x 107
3lol2]o0]o0 0.016 3o 201 0.033
31 l2]o0]o0 0.037 31 [ 2]0]1 0.041

3/ 2[2]01]0 0.025 3022101 8.23x 10”
313[2]0] 0] 4115x10° 3103011 4.115x 107
37030 0] 1.372x107 313 ]0]1 8.23x 107
311131010 4115x10° 321301 4.115x 107
321310 0] 4115107 311 [1]1 0.033
31313010 1.372x10° 3021 [1]1 8.23x 10”
31 ]o]1]o 0.066 301|211 8.23x 10”
3/2[o0]1]o0 0.033 302211 8.23x 10”
30310 1] 0] 4115107 321 21 4.115% 107
31 l1]1]o 0.033 3o 2]0]2 0.016
321 ]1]o 0.041 311 2]0]2 4.115% 107
3131 1]0]| 823x10° 310|302 4.115x 107
312 1]0]| 4115x10° 3011302 4.115x 107
31212 11] 0| 823x10° 301 212 4.115x 107
313121 1]0]| 4115x10° 3103 ]0]3 1.372x 107
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b) Birlesik olasilik tiireten fonksiyonunu bulmak i¢in, agagidakiler tanimlanir:

; 1, i denemede A 'in meydana gelmes:
S 0, diger

. 1, i denemede B 'in meydana gelmes:
S 0, diger

. { 1, i denemede &,B-'mn meydana gelmes
127] ¢ diger

(E;. 1. i denemede A-B;'nin meydana gelmes
21— I:I Cijger

i=12,...,nigin éﬁZéi > izzzgz ) éfZéiz > é21:Zé;1
i=1 i=1 i=1 i=1
oldugu aciktir.

n deneme birbirinden bagimsiz oldugu i¢in, (§,,&,.§,,,&,,) rasgele vektoriiniin

olasilik tiireten fonksiyonu su sekilde yazilabilir:

n
1
y(t,s,z,¢) = ( Zt"‘ stz qxl’xﬂmj formiiliinde

X ,X5,X3,X4=0

Ay xyiyx, — P{gll =x,8, =x,,&, =x;, &), = x4}’ Xy, Xy, %5, X, =0, olmaktadur.
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Gy .., degerleri asagidaki gibi hesaplanir.

qy1.11 = P(AB (A B,)(A,B,))) =0
1100 = P(A B, (A B,)(A,B)) =0
110, = P(A B, (A B,) (A,B)) =0
Q100 = P(A B (A B,)" (A,B)) = py,
d10.1 = P(AB (A B,)(A,B)) =0
010 = P(AB," (A B))(A,B)) = py,
100, = P(A B, (A B,) (A,B))=0
1000 = P(A B (A B,)" (A,B,)°) = p;3
Qo111 = P(A B (A B,)(A,B)) =0
do10 = P(A B, (A B,)(A,B))=0
do.100 = P(A" B (A B,) (A,B)) = py,
o100 = P(A"B (A B,)" (A,B,)°) = py,
Qo011 = P(A B, (A B,)(A,B)) =0
o010 = P(A B (A B,)(A,B))=0
do00. = P(A B, (A B,) (A,B))=0

3

90,000 = P(A "B, (A B,)) (A,B))) = zzpij

3
j=2 i=2
Elde edilenler formiilde yerine konur.

1111 1110 1101 1.1.0.0
y(t,s,z,c)=(szc G T8 264 ,01t082C4q,0,1052Cq ;00

1.0 1.1 1.0.1.0 1.0_0.1 1.0.0.0
H1S52Cq0,, TS 2CGg,0FES 2CG00, TS Z2C G0,

0,111 0.,1_1.0 0,101 0.,1_0.0
+1'szc Qo111 +1°s zcC 9o.1.1.0 +t°s Z7°C 90.1.0.1 +t'szc 90.1.0.0

0.0_1.1 0.0_1.0 0.0_0.1 0.0.0.0
+152C oot S 2C Goorott ST C o0 TS ZC qopo0)

3
y(t,s,z,c)=(ts p,, +1zp, +tp;+8Cp, +5p; +22pﬁ)"

3
i=2 j=2
Yapilan islemler sonucunda birlesik olasilik tiireten fonksiyonu su sekilde

bulunur:
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y(t, s, z,c) =(a,ts+aytz+aysc+ayt+ass+ag)" (3.8)

a = pii a, =p1p s a; =Py » A4 =P13 > 45 = P3 ve

3.4. Kesikli (§,,§,.§,,.&,,) Rasgele Vektoriiniin Marjinalleri

Kesikli (&;,&,,15,E,;) rasgele vektoriiniin tek degiskenli marjinalleri su

sekildedir.

P{E, =k} :(Z](pn + Pt p13)k [1_ (py+ P+ p13)]n_k

k=0,...,n

P{E, =1} :(7](p“ + Pyt p31)l[1_(p11 +pyt p31)]n_l

1=0,...,n

P{éu =r} :(sz12r[l_ p12]n_r

r=0,...,n

P{ém = m} :(:ljpmm [1 — P ]n_m

m=0,...,n
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Kesikli (&, &,,&,,,E,,) rasgele vektoriiniin iki degiskenli marjinalleri

de su sekilde ifade edilir.

min( k,n—l) min( /,n—k)  mink—r,l-m)

PE =k E=l= 3 S S "

0 immano LMl (k—1—P)(—i—m)!(n—k—1+i)!

k—i—r _m __l—i-m

XP{1P{2P13 P Pai (Pt Dozt D3+ Ps3)

n—k—Il+i

W(t,s,z,¢) = lats + aytiz+ases +at +ags+ag |
v(t,s 1) =lats+a,t +as+a,+as+a,|
W(t,s,1,0) =y(t,s) = [bts + byt +bys+b,]"

Burada b, =a,, b,=a,+a,, by=a3+as, b, =as olmaktadir.

n—-k n-r mink-r,[-m)

o P{&lzk,gz:r}:Z z z

X w0 Lo i=man0 ket BEM(k—1—P)(I—i—m)(n—k—1+i)!

n!

k=i—r _m __l-i—-m

prl P Pis Pa P (Pt Pyt Pt Pis)

n—k—l+i

vt zl) =[at +a,iz+a, +a,t +as +ag |

vt z) =y(t,2) =[ctz+c,t + ¢,

Burada ¢, =a,, c¢,=a,+a,, c¢3=a;+as+as olmaktadir.
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n—r mink—r,[—m) n|

PE =k Ga=m=2 0, 2, o A (k=i=P) A =i—m)(n—k—~1+0)!

r=0 l=m i=maxQ,k+l

X/
°

k—i—r _m __l-i-m n—k—l+i

prl PuPis Pa Py (Pynt Pyt Dsytps)
y(t,L1,¢) =[at+at+ac+at+as+a, |
y(t,LL,e)=y(t,0)=[dt+d,c+d,]

Burada d,=a,+a,+a,, d,=a,, d;=as+a; olmaktadir.

n—-m mink-r,l-m) n|

PE=l8e=r1=2. 2, 2 _y BPm(k=i=P)\({—i—m) (n—k—1+i)!

o m=0 k=r i=maxQ,k+l

k—i—r _m __l—i-m —k—[+i

prl PPz Py Psi o (Pt Pyt Py tpss)
v(,s,z)=las+a,z+as+a, +as+a,|

v(l,s,2) =y(s,2) =[e;s+e,z+e, ]

Burada e =a,+a3+a5, e,=a,, e;=a,+a, olmaktadir.

n—l n-m mink-r,l-m)

P, =1, &21:m}:2 2

’:’ r=0 k=r i=maxQ,k+-n) l!r!m'(k—l—r)!(l—l—m)!(l’l—k—l+l)'

n!

k—i—r _m __l—i—m —k—l+i

prlplrzpn Po D1 (Pt Dyt Pyt p33)"

v(l,s.1,¢)=|as+a, +acs+a, +as+a,|

W(LS’LC) :W(S’C) = [f‘lCS+f2S+f3]n

Burada f,=a5, f,=a,+as, f3=a,+a,+as olmaktadir.
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n—r n-i

mink—r,[—m)
P, =r,&,=m= Z
1

=m k=r

>

o
%

n!

iemano kst DMk —i=)/(I—i—m)(n—k—1+i)!
i r k—i—r _m I—i—-m
XDy P P13 P P

—k—i+i
(Py+PutPptpy)"
V(L1 z,¢) =a, +a,z+a,c+a, +a; +a,|"

W(lala Z7C) = W(Z’C) = [glc + gZZ + g3]n
Burada g,=a;, g,=a,, g;=a,+a,+as+a, olmaktadir.

Kesikli (&;,&,,85,E,;) rasgele vektoriiniin ii¢ degiskenli marjinalleri de su
sekilde ifade edilir.

min (Ln—k)  mink=r,-m)
- P =k, &,=1.§,,=r}= Z

m=0

n
e P (k—i— 1)\ —i—m) (n—k—1+i)!
Xp PP Py

(PptPyt+putD 3)n_k_l+i

v(t,s,z) = lags +apz+as+at+as+a|

V(t,s,2.0) =(t,s,2) = [Its + hytz + byt + hys + b [

Burada h =a,, hy,=a,, h=a,, h,=aj;+as, hs=a, olmaktadir.

Z nl

i=max0, k-H—n)

rmltk—i—n—i—m)(n—k—I1+i)!
XP{ P Pf 3 HP; p;_m (Pt Dyt Pt P33)n_k_l+i

min (k, n—l) mink—r,i—m)
. PE =k, & =1.5,=m}= Z
** r=0

v(t,s.1,¢)=ats+a,t +acs+at+as+a|

y(t,s,l,c)=y(t,s,c)= [jlts+jzcs+j3t+j45+j5 ]"

Burada j,=a,, j,=a;, Jji=a,+a,, j,=as, Js=a, olmaktadir.
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n—r mink—r,l-m)

P{élzk,én:r,&_,z]:m}:z Z

I=m i=max(, k+l-n) l‘r'ﬂi(k_l_r) '(l —i _m) '(n_k_l +l) !

—k—1+i

nl

X/
°

k—i—r _m __]—i-m

XD P P D P (Dot Pt Pt D)
(1, z,¢) = lat +arz+ac+at+as+a, |
(11, z,¢) =y(t, z,0) = [k itz + kot + kye + &, |

Burada k, =a,, k,=a,+a,, ky=a,, k,=as+as olmaktadir.

n—m mink—r,[—m)

PEFLE =r.8,mm= Z Z

k =r i=maxQ,k+-n) i‘r!ﬂi(k—i—r) ‘(l _i _m) '(n_k_l +i) ‘

—k—1+i

nl

X/
°e

o k—i-r_m _—i-m

xp{1p12p13 Py Py (Dot st it ps)”

v(l,s,z,¢) =[as+a,z +acs +a, +ags+ag |
(L, s,2,¢) = (s, z.¢) = [nes+n,s +nyz+n, |

Burada n, =a;, n,=a,+as, ny;=a,, n,=a,+as olmaktadir.
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4. iIKi DEGISKENLi BINOM DAGILIMININ iKi
DEGISKENLI POiSSON DAGILIMINA YAKLASIMI

Tek degiskenli durumda, Poisson olasilik fonksiyonu, n—oo iken ve

np — m ile binom olasilik fonksiyonunun limiti ile elde edilir. Aynm1 durum, iki
degiskenli binom olasilik fonksiyonunun limitinin iki degiskenli Poisson olasilik

fonksiyonunu vermesinde de gecerlidir.

Iki degiskenli binom dagiliminin tamimindan, bir kitledeki her birey

Aveya A ayni zamanda B veya B olarak simflandiriimaktadir.

N B B
A P P2 P1
A P21 P2 qi
P> p) 1

n kez Ornekleme altinda, yerine koyma séz konusu oldugunda, A’nin

meydana gelme sayis1 x ; B’nin meydana gelme sayist y olsun.
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Bilindigi gibi x ve y ‘nin iki degiskenli olasilik fonksiyonu soyleydi:

[njn(x’ y) n! n—x— _y+l

X, =
p(x, y) i—max(;,;r+y—n) i!(x—i)!(y—i)!(n—x—y+i)'pllplz P21 Pzz

Sabit x ve y i¢in; n—>o0 ve py, piy, Py >0 , npy—>m , np—>m,

np, —m, .

n! n—x—y+i

X,
hm p( }’) Znhmooﬂ(x—l)'(y—l)'(n X—y+i )|p11p12 p21 p22

!
—Z lim ; 'n

; n_>ool'(x—l)!(y—z)!(n—x—y+i)!
« E l ml—E o mz—z o 1_ml+m2—; e
n n n

B o on(n=D..(n—i)..(n—x)..(n—x—-y+i+l)
=2 lim il =)y —i)!

—\ —\ X —\ y-i —\ h—x—=y+i
| || om m,—m | m,+m, —m
n n n n

N

1 ; —i-1
mfnyﬂ—;yﬂ—;yﬂ—x+iﬁ)
:,Znh—r>noo dx=D!(y—1)!

n—x—y+i
m,+m, —m
n

x@ﬂm—%rm%—%ﬁﬁ—
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— n—x—y+i
1— m, + m, —m
n

(m)" (m, —m)*~ (m, —m) [

=2 lim =)l (y—i)!

-y (m)" (my =m)*™ (my =m)"™ i
~ i x—i)! (y—1)!

= e—(m1+mz—E) Z (;1)[ (m, — ;‘)x_i (m, _n_/l) a

S e AR

(Hamdan ve Al-Bayyati (1969))

NOT:
— n—x—y+i —n — T —x—y+i
m, +m, —m o _mytm, —m _mtm, —m
lim |1— = lim |! 1
n—»o0 n n—0o n n
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Teorem 4: (§,.€,.§,,,§,) Dort Degiskenli Binom Dagiliminin Dért

Degiskenli Poisson Dagilimina Yaklasim

n kez rasgele ornekleme altinda ﬁl , A;’in meydana gelme sayisini, ﬁz ,
B,’in meydana gelme sayisini, &;,, A;B,’nin meydana gelme sayisint ve &,,,

A,B’nin meydana gelme sayisini gostersin.

P{&1 =k,&, =1, =18, = m}’nin olasilik fonksiyonu (3.7)

formiiliinde oldugu gibi soyledir.

P{EA =k, &, =1,§,,=1,§) =m} =

n!
min (k—r,l—m)
Z ilrlmlk—i—-r)l—-i—-m)(n—k—-1+1)!

i=max (k+[—n,0)

k—i—r _m l—i—m

Xplil Pia Pz Pa Py Pyt Pyt Py + P

)n—k—l+i
Burada k, 1, r ve m’nin sinirlar1 su sekildedir:

k=r, r+1,..., n-m

I=m, m+1,..., n-r

r=0, 1,..., n-m

m=0,1,....n

n—>o Ve Py, Py Pas P13 P31 =0 5 npy =Ny, npp >,

npy; =Xy, np; — A, np, =\, olarak yazilir.

Burada p, = p;, + p,, + p3 ve p, = py; + Py + p; olmaktadir.
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Olasilik fonksiyonunda olasiliklarin yerine degerleri yazildiginda;

limp(k, I, r, m)=

min{k—r, [-m} _ _ b ; — - !
- lim Z nn—1..m—=k)...m—k—-1+i+D)(n—k—-1+1i)!

ety Mk =i =PI —i—m)\(n—k—1+i)!
x (h)z (h)r()\‘l _7‘11 _7‘12 )k—i—r (h)m (7‘2 — 7"11 - 7"21 )l—i—m (-
n n n n n

b (=1, K)ot~k =1 +i+1)
3 )

7‘1 +7‘2 _7‘11
n

)n—k—l+i

_ . i r _ _ k—i—r
SO A ammteiomaiomy et e
, AN, —A ,

X)\‘r;ll(xz_x“_xﬂ)l—t—m(l_ 1 2 ll)n—k—l-H
n
1 k k+1-i—1
i) 107 )= = N
= lim el ilriml(k—i—r) (I —i—m)! Pz (B =hay =)
, A +A, —A ,
X}\,’;l (}\’2 _}\’11 _)\’Zl)l—l—m (1_ 1 2 11 )n—k—l+l
n

&&&0‘1 _7"11 _klz)k_i_r (7"2 _}‘11 _kzl)l_i_m e—(x1+xz—xll)

i oml (k—i—r)! (l—i—m)!

R



Sonug olarak;

lim p(k,L,r,m)=e @0 3 Ny Ny N Oy =Ay =2
me pUesi T, il oml (k—i—r)!
Gl T Ay
(I—=i—m)!

bulunur.

NOT:

lim (1_M)”—k—l+i =lim (1— }“1 +7\‘2 _}\"ll)n (- 7\«1 +}‘«2 —7L11
=0 n n—sc0 n n

— ef(?»lﬂuf}\“)

4.2)

)—k—l+i
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5. UYGULAMALAR

1) A ve B oyuncularinin bulundugu stratejik bir oyunu géz oniine alalim. A
oyuncusu, Aj,A,,...,A, stratejilerin

2) den birini kullanirken aym1 anda B oyuncusu da By,B,,...,B;
stratejilerinden birini kullanir. “A oyuncusu A; stratejisini kullanirken B
oyuncusunun  B;  stratejisini  kullanmasi”  olaymim  olasilig:

P(AB;))=p; , i,j=L..,n

Eger A oyuncusu A; stratejisini B oyuncusunun B; stratejisine karsi
kullanirsa, A oyuncusu a; birim kazanacak, B oyuncusu da a; birim
kaybedecektir. Oyun n kez tekrarlanirsa, &,;,&,,&,, rasgele degiskenlerinin
birlesik dagilimu ile ilgileniriz. Burada &, , A, stratejisinin oynandigi durumlarin
sayisini; §2, B, stratejisinin oynandigr durumlarin sayisini; éll, A, ve By

stratejilerinin ayni anda kullanildig1 durumlarin sayisini gostersin.

€., & ve &, rasgele degiskenlerinin birlesik olasiik fonksiyonu su

sekildedir:

n' r k—r I—r n—k—l+r
H HlZ H21 H22

P =k =180 == i

Burada IT;, = p;; , 11, =Y p,;, ;=Y py. My => > p,; olmaktadir.
j=2 i=2 j=2 i=2

(Bairamov ve Balakrishnan (2004))
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2) X1, Y),..., Xy, Yn), iki degiskenli bir dagilimdan elde edilen bir 6rneklem

olsun. Bu iki degiskenli dagilimin dagilim fonksiyonu F(x,y) , marjinal

dagilim fonksiyonlar1 da Fy (x) ve F,(y) olsun. #{i:X, <x}ile x’den kiigiik

olanlarin sayis1 gosterilsin.
€, =#{i: X, <x} &, =#{j:Y; <y} E,=#{(,)): X, <x, Y, <y}
A={X<ax} A=1X>xp . B={r<y} By=0>)}

I, = P(AB)=P{X <x, Y <y}=F(x,y) =TI}, (x,y)
I, = P(AB,) =P{X <x,Y > y}=Fy (x) - F(x,y) =TI}, (x, y)
1, = P(A,B)=P{X >x, Y < y}=F,(y)— F(x,y) =I1,,(x, y)

Iy, = P(AB,) = P{X > x, ¥ > y}=1=Fy () = Fy () + F(x, ) = T (x, y)

(&, &, ve &;,) asaninin birlesik olasilik fonksiyonu soyledir:

l’l‘ r k—r
P{é1 _k’gz _l’gn = r}— r!(k—r)!(l—r)!(n—k—l+r)!Hn(x’y)Hn (x,y)

XTT5, (e, y) 15 " (x, y)

k,1=0,1,...,n ; r=max{0, k+l-n},...,min{k,l}

(Bairamov ve Balakrishnan (2004))
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