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ÖZET 
 
 

�K� BOYUTLU BINOMIAL DA�ILIMIN  

GENELLE�MELER� VE UYGULAMALARI 

 
 

ELMASTA� GÜLTEK�N, Özge 
 

Yüksek Lisans Tezi, �statistik Bölümü 
 

Tez Yöneticisi: Prof.Dr.�smihan BAYRAMO�LU 
 

A�ustos 2006, 45 sayfa 
 
 
 

           Bu çalı�mada, iki de�i�kenli binom da�ılımının genelle�meleri ve 

uygulamaları üzerinde durulmu�tur. �ki de�i�kenli binom da�ılımının birle�ik 

olasılık fonksiyonu, marjinalleri, olasılık türeten fonksiyonları incelenmi�tir. 

Ayrıca bu da�ılımın modifikasyonları ele alınmı� ve yeni modeller göz önüne 

alınmı�tır.  

 

           Aynı zamanda iki de�i�kenli binom da�ılımının iki de�i�kenli Poisson 

da�ılımına yakla�ımı gösterilmi� olup iki de�i�kenli binom da�ılımının 

uygulandı�ı alanlara ili�kin örnekler verilmi�tir.  

 

 

Anahtar Kelimeler: �ki de�i�kenli binom da�ılımı, olasılık türeten fonksiyon, 

iki de�i�kenli Poisson da�ılımı. 
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ABSTRACT 
 
 

GENERALIZATION OF BIVARIATE BINOMIAL DISTRIBUTION 
AND ITS APPLICATIONS 

 
 

ELMASTA� GÜLTEK�N, Özge 
 

M.Sc. in Statistics 
 

Supervisor: Prof.Dr. �smihan BAYRAMO�LU 
 

August 2006, 45 pages 
 
 
 

       In this study, generalization of bivariate binomial distribution and its 

applications are considered.  Joint probability function, marginals, and 

probability generating functions of bivariate binomial distribution are derived. 

Furthermore, modifications of this distribution are discussed and new models 

are investigated.  

 

       Also, the convergence of bivariate binomial distribution to bivariate 

Poisson distribution is proved. Examples on applications of modified bivariate 

binomial distribution in different areas are provided.  

 

Keywords: Bivariate binomial distribution, probability generating function, 

bivariate Poisson distribution.   
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1. G�R�� 

 
           �ki de�i�kenli binom da�ılımı birçok istatistiki modellerde, ya�am 

istatistikleri analizinde, oyun teorisinde, a�an (exceedance) istatistikleri ile ba�lı 

ara�tırmalarda, uyumluluk tabloları ve birçok ba�ka alanda önemli bir yere 

sahiptir. Bu alanda yapılan ara�tırmalar, istatistik teorisi ve uygulamaları 

açısından güncel ve önemlidir. 
 
           �ki ve çok de�i�kenli binom da�ılımları, tek de�i�kenli binom da�ılımının 

do�al bir uzantısı olarak birçok yazarın ilgisini çekmi�tir. Aitken ve Gonin 

(1935), dört katlı populasyondan yerine koyarak örnekleme yöntemini göz 

önüne alarak iki de�i�kenli binom olasılık fonksiyonlarını elde etmi�lerdir. 

Krishnomoorthy (1951), çok de�i�kenli binom da�ılımı üzerine çalı�mı� ve 

Aitken ve Gonin ‘in iki de�i�kenli binom da�ılımının serilerini geni�letmi�tir. 

Hamdan (1972, 1975), Hamdan ve Jensen (1976), Papageorgiou ve David 

(1994) çalı�malarında üç ve çok de�i�kenli binom da�ılımlarına ili�kin ko�ullu 

da�ılımlara de�inmi�tir. Son yıllarda, Chandrasekar ve Balakrishnan (2002), üç 

de�i�kenli binom da�ılımını göz önüne almı�lar ve bu da�ılımın regresyon 

e�itsizliklerini elde etmi�lerdir.  

 

        Aynı zamanda Hamdan (1975) iki de�i�kenli binom da�ılımının 

trinomial da�ılım ile olan ili�kisini incelemi�tir. Mishra (1996) çalı�malarında 

genelle�tirilmi� binom da�ılımlarına yer vermi�tir. Marshall ve Olkin (1985) ise 

iki de�i�keni Bernoulli da�ılımından yola çıkarak iki de�i�kenli binom 

da�ılımına ili�kin bilgilere de�inmi�tir. Ayrıca, iki de�i�kenli binom da�ılımına 

ili�kin çe�itli makaleler Biswas ve Hwang (2002), Kocherlakota (1989), Ong 

(1992) tarafından da ortaya konmu�tur. Le (1984) simetrik iki de�i�kenli binom 

da�ılımını tıbbi ara�tırmalardaki kümelenmi� örneklemlerin analizinde 
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kullanmı�tır. Hamdan ve Al-Bayyati (1969) iki de�i�kenli binom da�ılımının iki 

de�i�kenli Poisson da�ılımına yakla�ımına de�inmi�tir. Holgate (1964), 

Papageorgiou ve Kemp (1988) ise çalı�malarında iki de�i�kenli Poisson 

da�ılımına ve bu da�ılıma ili�kin tahminlere yer vermi�lerdir.  
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2. �K� DE���KENL� BINOM DA�ILIMI 

 

        ,..., 21 XX  ba�ımsız Bernoulli rasgele de�i�kenler dizisi ise, ilk n 

denemedeki ba�arıların sayısı binom da�ılımına uymaktadır. Bu durum iki 

de�i�kenli Bernoulli da�ılımı için de aynı �ekildedir. Öncelikle iki de�i�kenli 

Bernoulli da�ılımından söz etmek gerekmektedir.    

 

2.1. �ki De�i�kenli Bernoulli Da�ılımı 

 

       (X, Y) Bernoulli marjinallerine sahip ise, (X, Y)’nin 4 mümkün sonucu 

vardır. Sırasıyla p11, p12, p21 ve p22 olasılıklarına sahip (1,1), (1,0), (0,1) ve (0,0) 

de�erleridir.  

 

 
X\Y 

 
1 
 

 
0 

 

 
1 

 
p11 

 

 
p12 

 
p1. 

 
0 

 
p21 

 

 
p22 

 
p2. 

      
     p.1 

 

 
p.2 

    
   1 

 

 

p11+ p12 = p1.=1- p2. 

p11+ p21 = p.1=1- p.2 

X ve Y arasındaki kovaryansa bakılırsa; 
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Cov (X,Y)= p11- p1. p.1= p11-( p11+ p12)( p11+ p21) 

 

gerekli i�lemler yapıldı�ında kovaryans a�a�ıdaki gibi bulunur. 

 

Cov (X,Y)= p11p22 –p21p12 = τ                                                                         (2.1) 

 

 

Korelasyon ise; 

22 . yx σσ

τρ ====                                                                                                     (2.2) 

formülünü kullanarak  

[ ]222 )()( XEXEx −=σ = p1.- p1.
2 = p1.( 1- p1.) = p1. p2. 

[ ]222 )()( YEYEy −=σ = p.1- p.1
2 = p.1( 1- p.1) = p.1 p.2 

2.1..2.1 pppp

τρ ====       

 

ile hesaplanır. 

              

����
����

����
����

����

========++++

========
====

ise  0pp      ,    1 
     

ise  0pp       ,     1- 

2112

2211

ρ            

 

 de�erlerini alır. 
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       Bilindi�i gibi tek de�i�kenli Bernoulli rasgele de�i�kenlerinin toplamının 

da�ılımı binom da�ılımına uymaktadır. Bu durum iki de�i�kenli durum için de 

geçerlidir.  

 

),(),...,,(),,( 2211 nn YXYXYX  ba�ımsız iki de�i�kenli Bernoulli rasgele 

de�i�kenleri olsun.  

 

 

 

 
Xi\Yi 

 
1 
 

 
0 

 
1 

 
p11 

 

 
p12 

 
 

0 

 
p21 

 

 
p22 

 
 

i = 1,2,…,n 

 

       �lk satır ve sütun toplamları iki de�i�kenli binom da�ılımına uyar. 

 

�
=

=ξ
n

i
iX

1
1               ,                    �

=

=ξ
n

i
iY

1
2  

 

}{ �
−+=

+−−−−
��
�

�
		



�

+−−−−
==ξ=ξ

),(min

),0(max
2221121121 ,,,

,
lk

nlki

ilkniliki pppp
ilkniliki

n
lkP  (2.3)                        

 

k=0, 1, …, n      ;       l= 0, 1, …, n ,  
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burada  
)!()!()!(!

!
,,, ilkniliki

n
ilkniliki

n

+−−−−
=��

�

�
		



�

+−−−−
  olmaktadır.  

 

(Marshall ve Olkin (1985)) 

 

 

2.2. �ki De�i�kenli Binom Da�ılımı 

 
 Bir populasyondaki bireyler A1,A2,…,An’lerden biri ve B1,B2,…,Bn’lerden 

biri olmak üzere e� zamanlı olarak sınıflandırılsın. ijji BAP Π=)( ,  i,j = 1,2,…,n   

olasılıklarına sahip ve 1=Π� ij , �
=

=
n

j
jii BAPAP

1

)()(   ve �
=

=
n

i
jij BAPBP

1

)()(  

olsun. Deneyin n kez tekrarlandı�ı durumda; 1ξ , A1’in meydana gelme sayısını; 

2ξ , B1’in meydana gelme sayısını; 11ξ , A1B1’in meydana gelme sayısını 

göstersin. { }lkPlkp =ξ=ξ= 21  ,),(  olasılı�ı a�a�ıdaki gibi bulunur. Bu 

olasılık, A1 olayından k tane ve B1 olayından l tane gelme olasılı�ını gösterir.  
 

 
A     B 

 
B1   

 

 
B2 

 

    
   A1 

 
11Π  
i 

 
12Π  

k-i 

 
k 

 
A2 

 
21Π  

l-i 

 
22Π  

n-k-l+i 

 
n-k 

 l n-l   n 
 

Sonuç olarak iki de�i�kenli binom da�ılımının birle�ik olasılık fonksiyonu �u 

�ekilde bulunur. 



 

 

7 

 

{ } ilknilikiilkn
ilkn

il
kn

ik
in

i
n

lk

nlki

CCCClkPlkp +−−−−+−−
+−−

−
−

−
−

−+=
ΠΠΠΠ==ξ=ξ= � 22211211

),min(

) ,0max(  
21           ,),(  

ilkniliki
lk

nlki ilkniliki
n

lkp +−−−−

−+=
ΠΠΠΠ

+−−−−
= � 22211211

),min(

) ,0max(  )!()!()!(!
!

         ),(                 (2.4)    

k, l = 0,1,…,n. 

(Aitken ve Gonin (1935)) ve Johnson, Kotz ve Balakrishnan (1997)) 

 

2.3. �ki De�i�kenli Poisson Da�ılımı 
 

   �ki de�i�kenli Poisson da�ılımına ili�kin Campbell (1934) tarafından 

önemli çalı�malar ortaya konmu�tur. Holgate (1964) çalı�malarında, iki 

de�i�kenli Poisson da�ılımının önemli bir sınıfından söz etmi�tir. Bu,  

 

1211 YYX +=     ve     1222 YYX +=  

 

de�i�kenlerinin birle�ik da�ılımına dayanır.  

 

 Burada 1Y , 2Y  ve 12Y  sırasıyla 1θ , 2θ  ve 12θ  parametreli kar�ılıklı 

ba�ımsız Poisson rasgele de�i�kenleridir.  

 

 1X  ve 2X ’nin birle�ik olasılık fonksiyonu �öyledir: 

 

{ } �
=

−−
θ+θ+θ− θ

−
θ

−
θ

====
),(min

0

12

2

2

1

1)(
212211

21 21

1221

!)!()!(
),(,

xx

i

iixix

iixix
exxPxXxXP  

(2.5) 
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 �ki de�i�kenli Poisson da�ılımının olasılık türeten fonksiyonu (pgf) �u 

�ekildedir: 

 

)}1)(1()1()1(exp{)}1()1()1({exp 21122112112211 −−φ+−φ+−φ=−θ+−θ+−θ tttttttt
    (2.6) 

Burada 1211 θθφ +=  ,  1222 θθφ +=   ve  1212 θφ =   olmaktadır.  

 

2.4. Olasılık Türeten Fonksiyon (Probability Generating 

Function - pgf)  ve Faktoriyel Moment Türeten Fonksiyon 

(Factorial Moment Generating Function - fmgf) 
 

 Sayılabilen bir X rasgele de�i�kenini göz önüne alalım, yani negatif 

olmayan de�erler alan kesikli bir X rasgele de�i�keni olsun. Olasılık türeten 

fonksiyon (pgf), tek de�i�ken için  

�==ψ
x

xX xPttEt )(][)(                                                                                      (2.7)                                   

formülü ile, 2 de�i�ken için ise 

  

��==ψ
x y

yxYX yxpststEst ),(].[),(                                                                (2.8) 

formülü ile hesaplanmaktadır. 

Bu formülde α+= 1t  ve β+= 1s  alındı�ında faktöriyel moment türeten 

fonksiyon (fmgf) elde edilir; 

 

�� β+α+=βα
x y

yx yxpF ),()1()1(),(                                                             (2.9)                                                
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2.5. �ki De�i�kenli Binom Da�ılımının Olasılık Türeten 

Fonksiyonunun Bulunması 
 

 �ki de�i�kenli binom da�ılımının birle�ik olasılık fonksiyonu (2.4) 

numaralı formülde oldu�u gibi �öyle idi: 

 

ilkniliki
lk

nlki ilkniliki
n

lkp +−−−−

−+=

ΠΠΠΠ
+−−−−

= � 22211211

),min(

) ,0max(  )!()!()!(!
!

         ),(                               

k, l = 0,1,…,n. 

Bu da�ılımın birle�ik olasılık türeten fonksiyonu bulunurken a�a�ıdakiler 

tanımlanır: 

 

 
 

�
=

ξ=ξ
n

i

i

1
11      ,      �

=
ξ=ξ

n

i

i

1
22     , i=1,…,n. 

 

),( 21 ξξ  rasgele vektörünün birle�ik olasılık türeten fonksiyonu, 

 

n

xx
xx

xx qstst �
�
�

�
	
	



�
=ψ �

=

1

0,
,

21

21

21),(                                                               (2.10)                    

formülü ile bulunur ve burada { }2211,  ,
21

xxPq ii
xx =ξ=ξ= ,   .1,0, 21 =xx  
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21 ,xxq  de�erleri hesaplandı�ında,  

11111,1 )( Π== BAPq          

12110,1 )( Π== cBAPq  

21111,0 )( Π== BAPq c        

22110,0 )( Π== cc BAPq  

nqstqstqstqstst ) (),( 0,0
00

1,0
10

0,1
01

1,1
11 +++=ψ                                             

( )nsttsst 22211211),( Π+Π+Π+Π=ψ                                                      (2.11)

  

olarak bulunur.  

 

Burada marjinal olasılık türeten fonksiyonu �u �ekilde elde edilir; 

( )ntttt 22211211)()1,( Π+Π+Π+Π=ψ=ψ  

( )ntt )()()( 22211211 Π+Π+Π+Π=ψ  

 

           1.1211 Π=Π+Π   ve   2.2221 Π=Π+Π   olarak yazılırsa; 

( )ntt .21.)( Π+Π=ψ  olarak bulunur.  

 

Aynı �ekilde ; 

( )nssss 22211211)(),1( Π+Π+Π+Π=ψ=ψ  

( )nss )()()( 22122111 Π+Π+Π+Π=ψ  

           .12111 Π=Π+Π  ve .22212 Π=Π+Π  olarak yazılırsa; 

( )nss 2..1)( Π+Π=ψ  olarak bulunur.  
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Formülde  α+= 1t  ve β+=1s  yazılırsa faktöriyel moment türeten 

fonksiyonu elde edilir. 

[ ]�� Παβ+Πβ+Πα+=β+α+=βα
k

nl

l

k lkpF  1 ),()1()1(),( 11
*
11        (2.12)    

burada    )( 11 AP=Π  ve )( 1
*
1 BP=Π   olmaktadır. 
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3. YEN� B�R ÜÇ DE���KENL� DE���T�R�LM�� B�NOM  

DA�ILIMI  

 

3.1. De�i�tirilmi� Üç De�i�kenli Binom Da�ılımı 
   

 A�a�ıdaki gibi dört katlı modeli göz önüne alalım.  

 

 

            B 

     A 

 

B1 

 

B2 

 

 

A1 

 

 

11Π  

r 

 

12Π  

k-r 

 

  k 

 

A2 

 

 

21Π  

l-r 

 

22Π  

n-k-l+r 

 

n-k 

             l n-l   n 

 

Burada deney sonuçları, A1, A2 olaylarından biri ve aynı anda B1, B2  

olaylarından biri olarak 1 ; 2,1, ,)(
ij

=Π=Π= � ijijji jiBAP  olasılıklarıyla 

gözlensin.  
 
Tanım 1:  n kez rasgele örnekleme altında; 1ξ , A1’in meydana gelme sayısını;  

2ξ , B1’in meydana gelme sayısını; 11ξ , A1B1’in meydana gelme sayısını 

göstersin.  
 



 

 

13 

 

Teorem 1:(Bairamov, Balakrishnan (2004)) 
a) 1ξ , 2ξ  ve 11ξ  rasgele de�i�kenlerinin birle�ik olasılık fonksiyonu a�a�ıda 

gösterildi�i gibidir.  

 

{ } rlknrlrkr

rlknrlrkr
n

rlkPrlkp +−−−− ΠΠΠΠ
+−−−−

==ξ=ξ=ξ= 222112111121 )!()!()!(!
!

,,),,(                          

                                                                                                                  (3.1) 

k, l = 0,1,…,n       ve       r = max(0, k+l-n),…,min(k,l) 

 

b) Bu da�ılımın birle�ik olasılık türeten fonksiyonu �öyle hesaplanır. 
 

 
 

 
 

 
 

�
=

ξ=ξ
n

i

i

1
11    ,   �

=
ξ=ξ

n

i

i

1
22    ,   �

=
ξ=ξ

n

i

i

1
1111    ,  i = 1,…,n. 

 

n

xxx
xxx

xxx qzstzst �
�
�

�
	
	



�
=ψ �

=

1

0,,
,,

321

321

321),,(    formülünde                                    

{ }3112211,, , ,
321

xxxPq iii
xxx =ξ=ξ=ξ=  ,     1,0,, 321 =xxx  olmaktadır.  
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321 ,, xxxq  de�erleri hesaplandı�ında, 

{ } 1111111,1,1 )( Π== BABAPq  

{ } 0)( 11110,1,1 == cBABAPq  

{ } 0)( 11111,0,1 == BABAPq c  

{ } 1211110,0,1 )( Π== cc BABAPq  

{ } 0)( 11111,1,0 == BABAPq c  

{ } 2111110,1,0 )( Π== cc BABAPq  

{ } 0)( 11111,0,0 == BABAPq cc  

{ } 2211110,0,0 )( Π== ccc BABAPq  

 

nqzstqzstqzst

qzstqzstqzstqzstqzstzst

)

(),,(

0,0,0
000

1,0,0
100

0,1,0
010

1,1,0
110

0,0,1
001

1,0,1
101

0,1,1
011

1,1,1
111

+++

++++=ψ
      

 

nsttszzst )(),,( 22211211 Π+Π+Π+Π=ψ                                                         (3.2)                            

 

 olarak bulunur. 
 
3.2. Kesikli  )( 1121 ξξξξξξξξξξξξ ,,   Rasgele Vektörünün Marjinalleri 

 

 Kesikli ),,( 1121 ξξξ  rasgele vektörünün tek de�i�kenli marjinalleri de 

sırasıyla )( 1211 Π+Π , )( 2111 Π+Π   ve 11Π   olasılıklarına sahip binom 

da�ılımı gösterir.  
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{ } ( ) ( )[ ] knk

k

n
kP −Π+Π−Π+Π��

�

�
		



�
==ξ 121112111 1                                              

 k = 0,1,…,n 

 

{ } ( ) ( )[ ] lnl

l

n
lP −Π+Π−Π+Π��

�

�
		



�
==ξ 211121112 1                                                

 l = 0,1,…,n 

 

{ } [ ] rnr

r

n
rP −Π−Π��

�

�
		



�
==ξ 111111 1                                                                     

 r = 0,1,…,n 

�ki de�i�kenli marjinalleri de �u �ekildedir: 

 

( )21,ξξ ’nin birle�ik da�ılımı (2.4) formülündeki olasılık fonksiyonuna sahip iki 

de�i�kenli binom da�ılımıdır ve olasılık türeten fonksiyonu (pgf) ise (2.11) 

formülünde verildi�i gibi 

 

( )nsttsst 22211211)1,,( Π+Π+Π+Π=ψ                                                                  

 

olmaktadır.  

 
( )111 ,ξξ  ‘in birle�ik olasılık fonksiyonu,  

{ } rlknrlrkr
n

l rlknrlrkr
n

rkP +−−−−

=

ΠΠΠΠ
+−−−−

==ξ=ξ � 22211211
0

111 )!()!()!(!
!

,       

 

ve pgf’si de    

 ( )nttzzt 22211211),1,( Π+Π+Π+Π=ψ                                                            
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olarak bulunur.   

 
( )112 ,ξξ ‘in birle�ik olasılık fonksiyonu,  
 

{ }
rlknrlrkr

n

k rlknrlrkr
n

rlP

+−−−−

=

ΠΠΠΠ×
+−−−−

==ξ=ξ �

22211211

0
112 )!()!()!(!

!
,

                             

 
ve pgf’si de    
 

( )nsszzs 22122111),,1( Π+Π+Π+Π=ψ                                                           
 
olarak bulunur.  

 
Tanım 2:  A�a�ıdaki model için, 

 

 

          B    

     A      

 

B1 

 

B2 

 

B3 

 

 

 

A1 

 

11P  

 

 

12P  

            

 

13P  

 

 

k 

 

A2 

 

 

21P  

 

22P  

 

23P  

 

A3 

 

 

      

     31P  

 

 

32P  

 

 

33P  

 

 
 
 
 n-k 

        l n-l  n 

r 
       k-r 

   n-k-l+r  l-r 
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n kez rasgele örnekleme altında; 1ξ , A1’in meydana gelme sayısını;  2ξ , B1’in 

meydana gelme sayısını; 11ξ , A1B1’in meydana gelme sayısını göstersin.  

Teorem 1’den ( 1ξ , 2ξ  , 11ξ  ) ‘nin birle�ik olasılık fonksiyonu (3.1) 

formülündeki gibi verilmi�ti.  

{ }
rlknrlrkr

rlknrlrkr
n

rlkPrlkp

+−−−− ΠΠΠΠ×
+−−−−

==ξ=ξ=ξ=

22211211

1121 )!()!()!(!
!

,,),,(
        

k, l = 0,1,…,n       ve       r = max(0, k+l-n),…, min(k,l) 

Burada 1111 p=Π , 131212 pp +=Π , 312121 pp +=Π , 

3332232222 pppp +++=Π  olmaktadır.  

( 1ξ , 2ξ , 11ξ  ) ‘in birle�ik olasılık fonksiyonu bir di�er �ekilde �öyle bulunabilir: 

 

 

A        B  

 

B1 

 

B2 

 

B3 

 

 

 

A1 

 

11P  

r 

 

12P  

 i           

 

13P  

k-r-i 

 

 

k 

 

A2 

 

 

21P  

j 

 

22P  

 

23P  

 

A3 

 

      

     31P  

      l-r-j 

 

32P  

 

33P  

 

 
 
 
  n-k 

        l n-l  n 

   n-k-l+r 
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{ }
rlknjrljirkir

rk

i

rl

j

ppppppppp

rlknjrlirkjir
n

rlkPrlkp

+−−−−−−

−

=

−

=

+++×

+−−−−−−
==ξ=ξ=ξ= ��

)(

)!()!()!(!!!
!

,,),,(

333223223121131211

0 0
1121

    (3.3) 

k, l = 0,1,…,n      ve     r = max(0, k+l-n),…, min(k,l).                         

A�a�ıda verilen tabloda 4=n   ve 
9
1=ijp  , i,j=1,2,3 olasılıkları için 

{ }rlkPrlknf =ξ=ξ=ξ= 1121 ,,),,,(  ‘nin sayısal de�erleri hesaplanmı�tır.  

Tablo 3.1:  4=n  ve 
9
1=ijp  (i,j=1,2,3) olasılıklarına ili�kin ),,,( rlknf  ‘nin 

sayısal de�erleri. 

n k l r f(n,k,l,r)  n k l r f(n,k,l,r) 

4 0 0 0 0.039  4 2 3 1 0.015 

4 0 1 0 0.078  4 3 2 1 0.015 

4 1 0 0 0.078  4 2 2 0 0.015 

4 1 1 1 0.039  4 2 3 2 0.015 

4 1 1 0 0.117  4 3 3 2 7.316× 10-3 

4 0 2 0 0.059  4 4 1 1 4.877× 10-3 

4 1 2 0 0.059  4 4 2 2 3.658× 10-3 

4 2 0 0 0.059  4 0 4 0 2.439× 10-3 

4 2 1 0 0.059  4 1 4 1 4.877× 10-3 

4 1 2 1 0.059  4 2 4 2 3.658× 10-3 

4 2 2 1 0.059  4 3 3 3 2.439× 10-3 

4 2 2 2 0.015  4 4 3 3 1.279× 10-3 

4 2 1 1 0.059  4 4 0 0 2.439× 10-3 

4 3 0 0 0.02  4 4 4 4 1.524× 10-4 

4 3 1 1 0.029  4 1 3 0 9.755× 10-3 

4 3 1 0 9.755× 10-3  4 3 2 2 0.015 

4 0 3 0 0.02  4 3 4 3 1.219× 10-3 

4 1 3 1 0.029       
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        ),,,( rlknf  ‘nin de�erleri için tabloyu olu�tururken; k, l ve r’nin tüm 

mümkün de�erlerini göz önüne alırız. n = 4 için,  k; 0,1,2,3,4 de�erlerini, l; 

0,1,2,3,4 de�erlerini alır ve r; max (k+l-4, 0)’dan min(k,l)’a kadar de�erler alır. 

Örne�in; k = 1 ve l = 3 oldu�unda r = 0, 1 de�erlerini alır. Aynı �ekilde k = 3 ve 

l = 2 oldu�unda r = 1, 2 de�erlerini alır.  

 

3.3. Deneyin m×××× m Mümkün Sonuçlarının Oldu�u Durum 
 

         Deneydeki sonuçlar A1, A2,…,Am’lerden biri ve B1, B2,…,Bm’lerden biri 

olmak üzere e� zamanlı olarak sınıflandırılsın. 

ijji pBAP =)( ,  i, j = 1,2,…,m   olasılıklarına sahip ve 1=� ijp  olsun. Deneyin 

sonuçları ji BA  , i, j = 1,2,…,m çiftleridir. Deneyin n kez tekrarlandı�ı ve 

denemelerin birbirinden ba�ımsız oldu�u varsayılsın.  

 

Tanım 3: n kez rasgele örnekleme altında; 1ξ , A1’in meydana gelme sayısını;  

2ξ , B1’in meydana gelme sayısını; 11ξ , A1B1’in meydana gelme sayısını; 12ξ , 

A1B2’nin meydana gelme sayısını göstersin.  

 

         Bu durum için 1ξ , 2ξ  ve 11ξ  rasgele de�i�kenlerinin birle�ik olasılık 

fonksiyonu �u �ekildedir: 

 

{ }
rlknrlrkr

rlknrlrkr
n

rlkP

+−−−− ΠΠΠΠ×
+−−−−

==ξ=ξ=ξ

22211211

1121 )!()!()!(!
!

,,
                            (3.4) 
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Burada 1111 p=Π ,  �
=

=Π
m

j
jp

2
112 ,   �

=
=Π

m

i
ip

2
121 ,  � �

= =
−−−=Π

m

j

m

i
ij ppp

2 2
111122 1   

olmaktadır.  

 

Teorem 2: (Bairamov, Balakrishnan (2004)) 

 

 a) 1ξ , 2ξ  ve 12ξ  rasgele de�i�kenlerinin birle�ik olasılık fonksiyonu a�a�ıdaki 

gibi bulunmu�tur: 

 

{ }
ilknjiljrikri

lrk

nlki

il

j ilknjilrikjir
n

rlkP

+−−−−−−

−

−+=

−

=

Π−Π−Π−Π−Π−ΠΠΠΠΠ×

+−−−−−−
==ξ=ξ=ξ � �

)1(

)!()!()!(!!!
!

,,

31211312113121131211

),min(

),0max( 0
1221     (3.5) 

 

l = 0,1,…,n-r   ;    k = r, r+1,…,n  ;   r = 0,1,…,n. 

 

Burada   1111 p=Π  ,   1212 p=Π ,   �
=

=Π
m

j
jp

3
113 , 2121 p=Π ,  �

=
=Π

m

i
ip

3
131   

 

b) Birle�ik olasılık türeten fonksiyonu; 

 

nasatatzatsazst )(),,( 54321 ++++=ψ                                                         (3.6)                                                              

 

111 pa =  , 122 pa =  , �
=

=
m

j
jpa

3
13  , �

=
=

m

i
ipa

2
14   ve ��

= =
=

m

i

m

j
ijpa

2 2
5  ‘dir.  
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�spat : Model sembolik olarak a�a�ıdaki gibi tanımlanır: 

 

 

A          B 

 

 

B1 

 

 

B2                   

 

    . . . . . . .  

 

Bm 

 

 

 

A1 

 

 

11p  

i 

 

12p  

r 

 

. . . . . . . 

 

mp1  

 

k 

 

A2 

 

 

21p  

j 

 

22p  

 

. . . . . . . 

 

mp2  

. 

. 

. 

   

. . . . . . . 

. 

. 

. 

 

 

Am 

 

 

1mp  

 

2mp  

 

. . . . . . . 

 

mmp  

 

 
 
 
 
 
 
n-k 

 l n-l n 

 

 

a) Deney n kez tekrarlandı�ı zaman  A1 olayının B2 ile birlikte r kez 

uygulanması ��
�

�
		



�

r

n
  �ekilde, A1 olayının B1 ile olması ��

�

�
		



� −
i

rn
 �ekilde, A1 olayının 

B3, B4,…, Bm olayları ile olması da  ��
�

�
		



�

−−
−−

rik

irn
  �ekilde olur. B1 olayının A2 

       k-i-r 

  
 l-i-j 

       n-k-l+i 
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olayı ile olması ��
�

�
		



� −
=��

�

�
		



� −−−−−
j

kn

j

rikirn )(
  �ekilde, B1 olayının A3, 

A4,…,Am olayları ile olması ��
�

�
		



�

−−
−−

jil

jkn
 �ekilde olur. Böylece, n kez tekrarlanan 

ba�ımsız denemelerde, A1 olayının i kez, B1 olayının j kez ve A1B2 olayının r 

kez görüldü�ü mümkün durumların sayısı,  

 

)!()!()!(!!!
!

ilknjilrikjir
n

jil

jkn

j

kn

rik

irn

i

rn

r

n

+−−−−−−
=��

�

�
		



�

−−
−−

��
�

�
		



� −
��
�

�
		



�

−−
−−

��
�

�
		



� −
��
�

�
		



�

  

 

olmaktadır. Ayrıca her durum,    
ilknjiljrikri +−−−−−− Π−Π−Π−Π−Π−ΠΠΠΠΠ )1( 31211312113121131211 ’nin aynı 

olasılı�ına sahiptir.  

 

Burada j, 0’dan 1-i’ye ve i, max(0, k+l-n)’den min(k-r, l)’ye kadar 

de�i�ir ve sonuçta (3.5) numaralı formül elde edilir.  

 
b) Birle�ik olasılık türeten fonksiyonunu elde edebilmek için, a�a�ıdakiler 

tanımlanır. 
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i = 1,2,…,n için  �
=

ξ=ξ
n

i

i

1
11    ,   �

=
ξ=ξ

n

i

i

1
22    ,   �

=
ξ=ξ

n

i

i

1
1111    oldu�u açıktır.  

 

         n deneme birbirinden ba�ımsız oldu�u için, ),,( 1221 ξξξ  rasgele 

vektörünün olasılık türeten fonksiyonu �u �ekilde yazılabilir: 

 

�
�
�

�
	
	



�
=ψ �

=

1

0,,
,,

321

321

321),,(
xxx

xxx
xxx qzstzst                                                            

 

{ }31122113,2,1
, , xxxPq iii

xxx =ξ=ξ=ξ=  , .1,0,, 321 =xxx  

{ } 0)( 21111,1,1 == BABAPq  

{ } 1121110,1,1 )( pBABAPq c ==  

{ } 1221111,0,1 )( pBABAPq c ==  

{ } �
=

==
n

j
j

cc pBABAPq
3

121110,0,1 )(  

{ } 0)( 21111,1,0 == BABAPq c  

{ } �
=

==
n

i
i

cc pBABAPq
2

121110,1,0 )(  

{ } 0)( 21111,0,0 == BABAPq cc  

{ } ��
= =

==
n

i

n

j
ij

ccc pBABAPq
2 2

21110,0,0 )(  
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Bu elde edilenler yerine kondu�unda (3.6) elde edilir.   

l = 0,1,…,n-r ;    k = r, r+1,…, n ;    r = 0,1,…,n. 

 

Teorem 3:  

a) A�a�ıdaki model için, n kez rasgele örnekleme altında 1ξ , A1’in meydana 

gelme sayısını, 2ξ , B1’in meydana gelme sayısını, 12ξ , A1B2’nin meydana 

gelme sayısını ve 21ξ , A2B1’nin meydana gelme sayısını göstersin. 

 

 

A          B 

 

 

B1 

 

 

B2                   

 

B3 

 

 

 

A1 

 

 

11p  

i 

 

12p  

r 

 

13p  

k-i-r 

 

k 

 

A2 

 

 

21p  

m 

 

22p  

 

23p  

 

A3 

 

 

31p  

l-i-m 

 

32p  

 

33p  

 

 
 
 
n-k 

 l n-l n 

 

{ }mrlkP =ξ=ξ=ξ=ξ 211221 ,,,  = 

�
−−

−+= +−−−−

−−

+++×
+−−−−−−

),(min

)0,(max
3332232231

21131211

)(

)!()!()!(!!!
!

mlrk

nlki ilknmil

mrikri

ppppp

pppp
ilknmilrikmri

n

        (3.7) 

 

   n-k-l+i 
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Burada k, l, r ve m’nin sınırları �u �ekildedir:  

k= r, r+1,..., n-m   ;   l= m, m+1,..., n-r   ;   r= 0, 1,..., n-m  ;  m= 0, 1,...,n. 

 

      Sınırların kontrolü amacıyla n=10 de�eri ve her bir olasılı�ın e�it oldu�u 

yani 1/9 oldu�u durum için toplam olasılık de�eri Mathcad programında 1 

olarak bulunmu�tur.  

0

n

m 0

n m−

r r

n m−

k m

n r−

l max0 k l+ n−,( )

mink r− l m−,( )

i

n!
i! r!⋅ m!⋅ k i− r−( )!⋅ l i− m−( )!⋅ n k− l− i+( )!⋅
�
	



�
�
�

1

9
�
	


�
�
�

k l+ i− 4

9
�
	


�
�
�

n k− l− i+
⋅

�


�

�
�
�

⋅�
=

�
=

�
=

�
=

�
=

1=

 

        A�a�ıdaki tabloda 2=n  ve pij=
9
1 , i, j = 1, 2, 3 için 

{ }mrlkPmrlknf =ξ=ξ=ξ=ξ= 211221 ,,,),,,,(  olasılıklarının sayısal de�erleri 

verilmi�tir.  

Tablo 3.2: 2=n  ve 
9
1=ijp  , (i,j=1,2,3)   olasılıkları için ),,,,( mrlknf   ‘nin 

sayısal de�erleri. 

n k l r m f(n,k,l,r,m)  n k l r m f(n,k,l,r,m) 

2 0 0 0 0 0.198  2 1 1 1 0 0.025 

2 0 1 0 0 0.099  2 2 0 1 0 0.025 

2 0 2 0 0 0.012  2 2 1 1 0 0.025 

2 1 0 0 0 0.099  2 2 0 2 0 0.012 

2 1 1 0 0 0.123  2 0 1 0 1 0.099 

2 1 2 0 0 0.025  2 0 2 0 1 0.025 

2 2 0 0 0 0.012  2 1 1 0 1 0.025 

2 2 1 0 0 0.025  2 1 2 0 1 0.025 

2 2 2 0 0 0.012  2 1 1 1 1 0.025 

2 1 0 1 0 0.099  2 0 2 0 2 0.012 
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Tablo 3.3:  3=n  ve 
9
1=ijp  , (i,j=1,2,3)   olasılıkları için ),,,,( mrlknf  ‘nin 

sayısal de�erleri. 

n k l r m f(n,k,l,r,m)  n k l r m f(n,k,l,r,m) 

3 0 0 0 0 0.088  3 2 0 2 0 0.016 

3 1 0 0 0 0.066  3 3 0 2 0 4.115× 10-3 

3 2 0 0 0 0.016  3 2 1 2 0 4.115× 10-3 

3 3 0 0 0 1.372× 10-3  3 3 1 2 0 4.115× 10-3 

3 0 1 0 0 0.066  3 3 0 3 0 1.372× 10-3 

3 1 1 0 0 0.099  3 0 1 0 1 0.066 

3 2 1 0 0 0.037  3 1 1 0 1 0.033 

3 3 1 0 0 4.115× 10-3  3 2 1 0 1  4.115× 10-3 

3 0 2 0 0 0.016  3 0 2 0 1 0.033 

3 1 2 0 0 0.037  3 1 2 0 1 0.041 

3 2 2 0 0 0.025  3 2 2 0 1 8.23× 10-3 

3 3 2 0 0 4.115× 10-3  3 0 3 0 1  4.115× 10-3 

3 0 3 0 0 1.372× 10-3  3 1 3 0 1 8.23× 10-3 

3 1 3 0 0 4.115× 10-3  3 2 3 0 1  4.115× 10-3 

3 2 3 0 0 4.115× 10-3  3 1 1 1 1 0.033 

3 3 3 0 0 1.372× 10-3  3 2 1 1 1 8.23× 10-3 

3 1 0 1 0 0.066  3 1 2 1 1 8.23× 10-3 

3 2 0 1 0 0.033  3 2 2 1 1 8.23× 10-3 

3 3 0 1 0 4.115× 10-3  3 2 1 2 1  4.115× 10-3 

3 1 1 1 0 0.033  3 0 2 0 2 0.016 

3 2 1 1 0 0.041  3 1 2 0 2       4.115× 10-3 

3 3 1 1 0 8.23× 10-3  3 0 3 0 2       4.115× 10-3 

3 1 2 1 0  4.115× 10-3  3 1 3 0 2       4.115× 10-3 

3 2 2 1 0 8.23× 10-3  3 1 2 1 2       4.115× 10-3 

3 3 2 1 0  4.115× 10-3  3 0 3 0 3  1.372× 10-3 
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b) Birle�ik olasılık türeten fonksiyonunu bulmak için, a�a�ıdakiler tanımlanır: 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

i = 1,2,…,n için �
=

ξ=ξ
n

i

i

1
11    ,   �

=
ξ=ξ

n

i

i

1
22    ,   �

=
ξ=ξ

n

i

i

1
1212  ,  �

=
ξ=ξ

n

i

i

1
2121     

 

oldu�u açıktır.  

 

n deneme birbirinden ba�ımsız oldu�u için, ),,,( 211221 ξξξξ  rasgele vektörünün 

olasılık türeten fonksiyonu �u �ekilde yazılabilir: 

 
n

xxxx
xxxx

xxxx qczstczst �
�
�

�
	
	



�
=ψ �

=

1

0,,,
,,,

4321

4321

4321),,,(   formülünde                                                                           

 

{ }4213122211,,, ,, ,
4321

xxxxPq iiii
xxxx =ξ=ξ=ξ=ξ= , 1,0,,, 4321 =xxxx olmaktadır. 
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4321 ,,, xxxxq  de�erleri a�a�ıdaki gibi hesaplanır. 
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==
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Elde edilenler formülde yerine konur.  
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1110
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1001

0,1,0,1
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1,1,0,1
1101
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0011

1,0,1,1
1011

0,1,1,1
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+++=ψ

 

n

i j
ijppspscptptzptsczst )(),,,(

3

2

3

2
3121131211 ��

= =

+++++=ψ  

Yapılan i�lemler sonucunda birle�ik olasılık türeten fonksiyonu �u �ekilde 

bulunur: 
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nasatascatzatsaczst )(),,,( 654321 +++++=ψ                                           (3.8)                     

111 pa =  ,      122 pa =  ,      213 pa =  ,     134 pa =   ,     315 pa =       ve  

��
= =

=
3

2

3

2
5

i j
ijpa  ‘dir.  

 
 
3.4. Kesikli  ),( 211221 ξξξξξξξξξξξξξξξξ ,,   Rasgele Vektörünün Marjinalleri 

 

         Kesikli  ),�,�,(� 211221 ξ  rasgele vektörünün tek de�i�kenli marjinalleri �u 

�ekildedir. 

 

[ ] knk pppppp
k

n
kP −++−++��

�

�
		



�
==ξ )(1)(}{ 1312111312111                               

 k= 0,…, n 

 

[ ] lnl pppppp
l

n
lP −++−++��

�

�
		



�
==ξ )(1)(}{ 3121113121112                                

 l=0,…,n 

 

[ ] rnr pp
r

n
rP −−��

�

�
		



�
==ξ 121212 1}{                                                                        

 r=0,…,n   
 

[ ] mnm pp
m

n
mP −−��

�

�
		



�
==ξ 212121 1}{                                                                    

 m=0,…,n             
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              Kesikli  ),�,�,(� 211221 ξ  rasgele vektörünün iki de�i�kenli marjinalleri 

de �u �ekilde ifade edilir. 
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),min(
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[ ]nasatacsatzatsaczst 654321),,,( +++++=ψ                            

[ ]nasatasatatsast 654321)1,1,,( +++++=ψ  

[ ]nbsbtbtsbstst 4321),()1,1,,( +++=ψ=ψ                                          

  Burada 6453342211 ,,, abaabaabab =+=+==  olmaktadır.  
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[ ]naataatzatazt 654321)1,,1,( +++++=ψ                                                 

[ ]nctctzcztzt 321),()1,,1,( ++=ψ=ψ  

 

Burada 653341221 ,, aaacaacac ++=+==  olmaktadır.  
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[ ]naatacatatact 654321),1,1,( +++++=ψ                                              

[ ]ndcdtdctct 321),(),1,1,( ++=ψ=ψ  

Burada   653324211 ,, aadadaaad +==++=  olmaktadır.  
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[ ]nasaasazasazs 654321)1,,,1( +++++=ψ                                                

[ ]nezesezszs 321),()1,,,1( ++=ψ=ψ  

Burada   643225311 ,, aaeaeaaae +==++=  olmaktadır.  
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[ ]nasaacsaasacs 654321),1,,1( +++++=ψ                                          

[ ]nfsfcsfcscs 321),(),1,,1( ++=ψ=ψ  

Burada   642351231 ,, aaafaafaf ++=+==  olmaktadır.  
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[ ]naaacazaacz 654321),,1,1( +++++=ψ     

[ ]ngzgcgczcz 321),(),,1,1( ++=ψ=ψ                                       

Burada   654132231 ,, aaaagagag +++===  olmaktadır.  

 

Kesikli  ),�,�,(� 211221 ξ  rasgele vektörünün üç de�i�kenli marjinalleri de �u 
�ekilde ifade edilir. 
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[ ]nasatasatzatsazst 654321)1,,,( +++++=ψ  
                          

[ ]nhshthtzhtshzstzst 54321),,()1,,,( ++++=ψ=ψ  
 
Burada   65534432211 ,,,, ahaahahahah =+====  olmaktadır.  
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[ ]nasatacsatatsacst 654321),1,,( +++++=ψ  

                       
[ ]njsjtjcsjtsjcstcst 54321),,(),1,,( ++++=ψ=ψ  

 
Burada   65544233211 ,,,, ajajaajajaj ==+===  olmaktadır.  



 

 

33 

 

� 
ilknmilmrikri

rn

ml

mlrk

nlki

ppppppppp

ilknmilrikmri
n

mrkP

+−−−−−−

−

=

−−

−+=

+++×

+−−−−−−
==ξ=ξ=ξ � �

)(

)!()!()!(!!!
!

},,{

333223223121131211

),min(

),0max(
21121   

 
[ ]naatacatzataczt 654321),,1,( +++++=ψ  

                                 
[ ]nkcktktzkcztczt 4321),,(),,1,( +++=ψ=ψ  

 
Burada   6543341221 ,,, aakakaakak +==+==  olmaktadır.  
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[ ]nasaacsazasaczs 654321),,,1( +++++=ψ  
                            

[ ]nnznsncsnczsczs 4321),,(),,,1( +++=ψ=ψ  
 
Burada   6442351231 ,,, aananaanan +==+==  olmaktadır.  
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4. �K� DE���KENL� B�NOM DA�ILIMININ �K� 

DE���KENL� PO�SSON DA�ILIMINA YAKLA�IMI 

 
         Tek de�i�kenli durumda, Poisson olasılık fonksiyonu, ∞→n   iken ve 

mnp →  ile binom olasılık fonksiyonunun limiti ile elde edilir. Aynı durum, iki 

de�i�kenli binom olasılık fonksiyonunun limitinin iki de�i�kenli Poisson olasılık 

fonksiyonunu vermesinde de geçerlidir.     

 

         �ki de�i�kenli binom da�ılımının tanımından, bir kitledeki her birey 

A veya A  aynı zamanda  B  veya B  olarak sınıflandırılmaktadır.  

 

 

A     B 

 

B   

 

 

B  

 

    

   A 

 

11p  

 

 

12p  

 

1p  

 

A  

 

21p  

 

 

22p  

    

1q  

 2p      2q   1 

 

 

 

         n kez örnekleme altında, yerine koyma söz konusu oldu�unda, A’nın 

meydana gelme sayısı x  ; B’nin meydana gelme sayısı y  olsun. 
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         Bilindi�i gibi x  ve  y  ‘nin iki de�i�kenli olasılık fonksiyonu �öyleydi: 
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Sabit  x  ve  y  için; ∞→n   ve  0,, 211211 →ppp    ,   mnp →11   ,  11 mnp →  ,  

22 mnp →  . 
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(Hamdan ve Al-Bayyati (1969)) 
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Teorem 4: ),( 211221 ξξξξξξξξξξξξξξξξ ,,  Dört De�i�kenli Binom Da�ılımının Dört 

De�i�kenli Poisson Da�ılımına Yakla�ımı 

 

n kez rasgele örnekleme altında 1ξ , A1’in meydana gelme sayısını, 2ξ , 

B1’in meydana gelme sayısını, 12ξ , A1B2’nin meydana gelme sayısını ve 21ξ , 

A2B1’nin meydana gelme sayısını göstersin. 

 

{ }mrlkP =ξ=ξ=ξ=ξ 211221 ,,, ’nin olasılık fonksiyonu (3.7) 

formülünde oldu�u gibi �öyledir. 

 

{ }mrlkP =ξ=ξ=ξ=ξ 211221 ,,,  = 

 

�
−−

−+= +−−−−−− +++×
+−−−−−−

),(min

)0,(max
333223223121131211 )(

)!()!()!(!!!
!

mlrk

nlki ilknmilmrikri ppppppppp

ilknmilrikmri
n

 

 

Burada k, l, r ve m’nin sınırları �u �ekildedir: 

  

k= r, r+1,..., n-m 

l= m, m+1,..., n-r 

r= 0, 1,..., n-m 

m= 0, 1,...,n 

 

       ∞→n   ve  0,,,, 3113211211 →ppppp  ,   1111 λ→np  ,  1212 λ→np  ,  

2121 λ→np ,   11 λ→np ,    22 λ→np   olarak yazılır.  

 

Burada  1312111 pppp ++=  ve 3121112 pppp ++=   olmaktadır. 
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      Olasılık fonksiyonunda olasılıkların yerine de�erleri yazıldı�ında; 
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Sonuç olarak; 

 

 

              (4.2) 

 

bulunur.  
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5. UYGULAMALAR 
 

1) A ve B oyuncularının bulundu�u stratejik bir oyunu göz önüne alalım. A 

oyuncusu, A1,A2,…,An stratejilerin 

2)  den birini kullanırken aynı anda B oyuncusu da B1,B2,…,Bn 

stratejilerinden birini kullanır. “A oyuncusu Ai stratejisini kullanırken B 

oyuncusunun Bj stratejisini kullanması” olayının olasılı�ı 

.,...,1,,)( njipBAP ijji ==   

    

         E�er A oyuncusu Ai stratejisini B oyuncusunun Bj stratejisine kar�ı 

kullanırsa, A oyuncusu aij birim kazanacak, B oyuncusu da aij birim 

kaybedecektir. Oyun n kez tekrarlanırsa, 1121 ,, ξξξ  rasgele de�i�kenlerinin 

birle�ik da�ılımı ile ilgileniriz. Burada 1ξ , A1 stratejisinin oynandı�ı durumların 

sayısını; 2ξ , B1 stratejisinin oynandı�ı durumların sayısını; 11ξ , A1 ve B1 

stratejilerinin aynı anda kullanıldı�ı durumların sayısını göstersin.  

  

       1ξ , 2ξ  ve 11ξ  rasgele de�i�kenlerinin birle�ik olasılık fonksiyonu �u 

�ekildedir: 

 

{ } rlknrlrkr

rlknrlrkr
n

rlkP +−−−− ΠΠΠΠ
+−−−−

==ξ=ξ=ξ 222112111121 )!()!()!(!
!

,,  

 

  Burada 1111 p=Π  , �
=

=Π
n

j
jp

2
112 ,  �

=
=Π

n

i
ip

2
121 ,  � �

= =
=Π

n

j

n

i
ijp

2 2
22   olmaktadır.  

 

(Bairamov ve Balakrishnan (2004)) 
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2) (X1 , Y1),…, (Xn , Yn), iki de�i�kenli bir da�ılımdan elde edilen bir örneklem 

olsun. Bu iki de�i�kenli da�ılımın da�ılım fonksiyonu ),( yxF  , marjinal 

da�ılım fonksiyonları da )(xFX  ve )(yFY  olsun. }:{# xXi i ≤ ile x ’den küçük 

olanların sayısı gösterilsin. 

 

}:{#1 xXi i ≤=ξ
       

}:{#2 yYj j ≤=ξ
      

},:),{(#11 yYxXji ji ≤≤=ξ
 

{ }xXA ≤=1      { }xXA >=2       ,      { }yYB ≤=1        { }yYB >=2  

 

{ } ),(),(,)( 111111 yxyxFyYxXPBAP Π==≤≤==Π  

{ } ),(),()(,)( 122112 yxyxFxFyYxXPBAP X Π=−=>≤==Π  

{ } ),(),()(,)( 211221 yxyxFyFyYxXPBAP Y Π=−=≤>==Π  

{ } ),(),()()(1,)( 222222 yxyxFyFxFyYxXPBAP YX Π=+−−=>>==Π  

 

( 1ξ , 2ξ  ve 11ξ ) a�anının birle�ik olasılık fonksiyonu �öyledir: 

 

{ }
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)!()!()!(!
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,,
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12111121

yxyx

yxyx
rlknrlrkr

n
rlkP

rlknrl

rkr
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−

ΠΠ×

ΠΠ
+−−−−

==ξ=ξ=ξ
 

k, l = 0,1,…,n       ;      r = max{0, k+l-n},…,min{k,l}  

 

(Bairamov ve Balakrishnan (2004)) 
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