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OZET

H sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzayr olamak iizere [0,c) araliginda tanimli ve
degerleri H ye ait olan Bochner anlaminda 6l¢iilebilir ve

[l o dx <0

kosulunu saglayan tiim f fonksiyonlarinin kiimesini L, (0,00; H) ile gosterelim. L, (0,o0; H)
kiimesi bir lineer uzaydir. Bu uzayin herhangi iki f ve g elemanlarinin i¢ ¢arpiminm

(f+8)0m = [ (F(0). g(x)dx

formiilii ile tammlarsak L, (0,e0; H) sonsuz boyutlu, ayrilabilir bir Hilbert uzay1 olusturur.

“Operatér Katsayth Bir Diferansiyel Operatoriin Negatif Ozdeger Sayisinin Asimtotik
Davrans1” adli bu tez ¢calismasinda L, (0,e0; H) uzayinda

’

1(y) =~(p(x)y"(x) =Q(x)y(x)
diferansiyel ifadesi ve & € (—o0,o0) bir sabit olmak iizere
cosa.y(0) +sina.y’(0) =0

sinir kosuluyla olusturulan bir diferansiyel operatoriin kapanisinin kendine es oldugu ve bu
kendine es operatoriin alttan yar1 sinirh oldugu, spektrumunun negatif kisminin ayrik oldugu
ispatlanmis ve — & dan (€>0) kiiciik olan 6zdegerlerinin N(¢) sayist igin € = 0 iken

I " a; (x)—¢
N =7 h+0wjﬁ;%ixf—;a;—ﬂg
_ - 6¥j () -¢
wa4zb+0@ jﬁ;%i%/—;ayﬂn

seklinde asimtotik formiiller bulunmustur. Bu formiillerde o, (x),a,(x),... ile tam siirekli
kendine es Q(x):H — H operatoriniin 6zdegerleri gosterilmistir. 7, ve S pozitif
sabitlerdir.

Anahtar Kelimeler: Hibert uzayi, kendine es operator, simetrik operator, kapali operator,
kapanabilir operator, Bochner integrali, 6zdeger, ayrik spektrum.
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ABSTRACT

Let L,(0,0; H)denote the set of all functions f, defined in the interval [0,c0) with values in

an infinite dimensional seperable Hilbert space H , which are measurable in the sense of
Bochner and satisfy the condition

[l o dx <o

The set L,(0,o0; H) is a linear space. The space L, (0,o0; H) becomes an infinite dimensional
seperable Hilbert space by defining the inner-product for any f and g in L,(0,;H) as

(f+8) 0 = | (F (). ().

In this thesis, entitled with “Asymptotic Behaviour of the Number of Negative Eigenvalues of
a Differential Operator with Operator Coefficient”, we prove that the closure of a symmetric
operator formed by the differential expression

’

1(») =~(p(x)y"(0) =Q(x0)y(x)
and the boundary condition
cos.y(0) +sina.y’(0) =0

where o € (—o0,0) is a constant, is self adjoint and this self adjoint operator is semi bounded
below and negative part of its spectrum is discrete in the space L,(0,o; H). Morover, for
number N(g) of eigenvalues smaller than —& (g£>0) we find asymptotic formulas of the
form

. " a; (x)—¢
N =z [1+0( )|§,- ) j § /—p(x) dx

o - ’ aj (X) —€
N(g) - [1 " O(e )]; a; (t[)zg p(x) &

when € = 0. o,(x),a,(x),... ,in the above formulas, denote the eigenvalues of the operator
Q(x): H - H which is completly continuous and self adjoint. #, and S are positive
constants.

Key Words: Hilbert space, self adjoint operator, symmetric operator, closed operator,

closable operator, Bochner integral, eigenvalue, discrete spectrum.
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1. GIRIS

Bu caligmada ikinci mertebeden operatdr katsayili bir diferansiyel ifade ile olusturulan
simetrik operatoriin kapanisinin kendine es oldugu ve bu kendine es operatoriin alttan yart
sinirhh oldugu, spektrumunun negatif kismimin ayrik oldugu ispatlanmis ve negatif

Ozdegerlerin sayis1 i¢in asimtotik formiiller bulunmustur.
Asagida bu tez caligsmasinin temel ayrintilarini verecegiz:

3.1 H sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzay1 olsun. Bu uzayda i¢ ¢carpim1 (.,.) ve normu

|| ile gosterecegiz. —eo<a<b<oco olmak iizere (a,b) arahginda tammli, degerleri

H uzayina ait olan ve

1 f:la,b] > H fonksiyonu Bochner anlaminda ol¢iilebilirdir.

b
2 [[lf o) dx < oo

kosullarin1  saglayan tim f fonksiyonlarinin kiimesini L,(a,b;H) ile gosterecegiz.

L, (a,b; H)kiimesi bir lineer uzaydir. Bu lineer uzayin

b
(f+&)um = | (F(), gCNdx  (fg € Ly(a,b;H))

fonksiyonu ile bir Hilbert uzay1 oldugu bilinmektedir. (Kirillov, 1976).

Q(x) her x€[0,) icin H den H ye kendine es bir operator olsun. Ayrica Q(x) operator
fonksiyonun [0,c0) aralifinda B(H) uzayindaki norma gore siirekli bir operatdr fonksiyon
oldugunu varsayacagiz. p(x) [0,e) araliginda tanimli ve siirekli tiireve sahip olan bir
fonksiyon olsun. ¢, < p(x) <c, olacak sekilde ¢, ve ¢, pozitif sabitlerinin var oldugunu
kabul edelim. [0,e0) aralifinda H uzaymdaki norma gore ikinci mertebeden siirekli tiireve

sahip olan, & € (—e0, ) bir sabit olmak tizere

cosa.y(0) +sina.y’(0) =0

kosulunu saglayan ve oo da kompakt destege sahip olan tiim y(x) fonksiyonlarinin kiimesi



D(L,) olsun. L, :D(L,) = L,(0,;H)

’

(Lyy)x) = ~(p(x)y'(x)) —Q(x)y(x)

operatoriinii géz Oniine alalim. 3.1 kisminda elde edilen temel sonu¢ asagidaki teoremden

ibarettir:
Teorem 3.1.6 : Eger her xe [0,~) i¢in Q(x) < Bl olacak sekilde bir f € (—oo0,00) sabiti

varsa L = L_O operatorii kendine estir. D(L) L,(0,00; H) uzaymin

® a) y(x) ve y'(x) hersonlu [0,a] arahiginda H uzaymdaki norma gore mutlak siireklidir.

’

* b) —(p(x)y'(x)) —Q(x)y(x) € L, (0,00, H)

« ©) cosa.y(0)+sina.y’(0) =0

kosullarini saglayan tiim y = y(x) fonksiyonlarindan ibarettir. Ayrica

(Ly)0) = ~(p()y' () —0)y(x)  ye D) dir.

3.2 Bu kisimda Q(x) operatdr fonksiyonunun bazi ek kosullart sagladigi da varsayilarak

sina =0 halinde kendine es L operatdriiniin alttan yar1 sinirli oldugu, spektrumunun negatif
kismimin ayrik oldugu ispatlanmis ve negatif Ozdegerlerinin sayisi icin bazi esitsizlikler

ispatlanmstir.

3.3 L operatoriiniin - € dan (£>0) kiiciik olan 6zdegerlerinin sayisim N(€) ile gosterelim.
Ayrica  tam  siirekli kendine es Q(x):H > H operatoriiniin ~ 6zdegerleri

o, (x) 20, (x) ... 20d,(x)... olsun. Bu kisimda farkl kosullar altinda £ — 0 iken

a.(x)—¢€
NE) =x"[1+0(" < d 1.1

ve

5 a.(x)—&
NE)=x"1+0(* ———d 1.2



seklinde farkli asimtotik formiiller bulunmustur. Bu formiillerde 7, ve [ pozitif sabitlerdir.

3.3, (1.1) ve (1.2) asimtotik formiilleri Q(x) operator fonksiyonunun farkli kosullart sagladigi
varsayllarak bulunmustur. 3.4 kisminda varsayilan kosullar1 saglayan Q(x) operator
fonksiyonuna 6rnekler verilmistir.

Cesitli diferansiyel operatorlerin negatif 6zdeger sayisimin asimtotik davramisi Skacgek,B.Y.
(1963); Adigiizelov, E.E., (1980); Maksudov, F.G., Bayramoglu,M., Adigiizelov, E.E.,
(1993); Avc, H., (1998) ve Adigiizelov, E.E., Baksi,@., Bayramov,A., M., (2002)
calismalarinda incelenmistir. Adigiizelov, E.E., Oer, Z. (2002) ¢alismasinda yar1 eksende
verilmig Sturm-Liouville operatdriiniin negatif 6zdegerlerinin toplami i¢in asimtotik formiil
bulunmustur. Kostyuchenko, A.G., Levitan, B.M. (1967); BayramogluM., (1971);
Maksudov, F.G., Hiiseynov, V.G., (1978); Aslanov, G.1, (1984) ve bir¢ok calismada saf ayrik
spektruma sahip olan operator katsayili diferansiyel operatorlerin 6zdeger sayisinin asimtotik

davranisi incelenmistir.



2. ONBILGILER

2.1 Kapal ve Kapanabilir Operatorler
Tanmm 2.1.1 : X ve Y herhangi iki Banach uzay1 ve D(A) ¢ X olmak iizere A: D(A) —>Y

bir lineer operator olsun. Eger limx, =x ve limAx, =y kosullartm saglayan her

n—oo n—oo

{x,} € D(A) dizisii¢in xe D(A) ve y= Ax oluyorsa A ya kapah operatir denir.

Bu tanimdan goriildiigii gibi sinirlt lineer operatorler ile kapali operatdrler arasindaki temel

farklar sunlardir:

Eger A:D(A)—Y sinirhi lineer bir operatér ise limx, = x kosulunu saglayan her

{x,}© D(A) dizisi i¢in Ax, cY dizisi yakinsaktir. Ancak {x,} c D(A) dizisinin
yakinsadigi x€ X elemammin D(A) ya ait olmasi zorunlu degildir. Eger A:D(A)—Y

kapali operator ise limx, =x kosulunu saglayan her {x,}c D(A) dizisi i¢in bu defa

n—oo

Ax, cY dizisinin yakinsak olmasi zorunlu degildir. Fakat limx, =x ve limAx, =y ise

n—oo n—oo

x€ D(A) ve y=Ax dir.

Teorem 2.1.1 : X ve Y herhangi iki Banach uzayi ve A:D(A)—Y ( D(A)c X ) smurh
lineer bir operator olsun. A operatoriiniin kapali olmasi i¢in gerek ve yeter kosul D(A) nin

kapal1 olmasidir.
Ispat :

Gereklilik: A operatoriiniin kapali oldugunu varsayalim. x D(A) nin herhangi bir y1gilma

noktasi olsun. O halde limx, = x olacak sekilde bir {x, } © D(A) dizisi vardir. A operatorii

n—yeo

siirekli oldugundan {Ax,} dizisibir y€ Y elemanina yakinsar. Yani;

limAx, =y .

n—yeo

A operatorii kapali oldugundan xe D(A) ve Ax = yolmalidir. Boylece D(A) tiim y1gilma
noktalarini icerir. D(A) kapalidir.

Yeterlilik: D(A) nin kapali oldugunu varsayalim. {x,} c D(A) ; xe€ X ; yeY i¢in



limx, =x ve limAx, =y olsun. D(A) kapali oldugundan xe D(A) dir. Ote yandan A

n—oo n—oo

operatorii siirekli oldugundan lim Ax, = Ax yani y = Ax dir. A operatérii kapahdir. O

Teorem 2.1.2 : Kapali bir A operatoriiniin A tersi varsa A~ operatorii de kapalidir.
Ispat: limy, =y
ve

limA™y =x

n—yco

olsun. Burada {y,}cD(A")=R(A) {x,}cD(A) dir. Ayrica Ax, =y, olsun. Ters

operatdr tanimindan  x, =A™y, dir.

limAx, =y

n—yoo
ve

limx, = x dir.

A operatorii kapali oldugundan xe D(A) ve y=Ax dir. Boylece, ye R(A)=D(A™")
x=A"y olup A" operatorii kapalidir.
Teorem 2.1.3 : Tamim kiimesi kapali olan her kapali operator sinirlidir.

Tamm 2.1.2 : X ve Y herhangi iki Banach uzay1 ve D(A) c X olmak iizere A:D(A) —Y

kapali olmayan bir lineer operator olsun. Eger A nin kapali bir genislemesi varsa A ya

kapanabilir operator denir.

Eger A kapanabilir bir operator ise asagidaki 6zelliklere sahip olan bir A operatoril vardir:

) Ac A
2) A operatorii kapalidir.

3) B A nin herhangi bir kapali genislemesiise A C B.

A operatoriine A nin kapanisi denir. A operatoril soyle olusturulabilir:



limx, =x ({x,} = D(A))

n—yeco

Ve

limAx, =y

ise xe D(A) ve Ax= y kabul edilir.
Teorem 2.1.4: A kapalhdur.

Ispat: x,—x, ( {xn}CD(A*) ) ve A Xp— yo olsun. Her xe D(A) eleman i¢in

(Ax,x )=(x,A'x ) (xe D(A))

dir. Burada limite gecilirse

(Ax.x,)=(xy,)  (xeD(A)
elde edilir. Bu bagintidan A " 1n tanim geregince
xO € D(A*) ve A*xu = yu

elde edilir. o

A simetrik bir operatdr ise A © A" dir. Teorem 2.1.4 geregince A" operatorii kapalidir.

Dolayisiyla her simetrik operator kapanabilirdir.

2.2 Yar1 Smrh Operatorler

Tanmm 2.2.1 : A:D(A)— H herhangi bir simetrik operatdr olsun. Eger tim xe D(A)

elemanlar i¢in

(Ax,x) 2 c(x, x)

olacak sekilde bir ce R =(—co,00) sabiti varsa A ya alttan yari sutnirl operator denir.
Benzer sekilde iistten yar1 sinirli operatoriin tanimm verilebilir.

H bir Hilbert uzay1 ve D(A)=H olmak iizere A:D(A)— H alttan yar1 sinirli, kendine es



bir operatdr olsun. Bir ot € (—co,00) sabiti icin A operatoriiniin spektrumunun (—oo, o)

araligina ait olan kisminin sadece 6zdegerlerden ibaret oldugunu, her 6zdegerin katliliginin
sonlu oldugunu ve bu dzdegerler kiimesinin o dan kii¢iik olan bir yigilma noktasina sahip

olmadigini kabul edelim. Burada 6zel olarak 6(A) N (—oo,a) = olabilir. Bu durumda A

operatoriiniin spektrumunun (—o,Q) araligina ait olan kismu ayriktir denir.

2.3 Bochner Integrali
Tamm 2.3.1 : H aynilabilir bir Hilbert uzay1 ve f :[a,b]— H herhangi bir fonksiyon olsun.

Ayrica {E,}’ [a,b]:UEl. olacak sekilde [a,b] araligmnin ikiserli ayrik, Olciilebilir alt

i=1
kiimelerinin sonlu bir toplulugu olsun. Eger f fonksiyonu her E; kiimesinde sabit ise yani

hemen hemen her x € Eiicin f(x)=f, € H (i=1,2,...,n)ise f ye basit fonksiyon denir ve
f(x) = (fl’El;fZ’EZ;"';fn’En)
ile gosterilir.

Tamm 2.3.2 : f(x):[a,b] > H herhangi bir fonksiyon olsun. Eger [a,b] araliginda tanimli

H ' degerli basit fonksiyonlarin hemen hemen her yerde

lim|lfe )= f(0)] =0
k=00

kosulunu saglayan bir {f,} dizisi varsa f fonksiyonuna [a,b] arah@inda Bochner

anlaminda olgiilebilir (B-olgiilebilir) bir fonksiyon denir.

Tamm 2.3.3 : f(x):[a,b] — H herhangi bir fonksiyon olsun. Eger her h€ H igin (f(x),h)
skaler fonksiyonu Lebesgue anlaminda olgiilebilir ise f ye [a,b] araliginda Bochner

anlamnda zayif olgiilebilir (zayif B-olgiilebilir) bir fonksiyon denir.

Teorem 2.3.1 :Bir f:[a,b] > H fonksiyonu ancak ve ancak zayif B-0lciilebilir ise B-
Olciilebilirdir. Yani, f :[a,b] - H fonksiyonunun B-0l¢iilebilir olmasi ile zayif B-ol¢iilebilir

olmasi es degerdir.

Tamm.2.3.4: f(x) = (f,, E\; f5, Ey;...; f, E, ) :[a,b] = H herhangi bir basit fonksiyon olsun.



Zm(El.) f, toplamma f fonksiyonunun [a,b] araliinda Bochner integrali (B-integrali)

i=1

b
denir ve (B)j f(x)dx ile gosterilir.

Tanmm 2.3.5 : f :[a,b] — H herhangi bir fonksiyon olsun. Eger [a,b] araliginda tanimli H

degerli basit fonksiyonlarin

1) [a,b] aralifinda hhhy lim" fi)=f (x)||=0 dir. Yani f fonksiyonunun [a,b]
k—o0
araliginda B-ol¢iilebilirdir.

2) || fix)—=f (x)|| (k=1,2,...) fonksiyonlar1 [a,b] araliginda Lebesgue anlaminda integre
edilebilirdir.

3 lim@f 1 - f e =0

kosullarim saglayan bir {f, (x)};" dizisi varsa f ye [a,b] araliginda Bochner anlaminda

integre edilebilir (B-integre edilebilir) bir fonksiyon denir.

Eger f [a,b] araliginda B-integre edilebilir bir fonksiyon ve {f,(x)};" basit fonksiyonlarin
tanim 2.3.5 deki 1), 2) ve 3) kosullarini saglayan her hangi bir dizisi ise H uzayindaki
norma gore lim(B)j. fi(x)dx limitinin var oldugu ve bu limitin {f, (x)};" dizisinin se¢imine
bagl olmadig ispatlanabilir. (Erugin, 1978)

Tamm 2.3.6 : f [a,b] aralifinda B-integrallenebilir bir fonksiyon ve { f. (%)} basit

fonksiyonlarin tanim 2.3.5 deki 1), 2) ve 3) kosullarini saglayan bir dizisi olsun.

b
lim(B) J S (x)dx limitine f fonksiyonunun [a,b] araliginda Bochner integrali (B-integrali)
b
denir ve (B) I Sy (x)dx ile gosterilir.

E C[a,b] olsun.

1, xeFE ise

X (x) =
0, xela,b\E ise



fonksiyonuna E kiimesinin karakteristik fonksiyonu denir.

Tamm 2.3.7 :  f(x):[a,b] > H [a,b] araliginda B-integrallenebilir herhangi bir fonksiyon
b

ve E [a,b] araliginin Olciilebilir bir alt kiimesi olsun. (B) J X:(X)f(x)dx integraline f

fonksiyonunun E kiimesinde Bochner integrali (B-integrali) denir ve (B) _[E f(x)dx ile

gosterilir.

Tamm 2.3.8 : F(x):[a,b] > H herhangi bir fonksiyon olsun. Eger %, H uzaymnin herhangi
bir eleman1 ve f(x):[a,b]— H [a,b] aralifinda B-integrallenebilir bir fonksiyon olmak

lzere
F(x)= h+j|£f(t)dt 3 x€[a,b]

ise F fonksiyonuna [a,b] araliginda mutlak siireklidir denir. (Gorbaguk ve Gorbaguk, 1984)

H sonsuz boyutlu bir uzay ise mutlak siirekliligin bu tanimi aligilmis tanima denk degildir.

Eger F(x):[a,b] > H fonksiyonu [a,b] aralifinda mutlak siirekli ise yani he H ve

f(x):[a,b]—> H , [a,b] araliginda B-integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere
F(x)= h+_|.f(t)dt s xela,b]

ise [a,b] araliginda hhhy F’(x)e H tiirevi vardir ve F’(x) = f(x) [a,b] araliginda hhhy dir.

F(x):[a,b] > H mutlak siirekli bir fonksiyon ise

B
[F'(odx=F(B)-F(a)

her [o,B] c[a,b] icin Newton-Leibniz formiilii saglanir.

Tanmmm 2.3.9 (L,(a,b;H) Uzayr) : H bir ayrlabilir Hilbert uzay:r olsun. Bu uzayda i¢
carpimi (.,.) ve normu |||| ile gosterelim. —oo<a <b <o olmak lizere (a,b) araliginda

tanimli, degerleri H uzayina ait olan ve

1) f(x):(a,b) > H fonksiyonu Bochner anlaminda 6lgiilebilirdir.
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2) [[f @) dx <o

kosullarini saglayan tim f fonksiyonlarinin kiimesini L, (a,b; H) ile gosterelim. L, (a,b; H)

kiimesi bir lineer uzaydir. Bu lineer uzayin
b
(f+&)m = | (F(), gCNdx  (fg € Ly(a,b;H))

fonksiyonu ile bir Hilbert uzay:1 oldugu bilinmektedir. H uzay: ayrilabilir ise L,(a,b;H)

uzay1 da ayrilabilirdir (Kirillov, 1976). L, (a,b; H) uzaymda normu ||||(a " ile gosterecegiz.

24 L,(a,b;H) Uzayma Ornekler

1) H =R = (—o0,0) olsun. Budurumda L,(a,b; H) uzayireel L,(a,b) uzay1 olacaktir.
2) H =1, olsun. Bu durumda L,(a,b;H) uzayr f,,f,,... (a,b) araliginda tanimh

Olciilebilir fonksiyonlar olmak iizere

o 2
i) her te (a,b) igin Y |f,(1)] <eo
i=1
b 2
ii) [[2]f,@)] W <o

kosullarin1 saglayan tim x(t) ={f;(¢)}; vektor fonksiyonlarinin olusturdugu kiimedir ve

L,(a,b;H) de i¢ carpim

(%)) = i[i\mmw

W=l
seklinde tanimlanir. Burada y ={g,(¢)};" € L,(a,b;H) dur.

3) H= L,(c,d) (o< c<d <o) olsun. Bu taktirde L,(a,b;H) uzayr (a,b)x(c,d)

kiimesinde tanimli, 6l¢iilebilir

bl d
J{“u(x,t)ﬁdt}dx < oo

a c
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veya
bd
“.|u(x,t)|2dxdt < oo

kosulunu saglayan tiim u(x,f) fonksiyonlarinin kiimesidir. L,(a,b;H) in herhangi iki

u=u(x,t) ve v =v(x) fonksiyonlarinin i¢ carpimi

W, V) (i) = J(I u(x,t)v(x, t)dtjdx

a c

seklinde tanimlanir.
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3. OPERATOR KATSAYILI BiR DIiFERANSIYEL OPERATORUN NEGATIF
OZDEGER SAYISININ ASIMTOTIiK DAVRANISI

3.1 Operator Katsayil Bir Diferansiyel ifade ile Olusturulan Bir Simetrik Operatoriin
Kendine Es Bir Genislemesi Hakkinda

H sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzayr ve Q(x) her xe[0,) icin Hden H ye

kendine es bir operator olsun. Ayrica Q(x) in [0,e0) araliinda B(H) uzayindaki norma gore

siirekli bir operatér fonksiyon oldugunu varsayacagiz. p(x) [0,c0) araliginda tanimli ve

stirekli tiireve sahip olan bir fonksiyon olsun. ¢, < p(x) <c, olacak sekilde ¢, ve c,

pozitif sabitlerinin var oldugunu kabul edelim. [0,e0) araliinda H uzayindaki norma goére

ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip olan, & € (—0,0) bir sabit olmak iizere

cosa.y(0) +sina.y’(0) = 0 (3.1)

kosulunu saglayan ve oo da kompakt destege sahip olan tim y(x) fonksiyonlarinin kiimesi

D(L,) olsun. L, : D(L,) = L,(0,00; H)

(L, y)(0) = ~(p(0)y' () —0()y(x) (32)

operatoriinii goz oniine alalim. D(L,) = L,(0,;H) dir. Her y,ze D(L,) i¢in x=b iken
y?(x)=z"(x)=0  (i=0,,2) olacak sekilde y ve z ye bagli bir be (0,e0) sayis1 vardir.

Kismi integrasyondan yararlanarak

oo

(03, 2)aey = (= (P00 @) = Q030,20 i

0

= —(p(x)y'(0,2(0) |y + [ (p(x)y (0, 2’ (x) i = [ (3(x), Q(x)2(x) )x

b

= pO)(y'(0), 2(0)+ (y(x), p(¥)Z' W) |, = | (y(x>, (p(x)z’(x) jdx— [ (30, 00 2(0))dx

0
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= PO (©).2(0) - pO)(3(0).70))+ [ 30—Ap(Z () ~ Q2 ix (3.3)
elde edilir.
(¥(0),2(0) = (3(0),2"0) = 0 (3.4)

oldugunu gosterelim. cosa =0 iken (3.1) siir kosulu y’(0) =0 haline gelir. Bu durumda

(3.4) esitliginin saglandig agiktir. cosa # 0 halinde

y(0) =—y'(0)tan & (3.5)
z(0) =-7'(0) tan o (3.6)
dir. Dolayisiyla

(¥(0). 2(0) = (¥(0).2"(0)) = —tan &(y"(0).2'(0)) + tan &(y(0).2"(0)) = 0 (3.7)
dir. Goriildiigii gibi her a € (-0, ) sabiti icin (3.4) esitligi saglanir. (3.3) ve (3.4) ten

(LO ¥, Z)((),m) = (y’ LOZ)((),DO) (38)

bulunur. Béylece L, 1n bir simetrik operator oldugunu gosterdik. Dolayisiyla L, operatorii
L_O kapanisina sahiptir. Burada bazi kosullar altinda L_o operatoriiniin kendine es oldugunu

ispatlayacagiz. Bunun igin Once L, operatdriiniin eslenigi olan L, operatdriinii incelemek

gerekiyor.

Teorem 3.1.1: f(x), a<x<b degerleri H uzayina ait olan ve

a) [a,b] araliginda f(x) H uzaymdaki norma gore mutlak siirekli tiireve sahiptir.

b) f(x)€ L,(a,b;H)

¢) fla)=f(a)=fb)=f'b)=0

kosullarin1 saglayan bir fonksiyon olsun. Eger h(x)e L,(a,b;H) a), b) ve ¢) Kkosullarim

saglayan her f(x) i¢in

[(#7(0),h(x))x =0 (3.9)
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esitligini saglayan bir fonksiyon ise

h(x)=g+xe (3.10)
dir. Burada g ve e H nin sabit elemanlaridir.

ispat: £’ ()=A() olsun. O zaman f'()=[AWdr . f()=[Gx-DAWd di.
Dolayisiyla ¢) kosulundan

b

[Meyde=0

¢ (3.11)

b
j t)dt =0

elde edilir. Karsit olarak bir A(t)€ L,(a,b;H) fonksiyonu (3.11) kosullarim sagliyorsa

f (x)=J.(x—t)/1(t)dt fonksiyonu a), b) ve c¢) kosullarini saglar. Eger h(t)e L,(a,b;H)

fonksiyonu (3.11) kosullarim saglamiyorsa

h(@t)=h(t)—g—te

(3.12)

fonksiyonu (3.11) kosullarim1 saglayacak sekilde g,ee H vardir. Ger¢ekten g ve e nin

bulunmasi i¢in

b-ay _
2

j hy(t)dt = j h(t)dt—(b—a)g — 0

LEDEUE i

0

ith1 (t)dt = jth(t)dt -

denklem sistemi elde edilir. Buradan

1% b—a
g:b_a;[h(t)dt— e
b _ 2 b _ _ 3
Jth(z)dt—M Ljh(r)dz—b a,l-b=ar,_,
) 2 |b-a 2 3

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)



e=0

(b-a)’ (b—a)’
e—
4

b b—ab
th(t)dt —— | h(t)dt +
! (== !() 5

5
I

12 ¢
— j thit)dt -~

6 b
s 7 !h(r)dt

6 b 3 b

e ;[th(t)dHE-Ih(t)dt
bulunur. (3.9) esitligi

b

[(A00), h(x))dx =0

seklinde yazilabilir. (3.11) ve (3.12) den yararlanarak

[ (o, (0)dx = [ (Mx), h(x) - g = xe)dx

a

b

— [0kt [ () g — (. el

a

= j (A(x), h(x))dx — [ j A(x)dx, gj - [ j xA(x)dx, eJ

a

b
j A(x), h(x))dx
elde edilir. Dolayisiyla (3.20) esitligi

j A(x), b, (x))dx =0

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

seklinde yazilabilir. Bu esitligin (3.11)  kosullarim1 saglayan her A(x)e L,(a,b;H)

fonksiyonu i¢in saglandigim hatirlatalim. A, (x) (3.11) kosullarim sagladigindan (3.22) de

A(x) = hy(x) almabilir. O taktirde
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[l Goff dx =0 (3.23)

elde edilir. Buradan hhhy /4, (x)=0 yada h(x)=g+xe bulunur. Dolayisiyla L,(a,b;H)

uzaymin elemant olarak ~ h(x) =g+ xe dir. O

[0,00) araliginda kompakt destege, H uzayindaki norma gore ikinci mertebeden siirekli
tiireve sahip olan ve @€ (—oo,00) bir sabit olmak iizere (3.1) simir kosulunu saglayan tiim

y(¢) fonksiyonlarinin kiimesi D(L,) olsun. Ayrica
A={y(0):ye D(L,)}

B={y'(0): ye D(L,)}

olsun.

Teorem 3.1.2: sina#0ise A=H ve cosa#0 ise B=H dir.

Ispat : g H nin keyfi bir elemani olsun. Once sina #0 oldugunu varsayalim. Asagidaki

kosullar1 saglayan bir f(x) skaler fonksiyonu vardir:

1) f(x) (0<x<eo) fonksiyonu ikinci mertebeden siirekli tiireve sahiptir.
2) f(0)=1, f(0)=-cotex

3) Her x>a icin f(x)=0 olacak sekilde bir a € (0,) sayis1 vardir.

y(x)=f(x)g olsun. y(x)e D(L,) dir. Gergekten y(x) (0<x<oo) fonksiyonu [0,c0)
araliginda H uzayindaki norma gore ikinci mertebeden siirekli tiireve sahiptir, her x 2 a

icin y(x)=0 ve

cosa.y(0)+sina.y’(0) =cosaf (0)g +sinaf '(0) g = cos g +sin 0((— cf)s a}g =0
sin

dir. Ayrica y(0)= f(0).g =g dir. Yani; g€ A dir. Bunedenle A=H dir.

Bu kez cosa # 0 oldugunu varsayalim. 1), 3) ve

4) @0)=-tana , ¢'(0)=1
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kosullartm  saglayan bir ¢@(x) (0<x<oo) fonksiyonu vardir. y(x)=¢(x).g olsun.
y(x)e D(L,) dir. Ciinkii y(x) fonksiyonu [0,c) araliginda H uzayindaki norma gore ikinci

mertebeden siirekli tiireve sahiptir. Her x> a i¢in y(x)=0 ve

cos.y(0) +sin a.y’(0) = cos a@(0) g + sin a¢’(0) g = cos 0((— Mjg +sinag =0
cosa

dir. Yani y(x)€ D(L,) dir. Ote yandan y’(0)=¢'(0).g =g olduundan ge B dir. Sonug
olarak B=H dir. o

[0,0)araliginda H wuzayindaki norma gore ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip olan,
y(0)=y’(0)=0  kosullarim saglayan ve o da kompakt destege sahip olan tiim

y(t) € L,(0,00; H) fonksiyonlarinin kiimesini D(L,) ile gosterelim. L, : D(L,) = L, (0,0, H)

(Ly)x) = ~(p(0)y () - Q)Y (x)

es s . .o . . . . . .o . * ee _ae .o . . .
operatOriinii goz Oniine alalim. L, bir simetrik operatordiir. L, operatoriinii incelemek i¢in

once teorem 3.1.1 den yararlanarak L, operatoriinii inceleyecegiz.
Teorem 3.1.3 : Her z = z(x)e D(L,) fonksiyonu ;
a) z(x) ve z'(x) hersonlu [0,a] arahginda H uzayindaki norma gore mutlak siireklidir.

’

b) —(p(x)z'(x)) —O(x)z(x)€ L, (0,00, H)

kosullarini sagliyor ve

(L)) = ~(p)=' () ~ Q)20

dir.

Ispat : Eslenik operatoriin tanini geregince eger z = z(x) € D(L;) ise

(LY. 2w =(0n2 oy (ve D)) (3.24)

olacak sekilde bir z* =z (x)€ L,(0,00;H) vardir. (3.24) esitligi
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J(= (v @) = 00300, 200 = [ (0. 2" (0 i (3.25)
ya da
u(x) = Q(x)z(x) + 2" (x) (3.26)

olmak lizere
-| ((p(X)y'(X)),, z(x))dx = [ (y(0),u(x) Jx (3.27)

seklinde yazilabilir. Her x > b i¢in y(x) = y’(x) =0 olacak sekilde bir b€ (0,0) sayisinin

var oldugunu g6z Oniine alarak ve kismi integrasyondan yararlanarak

oo

J(p0y () 120 e = [ (/03 (.20l + [ (poy " (0, 200

0

b

= | (y’(x»(] p’(r)z(r)dr)’}m (7@, p'(0)z(x) )

0

b

= (y’(x), [ p’(r)z(r)dr}

O —

[y”(x),]p’<r)z<r)dtjdx+ [ (), pz(0)dx

0

= f (y”(X), p(x)z(x)— _[p'(t)z(t)dtde (3.28)

(y(0),u(x)dx = | [y(x),( | u(t)dt)’de

c—3

= (y(x),j;u(t)dtJ - T(y'(x),ju(t)dt}dx
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’

:—ji y'(x),x(ju(t)dtj dt dx

0 0\o0

= —(y'(x), j(j. u(T)dedtJ

X

b

+ j. (y”(x), j. [j. u(T)dTJdtde

(AN

- j( V), ;ju(r)dr | - Im(r)dr}zx

0

= ]o[y”(x), I (x— t)u(t)dt}lx (3.29)

elde edilir. (3.27), (3.28), ve (3.29) dan

- j ( Y (x), p(x)z(x) — j p'(t)z(t)dt]dx = j [y”(x),j(x—z)u(t)dz]dx (3.30)
ya da
T( Y (x),~ p(xX)z(x) + j p'(H)z(t)dt — j (x— t)u(t)dtjdx =0 (3.31)

bulunur. (3.31) esitligi kompakt destege, H uzaymndaki norma gore ikinci mertebeden
siirekli tiireve sahip olan ve y(0)=y’(0)=0 kosullarin1 saglayan her y(x)e L,(0,c0;H)

fonksiyonu i¢in saglandigindan teorem 3.1.1 geregince
— p(x)z(x)+ j P’ (0z(t)dr - j (x—tu(t)dt = g + xe (3.32)
0 0

dir. Burada ge H ve ee H, z=z(x)e D(L,) fonksiyonuna bagl olan elemanlardur.

(3.32) den z(x) in her sonlu [0,a] araliginda mutlak siirekli oldugu goriilmektedir. (3.32)

esitliginin her iki tarafinin tiirevi alinirsa

X

— P (0)2(x) — p() () + p'(N)2(x) ~ [u(t)dt = e (3.33)

0
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elde edilir. Buradan z’(x) fonksiyonunun da her sonlu aralikta H uzayindaki norma gore

mutlak siirekli oldugu goriilmektedir. (3.33) ten

’

~(p(0)Z'(x)) —u(x)=0 (3.34)
ya da
u(x) = Q(x)z(x) + 2" (x)

oldugu g6z 6niine alinirsa

’

~(p()Z(x)) —Q()z(x)=z2"(x) (3.35)

’

bulunur. Buradan  —(p(x)z'(x)) —Q(x)z(x) € L,(0,00;H) ve

(L 2k = ~(p(0)2 (1) - 0()z(x) (3.36)
elde edilir. O

Teorem 3.1.4 : D(L,) kiimesi L,(0,00; H) uzayinn

a) z(x) ve z'(x) her sonlu [0,a] (ae (0,00)) arahiginda H uzaymndaki norma gére mutlak

sureklidir.

’

b) —(p(x)7'(x)) —Q(x)z(x)€ L, (0,00, H)

¢) cosa.z(0)+sin .z’ (0) =0

kosullarini saglayan tiim z = z(x) fonksiyonlarindan ibarettir ve
(L) =~(p(02 ) —Q)2(x)

dir.

Ispat : L, c L, oldugundan L, c L, dir. O halde teorem 3.1.3 den her z = z(x)e D(L,)

fonksiyonunun a.) ve b.) kosullarim sagladigi ve

(5 2) = (£ 2o = ~(p(0) 2’ ) = 0(x)2(x) (3.37)
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elde edilir. Her ze D(L,) igin c.) kosulunun saglandigim gosterelim. Eslenik operatoriin

tanimi geregince ze D(L,) ise

(L33 2)aey ==J( (P05 () + Q0520 i
0

- [z @hr=2 )y, (e D) (338)

0

dir. Kismi integrasyondan yararlanarak

-f [(p(x)y’(x)f, z(x))d =~(p()y @), 20); + [ (P(0)y (), 2'(0)dx

b

= (p0)(0).20)+ (30, p0') [, = [ 300 (p07 ) o

0

= p(O)(y'(0),2(0)) - p(O)(3(0),(0))- | [y(x»(p(x)z'(x))')dx (3.39)

0

elde edilir. (3.38) ve (3.39) dan

PO((0.2000) = p(O)(3(0). 7))~ [[ 30 (p0)7 ) j (0(x)y(x).2(0))d

oo

= (.2 (ax (3.40)

0

ya da
PO)(y'(0), 2(0)) = p(0)(y(0),z'(0) +T(y(X) (p(x)z (X)) Q(X)Z(X))d

= (y’ L;Z)(o,oo) (3.41)

bulunur. (3.37) ve (3.41) den
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PONY(0),20) = pOY(3(0), ')+ (. L2, = (L2 o (3.42)
yada
(5°(0),2(0)) - (»(0).z°(®)=0  (ye D(L,)) (3.43)

elde edilir. Eger sina #0 ise (3.1) sinir kosulundan
y’(0) = —cot . y(0) (3.44)

bulunur. Bu ifade (3.43) de yerine konursa

(= cota.y(0),2(0)) - (¥(0), 2'(0)) = 0 (3.45)
yada
(¥(0),cos@.z(0) +sin.z’(0)) =0 ,  (ye D(L,)) (3.46)

elde edilir. Teorem 3.1.2 geregince sina#0 ise A={y(0):ye D(L, )}=H dir. Son iki

bagintidan

cosa.z(0)+sina.z’(0) =0 (3.47)
bulunur.

Eger cosa #0 ise (3.1) kosulundan

y(0) = —tana.y’(0) (3.48)

elde edilir. Bu ifade (3.43) de yerine yazilirsa

(5'(0), 2(0)) + (tan 2.y"(0), 2’(0)) = 0 (3.49)
ya da
(y(0),cos.z(0) +sin.z’(0)) =0 , (ye D(L,)) (3.50)

elde edilir. Teorem 3.1.2 geregince cosa#0 ise B=1{y'(0):ye D(LO)}= H dir. Yine son

iki bagintidan
cos0.z(0) +sino.z’(0) =0 (3.51)

bulunur. ispatin tamamlanmast icin a), b) ve c) kosullarim saglayan her z(x)e L,(0,00;H)
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fonksiyonunun D(L,) kiimesine ait oldugunu ve (lf;z)(x) =—(p(x)Z'(x)) —0x)z(x)
oldugunu gostermek gerekir. ye D(L,) ve z a.), b.) ve c.) kosullarin1 saglayan herhangi bir
fonksiyon olsun. Her x >b i¢in y(x) = y’(x) =0 olacak sekilde bir b€ (0,00) vardir. Bunu

g0z Oniine alarak ve yine kismi integrasyondan yararlanarak

b

j((p(x)y (9) 120 e = (p(y (. 20); = [ (poy (0.0

0

o

b

== PO (0).20) - pey.2 ) [+ [y (poz ) Jax

0

= PO, ()= pO)y'©0).20)+ [ 300, (p) () Jix (3.52)

elde edilir.

y(0)cosa+ y' (0)sina =0, z(0)cosa+ 7' (0)sina=0 kosullarindan cosa #0 halinde
y(0)=-y(0O)tanex , z(0)=-z'(0)tan bulunur. Dolayisiyla

(5(0).2(0)) - ('(0),2(0)) = — tan &.(y'(0), 2"(0)) + tan ex(y'(0), z"(0)) = 0 (3.53)

elde edilir. (3.52) ve (3.53) ten

(v ) 20 Jix= [ 00, (p0z ) (3.54)

bulunur. Bu esitlikten yararlanarak

oo

(03 2)aey = (= (P2 ) = Q03020 i

0

= [P @) -0zt Jax= (. L,2),. (3.55)

elde edilir. Buradan goriilityor ki z = z(x)e L,(0,00; H) fonksiyonu a.), b) ve ¢) kosullarim

saglhyorsa z e D(L ) ve (L z)(x) (x)z (x)) —Q0(x)z(x) dir.o
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Teorem 3.1.5: Her xe[0,) icin Q(x) <Pl olacak sekilde bir e R sabitinin var

oldugunu kabul edelim. Eger y(x)e L,(0,00; H) fonksiyonu

a) y(x) ve y’(x) fonksiyonlar1 her sonlu [0,a] (ae€(0,00)) arahginda H uzayindaki

norma gore mutlak siireklidir.

’

b) 1(y) =~(p(0)y' (1) =Q()y(x) € L, (0,0 H)
kosullarini sagliyorsa y'(x) e L, (0,00; H) dir.

Ispat: Kismi integrasyondan yararlanarak her a € (0,c0) igin

J((0y ) 300 = (p0y @0, 30) [ = [ poly 0]

ya da

Y@ dx = p(a)(y'(a), y(@)- p0)(y(0), y(0))

J((poyeo) e Jax + [ o

0

bulunur. y e L,(0,00;H) ve I(y)e L,(0,0;H) olmasindan

lim{ ] ((p(x)y’(x))', y() J+ [ (000 y(x). y()dx

a—»oo

sonlu limitinin varhig elde edilir.

a

(@) y(0), y(0)Mx = [ (@) =BI)y(x), y(x)Hx + B | y(x)]

0

O o

dir. ((Q(x)=PI)y(x), y(x))<0 oldugundan

lim | (@0 —BI)y(x), y(x))dx

a—o 0

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

limiti vardir. Bu limit ya sonludur ya da —co dur. O halde y(x)e L,(0,00;H) oldugu yani

lim I || y(x)||2dx limitinin sonlu oldugu goz oniine alinirsa (3.59) dan

a—e ()
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lim | (@) y(x), y(0)dx (3.61)

a— ()

limitinin varlig1 elde edilir. (3.60) limitinin sonlu ya da —c olmasmna bagh olarak (3.61)

limiti sonlu ya da —eo dur. O halde sonlu (3.58) limitinin varligindan

nmj[(pu)y’(x))',y(x))dx (3.62)

a—oo 0

sonlu limitinin varlig1 ya da

lim Ref((p(x)y’(x))’, y(x)jdx = oo (3.63)

a—oo 0

elde edilir. Sonlu (3.62) limitini varligin1 gosterelim. Aksini varsayalim. O halde (3.63)
esitligi saglanir. (3.57) ve (3.63) den

limRe(y'(@), y(a)) = o0 (3.64)

a—oo

bulunur. Ote yandan

(y@) =@ y@) = (@, y(@)+ (3@, ¥ (@) = 2Re(y (@), (@) (3.65)

dir. (3.64) ve (3.65) den

tim (@ ) = oo (3.66)

a—oo

elde edilir. O halde bir [b, «) (be(0, o) ) araliginda ||y(x)||2 fonksiyonu monoton

artandir. Bu sonu¢ y(x)e€ L,(0,00;H) olmasina aykiridir. Dolayisiyla sonlu (3.62) limiti
vardir. O halde (3.57) den

oo

lim f POy )| dx = jp(x)

a—e 0

Y ()| dx < oo (3.67)

bulunur. p(x) =¢, >0 oldugu gbz Oniine alinirsa (3.67) den

oo

]

0

Y ()| dx < o (3.68)
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yani y’(x) € L,(0,00; H) elde edilir. O

Teorem 3.1.6: Eger her xe [0,) icin Q(x) <Pl olacak sekilde bir e (—c0,00) sabiti

varsa L = L_O operatorii kendine estir ve D(L) L, (0,c0; H) uzayinin

a.) y(x) ve y’(x) her sonlu [0,a] arahiginda H uzayindaki norma gére mutlak siireklidir.

’

b.) —(p(x)y'(x) =) y(x) € L,(0,00,H)
¢.) cosa.y(0)+sin .y’ (0) =0

kosullarini saglayan tiim y = y(x) fonksiyonlarindan ibarettir. Ayrica

’

(Ly)n) =—(p(x)y' () =Q)y(x) . ye DL)
dir.
Ispat: y ve z D(L,)kiimesinin herhangi iki elemani olsun. Teorem 3.1.4 geregince

y(x),z(x) € L,(0,00,H) ,

’ ’

~(p(0)y' (0) =0 y(x0),~(p(x)7'(x)) —Q(x)z(x) € L, (0,00, H) (3.69)

dirr. O halde teorem 3.1.5 geregince y'(x),z(x)e L,(0,00;H) dir. Dolayisiyla
(y'(x), 2(x)), (y(x),2’(x)) € L,[0,00) dur. Bu nedenle [ima, =,

n—yeo

liml(y'(a,), z(a,))- (¥(a,),7'(a,))]=0 (3.70)

olacak sekilde bir {a, } dizisi vardir. Bu {a,} dizisi icin

oo

(1232, =1~ (P ) = Q03000200 i

~tim |~ (P07 (0) 20 Jix = [ (@ y(o. 20k (3.71)

n
n—e

dir. Ayrica ¢os q. y(0) +sin .y’(0) = cos .z(0) +sin .z"(0) = 0 kosullarindan yararlanarak
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a

J((p0y' @) 200 = (p0y .20y =G p2 )+ (0. (peoz ) o

0

= p(O)[(»(0),2'(0)) - (y"(0), 2 )]+ pla,l(y'(a,), 2(a,)) - (¥(a,).z'(a,))]

a

# [0 (poz' ) Jax

0

dﬂ

= p(a,)l(y'(@,),z(a,))~(3(a,), 2 (a))]+ I[y(xL(p(x)z’(x))']dx (3.72)

0

elde edilir. (3.70), (3.71) ve (3.72) den

(v, 2o, = limip(@)l(y(@,) 2@,) - (y'(@a,), z(a,))]

n—oo

+ af(y(x),—(p(x)z’m)' - Q(X)z(x))dx}

= [0 Ap7' ) -0z Jix= (. L,2). (3.73)

bulunur. Goriildiigii gibi L, bir simetrik operatordiir. Dolayisiyla

L,c (L) (3.74)
dir. Ote yandan L, da bir simetrik operator oldugundan L, c L, dir. Bu durumda

(L) <L, (3.75)
oldugu bilinmektedir. (3.74) ve (3.75) den

Ly=(L,)" (3.76)
elde edilir. Yani L, operatorii kendine estir. Diger taraftan

(L) =L, (3.77)



28

oldugu bilinmektedir. (3.76) ve (3.77) den

*

L,=L, (3.78)

bulunur. Bdylece L=L_0 =L0* operatorii kendine estir ve teorem 3.1.4 geregince

D(L):D(L_O) L,(0,00;H) wuzaymin a.), b.) ve c.) kosullarin1 saglayan y(x)
fonksiyonlarindan ibarettir. Ayrica

(Ly)o) = (L y)) = ~(p(0)y () —0)y(x) (3.79)

dir. O

3.2 L Operatoriiniin Spektrumunun Negatif Kisminin incelenmesi

Bu bolimde sina =0 halinde kendine es L operatoriiniin spektrumunun negatif kisminin
ayrik oldugunu ve -& dan (&£>0) kiiciik olan 6z degerlerin sayis1 icin bazi esitsizlikler

ispatlayacagiz.
Teorem 3.1.6. geregince D(L) L,(0,e0; H) uzayinin

a) y(x) ve y'(x) her sonlu [0,a] arahiginda H uzayindaki norma gore mutlak siireklidir.

’

b) 1(y) =—(p(x)y'(x)) —Q(X)y(x) € L,(0,00;H)
c) y(0)=0

kosullarin1 saglayan tiim y = y(x) fonksiyonlariin kiimesidir ve her ye D(L) ig¢in

’

(Ly)(x) = ~(p(x)y'(x)) —O(x)y(x)

dir. L ye L,(0,00;H) uzaymnda

’

1(y) ==(p(x)y'(x)) —Q(xX)y(x) (3.80)

diferansiyel ifadesi ve y(0) =0 sinir kosuluyla olusturulan operator diyecegiz.

Teorem 3.2.1 : ||Q(x)|| fonksiyonu sinirli ise her ye D(L) i¢in (p(x)y'(x)) € L,(0,00;H) ve
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[0y @) v Yo = [ ply o e (3.81)

dir.

Ispat: ||Q(x)|| < ¢ olacak sekilde bir ¢>0 sabiti vardir. Dolayisiyla

[y ax < [l [y dx < e [|y(o] dx < o (3.82)

’

dir. Yani Q(x)y(x)e L,(0,00;H) dir. O halde -(p(x)y'(x)) -Q(x)y(x) e L,(0,00;H)
olmasmdan - (p(x) y'(x)) € L,(0,0;H) elde edilir. Ayrica teorem 3.1.5 geregince

y'(x)€ L,(0,00;H) dir. O halde (p(x)y(x),y(x)) € L,(0,00) dur. Bu nedenle

lima, ==, 1im(r(a,)y@a,),y(a,))=0 (3.83)

n—o0 n—oo

kosullarim saglayan bir {an}c R dizisi vardir. Kismi integrasyondan yararlanarak ve

y(0) =0 oldugunu goz oniine alarak

a

f((p(X)y'(x))/, y(x))dx = (p()y @y )~ [ (P (0, y (0K

0

= (p(a,)y'(a,). (@)~ | pCoy’ o dx (3.84)

elde edilir. (3.83) ve (3.84) ten

;géf((p(x)y’(x))', ¥ Jar = _!HEI POy 0 dx (3.85)
ya da

- j ((P(x)Y (%)), y(x))dx = Ip<x>||y’(x>||2 dx (3.86)
bulunur. o

Asagidaki kosullarin saglandigini varsayalim:
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1. Her xe[0,) icin Q(x): H — H tam siirekli kendine es ve pozitif bir operatordiir.

2. Q(x) monoton azalandir.

3. Q(x) B(H) uzayindaki norma gore siireklidir ve lim”Q(x)” =0 dir.

X—>o0

4. ¢, < p(x)<c, olacak sekilde ¢, ve c, pozitif sabitleri vardir.
S. p(x) fonksiyonu siirekli ve sinirli tiireve sahiptir.

6. p(x) fonksiyonu azalmayandir.
Tezin bundan sonraki boliimlerinde 1.,2.,...,6. kosullar1 dendiginde bu kosullarin kastedildigi
anlagilmalidir.
Teorem 3.2.2 : U=U(x) bir (a,b) (~eo<a<b<o) araliginda tammli ve degerleri

) uzayina ait olan bir vektor fonksiyon olsun. Eger U fonksiyonu ||||

normlu lineer bir (X ,

normuna gore siirekli ise [[U(x)| skaler fonksiyonu siireklidir.

Ispat: Her x,y e [0,0) icin

[v)=lv@-vm+Uum|<u@m-vm|+u o)

dir. Bu bagntidan

wel-lvo) v -uvo) (.87
elde edilir. Bu esitsizlik her x, y € [0,0) icin saglandigindan

wol-lve)<vm-ve)| (3.89
dir. (3.87) ve (3.88) den

weol-lvmlsfue-vel (3.89)
bulunur. Bu esitsizlikten yararlanarak

UG+ A0 - @) < U (x+ A0 —U () (3.90)
elde edilir. U(x) operator fonksiyonu B(H ) uzayindaki norma gore siirekli oldugundan yani

lim|U(x+Ax)-U(x)|=0 oldugundan EH(}NU (x+Ax)|—|U( x)||| =0 yada
Ax—0 —
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lim|[U (x+ Ao = [U () (3.91)

elde edilir. o

Q(x) operator fonksiyonu 3. kosulunu sagliyorsa teorem 3.2.2 den her xe [0,00) icin
||Q(x)|| < ¢ olacak sekilde bir ¢>0 sabitinin varlig1 elde edilir. Bu durumda her ye L, (0,;H)

icin
[lecoye)| ax < [l [y dr < ? [|yo] dx = [y’ (3.92)

dir. Goriildiigii gibi Q : L, (0,00, H)— L, (0,00, H)

(Qy)(x) = Q(x) y(x) (3.93)

lineer operatorii sinirlidir. Dolayisiyla 3. kosulu saglandigi taktirde her ye D(L) icin

—(p(x)y'(x)) € L,(0,00;H) dir.

Teorem 3.2.3 : 1., 3., 4. ve 5. kosullar1 saglandig1 taktide L operatorii alttan yar1 sinirhidir ve

spektrumunun negatif kism1 ayriktir.
Ispat: L,(0,e0;H) uzayinda
ly(y) ==Y "(x) = ¢;" Q(x) y(x) (3.94)

ifadesi ve y(0)=0 sinir kosulu ile olusturulan kendine es operatorii L, ile gosterelim. y, D(L)
nin herhangi bir elemani olsun. Teorem 3.1.5 geregince y'(x)e L,(0,0; H) dir. Ote yandan

p(x) fonksiyonu 5. kosulunu sagladigindan p’(x)y’(x) € L,(0,00;H) dir. O halde

’

(P(0)Y' () = p' (D) () + p(x)y"(x) (3.95)
formiiliinden p(x)y”(x)e L,(0,00;H) elde edilir. p(x)>c, oldugundan

[ly" ol dx < e [|[peoy (o dx < e (3.96)
0 0

dir. Yani y”(x)e L,(0,00;H) dir. Bdylece ye D(L) ise ye D(L,) oldugunu gosterdik.
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Benzer sekilde ye D(L,,) ise ye D(L) oldugu gosterilir. Dolayisiyla D(L)=D(L,,) dir.

Teorem 3.2.11 L,, operatoriine uygularsak her ye D(L,,) igin
j [yl dx = —j Y (%), y(x) M (3.97)

bulunur. Bu esitlikten ve 3. kosulunun saglanmasindan yararlanarak her ye D(L,,) i¢cin

(Loyy-¥) gy = [ 370 = €7 Q@) y(0), y() Jdx

=~ ("), y0)x = ¢ [(Q(x) y(x), y(x) e

—ci flelf dez —e e[|y dx = =c;"e(y. ). (3.98)
0 0

0

elde edilir. Goriildiigti gibi L,, operatorii alttan yar1 sinirlidir.

Teorem 3.2.1 den yararlanarak her ye D(L)=D(L,,) icin

oo

(Ly. Yo = | (— (p(x)y' () —0(x)y(x), y(x))dx

0

_ _T[( P(DY() y(x>)dx - T(Q(X)y(X), V()

j 0(x)y(x), y(x)

j 000y (), y(x))dx}

I
o
O'—.S

- [0k [ oy, y(x)hx}

0
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=Cl

(- ") =" 000y (), yo b = (.o, 3. Yo, (3.99)

O ey 3

bulunur. Dolayisiyla

L>¢L, (3.100)

dir. Bu bagintidan ve L, operatoriiniin alttan yar1 sinirli olmasindan L operatoriiniin de alttan
yari sinirlt olmasi elde edilir. L, operatoriiniin spektrumunun negatif kisminin ayrik oldugu
bilinmektedir (Yafaev, 1970). Yani L, operatoriiniin spektrumunun negatif kismi sadece

0zdegerlerden ibarettir. Her 6zdegerin katlilig1 sonludur ve negatif 6zdegerler kiimesi bir tek
sifir yigilma noktasina sahip olabilir. S6z konusu operatoriin negatif 6zdegerleri
XAy, A

olsun. O halde c¢/L, operatoriinin negatif Ozdegerleri

PERER

olacaktir. A#—cA, (i=12,...) yani & -\, (i=12,..)

¢

—cA,—Cc Ay, —C/A

PERER

kosulunu saglayan her A € (—o0,0) sayisi igin (CILO1 — M) ters operatorii var ve

¢

-1
(c,Ly, —MI)'=¢,” (Lm —llj (3.101)

-1
dir. &e p(L,,) oldugundan [Lm —&IJ kendine es operatorii L, (0,00; H) uzayinda
G

G
tammh ve siurhdir. O halde (3.101) den (c,L, —AI)" operatoriiniin de L,(0,0;H)
uzayinda tanimh ve smirli oldugu sonucu elde edilir. Goriildiigii gibi ¢, L, operatoriiniin
negatif Ozdegeri olmayan her A€ (—,0) sayisi bu operatdriin bir regiiler degeridir.
Dolayisiyla ¢, L, operatdriiniin de spektrumunun negatif kismi ayriktir. O halde (3.100) den L

operatoriiniin spektrumunun negatif kisminin ayrik oldugu elde edilir (Smirnov, 1964).0

Q(x):H — H operatoriniin - 6zdegerleri o, (x) 20, (x) 2---2 0 ;(x) 2+ olsun. Her

x € [0,e0]igin Q(x) >0 oldugundan a;(x) >0 (j=1,2,...) dir. Ayrica o, (x) = sup(Q(x) f f)
e

(Cohberg ve Krein, 1969) ve [Q(x)] =sup|(Qx)f.f)=sup(@x)f.f) (Lystemnik ve
I£]=1 I£]=1

Sobolev, 1955) oldugundan o, (x)= ||Q(x)|| dir. O halde teorem 3.2.2 den dolayr o, (x)
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fonksiyonu [0,e0) aralifinda siireklidir. Q(x) operatdr fonksiyonu monoton azalan
oldugundan o, (x), 0, (x),..., 0 (x),... fonksiyonlart monoton azalandir (Adigiizelov, 1980).

Ote yandan 1im® (*) =0  oldugundan @ fonksiyonunun goriintii kiimesi (0@ (0)]

araligidir. Dolayisiyla @& fonksiyonu (O,(xl(O)] araliginda tanmimli ve siirekli olan ters

fonksiyona sahiptir. Bu ters fonksiyonu ¥ ile gosterelim. €€ 0,2,(0)] olmak iizere

asagidaki operatorleri g6z 6niine alalim:

1) L,(y,(€),0;H) uzaymda (3.80) ifadesi ve y'(l//l(g)):O siir kosuluyla olusturulan

operatér L, olsun.

2) L,(0,y,(¢); H) uzayinda (3.80) ifadesi ve

y(0) = yly,(£)) =0,

Y0 =y (£)=0

siir kosullartyla olusturulan operatorler sirasiyla L, ve L, olsun.
3) L,(x,,,x;;H) uzaymda (3.80) ifadesi ve

y(x;y) = y(x;) =0,

Y (x)=y'(x)=0

sinir kosullartyla olusturulan operatorler sirasiyla L, ve L, olsun. Teorem 3.2.1 in

ispatina benzer sekilde asagidaki teorem ispatlanabilir:

Teorem 3.2.4 : 3.4. ve 5. kosullar saglandig taktirde her ye D(L,,) i¢in

- [y @), ykx = [ peo]ly’ ) dx

yi(e) v (&)
dir.

Teorem 3.2.5: 1., 2., 3., 4. ve 5. kosullar1 saglaniyorsa her ye D(L,,) icin

(LOZ Y, y)(wl(g),oo) 2 —E(y, y)(l//1 (£),0)
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dir.
Ispat: Her ye D(L,,) igin

(Loays Yo = [ (0¥ (0)) = Q0 y(x), ()l

vi(€)

= - [((py ), yhx— [(Q(x)y(x), y(x)lx

v (&) v, (&)

dir. Teorem 3.2.4 geregince

- [((p)y' ), yx = [ po)ly' (o) dx

vi(e) vi(e)

dir. Ayrica

(@) y(x), y(0) <[y ||y < [e |y = & )|y’

dir. (3.102), (3.103) ve (3.104) ten

Loy o0 2 [Py 0 dx— [onyo] dr 2= [ )y ax
v (€) A yi(€)

bulunur. &, fonksiyonu azalan oldugundan [y, (€),o) aralifinda
a()<a,y,)=¢

dir. (3.105) ve (3.106) dan

(Lo )y o1y = =€)

elde edilir. o

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

L, L, ve L, operatorlerinin -€ dan (£>0) kiiciik olan 6zdegerlerinin sayis: sirastyla N(€),

N,(¢) ve N,(g) olsun. Ayrica L operatoriiniin negatif 6zdegerleri 4, <4, <...<A4 <...

ve bu odzdegerlere karsilik gelen ortonormal dzvektorleri sirasiyla  u,,u,,...

Asagidaki operatorleri goz oniine alalim:

olsun.



36
S=L+e, S =L+, S,=L,+d

Burada S ifadesindeki I L,(0,00;H) uzayinda, S, ve S, nin ifadesindeki I da

L,(0,y,(¢); H) uzayindaki birim operatorlerdir.

ASA < S Ay <—€ ve A

—& (3.108)

N(e)+1 2
dir. S operatoriiniin £ dan kiiciik 6zdegerleri
u=A+e (i=12,.) (3.109)

oldugundan (3.108) den W, <p, <...<Uy,, <0, Wy, 20 elde edilir. Buradan §

operatOriiniin negatif 6zdegerler sayisinin N(€) oldugu goriilmektedir. Benzer sekilde S,
operatoriiniin negatif 6zdegerler sayisinin N, (¢) ve S, operatoriiniin negatif 6zdegerler
sayistnin da N,(e) oldugu gosterilebilir. S, veS, operatorlerinin negatif 6zdegerleri
strastyla [, SWp, S SBgnve Ve Moy SRop S Sy > bu o Ozdegerlere karsilik

gelen ortonormal dzvektorleri de sirasiyla @, ¢,,....@0y ) Ve ¥, ¥,,....¥y (, Olsun.

Teorem 3.2.6 : 1., 2., 3., 4. ve 5. kosullar1 saglaniyorsa N(€)>N,(¢) dir.
Ispat: Aksini varsayip N(£)<N,(¢) oldugunu kabul edelim. O halde 1 Psrsees Py o)
vektorlerinin

v (&)

(> 0) 0y o) = j (. (x),@(x)dx =0  (i=12,...,N(€)) (3.110)

0

olacak sekilde sifirdan farkli bir

N, (&)

®= Zﬂi¢i
i=1

lineer kombinasyonu vardir.

N, (&) Ny(&)
(5,2, 0) 0. e = [S[ Zﬁm} Z/J’,-(p,} (3.111)
i=l i=l OVAG))
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o) Ny (€) Ny (&) ,
[ Zﬂilu(l)i¢i7 Zﬂi¢iJ = Z lu(l)i|ﬂi| =a<0 (3.112)
=l =l 0.y (e))

i=1

dir. (Glazman, 1965) dekine benzer sekilde asagidaki ozelliklere sahip olan bir ¢ vektor

fonksiyonunun var oldugu gosterilebilir:

1) @ =@(x) vektor fonksiyonu [0,y,(€)] araliinda H uzayindaki norma gore ikinci

mertebeden siirekli tiireve sahiptir.

2) Bir [a,b] C (O, v, (8)) araliginin disinda @ (x) sifirdir.

3) ‘(Slé’ @)((),y/l(g)) - (Sl¢’ ¢)((),l//l(€)) < E
4) (u,.,@)(o,wl e =0 ((=12...N(&)

Bilindigi gibi

(Sy’ y)((),oo) =My (3.113)

yeD(S))| )'Hm‘m):l,yj_u[ (i=1,2,...,N(g))

dir. Dolayisiyla

9|9 9|9
Sil =i bier =S| b 2 Uy 20 (3.114)
[ 1[”¢ j (0"10%(8)) ( [”(0 j (0"10!%) N(e)+l

dir. Buradan

(8,8, 8) 0,0 20 (3.115)
elde edilir. (3.112) ve (3.115) den
(S 9, (T’)(o,\vl(m) - (S l(p’(p)(o,w1 ©) = (S lq”q’)(o,w](s)) —oz-a (3.116)

bulunur. Ote yandan yukarida

‘(SI¢’¢)<0,W, ey (5190’ ¢)<0,u/,<s>> <=5

idi. Bu son iki bagint1 birbiri ile ¢elismektedir. Dolayisiyla N(£)>N,(€) olmalidir. o

Teorem 3.2.7 : 1., 2., 3., 4. ve 5. kosullar1 saglaniyorsa N(€)<N, (&) dir.



38

Ispat: Yine aksini varsayip N(£)>N,(&) oldugunu kabul edelim. O taktirde u,,u,,...,u Nee)

vektor fonksiyonlarinin

vi(e)

W)y = J@@u@Mx=0  (=12....N,(€)

kosullarini saglayan sifirdan farkli bir

lineer kombinasyonu vardir.

N(€) N(¢€)
(Su,u)(o,w) = S(Zdiui} Zdiui
i=1 i=1 (0.00)

N(e) N(&) N(e) 5
=(zdiluiui’zdiuij = Zlui|di| <0
i=1 i=1 (0.00)

i=1

dir. Bu ifade

V(&) o0

(St 1)y = (S, u(0)x+ [ (S@(x)),u(x))kx <0
0 yi(€)
seklinde yazilabilir.
T(S(u(x»,u(x))dx >0

v (&)

oldugunu gosterelim. T”u(x)" dx=0 ise

vi(€)

2
(0,00)

oo

[ (80, ux))ix

v (&)

vi(&) yi(e)

o V2 12
S[ J "S(u(x))nzde ( j||u(x)||2de o

yi(€) yi(e)

< JIS@o)ue))dx < []1S @) uco]dx

(3.117)

(3.118)

(3.119)

(3.120)

(3.121)

(3.122)
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dir. Buradan

oo

j (Su(x),u(x))dx =0 (3.123)

v (8)

elde edilir. (3.121) esitsizligini . I ||u(x)||2 dx >0 halinde de ispatlayalim. Aksini varsayip
Vi (€)

oo

[ (S @), uto)x <0 (3.124)

v (&)

oldugunu kabul edelim. (3.124) ten

oo

inf [5G, yMx<0 (3.125)

YEDSM Yoy, o100y = i ()

elde edilir. Diger taraftan

oo oo

[BGeny@hr= inf [ Y@k (3.126)

)'ED(S)’y)(V/‘(6)):()’“}'“(wl<£>,m>:1V/1(€) )'ED(S)’H)VHM(s>,m>:1‘lll(€)
oldugu bilinmektedir. (3.125) ve (3.126) dan

inf Ly +€Dy.¥)y 0 <O (3.127)

yeD(Ly, )’H)'H(w] (5)_m):1

yada

(Lo ¥s Y) oy, 0y <€ (3.128)

yeD(Ly, ),H}'H(wl () =)

bulunur. Bu sonug¢ teorem 3.2.5 e aykindir. Dolayisiyla (3.121) esitsizligi saglanmalidir.

(3.120) ve (3.121) den

v, (8)

[ (S0 u(x))ix <0 (3.129)

0

bulunur.

vi1(e)

(W) oy ey = j (@)W, (1)) dx =0 (=12,...,N,(€)

0
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oldugu goz oniine alinirsa (3.129) dan

v (&)

[0, y(x)kx <0 (3.130)

YD) Y]y, o Ly L¥5 (=12, N2 ()

elde edilir. (3.130) dan

vi(&)

[ (S, y(x)kx <0 (3.131)

YED) ¥ g, ey =1 (0= W1 (£)=0.y Ly, (i=1.2....N, (£))

(€)

bulunur. Buradan da

v, (&)

[ (8,0, y(x))x <0 (3.132)

YD gy, o) =LyLWi (=12, N2 () D

elde edilir. Ote yandan

v, (€)

[ (5, (), O = 1oy 20 (3.133)

yeD(sz),HyH(o_Wlm):1,y¢\y,(i:1,2,m,NZ(e)) 0

dir. Ortaya c¢ikan bu celiski N(&)>N,(e) esitsizliginin  saglanamayacagini  yani

N(e)<N,(¢) oldugunu gosterir. O
[0,y (&)] araligini uzunluklar

v (€)

5= (3.134)
|y/1" (8)‘ |+ 1

olan parcalara bolelim. Burada k (0,1) araligina ait olan sabit bir say1 ve &, y| (€)>2
esitsizligini saglayan herhangi bir pozitif sayidir. hwf(s)” ile (&) sayismin tam kismi
gosterilmistir. 0=x, <x, <x, <...<x,, =y, (&), [0,y,(&)] aralifinin boliintli noktalar
olsun.  Ayrica  L,(x, ,,x;;H) uzayinda  — p(x;)y"(x)—Q(x,)y(x)  ifadesi ve
y(x;;) = y(x;) =0 smr kosullari ile olusturulan operatér L, , — p(x, ) y'(xX)=0(x,_ ) y(x)

ifadesi ve y'(x, ) = y'(x;) =0 sir kosullari ile olusturulan operator de L, , olsun.

(2)

> L.

Teorem 3.2.8 : 2., 4., 5. ve 6. kosullar1 saglaniyorsa L, < L,,, ve L iy dir.

(2)i

Ispat: ye D(L,,,) olsun. O halde y(x) ve y’(x) fonksiyonlari [x;x;] araliginda H

(M
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uzaymdaki norma gére mutlak siireklidir ve y”(x)e L,(x,,,x;; H) dir. Ayrica

X
Xi-1

X,

—2 j ’ (3.135)
dir. p’(x) siirekli oldugundan
|p'(x)| <const (3.136)

dir. y’(x) fonksiyonu H uzayindaki norma gore siirekli oldugundan teorem 3.2.2 geregince

|| y'(x)" skaler fonksiyonu [x;.;, x;] araliginda siireklidir. Dolayisiyla bu aralikta

|y’ < const (3.137)

dir. (3.135), (3.136) ve (3.137) den

(3.138)
bulunur. Goriildiigt gibi ye D(L,,,) ise ye D(L,,) dir. Yani
D(L,y) € D(Ly;)) (3.139)

dir. Her ye D(L,,,) ve y#0 igin

Loy ), j (P(0)Y () = Q) y(x). y(x)x

== [Py 3K [(G3(0, Yk = (p(0)y (0, ¥ ()

Xi-1 Xi-1



42

X

+ Ly .y WM~ [(Q)y(). y)hix

Xi-1

y (ol dx— [ Qo) y(). y(o)Kix (3.140)

Xi-1

= xfp(x)

dir. p(x) fonksiyonu monoton azalmayan ve Q(x) operatdor fonksiyonu monoton azalan

oldugundan (3.140) dan

X, X,

i i

< [pepy’ e dx - [(Qx)y(x), y(x)lix

Xi-1 Xi-1

(L(l)i Vs )’)

(xi5x;)

X; X;

= pC)(Y @, y0)! = [, y@Mx = [(00)y(x), y(x)kx

Xi-1 Xi-1

= [ (= Py () = 00y y M = (L 3 y) (3.141)

(Xi-12%;)

elde edilir. (3.139) ve (3.141) den L, < L,,, bulunur.

Bu kez L, > L, oldugunu gosterelim. ye D(L,,) olsun. Bu halde yine y(x) ve y'(x)

(2)i (2)i

fonksiyonlar1 H uzayindaki norma gére mutlak siireklidir ve (p(x)y’(x))'e L,(x,,,x;;H)

dir. [x,_,,x,] araliginda

l(p)y )| =[P ()Y (x) + px)y"(x)|

2| p(x)y" ()| =P’ )y’ || = | poy" )| =[P Oy )

> p(x,_)||y"(x)| - cons 1 (3.142)
dir. Buradan

(P |y @) < (((po)y o]+ const ) <2(p(x)y ()] + const (3.143)

elde edilir.Bu son esitsizlikten
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*dx + const < const (3.144)

[ ey ol e <2 [[(poy oy

i1 i-1

Boylece ye D(L,,) ise ye D(L,,,)oldugunu yani

D(L,,;) < D(Li;)) (3.145)
oldugunu gosterdik. Her ye D(L,),) igin, y #0,

X;

(Liayy), = )y (0= 0 )y, y()x
=~ [(pr )y 0 yM = [(QCx) (0, y ()M

X

= ~(px )Y @YD)+ [ PG .y ke~ [(QGx, )y, y()Mx

Xi-1

R

< [P,y M~ [ (@) y(). y()kix

Xiq

R i

= p @ @) = [Py ), y@kx = [(Q)y(x), y(x)

i1 Xi-1

= f(— (P(0)Y () = Q) y(x), ¥ () = (L, v, ¥) (3.146)

1

(x;215%;)

bulunur. (3.145) ve (3.146) dan L

i > Ly, elde edilir. O

L, ., operatoriiniin 6zdegerlerini bulalim. Bunun i¢in x;; = a , x; = b, p(x;) = d olmak {izere

i(1)
L,[a,b] uzayinda —du”(x) ifadesi ve u(a)=u(b)=0 smr kosullariyla olusturulan A
operatoriinii goz Oniine alalm. A, A operatoriiniin bir 6zdegeri ve f(x) bu 6zdegere karsilik

gelen bir 6zvektoril olsun. Ayrica Yy, Q(b): H — H operatriiniin bir 6zdegeri ve ¢ de bu

Ozdegere karsilik gelen bir Ozvektorii olsun. f(x)¢e L,(a,b;H) dir. f(x)¢ vektor
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fonksiyonunun H uzayindaki norma gore tirevi f’(x)¢ dir. Gergekten

+Ax)Q— , +Ax)—f(x) .,
£in%Hf(x A(xp F@9_ i "”:gﬂ(}”q’H'I flx = 1O _ i
A-x - ’
iA=L )0 a1
Ax—0 A)C
dir. Dolayisiyla
(F00) =(F0) = (09 (3.148)

dir. f’(x) in [a,b] de mutlak siirekli olmasindan yararlanarak kolayca goriilebilir ki

’

(f(x)9) = f'(x)¢ vektor fonksiyonu H uzayindaki norma gore mutlak siireklidir. Ote

yandan f”(x)e L,[a,b] oldugundan

b b
[lr7eog] ax = o] [|f ) dx < o0 (3.149)

’”

dur. Yani ( f (x)(p) € L,(a,b;H) dir. Ayrica
fl@o=fb)p=0

oldugundan f(x)ee D(L,,,) dir. (Af)(x)=—-df"(x)=Af(x) ve Qb)p=v¢ oldugu gbz
oniine alinirsa

’”

Ly, (f0)@)=—d(f(x0)9) —0B)(f(x)9)=—df(x)9— f(x)Q(b)P

=M @e-Y (X)9=A-7)f ()¢ (3.150)

elde edilir. Goriildiigii gibi A~y L, operatoriiniin bir 6zdegeri ve f(x)¢ de bu 6zdegere
kargilik gelen bir 6zvektoruidir. Dolayisiyla L, operatoriiniin 6zdegerlerini bulmak icin A

operatoriiniin veya bir bagka degisle
—du”(x) = u(x) , (3.151)

u(a)=u(b) =0 (3.152)
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sinir deger probleminin 6zdegerlerini bulmak gerekir. (3.151) denkleminin genel c¢oziimii

k,  ve k, herhangi sabitler olmak lizere

u(x) =k, cosvVAd ' x+k, sinvVAd ' x (3.153)

seklindedir. # nun o6zfonksiyon olmasi i¢in (3.152) simir kosullarinin saglanmasi yani

k,,  k, nin

k,cosNAd 'a+k,sinNAd 'a=0

(3.154)

k,cosNAd 'b+k, sinyAd b =0

denklem sisteminin sifirdan farkli bir ¢6ziimiiniin olmasi gerekir. (3.154) denklem sisteminin

sifirdan farkli bir ¢6ziime sahip olabilmesi i¢cin

cosvAd 'a sinvAd 'a
cosvAd™'b sinvAd'b

0

yada

cosx/kd'la.sin\/kd'lb—cosx/kd'lb.sin\/Kd_la =0

olmalidir. Buradan

sin(b —a)vAd™' =0

veya

(b—aWAd™ =nm ; (neZ) (3.155)

bulunur. Buradan da

k:d( nm jz
b—a

elde edilir. A nin bu ifadesi (3.154) sisteminin birinci denkleminde yerine konursa

nm . nm
k, cos a+k,sin a=0
b-a b-a
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k, =—k, —b=a_ (3.156)

bulunur. (3.153), (3.155) ve (3.156) dan

sin a nT nw
u(x) =—k, —4__cos x+k,sin X
b—a -a
cos a
—a
k, nT . . NT nT
=— cos Xx.sin a—sin X.COS a
—a b—a b—a —a
cos a
—-a
kg rx—a) (3.157)
b-a
cos a
—a
- k, . nn(x—a) . .
elde edilir. Bu u(x)= sin 5 fonksiyonu &, #0 olmak lizere (3.151),
cos a —a
-a
(3.152) sinir deger probleminin
nm )’
A, :d( j , (neX) (3.158)
b—a

O0zdegerine karsilik gelen bir 6zfonksiyonudur. Boylece (3.151), (3.152) simir deger

nT

2
probleminin 6zdegerlerinin (3.158) seklinde ve A, =d ( j 0zdegerine karsilik gelen bir

b—a
ozfonksiyonunun da
. nn(x—a)

sin
b—a

seklinde oldugunu gosterdik. a=x,,, b=x;, d= p(x;) oldugu hatirlanirsa her n dogal

4

sayist i¢in
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2
nm
A, —v=px, )( j - (3.159)
X — X0
e T L . nm(x; —x;_,) . w1
sayisinin L, operatoriiniin bir 6zdegeri ve sin ——————.¢ fonksiyonunun da bu 6zdegere
X =X
karsilik gelen bir Ozvektdrii oldugu ortaya cikar. Q(x): H - H operatoriiniin

o,(x)2a,(x)=...2a,(x)2... 0zdegerlerine karsilik gelen ortonormal 6zvektorleri sirasiyla
0,(x),9,(x),...,0;(x) ise

2
p(x,)( i J—a,(x,»

X —Xin

1

sayist her n,je X igin L, operatdriiniin bir 6zdegeri ve

sin =)

X~ X
vektor fonksiyonu da bu 6zdegere karsilik gelen bir 6zvektoriidiir.
Teorem 3.2.9 : {fn (x)} L,[a,b] uzayinda ve {e j} de bir H Hilbert uzayinda herhangi

tam diziler ise {fn (X)e; }

n=1 j=1

kiimesi L, (a,b; H) uzayinda tamdir.

Ispat: Once her n,je X icin f.(0)9;,€ L,(a,b;H) oldugunu belirtelim. y = y(x) L,(a,b;H)

uzayinin
yL {f,0e 77

J
olacak sekilde herhangi bir eleman olsun. Her n,je X igin
b
[(f, (e, y(xpdx=0
ya da

I(ej,y(x))fn(x)dsz (n=12,...; j=1,2,...) (3.160)
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dir. {f,(x)} L,[a,b] de tam dizi oldugundan (3.160) dan L,[a,b] nin fonksiyonlar olarak
(e;,y(x)=0 (j=12,.)

elde edilir. Dolayisiyla [a,b] aralifinda hhhy (y(x),e j) =0 dir.

E, ={xe[a,b1;(y(x),e,) #0f ve E=E, olsun. mE; =0  (j =1,2,..) oldugundan

j1

0<mE<Y mE,=0
Jj=1

dir. Buradan mE = 0 bulunur. Ote yandan her x e [a,h]\E igin
(y(x),e;)=0, (=1,2,...) (3.161)
dir. {e j} H de tam dizi oldugundan (3.161) den her x e [a,b] \E i¢in y(x)=0 bulunur. Boylece

[a,b] araliginda hhhy y(x) = 0 dir. Sonug olarak [a,b] de hhhy || y(x)|| =0 ve bu nedenle

b
M5, = [y ax=0 (3.162)

ya da

L,(a,b;H) uzaymn elemani olarak y = 0 elde edilir. L, (a,b; H) uzay1

yl {fn (x)¢j }m )

n=1 j=1

olacak sekilde sifirdan farkli bir y elemanina sahip olmadigindan {fn (0@, }::1; kiimesi
L,(a,b;H) de tamdir. O
Teorem 3.2.10 : 1. ve 4. kosullar saglaniyorsa L,,, operatoriiniin 6zdegerleri
2
nm ;
p(xi)( J —o;(x;) (n=1,2,... ;j=1,2,...) (3.163)
X =Xy

L,,, operatoriiniin 6zdegerleri de
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2
p(x,_l)((n_l)ﬂ-j —a(x,) (n=12,...; j=12,...) (3.164)
X =Xy
seklindedir.

Ispat: Her n,je X

2

nw . e e L o .
p(xi)(—J — o, (x;) nin L, operatdriiniin bir dzdegeri ve sin
X = Xig

1

M(pj(xi)

i i-1
vektor fonksiyonunun da bu dzdegere karsilik gelen bir 6zvektorii oldugunu gostermistik.
Dolayisiyla
(X=X ) .
sin——————0,(x;) (n=1,2,... ; j=1,2,...)

i i-1

L,,, operatoriintin (3.163) Ozdegerlerine karsilik gelen 6z fonksiyonlardir:

2
Ly, [sin@%(m}[pu»[ nr J—a,«(x»]sin%qp,«(x»

i i1 X =X i1

(n=1.2,... ; j=1,2,...).

H aynlabilir bir Hilbert uzayr ve Q(x,): H — H tam siirekli kendine es bir operator

oldugundan {p,(x)}", dizisi H de tamdir. Ote yandan {sin %} dizisi
i il n=l1

L,[x,,,x;] de tam oldugundan teorem 3.2.9 geregince

oo
=

{sin nrX) @, (x, )} kiimesi L,(x,_,,x;;H) uzayinda tamdir.

X, — X;_
i i-1 n=l, j=1

Bir A sayisiin L, in bir 6zdegeri ve y nin bu 6zdegere karsilik gelen bir 6zvektorii

oldugunu varsayalim. Eger

Mé{p(xi){ il J—ocj(x,.)}
X =Xy

olsaydi L, operatorii kendine es oldugundan

oo

n:l,j:l
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oo
oo

yl{sin’”i(x—w.(p L, )} (3.165)

i i-1 n=l, j=

oo
oo

@, (x )} kiimesi tam oldugundan (3.165) den y =0

n=l, j=|

olurdu. Ote yandan {sin nE(x—x.,)

i i-1

elde edilir. Oysa y bir 6zvektordiir ve bu nedenle y # 0 dir. Bu ¢eliski

2
Ae {p(xi)( nm j —ocj(x,,)}
X~ X

oldugunu yani L,  operatoriiniin 6zdegerlerinin

oo
oo

n:I,j:1

2
p(xi)[ m j—aj(x,,) (n=12,...; j=1,2,...)

X = Xig

1

seklinde oldugunu gosterir. Benzer sekilde L, operatoriiniin 6zdegerlerinin (3.164) seklinde

oldugu ispatlanabilir. o

Ee (O,oc i (O)) olmak iizere

E, ={rel0,0):a,(x)> e}, (3.166)
y,(e)=supkE,, (3.167)
olsun.

Yardimcr Teorem 3.2.1 : Her x, € [0,y (¢)) i¢in o, (x,) >¢€ dur.

Ispat : Xo<V¥,(¢) oldugundan E,  kimesinin bir iist siniri degildir. Dolayisiyla E;,

kiimesinin x,>x, olacak sekilde bir x, elemani vardir. E; kiimesinin tanimi geregince
o, (x)=¢€ (3.168)
dir. Ote yandan o ; fonksiyonu azalan oldugundan

o, (x) < o, (%) (3.169)
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dir. (3.168) ve (3.169) dan

a;(x))>€ (3.170)
bulunur. o
L, ve L, operatorlerinin -£ dan kiigiik olan 6zdegerlerinin sayisi sirasiyla n,,; ve n,

olsun.

Teorem 3.2.11 : 1.— 6. kosullar saglandig taktirde £ nun kii¢iik degerleri icin

0 o (x) 8
Ny > z { J. —l}

)

aj(x,)>x-:

dir. Burada
¢, (©=minfx, v, ©} (=12...M-1) (3.171)
dir.

Ispat : Teorem 3.2.10 geregince L,,, operatoriiniin 6zdegerleri

2
p(x, )[ nn j —ocj(xi) (n=1,2,... ; j=1,2,...) seklindedir. Dolayisiyla n,,,
l xi—l

p(xi)[Lj -0 (x)<—€ (3.172)
X

i i-1

esitsizligini saglayan (n, j) (nje X ) ikililerinin sayisidir. (3.172) den

S s ) (3.173)
T\ px)

bulunur. Buradan j nin  o;(x;) > € kosulunu saglayan sabit bir degeri igin (3.172)

esitsizligini saglayan (n, j) ikililerinin yani n dogal sayilarinin n,,; sayisi i¢in
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) (Xj(.xl-)—e o (xj(x,')_s .
-1 = |—2L——eX ise
t\  p(x) T\ p(x)

My, = (3.174)
lo, (x,)—¢ lo,(x,)—¢

§ —J( ) ) § —’( ) g X ise

T p(xi) T p(xi)
elde edilir. Bu bagintidan ve n,,,= Y n,,,; esitliginden

(ij(x[)>s
lo,(x,)—¢
Ny 2 Z § L_l i=12,....M -1 (3.175)
J T p(-x,')

o (x;)>¢

bulunur. Adigiizelov’'un (1980) calismasindan o;(x) (j=1,2,...) fonksiyonlarinin azalan
olduklar1 bilinmektedir. Ote yandan varsayim geregi p(x) fonksiyonu azalmayandir. O halde

yardimel teorem 3.2.1 den yararlanarak o (xi+/) 2 € yada xi; < y;(€) kosulunu saglayan

her je X icin

8/0( (x,)—¢ f o, -¢ f *m-e (3.176)
p(x,) P(x) p(x)

ve o (xie)) < €< @ (x;) yada x; <y (8)< x,,, kosullarini saglayan her je X icin de

i+l

y;(e) v, (®)
5 o (x;)— e J o (x) e J o (x) e (3.177)
A T A e

bulunur. (3.176) ve (3.177) den  a;(x) >€&  kosulunu saglayan her je X icin

¢, (&)= min{xM,\yj (8)} olmak iizere

@; ;(8)
5 %K) —¢# o (x) 8 J. o (x) 8 (3.178)
V pe) T L\ P

elde edilir. (3.175) ve (3.178) den

¢ (&)

My > 2 { j a;’(‘i) de—l} (3.179)

o (x;)>e
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bulunur. Ote yandan teorem 3.2.8 geregince L dir. Bu durumda (Smirnov, 1964) den

(1)1 l(l)

(3.180)

Ry 2 Mgy

oldugu bilinmektedir. (3.179) ve (3.180) den

"9 o () —€
n(l)i > Z |i I p(X) dX—l}

o (x;)>¢
elde edilir. o

Teorem 3.2.12 : 1. — 6. kosullar1 saglandig taktirde € nun kii¢iik degerleri icin

| & ‘V/(S)\/m 3
N(&)> — L —dx— const. I_| o, (x)dx— const. [y} (€)
n;! p(x) ! 1 1

dur. Burada /, = Zl dir.

o;(0)=2e

Ispat : R. Courant’ varyasyon prensiplerinden (Courant ve Hilbert, 1970) dolay1
M

N(©&)2 D ng,
i=1

dir. Bu esitsizlikten ve teorem 3.2.11 den yararlanarak
M1 M-l ®i® oy (x)—¢

N@Z Y>> Y { j 9 dx—l} (3.181)
i=1 i=l

p(x)

o (x;)>¢

elde edilir. Bu bagmtinin sonundaki

M 1949 o o, (x)-¢
j dx—1 (3.182)
, )

— T dx—-1 (G,j=1.2,..)
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ifadelerinin toplamudir. o;(x) (j=12,...) fonksiyonlarinin monoton azalan olduklari goz

Oniine alinirsa (3.182) toplamui icin

Mol 05 (e)
{ J. oc(x) de—l}:

%, o (-¢
——dx—1 3.183
P() { j ' } G189

p(x)

(x (x )>€a (x;)>¢
yazilabilir. @, ;(€) nun (3.171) deki ifadesinden yararlanarak

@, ;(€)

a;(x)—¢e 8 o;(x)-¢ e a;(x)-¢ e
Z ,>lz j (X) i D (x) j p(x)

oc (x,)>soc (x;)>€

V() Ot(x) 8
givo

)

v ()

-3 |

5 p(x)

o-e, (3.184)

oc (x,)>s

elde edilir. Burada i, x, < ¥ ,(¢) < x,,, kosulunu saglayan bir dogal sayidir. o ;(x,)>¢€
kosulunu saglayan je X icin (3.166) ve (3.167) den v ®2 x elde edilir. ¢ ®2 x
kosulunu saglayan je X icin yardimcei teorem 3.2.1 den o, (x,) >€ elde edilir. Bu durum

g0z Oniine alinarak (3.184) ten

1O o (x)—¢ Y o (x)—¢€
J d — J d
RIEe) I o 47,2 I V"

oc (x1)>soc (x;)>¢

‘“'(E) o, (x)-€ £ o, (x)-¢ €

' (€)>x1 () (X) ' (€)>x1 () (X)

:i“’f'f“ /ocj(x)—edx_ ""(8) /oc (x)— s /oc (x)— e
j=1 0 p(x) ‘I’/(S)<’Cl () P(x) 'z (E)>X1 0 P(x)
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le v, (&) o.(x)—=¢ ©p,; (&) o.(x)—¢
= o\ rl 70 Vo opW)
L Vil /0& x)—€ g _

> j —’( ) dx — z j G 8cl)c
P p(x) a,(ngo\/ p(x)
Vi Ty () —¢ 8

> I de —constJ. o, (x)—edx 21
=l o p(X) 0 a;(0)2e
I Wf(g) a(x)_g )

= — T _dx— constl, j o, (x) —&dx (3.185)
j=l % p(x) b

bulunur.

o, (x;) >¢ kosulunu saglayan sabit bir j > 1 i¢in

S =maxfi:o;(x)>¢f (3.186)
i>1
ocj(x,-)>s

dir. max{i to(x) > 8}: m(j,€) olsun. o, (x, ;. ) >€ oldugundan yine (3.166) ve (3.167)
den

Xy S W5 (€)

xm(j,s)

elde edilir. Ote yandan m(j,€) = oldugundan

v, (€)

i€) <
m(J,€) 5

dir. Bu esitsizlikten yararlanarak
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2 < X e > v ve© S 1=8"y, (@), (3.187)

i>1 8 (x/(())>s 8 8 aj(())>€

oc (xl)>soc (x;)>¢€ (x (xl)>s

bulunur. (3.181), (3.183), (3.185) ve (3.187) den

I v ;(€)
Ne> =Y [ [t (’(C)) dx - const. zj,/a (x)—edx—3"y, (&) [, (3.188)
T %

elde edilir. Teorem 3.2.6 dan ve (3.134) ve (3.188) bagintilarindan

1 Iy v, (e) (x(x)_s )

N(&e)> —Z j ————dx— const. lE_[ o, (x)dx — const. lswf ®) (3.189)
T Jj=1 0 P(x) 0

bulunur. o

L., ve L,,, operatorlerinin —€& dan kiigiik olan 6zdegerlerinin sayis1 sirasiyla n,, ve n,,,

olsun.
Teorem 3.2.13 : 1. — 6. kosullar1 saglandig taktirde & nun kiigiik degerleri icin
o (x)—¢
n(z), |: J. ( ) dx+1jl (i:2,3,...,M)
0; (x 1)>€
dir.

Ispat: Teorem 3.2.10 geregince L,,, operatoriiniin 6zdegerleri

(,1)((” D”j —a,(x,,) (=12 j=12,.)

i xi -1

seklindedir. Dolayisiyla n,,,

p(x,-_J%—a,»(xi_l) <-¢ (3.190)

esitsizligini saglayan (n,j) (n,j € X)ikililerinin sayis1 olup

o, (x_ )€
o< Y E /% +1} (3.191)

o (xi_)>€
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dir. o;(x) (j=1.2,...) fonksiyonlarinin azalan ve p(x) fonksiyonunun azalmayan oldugu

g0z Oniine alinirsa

a; (x 1) e o, (x, ) —€ o (x)—¢€ )
§ = <[ = (i=23,..) 3.192
V" p) ,I ey I\/ o U (192

elde edilir. (3.191) ve (3.192) den

o (x) € )
Mygay < j I T+l (i=23,..0) (3.193)
o (x 1)>€
bulunur. Teorem 3.2.8 geregince L, > L,,, dir. Budurumda (Smirnov, 1964) den
N S N, (=1,2,..0) (3.194)

oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla

Ry < { j a() x+1}(1—23 ) (3.195)
(x(x 1)>€

dir. O

Teorem 3.2.14 : 1. - 6. kosullari saglandig1 takdirde € nun kiiciik degerleri igin

I, v, (e) o (x)—
N, (&) <n,, +7" I I i ) € dx +,87v, (¢)
=l 0

dir.

Ispat : R. Courant’in varyasyon prensiplerinden dolay1 (Courant ve Hilbert, 1970)
M

N,(©)< D ny,
i=1

dir. Teorem 3.2.13 ten ve bu esitsizlikten

N,(e)< n(2)1+;' > { j a;(i) dx +1} (3.196)

oc,(xH )>€
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elde edilir. (3.196) esitsizliginde yer alan

{ o (x) € }
j I dx+1 (3.197)

J
o (x;_)>€

toplamt o (x, ;) >€ kosulunu saglayan i 22 ve j21 dogal sayilar i¢in

—j i ( ) BITE el (P23, =12,) (3.198)

ifadelerinin toplamudir. o;(x) ( j=1,2,...) fonksiyonlarin monoton azalan olduklari goz

oniine alinirsa (3.197) toplamu icin

{j %, - de+l} D) { j %dx+l}

M%

p(x) i>2

(x (vc )>€a (x;_1)>¢€

|
[S]

J
o (x 1)>€

I o,-e, _I “() €. ..,+lj° Mdmo (3.199)
) T p(x)

a (vcl)>x-: o1
elde edilir. Burada i,

(04 j(xl,o) >E, Q; (xioﬂ) < € kosullarini saglayan dogal sayidir. (3.166) ve (3.167) den

X, < W ,(8) (3.200)

. X,
bulunur. Ote yandan i,= % oldugu goz 6niine alinirsa (3.196) ve (3.199) dan

( J—
N,(&) <ng,, + l J‘ \/mdx+wj(£)
j T 9 p(x) S

o (x)>€

I V() (.x(x)_e W(S)
<ng, + |— dx+— 3.201
N, ;Lt _([ ) X 5 ( )

eldeedilir. v (&)< wy,(¢) (j=12,...,I,) oldugu gbz dniine alinirsa son bagintidan
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t v ;(e)
N, (&) <ng, +% J. \ : 1(7)(63)6) 8 e Wl(g) (3.202)

bulunur. o

Teorem 3.2.15: 1. — 6. kosullar1 saglandig: takdirde £ nun kii¢iik degerleri icin

. L Ve o (x) € d .
N(E)<m I ———dx+const. lgj o, (x)dx + const. 1y, (€)
J=l 0 0

dir.

5

Ispat: (3.202) esitsizliginde n,, ile L,(0,8;H) uzaymnda  (3.80) ifadesi ve
y'(0)=y'(8) =0 smur kosullar1 ile olusturulan L,, operatorinin —¢ dan kigiik olan

Ozdegerlerinin sayis1 gosterilmistir. [0,d] araligin1 uzunluklari

o, = % (6, =90)

S,y o)+ 1

olan parcalara bolelim. Teorem 3.2.14 iin ispatina benzer sekilde

v (€) S
’ /Oc X 8 e loL.(x)—¢€
Mgy < n(z)l - z I de +188;180 (3.203)
v; (€)<50 o p(x) v, (©28 0 \  p(x)

oldugu gosterilebilir. Burada nj), ile L,(0,8;H) uzaymnda (3.80) ifadesi ve

y'(0)=y'(8,)=0 smir kosullar1 ile olusturulan L(z)1 operatoriiniin —& dan kiiciik olan

0zdegerlerinin sayis1 gosterilmistir. (3.203) den
Ny < Ny, + const. lgr[qlocl(x)dx+ 1.8,'8, (3.204)
0

elde edilir. (3.204) esitsizligi

8 1

m—

m = u8m 1\|f§m+l)k 1(8)H+1

(m=12,...) (3.205)

olmak iizere L,(0,8,;H) (m=12,...) uzayinda (3.80) ifadesi ve y’(0)=y'(3,)=0

sinir kosullar ile olusturulan L), operatdrlerinin —& dan kiiiik olan 6zdegerlerinin n3)
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sayisina uygulanirsa
ni < nl + const. I, _[1/0( (X)dx+ 1,878 m=12,..) (3.206)
elde edilir. §_, =y, (¢) olmak iizere (3.205) formiiliinden yararlanarak

-1 usm l“pim+l)k 1(8)|]+ 1 < Sm 1W§m+l)k 1(8) +1

3, (m+D)k-1
usm 2W;nk 1(8)“4—1\'!1 (&)+1

(m+1)k—-1
< 8m 2“Vlm+ ( )

mk—1

+l=yi@e)+1  (m=12,..) (3.207)
m 2\"1 ( )

elde edilir. Buradan € un | (€)>2 esitsizligini saglayan degerleri igin

L(®) (3.208)

bulunur. (3.206) ve (3.208) den
Bm
nin< ni"+ const. I, [Joy (dx+21, i (e) (3.209)
0

elde edilir. i=1 icin (3.191) ifadesinde & yerine 9, ,, yazip (3.194) esitsizligini goz Oniine

alirsak
m+ 6m+ o (0) —€
((2>1 V< Z 1 : +1
oose] T | pO)

- o, (0)
< 'S, ., .| ———+1|<constl (5, +1) (3.210)
;[ '\ p(0) } 1

bulunur. (3.205) ten m, > % —2 kosulunu saglayan bir m, € X sabiti i¢in
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§ . <1 (3.211)

my+1

elde edilir. (3.210) ve (3.211) den

(mgy+1)

U

< cons t.1, (3.212)

bulunur. (3.202), (3.204), (3.206), (3.209) ve (3.212) den

my Sy

I, v;(e)
N,(¢) Sn’lz j d +.87y, (e) + const.l ZJ‘JO( (x)dx+ const.l, vi(e)(3.213)
J=1 0

m=0 (

elde edilir. Teorem 3.2.7 den ve (3.134), (3.213) bagintilarindan yararlanarak

i, Vi®
N < lz I /(x ;(:(C))c) ¢ dx+ const.l I o, (x)dx+ const. [y (€) (3.214)
Jj=l o

bulunur. o

3.3 L Operatoriiniin Negatif Ozdegerlerinin Sayis1 icin Asimtotik Formiiller

Bu kisimda bdoliim 3.2 de elde edilen sonuglardan yararlanarak L, (0,e0; H) uzayinda

1) = ~(p(0)y () —0()y(x)

diferansiyel ifadesi ve y(0) =0 sinir kosulu ile olusturulan kendine es L operatoriiniin —&
dan (£>0 ) Kkiiciik olan 6zdegerlerinin N(g€) sayist icin €— 0 iken asimtotik formiiller

bulacagiz. Once o, (x) fonksiyonunun asagidaki kosulu sagladigim varsayalim:

7) k,, (0,2) araligina ait olan bir sabit olmak tizere her n > 0 i¢in

_ 1
im o x)xk‘) T =1im lo x)xk"+n =0
1m “% 1m %1
X—>00 X—>00

dir. o

Bir me (0,00) sabiti icin Z[oc j(O)]'" serisinin yakinsak oldugunu varsayalim. O zaman
j=1

const> Z[(xj(O)]m > e =¢"l,

oc,(O)Zs oc,(O)zs
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dir. Bu bagintidan

I.< const.e™ (3.215)
bulunur.

Teorem 3.3.1 : 1.—7. kosullarinin saglandigimi varsayalim. Eger ek olarak

kosulunu saglayan bir m sabiti i¢in Z[Oc j(O)]m serisi yakinsak ise £— 0 iken

j=1

N(e)= ) [1 +0(e" )]Z L] (x)2e \/%dx

asimtotik formiilii saglanir. Burada ¢, pozitif bir sabittir.
Ispat: Teorem 3.2.12 ve teorem 3.2.15den & nun (£>0) kiigiik degerleri icin

LY o () -
N()-n" S A
(€)-T ; { Y

< cons{ [N, Codx+,yf (o) (3.216)

bulunur. o, (x) fonksiyonu azalan oldugundan [0,\|! l(28)] araliginda

o, (x) =, (v, (28) =2¢

dir. Bu bagintidan ve p(x) fonksiyonunun 4. kosulunu saglamasindan yararlanarak
i"’f“ /oc (x)— £ “"(E) /oc (x)— £ "’1(2” /oc (x)— £
j=l o p(X) p .X') p(x)
wie)
>Je | |——dx > Jc) ey, (2¢) (3.217)
o Vpx)

elde edilir. a,(x) fonksiyonunun 7. kosulunu sagladigi ve ]jmVy,(€) =co oldugu goz Oniine
£—-0

alinirsa
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lim o (w, Ceny, epfo [ =0

e—0

dir. Buradan £ nun kiigiik degerleri i¢in

1

v, (2e) > ¢ o

elde edilir. Bu esitsizlik (3.217) de gbz Oniine alinirsa

ko+m—2

I x scy g2 (3.218)

5

bulunur. (3.216) esitsizliginin ikinci tarafinda yer alan J‘,locl(x)dx integralini sinirlandiralim.
0

o, (x) fonksiyonu 7. kosulunu sagladigindan

ko

o, ()< e, x"™ M<ky;0<x<oo) (3.219)

olacak sekilde bir ¢, sabiti vardir. Dolayisiyla

a a _k 1(24(0”])

[Noy odx< e, [Vxm dx < e,82 (3.220)
0 0

dir. § =y, (s)([]w1 (s)|]+ 1) esitliginden
<y (e) (3.221)
elde edilir. (3.219) da x =, (¢) alinirsa

o, (y,(®) <y ™@©)  M<k,)

ya da

1

W (©)< e o (3.222)

bulunur. (3.220), (3.221) ve (3.222) den

_(1=k)(2=ky+1)

3
j Jo,(dx< c,e 20 (c, >0) (3.223)
0
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elde edilir. (3.215), (3.222) ve (3.223) den

s =Rk +1)
I, j Jo,(0dx <ce 2 (3.224)
0
_ln(ko—T])+k
Lyf@)< e B (3.225)

bulunur. (3.215), (3.224) ve (3.225) den

5
lEJ. o, (x)dx | (=k)=kg+n) 2-ky=n
: \V,(g(; < C,E 2(ko—) 2(kop+M) (3.226)
Zs: j o;(x)—¢
=1 0 p(x)
m(ky—n)+k  2-ky—n

Ly} (g) T ko 2tk
- 24 <ce Fom (3.227)
e o;(x)—¢

X

Jj=l o p(x)

bulunur. Her #>0 i¢in 0 < < ® iken

o 0=R@—k+m) 2k - 2k —kk, = 2mk,
2(ko —11) 2(ko +T|) 2k0

—t (3.228)

_mlkyg =Tk 2—ky-m  2—k, = 2mk, ~2k
ko -n 2(ko +ﬂ) 2ko

(3.229)

olacak sekilde bir w= () >0 sayist vardir. Buraya kadar yapilan islemlerde &k, (0,1)

araligina ait olan sabit bir say1ydi. Burada

_(2—ky)? +2mk,’ _, _(2—ky)* —8mk, +2mk,’

42-ky) 0 16k,

alinirsa (3.228) ve (3.229) dan

. (A-k)2-k, +M) N 2—k,—1 S (2—ky)? —8mk, +2mk,’ ,
2(ky —M) 2(ky +M) 8k, ’
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_ (2—ky)* —8mk, +2mk,’

- 3.230
16k, ° S

_mlky =W +k 2-k,-M _ (2-k,)’ —8mk, +2mk,’
ky—m 2(ky +m) 8k, — 4k,

—t, > 1, (3.231)

elde edilir. m sayisi

L2 — ko)’
8k ~2k,’

O<m
kosulunu sagladigindan ke (0,1) ve 1, >0 dir. (3.226), (3.227), (3.230) ve (3.231) den

lj o, (x)dx

0 1y
AT el (3.232)
> [~ x
j=l 0 p(x)
k
W1 (®) <. g" (3.233)
LV o (x) - ’
J
JZ‘ ! p(x)

bulunur. (3.216), (3.232) ve (3.233) den £ un kiiciik degerleri icin

‘ N(e)

le\v,(e) (X(X) 8
WZI\/

=i p(x)

—1| < ¢,,€" (3.234)

elde edilir. Bu esitsizlik £ —0 iken

N(g) o
B L W,(E)\/m _1 = 0(8 )9
|
j=1 9 p(x)

seklinde yazilir. Son bagintidan € —0 iken
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1 ' Ot(x)—s
N(e) = 1+ 0(e" ———d
@®=1"fI+o )I}j a,(J;m‘/ e

asimtotik formiilii elde edilir. O
lnn x (n=0,12,...) ile Injx=x, In,, x=In(In,,_; x) seklindeki fonksiyonlar1 gosterelim
ve o, (x)= ||Q(x)|| fonksiyonunun asagidaki kosulu sagladigini varsayalim:
8. Opyle bir & > 0 sayist ve n dogal sayist vardir ki o, (x)— (In,, x )_E" fonksiyonu bir
[a,) (a>0) araliginda negatif degerli degildir ve monoton artmayandir.

Yardimci Teorem 3.3.1 : x in biiyiik degerleri i¢in

1nn(ij <In, x—In'" x (3.235)
Inx

dir.

Ispat : n = 0,1 degerleri icin (3.235) esitsizliginin saglandig1 kolayca goriilebilir. n > 2

degerleri icin (3.235) esitsizliginin saglandigini tiimevarim yontemi ile ispatlayacagiz .

j =2 i¢in
lnz(ij = ln(ln LJ =In(In x — In(In x))
Inx Inx
1 I
=In| (nx)| 1- 20 | | =1y x+Inaf 1-—275 (3.236)
Inx Inx
I
lim —2% —0 oldugundan x— oo iken 111(1—1r12 xj~—1“2x dir. Buradan x in bilyik
Yoo INX In x In x

degerleri i¢in

Inf1-102% | o _In2x (3.237)
Inx 2Inx

bulunur. (3.236) dan ve (3.237) den

1 _
Ino| <ty x——2% clnyx—In"'x (3.238)
1 2Inx
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ya da
1n2(ij <Inyx—In"'x (3.239)
In x

elde edilir. Boylece n =2 icin (3.235) esitsizliginin saglandigim1 gostermis olduk. Bu kez de

n=m(m=2)igin (3.235) in saglandigim varsayalim. Yani x in bilyiik degerleri i¢cin

1nm(ij <In, x—In"™"x (3.240)
In x

olsun. Bu durumda (3.235) in n = m+1 i¢in de saglandigin1 gostermek gerek. x in biiyiik

degerleri i¢in (3.240) esitsizligi saglandigindan

In,, (ﬁj = ln[lnm (ﬁj) < ln(lnm x—In'™"" x)

—tn{(in,, )i~ 1n,, " ¥ x))=1n,,,y x+Inll ~1n,, " x-1nt ) (3.241)
olur. Yukaridakine benzer sekilde  x in bilyiik degerleri icin

ln(l—lnm_1 xIn™" x)< —llnm_1 x-Inl™ x

esitsizliginin saglandig1 kolayca goriilebilir. Bu esitsizlik (3.241) de g6z Oniine alinirsa,

In,,. (ij <In,q x——In,,~ xIn!™" x (3.242)
In x 2
bulunur. x in biiyiik degerleri i¢in
Inx oy (m22) (3.243)
2ln,, x

oldugundan , (3.242) den

In,, (ﬁj <In,; x—In""x

bulunur.
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Yardimer Teorem 3.3.2 : Q(x) operator fonksiyonu 1., 2., 3. ve 8. kosullarin1 sagliyorsa &

nun kiiciik pozitif degerleri icin

o, ("’I—(E)J —e> (Iny,(e)) & (3.244)
Iny, (¢)

dir.
Ispat : k bir dogal say1 (k > 1) olmak iizere yardimci teorem 3.3.1. yardimyla x in biiyiik

degerleri icin

In k(ij < (lnn x—In'™" xy( < lnnk x—(In x)k(l_n)
n \Unx

bulunur. Buradan

—k( x —k 1 —k
In — |=In x> —In X
" (lnxj n lnnk x—(In x)k(l—n) n

|
T Ink x-anokO D g ko _pkA=n) 5

> ! >(Inx)

lnnkxlnk(l_”) x-lnnk X

—k(n+1)

(3.245)

elde edilir.

g

Varsayim geregi o, (x)—In,, > x (&> 0) fonksiyonu bir [a, o ) (a >0 ) araliginda monoton

artmayandir. Bu durumda her bir k, > & sayisi i¢in o, (x) —In n_kl x fonksiyonunun bir [b , o)

(b >0) araliginda monoton azalan fonksiyon oldugunu gosterelim. Bunun igin

o (x)—1In n_k ' x fonksiyonunu
u=o,(x)- In —&x
1 n

ve

k

vzlnn_‘g x=In, "' x
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olmak iizere
0y () —=In,, % x = u(x) +v(x) (3.246)

seklinde gosterelim. v(x) fonksiyonu bir [b, o) (b > 0 ) aralifinda monoton azalandir.

Gergekten

Vi(x) = (ln . S x- In,, ki x),

= —&In, " x(lny, x) +k -In, 5 k- (ny, x)

’ k a
=(In,, x) 1 -
" lnnk1+1 x lnna"'1 x

~(ny ¥ — L |1-— & ]

Ing“ x| kyoIng, SR x

=(In,, x) (3.247)

lnnkl 1y ky

dir. k, >& ve x in bityiik degerleri i¢in (In n x) >0 oldugundan (3.247) den bir [b,e) (b > a)
araliginda v'(x) <0 oldugu elde edilir. Boylece v(x) fonksiyonunun [b,e) araliginda monoton

azalan oldugu ispatlanmis olur. Ote yandan u(x) fonksiyonu [b,e0) araliginda monoton artmayan
oldugundan, (3.246) dan o, (x)—1In n_kl x fonksiyonunun bir [b,e0) aralifinda monoton azalan

oldugu ortaya ¢ikar. (3.245) de k= H?‘,H +1 alalim. Yukaridaki aciklamalardan

o, (x)—In n_k x fonksiyonunun bir [b,e0) ( b =a) araliginda monoton azalan oldugu bulunur.

Bu nedenle x in biiyiik degerleri i¢in

—k
al(lij - (mn(in >y (x)-In,, K x (3.248)
nx In x

dir. (3.245) ve (3.248) den
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-k
(—ju[l(_j} “iny K x> in )R CD (3.249)

Inx Inx

elde edilir. Varsayim geregi |im®,(x)=0  oldugundan

xX—00

IimVY, () =00

£—>+0

dur. Bu nedenle (3.249) da € kiiciik bir pozitif say1 olmak iizere x =y, (€) alinabilir.

—k(n+1) .

061( v, ()

j— o, (y,(®)> (Iny, (e))
Iny, (g)

k=[g] +1<&+1 oldugundan,

i® | —(E+)(n+1)
al(lwl(g)J e> (Iny(e))

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. O

Teorem 3.3.2 : 1. — 6., 8. kosullar1 saglantyor ve bir m e (0,) sabiti i¢in Z[oc j(O)]m serisi

Jj=1

yakinsak ise £ — 0 iken

o B ocj(x)—e
NE =i+ 0 )];a,([)ZS‘/—p(x) dx

asimtotik formiilii saglanir. Burada B pozitif bir sabittir.

Ispat: Teorem 3.2.12 ve teorem 3.2.15 den yararlanarak £ nun kiiciik pozitif degerleri igin

N@E) -7 j I T
j=l o p(-x)

elde edilir. Burada k = % alinir ve (3.134) formiilii g6z Oniine alinirsa

[, Vi® o —¢
N -m Y. [ /%dx
=l oo

< const ll8 S+ (z—:)J

<const.l, |y, (€) (3.250)
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bulunur. Bu esitsizligin birinci tarafindaki toplam iistten sinirlandiralim.

f© =y, @®[ny ©]"

olsun. Q(x) operator fonksiyonunun 2. ve p(x) fonksiyonunun da 4., 6. kosullarim

saglamasindan yararlanarak

L Vi® i (e) — e —
J —a ) 8dx > j {—(Xl(x) edx > j —al(x) edx
=l 0 p(x) 0 p(x) o) p(x)

2

f(®
>, [ o (x) —edx > f\/(_)q/a (f(e)—-¢ (3.251)
f(&)

elde edilir. Yardimci teorem 3.3.2 den ve (3.251) den

LY o (x) g +1)(n+1 34
Z j P)(CX) e 2\/(?_\'!11;8“)/ €3] (an1(8)) e > C11\|11/ ® (3.252)
=l o 2 !

bulunur. (3.250) ve (3.252) den

‘ N(¢)

L, Vi®
‘nlz J. \/oc (x)— £
0

—1<e, Ly, (3.253)
j=1 p(x)

bulunur. o, (x) fonksiyonu 8. kosulunu sagladigindan € nun kii¢iik pozitif degerleri i¢in

E=0 (Wl(g)) (h’anl(S))
dir. Buradan

yi(e)>e (3.254)

elde edilir. (3.215), (3.253) ve (3.254) den
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‘ N(e) e

S —lj<c,ee t <e
R a;(x) - e
DI e
Jj=1 0 P(x)

bulunur. Bu esitsizlikten £€— 0 iken

o b o j(x)—e
NE =1+ o )];w[)zg /—p(x) dx

asimtotik formiilii elde edilir. o

3.4 Ornekler

Bu kisimda teorem 3.3.1 ve teorem 3.3.2 nin kosullarimi saglayan  Q(x) operator

fonksiyonuna ve p(x) skaler fonksiyonuna 6rnekler verecegiz.

1) Once teorem 3.3.1 in kosullarim saglayan Q(x) operator fonksiyonuna bir 6rnek verelim.

{en }T H uzayinda ortonormal bir taban olmak tizere her x e [0,0) icin Q(x): H > H

e )e, (feH)

operatoriinii géz Oniine alalim. 1. kosulunun saglandigi yani her xe[0,00) icin
QO(x): H — H in tam siirekli kendine es ve pozitif bir operator oldugu agiktir. 2. kosulunun

saglandigin1 yani her x, <ux, (xl,x2 €[0,00)) ve sifirdan farkli her fe H igin

(O(x)=0(x,))f, f)>0 oldugunu gosterelim.

(0(x) - 0(x))f. £) i[x+n ! JU@V

] nx, +n

i n(x2 ) —(fe, ) (3.255)

o (nx, +n )(nx2+n )

dir. f#0 oldugundan (f ,ei);tO olacak sekilde bir ie X sayis1 vardir. Dolayisiyla
(3.255) den
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i()c2 x;)
(ix, +1 )(1x2+l )

(@) -0, f)2 (f.e. )’ >0

bulunur. 3. kosulunun saglandigini gosterelim.

2

- nAx
Z \f’ €, )en

= (nx+n®)(nx + nAx + n®)

lo¢x +Av) —0W]f| = ‘

o 4 ——

“~ (nx+n*)*(nx + nAx + n*)*

=[a

n=1

dir. Buradan
|lo(x + Ax) — Q(x)|| < |Ax]

elde edilir. Bu esitsizlikten Q(x) operator fonksiyonunun B(H) uzayindaki norma gore

siirekli oldugu goriilmektedir. Ayrica
1
X)|=——
o= -
oldugundan ljm”Q(x)” =0 dir. Q(x) in k,=1 igin 7. kosulunu sagladig1 agiktir. Oyle ki

o, (0= 0| = —

oldugundan her n > 0 icin

X'

lima, (0)x' ™ =1im =0
X—>00 x>0 X+ 1

a0 x+1
lim[Oh(X)x1 ”] =lim T 0
dir.

_ 2
O<m< 2=k) = !
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N - 8
kosulunu saglayan mzé sabiti i¢in Z[Ocn (O)]m =Zn 7 serisi yakinsaktir. Boylece
n=1

n=1

teorem 3.3.1 in Q(x) ile ilgili tiim kosullarinin saglandigini1 géstermis olduk.

2) Hem teorem 3.3.1 de hem de teorem 3.3.2 de p(x) fonksiyonunun aym 4., 5. ve 6.

kosullarini saglamasi gerektigi goriilmektedir.

xt+1

p(x)= 5——; 0<x<e  olsun.
x“+2

, 2x
p(x)=———20; 0<x<o
) (x> +1)?

p(x)<1 ve %S p(x)< 1 dir. Buradan p(x) fonksiyonunun 4., 5. ve 6. kosullarim
sagladig goriilmektedir.

3) Bu kez teorem 3.3.2 nin kosullarim1 saglayan Q(x) operatdr fonksiyonuna bir ornek

verelim. a,

a>e’ ve Inx>(nlnx)? ; a<x<oo (3.256)

kosullarini saglayan bir sabit olmak iizere

2 X

— , 0<x<a
Inlna alnlna
a(x) =
! R a<x<oo
Inln x

fonksiyonunu g6z oniine alalim. {en }T H uzaymda ortonormal bir taban olmak iizere her
x€[0,) i¢in Q(x):H > H

0 f =Y a@n(f.e, e,

n=1

operatoriinii goz Oniine alalim. Her xe [0,o) i¢in Q(x): H — H tam siirekli kendine es ve
pozitif bir operatdr oldugundan 1. kosulu saglanir. a(x) (O < x<oo) fonksiyonunun azalan

olmasindan Q(x) operator fonksiyonunun azalan oldugu yani 2. kosulunun saglandigi elde
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edilir. Ayrica o(x) fonksiyonunun siirekli olmasindan ve ]ima(x)=0 esitliginden 3.

kosulunun saglandigi elde edilir. n =1 ve £=1 degerleri i¢in 8. kosulunun saglandigini

gosterelim. x e [a,o) iken

, , 1

1

1 1 1 X
[oc(x)——} :( __j __ xlnx2+ X _
In x Inlnx Inx (Inlnx)” (Inx)

= ! L—;z (3.257)
xInx| Inx (Inlnx)

dir. (3.256) ve (3.257) den

’

[oc(x)—L} <0, (an<oo)
Inx

bulunur. Dolayisiyla o(x)— (Inx)™ fonksiyonu [a, o) araliginda azalandir. Ayrica a > ¢°,

o, (x) = ou(x) oldugunu goz Oniine alarak ve (3.256) bagintisindan yararlanarak

(xl(x)_L: 1 _L: Inx—Inlnx 50

Inx Inlnx Inx Inx.Inln x

elde edilir. Boylece n=1 ve & =1 degerleri i¢in 8. kosulunun saglandigin1 gostermis olduk.
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4. SONUCLAR

Bu tez ¢alismasinda H sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzay1 olmak tizere L,(0,00; H)
Hilbert uzayinda

1) = ~(p(x)y ) —0(x)y(x)

diferansiyel ifadesi ve & € (—o,) bir sabit olmak iizere
cosa.y(0) +sina.y’ (0) =0

sinir kosulu ile olusturulan bir simetrik operatdriin L kapanisinin kendine es oldugu, bu
kendine es operatdriin alttan yar1 sinirh oldugu, spektrumunun negatif kisminin ayrik oldugu
ispatlanmis ve —¢& dan (€>0) kiicik olan 6zdegerlerin N(g) sayisi igcin € -0 iken
asimtotik formiiller bulunmustur. /y nin ifadesinde yer alan p(x) skaler fonksiyonunun ve
Q(x) operatdr fonksiyonunun belirli kosullar sagladiklar varsayilmistir
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