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ÖZET 

H  sonsuz boyutlu ayrılabilir bir Hilbert uzayı olamak üzere ),0[ ∞  aralığında tanımlı ve 
değerleri H  ye ait olan Bochner anlamında ölçülebilir ve  

∞<∫
∞

dxxf
0

2
)(  

koşulunu sağlayan tüm f  fonksiyonlarının kümesini );,0(2 HL ∞  ile gösterelim. );,0(2 HL ∞  

kümesi bir lineer uzaydır. Bu uzayın herhangi iki f  ve g  elemanlarının iç çarpımını  

∫
∞

∞ =
0

),0( ))(),((),( dxxgxfgf  

formülü ile tanımlarsak );,0(2 HL ∞  sonsuz boyutlu, ayrılabilir bir Hilbert uzayı oluşturur.  

 

“Operatör Katsayılı Bir Diferansiyel Operatörün Negatif Özdeğer Sayısının Asimtotik 
Davranışı” adlı bu tez çalışmasında );,0(2 HL ∞  uzayında  

( ) )()()()()( xyxQxyxpyl −
′′−=  

diferansiyel ifadesi ve ),( ∞−∞∈α  bir sabit olmak üzere  

0)0(.sin)0(.cos =′+ yy αα  

sınır koşuluyla oluşturulan bir diferansiyel operatörün kapanışının kendine eş olduğu ve bu 
kendine eş operatörün alttan yarı sınırlı olduğu, spektrumunun negatif kısmının ayrık olduğu 
ispatlanmış ve −ε  dan (ε >0) küçük olan özdeğerlerinin )(εN  sayısı için ε 0→  iken  

[ ] dx
xp

x
ON

j x

jt

j

∑ ∫
≥

−
−

+=
εα

εα
επε

)(

1

)(

)(
)(1)( 0  ,  

[ ] dx
xp

x
eON

j x

j

j

∑ ∫
≥

−−
−

+=
−

εα

ε
εα

πε
β

)(

1

)(

)(
)(1)(  

şeklinde asimtotik formüller bulunmuştur. Bu formüllerde …),(),( 21 xx αα  ile tam sürekli 

kendine eş HHxQ →:)(  operatörünün özdeğerleri gösterilmiştir. 0t  ve β  pozitif 

sabitlerdir.  

 
Anahtar Kelimeler:  Hibert uzayı, kendine eş operatör, simetrik operatör, kapalı operatör, 
kapanabilir operatör, Bochner integrali, özdeğer, ayrık spektrum. 
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ABSTRACT 

Let );,0(2 HL ∞ denote the set of all functions f , defined in the interval ),0[ ∞  with values in 
an infinite dimensional seperable Hilbert space H , which are measurable in the sense of 
Bochner and satisfy the condition 

∞<∫
∞

dxxf
0

2
)( . 

The set );,0(2 HL ∞  is a linear space. The space );,0(2 HL ∞  becomes an infinite dimensional 

seperable Hilbert space by defining the inner-product for any f  and g  in );,0(2 HL ∞  as 

∫
∞

∞ =
0

),0( ))(),((),( dxxgxfgf . 

In this thesis, entitled with “Asymptotic Behaviour of the Number of Negative Eigenvalues of 
a Differential Operator with Operator Coefficient”, we prove that the closure of a symmetric 
operator formed by the differential expression  

( ) )()()()()( xyxQxyxpyl −
′′−=  

and the boundary condition  

0)0(.sin)0(.cos =′+ yy αα  

where ),( ∞−∞∈α  is a constant, is self adjoint and this self adjoint operator is semi bounded 

below and negative part of its spectrum is discrete in the space );,0(2 HL ∞ . Morover, for 

number )(εN  of eigenvalues smaller than −ε  ( )0>ε  we find asymptotic formulas of the 
form  

[ ] dx
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x
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1
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)(1)(  

when ε 0→ . …),(),( 21 xx αα  ,in the above formulas, denote the eigenvalues of the operator 

HHxQ →:)(  which is completly continuous and self adjoint. 0t  and β  are positive 

constants.  

 

Key Words:  Hilbert space, self adjoint operator, symmetric operator, closed operator, 

closable operator, Bochner integral, eigenvalue, discrete spectrum. 
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1. GİRİŞ  

Bu çalışmada ikinci mertebeden operatör katsayılı bir diferansiyel ifade ile oluşturulan 

simetrik operatörün kapanışının kendine eş olduğu ve bu kendine eş operatörün alttan yarı 

sınırlı olduğu, spektrumunun negatif kısmının ayrık olduğu ispatlanmış ve negatif 

özdeğerlerin sayısı için asimtotik formüller bulunmuştur.  

Aşağıda bu tez çalışmasının temel ayrıntılarını vereceğiz:  

3.1 H  sonsuz boyutlu ayrılabilir bir Hilbert uzayı olsun. Bu uzayda iç çarpımı  (.,.)  ve normu  

⋅  ile göstereceğiz.  ∞≤<≤∞− ba  olmak üzere ),( ba  aralığında tanımlı, değerleri 

H uzayına ait olan ve  

1 Hbaf →],[:  fonksiyonu Bochner anlamında ölçülebilirdir.  

2 ∞<∫ dxxf

b

a

2
)(  

koşullarını sağlayan tüm f  fonksiyonlarının kümesini );,(2 HbaL  ile göstereceğiz. 

);,(2 HbaL kümesi bir lineer uzaydır. Bu lineer uzayın  

∫=
b

a

ba dxxgxfgf ))(),((),( ),(        (f,g ∈ );,(2 HbaL )   

fonksiyonu ile bir Hilbert uzayı olduğu bilinmektedir. (Kirillov, 1976). 

)(xQ  her ),0[ ∞∈x  için H  den  H  ye kendine eş bir operatör olsun. Ayrıca )(xQ  operatör 

fonksiyonun ),0[ ∞  aralığında )(HB  uzayındaki norma göre sürekli bir operatör fonksiyon 

olduğunu varsayacağız.  )(xp   ),0[ ∞  aralığında tanımlı ve sürekli türeve sahip olan bir 

fonksiyon olsun. 21 )( cxpc ≤≤   olacak şekilde 21 cvec  pozitif sabitlerinin var olduğunu  

kabul edelim. ),0[ ∞  aralığında  H  uzayındaki norma göre ikinci mertebeden sürekli türeve 

sahip olan, ),( ∞−∞∈α  bir sabit olmak üzere  

0)0(.sin)0(.cos =′+ yy αα  

koşulunu sağlayan ve ∞  da kompakt desteğe sahip olan tüm )(xy  fonksiyonlarının kümesi  
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)( 0LD  olsun. );,0()(: 200 HLLDL ∞→  

( ) ( ) )()()()()(0 xyxQxyxpxyL −
′′−=  

operatörünü göz önüne alalım. 3.1 kısmında elde edilen temel sonuç aşağıdaki teoremden 

ibarettir: 

Teorem 3.1.6 : Eğer her ),0[ ∞∈x  için )(xQ Iβ≤  olacak şekilde bir ),( ∞−∞∈β  sabiti 

varsa 0LL =  operatörü kendine eştir.  )(LD   );,0(2 HL ∞   uzayının  

• a) )(xy  ve )(xy′   her sonlu ],0[ a  aralığında H  uzayındaki norma göre mutlak süreklidir. 

• b) ( ) )()()()( xyxQxyxp −
′′− ∈ );,0(2 HL ∞  

• c) 0)0(.sin)0(.cos =′+ yy αα  

koşullarını sağlayan tüm )(xyy =  fonksiyonlarından ibarettir. Ayrıca  

( ) ( ) )()()()()( xyxQxyxpxLy −
′′−=      )(LDy ∈   dir. 

3.2 Bu kısımda )(xQ  operatör fonksiyonunun bazı ek koşulları sağladığı da varsayılarak 

0sin =α   halinde kendine eş L  operatörünün alttan yarı sınırlı olduğu, spektrumunun negatif 

kısmının ayrık olduğu ispatlanmış ve negatif özdeğerlerinin sayısı için bazı eşitsizlikler 

ispatlanmıştır.  

3.3 L  operatörünün -ε  dan (ε >0)  küçük olan özdeğerlerinin sayısını )(εN  ile gösterelim. 

Ayrıca tam sürekli kendine eş HHxQ →:)(  operatörünün özdeğerleri 

…… )()()( 21 xxx iα≥≥α≥α   olsun. Bu kısımda farklı koşullar altında ε 0→  iken  

[ ] dx
xp

x
ON

j x

jt

j

∑ ∫
≥

−
−

+=
εα

εα
επε

)(

1

)(

)(
)(1)( 0  (1.1) 

ve 

[ ] dx
xp

x
eON

j x

j

j

∑ ∫
≥

−−
−

+=
−

εα

ε
εα

πε
β

)(

1

)(

)(
)(1)(  (1.2) 
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şeklinde farklı asimtotik formüller bulunmuştur. Bu formüllerde 0t   ve  β  pozitif sabitlerdir.  

3.3, (1.1) ve (1.2) asimtotik formülleri )(xQ  operatör fonksiyonunun farklı koşulları sağladığı 

varsayılarak bulunmuştur. 3.4 kısmında varsayılan koşulları sağlayan )(xQ  operatör 

fonksiyonuna örnekler verilmiştir.  

Çeşitli diferansiyel operatörlerin negatif özdeğer sayısının asimtotik davranışı Skaçek,B.Y. 

(1963); Adıgüzelov, E.E., (1980); Maksudov, F.G., Bayramoğlu,M., Adıgüzelov, E.E., 

(1993); Avcı, H., (1998) ve Adıgüzelov, E.E., Bakşi,Ö., Bayramov,A., M., (2002) 

çalışmalarında incelenmiştir. Adıgüzelov, E.E., Oer, Z. (2002) çalışmasında yarı eksende 

verilmiş Sturm-Liouville operatörünün negatif özdeğerlerinin toplamı için asimtotik formül 

bulunmuştur. Kostyuchenko, A.G., Levitan, B.M. (1967);  Bayramoğlu,M.,  (1971); 

Maksudov, F.G., Hüseynov, V.G., (1978); Aslanov, G.İ., (1984) ve birçok çalışmada saf ayrık 

spektruma sahip olan operatör katsayılı diferansiyel operatörlerin özdeğer sayısının asimtotik 

davranışı incelenmiştir.  
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2. ÖN BİLGİLER 

2.1 Kapalı ve Kapanabilir Operatörler 

Tanım 2.1.1 : X  ve Y  herhangi iki Banach uzayı ve XAD ⊂)(  olmak üzere YADA →)(:  

bir lineer operatör olsun. Eğer xxn
n

=
∞→

lim  ve yAxn
n

=
∞→

lim  koşullarını sağlayan her 

)(}{ ADxn ⊂⊂⊂⊂   dizisi için )(ADx ∈   ve  Axy =  oluyorsa  A  ya kapalı operatör denir.  

Bu tanımdan görüldüğü gibi sınırlı lineer operatörler ile kapalı operatörler arasındaki temel 

farklar şunlardır: 

Eğer YADA →)(:  sınırlı lineer bir operatör ise  xxn
n

=
∞→

lim  koşulunu sağlayan  her 

)(}{ ADxn ⊂⊂⊂⊂  dizisi için YAxn ⊂⊂⊂⊂  dizisi yakınsaktır. Ancak  )(}{ ADxn ⊂⊂⊂⊂  dizisinin 

yakınsadığı Xx∈  elemanının )(AD  ya ait olması zorunlu değildir. Eğer YADA →)(:  

kapalı operatör ise xxn
n

=
∞→

lim  koşulunu sağlayan  her )(}{ ADxn ⊂⊂⊂⊂  dizisi için bu defa 

YAxn ⊂⊂⊂⊂  dizisinin yakınsak olması zorunlu değildir. Fakat xxn
n

=
∞→

lim  ve yAxn
n

=
∞→

lim  ise 

)(ADx ∈  ve Axy =  dir.  

Teorem 2.1.1 : X  ve Y  herhangi iki Banach uzayı ve YADA →)(:  ( )XAD ⊂)(  sınırlı 

lineer bir operatör olsun. A  operatörünün kapalı olması için gerek ve yeter koşul )(AD  nın 

kapalı olmasıdır.  

İspat :  

Gereklilik: A  operatörünün kapalı olduğunu varsayalım.  x  )(AD  nın  herhangi bir yığılma 

noktası olsun. O halde  xxn
n

=
∞→

lim  olacak şekilde bir  )(}{ ADxn ⊂⊂⊂⊂  dizisi vardır. A  operatörü 

sürekli olduğundan }{ nAx   dizisi bir  Yy ∈  elemanına yakınsar.  Yani;  

yAxn
n

=
∞→

lim  . 

A  operatörü kapalı olduğundan  )(ADx ∈  ve yAx ==== olmalıdır. Böylece )(AD  tüm yığılma 

noktalarını içerir. )(AD  kapalıdır.  

Yeterlilik:  )(AD  nın kapalı olduğunu varsayalım. )(}{ ADxn ⊂  ; Xx∈  ; Yy ∈  için 
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xxn
n

=
∞→

lim  ve yAxn
n

=
∞→

lim  olsun. )(AD  kapalı olduğundan )(ADx ∈  dır. Öte yandan A  

operatörü sürekli olduğundan AxAxn
n

=
∞→

lim  yani Axy =  dir. A  operatörü kapalıdır. □ 

Teorem 2.1.2 : Kapalı bir  A  operatörünün 1−

A  tersi varsa  1−

A  operatörü de kapalıdır.  

İspat:  yyn
n

=
∞→

lim   

ve  

xyA n
n

====−−−−

∞∞∞∞→→→→

1lim    

olsun.  Burada  )()(}{ 1
ARADyn =⊂ −   )(}{ ADxn ⊂  dır. Ayrıca  

nn yAx ====  olsun.  Ters 

operatör tanımından   
nn yAx

1−=  dir.  

yAxn
n

====
∞∞∞∞→→→→

lim   

ve  

xxn
n

====
∞∞∞∞→→→→

lim  dir.  

A  operatörü kapalı olduğundan  )(ADx ∈  ve  Axy =  dir.  Böylece, )()( 1−=∈ ADARy     

yAx
1−=  olup  1−A  operatörü kapalıdır. 

Teorem 2.1.3 :  Tanım kümesi kapalı olan her kapalı operatör sınırlıdır. 

Tanım 2.1.2 : X  ve Y  herhangi iki Banach uzayı ve XAD ⊂)(  olmak üzere YADA →)(:  

kapalı olmayan bir lineer operatör olsun. Eğer  A  nın kapalı bir genişlemesi varsa A  ya 

kapanabilir operatör denir.  

Eğer A  kapanabilir bir operatör ise aşağıdaki özelliklere sahip olan bir A  operatörü vardır: 

1) A ⊂ A  

2) A  operatörü kapalıdır.  

3) B  A  nın herhangi bir kapalı genişlemesi ise  A ⊂ B . 

A  operatörüne A  nın kapanışı denir. A  operatörü şöyle oluşturulabilir: 
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xxn
n

====
∞∞∞∞→→→→

lim  ( )(}{ ADxn ⊂ ) 

ve  

yAxn
n

====
∞∞∞∞→→→→

lim   

ise  )(ADx∈  ve  yxA =   kabul edilir.  

Teorem 2.1.4 :    A * kapalıdır.   

İspat:  x n → x 0      ( ))(}{ *
ADxn ⊂    ve    A * 

x n→ y 0  olsun.  Her  )(ADx∈  elemanı için  

( ) ( )
nn

xAxxAx
*,, =          ( )(ADx∈ ) 

dır. Burada limite geçilirse   

( ) ( )
00

,, yxxAx =        ( )(ADx∈ ) 

elde edilir. Bu bağıntıdan  A * ın tanımı gereğince  

)( *
0 ADx ∈    ve   

00

*
yxA =  

elde  edilir. □ 

A  simetrik bir operatör ise A ⊂ A * dır.  Teorem 2.1.4 gereğince A * operatörü kapalıdır. 

Dolayısıyla her simetrik operatör kapanabilirdir.  

2.2 Yarı  Sınırlı Operatörler 

Tanım 2.2.1 :  HADA →)(:   herhangi bir simetrik operatör olsun. Eğer tüm  )(ADx∈  

elemanları için  

( ) ( )xxcxAx ,, ≥  

olacak  şekilde bir  ),( ∞−∞=ℜ∈c  sabiti varsa  A  ya alttan yarı sınırlı operatör  denir. 

Benzer şekilde üstten yarı sınırlı operatörün tanımı verilebilir. 

H  bir Hilbert uzayı ve )(AD = H   olmak üzere  HADA →)(:  alttan yarı sınırlı, kendine eş 
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bir operatör olsun. Bir α ∈ ),( ∞−∞  sabiti için  A  operatörünün spektrumunun  ),( α−∞   

aralığına ait olan kısmının sadece özdeğerlerden ibaret olduğunu, her özdeğerin katlılığının 

sonlu olduğunu ve bu özdeğerler kümesinin α  dan küçük olan bir yığılma noktasına sahip 

olmadığını kabul edelim. Burada özel  olarak =α−∞∩σ ),()(A ∅  olabilir. Bu durumda A  

operatörünün  spektrumunun  ),( α−∞  aralığına ait olan kısmı  ayrıktır  denir.  

2.3 Bochner İntegrali 

Tanım 2.3.1 : H  ayrılabilir bir Hilbert uzayı ve Hbaf →],[:  herhangi bir fonksiyon olsun. 

Ayrıca  ∞
1}{ iE  ],[ ba =∪

n

i

iE
1=

olacak şekilde ],[ ba  aralığının ikişerli ayrık, ölçülebilir alt 

kümelerinin sonlu bir topluluğu olsun. Eğer f   fonksiyonu her Ei  kümesinde sabit ise yani 

hemen hemen her x ∈ Ei için 
ifxf =)(  ∈ H  (i=1,2,…,n) ise f  ye basit fonksiyon denir ve  

( )nn EfEfEfxf ,;;,;,)( 2211 …=  

ile gösterilir.  

Tanım 2.3.2 : Hbaxf →],[:)(  herhangi bir fonksiyon olsun.  Eğer  ],[ ba   aralığında tanımlı 

H  değerli basit fonksiyonların hemen hemen her yerde  

0)()(lim ====−−−−
∞∞∞∞→→→→

xfxf k
k

 

koşulunu sağlayan bir ∞
1}{ kf  dizisi varsa f  fonksiyonuna ],[ ba  aralığında Bochner 

anlamında ölçülebilir (B-ölçülebilir) bir fonksiyon denir.  

Tanım 2.3.3 : Hbaxf →],[:)(  herhangi bir fonksiyon olsun. Eğer her h ∈ H  için )),(( hxf  

skaler fonksiyonu Lebesgue anlamında ölçülebilir ise f  ye ],[ ba  aralığında Bochner 

anlamında  zayıf ölçülebilir (zayıf B-ölçülebilir) bir fonksiyon denir.  

Teorem 2.3.1 :Bir Hbaf →],[:  fonksiyonu ancak ve ancak zayıf B-ölçülebilir ise B-

ölçülebilirdir. Yani, Hbaf →],[:  fonksiyonunun B-ölçülebilir olması ile zayıf B-ölçülebilir 

olması eş değerdir.  

Tanım.2.3.4: ( ) HbaEfEfEfxf nn →= ],[:,;;,;,)( 2211 …  herhangi bir basit fonksiyon olsun. 
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∑
=

n

i

ii fEm
1

)(  toplamına f  fonksiyonunun ],[ ba  aralığında Bochner integrali (B-integrali) 

denir ve ∫∫∫∫
b

a

dxxfB )()(   ile gösterilir.  

Tanım 2.3.5 : Hbaf →],[:  herhangi bir fonksiyon olsun. Eğer ],[ ba   aralığında tanımlı H  

değerli basit fonksiyonların  

1) ],[ ba  aralığında hhhy 0)()(lim ====−−−−
∞∞∞∞→→→→

xfxf k
k

 dır. Yani f  fonksiyonunun  ],[ ba  

aralığında  B-ölçülebilirdir. 

2) )()( xfxf k −  (k=1,2,…) fonksiyonları ],[ ba  aralığında Lebesgue anlamında integre 

edilebilirdir.  

3) 0)()()(lim ====−−−−∫∫∫∫
∞∞∞∞→→→→

dxxfxfL

b

a

k
k

 

koşullarını sağlayan bir ∞
1)}({ xf k   dizisi varsa f  ye ],[ ba   aralığında Bochner anlamında 

integre edilebilir (B-integre edilebilir)  bir fonksiyon denir.  

Eğer f  ],[ ba  aralığında B-integre edilebilir bir fonksiyon ve ∞
1)}({ xf k  basit fonksiyonların 

tanım 2.3.5 deki 1), 2) ve 3)  koşullarını sağlayan her hangi bir dizisi ise H  uzayındaki 

norma göre dxxfB

b

a

k )()lim( ∫   limitinin var olduğu ve bu limitin ∞
1)}({ xf k  dizisinin seçimine 

bağlı olmadığı ispatlanabilir. (Erugin, 1978) 

Tanım 2.3.6 : f  ],[ ba  aralığında  B-integrallenebilir bir fonksiyon ve ∞
1)}({ xf k  basit 

fonksiyonların tanım 2.3.5 deki 1), 2) ve 3)  koşullarını sağlayan bir dizisi olsun.  

dxxfB

b

a

k )()lim( ∫  limitine f  fonksiyonunun ],[ ba  aralığında Bochner integrali (B-integrali) 

denir ve dxxfB

b

a

k )()( ∫  ile gösterilir.  

E ⊂ ],[ ba   olsun.  









∈

∈

=χ

iseE\bax

iseEx

xE

],[,0

,1

)(  



 

 

9 

fonksiyonuna E kümesinin karakteristik fonksiyonu denir.  

Tanım 2.3.7 :  Hbaxf →],[:)(   ],[ ba  aralığında B-integrallenebilir  herhangi bir fonksiyon 

ve E ],[ ba  aralığının ölçülebilir bir alt kümesi olsun. dxxfxB

b

a

E )()()( ∫ χ   integraline f  

fonksiyonunun E kümesinde Bochner integrali (B-integrali) denir ve ∫E dxxfB )()(  ile 

gösterilir.  

Tanım 2.3.8 : HbaxF →],[:)(  herhangi bir fonksiyon olsun. Eğer  h , H  uzayının herhangi 

bir elemanı ve Hbaxf →],[:)(  ],[ ba  aralığında B-integrallenebilir bir fonksiyon olmak 

üzere  

∫+=
x

a

dttfhxF )()(    ;  ∈x ],[ ba  

ise F  fonksiyonuna ],[ ba  aralığında mutlak süreklidir denir. (Gorbaçuk ve Gorbaçuk, 1984) 

H  sonsuz boyutlu bir uzay ise mutlak sürekliliğin bu  tanımı alışılmış tanıma denk değildir. 

Eğer  HbaxF →],[:)(  fonksiyonu ],[ ba  aralığında mutlak sürekli ise yani Hh ∈  ve 

Hbaxf →],[:)(  , ],[ ba  aralığında  B-integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere  

∫+=
x

a

dttfhxF )()(    ;  ],[ bax ∈  

ise ],[ ba   aralığında hhhy HxF ∈′ )(  türevi vardır ve )()( xfxF =′  ],[ ba  aralığında hhhy dir.  

HbaxF →],[:)(   mutlak sürekli bir fonksiyon ise  

∫ −=′
β

α

αβ )()()( FFdxxF             

her ],[ βα ],[ ba⊂  için  Newton-Leibniz formülü sağlanır. 

Tanım 2.3.9 ( );,(2 HbaL  Uzayı) : H  bir ayrılabilir Hilbert uzayı olsun. Bu uzayda iç 

çarpımı (.,.) ve normu ⋅  ile gösterelim. ∞≤<≤∞− ba  olmak üzere ),( ba  aralığında 

tanımlı, değerleri H  uzayına ait olan ve  

1) Hbaxf →),(:)(  fonksiyonu Bochner anlamında ölçülebilirdir.  
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2) ∞<∫ dxxf

b

a

2
)(    

koşullarını sağlayan tüm f  fonksiyonlarının kümesini );,(2 HbaL  ile gösterelim. );,(2 HbaL  

kümesi bir lineer uzaydır. Bu lineer uzayın  

∫=
b

a

ba dxxgxfgf ))(),((),( ),(        (f,g ∈ );,(2 HbaL )   

fonksiyonu ile bir Hilbert uzayı olduğu bilinmektedir. H uzayı ayrılabilir ise );,(2 HbaL  

uzayı da ayrılabilirdir (Kirillov, 1976). );,(2 HbaL  uzayında normu 
),( ba

⋅  ile göstereceğiz.  

2.4 );,(2 HbaL   Uzayına Örnekler 

1) ),( ∞−∞=ℜ=H  olsun. Bu durumda  );,(2 HbaL  uzayı reel ),(2 baL  uzayı olacaktır.  

2) 2lH =  olsun. Bu durumda );,(2 HbaL  uzayı  …,, 21 ff    ),( ba  aralığında tanımlı 

ölçülebilir fonksiyonlar olmak üzere  

i)  her ),( bat ∈   için ∞<∑
∞

=

2

1

)(
i

i tf  

ii)  ∞<∫ ∑
∞

=

dttf

b

a i

i ])([
2

1

  

koşullarını sağlayan tüm ∞= 1)}({)( tftx i  vektör fonksiyonlarının oluşturduğu kümedir ve 

);,(2 HbaL  de iç çarpım  

=),(),( bayx dttgtf

b

a i

ii∫ ∑
∞

=

])()([
1

 

şeklinde tanımlanır. Burada ∈= ∞
1)}({ tgy i );,(2 HbaL  dır.  

3) H = ),(2 dcL    )( ∞≤<≤−∞ dc   olsun. Bu taktirde  );,(2 HbaL  uzayı ),(),( dcba ×  

kümesinde tanımlı, ölçülebilir  

∫ ∫ ∞<






b

a

d

c

dxdttxu
2

),(  
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veya 

∞<∫ ∫ dxdttxu

b

a

d

c

2
),(  

koşulunu  sağlayan  tüm  u(x,t)  fonksiyonlarının kümesidir. );,(2 HbaL  in herhangi iki 

u=u(x,t)  ve  v = v(x,t)  fonksiyonlarının iç çarpımı  

=),(),( bavu ∫ ∫ 








b

a

d

c

dxdttxvtxu ),(),(  

şeklinde tanımlanır. 
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3. OPERATÖR KATSAYILI BİR DİFERANSİYEL OPERATÖRÜN NEGATİF 

ÖZDEĞER SAYISININ ASİMTOTİK DAVRANIŞI 

3.1 Operatör Katsayılı Bir Diferansiyel İfade ile Oluşturulan Bir Simetrik Operatörün 

Kendine Eş Bir Genişlemesi Hakkında 

H sonsuz boyutlu ayrılabilir bir Hilbert uzayı ve )(xQ  her ),0[ ∞∈x  için H den H ye 

kendine eş bir operatör olsun. Ayrıca )(xQ  in ),0[ ∞  aralığında )(HB  uzayındaki norma göre 

sürekli bir operatör fonksiyon olduğunu varsayacağız. )(xp  ),0[ ∞  aralığında  tanımlı ve 

sürekli türeve sahip olan bir fonksiyon olsun. 21 )( cxpc ≤≤  olacak şekilde 21 cvec  

pozitif sabitlerinin var olduğunu kabul edelim. ),0[ ∞  aralığında H  uzayındaki norma göre 

ikinci mertebeden sürekli türeve sahip olan, ),( ∞−∞∈α  bir sabit olmak üzere  

0)0(.sin)0(.cos =′+ yy αα  (3.1) 

koşulunu sağlayan ve ∞  da kompakt desteğe sahip olan tüm )(xy  fonksiyonlarının kümesi 

)( 0LD  olsun. );,0()(: 200 HLLDL ∞→   

( ) ( ) )()()()()(0 xyxQxyxpxyL −
′′−=  (3.2) 

operatörünü göz önüne alalım. );,0()( 20 HLLD ∞=  dir. Her ∈zy, )( 0LD  için bx ≥   iken 

0)()( )()( == xzxy ii      )2,1,0( =i  olacak şekilde y  ve z  ye bağlı bir ),0( ∞∈b  sayısı vardır. 

Kısmi integrasyondan yararlanarak  

( ) ( ) dxxzxyxQxyxpzyL ∫
∞

∞ 




 −

′′−=
0

),0(0 )(),()()()(,  

 

( ) ( ) ( )∫∫ −′′+′−=
bb

b
dxxzxQxydxxzxyxpxzxyxp

00
0

)()(),()(),()()(),()(  

 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ −




 ′′−′+′=

bb
b

dxxzxQxydxxzxpxyxzxpxyzyp
00

0
)()(),()()(),()()(),()0(),0()0(  

 



 

 

13 

( ) ( ) ( ) dxxzxQxzxpxyzypzyp

b

∫ 




 −

′′−+′−′=
0

)()()()(),()0(),0()0()0(),0()0(  (3.3) 

elde edilir.   

( ) ( ) 0)0(),0()0(),0( =′−′ zyzy  (3.4) 

olduğunu gösterelim. 0cos =α  iken (3.1) sınır koşulu 0)0( =′y  haline gelir. Bu durumda 

(3.4) eşitliğinin sağlandığı açıktır. 0cos ≠α  halinde  

αtan)0()0( yy ′−=  (3.5) 

αtan)0()0( zz ′−=  (3.6) 

dır. Dolayısıyla  

( ) ( ) ( ) ( ) 0)0(),0(tan)0(),0(tan)0(),0()0(),0( =′′+′′−=′−′ zyzyzyzy αα  (3.7) 

dır. Görüldüğü gibi her ),( ∞−∞∈α  sabiti için (3.4) eşitliği sağlanır. (3.3) ve (3.4) ten  

( ) ( )
),0(0),0(0 ,,

∞∞
= zLyzyL   (3.8) 

bulunur. Böylece  0L  ın bir simetrik operatör olduğunu gösterdik. Dolayısıyla 0L  operatörü 

0L   kapanışına sahiptir. Burada bazı koşullar altında 0L  operatörünün kendine eş olduğunu 

ispatlayacağız. Bunun için  önce 0L  operatörünün eşleniği olan *
0L   operatörünü incelemek 

gerekiyor.  

Teorem 3.1.1 : )(xf ,   bxa ≤≤  değerleri H  uzayına ait olan ve  

a) ],[ ba  aralığında  )(xf  H  uzayındaki  norma göre mutlak sürekli türeve sahiptir.  

b)  );,()( 2 HbaLxf ∈′′   

c)  0)()()()( =′==′= bfbfafaf   

koşullarını sağlayan bir fonksiyon olsun. Eğer );,()( 2 HbaLxh ∈   a), b) ve c)  koşullarını 

sağlayan her )(xf  için  

( ) 0)(),( =′′∫ dxxhxf

b

a

 (3.9) 



 

 

14 

eşitliğini sağlayan bir fonksiyon ise  

xegxh +=)(  (3.10) 

dir. Burada g   ve  e   H nin sabit elemanlarıdır.  

İspat:  )()( ttf λ=′′  olsun. O zaman ∫=′
x

a

dttxf )()( λ  ,    ∫ −=
x

a

dtttxxf )()()( λ    dir. 

Dolayısıyla c)  koşulundan  

0)(

0)(

=λ

=λ

∫

∫
b

a

b

a

dttt

dtt

 (3.11) 

elde edilir. Karşıt olarak bir );,()( 2 HbaLt ∈λ  fonksiyonu (3.11) koşullarını sağlıyorsa 

∫ −=
x

a

dtttxxf )()()( λ   fonksiyonu  a), b) ve c)  koşullarını sağlar. Eğer  );,()( 2 HbaLth ∈   

fonksiyonu (3.11) koşullarını sağlamıyorsa   

tegthth −−= )()(1  (3.12) 

fonksiyonu (3.11)  koşullarını sağlayacak şekilde Heg ∈,  vardır. Gerçekten g  ve e  nin 

bulunması için  

0
2

)(
)()()(

2

1 =
−

−−−= ∫∫ e
ab

gabdtthdtth

b

a

b

a

 (3.13) 

 

0
3

)(

2

)(
)()(

32

1 =
−

−
−

−= ∫∫ e
ab

g
ab

dttthdttth

b

a

b

a

 (3.14) 

denklem sistemi elde edilir.  Buradan  

∫
−

−
−

=
b

a

e
ab

dtth
ab

g
2

)(
1

 (3.15) 

 

0
3

)(

2
)(

1

2

)(
)(

32

=
−

−






 −
−

−

−
− ∫∫ e

ab
e

ab
dtth

ab

ab
dttth

b

a

b

a

 (3.16) 
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0
3

)(

4

)(
)(

2
)(

33

=
−

−
−

+
−

− ∫∫ e
ab

e
ab

dtth
ab

dttth

b

a

b

a

 (3.17) 

 

∫ ∫−
−

−
=

b

a

b

a

dtth
ab

dttth
ab

e )(
)(

6
)(

)(

12
23

 (3.18) 

 

∫ ∫ ∫−
+

−
−

−
=

b

a

b

a

b

a

dtth
ab

dttth
ab

dtth
ab

g )(
3

)(
)(

6
)(

1
2

 (3.19) 

bulunur. (3.9) eşitliği  

( )∫ =
b

a

dxxhx 0)(),(λ  (3.20) 

şeklinde yazılabilir. (3.11) ve (3.12) den yararlanarak  

( ) ( )∫ ∫ −−λ=λ
b

a

b

a

dxxegxhxdxxhx )(),()(),( 1  

 

( ) ( ) ( )dxexxdxgxdxxhx

b

a

b

a

b

a

∫ ∫ ∫ λ−λ−λ= ),(),()(),(  

 

( )∫ ∫∫ 









−









−=

b

a

b

a

b

a

edxxxgdxxdxxhx ,)(,)()(),( λλλ  

 

( )∫=
b

a

dxxhx )(),(λ  (3.21) 

elde edilir. Dolayısıyla (3.20) eşitliği 

( ) 0)(),( 1 =∫
b

a

dxxhxλ  (3.22) 

şeklinde yazılabilir. Bu eşitliğin (3.11)  koşullarını sağlayan her );,()( 2 HbaLx ∈λ  

fonksiyonu için sağlandığını hatırlatalım. )(1 xh  (3.11) koşullarını sağladığından  (3.22) de 

)()( 1 xhx =λ  alınabilir. O taktirde  
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=∫ dxxh

b

a

2

1 )( 0 (3.23)  

elde edilir. Buradan hhhy   )(1 xh =0   ya da   xegxh +=)(    bulunur. Dolayısıyla );,(2 HbaL  

uzayının elemanı olarak      xegxh +=)(   dir. □ 

),0[ ∞  aralığında kompakt desteğe, H  uzayındaki norma göre ikinci mertebeden sürekli 

türeve sahip olan ve ),( ∞−∞∈α  bir sabit olmak üzere (3.1) sınır koşulunu sağlayan tüm 

)(ty  fonksiyonlarının kümesi )( 0LD  olsun.  Ayrıca  

{ })(:)0( 0LDyyA ∈=  

{ })(:)0( 0LDyyB ∈′=  

olsun.  

Teorem 3.1.2 :  0sin ≠α  ise  HA =  ve  0cos ≠α   ise  HB =  dir.  

İspat : g  H nin keyfi bir elemanı olsun. Önce 0sin ≠α  olduğunu varsayalım. Aşağıdaki 

koşulları sağlayan bir )(xf  skaler fonksiyonu vardır: 

1)  )(xf   ( ∞<≤ x0 )  fonksiyonu ikinci mertebeden sürekli türeve sahiptir.  

2)   1)0( =f  , αcot)0( −=′f  

3)   Her ax ≥  için  )(xf =0  olacak şekilde bir ),0( ∞∈a  sayısı vardır.  

)(xy = gxf )(  olsun.  )()( 0LDxy ∈  dır.  Gerçekten  )(xy   ( ∞<≤ x0 ) fonksiyonu ),0[ ∞  

aralığında H  uzayındaki norma göre ikinci mertebeden sürekli türeve sahiptir,  her ax ≥  

için  )(xy =0  ve   

0
sin

cos
sincos)0(sin)0(cos)0(.sin)0(.cos =








−+=′+=′+ gggfgfyy

α

α
αααααα  

dır.  Ayrıca  ggfy == ).0()0(   dir. Yani;  g ∈ A  dır.  Bu nedenle A = H  dir.  

Bu kez 0cos ≠α  olduğunu varsayalım.  1) , 3) ve  

4)   αϕ tan)0( −=   ,  1)0( =′ϕ   
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koşullarını  sağlayan bir )(xϕ  ( ∞<≤ x0 ) fonksiyonu vardır. )(xy = )(xϕ . g  olsun. 

)()( 0LDxy ∈  dır. Çünkü )(xy   fonksiyonu ),0[ ∞  aralığında H  uzayındaki norma göre ikinci 

mertebeden sürekli türeve sahiptir.  Her ax ≥  için )(xy =0 ve  

0sin
cos

sin
cos)0(sin)0(cos)0(.sin)0(.cos =+








−=′+=′+ ggggyy α

α

α
αϕααϕαα  

dır. Yani )()(
0

LDxy ∈  dır. Öte yandan ggy =′=′ ).0()0( ϕ  olduğundan Bg ∈  dir. Sonuç 

olarak HB =  dir. □ 

),0[ ∞ aralığında H  uzayındaki norma göre ikinci mertebeden sürekli türeve sahip olan, 

0)0()0( =′= yy   koşullarını sağlayan ve ∞   da kompakt desteğe sahip olan tüm 

);,0()( 2 HLty ∞∈  fonksiyonlarının kümesini )( 1LD  ile gösterelim. );,0()(: 211 HLLDL ∞→   

( ) ( ) )()()()()(1 xyxQxyxpxyL −
′′−=  

operatörünü göz önüne alalım.  1L  bir simetrik operatördür. *
0L  operatörünü incelemek için 

önce teorem 3.1.1  den yararlanarak *
1L   operatörünü inceleyeceğiz.  

Teorem 3.1.3 :  Her )()( *
1LDxzz ∈=  fonksiyonu ; 

a) )(xz  ve )(xz′   her sonlu ],0[ a  aralığında H  uzayındaki norma göre mutlak süreklidir.  

b) ( ) );,0()()()()( 2 HLxzxQxzxp ∞∈−
′′−  

koşullarını sağlıyor ve  

( ) ( ) )()()()()(*
1 xzxQxzxpxzL −

′′−=   

dir.  

İspat :  Eşlenik operatörün tanımı gereğince eğer )()( *
1LDxzz ∈=  ise  

( ) ( ) ),0(
*

),0(1 ,, ∞∞
= zyzyL          ))(( 1LDy ∈  (3.24) 

olacak şekilde bir );,0()( 2
**

HLxzz ∞∈=   vardır. (3.24) eşitliği 
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( ) ( )dxxzxydxxzxyxQxyxp ∫∫
∞∞

=




 −

′′−
0

*

0

)(),()(),()()()(  (3.25) 

ya da  

)()()()( * xzxzxQxu +=  (3.26) 

olmak üzere  

( ) ( )dxxuxydxxzxyxp ∫∫
∞∞

=




 ′′−

00

)(),()(,)()(  (3.27) 

şeklinde yazılabilir. Her bx ≥  için 0)()( =′= xyxy   olacak şekilde bir ),0( ∞∈b  sayısının  

var olduğunu göz önüne alarak ve kısmi integrasyondan yararlanarak  

( ) ( ) ( )∫∫∫ ′′+′′=




 ′′

∞ bb

dxxzxyxpdxxzxyxpdxxzxyxp
000

)(),()()(),()()(,)()(  

 

( )∫∫ ∫ ′′′+








 ′′′=
bb x

dxxzxpxydxdttztpxy
00 0

)()(),())()((),(  

 

( )∫ ∫∫∫ ′′+









′′′−










′′=

b bx
b

x

dxxzxpxydxdttztpxydttztpxy
0 0000

)()(),()()(),()()(),(  

 

dxdttztpxzxpxy

x

∫ ∫
∞











′−′′=

0 0

)()()()(),(  (3.28) 

 

( ) dxdttuxydxxuxy

b x

∫ ∫∫ 









′=

∞

0 00

))((),()(),(   

 

dxdttuxydttuxy

b x
b

x

∫ ∫∫ 









′−










=

0 000

)(),()(),(  
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dxdtduxy

b x t

∫ ∫ ∫














 ′











ττ′−=

0 0 0

)(),(   

 

∫ ∫ ∫∫ ∫ 























′′+

























′−=

b x t
b

x t

dxdtduxydtduxy
0 0 0

0
0 0

)(),()(),( ττττ  

 

∫ ∫∫ 












−′′=

b xxt

dxdtttudutxy
0 000

)()(),( ττ  

 

∫ ∫
∞











−′′=

0 0

)()(),( dxdttutxxy

x

 (3.29) 

elde edilir. (3.27), (3.28), ve (3.29) dan  

∫ ∫
∞











′−′′−

0 0

)()()()(),( dxdttztpxzxpxy

x

∫ ∫
∞











−′′=

0 0

)()(),( dxdttutxxy

x

 (3.30) 

ya da  

∫ ∫∫
∞

=









−−′+−′′

0 00

0)()()()()()(),( dxdttutxdttztpxzxpxy

xx

 (3.31) 

bulunur. (3.31) eşitliği kompakt desteğe,  H  uzayındaki norma göre ikinci mertebeden 

sürekli türeve sahip olan ve 0)0()0( =′= yy  koşullarını sağlayan her );,0()( 2 HLxy ∞∈  

fonksiyonu için sağlandığından teorem 3.1.1  gereğince  

∫ ∫ +=−−′+−
x x

xegdttutxdttztpxzxp
0 0

)()()()()()(  (3.32) 

dir.  Burada Hg ∈   ve He ∈ ,  )()( *
1LDxzz ∈=  fonksiyonuna bağlı olan  elemanlardır. 

(3.32) den  )(xz  in her sonlu ],0[ a  aralığında mutlak sürekli olduğu görülmektedir. (3.32) 

eşitliğinin her iki tarafının türevi alınırsa  

∫ =−′+′−′−
x

edttuxzxpxzxpxzxp
0

)()()()()()()(  (3.33) 
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elde edilir. Buradan )(xz′  fonksiyonunun da her sonlu aralıkta H  uzayındaki norma göre 

mutlak sürekli olduğu görülmektedir. (3.33) ten  

( ) 0)()()( =−
′′− xuxzxp  (3.34) 

ya da   

)()()()( *
xzxzxQxu +=   

olduğu göz önüne alınırsa  

( ) )()()()()( * xzxzxQxzxp =−
′′−  (3.35) 

bulunur. Buradan      ( ) );,0()()()()( 2 HLxzxQxzxp ∞∈−
′′−    ve  

( ) ( ) )()()()()(*
1 xzxQxzxpxzL −

′′−=  (3.36) 

elde edilir. □ 

Teorem 3.1.4 : )( *
0LD  kümesi );,0(2 HL ∞  uzayının  

a) )(xz  ve )(xz ′  her sonlu ],0[ a  ( )),0( ∞∈a  aralığında H  uzayındaki norma göre mutlak 

süreklidir.  

b) ( ) );,0()()()()( 2 HLxzxQxzxp ∞∈−
′′−   

c) 0)0(.sin)0(.cos =′+ zz αα  

koşullarını sağlayan tüm )(xzz =  fonksiyonlarından ibarettir ve  

( ) ( ) )()()()()(*
0 xzxQxzxpxzL −

′′−=  

dir.  

İspat : 01 LL ⊂   olduğundan  *
1

*
0 LL ⊂  dır.  O halde teorem 3.1.3 den her )()( *

0LDxzz ∈=  

fonksiyonunun a.) ve b.) koşullarını sağladığı ve  

( ) ( ) ( ) )()()()()()( *
1

*
0 xzxQxzxpxzLxzL −

′′−==  (3.37) 
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elde edilir. Her )( *
0LDz ∈  için c.) koşulunun sağlandığını gösterelim. Eşlenik operatörün 

tanımı gereğince )( *
0LDz ∈  ise  

( ) ( ) dxxzxyxQxyxpzyL ∫
∞

∞ 




 +

′′−=
0

),0(0 )(),()()()(,  

 

( ) ( )∫
∞

∞==
0

),0(
** ,)(),( zydxxzxy          ( ))( 0LDy ∈   (3.38) 

dır. Kısmi integrasyondan yararlanarak  

( ) ( ) ( )∫∫ ′′+′−=




 ′′−

∞ b
b

dxxzxyxpxzxyxpdxxzxyxp
0

0
0

)(),()()(),()()(,)()(  

 

( ) ( ) ( ) dxxzxpxyxzxpxyzyp

b
b

∫ 




 ′′−′+′=

0
0

)()(),()()(),()0(),0()0(  

 

( ) ( ) ( ) dxxzxpxyzypzyp ∫
∞






 ′′−′−′=

0

)()(),()0(),0()0()0(),0()0(  (3.39) 

elde edilir.  (3.38) ve (3.39) dan 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫
∞∞

−




 ′′−′−′

00

)(),()()()(),()0(),0()0()0(),0()0( dxxzxyxQdxxzxpxyzypzyp  

 

( )∫
∞

=
0

* )(),( dxxzxy  (3.40) 

ya da 

( ) ( ) ( ) dxxzxQxzxpxyzypzyp ∫
∞






 −

′′−+′−′
0

)()()()(),()0(),0()0()0(),0()0(  

( ) ),0(
*
0,

∞
= zLy   (3.41) 

bulunur. (3.37) ve (3.41) den  
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( ) ( ) ( ) ( ) ),0(
*
0),0(

*
0 ,,)0(),0()0()0(),0()0(

∞∞
=+′−′ zLyzLyzypzyp  (3.42) 

ya da  

( ) ( ) 0)0(),0()0(),0( =′−′ zyzy      ( ))( 0LDy ∈  (3.43) 

elde edilir. Eğer 0sin ≠α   ise  (3.1) sınır koşulundan  

)0(.cot)0( yy α−=′  (3.44) 

bulunur. Bu ifade (3.43) de yerine konursa  

( ) ( ) 0)0(),0()0(),0(.cot =′−− zyzyα  (3.45) 

ya da  

( ) 0)0(.sin)0(.cos),0( =′+ zzy αα  ,      ( ))( 0LDy ∈  (3.46) 

elde edilir. Teorem 3.1.2 gereğince 0sin ≠α  ise  { } HLDyyA =∈= )(:)0( 0   dir.  Son iki 

bağıntıdan  

0)0(.sin)0(.cos =′+ zz αα      (3.47) 

bulunur. 

Eğer 0cos ≠α  ise (3.1) koşulundan  

)0(.tan)0( yy ′−= α  (3.48) 

elde edilir. Bu ifade (3.43) de yerine yazılırsa  

( ) ( ) 0)0(),0(.tan)0(),0( =′′+′ zyzy α  (3.49) 

ya da  

( ) 0)0(.sin)0(.cos),0( =′+′ zzy αα  ,   ( ))( 0LDy ∈  (3.50) 

elde edilir. Teorem 3.1.2  gereğince  0cos ≠α  ise  { } HLDyyB =∈′= )(:)0( 0  dir.  Yine son 

iki bağıntıdan  

0)0(.sin)0(.cos =′α+α zz  (3.51) 

bulunur. İspatın tamamlanması için a), b) ve c) koşullarını sağlayan her );,0()( 2 HLxz ∞∈  
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fonksiyonunun )( *
0LD  kümesine ait olduğunu ve ( ) ( ) )()()()()(*

0 xzxQxzxpxzL −
′′−=  

olduğunu göstermek gerekir. )( 0LDy ∈  ve z  a.), b.) ve c.) koşullarını sağlayan herhangi bir 

fonksiyon olsun. Her bx ≥  için 0)()( =′= xyxy  olacak şekilde bir ),0( ∞∈b  vardır. Bunu 

göz önüne alarak ve yine kısmi integrasyondan yararlanarak  

( ) ( ) ( )∫∫ ′′−′=




 ′′

∞ b
b

dxxzxyxpxzxyxpdxxzxyxp
0

0
0

)(),()()(),()()(,)()(  

 

( ) ( ) ( ) dxxzxpxyxzxyxpzyp

b
b

∫ 




 ′′+′−′−=

0
0

)()(),()(),()()0(),0()0(  

 

( ) ( ) ( ) dxxzxpxyzypzyp ∫
∞






 ′′+′−′=

0

)()(),()0(),0()0()0(),0()0(  (3.52) 

elde edilir.  

0sin)0(cos)0( =′+ αα yy  ,  0sin)0(cos)0( =′+ αα zz   koşullarından 0cos ≠α  halinde  

αtan)0()0( yy ′−=  ,   αtan)0()0( zz ′−=   bulunur. Dolayısıyla  

( ) ( ) ( ) ( ) 0)0(),0(tan)0(),0(.tan)0(),0()0(),0( =′′+′′−=′−′ zyzyzyzy αα  (3.53) 

elde edilir. (3.52) ve  (3.53) ten  

( ) ( )∫∫
∞∞






 ′′=





 ′′

00

)()(),()(,)()( dxxzxpxydxxzxyxp  (3.54) 

bulunur. Bu eşitlikten yararlanarak  

( ) ( ) dxxzxyxQxyxpzyL ∫
∞

∞ 




 −

′′−=
0

),0(0 )(),()()()(,  

 

( ) ( )∫
∞

∞
=





 −

′′−=
0

),0(
*
0,)()()()(),( zLydxxzxQxzxpxy  (3.55) 

elde edilir. Buradan görülüyor ki  );,0()( 2 HLxzz ∞∈=   fonksiyonu a.), b) ve c) koşullarını 

sağlıyorsa  z ∈ )( *
0LD  ve ( ) ( ) )()()()()(*

0 xzxQxzxpxzL −
′′−=   dır.□ 
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Teorem 3.1.5: Her ),0[ ∞∈x  için IxQ β≤)(  olacak şekilde bir  ℜ∈β   sabitinin var 

olduğunu kabul edelim. Eğer )(xy ∈ );,0(2 HL ∞  fonksiyonu 

a) )(xy  ve )(xy′  fonksiyonları her sonlu [0,a]   ( ),0( ∞∈a )  aralığında  H  uzayındaki 

norma göre mutlak süreklidir.  

b) ( ) )()()()()( xyxQxyxpyl −
′′−= ∈ );,0(2 HL ∞   

koşullarını sağlıyorsa  )(xy′ ∈ );,0(2 HL ∞  dir.  

İspat:  Kısmi integrasyondan yararlanarak her ),0( ∞∈a  için   

( ) =




 ′′∫ dxxyxyxp

a

0

)(,)()( ( ) dxxyxpxyxyxp

a
a

2

0
0

)()()(),()( ∫ ′−′  (3.56) 

ya da  

( ) dxxyxyxp

a

∫ 




 ′′

0

)(,)()( dxxyxp

a

∫ ′+
0

2
)()(  ( ) ( ))0(),0()0()(),()( yypayayap ′−′=   (3.57) 

bulunur. y ∈ );,0(2 HL ∞   ve  )( yl ∈ );,0(2 HL ∞   olmasından  

( ) ( ) 







+





 ′′ ∫∫

∞→

aa

a

dxxyxyxQdxxyxyxp
00

)(),()()(,)()(lim  (3.58) 

sonlu limitinin varlığı elde edilir.  

( ) ( )( ) dxxydxxyxyIxQdxxyxyxQ

aaa

∫∫∫ β+β−=
0

2

00

)()(),()()(),()(  (3.59) 

dir.  ( )( ) 0)(),()( ≤β− xyxyIxQ   olduğundan  

( )( )∫ β−
∞→

a

a

dxxyxyIxQ
0

)(),()(lim  (3.60 ) 

limiti vardır. Bu limit ya sonludur ya da ∞−  dur. O halde )(xy ∈ );,0(2 HL ∞  olduğu yani 

dxxy

a

a
∫

∞→ 0

2
)(lim  limitinin sonlu olduğu göz önüne alınırsa  (3.59) dan  



 

 

25 

( )∫
∞→

a

a

dxxyxyxQ
0

)(),()(lim  (3.61) 

limitinin varlığı elde edilir. (3.60) limitinin sonlu ya da ∞−  olmasına bağlı olarak (3.61) 

limiti sonlu ya da ∞−  dur. O halde sonlu (3.58) limitinin  varlığından  

( )∫ 




 ′′

∞→

a

a

dxxyxyxp
0

)(,)()(lim        (3.62) 

sonlu limitinin varlığı ya da  

( ) ∞=




 ′′∫

∞→

a

a

dxxyxyxp
0

)(,)()(Relim  (3.63) 

elde edilir.  Sonlu (3.62) limitini varlığını gösterelim. Aksini varsayalım. O halde (3.63) 

eşitliği sağlanır. (3.57) ve (3.63) den  

( ) ∞=′
∞→

)(),(Relim ayay
a

 (3.64) 

bulunur. Öte yandan  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ))(),(Re2)(),()(),()(),()(
2

ayayayayayayayayay ′=′+′=
′

=
′

 (3.65) 

dır. (3.64) ve (3.65) den 

( ) ∞=
′

∞→

2
)(lim ay

a

 (3.66) 

elde edilir. O halde bir  [b, ∞ )   (b∈(0, ∞ ) ) aralığında   
2

)(xy   fonksiyonu monoton 

artandır. Bu sonuç )(xy ∈ );,0(2 HL ∞  olmasına aykırıdır. Dolayısıyla sonlu  (3.62) limiti 

vardır. O halde (3.57) den  

∞<′=′ ∫∫
∞

∞→

dxxyxpdxxyxp

a

a 0

2

0

2
)()()()(lim  (3.67) 

bulunur.  )(xp 01 >≥ c  olduğu göz önüne alınırsa (3.67) den  

∞<′∫
∞

dxxy
0

2
)(  (3.68) 



 

 

26 

yani  )(xy′ ∈ );,0(2 HL ∞  elde edilir. □ 

Teorem 3.1.6: Eğer her ),0[ ∞∈x  için  IxQ β≤)(  olacak şekilde bir ),( ∞−∞∈β   sabiti 

varsa 0LL =  operatörü kendine eştir ve )(LD  );,0(2 HL ∞  uzayının  

a.) )(xy  ve )(xy′  her sonlu [0,a]  aralığında H  uzayındaki norma göre mutlak süreklidir. 

b.) ( ) )()()()( xyxQxyxp −
′′− ∈ );,0(2 HL ∞  

c.) 0)0(.sin)0(.cos =′+ yy αα  

koşullarını sağlayan tüm  )(xyy =   fonksiyonlarından ibarettir. Ayrıca  

( ) ( ) )()()()()( xyxQxyxpxLy −
′′−=  ,   )(LDy ∈    

dir. 

İspat: y  ve z )( *
0LD kümesinin herhangi iki elemanı olsun. Teorem 3.1.4 gereğince 

)(xy , )(xz ∈ );,0(2 HL ∞  , 

( ) ( ) );,0()()()()(),()()()( 2 HLxzxQxzxpxyxQxyxp ∞∈−
′′−−

′′−  (3.69) 

dir. O halde teorem 3.1.5 gereğince )(xy′ , )(xz ′ ∈ );,0(2 HL ∞  dir. Dolayısıyla 

( ) ( ) ),0[)(),(,)(),( 1 ∞∈′′ Lxzxyxzxy   dur. Bu nedenle ∞=
∞→

n
n

alim ,  

( ) ( )[ ] 0)(),()(),(lim =′−′
∞→

nnnn
n

azayazay  (3.70) 

olacak şekilde  bir { }na  dizisi vardır.  Bu { }na  dizisi için  

( ) ( ) dxxzxyxQxyxpzyL ∫
∞

∞ 




 −

′′−=
0

),0(
*
0 )(),()()()(,  

 

( ) ( )∫∫ −




 ′′−=

∞→

nn aa

n

dxxzxyxQdxxzxyxp
00

)(),()()(,)()(lim  (3.71) 

dir.  Ayrıca =′+ )0(.sin)0(.cos yy αα 0)0(.sin)0(.cos =′+ zz αα   koşullarından yararlanarak  
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( ) ( ) ( ) ( ) dxxzxpxyxzxpxyxzxyxpdxxzxyxp
n

nn

n a
aa

a

∫∫ 




 ′′+′−′=





 ′′

0
00

0

)()(),()()(),()(),()()(,)()(  

 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) dxxzxpxy

azayazayapzyzyp

na

nnnnn

∫ 




 ′′+

′−′+′−′=

0

)()(),(

)(),()(),()()0(),0()0(),0()0(

 

 

( ) ( )[ ] ( ) dxxzxpxyazayazayap
na

nnnnn ∫ 




 ′′+′−′=

0

)()(),()(),()(),()(  (3.72) 

elde edilir.  (3.70), (3.71) ve (3.72) den  

( ) ( ) ( )[ ]{

( )











 −

′′−+

′−′=

∫

∞→
∞

na

nnnnn

n

dxxzxQxzxpxy

azayazayapzyL

0

),0(
*
0

)()()()(),(

)(),()(),()(, lim

 

 

( ) ( )∫
∞

∞
=





 −

′′−=
0

),0(
*
0,)()()()(),( zLydxxzxQxzxpxy  (3.73) 

bulunur. Görüldüğü gibi  *
0L  bir simetrik operatördür.  Dolayısıyla  

*
0L

**
0 )(L⊂  (3.74) 

dır. Öte yandan  0L  da bir simetrik operatör olduğundan  0L *
0L⊂   dır. Bu durumda  

*
0

**
0 )( LL ⊂  (3.75) 

olduğu bilinmektedir.  (3.74)  ve (3.75) den  

*
0L **

0 )(L=  (3.76) 

elde edilir.  Yani *
0L  operatörü kendine eştir. Diğer taraftan   

0
**

0 )( LL =  (3.77) 
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olduğu bilinmektedir. (3.76) ve (3.77)  den   

*

00 LL =  (3.78) 

bulunur. Böylece  
*

00 LLL ==  operatörü kendine eştir ve teorem 3.1.4 gereğince 

)()( 0LDLD =    );,0(2 HL ∞  uzayının a.), b.) ve c.) koşullarını sağlayan )(xy  

fonksiyonlarından ibarettir. Ayrıca  

( ) ( ) ( ) )()()()()()( 0 xyxQxyxpxyLxLy −
′′−==  (3.79) 

dir. □  

3.2 L  Operatörünün Spektrumunun Negatif Kısmının İncelenmesi 

Bu bölümde 0sin =α  halinde kendine eş L  operatörünün spektrumunun negatif kısmının 

ayrık olduğunu ve -ε  dan (ε >0) küçük olan öz değerlerin sayısı için bazı eşitsizlikler 

ispatlayacağız. 

Teorem 3.1.6. gereğince )(LD   );,0(2 HL ∞  uzayının  

a) )(xy  ve )(xy′  her sonlu [0,a]  aralığında  H  uzayındaki norma göre mutlak süreklidir.  

b) ( ) )()()()()( xyxQxyxpyl −
′′−= ∈ );,0(2 HL ∞  

c) 0)0( =y  

koşullarını sağlayan tüm )(xyy =  fonksiyonlarının kümesidir ve her y∈ )(LD  için 

( ) ( ) )()()()()( xyxQxyxpxLy −
′′−=  

dir.  L  ye );,0(2 HL ∞  uzayında  

( ) )()()()()( xyxQxyxpyl −
′′−=  (3.80) 

diferansiyel ifadesi ve  0)0( =y  sınır koşuluyla oluşturulan operatör diyeceğiz.  

Teorem 3.2.1 : )(xQ   fonksiyonu sınırlı ise her  y∈ )(LD  için ( )′′ )()( xyxp ∈ );,0(2 HL ∞  ve  
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- ( ) dxxyxyxp∫
∞






 ′′

0

)(,)()( dxxyxp∫
∞

′=
0

2
)()(  (3.81) 

dir.  

İspat:  )(xQ < c  olacak şekilde bir c>0  sabiti vardır. Dolayısıyla  

∫∫∫
∞∞∞

∞<≤≤
0

222

0

2

0

2
)()()()()( dxxycdxxyxQdxxyxQ  (3.82) 

dır. Yani )()( xyxQ ∈ );,0(2 HL ∞  dir. O halde  - ( )′′ )()( xyxp - )()( xyxQ ∈ );,0(2 HL ∞  

olmasından - ( )′′ )()( xyxp ∈ );,0(2 HL ∞  elde edilir. Ayrıca teorem 3.1.5 gereğince 

)(xy′ ∈ );,0(2 HL ∞  dir. O halde ( ))(),()( xyxyxp ′ ∈ ),0(1 ∞L  dur. Bu nedenle  

∞=
∞→

n
n

alim  ,  ( ) 0)(),()(lim =′
∞→

nnn

n

ayayap   (3.83) 

koşullarını sağlayan bir { } ℜ⊂na  dizisi vardır.  Kısmi integrasyondan yararlanarak  ve  

0)0( =y  olduğunu göz önüne alarak  

( ) ( ) ( )dxxyxyxpxyxyxpdxxyxyxp
n

n

n a
a

a

∫∫ ′′−′=




 ′′

0
0

0

)(),()()(),()()(,)()(  

( ) ∫ ′−′=
na

nnn dxxyxpayayap
0

2
)()()(),()(  (3.84) 

elde edilir. (3.83) ve (3.84) ten  

( ) dxxyxpdxxyxyxp
nn aa

nn
∫∫ ′−=





 ′′

∞→∞→ 0

2

0

)()()(,)()( limlim  (3.85) 

ya da 

( )∫ ∫
∞ ∞

′=′′−
0 0

2
)()()(,))()(( dxxyxpdxxyxyxp  (3.86) 

bulunur. □ 

Aşağıdaki koşulların sağlandığını varsayalım: 
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1. Her ),0[ ∞∈x  için  )(xQ HH →:  tam sürekli kendine eş ve pozitif bir operatördür.  

2. )(xQ   monoton azalandır.  

3. )(xQ   )(HB  uzayındaki norma göre süreklidir ve  0)(lim =
∞→

xQ
x

 dır. 

4. 21 )( cxpc ≤≤   olacak şekilde 1c   ve  2c   pozitif sabitleri vardır. 

5. )(xp   fonksiyonu sürekli ve sınırlı türeve sahiptir. 

6. )(xp  fonksiyonu azalmayandır. 

Tezin bundan sonraki bölümlerinde 1.,2.,…,6. koşulları dendiğinde bu koşulların kastedildiği 

anlaşılmalıdır. 

Teorem 3.2.2 :  )(xUU =   bir ),( ba  ( )∞≤<≤∞− ba  aralığında tanımlı ve değerleri 

normlu lineer bir ( ).,X  uzayına ait olan bir vektör fonksiyon olsun.  Eğer U fonksiyonu  ⋅  

normuna göre sürekli ise )(xU  skaler fonksiyonu süreklidir.  

İspat:  Her ),0[, ∞∈yx  için 

)(xU = )()()()()()( yUyUxUyUyUxU +−≤+−   

dir. Bu bağıntıdan  

)()()()( yUxUyUxU −≤−  (3.87) 

elde edilir. Bu eşitsizlik her ),0[, ∞∈yx  için sağlandığından  

)()()()( xUyUxUyU −≤−  (3.88) 

dir.  (3.87) ve (3.88) den  

)()()()( yUxUyUxU −≤−  (3.89) 

bulunur.  Bu eşitsizlikten yararlanarak  

)()()()( xUxxUxUxxU −∆+≤−∆+  (3.90) 

elde edilir. )(xU  operatör fonksiyonu )(HB uzayındaki norma göre sürekli olduğundan yani  

0)()(lim
0

=−∆+
→∆

xUxxU
x

   olduğundan       0)()(lim
0

=−∆+
→∆

xUxxU
x

   ya da 
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)()(lim
0

xUxxU
x

=∆+
→∆

 (3.91) 

elde edilir. □ 

)(xQ  operatör fonksiyonu  3. koşulunu sağlıyorsa teorem 3.2.2  den  her ),0[ ∞∈x  için 

cxQ <)(  olacak şekilde bir c>0 sabitinin varlığı elde edilir. Bu durumda her  y∈ );,0(2 HL ∞  

için  

2

0

2222

0

2

0

2
)()()()()( ycdxxycdxxyxQdxxyxQ ∫∫∫

∞∞∞

=≤≤  (3.92) 

dir. Görüldüğü gibi  :Q );,0(2 HL ∞ → );,0(2 HL ∞  

( ) )()()( xyxQxQy =  (3.93) 

lineer operatörü sınırlıdır. Dolayısıyla 3. koşulu sağlandığı taktirde her  y∈ )(LD  için  

( )′′− )()( xyxp ∈ );,0(2 HL ∞  dir.  

Teorem 3.2.3 :  1., 3., 4. ve 5. koşulları sağlandığı taktide  L operatörü alttan yarı sınırlıdır ve 

spektrumunun negatif kısmı ayrıktır.  

İspat: );,0(2 HL ∞  uzayında   

)()()()( 1
10 xyxQcxyyl
−−′′−=  (3.94) 

ifadesi ve y(0)=0  sınır koşulu ile oluşturulan kendine eş operatörü  01L  ile gösterelim. y, D(L) 

nin herhangi bir elemanı olsun. Teorem 3.1.5 gereğince )(xy′ ∈ );,0(2 HL ∞  dir. Öte yandan 

p(x) fonksiyonu 5. koşulunu sağladığından  )()( xyxp ′′ ∈ );,0(2 HL ∞   dir. O halde  

( )′′ )()( xyxp = )()( xyxp ′′ + )()( xyxp ′′  (3.95) 

formülünden )()( xyxp ′′ ∈ );,0(2 HL ∞  elde edilir. 1)( cxp ≥   olduğundan 

dxxy∫
∞

′′
0

2
)( ∞<′′≤ ∫

∞
−

dxxyxpc
0

21
1 )()(  (3.96) 

dir. Yani )(xy ′′ ∈ );,0(2 HL ∞  dir. Böylece y∈ )(LD  ise y∈ )( 01LD  olduğunu gösterdik. 
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Benzer şekilde y∈ )( 01LD  ise y∈ )(LD  olduğu gösterilir. Dolayısıyla  )(LD = )( 01LD  dir. 

Teorem 3.2.1 i  01L  operatörüne uygularsak her y∈ )( 01LD  için  

( )dxxyxydxxy ∫∫
∞∞

′′−=′
00

2
)(),()(  (3.97) 

bulunur. Bu eşitlikten ve 3. koşulunun sağlanmasından yararlanarak her y∈ )( 01LD  için  

( ) ( )∫
∞

−

∞
−′′−=

0

1
1),0(01 )(),()()(, dxxyxyxQcxyyyL  

 

( ) ( )dxxyxyxQcdxxyxy ∫∫
∞

−
∞

−′′−=
0

1
1

0

)(),()()(),(  

 

( ) ),0(
1

1

0

21
1

0

21
1

0

2
,.)()( ∞

−
∞

−
∞

−
∞

−=−≥−′≥ ∫∫∫ yyccdxyccdxyxQcdxxy  (3.98) 

elde edilir. Görüldüğü gibi 01L  operatörü alttan yarı sınırlıdır.  

Teorem 3.2.1 den yararlanarak her  y∈ )(LD = )( 01LD  için 

( ) ( )∫
∞

∞ 




 −

′′−=
0

),0( )(),()()()(, dxxyxyxQxyxpyLy  

 

( ) ( )dxxyxyxQdxxyxyxp ∫∫
∞∞

−




 ′′−=

00

)(),()()(,)()(  

 

( )dxxyxyxQdxxyxp ∫∫
∞∞

−′=
00

2
)(),()()()(  

 

( ) 







−′≥ ∫∫

∞
−

∞

dxxyxyxQcdxxyc
0

1
1

0

2

1 )(),()()(  

 

( ) ( )











−′′−= ∫∫

∞
−

∞

dxxyxyxQcdxxyxyc
0

1
1

0

1 )(),()()(),(  
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( ) ( )
),0(011

0

1
11 ,)(),()()(

∞

∞
− =−′′−= ∫ yyLcdxxyxyxQcxyc  (3.99) 

bulunur. Dolayısıyla  

011LcL ≥  (3.100) 

dır. Bu bağıntıdan ve 01L  operatörünün alttan yarı sınırlı olmasından  L operatörünün de alttan 

yarı sınırlı olması elde edilir. 01L  operatörünün spektrumunun negatif kısmının ayrık olduğu 

bilinmektedir (Yafaev, 1970). Yani 01L  operatörünün spektrumunun negatif kısmı sadece 

özdeğerlerden ibarettir. Her özdeğerin katlılığı sonludur  ve negatif özdeğerler kümesi bir tek 

sıfır yığılma noktasına sahip olabilir. Söz konusu operatörün negatif özdeğerleri  

…… ,,,, 21 nλ−λ−λ−   olsun. O halde 011Lc  operatörünün negatif özdeğerleri  

…… ,,,, 12111 nccc λ−λ−λ−   olacaktır. ),2,1(1 …=λ−≠λ ic i   yani   ),2,1(
1

…=λ−≠
λ

i
c

i  

koşulunu sağlayan her )0,(−∞∈λ   sayısı için ( ) 1

011

−
Ιλ−Lc  ters operatörü var ve  

( ) 1

011

−
Ιλ−Lc =

1

1

01

1

1

−

−









Ι

λ
−

c
Lc  (3.101) 

dir.  )( 01

1

L
c

ρ∈
λ

  olduğundan  

1

1

01

−









Ι

λ
−

c
L  kendine eş operatörü  );,0(2 HL ∞  uzayında  

tanımlı ve sınırlıdır. O halde (3.101) den  ( ) 1

011

−
Ιλ−Lc  operatörünün de );,0(2 HL ∞  

uzayında tanımlı ve sınırlı olduğu sonucu elde edilir. Görüldüğü gibi  011Lc  operatörünün 

negatif özdeğeri olmayan  her )0,(−∞∈λ  sayısı bu operatörün bir regüler değeridir. 

Dolayısıyla 011Lc  operatörünün de spektrumunun negatif kısmı ayrıktır. O halde (3.100) den L 

operatörünün spektrumunun negatif kısmının ayrık olduğu elde edilir (Smirnov, 1964).□ 

HHxQ →:)(  operatörünün özdeğerleri �� ≥α≥≥α≥α )()()( 21 xxx j  olsun. Her 

],0[ ∞∈x için 0)( >xQ  olduğundan )(xjα > 0  (j=1,2,…) dır. Ayrıca ( )ffxQx
f

,)()( sup
1

1

=

=α  

(Cohberg ve Krein, 1969) ve )(xQ ( ) ( )ffxQffxQ
ff

,)(,)( supsup
11 ==

==  (Lysternik ve 

Sobolev, 1955) olduğundan =α )(1 x )(xQ  dir. O halde teorem 3.2.2 den dolayı )(1 xα  



 

 

34 

fonksiyonu ),0[ ∞  aralığında süreklidir. )(xQ  operatör fonksiyonu monoton azalan 

olduğundan …… ),(,),(),( 21 xxx jααα  fonksiyonları monoton azalandır (Adıgüzelov, 1980). 

Öte yandan  0)(1lim =α
∞→

x
x

  olduğundan 1α  fonksiyonunun görüntü kümesi )]0(,0( 1α  

aralığıdır. Dolayısıyla 1α  fonksiyonu ( ])0(,0 1α  aralığında tanımlı ve sürekli olan ters 

fonksiyona sahiptir. Bu ters fonksiyonu 1ψ  ile gösterelim.  )]0(,0( 1αε ∈  olmak üzere 

aşağıdaki operatörleri göz önüne alalım: 

1) );),(( 12 HL ∞εψ  uzayında (3.80) ifadesi ve ( ) 0)(1 =′ εψy  sınır koşuluyla oluşturulan 

operatör  02L   olsun.  

2) ));(,0( 12 HL εψ   uzayında (3.80)  ifadesi ve  

( ) ,0)()0( 1 == εψyy  

( ) 0)()0( 1 =′=′ εψyy  

sınır koşullarıyla oluşturulan operatörler sırasıyla  1L   ve 2L  olsun.  

3) );,( 12 HxxL ii−  uzayında  (3.80)  ifadesi ve  

,0)()( 1 ==− ii xyxy  

0)()( 1 =′=′
− ii xyxy  

sınır koşullarıyla oluşturulan operatörler sırasıyla  iL )1(  ve iL )2(  olsun. Teorem 3.2.1 in 

ispatına benzer şekilde aşağıdaki teorem ispatlanabilir: 

Teorem 3.2.4 :   3.,4. ve 5. koşulları sağlandığı taktirde her )( 02LDy ∈  için  

( ) dxxyxpdxxyxyxp ∫∫
∞∞

′=′′−
)(

2

)( 11

)()()(,))()((
εψεψ

 

dir. 

Teorem 3.2.5 :  1., 2., 3., 4. ve 5. koşulları sağlanıyorsa  her )( 02LDy ∈   için  

( ) ( ) )),(()),((02 11
,, ∞∞

−≥ εψεψ
ε yyyyL  
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dır.  

İspat: Her )( 02LDy ∈  için  

( ) =
∞)),((02 1

, εψyyL ( )dxxyxyxQxyxp∫
∞

−′′−
)(1

)(),()())()((
εψ

 

 

= ( ) ( )dxxyxyxQdxxyxyxp ∫∫
∞∞

−′′−
)()( 11

)(),()()(,))()((
εψεψ

 (3.102) 

dır.  Teorem 3.2.4 gereğince  

( ) dxxyxpdxxyxyxp ∫∫
∞∞

′=′′−
)(

2

)( 11

)()()(,))()((
εψεψ

 (3.103) 

dır. Ayrıca  

( ) 2

1

2
)()()(.)()(.)()()(),()( xyxxyxQxyxyxQxyxyxQ α=≤≤  (3.104) 

dır. (3.102), (3.103) ve (3.104) ten   

( ) ≥
∞)),((02 1

, εψyyL dxxyxdxxyxdxxyxp ∫∫∫
∞∞∞

−≥−′
)(

2

1

)(

2

1

)(

2

111

)()()()()()(
εψεψεψ

αα  (3.105) 

bulunur. 1α  fonksiyonu azalan olduğundan )),([ 1 ∞εψ  aralığında  

( ) εεψαα =≤ )()( 111 x  (3.106) 

dır. (3.105) ve (3.106) dan  

( ) ),(, )),((02 1
yyyyL εεψ −≥

∞
 (3.107) 

elde edilir. □ 

L , 1L  ve 2L   operatörlerinin -ε  dan (ε >0)  küçük olan özdeğerlerinin sayısı sırasıyla )(εN , 

)(1 εN  ve )(2 εN   olsun. Ayrıca L  operatörünün  negatif özdeğerleri  …… ≤≤≤≤ nλλλ 21  

ve bu özdeğerlere karşılık gelen ortonormal özvektörleri sırasıyla  …… ,,,, 21 nuuu   olsun. 

Aşağıdaki operatörleri göz önüne alalım:  
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Ι+= εLS  ,   Ι+= ε11 LS  ,  Ι+= ε22 LS  

Burada S  ifadesindeki I );,0(2 HL ∞  uzayında, 1S  ve 2S  nin ifadesindeki I da 

));(,0( 12 HL εψ  uzayındaki birim operatörlerdir.   

ελλλ ε −<≤≤≤ )(21 N…    ve   ε−≥λ +ε 1)(N  (3.108) 

dır. S  operatörünün ε  dan küçük özdeğerleri  

),2,1( …=+= iii ελµ   (3.109) 

olduğundan  (3.108) den   0,0 1)()(21 ≥µ<µ≤≤µ≤µ +εε NN…    elde edilir. Buradan S  

operatörünün negatif özdeğerler  sayısının )(εN  olduğu görülmektedir.  Benzer şekilde 1S  

operatörünün negatif özdeğerler sayısının  )(1 εN  ve 2S  operatörünün negatif özdeğerler 

sayısının da )(2 εN  olduğu gösterilebilir. 1S  ve 2S  operatörlerinin negatif özdeğerleri 

sırasıyla )()1(2)1(1)1( 1 εµ≤≤µ≤µ N…  ve )()2(2)2(1)2( 2 εµ≤≤µ≤µ N… , bu  özdeğerlere karşılık 

gelen ortonormal özvektörleri de sırasıyla  )(21 1
,,, εϕϕϕ N…   ve )(21 2

,,, εψψψ N…  olsun.  

Teorem 3.2.6 : 1., 2., 3., 4. ve 5. koşulları sağlanıyorsa  )(εN ≥ )(1 εN  dir.  

İspat: Aksini varsayıp  )(εN < )(1 εN  olduğunu kabul edelim. O halde  )(21 1
,,, εϕϕϕ N…  

vektörlerinin  

( ) ( ) ))(,,2,1(0)(),(,
)(

0

))(,0(

1

1
εϕϕ

εψ

εψ Nidxxxuu ii …=== ∫  (3.110) 

olacak  şekilde sıfırdan farklı bir  

∑
=

=
)(

1

1 ε

ϕβϕ
N

i

ii   

lineer kombinasyonu vardır.    

( )
))(,0(

)(

1

)(

1
1))(,0(1

1

11

1
,,

εψ

εε

εψ ϕβϕβϕϕ 

















= ∑∑

==

N

i

ii

N

i

iiSS  (3.111) 
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0,
)(

1

2

)1(

))(,0(

)(

1

)(

1
)1(

1

1

11

<==







∑∑∑

===

αβµϕβϕµβ
ε

εψ

εε N

i

ii

N

i

ii

N

i

iii  (3.112) 

dır. (Glazman, 1965) dekine benzer şekilde aşağıdaki özelliklere sahip olan bir ϕ~  vektör 

fonksiyonunun var olduğu gösterilebilir: 

1) )(~~ xϕϕ =  vektör fonksiyonu )](,0[ 1 εψ  aralığında H  uzayındaki norma göre ikinci 

mertebeden sürekli türeve sahiptir. 

2) Bir  ( ))(,0],[ 1 εψ⊂ba   aralığının dışında ϕ~ (x) sıfırdır.  

3) ( ) ( )
2

,~,~
))(,0(1))(,0(1 11

α
ϕϕϕϕ εψεψ −<− SS  

4) ( ) ))(,,2,1(0~, ))(,0( 1
εϕ

εψ
Niui …==  

Bilindiği gibi  

( ) 1)(),0(
))(,,2,1(,1),(

,inf
),0(

+ε∞
ε=⊥=∈

µ=
∞

N

NiuyySDy

ySy
i …

 (3.113) 

dır. Dolayısıyla  

0~

~
,~

~

~

~
,~

~
1)(

),0())(,0(

1

1

≥≥
























=

























+

∞

ε

εψ

µ
ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ
NSS  (3.114) 

dır. Buradan  

( ) 0~,~
))(,0(1 1

≥εψϕϕS  (3.115) 

elde edilir. (3.112) ve (3.115) den 

( )( ) ( )( ) ( )( ) α−≥α−ϕϕ=ϕϕ−ϕϕ
εψεψεψ )(,01)(,01)(,01 111

~,~,~,~ SSS  (3.116) 

bulunur. Öte yandan yukarıda 

( ) ( )
2

,~,~
))(,0(1))(,0(1 11

α
ϕϕϕϕ εψεψ −<− SS  

idi.  Bu son iki bağıntı birbiri ile çelişmektedir.  Dolayısıyla  )(εN ≥ )(1 εN  olmalıdır. □ 

Teorem 3.2.7 :   1., 2., 3., 4. ve 5. koşulları sağlanıyorsa  )(εN ≤ )(2 εN  dir.  
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İspat: Yine aksini varsayıp  )(εN > )(2 εN  olduğunu kabul edelim. O taktirde )(21 ,,, εNuuu …  

vektör fonksiyonlarının  

( ) ( ) ))(,,2,1(0)(),(, 2

)(

0

))(,0(

1

1
εψψ

εψ

εψ
Nidxxuxu ii …=== ∫  (3.117) 

koşullarını sağlayan sıfırdan farklı bir  

∑
=

=
)(

1

εN

i

iiudu  (3.118) 

lineer kombinasyonu vardır.  

( )
),0(

)(

1

)(

1
),0( ,,

∞==
∞ 


















= ∑∑

εε N

i

ii

N

i

ii ududSuSu  

 

0,
)(

1

2

),0(

)(

1

)(

1

<=







= ∑∑∑

=∞==

εεε

µµ
N

i

ii

N

i

ii

N

i

iii dudud  (3.119) 

dır. Bu ifade  

( ) ( ) ( ) 0)()),(()()),((,
)(

)(

0

),0(

1

1

<+= ∫∫
∞

∞ dxxuxuSdxxuxuSuSu
εψ

εψ

 (3.120) 

şeklinde yazılabilir.  

( ) 0)()),((
)(1

≥∫
∞

dxxuxuS
εψ

 (3.121) 

olduğunu gösterelim.  0)(
)(

2

),0(

1

=∫
∞

∞
dxxu

εψ

   ise   

( ) ( ) dxxuxuSdxxuxuSdxxuxuS )(.))(()()),(()()),((
)()()( 111

∫∫∫
∞∞∞

≤≤
εψεψεψ

 

 

≤ 0)(.))((

21

)(

2

21

)(

2

11

=



























∫∫
∞∞

εψεψ

dxxudxxuS  (3.122) 
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dır. Buradan  

( ) 0)(),(
)(1

=∫
∞

εψ

dxxuxSu  (3.123) 

elde edilir.   (3.121) eşitsizliğini  0)(.
)(

2

1

>∫
∞

εψ

dxxu   halinde de ispatlayalım. Aksini varsayıp  

( ) 0)()),((
)(1

<∫
∞

dxxuxuS
εψ

 (3.124) 

olduğunu  kabul edelim. (3.124) ten  

( ) 0)()),((
)(1),(

1)),(1(

inf <∫
∞

εψ=∈
∞εψ

dxxyxyS
ySDy

 (3.125) 

elde edilir. Diğer taraftan  

( ) =∫
∞

==′∈
∞

dxxyxyS
yySDy )(1,0))((),(

1)),(1(1

)()),((inf
εψεψ

εψ

( )dxxyxyS
ySDy

∫
∞

εψ=∈
∞εψ )(1),(

1)),(1(

)()),((inf  (3.126) 

olduğu bilinmektedir.  (3.125)  ve  (3.126) dan    

( ) 0,)(
)),((02

1),(
1

)),(1(02

inf <Ιε+
∞εψ

=∈
∞εψ

yyL
yLDy

 (3.127) 

ya da   

( ) ε−<
∞εψ

=∈
∞εψ

)),((02
1),(

1

)),(1(02

,inf yyL
yLDy

 (3.128) 

bulunur.  Bu sonuç teorem 3.2.5 e aykırıdır. Dolayısıyla (3.121) eşitsizliği sağlanmalıdır. 

(3.120)  ve (3.121) den  

( ) 0)()),((
)(

0

1

<∫
εψ

dxxuxuS  (3.129) 

bulunur.  

( ) ( ) ))(,,2,1(0)(),(, 2

)(

0

),0())(,0(

1

1
εψψ

εψ

εψ
Nidxxxuu ii …=== ∫ ∞
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olduğu göz önüne alınırsa  (3.129) dan  

( ) 0)()),((
)(

0))(,,2,1(,1),(

1

2))(1,0(

inf <∫
=⊥=∈

dxxyxyS
NiyySDy i

εψ

εψ
εψ

…

 (3.130) 

elde edilir. (3.130) dan  

( ) 0)()),((
)(

0))(,,2,1(,0))(()0(,1),(

1

21))(1,0(

inf <∫
=⊥=′=′=∈

dxxyxyS
NiyyyySDy i

εψ

εψεψ
εψ

…

 (3.131) 

bulunur.  Buradan da  

( ) 0)()),((
)(

0

2
))(,,2,1(,1),(

1

2))(1,0(2

inf <∫
εψ

ε=ψ⊥=∈
εψ

dxxyxyS
NiyySDy i …

 (3.132) 

elde edilir.  Öte yandan  

( ) 0)()),(( )1)()(2(

)(

0

2
))(,,2,1(,1),(

2

1

2))(1,0(2

inf ≥µ= +ε

εψ

ε=ψ⊥=∈
∫

εψ

N

NiyySDy

dxxyxyS
i …

 (3.133) 

dır. Ortaya çıkan bu çelişki )(εN > )(2 εN  eşitsizliğinin sağlanamayacağını yani 

)(εN ≤ )(2 εN   olduğunu gösterir. □ 

)](,0[ 1 εψ  aralığını uzunlukları  

[ ] 1)(

)(

1

1

+
=

εψ

εψ
δ

k
  (3.134) 

olan parçalara bölelim. Burada k  (0,1) aralığına ait olan sabit bir sayı ve ε , 2)(1 ≥εψ k   

eşitsizliğini sağlayan  herhangi bir pozitif sayıdır.  [ ])(1 εψ k  ile  )(1 εψ k  sayısının tam kısmı 

gösterilmiştir.  )(0 1210 εψ=<<<<= Mxxxx … ,  )](,0[ 1 εψ  aralığının bölüntü noktaları 

olsun. Ayrıca );,( 12 HxxL ii−  uzayında )()()()( xyxQxyxp ii −′′−  ifadesi ve 

0)()( 1 ==− ii xyxy  sınır koşulları ile oluşturulan operatör  )1(iL , )()()()( 11 xyxQxyxp ii −− −′′−  

ifadesi ve 0)()( 1 =′=′
− ii xyxy  sınır koşulları ile oluşturulan operatör de )2(iL  olsun.  

Teorem 3.2.8 : 2., 4., 5. ve 6. koşulları sağlanıyorsa )1()1( ii LL <   ve )2()2( ii LL >  dir.  

İspat:  )( )1(iLDy ∈  olsun. O halde )(xy  ve )(xy′  fonksiyonları [xi-1,xi] aralığında H  
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uzayındaki norma göre mutlak süreklidir ve ∈′′ )(xy );,( 12 HxxL ii−  dir. Ayrıca  

dxxyxpxyxpdxxyxp
i

i

i

i

x

x

x

x

∫∫
−−

′′+′′=′′

11

22
)()()()())()((  

 

dxxyxpdxxyxp
i

i

i

i

x

x

x

x

∫∫
−−

′′+′′≤
11

22
)()(2)()(2  

 

dxxyxpdxxyxp
i

i

i

i

x

x

x

x

∫∫
−−

′′+′′=

11

22
)(.)()(.)(2  (3.135) 

dir.  )(xp′  sürekli olduğundan  

consxp <′ )( t  (3.136) 

dır. )(xy′  fonksiyonu H  uzayındaki norma göre sürekli olduğundan teorem 3.2.2 gereğince 

)(xy′   skaler fonksiyonu [xi-1, xi] aralığında süreklidir. Dolayısıyla bu aralıkta   

2
)(xy′ cons< t   (3.137) 

dır. (3.135), (3.136) ve (3.137) den  

consdxxyxp
i

i

x

x

≤′′∫
−1

2
))()(( t cons+ t <′′∫

−

dxxy
i

i

x

x 1

2
)( cons t   (3.138) 

bulunur. Görüldüğü gibi )( )1(iLDy ∈  ise  )( )1( iLDy ∈   dir.  Yani  

)()( )(1)1( ii LDLD ⊂  (3.139) 

dir.  Her )( )1(iLDy ∈  ve 0≠y  için  

( ) ( )dxxyxyxQxyxpyyL
i

i

ii

x

x

xxi ∫
−

−

−′′−=
1

1

)(),()())()((,
),()1(  

 

( ) ( ) ( ) i

i

i

i

i

i

x

x

x

x

x

x

xyxyxpdxxyxyxQdxxyxyxp
1

11

)(),()()(),()()(,))()((
−

−−

′=−′′−= ∫∫  
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( ) ( )dxxyxyxQdxxyxyxp
i

i

i

i

x

x

x

x

∫∫
−−

−′′+
11

)(),()()(),()(  

 

( )dxxyxyxQdxxyxp
i

i

i

i

x

x

x

x

∫∫
−−

−′=
11

)(),()()()(
2

 (3.140) 

dır. )(xp  fonksiyonu monoton azalmayan ve )(xQ  operatör fonksiyonu monoton azalan 

olduğundan (3.140) dan  

( ) ( )dxxyxyxQdxxyxpyyL
i

i

i

i

ii

x

x

i

x

x

ixxi ∫∫
−−

−

−′<
11

1

)(),()()()(,
2

),()1(  

 

( ) ( ) ( )dxxyxyxQdxxyxyxyxyxp
i

i

i

i

i

i

x

x

i

x

x

x

xi ∫∫
−−

−

−′′−′=
11

1
)(),()()(),()(),()(  

 

( ) ( )
),()1(

1

1

,)(),()()()(
ii

i

i

xxi

x

x

ii yyLdxxyxyxQxyxp
−

−

=−′′−= ∫  (3.141) 

elde edilir. (3.139) ve (3.141) den )1()1( ii LL <  bulunur.  

Bu kez )2()2( ii LL >  olduğunu gösterelim. )( )2( iLDy ∈  olsun.  Bu halde yine )(xy  ve )(xy′  

fonksiyonları H  uzayındaki norma göre mutlak süreklidir ve );,())()(( 12 HxxLxyxp ii−∈′′  

dir. ],[ 1 ii xx −  aralığında  

)()()()())()(( xyxpxyxpxyxp ′′+′′=′′  

 

)(.)()(.)()()()()( xyxpxyxpxyxpxyxp ′′−′′=′′−′′≥  

 

consxyxp i −′′≥ − )()( 1 t  (3.142) 

dır. Buradan  

( ) ( ) constxyxpconstxyxpxyxp i +′′≤+′′≤′′
−

222

1 ))()((2))()(()()(   (3.143) 

elde edilir.Bu son eşitsizlikten  
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constconstdxxyxpdxxyxp
i

i

i

i

x

x

x

x

i <+′′≤′′ ∫∫
−−

−

11

22

1 ))()((2)()(  (3.144) 

Böylece )( )2( iLDy ∈  ise )( )2(iLDy ∈ olduğunu yani  

)()( )2()2( ii LDLD ⊂  (3.145) 

olduğunu gösterdik. Her )( )2( iLDy ∈  için, 0≠y ,  

( ) ( )dxxyxyxQxyxpyyL
i

i

ii

x

x

iixxi ∫
−

−
−− −′′−=

1

1

)(),()()()(, 11),()2(  

 

( ) ( )dxxyxyxQdxxyxyxp
i

i

i

i

x

x

i

x

x

i ∫∫
−−

−− −′′−=
11

)(),()()(),()( 11  

 

( ) ( ) ( )dxxyxyxQdxxyxyxpxyxyxp
i

i

i

i

i

i

x

x

i

x

x

i

x

xi ∫∫
−−

−
−−− −′′+′−=

11

1
)(),()()(),()()(),()( 111  

 

( ) ( )dxxyxyxQdxxyxyxp
i

i

i

i

x

x

x

x

∫∫
−−

−′′<
11

)(),()()(),()(  

 

( ) ( ) ( )dxxyxyxQdxxyxyxpxyxyxp
i

i

i

i

i

i

x

x

x

x

x

x ∫∫
−−

−

−′′−′=
11

1
)(),()()(,))()(()(),()(  

 

( ) ( )
),()2(

1

1

,)(),()())()((
ii

i

i

xxi

x

x

yyLdxxyxyxQxyxp
−

−

=−′′−= ∫  (3.146) 

bulunur. (3.145) ve (3.146) dan )2()2( ii LL >  elde edilir. □  

)1(iL  operatörünün özdeğerlerini bulalım. Bunun için xi-1 = a , xi = b, p(xi) = d  olmak üzere 

],[2 baL  uzayında )(xud ′′−  ifadesi ve 0)()( == buau  sınır koşullarıyla oluşturulan A  

operatörünü göz önüne alalım. λ , A  operatörünün bir özdeğeri ve )(xf  bu özdeğere karşılık 

gelen bir özvektörü olsun. Ayrıca γ , HHbQ →:)(  operatörünün bir özdeğeri ve ϕ  de bu 

özdeğere karşılık gelen bir özvektörü olsun. );,()( 2 HbaLxf ∈ϕ  dir. ϕ)(xf  vektör 
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fonksiyonunun H  uzayındaki norma göre türevi ϕ′ )(xf  dir. Gerçekten  

)(
)()(

.)(
)()(

limlim
00

xf
x

xfxxf
xf

x

xfxxf

xx

′−
∆

−∆+
ϕ=ϕ′−

∆

ϕ−ϕ∆+

→∆→∆

 

 

0)(
)()(

lim
0

=′−
∆

−∆+
ϕ=

→∆

xf
x

xfxxf

x

  (3.147) 

dır. Dolayısıyla 

( ) ( ) ϕ′′=
′

ϕ′=
″

ϕ )()()( xfxfxf   (3.148) 

dir. )(xf ′  in ],[ ba  de mutlak sürekli olmasından yararlanarak kolayca görülebilir ki 

( ) ϕ′=
′

ϕ )()( xfxf   vektör fonksiyonu H  uzayındaki norma göre mutlak süreklidir. Öte 

yandan  ∈′′ )(xf ],[2 baL  olduğundan   

∫∫ ∞<ϕ=ϕ′′
b

a

b

a

dxxfdxxf
222

)()(  (3.149) 

dur. Yani ( ) );,()( 2 HbaLxf ∈
″

ϕ  dır. Ayrıca  

0)()( =ϕ=ϕ bfaf  

olduğundan ∈ϕ)(xf D( )1(iL ) dir. ( ) )()()( xfxfdxAf λ=′′−=  ve γϕ=ϕ)(bQ  olduğu göz 

önüne alınırsa  

)1(iL  ( ϕ)(xf )= ( ) ( ) ϕ−ϕ′′−=ϕ−
″

ϕ− )()()()()()( bQxfxfdxfbQxfd   

 

ϕγ−λ=ϕγ−ϕλ= )()()()( xfxfxf      (3.150) 

elde edilir. Görüldüğü gibi γ−λ  )1(iL  operatörünün bir özdeğeri ve ϕ)(xf  de bu özdeğere 

karşılık gelen bir özvektörüdür. Dolayısıyla )1(iL  operatörünün özdeğerlerini bulmak için A  

operatörünün veya bir başka değişle  

)()( xuxud λ=′′−  , (3.151) 

0)()( == buau  (3.152) 
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sınır değer probleminin özdeğerlerini bulmak gerekir. (3.151) denkleminin genel çözümü 

21 kvek  herhangi sabitler olmak üzere   

xdkxdkxu 1
2

1
1 sincos)( −− λ+λ=  (3.153) 

şeklindedir. u nun özfonksiyon olması için (3.152) sınır koşullarının sağlanması yani 

21, kk  nin  

0sincos

0sincos

1
2

1
1

1
2

1
1

=λ+λ

=λ+λ

−−

−−

bdkbdk

adkadk

 (3.154) 

denklem sisteminin sıfırdan farklı bir çözümünün olması gerekir.  (3.154) denklem sisteminin 

sıfırdan farklı bir çözüme sahip olabilmesi için  

0

sincos

sincos

11

11

=

λλ

λλ

−−

−−

bdbd

adad

 

ya da 

0sin.cossin.cos 1111 =λλ−λλ −−−−
adbdbdad  

olmalıdır.  Buradan  

0)sin( 1 =λ− −
dab  

veya  

π=λ− − ndab 1)(  ;                 (n∈Z ) (3.155) 

bulunur. Buradan da  

2










−

π
=λ

ab

n
d  

elde edilir.  λ nın bu ifadesi (3.154) sisteminin birinci denkleminde yerine konursa  

0sincos 21 =
−

π
+

−

π
a

ab

n
ka

ab

n
k  
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ya da  

a
ab

n

a
ab

n

kk

−

π
−

π

−=

cos

sin

21  (3.156) 

bulunur. (3.153), (3.155) ve (3.156) dan  

x
ab

n
kx

ab

n

a
ab

n

a
ab

n

kxu
−

π
+

−

π

−

π
−

π

−= sincos
cos

sin
)( 22  

 










−

π

−

π
−

−

π

−

π

−

π
−= a

ab

n
x

ab

n
a

ab

n
x

ab

n

a
ab

n

k
cos.sinsin.cos

cos

2  

 

ab

axn

a
ab

n

k

−

−π

−

π
=

)(
sin

cos

2  (3.157) 

elde edilir. Bu 
ab

axn

a
ab

n

k
xu

−

−π

−

π
=

)(
sin

cos
)( 2  fonksiyonu  02 ≠k  olmak üzere (3.151), 

(3.152) sınır değer probleminin 

2










−

π
=λ

ab

n
dn ,     (n∈ℵ)    (3.158) 

özdeğerine karşılık gelen bir özfonksiyonudur. Böylece (3.151), (3.152) sınır değer 

probleminin özdeğerlerinin (3.158) şeklinde ve 
2










−

π
=λ

ab

n
dn

 özdeğerine karşılık gelen bir 

özfonksiyonunun da  

ab

axn

−

−π )(
sin  

şeklinde olduğunu gösterdik. )(,,1 iii xpdxbxa === −  olduğu hatırlanırsa her n doğal 

sayısı için  
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γ−








−

π
=γ−λ

−

2

1

)(
ii

in
xx

n
xp   (3.159) 

sayısının )1(iL  operatörünün bir özdeğeri ve ϕ
−

−π

−

− .
)(

sin
1

1

ii

ii

xx

xxn
 fonksiyonunun da bu özdeğere 

karşılık gelen bir özvektörü olduğu ortaya çıkar.  HHxQ →:)(  operatörünün 

)()()( 21 xxx iααα ≥≥≥ … ≥…  özdeğerlerine karşılık gelen ortonormal özvektörleri sırasıyla 

)(,),(),( 21 xxx jϕϕϕ …  ise  

)()(

2

1

ij

ii

i x
xx

n
xp α−









−

π

−

 

sayısı her n,j∈ℵ  için )1(iL  operatörünün bir özdeğeri ve  

)(
)(

sin
1

1
ij

ii

i x
xx

xxn
ϕ

−

−π

−

−  

vektör fonksiyonu da bu özdeğere karşılık gelen bir özvektörüdür.  

Teorem 3.2.9 : { })(xf n  ],[2 baL  uzayında ve { }
je  de bir H  Hilbert  uzayında  herhangi 

tam diziler ise { } ∞

=

∞

= 11
)(

jnjn exf   kümesi );,(2 HbaL  uzayında tamdır.  

İspat: Önce her n,j∈ℵ  için jn xf ϕ)( ∈ );,(2 HbaL  olduğunu belirtelim. y = y(x) );,(2 HbaL  

uzayının  

y(x)⊥ { } ∞

=

∞

= 11
)(

jnjn exf    

olacak şekilde herhangi bir elemanı olsun. Her n,j∈ℵ  için  

0))(,)(( =∫
b

a

jn dxxyexf  

ya da  

0)())(,( =∫
b

a

nj dxxfxye          (n=1,2,…;  j=1,2,…)  (3.160) 
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dır. )}({ xf n
 ],[2 baL  de  tam dizi olduğundan (3.160) dan ],[2 baL  nin fonksiyonları olarak  

),2,1(0))(,( …== jxye j  

elde edilir. Dolayısıyla  ],[ ba   aralığında hhhy  0)),(( =jexy   dır.    

{ }0)),((];,[ ≠∈= jj exybaxE  ve j

j

EE ∪
∞

=

=
1

 olsun. ,...)2,1(0 == jmE j  olduğundan 

00
1

=≤≤ ∑
∞

=j

jmEmE  

dır. Buradan  mE = 0 bulunur. Öte yandan her ],[ bax ∈ \E  için   

0)),(( =jexy ,  (j=1,2,…)   (3.161) 

dır. { }
je  H  de tam dizi olduğundan (3.161) den her ],[ bax ∈ \E için y(x)=0 bulunur. Böylece  

],[ ba   aralığında hhhy  y(x) = 0 dır. Sonuç olarak ],[ ba  de hhhy 0)( =xy  ve bu nedenle  

0)(
22

),(
== ∫ dxxyy

b

a

ba
   (3.162) 

ya da  

);,(2 HbaL  uzayının elemanı olarak y = 0 elde edilir. );,(2 HbaL  uzayı  

y⊥{ } ∞

=

∞

= 11
)(

jnjn xf ϕ   

olacak şekilde sıfırdan farklı bir  y  elemanına sahip olmadığından { } ∞

=

∞

= 11
)(

jnjn xf ϕ  kümesi 

);,(2 HbaL  de tamdır. □ 

Teorem 3.2.10 :  1. ve 4. koşulları sağlanıyorsa )1(iL  operatörünün özdeğerleri  

)()(

2

1

ij

ii

i x
xx

n
xp α−









−

π

−

        (n=1,2,… ; j=1,2,…) (3.163) 

)2(iL  operatörünün özdeğerleri de  



 

 

49 

)(
)1(

)( 1

2

1

1 −

−

− −








−

−
ij

ii

i x
xx

n
xp α

π
          (n=1,2,… ; j=1,2,…)      (3.164) 

şeklindedir.  

İspat: Her n,j∈ℵ    

)()(

2

1

ij

ii

i x
xx

n
xp α−









−

π

−

 nin )1(iL  operatörünün bir özdeğeri ve )(
)(

sin
1

1
ij

ii

i x
xx

xxn
ϕ

−

−π

−

−  

vektör fonksiyonunun da bu özdeğere karşılık gelen bir özvektörü olduğunu göstermiştik. 

Dolayısıyla   

)(
)(

sin
1

1
ij

ii

i x
xx

xxn
ϕ

−

−π

−

−             (n=1,2,… ; j=1,2,…)  

)1(iL  operatörünün (3.163)  özdeğerlerine karşılık gelen öz fonksiyonlardır: 

)1(iL )(
(

sin)()()(
(

sin
1

1

2

11

1
ij

ii

i

ij

ii

iij

ii

i x
xx

xxn
x

xx

n
xpx

xx

xxn
ϕ

π
α

π
ϕ

π

−

−

−−

−

−

−














−









−
=









−

−
 

(n=1,2,… ; j=1,2,…). 

H  ayrılabilir bir Hilbert uzayı ve HHxQ i →:)(  tam sürekli kendine eş bir operatör 

olduğundan { }∞

=1
)(

jij xϕ  dizisi H  de tamdır. Öte yandan 

∞

=−

−









−

−

11

1 )(
sin

nii

i

xx

xxnπ
 dizisi 

],[ 12 ii xxL −  de tam olduğundan  teorem 3.2.9  gereğince  

∞

=

∞

=−

−









−

−

1,11

1 )(.
)(

sin
jn

ij

ii

i x
xx

xxn
ϕ

π
 kümesi );,( 12 HxxL ii−   uzayında tamdır.  

Bir λ  sayısının )1(iL  in bir özdeğeri ve y  nin bu özdeğere karşılık gelen bir özvektörü 

olduğunu varsayalım. Eğer  

λ∉

∞

=

∞

=
− 











α−








−

π

1,1

2

1

)()(

jn

ij

ii

i x
xx

n
xp    

olsaydı  )1(iL  operatörü kendine eş olduğundan  
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y⊥

∞

=

∞

=−

−









−

−

1,11

1 )(.
)(

sin
jn

ij

ii

i x
xx

xxn
ϕ

π
  (3.165) 

olurdu. Öte yandan  

∞

=

∞

=−

−









−

−

1,11

1 )(.
)(

sin
jn

ij

ii

i x
xx

xxn
ϕ

π
  kümesi tam olduğundan (3.165) den y =0 

elde edilir. Oysa y bir özvektördür ve bu nedenle 0≠y  dır. Bu çelişki  

λ∈

∞

=

∞

=
− 











α−








−

π

1,1

2

1

)()(

jn

ij

ii

i x
xx

n
xp   

olduğunu yani )1(iL  operatörünün özdeğerlerinin  

)()(

2

1

ij

ii

i x
xx

n
xp α−









−

π

−

      (n=1,2,… ; j=1,2,…)  

şeklinde olduğunu gösterir. Benzer şekilde )2(iL  operatörünün özdeğerlerinin (3.164) şeklinde 

olduğu ispatlanabilir. □ 

ε ∈ ( ))0(,0 jα  olmak üzere  

{ }ε≥α∞∈=ε )(:),0[, xxE jj ,    (3.166) 

ε=εψ ,sup)( jj E  (3.167) 

olsun.  

Yardımcı Teorem 3.2.1 : Her 0x ∈ ))(,0[ εψ j  için jα ( 0x ) >ε  dur.  

İspat : 0x < )(εψ j  olduğundan  ε,jE  kümesinin bir üst sınırı değildir. Dolayısıyla ε,jE  

kümesinin 1x > 0x  olacak şekilde bir 1x  elemanı vardır. ε,jE  kümesinin tanımı gereğince  

jα ( 1x ) ≥ε   (3.168) 

dır. Öte yandan jα  fonksiyonu azalan olduğundan  

jα ( 1x ) < jα ( 0x )  (3.169) 
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dır. (3.168) ve (3.169) dan  

jα ( 0x ) >ε   (3.170) 

bulunur. □  

iL )1(  ve )1(iL  operatörlerinin -ε  dan küçük olan özdeğerlerinin sayısı sırasıyla  in )1(  ve )1(in  

olsun.  

Teorem 3.2.11 : 1.− 6. koşulları sağlandığı taktirde ε  nun küçük değerleri için  

in )1( > ∑ ∫
ε>α

εϕ












−

ε−α

π
)(

)(

1
)(

)(1 ,

ij

ji

i
x

j x

j
dx

xp

x
 

dir.  Burada  

{ } )1,,2,1()(,min)( 1, −=εψ=εϕ + Mix jiji …  (3.171) 

dir.  

İspat :  Teorem 3.2.10 gereğince )1(iL  operatörünün özdeğerleri   

)()(

2

1

ij

ii

i x
xx

n
xp α−









−

π

−

         (n=1,2,… ; j=1,2,…)    şeklindedir. Dolayısıyla  )1(in ,  

)()(

2

1

ij

ii

i x
xx

n
xp α−









−

π

−

< −ε   (3.172) 

eşitsizliğini sağlayan ),( jn  ( n,j∈ ℵ  ) ikililerinin sayısıdır. (3.172) den  

)(

)(

i

ij

xp

x
n

ε−α

π

δ
<       )( 1−−=δ ii xx   (3.173) 

bulunur. Buradan  j nin  jα ( ix ) > ε  koşulunu sağlayan sabit bir değeri için (3.172) 

eşitsizliğini sağlayan  ),( jn  ikililerinin yani n doğal sayılarının jin )1(  sayısı için  
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














ℵ∉
ε−α

π

δ













 ε−α

π

δ

ℵ∈
ε−α

π

δ
−

ε−α

π

δ

=

ise
xp

x

xp

x

ise
xp

x

xp

x

n

i

ij

i

ij

i

ij

i

ij

ji

)(

)(
,

)(

)(

)(

)(
,1

)(

)(

)1(
 (3.174) 

elde edilir. Bu bağıntıdan ve  )1(in = ∑
ε>α )(

)1(

ij x
j

jin  eşitliğinden  

∑
ε>α












−

ε−α

π

δ
≥

)(

)1( 1
)(

)(

ij x
j i

ij

i
xp

x
n     )1,,2,1( −= Mi …  (3.175) 

bulunur. Adıgüzelov’un (1980) çalışmasından jα (x) (j=1,2,…) fonksiyonlarının azalan 

oldukları bilinmektedir. Öte yandan varsayım gereği )(xp  fonksiyonu azalmayandır. O halde 

yardımcı teorem 3.2.1 den yararlanarak jα (xi+1) ≥ ε  ya da  xi+1 ≤ )(εψ j  koşulunu sağlayan 

her  j∈ℵ için  

∫ ∫
+ + ε−α

>
ε−α

=
ε−α

δ
1 1

)(

)(

)(

)(

)(

)( i

i

i

i

x

x

x

x

j

i

ij

i

ij
dx

xp

x
dx

xp

x

xp

x
 (3.176) 

ve jα (xi+1) < ε < jα (xi)  ya da  ix  ≤ )(εψ j ≤ 1+ix  koşullarını sağlayan her  j∈ℵ için de  

∫ ∫
εψ εψ

ε−α
>

ε−α
≥

ε−α
δ

)( )(

)(

)(

)(

)(

)(

)( j

i

j

ix x

j

i

ij

i

ij
dx

xp

x
dx

xp

x

xp

x
 (3.177) 

bulunur. (3.176) ve (3.177) den  jα (xi) >ε   koşulunu sağlayan her  j∈ℵ için 

{ })(,min)( 1, εψ=εϕ + jiji x   olmak üzere  

∫
εϕ

ε−α
>

ε−α
δ

)(,

)(

)(

)(

)( ji

ix

j

i

ij
dx

xp

x

xp

x
 (3.178) 

elde edilir.  (3.175) ve (3.178) den  

∑ ∫
ε>α

εϕ












−

ε−α

π
>

)(

)(

)1( 1
)(

)(1
,

ij

ji

i
x

j x

j

i dx
xp

x
n  (3.179) 
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bulunur. Öte yandan teorem 3.2.8 gereğince )1()1( ii LL <  dir. Bu durumda (Smirnov, 1964) den   

in )1(  ≥ )1(in   (3.180) 

olduğu bilinmektedir.  (3.179) ve (3.180) den  

∑ ∫
ε>α

εϕ












−

ε−α

π
>

)(

)(

)1( 1
)(

)(1
,

ij

ji

i
x

j x

j

i dx
xp

x
n  

elde edilir. □ 

Teorem 3.2.12 : 1. − 6. koşulları sağlandığı taktirde ε  nun küçük değerleri için  

)(εN > ∑ ∫
ε

=

εψ

−
ε−α

π

l

j

j
dx

xp

xj

1

)(

0
)(

)(1
cons t. ∫

δ

ε −α
0

1 )( dxxl  cons t. )(1 εψε
k

l  

dur. Burada ∑
ε≥α

ε =
)0(

1
j

l   dir.  

İspat :  R. Courant’ın varyasyon prensiplerinden (Courant ve Hilbert, 1970) dolayı  

)(1 εN ≥ ∑
=

M

i

in
1

)1(  

dir. Bu eşitsizlikten ve teorem 3.2.11 den yararlanarak  

)(1 εN ≥ ∑
−

=

1

1
)1(

M

i

in > ∑
−

=

1

1

M

i

∑ ∫
ε>α

εϕ












−

ε−α

π
)(

)(

1
)(

)(1
,

ij

ji

i
x

j x

j
dx

xp

x
 (3.181)  

elde edilir. Bu bağıntının sonundaki  

∑
−

=

1

1

M

i

∑ ∫
ε>α

εϕ












−

ε−α

π
)(

)(

1
)(

)(1 ,

ij

ji

i
x

j x

j
dx

xp

x
  (3.182) 

toplamı jα (xi) > ε  koşulunu sağlayan  i ≥ 1  ve j ≥ 1 doğal sayıları için  

1
)(

)(1
)(,

−
ε−α

π ∫
εϕ

dx
xp

xji

ix

j             ,...)2,1,( =ji  
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ifadelerinin toplamıdır. jα (x)   ,...)2,1( =j   fonksiyonlarının monoton azalan oldukları göz 

önüne alınırsa  (3.182) toplamı için  

∑
−

=

1

1

M

i

∑ ∫
ε>α

εϕ












−

ε−α

π
)(

)(

1
)(

)(1 ,

ij

ji

i
x

j x

j
dx

xp

x
= ∑ ∑ ∫

ε>α ε>α
≥

εϕ












−

ε−α

π
)( )(

1

)(

1

,

1
)(

)(1

x
j

x
i x

j

j ij

ji

i

dx
xp

x
 (3.183) 

yazılabilir. )(, εϕ ji  nun  (3.171) deki ifadesinden yararlanarak   






ε−α
+






+

ε−α
+

ε−α
=

ε−α

∫

∑ ∫∫∑ ∑ ∫

εψ

ε>αε>α ε>α
≥

εϕ

dx
xp

x

dx
xp

x
dx

xp

x
dx

xp

x

j

i

jj ij

ji

i

x

j

x
j

x

x

j

x

x

j

x
j

x
i x

j

)(

)()( )(
1

)(

0

1

3

2

2

1
1

,

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(
�

 

 

∑ ∫
ε>α

εψ
ε−α

=

)(

)(

1
1

)(

)(

x
j x

j

j

j

dx
xp

x
 (3.184) 

elde edilir. Burada  0i , 
0i

x  < )(εψ j  ≤ 10 +ix     koşulunu sağlayan bir doğal sayıdır.  jα ( 1x ) >ε  

koşulunu  sağlayan  j∈ ℵ için  (3.166) ve (3.167) den )(εψ j ≥ 1x  elde edilir. )(εψ j ≥ 1x  

koşulunu sağlayan  j∈ ℵ için yardımcı teorem 3.2.1 den jα ( 1x ) >ε   elde edilir. Bu durum 

göz önüne alınarak  (3.184) ten  

∑ ∫∑ ∑ ∫
≥εψ

εψ

ε>α ε>α
≥

εϕ
ε−α

=
ε−α

1 1
1

,

)(

)(

)( )(
1

)(

)(

)(

)(

)(

x x

j

x
j

x
i x

j

j

j

j ij

ji

i

dx
xp

x
dx

xp

x
 

 

∑ ∫∑ ∫
≥εψ≥εψ

εψ
ε−α

−
ε−α

=
1

1

1 )( 0)(

)(

0
)(

)(

)(

)(

x

x

j

x

j

jj

j

dx
xp

x
dx

xp

x
 

 

∑ ∫∑ ∫∑ ∫
≥εψ<εψ

εψ

=

εψ
ε−α

−
ε−α

−
ε−α

=
ε

1

1

1 )( 0)(

)(

01

)(

0 )(

)(

)(

)(

)(

)(

x

x

j

x

j
l

j

j

jj

jj

dx
xp

x
dx

xp

x
dx

xp

x
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∑ ∫∑ ∫
εϕ

=

εψ
ε−α

−
ε−α

=
ε

j

j
l

j

j
dx

xp

x
dx

xp

x jj )(

01

)(

0

,0

)(

)(

)(

)(
 

 

∑ ∫∑ ∫
ε≥α=

εψ
ε−α

−
ε−α

≥
ε

)0( 0

1

1

)(

0

1

)(

)(

)(

)(

j

j

dx
xp

x
dx

xp

x xl

j

j
 

 

∑ ∫
ε

=

εψ
ε−α

≥
l

j

j
dx

xp

xj

1

)(

0 )(

)(
cons− t ∑∫

ε≥α

δ

ε−α
)0(0

1 1)(
j

dxx  

 

−
ε−α

=∑ ∫
ε

=

εψl

j

j
dx

xp

xj

1

)(

0 )(

)(
cons t dxxl ∫

δ

ε ε−α
0

1 )(  (3.185) 

bulunur.   

jα ( 1x ) >ε  koşulunu sağlayan sabit bir j ≥ 1 için  

{ }ε>α=∑
ε>α

≥

)(:max1

)(
1

ij

x
i

xi

ij

  (3.186) 

dir. { } ),()(:max ε=ε>α jmxi ij  olsun. jα ( ),( εjmx ) >ε  olduğundan yine (3.166) ve (3.167) 

den  

),( εjmx ≤ )(εψ j  

elde edilir. Öte yandan  
δ

=ε
ε),(

),(
jmx

jm   olduğundan   

δ

εψ
≤ε

)(
),(

j
jm  

ya da  

δ

εψ
≤∑

ε>α
≥

)(
1

)(
1

j

x
i

ij

 

dır. Bu eşitsizlikten yararlanarak   
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ε
ε>α

−

ε>α
ε>αε>α ε>α

≥

εψδ=
δ

εψ
<

δ

εψ
<

δ

εψ
< ∑∑∑∑ ∑ l

jj

jj ij

j

x
j

j

x
j

x
i

)(1
)()()(

1 1
)0(

11

)0(
)()( )(

1
11

 (3.187) 

bulunur.  (3.181), (3.183), (3.185) ve (3.187) den  

)(1 εN > ∑ ∫
ε

=

εψ
ε−α

π

l

j

j
dx

xp

xj

1

)(

0 )(

)(1
− cons t. )()( 1

0

1
1 εψδ−ε−α∫

δ
−

ε dxxl εl  (3.188) 

elde edilir. Teorem 3.2.6 dan ve (3.134)  ve  (3.188) bağıntılarından  

)(εN > ∑ ∫
ε

=

εψ

−
ε−α

π

l

j

j
dx

xp

xj

1

)(

0 )(

)(1
cons t. ∫

δ

ε −α
0

1 )( dxxl cons t. )(1 εψε
kl  (3.189) 

bulunur. □ 

iL )2(  ve )2(iL  operatörlerinin −ε  dan küçük olan özdeğerlerinin sayısı sırasıyla in )2(  ve )2(in  

olsun.  

Teorem 3.2.13 :  1. − 6.  koşulları sağlandığı taktirde ε  nun küçük  değerleri için  

in )2( < ∑ ∫
ε>α −

−

−











+

ε−α

π
)( 1

1

2

1
)(

)(1

ij

i

i
x

j

x

x

j
dx

xp

x
          ( )Mi ,,3,2 …=  

dir.  

İspat:   Teorem 3.2.10 gereğince )2(iL  operatörünün özdeğerleri  

)(
)1(

)( 1

2

1

1 −

−

− −








−

−
ij

ii

i x
xx

n
xp α

π
    (n=1,2,… ; j=1,2,…) 

şeklindedir. Dolayısıyla )2(in    

)(
)(

)1(
)( 12

1

22

1 −

−

− α−
−

π−
ij

ii

i x
xx

n
xp  < −ε   (3.190) 

eşitsizliğini sağlayan  (n,j)  (n,j ∈ ℵ) ikililerinin  sayısı olup  

)2(in < ∑
ε>α

−

−

−












+

ε−α

π

δ

)(
1

1

1

1
)(
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ij x
j i

ij

xp

x
 (3.191) 
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dir. jα (x)   ( j=1,2,…)  fonksiyonlarının azalan ve )(xp  fonksiyonunun azalmayan olduğu 

göz önüne alınırsa  

∫∫
−

−

−

−

ε−α
<

ε−α
=

ε−α
δ

−

−

−

−
1

2

1

2
)(

)(

)(

)(

)(

)(

1

1

1

1
i

i

i

i

x

x

j

x

x i

ij

i

ij
dx

xp

x
dx

xp

x

xp

x
   ( i=2,3,…) (3.192) 

elde edilir.  (3.191) ve (3.192) den  

)2(in < ∑ ∫
ε>α −

−

−











+

ε−α

π
)( 1

1

2

1
)(

)(1

ij

i

i
x

j

x

x

j
dx

xp

x
     ( i = 2,3,…)  (3.193) 

bulunur. Teorem 3.2.8 gereğince  iL )2( > )2(iL  dir.  Bu durumda (Smirnov, 1964) den  

in )2( ≤ )2(in   (i=1,2,…)  (3.194) 

olduğu bilinmektedir. Dolayısıyla  

in )2( < ∑ ∫
ε>α −

−

−











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ε−α

π
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1
)(

)(1
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i

i
x

j

x

x

j
dx

xp

x
  ( i = 2,3,…) (3.195) 

dır. □  

Teorem 3.2.14 :   1. − 6.  koşulları sağlandığı takdirde ε  nun küçük  değerleri için  

)(
)(

)(
)( 1

1

1

)(

0

1
1)2(2 εψδ+

ε−α
π+<ε −

ε
=

εψ

− ∑ ∫
ε

ldx
xp

x
nN

l

j

j
j

 

dır.  

İspat : R. Courant’ın varyasyon prensiplerinden dolayı (Courant ve Hilbert, 1970)  

)(2 εN ≤ ∑
=

M

i

in
1

)2(  

dir. Teorem 3.2.13 ten ve bu eşitsizlikten    

)(2 εN < +1)2(n ∑ ∑ ∫
=
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−

−

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
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



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π

M
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x
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j
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)(1
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elde edilir. (3.196) eşitsizliğinde yer alan  

∑ ∑ ∫
=
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−
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
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1

2

1
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)(1
 (3.197) 

toplamı 
jα ( 1−ix ) >ε   koşulunu sağlayan  i ≥ 2    ve  j ≥ 1  doğal sayıları için  

1
)(

)(1 1

2

+
ε−α

π ∫
−

−

dx
xp

xi

i

x

x

j   ( i = 2,3,… ; j =1,2,…)   (3.198) 

ifadelerinin toplamıdır. 
jα (x) ( j=1,2,…)  fonksiyonlarının monoton azalan oldukları göz 

önüne alınırsa (3.197) toplamı için  
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�  (3.199) 

elde edilir.  Burada  0i  

jα (
0i

x )  >ε  , jα ( 10 +ix ) ≤ ε   koşullarını sağlayan doğal sayıdır.  (3.166) ve (3.167) den  

0i
x ≤ )(εψ j   (3.200) 

bulunur. Öte yandan  0i = 
δ

0i
x

  olduğu göz önüne alınırsa (3.196) ve (3.199) dan   
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)(1
 (3.201) 

elde edilir.  )(εψ j ≤ ),,2,1()(1 ε=εψ lj …   olduğu göz önüne alınırsa son bağıntıdan  



 

 

59 

δ

εψ
+

ε−α

π
+<ε ε

=

εψ

∑ ∫
ε )(

)(

)(1
)( 1

1

)(

0

1)2(2 ldx
xp

x
nN
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j
j

 (3.202) 

bulunur. □ 

Teorem 3.2.15:  1. − 6.  koşulları sağlandığı takdirde ε  nun küçük değerleri için  

consdx
xp

x
N

l

j

j
j

∑ ∫
ε

=

εψ

− +
ε−α

π<ε
1

)(

0

1

)(

)(
)( t. ∫

δ

ε +α
0

1 )( dxxl cons t. )(1 εψε
kl  

dır.  

İspat:  (3.202) eşitsizliğinde 1)2(n  ile );,0(2 HL δ   uzayında  (3.80) ifadesi ve 

0)()0( =δ′=′ yy  sınır koşulları ile oluşturulan 1)2(L   operatörünün  −ε  dan küçük olan 

özdeğerlerinin  sayısı  gösterilmiştir. ],0[ δ  aralığını uzunlukları  

[ ] )(
1)(

012
10

0
1 δ=δ

+εψδ

δ
=δ

−k
 

olan parçalara bölelim.  Teorem 3.2.14  ün ispatına benzer şekilde  
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1
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x
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j

jj  (3.203) 

olduğu gösterilebilir. Burada )1(
1)2(n   ile );,0( 12 HL δ   uzayında (3.80)  ifadesi ve  

0)()0( 1 =δ′=′ yy  sınır koşulları ile oluşturulan )1(
1)2(L  operatörünün −ε  dan küçük olan 

özdeğerlerinin sayısı gösterilmiştir. (3.203) den  

1)2(n < )1(
1)2(n + cons t. ∫

δ

ε +α
0

0

1 )( dxxl 0
1

1 δδ−
εl  (3.204) 

elde edilir.  (3.204) eşitsizliği  

[ ] ),2,1(
1)(1)1(

11

1 …=
+εψδ

δ
=δ

−+
−

− m
km

m

m

m  (3.205) 

olmak üzere  ),2,1();,0(2 …=δ mHL m   uzayında  (3.80)  ifadesi ve 0)()0( =δ′=′
myy  

sınır koşulları ile oluşturulan )(
1)2(

m
L  operatörlerinin −ε  dan küçük olan özdeğerlerinin )(

1)2(
m

n   
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sayısına uygulanırsa  

)(
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m
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+m

n + cons t. ∫
δ

ε +α
m

dxxl
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1 )(
mml δδ −

+ε
1

1            (m = 1,2,…)   (3.206) 

elde edilir. )(11 εψ=δ−  olmak üzere  (3.205)  formülünden yararlanarak  
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m   (3.207) 

elde edilir. Buradan ε  un  )(1 εψ k > 2  eşitsizliğini sağlayan değerleri için  

m

m

δ

δ −1  < 2 )(1 εψ k  (3.208) 

bulunur.  (3.206) ve (3.208) den  

)(
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m
n ≤ )1(
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n + cons t. ∫
δ

ε +α
m

dxxl
0

1 )( 2 εl )(1 εψ k  (3.209) 

elde edilir.  i=1 için (3.191) ifadesinde δ  yerine 1+δm
 yazıp (3.194) eşitsizliğini göz önüne 

alırsak  
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 (3.210) 

bulunur.  (3.205) ten  2
1

0 −≥
k

m   koşulunu sağlayan bir  ℵ∈0m  sabiti için   
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110
≤δ +m    (3.211) 

elde edilir. (3.210) ve (3.211) den  

consn
m <+ )1(

1)2(
0 t. εl  (3.212) 

bulunur. (3.202), (3.204), (3.206), (3.209) ve (3.212) den  
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0 0
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m

dxxl cons t.
εl )(1 εψ k (3.213) 

elde edilir. Teorem 3.2.7 den ve  (3.134), (3.213)  bağıntılarından yararlanarak  

)(εN ∑ ∫
ε
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εψ

− +
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1

)(

0
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1 )( dxxl  cons t. )(1 εψε
kl  (3.214) 

bulunur. □ 

3.3 L Operatörünün Negatif Özdeğerlerinin Sayısı İçin Asimtotik Formüller 

Bu kısımda bölüm 3.2 de elde edilen sonuçlardan yararlanarak );,0(2 HL ∞  uzayında  

( ) )()()()()( xyxQxyxpyl −
′′−=  

diferansiyel ifadesi ve 0)0( =y  sınır koşulu ile oluşturulan kendine eş L  operatörünün −ε  

dan (ε >0 )  küçük olan özdeğerlerinin )(εN  sayısı için ε → 0  iken asimtotik formüller 

bulacağız. Önce )(1 xα  fonksiyonunun aşağıdaki koşulu sağladığını varsayalım: 

7)  0k , (0,2) aralığına ait olan bir sabit olmak üzere her 0>η  için  
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dır. Bu bağıntıdan   

εl ≤ cons t.ε -m  (3.215) 

bulunur. 

Teorem 3.3.1 :  1.− 7. koşullarının sağlandığını varsayalım. Eğer ek olarak  

2
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koşulunu sağlayan bir  m  sabiti için  [ ]∑
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asimtotik formülü sağlanır. Burada 0t   pozitif bir sabittir.  

İspat:   Teorem 3.2.12 ve teorem 3.2.15 den  ε  nun  (ε >0 )  küçük değerleri için   
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bulunur. )(1 xα  fonksiyonu azalan olduğundan [ ])2(,0 1 εψ  aralığında  

)(1 xα ≥ ( ))2(11 εψα  =2ε   

dır. Bu bağıntıdan ve )(xp  fonksiyonunun 4. koşulunu sağlamasından yararlanarak  
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 (3.217) 

elde edilir. )(1 xα  fonksiyonunun 7. koşulunu sağladığı ve ∞=εψ
→ε

)(1
0

lim  olduğu göz önüne 

alınırsa  
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[ ] 0))2())(2((
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dır. Buradan ε  nun küçük değerleri için  
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elde edilir. Bu eşitsizlik (3.217) de göz önüne alınırsa  
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 (3.218) 

bulunur. (3.216) eşitsizliğinin ikinci tarafında yer alan ∫
δ

α
0

1 )( dxx  integralini sınırlandıralım. 

)(1 xα  fonksiyonu 7. koşulunu sağladığından  

)(1 xα ≤ 0

4
k
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−η     ( )∞<<<η xk 0;0  (3.219) 

olacak şekilde bir 4c   sabiti vardır. Dolayısıyla  

∫
δ

α
0

1 )( dxx ≤ 
( )η+−

δ
−η δ≤∫

0
0

2
2

1

5

0

4

k
k

cdxxc  (3.220) 

dır. [ ]( ) 1
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+εψεψ=δ   eşitliğinden  
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elde edilir. (3.219) da  )(1 εψ=x  alınırsa   

( ))(11 εψα  ≤ )(0

14 εψ −η k
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bulunur.  (3.220), (3.221) ve (3.222) den  
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elde edilir. (3.215), (3.222) ve (3.223) den  
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bulunur. (3.215), (3.224) ve (3.225) den 
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bulunur. Her  0>t  için ω<η<0  iken   
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olacak şekilde bir 0)( >ω=ω t  sayısı vardır. Buraya kadar yapılan işlemlerde k , (0,1) 

aralığına ait olan sabit bir sayıydı. Burada  
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elde edilir.  m sayısı   
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bulunur. (3.216), (3.232) ve (3.233) den ε  un küçük değerleri için  

<−
ε−α

π

ε

∑ ∫
ε

=

εψ

−

1

)(

)(

)(

1

)(

0

1
l

j

j
dx

xp

x

N

j

0

10
t

c ε  (3.234) 

elde edilir. Bu eşitsizlik  ε →0 iken  

( ),1

)(

)(

)(
0

1

)(

0

1

t

l

j

j

O

dx
xp

x

N

j

ε=−
ε−α

π

ε

∑ ∫
ε

=

εψ

−

     

şeklinde yazılır. Son bağıntıdan  ε →0 iken  
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[ ] dx
xp

x
ON

j x

jt

j

∑ ∫
ε≥α

−
ε−α

ε+π=ε
)(

1

)(

)(
)(1)( 0  

asimtotik formülü elde edilir. □ 

xnln  ),2,1,0( …=n   ile xx =0ln , )ln(lnln 1 xx nn −=  şeklindeki  fonksiyonları  gösterelim 

ve )(1 xα = )(xQ   fonksiyonunun aşağıdaki koşulu sağladığını varsayalım: 

8. Öyle bir 0>ξ  sayısı ve n doğal sayısı vardır ki )(1 xα − ( xnln )−ξ  fonksiyonu bir 

[a,∞)  (a > 0)  aralığında negatif değerli değildir ve monoton artmayandır.  

Yardımcı Teorem 3.3.1 : x in büyük değerleri için  

xx
x

x
n

n
n

−−<






 1lnln
ln

ln  (3.235) 

dir.  

İspat : n = 0,1 değerleri için (3.235) eşitsizliğinin sağlandığı kolayca görülebilir. n ≥ 2  

değerleri  için  (3.235)  eşitsizliğinin sağlandığını tümevarım yöntemi ile ispatlayacağız . 

j = 2  için 

( ))ln(lnlnln
ln

lnln
ln

ln2 xx
x

x

x

x
−=








=








 

 

= 







−+=
















−

x

x
xx

x

x
x

ln

ln
1lnln

ln

ln
1)(lnln 2

2
2       (3.236) 

0
ln

ln2lim =
∞→ x

x

x

 olduğundan x→ ∞ iken  







−

x

x

ln

ln
1ln 2

~
x

x

ln

ln2−  dir. Buradan x in büyük 

değerleri için 

x

x

x

x

ln2

ln

ln

ln
1ln 22 −<








−            (3.237) 

bulunur.  (3.236) dan ve (3.237) den 

xx
x

x
x

x

x 1
2

2
22 lnln

ln2

ln
ln

ln
ln −−<−<








       (3.238) 
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ya  da 

xx
x

x 1
22 lnln

ln
ln −−<








         (3.239) 

elde  edilir. Böylece  n = 2 için (3.235) eşitsizliğinin sağlandığını göstermiş  olduk.  Bu   kez de 

n = m ( m ≥ 2 ) için (3.235) in sağlandığını varsayalım. Yani  x in büyük değerleri için 

xx
x

x m
mm

−−<






 1lnln
ln

ln           (3.240) 

olsun. Bu durumda (3.235) in  n = m+1  için de sağlandığını göstermek gerek. x in büyük 

değerleri için (3.240) eşitsizliği sağlandığından 

( )xx
x

x

x

x m
mmm

−
+ −<
















=







 1
1 lnlnln

ln
lnln

ln
ln  

 

= ( )( )( ) ( )xxxxxx
m

mm
m

mm
−−

+
−− ⋅−+=− 11

1
11 lnln1lnlnlnln1lnln    (3.241) 

olur. Yukarıdakine benzer şekilde  x in büyük değerleri için 

( ) xxxx
m

m
m

m
−−−− ⋅−<− 1111 lnln

2

1
lnln1ln  

eşitsizliğinin sağlandığı kolayca görülebilir. Bu eşitsizlik (3.241) de göz önüne alınırsa, 

xxx
x

x m
mmm

−−
++ −<







 11
11 lnln

2

1
ln

ln
ln       (3.242) 

bulunur. x in büyük değerleri için 

1
ln2

ln
>

x

x

m

 ,      ( m ≥ 2 )        (3.243) 

olduğundan , (3.242)  den 

xx
x

x m
mm

−
++ −<








lnln

ln
ln 11  

bulunur. 
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Yardımcı Teorem 3.3.2 : )(xQ   operatör fonksiyonu 1., 2., 3. ve 8. koşullarını sağlıyorsa ε  

nun küçük pozitif  değerleri için  

( ) )1)(1(

1

1

1
1 )(ln

)(ln

)( ++ξ−
εψ>ε−









εψ

εψ
α

n  (3.244) 

dir.  

İspat : k bir doğal sayı (k ≥ 1) olmak üzere yardımcı teorem 3.3.1. yardımıyla x in büyük 

değerleri  için   

( ) ( ) )1(lnlnlnln
ln

ln 1 nk
xx

k
n

k
xxn

x

xk

n

n −−≤−<






 −  

bulunur. Buradan   

( )
x

k
nnk
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k

n

x
k

n
x

xk
n

−−
−−

>−−






− ln
)1(lnln

1
ln

ln
ln  

 

=
))1(ln(ln)1()(lnln

1

x
nk

x
k

n
nk

xx
k

n
−−−⋅

 

 

>
x

k
nx

nk
x

k
n ln)1(lnln

1

⋅−
> ( ) )1(ln +− nk

x       (3.245) 

elde  edilir. 

Varsayım gereği xnx
ξ

−α
−ln)(1  ( ξ > 0)  fonksiyonu bir [a , ∞ ) (a > 0 ) aralığında monoton 

artmayandır. Bu durumda her bir ξ>1k  sayısı için x
k

nx 1
1 ln)( −

−α  fonksiyonunun bir [b , ∞) 

(b > 0 )  aralığında monoton azalan fonksiyon olduğunu gösterelim. Bunun için 

xnx
k1ln)(1

−−α   fonksiyonunu  

u = )(1 xα - xn
ξ−ln     

ve  

xnxnv
k1lnln −ξ− −=    
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olmak   üzere   

)()(ln)( 1
1 xvxuxnx

k +=−α −               (3.246) 

şeklinde  gösterelim. v(x)  fonksiyonu bir [b , ∞ ) (b > 0 ) aralığında monoton azalandır. 

Gerçekten  

( )′−=′ −ξ−
xnx

n
xv

k1lnln)(     

 

= ( ) )(lnlnln.ln 1
1

1 1 ′⋅⋅+′ξ− −−−ξ−
xnxnkxnxn
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
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kn 11
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1
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

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
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+
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1
1

1

1
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xn

k
xn

k

k
       (3.247) 

dir. ξ>1k  ve x in büyük değerleri için ( ) 0ln >
′

xn  olduğundan (3.247) den bir [b,∞) (b > a) 

aralığında 0)( <′ xv  olduğu elde edilir. Böylece v(x) fonksiyonunun [b,∞) aralığında monoton 

azalan olduğu ispatlanmış olur. Öte yandan u(x) fonksiyonu [b,∞) aralığında monoton artmayan 

olduğundan, (3.246) dan x
k

nx 1
1 ln)( −

−α  fonksiyonunun bir [b,∞) aralığında monoton azalan 

olduğu ortaya çıkar. (3.245)  de  k = [ ]ξ  +1  alalım. Yukarıdaki açıklamalardan  

x
k

nx
−

−α ln)(1  fonksiyonunun bir [b,∞)  ( b ≥ a) aralığında monoton azalan olduğu bulunur. 

Bu  nedenle  x  in  büyük  değerleri  için   

( ) xk
nx

k

x

x
n

x

x −−α>
−









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






−







α ln1
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ln

ln
1       (3.248) 

dır.  (3.245)  ve (3.248) den  
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( ) ( ) )1(lnln
ln
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ln

11
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−


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








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


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
α nk

xx
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k

x

x
nx

x

x
    (3.249) 

elde  edilir. Varsayım   gereği   0)(1lim =α
∞→

x
x

      olduğundan   

∞=εψ
+→ε

)(1
0

lim  

dur. Bu nedenle (3.249) da ε küçük bir pozitif sayı olmak üzere )(1 εψ=x  alınabilir. 

( ) ( ) )1()(ln)(
)(ln

)(
111

1

1
1

+−
εψ>εψα−









εψ

εψ
α

nk   . 

k = [ ]ξ  +1 ≤ ξ+ 1   olduğundan, 

( ) )1)(1(
1

1

1
1 )(ln

)(ln

)( ++ξ−εψ>ε−








εψ

εψ
α n  

elde  edilir. Böylece ispat  tamamlanmış olur. □ 

Teorem 3.3.2 :  1. − 6., 8. koşulları sağlanıyor ve bir ),0( ∞∈m  sabiti için [ ]∑
∞

=

α
1

)0(
j

m

j  serisi 

yakınsak ise ε → 0 iken   

[ ] dx
xp

x
eON

j x

j

j

∑ ∫
ε≥α

ε−−
ε−α

+π=ε
β−

)(

1

)(

)(
)(1)(  

asimtotik formülü sağlanır. Burada β   pozitif bir sabittir.  

İspat: Teorem 3.2.12 ve teorem 3.2.15 den yararlanarak ε  nun küçük pozitif değerleri için  

<
ε−α

π−ε ∑ ∫
ε

=

εψ

−
l

j

j
dx

xp

x
N

j

1

)(

0

1

)(

)(
)( cons t [ ])(. 1 εψ+δ εε

k
ll   

elde edilir. Burada 
2

1
=k  alınır ve  (3.134)  formülü göz önüne alınırsa  

<
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=

εψ

−
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j

j
dx

xp

x
N

j

1
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0

1

)(

)(
)( cons t. εl )(1 εψ      (3.250) 
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bulunur. Bu eşitsizliğin birinci tarafındaki toplamı üstten sınırlandıralım.  

[ ] 1
11 )(ln)()( −

εψεψ=εf  

olsun. )(xQ  operatör fonksiyonunun 2. ve )(xp  fonksiyonunun da  4., 6. koşullarını 

sağlamasından yararlanarak  

dx
xp

x
dx

xp

x
dx
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x f

f
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j
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∫∫∑ ∫
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f
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      (3.251) 

elde edilir. Yardımcı teorem 3.3.2 den ve (3.251) den   
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 (3.252) 

bulunur. (3.250) ve (3.252) den  
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)(41

111 εψ
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εlc   (3.253) 

bulunur. )(1 xα  fonksiyonu 8. koşulunu sağladığından ε  nun küçük pozitif değerleri için  

ε = ( ))(11 εψα  ( ) ξ−
εψ≥ )(1lnn     

dir. Buradan  

ξ
−ε

>εψ

1

1 )( e   (3.254) 

elde edilir. (3.215), (3.253) ve (3.254) den  
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<−
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bulunur.  Bu eşitsizlikten  ε → 0 iken  

[ ] dx
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x
eON

j x

j

x

∑ ∫
ε≥α

ε−−
ε−α

+π=ε
β−

)(

1

)(

)(
)(1)(  

asimtotik formülü elde edilir. □ 

3.4 Örnekler  

Bu kısımda teorem 3.3.1 ve teorem 3.3.2 nin koşullarını sağlayan  )(xQ  operatör 

fonksiyonuna ve  )(xp  skaler fonksiyonuna örnekler vereceğiz.  

1)  Önce teorem 3.3.1 in koşullarını sağlayan )(xQ  operatör fonksiyonuna bir örnek verelim. 

{ }∞

1ne  H  uzayında ortonormal bir taban olmak üzere her ),0[ ∞∈x   için HHxQ →:)(   

( ) nn

n

eef
nnx

fxQ ,
1

)(
1

8∑
∞

= +
=    )( Hf ∈  

operatörünü göz önüne alalım. 1. koşulunun sağlandığı yani her ),0[ ∞∈x  için 

HHxQ →:)(  in tam sürekli kendine eş ve pozitif bir operatör olduğu açıktır. 2. koşulunun 

sağlandığını yani her ( )),0[, 2121 ∞∈< xxxx  ve sıfırdan farklı her  Hf ∈  için 

( )( ) 0,)()( 21 >− ffxQxQ  olduğunu gösterelim.  

( )( ) ( ) 2

1
8

2
8

1

21 ,
11

,)()( n
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nnxnnx

ffxQxQ ∑
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nnxnnx
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∞

= ++

−
=  (3.255) 

dir. 0≠f   olduğundan  ( ) 0, ≠ief   olacak şekilde bir  ℵ∈i  sayısı vardır. Dolayısıyla 

(3.255) den  
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( )( )ffxQxQ ,)()( 21 − ( ) 0,
))((

)( 2

8
2

8
1

12 >
++

−
≥ ief

iixiix

xxi
 

bulunur. 3. koşulunun sağlandığını gösterelim.  
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1
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2
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dir. Buradan  

xxQxxQ ∆≤−∆+ )()(  

elde edilir. Bu eşitsizlikten )(xQ  operatör fonksiyonunun  )(HB  uzayındaki norma göre 

sürekli olduğu görülmektedir. Ayrıca  

)(xQ = 
1

1

+x
 

olduğundan  0)(lim =
∞→

xQ
x

 dır. )(xQ  in  0k = 1  için 7. koşulunu sağladığı açıktır. Öyle ki  

)(1 xα = )(xQ  = 
1

1

+x
   

olduğundan her 0>η  için 

0
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1
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koşulunu sağlayan 
7

1
=m   sabiti için [ ]∑ ∑

∞

=

∞

=

−

=α
1 1

7

8

)0(
n n

m

n n   serisi yakınsaktır.  Böylece 

teorem 3.3.1 in )(xQ  ile ilgili tüm koşullarının sağlandığını göstermiş olduk.  

2) Hem teorem 3.3.1 de hem de  teorem 3.3.2 de )(xp  fonksiyonunun aynı 4., 5. ve 6. 

koşullarını sağlaması gerektiği görülmektedir.  

)(xp = ∞<≤
+

+
x

x

x
0;

2

1
2

2

     olsun.  

∞<≤≥
+

=′ x
x

x
xp 0;0

)1(

2
)(

22
 

1)( ≤′ xp   ve   ≤
2

1
)(xp < 1  dir. Buradan )(xp  fonksiyonunun 4., 5. ve 6. koşullarını 

sağladığı görülmektedir.  

3) Bu kez teorem 3.3.2 nin koşullarını sağlayan )(xQ  operatör fonksiyonuna bir örnek 

verelim. a,   

3
ea >   ve  ( ) ∞<≤> xaxx ;lnlnln

2  (3.256) 

koşullarını sağlayan bir sabit olmak üzere 


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)(  

fonksiyonunu göz önüne alalım.  { }∞

1ne   H  uzayında ortonormal bir taban olmak üzere her 

),0[ ∞∈x  için  HHxQ →:)(   

( ) nn
n

eefnxfxQ ,)()(
1

2∑
∞

=

−α=  

operatörünü göz önüne alalım. Her ),0[ ∞∈x  için  HHxQ →:)(  tam sürekli kendine eş ve 

pozitif bir operatör olduğundan 1. koşulu sağlanır. )(xα  ( )∞<≤ x0   fonksiyonunun azalan 

olmasından )(xQ  operatör fonksiyonunun azalan olduğu yani 2. koşulunun sağlandığı elde 
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edilir. Ayrıca )(xα  fonksiyonunun sürekli olmasından ve  0)(lim =α
∞→

x
x

 eşitliğinden  3. 

koşulunun sağlandığı elde edilir.  n = 1 ve 1=ξ   değerleri için  8. koşulunun sağlandığını 

gösterelim. ),[ ∞∈ ax  iken  
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dir.  (3.256) ve (3.257) den  
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bulunur. Dolayısıyla )(xα − ( ) 1
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−
x  fonksiyonu  [a , ∞ )  aralığında azalandır. Ayrıca  3ea > ,  

)(1 xα = )(xα  olduğunu göz önüne alarak ve (3.256) bağıntısından yararlanarak   
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elde edilir. Böylece  n = 1  ve  1=ξ  değerleri için 8. koşulunun sağlandığını göstermiş olduk. 
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4. SONUÇLAR 

Bu tez çalışmasında H  sonsuz boyutlu ayrılabilir bir Hilbert uzayı olmak üzere );,0(2 HL ∞  

Hilbert uzayında  

( ) )()()()()( xyxQxyxpyl −
′′−=  

diferansiyel ifadesi ve ),( ∞−∞∈α  bir sabit olmak üzere  

0)0(.sin)0(.cos =′+ yy αα  

sınır koşulu ile oluşturulan bir simetrik operatörün L  kapanışının kendine eş olduğu, bu 
kendine eş operatörün alttan yarı sınırlı olduğu, spektrumunun negatif kısmının ayrık olduğu 
ispatlanmış ve  −ε  dan ( 0>ε ) küçük olan özdeğerlerin )(εN  sayısı için ε 0→  iken 

asimtotik formüller bulunmuştur. ly  nin ifadesinde yer alan )(xp  skaler fonksiyonunun ve 

)(xQ  operatör fonksiyonunun belirli koşulları sağladıkları varsayılmıştır 
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