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SLATER TiP YORUNGEMSILER KULLANARAK BIiR-
ELEKTRONLU iKi-MERKEZLi MOLEKULER INTEGRALLERIN
HESAPLANMASI

OZET

Bu calismada, Slater tip yoringemsiler (STY) ve yardimci fonksiyonlar
kullanilarak line-up koordinat sisteminde bir elektronlu iki-merkezli Ortme, nukleer
cekim ve kinetik enerji integralleri incelenmistir. NUkleer cekim ve kinetik enerji
integralleri ortme integrali cinsinden ifade edilmektedir. Bu nedenle, dncelikle, bas
kuantum sayisinin tamsay1 ve tamsay1 olmadigi durumlarda, 6rtme integralleri sayisal
olarak hesaplanmis ve daha sonra diger molekiler integraller incelenmistir. Bulunan

sonuclar literatirle iyi uyum saglamaktadir.

Anahtar kelimeler: Ortme integralleri, Slater tip yoriingemsi, Niikleer cekim integrali,
Kinetik enerji integrali.



CALCULATION OF ONE-ELECTRON TWO-CENTER MOLECULAR
INTEGRALSBY USING SLATER-TYPE ORBITALS

ABSTRACT

In this study, one electron two-center overlap, nuclear attraction and kinetic
energy integrals have been studied by using STOs and auxilary functions in line-up
coordinate systems. Nuclear attraction and kinetic energy integrals have been expressed
in terms of overlap integrals. Due to, firstly, overlap integrals have been calculated
numerically in case integer and noninteger of principal quantum numbers. And then, the
other molecular integrals have been investigated. The obtained results were agreement

with literature.

Key Words. Overlap integrals, Slater-type orbitals, Nuclear attraction integrals, Kinetic
energy integrals.
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1. GIRIS

Maddelerin fiziksel ve kimyasal 6zelliklerini incelemek icin maddenin molekdl
yapisimin bilinmesi gerekir. Molekuller, kuantum mekaniksel sistemler olduklarindan
yapilarinin incelenmesi igin Hamiltonian islemcisi yazilmali ve Schordinger denklemi
cozulmelidir. Molekuller ve cok elektronlu atomlar icin Schordinger denklemi
yapisindaki matematiksel zorluklar nedeniyle tam olarak cozilememektedir. Bu
matematiksel zorluklari ortadan kaldirabilmek icin bazi  yaklasik yontemler
kullanilmaktadir. Bu yoOntemlerden en kullaniglisi Hartree-Fock-Roothaan (HFR)
yontemidir [1].

HFR yonteminde, molekiler sistemlerin Ozelliklerinin belirlenmesinde ¢ok
sayida molekiler integralle karsilasiilmaktadir. Molekller integraler, 6zellikle drtme
integralleri, ab initio ve yari deneysel metotlarin temelini olusturur. Molekiler
integrallerin analitik ifadelerinin her zaman ¢6zUmi olmayabilir. Baglica sorun, bu
integrallerin ¢cozUmUni yapabilecek algoritmalarin gelistirilmesidir.

Cok merkezli molekiler integraller yaygin olarak iki tstel tip yoringems (ETY)
kullanilarak hesaplanir. Bunlar; Gaussian tip yoringemsi (GTY) ve Slater tip
yoringemsi (STY) olarak verilir. Gaussian fonksiyonlarin kullanilisimn en blyUk
avantaj1 cok merkezli molekiler integrallerin kolayca degerlendirilebilmeleridir. Fakat
GTY kullanimi, buytk kuantum sayilart icin hesaplamalarda problemli olabilir.
Ozellikle GTY da kullamlan biiyik rakamlar daha fazla hesaplama hatasina neden olur.
Bundan dolay1 GTY cekirdekte ve cekirdekten oldukca uzaktaki degerlerde dalga
fonksiyonunun davranisim dogru olarak yansitmaz. ETY’lerin 6zel bir simifi olan STY
[2], cekirdege cok yakin ve gekirdekten cok uzak degerlerde tam dalga fonksiyonlarinin
iki Ozelligini de gOsterme avantajina sahiptir. Yani; STY ’ler ¢ekirdege yakin yerlerde
sonlu ve ¢ok uzak bolgelerde sifir oldugundan dalga fonksiyonunu iyi bir sekilde temsil
eder.

STY Uzerinden integrallerin hesaplamalar1 [1,2] Uzerine varolan literatlr ¢ok
sayida formil icermesine ragmen, STY hesaplamalarinda, n’in tamsay: degerleri icin
gelistirilen buyuk formiller genelde n’in tamsay: olmadig: integrallerine uygulanamaz.
Ayrica STY Uzerinden ortme integralleri icin varolan programlarin ¢ogu, n bas

kuantum sayisini pozitif tamsay: olarak kabul eder ve n ‘in tamsay1 olmayan degerlerini



kullanmaz. Fakat tamsay1 degeri olmayan n-STY, tamsayi olan n-STY ‘den daha esnek
bir temel igerir [3]. Boylece bas kuantum sayisi n, ayarlanabilir yada degisken bir
parametre olarak dusunulebilir.[4]

n ‘in tamsay1 degeri amadigi molekiler integrallerin STY ile hesaplanmalar
Uzerine 6nceki yayinlardan birkac alternatif bulunabilir: Parr ve Joy [5], bas kuantum
sayilart tamsay1 degeri olmayan integraleri kullanmay: ve bu sayilari hidrojen
moleklltine uygulamay1 dnermistir. Geller [6], n‘in tamsay1 olmadigi durumlarda STY
Uzerinden 6rtme integrallerinin hesaplamalar: icin bazi formaller ileri sirmastur. Geller,
Fourier donUsim teoreminden yararlanmp s yoriingemsileri icin bir-elektronlu integraller
gelistirmistir. Geller ayrica esit 6lgekli perdeleme sabitli iki benzer Slater yoringemsisi
icin bazi genel bir-elektronlu integraller gelistirmistir. Silverstone [3] ise, 6rtme
integrallerini, tek boyutlu intgralere gore ifade etmis ve integrandlari, bir kiresel bessel
fonksiyonu ve radyal fonksiyonlarinin Fourier dondstmleri seklinde ifade etmistir.
Fakat bu formiller komplike diferansiyel operatorler icerdiginden, rastgele kuantum
sayilarn ve olgekli parametreler icin programlanmas: oldukca zordur. iki-merkezli
integralerin degerlendiriimesinde en onemli yaklasimlardan biri, iki-merkezli bir
problem simetrisine sahip elipsoidal koordinatlarin kullanimi Gzerine kuruludur. Bu
calismadaki amacimiz, bir elektronlu iki merkezli molekller integralleri elipsoidal
koordinatlar: kullanmlarak hesaplamaktir.

Bu calisma, S. M. Mekelleche ve A. Baba-Ahmed, Int. J. Quant. Chem.,63, 843
(1997) makales baz alinarak bir elektronlu iki-merkezli molekuler integrallerin STY
kullanilarak hesaplanabilmesi icin analitik ifadeler tiretilmis ve bu analitik ifadeler,
Mathematica 5.0 programi kullanilarak n bas kuantum sayisinin tamsayi olan ve
tamsay1 olmayan degerleri icin hesaplanmstir.

Calismamuzin ikinci bdluminde, kiresel koordinatlar, eliptik koordinatlar ve
kiresel harmoniklerle ilgili bilgiler verildi. Uglincii bolimde, cok elektronlu atomlar,
HFR yontemi ve baz fonksiyonlari hakkinda bilgi verildi. Dordiinct boltimde, kimyasal
baglanma teorileri agiklandi. Son olarak ise iki merkezli ortme integrali icin analitik
ifadeler turetildi ve farkli n kuantum sayilart icin 6rtme integra hesaplama sonuclar
literatOr sonuclaryla Tablo 6.1, Tablo 6.2 ve Tablo 6.3’de karsilastirilmstir.



2. GENEL BILGILER

2.1. Kiresel Koordinatlar

Kuresel koordinatlar (r,0,4) degiskenleri ile tammlamirlar. Kuiresel

koordinatlar, kartezyen koordinatlar cinsinden yazildiginda,

r=(x*+y*+2z°)"? (2.1)

6 = arccos (2.2

2

(X + y2 + Z2)]./2

X

esitlikleri elde edilir. Ayni sekilde kartezyen koordinatlar kiresel koordinatlar

cinsinden,
X =rsinédcosy (2.4)
y=rsingdsing (2.5)
Z=rcosé (2.6)

seklinde verilir. Burada (r,0,p); 0<r<ow, 0<0<7m, 0<@p <27 ardiklarinda
degerler almaktadir. Kiresel koordinatlarda hacim eleman,

dr=r?singdrddde (2.7)

ile verilir.



2.2. Eliptik Koordinat Sistemi

Eliptik koordinatlar1 tanmmlamak icin Sekil 2.1.’de gosterildigi gibi z-eksenleri
birbirine gore ters yonde yonelmis iki kartezyen koordinat sistemi goz ontine alinir.

Burada (X,,Y,,z,) kartezyen koordinat sisteminin merkezinde a atomunun gekirdegi,
(Xy,Yp,2,) kartezyen koordinat sisteminin merkezinde ise b atomunun cekirdegi
bulunmaktadir. Elektronun a cekirdegine olan uzaklig: r,, b gekirdegine olan uzaklig:
ise r, dir. a ile b cekirdegi arasindaki uzaklik ise R dir. (X,y,z) kartezyen koordinat
sistemi, (X,,Y,.z,) ile (X,,Y,,2,) koordinat sistemlerinin ortasinda merkezlenmis

genel koordinat sistemidir.

> Yo

Xy b 7 3
L 6, Y z,
R/2
T
o
' -
o A Yy
X &
rﬂ
R/2
Az,
el
4 >y
a
]
x;/

Sekil 2.1. Eliptik koordinat sistemi.



Elektronun eliptik koordinatlari,

r,+r1,
__a 2.8
7 R (2.8)
r,—r,
_la 2.9
v R (2.9)
Q=0 =, (2.10)

donusim formulleri yardimiyla bulunur. Burada (u,v,9), 1< u<owo, —1<v<1 ve

0< ¢ <27 ardiklarindadir. Kartezyen koordinatlardan eliptik koordinatlara,

X=X, =X, = g[(yz ~1)(1-0?)]"* cosg (2.11)
V=Y, = ¥y = ol -Da-0")] *sing (2.12)
z, = §(1+ ) (2.13)
7 = g(l— 1) (2.14)
- g( ) (2.15)

bagintilariyla gecilir. Eliptik koordinatlarda hacim eleman asagidaki gibi verilir.

3
de =%(y2 _0?)dudodo (2.16)



2.3. Legendre Polinomlar

Legendre diferansiyel denklemi, pek c¢ok matematik ve fiziksel problemde
karsimiza gikmaktadir. Laplace ve Helmoltz denklemleri, elektrostatik potansiyel ve
elektriksel multipoller buna 6rnek olabilir. Asagidaki diferansiyel denklem,

2

(1-x2) dngx) _ox PP +(|(| 11— jP(x) -0 (2.17)
dx dx

1- x?

m=0 icin Legendre diferansiyel denklemi ve m=0 icin ise bagli Legendre
diferansiyel denklemi olarak verilir [7]. Bu diferansiyel denklemi m=0 igin

cOzdugumuzde, elde edilen sonu¢ [-11] araiginda tanumli P, (x) seklinde Legendre

polinomlar: olacaktir . Legendre polinomlar: i¢in Rodrigue’s formal g,

P (x) = ﬁ%(xz _1) (2.18)

seklinde verilir. (2.18) denklemlinde (x> —1)' icin binom acilimu kullanilir ve | kez

tUrev alinirsa,

1/2] D" (2 - 2n)! yI-2n

RO0= i — 2n)! (2.19)
elde edilir. Legendre polinomlar: igin 6zel degerler;

R@®=1 (2.20)

R(-x=(-1)'R(X (2.21)

seklindedir. (2.21) ifadesine gore, Legendre polinomlari, | *nin aldig1 degerlere gore tek
veya cift paritelidir [7]. Bu polinomlarin diklik sarti,



R 0P, (e =—=-3,, (2.22)

[ +1

ile verilir. Legendre polinomlar: i¢in doguray fonksiyon,

1 0
= =t§ RO, |i|<1 (2.23)

A)=—F/—
900 V1-2xt +

seklindedir ve buna gore indirgeme bagintilari,

(+DP. ()= +DxP () -IP, (X, 1=123.. (2.24)
@+DR () =P, ()-R, (%) (2.25)
R(X)=P., (9+P., (X)-2xR (x) (2.26)

seklinde tammlanmaktadir [8]. Legendre polinomlarinin ilk birkag degeri Tablo 2.1.’de
ve bu fonksiyonlarin davrans: Sekil 2.2.’de verilmistir.

£ (x)
[ Fx)

Bylx) Pyxn) Fyx)

Sekil 2.2. Birkag Legendre polinomu.



Tablo 2.1. Legendre polinomlarinin birkag degeri.

Fo(x) =1 P,(x) = % (5x% — 3x)

R0 =x P, (X) = % (35x" — 302 + 3)
1 2 1 5 3

P, () = > (3x" -1 P, (X) = 5 (63x° — 70x° +15X)

2.4. Bagh Legendre Fonksiyonlari

(2.17) denklemi m= 0 icin ¢ozulduginde elde edilen ¢bzim [7],

m

PP =)™ 9 _p(x) (2.27)

m

seklinde Legendre polinomlari cinsinden elde edilir ve P™(x) bagli Legendre
fonksiyonlaridir. Burada m=-l,...,0,....+1 araiginda 2l +1 tane deger almaktadir

(m<1). Bagli Legendre polinomlarimn seri gosterimi [7-9];

(1-m)/2]

[
R"(¥)=@1-x*)™2 Y o"x™, m>0 (2.28)
v=0
ileverilir. Burada o'™;
m D" (2 -2v)!

Y2 = m=2v)1(l = v)! (2.29)

seklinde yazilir. [(I —m)/2] ifadesi, (I —m)/2 kesrindeki en biyik tamsay1y: gésterir.
Eger u=1—-m-2v donusimi yapilirsa, Bagli Legendre fonksiyonlari [9],




I-m
AT (x) = @=x*)™ 3, Ciy x° (2:30)

seklinde elde edilir. Esitlik (2.30)’dabulunan C, , katsayisi ise,

(=™ W211 4 )™+ m+u)!

2'1u!(| —r;—uj!(l +n21+uj! (2.31)

CImu =

ile verilir. Eger |-m-u tek say1 ise C,, =0 olacag agiktir. Bagli Legendre
polinomlarinda negatif m degerleri icin ise asagidaki esitlik kullanilir.

P = ()" LMoy (2.32)
(+m)!

Bu polinomlarin diklik sarti,

j;Rm(x)R?“(x)dx: 2%1 E: > g: . (2.33)
seklinde verilir. Bal1 Legendre polinomlarinin baz: tekrarlama bagintilar;

(I —MPB"() = X2 ~DR () - (I +m-DR" () (2.34)

@2 +DXR™(X) = (| + MPT(X) + (| - M+ R (X) (2.35)

(2 +)@@-x*)"*R"(x) =RE (¥ - BT (%) (2.36)

(L= X)YIR™ (9 =A™ 09— 1+ m)( - m+DR™ (9 (2.37)
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seklinde verilmektedir. Tablo 2.2.’de bagli Legendre polinomlarimn birkag degeri
verilmektedir.

Tablo 2.2. Bagli Legendre polinomlarimn birkag degeri.

PH(X) = (1-x*)"? P’ (X) =15(1— x?)%'?

Py (x) = 3x(1- x*)*"? Py (X) =g(7x3 -3x)(1-x*)"?
PZ(X) =3(1- x?) PZ(X) = %(n2 ~D(L-x?)

P () =g(5x2 —~1)(1-x?*)"? P} (x) =105(1— x?)*'?

P2 (X) =15x(1- x?) P (x) =105(1— x?)?

2.5. Kuresel Harmonikler

Atom ve molekiller icin Schrodinger denklemi yazilip degiskenlerine ayirma

yontemi  uygulanirsa, uzaysal koordinatlar cinsnden dalga fonksiyonu
w(r,0,¢) = f(r)Y,"(6,4) seklinde elde edilir. Burada f (r) radyal dalga fonksiyonudur

ve cok eektronlu atomlar ve molekiller icin problemli kisimdir. TUm atom ve
moleklller icin agisal kisim kiresel harmoniklerdir. Fizik uygulamalarimn pek ¢ogunda
karsilastigimiz diferansiyel denklemler,

V(Y. 2) +K°p(xy,2) = F(xY,2) (2.38)

seklindedir [7]. F(X, Y, zZ) = 0 oldugunda elde edilecek denklem,

Vi (xY,2)+kw(xy,2)=0 (2.39)

Helmoltz veya dalga denklemidir. Burada k bir sabittir. Bu denklemlere en dnemli

ornek;
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hZ
—%Vzl//(xi Y, ) +Vy(xy,2)=Ey(xy,2) (2.40)

seklinde verilen zamandan bagimsiz Schrodinger denklemidir. Burada k parametres,

k? = %{E -V (XY, 2)] (2.41)

verilir. (2.39) denklemi kiresel polar koordinatlarda ve w(r,8,¢)=R(r)F(6,¢)
seklinde yazilirsa,

ii[ 9 RoFG@, ¢))} 1 d {sne—d (RIYEG, ¢>)}
2 g nodol  d 242
L & R)E(.9)+ K (1)(RE)F(0.4))=0
r sin?6 dé

elde edilir. r ve (0,¢4) birbirlerinden bagimsiz degiskenler olduklarindan, denklemin
bitin r ve (6,¢) degerleri icin saglanmasi ancak her iki tarafinda aym sabite esit

olmasi ile miimkiin olacaktir. Bu denklem (6, ¢) degerleriigin

ETT
sné do d A e
9?0 42 (F(6,¢)+1(1 +D(F(6,¢))=0

ifade edilir. Bu denklemde F(6,¢) ifadesine kiresel harmonikler denir. Bu denklem
F(6,9) =0(6)D(p) seklinde tekrar ayrilirsa,

1 d*o(g) _

2.44
(g) dg? 49

Fn_ei[gn@dw

o(0) do 90 ]+I(l+1)sm 0}

denklemine ulasilir ve ayrilma sabitine m* dersek,



12

d’o(p) =, _
o + m’d(g) =0 (2.45)

esitligi elde edilir ve bu esitligin ¢bzimu
O(g) = Ae™™ + Be'™ (2.46)
seklindedir. Denklem (2.45), (2.44)’de yerine yazilirsa 6 ’yabagli kismin ¢6zimd,
() = P (cosd) (2.47)

seklinde yazilir. Kuresel harmonikler ®(g) ve ©(0)’nin birlestirilmesiyle
tammlanmaktadhr [8].

21 (- m)!
4z (I +m)!

Y,"(0,4) = P™(cos@)e™ (2.48)

Kuresel harmoniklerin diklik bagintisi,

2z

Oj Oj\am(e,@v.f” (0,4)Sn0dOdg = 5,0, (2.49)

ile verilmektedir. Kiresel harmonikler, reel veimginer kissmlarina ayrilabilirler [8].

Y™ (60.4) = 2'4;18 ;Egiam(cose)sn(m¢) (2.50)
v @.4)= |2 b0 00s0) cosmy) (2.51)

4z (I +m)!
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(2.50) esitliginde r, reel kiresel harmonikleri ve (2.51)’de ise ¢, imgjiner kiresel
harmonikleri ifade etmektedir. Kiresel harmonikler;

Y "(8,¢) = Eﬁi}ﬁgn'eeﬂ¢ (2.52)

Y(0,6) = | 21R (coso) (259
TT

Y "(0.4) = (-)™Y,™ (0.4) (2.59)

kuralarim saglarlar. Esitlik (2.53) ile verilen B (x) fonksiyonu, Legendre polinomu

olup bolim 2.3.’de tamimlanmisti. Kiresel harmoniklerin integral sekillerinden olan ¢

kiresel harmonik carpimi;

2rw

[ Y™ ©@.9Y™ @)Y (0.4)sino do dg

00 2.55
_JQH+DQQ+DQQ+DI1I2I3 L, L, (233)
- ar O 0 O)m m m

| | |
ile verilir. (1 2 Sj ifadesi, Wigner 3j-sembolidir ve Clebsch-Gordan
m m, m

katsayilaryla iliskilidir. Bolim 2.6.’da ¢ kiresel harmonigin carpimiyla ilgili daha
ayrntili bilgi verilecektir. (2.55) esitliginde kiresel harmonikler icin 6zel durumlar
asagidaki gibi verilir [8].

1/2
M

L-1

(L-M+DL+M+D "7, [(L=M)L+M)
(2L +1)(2L +3) Ul eL+1(eL-))

coso Y, {



e’ singYM = —{

2z

[V 0.9 6.8 (6,4)sin6 do dg =

2z
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L+M+DL+M+2 T 0 TL=M)L-M-DT"
(2L +1)(2L + 3) t (2L +1)(2L -1)
1
Jar

HY ©,)Y2 (0, )Y (6,4)SnOdOdg = J:\/(H'V'H)(L M +1)

(2L +1)(2L + 3)

I ve mninilk birkag degeri icin kiresel harmonikler, Tablo 2.3.’de verilmektedir.

Tablo 2.3. Kiresel harmoniklerin | ve m degerlerine gbre incelenmesi.

m Y™
0 0 11
27
-1 1 ismee"q‘
2
0 1 gcose
1 2\«
1 ~1 13 §noet
2\ 2n
_2 1 Ean ee—ZI(ﬁ
4\ 27
-1 1‘/ 15 sinfcosf e’
2 2\ 27
0 1\/5(300829—1)
4\ 7
1 —lw/Esinﬁcoseei"’
2\ 2r

M+1
L+1
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Sekil 2.3. ve Sekil 2.4.°de kiresel harmoniklerin mutlak kareleri, reel ve imajiner
kisimlari ayr1 ayri gosterilmistir [8].

Vo6

e

@ M

NG N ATCX) A

¢ € O

NALCX) AT ) AT O A ) §

e e g e

Sekil 2.3. Kiresel harmoniklerin mutlak kareleri.
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ReY"(0.9)f

©

rRefv"@.Af Rel"(0.0)f
& W
Ry (0.9 Rel¥"©@.9)] Rel" (0.9
€ % W
Rel"(0.9)] Rel"©@.9)] Rel"©@.0)] Rel"©@.9)f
€ ¥ % @
Imy,™(0,0)[
¢

imy"@.9)f 1mv"0.0)f

& W

my"@.af 1m0 1mym©.9f

e X W

Sekil 2.4. Kuresal harmoniklerin reel ve imajiner kisimlari.
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2.6. Uc Klresel Harmonigin Car pimi

Kuresel harmonikler icin verilen,

e

M,
Yl_2

YY) = YUY do (2.56)

esitlik, U¢ kiresel harmonigin carpimi olarak isimlendirilir. YL“l”l son durumun, YLTS ik
durumun dalga fonksiyonu ve YL“Z"Z de matris elemanlarinin olusturulmasim saglayan bir

islemciyi temsil etmektedir [7]. Burada integral tUm kati1 a¢1 Uzerinden alinmaktadir.
Acisal momentumun kuantum teorisi olarak bilinen grup teoriss metodunda, Clebs-
Gordan katsayilari icin vektorel toplam analizi kullamlarak bu integrallerin degerleri
tablo halinde verilmektedir [10].

i) Acisal momentum vektorel islemcisi L *nin vektorel toplam: sifirdan farkliysa,

i) M, +M,-M, =0 isg,

i) M, +M,+M, +L, +L, +L; ifades tek say: iseintegral sifirdir.
(2.56) ssitligi sifir degerini almaktadir. Burada verilen (i) ve (ii) secim kuralari esitlik
(2.57) ile verilen Clebsch-Gordan katsayilar ileilgilidir.

Y Y,
YLZA3>:(_l)LZ_L3+LlC(L2L3L1|MzMng)< e L3> (2.57)

J@2L +1

S

M.
Y,

(2.57) denkleminde M, = M, = M, =0 alimirsakiresel harmoniklerin acik ifadesi;

L, YL3 >

J@L +1) (2.58)

(YOVEIVE ) = (-1 C (L, Ly Ly |000) A

_J@L +D2L, +D2L, +1)
- (472_)3/2

+J% P, ()P, (X) P, (x).dx
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seklinde yazilir.
+1 )
[P, (0P, (P, (x).ax =~ C(L,L,L,|000) (2.59)
-1

(2.59) denklemi, (2.58) esitliginde yerine yazilirsa

At

esitligi elde edilir. iii) secim kural1 ve (2.60) esitligi kullamlirak

Y,

L.

YL3> ~ C(L,L,L,|000) (2.60)

C(Lz L3L1|_ M 2 —M 31_M1) = (_1) LZ+L3_L1C(L2 L3L1|M zM 3M 1) (2-61)
ifadesini elde etmek mumkinddr.
2.7. Gamma Fonksiyonlari

2.7.a. Sonsuz Limit Tammi

Gamma fonksiyonlarimn limit tanimi Euler taninu olarak isimlendirilir ve

r@=lim 1.23.n N’ z20-1-2,. (2.62)
o 7(1+ 2)(2+ 2)(3+ 2)...(n+ 2)
olarak verilir [7]. Bu ifadeden yola gikarak,
1.2.3..n 21

I'(z+1)=Ilim
o (1+ 2)(2+ 2)(3+ 2)...(n+ z+1)

=z['(2) lim
o z4+nN+1
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I'(z+)=2(2 (2.63)

seklindeki tekrarlama bagintisi elde edilir. Bu ifadelerde z tamsay:1 olup, z>0 sarti
gecerlidir. z=1icin (2.62) esitligi kullanlirsa,

()= lim 1.23..n

————n =1 (2.64)
n>x1.23.n(N+1)

elde edilir. (2.63) denklemi kullamlarak faktoriyel tanimina ulagilir.

re-=1

r@=2r(2

rn=123.(n-1)=(n-1)! (2.65)
2.7.b. Sonsuz integral Tamm

Gamma fonksiyonlar: i¢in sonsuz integral tanimu,

I'(2) = wjt e 'dt (2.66)

ile verilmektedir [7]. (2.66) denkleminde t = z* doniisiimiil yapilirsa,

I'(2)=2 Itzz‘le“zdt (2.67)
0

esitligi elde edilir. (2.67) denkleminde t = e * dénlsimu yapilarak,
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I'(2) = lj{m(%ﬂ (2.68)

0

esitligi elde edilir. Gamma fonksiyonlarimin Weierstrass sekli asagidaki gibi tammlamr
[8].

(2) = lﬁ{[u lﬂu Ej_l} (2.69)

Zoa n

Bu ifadeden yola cikarak gamma fonksiyonlari

T

(r@d-2) = (2.70)

sinzz
seklinde ifade edilir [8]. Bu ifadede z=1/2 aindiginda 1“(1/2):\/; olarak elde

edilir. Sekil 25.’de gamma fonksiyonlarimin aldigi degerlere bagli degisimi
verilmektedir.

T'(x)

I
]
]
.Y

=2

1

Sekil 2.5. Gamma fonksiyonlarimin degisimi.
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2.7.c. Tamamlanmamis Gamma Fonksiyonlari

Tamamlanmamis gamma fonksiyonlarinin genel sekli,

I'(a,x)= jta-le-‘dt (2.72)
ve
7(a,X) = jt alg gt (2.72)
0

ile verilmektedir [11]. Burada a, pozitif reel sayidir. Tamamlanmans gamma

fonksiyonlar: birbirleri ile,

I'(a,x)+y(a,x)=T(a) (2.73)

iliskilidir. a’nin pozitif tamsay1 degerleri icin tamamlanmanus gammafonksiyonlari,

T'(a,x) = (a—1)le™ al’% (2.74)
y(a,x)=(a-1! (1— e’ S X?I:J (2.75)

ileverilirler.
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3. COK ELEKTRONLU ATOMLAR
3.1. Cok Elektronlu Atomlarin Ozellikleri

Schrodinger denklemi yalnizca hidrojen ve ona benzer iyonlar igin tam olarak
cozllebilmektedir. Fakat cok elektronlu atomlarin incelenmesi oldukgca karmasik
oldugundan denklem c¢ozimlerinde yaklasik yontemleri kullanmak gerekir. Cok
elektronlu atomlar Uzerindeki hesaplamalarin baslangic noktasi merkezcil aan
yaklasimidir. Bu yaklasimdaki temel distince, atomik elektronlarin, cekirdek ve diger
elektronlarin olusturdugu etkin potansiyelde hareket etmeleridir. Once Z_ yUkli olan

cekirdek ile N elektronlu bir atomu veya iyonu ele alalim. Boyle bir sistemin
incelenmes igin asagidaki terimlerin hesaba katilmasi gerekir.

1. Cekirdegin (cekirdek sonsuz kutleli ve noktasal kabul edilecek) elektrostatik

Couloumb etkilesme alaninda elektronun kinetik ve potansiyel enerjileri,

2. Elektronlar arasi elektrostatik etkilesme,

3. Elektron spinlerinin, yoriingesel hareketleriyle olan manyetik etkilesmeler,

4. Elektronlar arasi spin-spin etkilesmeleri gibi birkag kiiglk etki.

Cok elektronlu bir atomun bdyle ayrintili incelenmesinin ¢ok zor oldugu ve
yaklasiklik yapilmas: gerektigi agiktir. Burada kugcik etkiler ihmal edilecektir. Buna
gore sadece elektronla cekirdek arasindaki ve elektronlar arasindaki etkilesmeyi ele

alarak, dis alan yokken N elektronlu atomun Hamiltonian islemcisi atomik birimlerde,

H = Z(—%vﬁ ‘%J* > 1 (31)

i-1 i ) i<l

ile verilir [12]. Buradailk toplam icerisindeki ilk terim kinetik enerji terimi, ikinci terim
cekirdek-elektron arasi elektrostatik etkilesmedir. ikinci toplam ise, elektronlar arasi
elektrostatik etkilesme terimidir. r, ¢ekirdege gore i. elektronunun bagil koordinatinm
gosterir. N elektronlu atomun dalga fonksiyonu Y¥(q,,qQ,,...,qy) olmak Uzere

Schrédinger denklemi,
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{Z[—%Vz ——_J+ Z }P(qlﬂz ----- dy) = E¥(q,,d,,---,Ay) (3.2

seklinde yazilir. (3.2)’de g ’ler i elektronunun r, uzay koordinatlarim ve kesikli spin
koordinatlar1 toplulugunu gosterir. Buna gore Y¥(q,,q,,...dy) ©z fonksiyonu,

w(r,r,,....ry) uzay kismuile y(1,2,...,N) spin kisminaayrilabilir. Buna gore,

W0y, Gy Oy) = W (1, Py Ty) 2 (120 N) (33)

ile verilmektedir. Burada dalga fonksiyonunun uzay kism,

4

[ZN:[—% ri__j+z :|l//(r1’r2’ W) = Ew(r,rp,..,ry) (3.4)

i=1 I'.i i<j=1%ij

Schrodinger denklemini saglar. Elektronlann karsilikl etkilesmelerini ifade eden 1/r;

teriminin varhigindan 6tirt bu denklem, degiskenlerine ayrilamaz.
3.2. Etkin Cekirdek YUku ve Slater Kurallar:

Bir atomik ve molektler sistemde dikkate alinan bir elektron, cekirdek ve geriye
kalan diger elektronlarin olusturdugu ortalama potansiyel aanda hareket eder.
Elektron, gekirdek tarafindan gekilirken, diger elektronlar tarafindan itilir. Geriye kalan
elektronlarin ¢ekirdegi perdelemesinden sonra, elektron tarafindan hissedilen c¢ekirdek
yikine “etkin gekirdek yiki”, denir veZ' =Z -, esitligi ile verilir. Burada

nim

cekirdek yuku, o, kadar azaldig: icin, o, perdeleme sabiti olarak adlandirilir.
Perdeleme sabitine bagli olan Ustel parametre;

Z 3 Z-0,nm
n’ n’

‘;anm = (35)
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seklinde tammlamr. Burada n° etkin kuantum sayisidir. Perdeleme sabitinin
bulunmasiylailgili yaklasik deneysel kurallar ilk defa J. C. Slater tarafindan verilmistir.
Perdeleme sabitleri icin Slater kurallar: asagidaki gibidir:

1) Bas kuantum sayisi yerine etkin kuantum sayisi,
n - 1 2 3 4 5 6
n - 1 2 3 37 40 42
seklinde alinir.
2) Yorungemsiler (Is), (2s,2p), (3s,3p), (3d), (4s4p), (4d), (4f),...seklinde
gruplaricrilir.
3) Her bir (s,p) grubunda bulunan elektron icin perdeleme sabitine asagidaki
etkiler katilir;
a) Dikkate alinan elektrondan sonra gelen gruplarda bulunan
elektronlarin perdelemeye katkisi yoktur,
b) Dikkate alinan elektronla aym (s;p) grubunda bulunan diger
elektronlarin her biri perdelemeye 0.35 kadar katkisi vardir. 1s elektronu
icin, komsu 1s el ektronlarinin perdelemeye katkist 0.30°dur.
c) Dikkate ainan elektronun bas kuantum sayisindan bir eksik bas
kuantum sayili (s,p) gruplarinda bulunan elektronlarin perdelemeye
katkisi O.85°tir.
d) Diger ic elektronlarin perdelemeye katkisi 1 dir.
4) (d) veya (f) grubunda bulunan her bir elektron igin toplam perdeleme sabiti

bulunurken a) ve b) kurallar1 aynen uygulanir.

Fakat tim i¢ elektronlarin perdelemeye katkisi 1 olarak alinir. Slater kurallarina gore,
dikkate alinan elektrondan sonra gelen gruplarda bulunan elektronlarinin perdelemeye
katkisimin ihmal edilmesi, s ve p yoringelerinin cekirdek yukiuni esit miktarda
perdeledigi kabull bir yetersizliktir. Clnkl s ve p yoértngeleri icin elektron dagilinm
farklidir. Yine yorungeler arast sizmalar mevcuttur. Bu yetersizlikler goz 6niine alinarak
yapilan calismalarla, periyodik tablodaki bazi atomlar icin perdeleme sabitleri
bulunmustur [13].
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3.3. Pauli Disarlama ilkesi ve Slater Determinantlari

N-elektronlu bir sistemin dalga fonksiyonu;

¢, 4,2 . . . ¢,(N)
¢, 4,2 . . . ¢,(N)

w(1,2,3,...,N) = (N1) ™2 (3.6)
¢, D 4,3 . . . ¢, (N)

seklinde verilir. Bu determinant Slater determinanti olarak bilinir. iki elektronun
koordinatlarimin yerdegistirmesi, Slater determinantinda iki satirin yerdegistirmesi
anlamina gelir ve bu determinantin isaret degistirmesine sebep olur. Boylece Slater
determinant dalga fonksiyonlar1 antisimetrikligi de saglar. Pauli prensibine gore; bir

atomda, n,I,m ve m, kuantum sayilari aym: olan iki elektron olamaz. iki elektronun

aym spin orbitalini isgal etmesi determinantin iki sitununun aym olmasi anlamina gelir
ve bu da determinantin degerini sifir yapar. Bu ise Slater determinant dalga

fonksiyonlarinin Pauli disarilamailkesine uygun oldugunu gosterir.

3.4. Oz Uyumlu Alan ve Hartree-Fock-Roothaan Y ontemleri

Atomlarin  enerjilerini ve elektron dagilimlarim tammlayabilmek igin,
Schrodinger denklemini sayisal olarak ¢ozmenin bir yolunu bulmak gerekir.
Schrodinger denklemini analitik olarak ¢ozmenin bir yolu Hartree tarafindan bulunmus
olup 6z uyumlu alan (SCF) metodu olarak adlandirilir. Oz uyumlu aan yontemi, atom
ve molekillerin elektron yapisinin belirlenmesinde temel yontemlerden biridir. Daha
sonra bu metot elektron degis-tokusunun etkisini de kapsamak Uzere Fock ve Slater
tarafindan gelistirilmistir. Oz uyumlu alan metodu igerisinde yapiimasi gereken
yaklasimlardan en fazla kullanilam ise Hartree ve Fock’un teorisine Roothaan’in

1960’da katkilariyla ortaya ¢ikan Hartree-Fock-Roothaan (HFR) yaklagimidir.
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Fock ve Slater’in metodu ile elde edilen yériingemsiler, Hartree-Fock 6z uyumlu
alan atom yoruingemsileri (HF-SCF-AQO) olarak adlandirilir. Bu yaklasimda, her bir
elektron diger elektronlarin sebep oldugu ortalama kiresel potansiyel igerisinde hareket
etmektedir. Daha sonra da Schrédinger denklemi her elektron ve ortalama potansiyel
icin sayisal olarak ¢ozullr.

Bu yaklagim diger tim elektronlarin ortalama potansiyellerinin hesaplanabilmesi
icin dalga fonksiyonlarinin bilindigini kabul eder. Daha sonra ilgilenilen elektron igin
Schrodinger denklemi ¢oziltr ve bulunan dalga fonksiyonu diger elektronlardan biri
tarafindan gorulen potansiyelin hesaplanmasinda kullanilir. Bu islem atomdaki tim
elektronlar icin tekrar edilir ve ilk elektron tarafindan gorilen potansiyel yeniden
hesaplanabilir. Genellikle bu potansiyel gercek alan ifadesinden farkli olabilir. Islemin
her asamasinda sistemin enerjis hesaplanir ve enerjiyi minimum yapacak sekilde
hareket edilir.

3.4.a. Hartree - Fock Metodu

Hartree Fock (HF) metodu, varyasyon esasina dayanan, sistemin enerjisinin
kararli degerlerinin bulunmasini amaclamaktir [14]. Varyasyon prensibine gore sistemin

enerjisi;

J.t//*l:h//dr
E=——— (3.7)
fv'ydr

ile verilir. Burada H, sistemin Hamiltonian islemcisi, y ise keyfi secilen deneme
dalga fonksiyonudur. Buna gore, istenilen deneme fonksiyonlarindan olusan enerji
fonksiyonlarimin degeri, sistemin gergek durumuna uygun enerjisinden(Eo) kucuk

olamaz. Yani;

E>E, (3.8)
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olmalidir. Bu yuzden sistemin gercek ha fonksiyonlarint bulmak icin (3.8)

fonksiyonunun minimumunu olusturmak gerekmektedir. Bunu yapmak icin;
S [y (H-Eydr=0 (3.9)

varyasyon denklemini ¢cozmek gerekir.

HF metodunda kapali kabuklu ve N-elektronlu bir molekiler sistemin dalga
fonksiyonu, (3.6)’daki gibi Slater determinanti ile verilir. Determinant dalga
fonksiyonunun elemanlari, bir-elektronlu molekiler spin yoringemsileridir. Molekller
spin yoringemsiler, molekiler yoringemsiler ile elektron spin fonksiyonunun carpimi
seklinde yazilmaktadir.

Yapilan yaklasimlar sonucunda, gerek atomlar gerekse molekiller igin

Hamiltonian islemcisi bir ve iki elektronlu terimler cinsinden;

. N hz K Zan N N ez
H =Z(—%VE—Z ]+zz_

i=1 a1 lig j=1i>]j rij

. N N N @2
H = ;hi +Z£Zr— (3.10)
i= j=Li>j T

seklinde yazilir. Burada K cekirdek sayisim, Z, ise c¢ekirdek yukuni gosterir ve N
elektron sayisim gostermektedir. (3.10) denkleminde ilk terim, elektronun kinetik ve
cekirdekle etkilesim enerji islemcilerinin toplamini, son terim ise elektronlarin karsilikli
etkilesim enerji islemcisini temsil eder.

Esitlik (3.7) ile verilen varyasyon yontemine gore, kapali kabuklu bir sistemin

enerjisi;

E=2)h +ZZ(2Jij —x,) (3.11)
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seklinde ifade edilir. Burada n= N/2 olup molekiler yériingemsi sayisim gosterir. Bu
ifade Gg tur integral icermektedir. Atomik birimler (ab.) cinsinden bu integrallerden

birincisi,
h = [4" @hg, @z, (312

bir elektronlu integral olup ¢ (1) dalgafonksiyonu ile temsil edilen elektronun kinetik

ve cekirdekle etkilesim enerjisinin ortalama degerini verir.
. . 1
3, = [ [ g, (2)(7}4 (4, (2)dz,dr, (313)
12

(3.13) seklinde tanimlanan integral, Coulomb integrali olarak adlandirilir. Bu integra
iki elektronun yuk dagilimlarinin karsilikli etkilesmesini ifade eder ve elektronlarin spin

durumlarindan bagimsizdir.
K= [ j¢f(1)¢f(2)(rij¢,- (4, (2)dr,dz, (314)

Esitlik (3.14) ile verilen integral ise degis-tokus integrali olarak adlandirilir. Bu integral,
elektronlarin 6zdesligi ve antisimetrik dalga fonksiyonlar: ile ifade edilmeleri sonucu
ortaya cikmistir. Degis tokus integralinin varligi elektronlarin spin durumlarimin ayni
olmasina baglidir.

HF metodunda degiskenler molekiler yoéringemsilerdir. Buna goére (3.9)

seklinde ifade edilen varyasyon denklemi ¢ozuldigiinde, HF denklemi;

Fo (D =26 (1) (3.15)

A

olarak elde edilir. Burada ¢, i. molekuler yoringemsideki elektronlarin enerjisi; F ise

Fock islemcisidir ve
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F=h+Y(23,0-# ) (3.16)

J

olarak tammlanmaktadir. Bu ifadede bulunan J ; ve x; islemcileri sirastyla Coulomb

ve degis tokus islemcileri olarak adlandirilir. Bu islemciler, Coulomb ve degis-tokus

integrallerinin tek elektronlu degiskenler cinsinden ifade edilmelerini saglarlar.
3.4.b. Hartree - Fock - Roothaan Metodu

HF metodu kullanlarak bazi atomlarin yapilarin incelemek mimkin olmustur.
Fakat problem ¢oziimu sirasinda ¢ok sayida diferansiyel denklem ile karsilasildigindan,
bu metot pratik isler icin kullamlamaz. Bu ylzden, HF denkleminin Roothaan
tarafindan gelistirilen HFR formundan yararlanilir. HFR, HF metodunun tek elektronlu
molekller yoringemsilerinin, atomik yoringemsilerin lineer toplamu seklinde

yazilabilecegini dnermistir [1].

4 =>Cur.. M 2 n) (3.17)

a=1

Burada C, lineer toplam katsayisi, y, bir elektronlu atomik baz fonksiyonu ve M

atomik baz fonksiyonlarimn sayisidir. HFR metodunda degiskenler, lineer toplam
katsayilaridir. Eger molekiler dalga fonksiyonu, (3.17) ile verilen denklemdeki atomik
yorungemsilerden olusan bir determinant seklinde yazilir ve lineer toplam katsayilarina
gore varyasyon denklemi ¢cozilUrse, kapal1 kabuklu sistemler icin HFR denklemi;

Z(Fab — & Sab)Cbi =0 (3.18)

b

seklinde elde edilir. Burada S, ; x, ve y, aomik baz fonksiyonlar: arasinda ortme

integrali olup;

Sy = [2:Wz,Mdz, (3.19)
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olarak ifade edilir ve atomik yoringemsilerin Ustliste gelen kismimin degerini verir. F,

Fock islemcisidir veiki kissmdan olusmaktadir.

F,=H,+G (3.20)
ab ab ab

(3.20) ifadesini olusturan terimler ise,

Ho = [2) (D{—%Vf - Zri}c ®dz, (3:21)
G, = ZZC;J. Cq (21 pg = agpn) (3.22)
| = |[ 24 (1)1;(2)(%]% (1) 7, Wdr,dr, (3.23)

seklinde tammmlanirlar. Burada j , kapali molekller yéringemsi sayising; a, b, pveqise
atomun numaralandirilmis baz fonksiyonlarinin sayisina kadar degisir. (3.19), (3.21),
(3.23) ile verilen integraller, HFR denkleminde ortaya cikan ¢ok merkezli molekiler
integraller olarak adlandirilirlar.

3.5. Hartree-Fock-Roothaan Teorideki Cok Merkezli integraller

HFR denkleminden de goruldiugt gibi, atomik ve molekiler sistemlerin
elektronik yapilarimin hesabi, elektronik koordinatlar tzerinden hesaplanan bir takim
cok merkezli molekiler integralere indirgenmektedir. Molekiler integralerin
hesaplanmasindaki zorluklar kuantum mekaniginin baslangic yillarinda, London ve
Heitler’in hidrojen molekult Uzerine yaptiklar: calismaylailk kez ortaya gikmustir [15].
Daha sonraki yillarda ise kiresel kordinatlarin yerine eliptik koordinatlar kullanilarak
cok merkezli molekuler integrallerin ¢bzimu amaclanmustir.

Son yillarda, ¢cok merkezli molekiler integraller Uzerine yapilan calismalar

sonucunda iki, U¢ ve dort merkezli hibrid, Coulomb ve degis-tokus integralleri gibi
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bircok integral, iki merkezli 6rtme integrali cinsinden ifade edilmistir [16]. Dolayisiyla,
(3.9) denkleminin guvenilir sonuclar Uretebilmesi ve lineer toplam katsayilarimn
dogrulugu birinci derecede Ortme integraline baglidir. Molekiler yoringems teoride

(MYT) ortaya ¢cikan ¢cok merkezli integraller Tablo 3.1.”de guruplandirilmustir.

Tablo 3.1.. HFR’de kullanilan ¢gok merkezli integrallerin siniflandiriimasi.

MOLEKULER INTEGRALLER
Bir Elektronlu Iki Elektronlu

Ortme Bir merkezli

Bir merkezli Kinetik Enerji Degis-Tokus
Nukleer Cekim | iki merkezli
Ortme Coulomb

iki merkezli Kinetik Enerji | Uc merkezli
Nukleer Cekim Hibrit

Ug merkezli Niikleer Cekim | Dort merkezli

Bu calismada, bir-elektronlu iki-merkezli integrallerle ilgilenecegiz. Bir elektronlu
iki merkezli integraller genel olarak asagidaki gibi tammlanmaktadir [9].

[zl e O] 6] z01mi (0 = R)] (3.24)

vy ve y' srasiyla A ve B ¢ekirdek merkezlerindeki iki normalize STY dir. Iki

cekirdek arasindaki uzaklik R ile gosterilmis ve 6 , 6rtme integrali icin 1, nikleer

2

cekim integrali icin -Z/r ve kinetik enerji integrali icin —% degerine sahip bir

islemcidir. Ortme integrali, bir-elektronlu iki-merkezli sistemler icin asagidaki gibi

tammlanmaktadir.

St (R) = [dr ]z (O] [2oime (= R (3.25)
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Elektron ile cekirdek arasindaki cekim etkisini tammlayan integraller nikleer

cekim integralleri olarak adlandirilir. Asagida verilen V™ ile V® | srrasiyla A ve B
cekirdeklerinin nikleer etkilesme integralini gostermektedir.

Vn(lﬁzfn'l ‘me’ (R) = J.dz-[}(nlm.f (r)]* |:_TZAj|[Zn’I 'm¢’ (r - R)] (326)
B | —Zg
Vn(lm?fn'l 'm¢e’ (R) = J.dz-[}(nlmgt (r)] |:ﬁ:|[ln’l'm'§’ (r - R)] (327)

Burada Z, veZ; , A ve B atomlarimn gekirdek yuklerini gostermektedir. Kinetik

enerji integrali elektronun gekirdek etrafindaki hareketinden dolay: ortaya gikan enerji
olup asagidaki gibi verilmektedir.

Tand (R)= [z 2me O] (V2122 (¢ = R)] (3.28)

3.6. Molekiler Yoringems Teoride Baz Fonksiyonlar:

Molekuler yoringemsilerin  aciliminda veya molekillerdeki  elektron
yogunlugunda kullamlan baz fonksiyonlari, kuantum mekaniginde blylk ©Oneme

sahiptir. CUnkl, atomik yoéringemsilerin lineer toplam seklinde yazilan
(¢ = ZCaj X.) molekuler yoringemsiler kullamlarak yapilan teorik arastirmalarin

guvenirligi, blyldk 6lclde secilen baz fonksiyonunun tipine ve sayisina baglidir. En
yaygin olarak kullanilan baz fonksiyonlar: kiresel koordinatlarda,
Gaussian Tip Yorungems (GTY);

Gun(&.1) = A ™ Y, (6, 4) (3.29)

Bessal Tip Yoéringems (BTY);
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Bum(&:1) = \E K, (€)Y (6,9) (3.30)
Polinom Tip Y oriingemsi (PTY);

Pum(&,1) =Q(£ = 1)r"Y,,(6.4) (3.31)
ve Slater Tip Yoriingemsi (STY);

Kum(E:1) =N, r e Y, (0, 6) (3.32)

seklinde verilirler. Burada (nlm) kuantum sayilandir. r, atomik yoéringemsinin

merkeze olan uzakhigr ve & ise atomik yoringemsinin perdeleme sabitidir. Cok

parcacikli sistemler icin kuantum mekaniginin temel hareket denklemi olan Schrodinger
denkleminin analitik olarak ¢6zimu mumkin olmadigindan, en azindan yaklasik
yontemlerle bulunan deneme fonksiyonun, cekirdege yakin ve cekirdekten uzak
mesafel erde deneysel sonuclarlaistenilen 6lclide uyum saglamas gerekmektedir.

Teorik molekiler hesaplamalarda, baz fonksiyonu olarak GTY yaygin olarak
kullamImaktadir. Gauss fonksiyonlarinin kullamlmasimin en biydk avantaji, ¢ok
merkezli molekuler integrallerin hesabinda, matematiksel agidan kolaylik saglamasidir.
Fakat GTY lerin kullanilmasi sorunsuz degildir. Clnki GTY’ler, ¢ekirdege yakin ve
cekirdekten uzak bolgelerde deneysel sonuclarla uyum gostermemektedir [17].

Yaygin olarak kullamlan diger bir tip atom yoéringemsisi ise hidrojen ve
hidrojene benzer atomlar icin Schrodinger denkleminin ¢bziimtnden elde edilen dalga
fonksiyonlarindan ve deneysel sonuclardan yola c¢ikarak ileri strtlen STY’lerdir. Bu
fonksiyonlar cekirdege yakin ve cekirdekten uzak bolgelerdeki, simir sartlarinda
deneysel sonucglara uygun davramslar sergilemektedir [16-21]. Bu asimtotik
noktalardaki dogru davramslar, kuantum mekaniksel sistemlerin yapi Ozelliklerinin
belirlenmesi icin yapilan varyasyonel hesaplamalardaki dogruluk ve uyum icin
gereklidir. Sekil 3.1.’de GTY ile STY’nin ¢ekirdekten olan uzakliga gore degisimi

verilmistir.
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W)

Sekil 3.1. GTY ve STY’lerin ¢ekirdekten olan uzakliga gore davranisi.

Sonug olarak STY’ler molekiler sistemlerin fiziksel durumlarim ifade etmede,
GTY’lerden daha fazla tercih edilmektedir [16]. Ote yandan ¢ok sayida GTY’nin
toplanmasiyla STY benzeri dalga fonksiyonlar: elde edilebilir. Sekil 3.2.’de gosterilmis
olan bu tip yoringemsiler literatlrde STY -nG olarak bilinir.

GTY [~

GTY [

GTY |~

L i

Sekil 3.2. STY ’lerin GTY ’ler toplanarak elde edilmesi.

Cok sayida GTY kullanilarak yapilan hesaplamaarda, ¢cok fazla hesaplama
zaman ve bilgisayar hafizasi gerekmesi karsimiza bir sorun olarak cikmaktadir [16].
STY’ler kullanilarak yapilan calismalarda ise, matematiksel agidan ¢6zUmu gi¢ olan
cok merkezli integralerle karsilasiilmaktadir. Ancak son zamanlarda, uygulamali
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matematikte ve bilgisayar teknolojisindeki gelismeler sayesinde, karsilasilan bu
guclikler biytk oranda ortadan kaldirildigi yada azaldigi icin, yapilan calismalarda
STY’ler tercih edilmektedir [9,16-21].
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4. KIMYASAL BAGLANMA TEORILERI

Kimyasal bag, atomlarin en son tabakalarinda yer alan elektronlarin (degerlik
elektronlart) cekirdekler arasi bdlgede hareketi sonucu olusmaktadir. Kimyasal bag
olusurken farkli atomlara ait elektronlar her iki atom igin de ortak olur. Mikro tanecikler
dalga 6zelligine sahip olduklarindan, bunlarin karsilikli etkilesmesi bir bulut seklinde
dagilmis yukler vasitasiyla olusmaktadir. Atomlarin molekil olusturmalari sadece
sistemin enerjisinin ktclldigu durumlarda mevcuttur [22].

Molekdl olusurken atomlarin elektronegatifligi ile ilgili olarak farkli tdr
kimyasal baglar olusmaktadir. Atomlarin elektronegatiflikleri birbirinden farkliysa,
elektronegatifligi kugiik olan atom elektronunu verir. Bu sekilde olusan bag iyonik bag
olarak adlandirilir. Atomlar ayni cins olduklarinda ya da elektronegatiflikleri birbirine
cok yakin oldugunda elektron alis verisi olmaz ve elektronlar her iki atoma da ait olur.
Bu tir bag ise kovalent bag olarak adlandirilir. Bilinen molekillerin yapilarim ve
sekillerini aciklayan ve yapilar bilinmeyen molekillerin sekilleri hakkinda tahminlerde
bulunan teoriler vardir. Simdi bu teorilerden valans bag teoris ve molekuler
yoringems teoriyi (MY T) inceleyelim.

4.1. ValansBag Teoris

Valans bag teorisi, 1954 yilinda Linus Pauling tarafindan onerilmistir. Bu teori
kictk anorganik molekillerin tammlanmasinda oldukca kullaniglidir. Bu teoriye gore,
tek elektronlu atomlar, diger tek elektronlu atomlarla birlesme egilimindedir. Bu sekilde
eslesmemis elektronlar ortaklasa kullamlir ve atomlar kararli hale gegerler. iki atom
arasinda ortaklasan iki elektron kovalent bag olusturur. Bir atomdaki bag sayisi, o
atomun temel haldeki, yani en distk enerjili durumundaki tek elektron sayisina esittir.
Bazen atomlar tek elektron sayisindan daha ¢ok sayida bag yapabilir. Bu durum, temel
haldeki eslesmemis elektron ciftine sahip atomlara enerji verilerek eslesmis
elektronlarin uygun bos yoringemsilere tek elektronlar olarak yerlestirilmesiyle
gerceklesir.
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4.2. Molekller Yo6ringems Teori

MY T’ de, degerlik elektronlarinin, sadece kendi cekirdeklerini degil, molekilu
olusturan tim cekirdekleri kusattigi, bu elektronlarin herhangi bir atoma degil,
molekile, yani molekult olusturan tum atomlara ait oldugu kabul edilir. Atomlarin
atomik yorungemsilerinin girisimi ile ¢cekirdeklerin tamamini kusatan ve atoma degil
molekile ait olan molekul yoringemsi (MY) meydana gelir. Bilindigi gibi elektron
tanecik ve dalga 6zelligine sahiptir. Bu yuzden atomdaki bir elektron, ya bir atomik
yoringemside bulunan tanecik olarak veya Schrédinger dalga denkleminin bir ¢ozimu
olan bir dalga fonksiyonu seklinde tanimlanir. Molekuldeki elektronlar, olusan molekdl
yoringemsilerine yerlesir. MY’yi tammlayan dalga fonksiyonu da, atomik
yoruingemsilerin lineer birlesimi (LCAQ) yontemi ile elde edilir. LCAO’ya gore, atomik
yorungemsiler icin y, ve y, daga fonksiyonu ile tanmmlanan A ve B atomlarint ele
alahm. A ve B atomlan birbirlerine yaklasirken atomlarin elektron bulutlar: girisim
yapabilirse, v, ve y, aomik yorungemsilerinin dalga fonksiyonlarinin cizgisel

birlesimiyle, molekil veya molekil yoringemsi dalgafonksiyonu y ., elde edilir.

Wae = N(Cyp +Coyg) (4.1)

N, normalizasyon sabitidir ve elektronun tim uzayda bulunma olasilig1 1 ‘e esit olacak
sekilde secilmistir. C; ve Cy ise, w5 ’nin enerjisini minimum yapacak sekilde alinan
sabitlerdir ve her bir atomik yoringemsinin, MY olusumuna katkisim gosterirler. C, ne
kadar buytkse katki da o kadar buyudktir. A ve B atomlar benzer ise, C; ve C, sabitleri
de benzer degerdedir. A ve B atomlar1 aym ise, C; ve C, birbirine esittir. Bu durumda

MY olusumuna her bir atomik yoriingemsinin katkisi esittir ve kuvvetli kovalent bag

olusmus olur. dv uzay hacminde bir elektronun bulunma olasilig1 w?dv oldugundan,

MY *de elektronun bulunmaolasiligi, w3, ile verilir:

w2 =Clya+2CCou s +Clyg (4.2)

AB
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(4.2) esitligindeki Cw 2 ve ClwZ terimleri, yalmz baslarina bulunan A ve B atomlarina
at elektronun bulunma olasiligidir. 2C,C,y v terimi ise AB molekllt igin gok
onemlidir. Iki atomik yoriingemsi arasindaki girisim arttikca bu terimin sayisal degeri
artar. Bu sebeple, 2C.C,y . terimine, girisim integrali ya da 6rtme integrali (S) denir.
Bu terim, tek baslarina bulunan atomlarin elektron bulutlar ile molekilin elektron
bulutu arasindaki temel farki gosterir. Ortme integrali ne kadar bilyikse bag o kadar
kuvvetlidir. S degeri, atomlar arasi uzakhga bagh olarsk 0<|§<1 araiginda
degismektedir. S>0 iken yoringemsiler Ust Uste geldiklerinden baglanma, S=0 iken
yorungemsiler Ust Uste gelmediginden baglanamama, S<0 iken ise baglanmama durumu
ortaya ¢ikmaktadir. Molekiller arasi uzaklik azaldikga, molekdlin birbirine daha cok
yaklastigi, yani ortmenin giderek arttigi bilinmektedir. s, p, d yoringemsileri, + ve -
isaretli bolgelere sahiptirler. Yoringemsilerin  Ortismesi  sadece benzer isaretli

yorungemsilerin bir araya gelmesi ile olur.
4.2.a. s-sYorungemsileri Arasinda Ortme

A ve B atomlar1 hidrojen atomunu, y, ve w, dalga fonksiyonlari da iki
hidrojen atomunun 1s atomik yodringemsisini tammliyor olsun. y, ve wg’nin
isaretlerine gore, bu iki atomik yoringems arasinda iki tarlt girisim olabilir; ya bu iki
dalga aym isaretli, aym fazlidir ve bu dalgalar girisim yaparlarsa birbirlerini
guclendirirler veya zit isaretli, zit fazlidir ve birbirlerini yok ederler. (+) ve ()
isaretlerin elektriksel yUkle herhangi bir iliskis yoktur. Bu isaretler, dalga fonksiyonu
isaretidir ve yoringemsi simetrisini gosterir. MUmkin iki girisim Sekil 4.1.’de
gosterilmektedir.

We=N(ya+vys) (4.3)

Wy =Nlya+(we)l=Ny,—ws) (4.4)
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Ikinci esitlik, dalga fonksiyonlarimin toplamimi yansitir, matematiksel fark anlamm

tasimaz. Aksi belirtilmemisse, atomik yoriingemsilerin girisim dogrultusu, genel olarak

N

Y(g)

z ekseni dogrultusu olarak ainir.

S

|

o(g)

Diigiim diizlemi
1

— als
" o™ ()

i

5 Y(u)

°

Sekil 4.1. Atomik yériingemsilerin s-sgirisimi.

wa Ve wy atomik yoringemsileri girisim yaptiginda, v, ve w, MY cifti
meydana gelir. MY ’lerin sayisi, girisim yapan atomik ydringemsilerin sayisina esittir.
v, fonksiyonu, gekirdekler arasinda elektron yogunlugunun artisina isaret eder ve bu
ylzden bag molekil yoringemsis olarak adlandirilir. Bag molekdl yoriingemsinin
enerjisi, kendisini olusturan atomik yoringemsilerin enerjilerinden daha dusuktar.
Tersine, v, fonksiyonunun gosterdigi MY, birbirini gegersiz kilan tersisaretli iki dilim
icerir ve gekirdekler arasindan bir digum dizlemi geger, yani gekirdekler arasinda
elektron yogunlugu sifirdir. Bu yuzden w, yoOringemsisine, antibag molekul
yorungemsisi denir. Antibag molekidl yoringemsisi, kendisini olusturan atomik
yoringemsilerden daha yuksek enerjilidir. MY dalga fonksiyonlarindaki g ve u harfleri,
Almanca simetrik (gerade) ve antisimetrik (ungerade) kelimelerinin ilk harfleridir. g ve
u, ybringemsinin merkezine gére simetrisini gosterir. Eger MY merkezine gore
yansitildiginda isareti degismiyorsa simetriktir, degisiyorsa antisimetriktir veya MY
cekirdekleri birlestiren dogru ve sonra bu dogruya dik dogru etrafinda dondurtldigiinde
dilimlerin isareti degismiyorsa, yoOringemsi simetriktir, isaretler degisiyorsa,
yoringemsi antisimetriktir. Buna gore, o -bag molekil yoringemsisi, yoriingemsinin

merkezine gore simetrik, o " -antibag molekil yoriingemsisi antisimetriktir.
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4.2.b. s-p Yorungemsileri Arasinda Ortme

s ve p yoruingemsileri, p yoringemsilerinin dilimleri, cekirdekleri birlestiren
dogrultuda olmak kayd ile girisim yapabilir. Girisim yapan dilimler aym isaretli ise
cekirdekler arasi elektron yogunlugu artar ve bag MY meydana gelir, ters isaretli ise,
cekirdekler arasi elektron yogunlugu azalir ve antibag MY olusur. Olusan MY ’ler Sekil
4.2.’de gosterilmektedir.

N N . < T W\ o
Px s Y(g) :

Px

N

Sekil 4.2. Atomik orbitallerin s-p girisimi.
4.2.c. p-p Yoringemsileri Arasinda Ortme
p yoéringemsileri arasinda iki tur girisim olabilir. Bu girisimlerin ilkinde, p
yoringemsilerinin dilimleri ¢ekirdekleri birlestiren dogrultudadir. Bu sekilde, iki p

yoringemsinin uc uca girisimi, o -simetrili bag MY ve antibag MY olusturur. Sekil
3.3.a ve b.’de verilmektedir.

Sekil 4.3.a. o —simetrili bag MY veren p-p girisimi.
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Sekil 4.3.b. o —simetrili antibag MY veren p-p girisimi.

p yoringemsileri arasindaki ikinci girisim, p yoéringemsileri dilimlerinin,
cekirdekleri birlestiren dogrultuya dik konumda, yani yan yana bulunmalari
durumundaki girisimdir. Bu girisimle 7 -bag ve 7" -antibag MY meydana gelir ve Sekil

3.4.ileverilir.

(XD
XD
l
o¢c

OO
XD
|

Sekil 4.4. 7 — MY veren p-p girisimi.

py atomik yoriingemsilerinin girisiminde oldugu sekilde, iki px atomik yoriingemsinin

girisimi de, 7 -simetrili bag ve antibag MY verir.
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4.2.d. d-d Yoriingemsileri Arasinda Ortme

Iki d yoriingemsilerinin, yiiz ylze, bag ve antibag MY leri vermek Uizere girisim
yapmalar: da mimkinddr. Bu tip MY, 6 - ve 6" - MY olarak adlandirilir ve Sekil 3.4.

ile gosterilir.

Sekil 4.5. d yéringemsilerinin 6 —MY olusturan girisimi.



5.MATERYAL VE METOT
5.1. Atomik Y oringems Segimi

Caismamizda bas kuantum sayisi n‘in tamsayr ve tamsayr olmayan
degerleriyle, Slater Tip Yoringemsiler (STY) kullanilarak drtme integrali hesaplanacak,

kinetik ve nikleer cekim integralleri ortme integralleri cinsinden ifade edilecektir.
STY'ler asagidaki sekilde,

Zome (1) =N T exp(=£ 1)Y," (6, ) (5.1)

tammlanirlar. Esitlik (5.1)’de £ perdeleme sabiti, N normalizasyon katsayisidir ve
N =[(28)> /r(2n+1)["? (5.2)

seklinde verilir [9]. (5.1)’de Y,"(8,4) kiresel harmonikler, (5.2)’de I'(2n+1) gamma
fonksiyonunu gosterir. Farkli m ve m' degerlerine sahip bir-elektronlu iki-merkezli
integraller, Y,"(8,¢) fonksiyonlarinin ortonormalliginden dolay: sifir olurlar. Sadece

m=m’'> 0 olan integraller degerlendirilmelidir. Boylece, m magnetik kuantum sayisi,
sifir yada pozitif olarak kabul edilir.

5.2. Ortme integrali

Ortme integrali, bir-elektronlu iki-merkezli sistemler icin asagidaki gibi

tanimlanmaktadir.
Si (R) = [de]fme ()] [ (0 = R)] (53)

Esitlik (5.1) ile verilen STY olarak ifade ettigimiz y,,,. V& x. -, Srasiyla A ve B

atomlarimin perdeleme sabitlerine, kuantum sayilarina (n,l,m) ve atomlar arasi R



uzakligina bagli olan baz fonksiyonlarimi gostermektedir. Sekil 5.1.’de iki atom
arasindaki taral1 bolge, 6rtme integralini temsil etmektedir.

Sekil 5.1. ki atom arasinda értme integrali.

Esitlik (3.26), (3.27) ve (3.28) ile verilen nikleer gekim ve kinetik enerji integrallerini,

asagidaki gibi ortme integralleri cinsinden yazmak mumkunddr.

Vn(llr?fn’l 'me’ (R)= _ZAS(nr;[rlT;fr;qg (R) (5.4)
Vn(l?fn’l 'm&’ (R) = _ZB Srgrréw_fl)llma (R) (55)

nl'mg’ 1 nl'me’
Tane” (R)= 2010+ = n(n-DJST (R) 59
+ S e (R) = (€71 S (R)

nim&

Bu calismada, esitlik (5.3) ile verilen bir elektronlu iki-merkezli 6rtme integralinin STY
Uzerinden tum n kuantum degerleri ile hesaplanabilmes icin (5.3) esitligi elipsoidal
koordinat sistemi ile ifade edilecektir. Bolium 2.2.°de elipsoidal koordinat sistemi
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hakkinda ayrintili bilgi verilmistir. Esitlik (5.1) ile verilen y, (5.3) denkleminde yerine
yazilirsa,
Sane (R)=NN' [r™e " (r —R)" e Y™y, "de (5.7)

nim&

ifades elde edilir. Elipsoidal koordinatlardaiki kiresel harmonigin garpim,

m* m 1 _(1+p0) 0 1-—wpo
Y (o), (u,u):—Pl( £ jP( ”j (5.8)
2r M+ D M=

ile verilmektedir [8]. (5.8) esitligindeki R™(x)’ler bagli Legendre fonksiyonlari olup
bolim 2.4.”de tanimlanmaktadir. BolUm 2.4.’de verilen elipsoidal koordinatlar ve (5.8)
esitligi, (5.7) denkleminde kullanilirlarsa,

X

+1
Sn'l’m§' (R) — NN I(R/ 2) n+n'+1 Idﬂ Idv(ﬂ + V) n—l(lu _ V) n'-1
1 -1

nim&
(5.9)
xexp(—aﬂ—ﬂv)Hm(l+“”jR?’{l‘””j

H+V H—D

esitligi elde edilir [9]. (5.9) esitligindeki bagli Legendre fonksiyonlari, (2.30) esitligi
kullanilarak ifade edilirse, (5.9) esitligi;

I-ml'-m
S:nln?é (R) = NN'Du'm(R/ 2) e +1Z ZCImJCImv
u=0 v=0

(5.10)

X +

x [ [ (V) exp(-ag — /)

1

seklinde elde edilir. Burada;

a=(RI2)(E+&) (5.12)
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B=(RI2)(-S) (5.12)
D, - {(z 2 +1) (| —m)(l’ - m)!T2 513
4 (+m)(l" +m)!

ve

W V) = v n-m-u -V n'-m-v 2 _1 m
(V) =+ (1= V) 2 m(u )u V (5.14)
x(1=v) @+ )" (v -1
ile gosterilmektedir. (5.10) ile verilen 6rtme integralinin genel tammin gelistirmek icin,
iki durumu ayirt etmeliyiz. Bunlar, n’in tamsay: oldugu ve tamsayi olmadigi

durumlardir. Simdi bu durumlar: ayrintili olarak inceleyelim.
5.2.a. n-Tamsayili STY icin Ortme integralleri
(5.10) ifadesinin n ‘in tamsay1 degerleri icin hesaplanabilmesi icin (5.14) ile

verilen binomal terimlerin acik sekilde ifade edilmesi gerekir. Bas kuantum sayisi n ‘in
tamsay1 degerleri igin binom agilim,

n
(a+b)" = Eoc,'fa”"‘b" (5.15)
kN
G = ki (n—Kk)! (516)

seklinde verilir [9]. (5.14) ile verilen W(u,v)terimleri, (5.10) esitliginde yerine

yazilirsa,



I-ml'-m
S{::ng (R) =NN ’Dll'm (R/ 2) n+n’+lz Z ClmuCImv
u=0 v=0

x [ Jov(u+ )™ (=) (- (517)

x (L=v*)"(L+ ) (v = 1) exp(-au — V)

esitligi elde edilir. (5.14) ile verilen ifadeler icin (5.15)’de tamimlanan binom agilimi
kullanmlirsa, (5.17) ile ifade edilen értme integral ifades n’in tamsay: degerleri icin
asagidaki sekilde elde edilir.

ST (R) = NN'(R/2)™ D, 33 > 3 3 S 3 3 (-

U=0 v=0 p=0 P'=0q=0 g'=0 t=0 t'=0 (5.18)
p

x ClmuCImanp—m—uCn’,—m—vcr(licr%lcttj C\t/, A1 (0() Bj (ﬂ)

Burada,
I=n+n"-2m-p-p'+2q-t-t’ (5.19)
j=p+p +2m-29 +u—-t+v-t' (5.20)
h=p'-g-q +2m+2v-t’ (5.22)
P, =N-m-u (5.22)
Pl =N"—m-v (5.23)

seklinde tammlanirlar. A(«) ve B,;(f) yardimcr fonksiyonlardir ve asagidaki gibi

tammlanirlar. Bolim 5.4.°de yardimci fonksiyonlar ayrintili olarak incelenmistir.

A (@) = [du ' exp(-ap) (5.24)
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B,(8)= j dvv’ exp(—Av) (5.25)

5.2.b. n ‘in Tamsay:r Olmadig1 STY’ler icin Ortme Integrali

Bas kuantum say1si n ‘in tamsay1 olmayan degerleri icin binom agilimi,
(a+b)* =) Qsa* " b" (5.26)
k=0
ve

v X(x=D...x-k+1)
Q= K

(5.27)

olarak tammmlanmaktadir [9]. Esitlik (5.26) ile verilen binom acilim, (5.10) denklemiyle
birlikte kullamildiginda értme integral ifadesi,

l-mlI'-mo® o m m u Vv
S (R)=NN'(R/2)™™Dy, > 3 > > > > > > (-1
U=0 v=0 p=0 p=0G=0 q'=0 t=0 1'=0 (5.28)
X CIml.JCImv np—m—u np"—m—vCr?]Cr%'CLtJC\t/'A (a)Bj (ﬁ)

seklinde elde edilir. (5.28) esitligi, n’in tamsay: olmayan degerleri icin ortme integral
ifadesidir. i,j ve h indideri sirasiyla (5.19), (5.20) ve (5.21) ssitliklerinde verilmektedir.
(5.28) esitligi iki sonsuz toplam icerdiginden Q) katsayilar icin asimptotik yaklasim
yapmak gerekir.

5.3. Q! icin Asimptotik Yaklasimlar  (p — )

Esitlik (5.27) ile verilen Q) katsayisim asagidaki gibi yazmak mumkuindar.
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p_ CDI(p-X)
Qe = oIT () (5.29)

Gamma fonksiyonlari igin assmptotik yaklagim [7],
T(z+D)~ (27 2)"? 2" exp(-2), z—> (5.30)

ile verilir. (5.30) ifades (5.29)‘dayerine yazilirsa;

Q’ Cy (5.31)

Q

elde edilir. (5.31)’de C, , x ‘e bagl1 bir sabittir.
5.4. A(a) ve B,(p) Yardimcr Fonksiyonlar

Molekillerin fiziksel ve kimyasal Ozelliklerini belirlemek icin Schrédinger
denkleminin ¢ozilmesi gerekmektedir. Bu ¢ozim yapilirken atom ydringemsileri
kullanmlmaktadir. Cozimde kullamilan atomik yoringemsi STY ise ¢ok merkezli

integrallerin hesaplanmasinda A () ve B, (p) integraleri ile karsilasilir ve bunlar

yardimci fonksiyon olarak tammlanir. Simdi bu integralerin ozelliklerini ve elde
edilislerini inceleyelim.

5.4.a A(a) integrali

A(a) integralinin genel sekli (5.24) ile verilmektedir. A(c) integralini aym

zamanda A (1 &) seklinde de tammlamak mumkundar [23].

ALa)= [4'edu (532
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A (1, @) seklinde verilen yarcime: fonksiyonun seri gosterimi,

i+1 il

AGa) =3 (5.33)
ile verilir. (5.32) denklemine gére,

A(-1-a) = (-)""A(La) (5.34)

A(-La)=(-D"AL-a) (5:35)

elde edilir. Esitlik (5.24)‘de verilen A () integralini elde etmenin en kolay yolu, i ‘nin
tamsay1 degerleri icin indirgeme bagintilarini kullanmaktir. A («) igin indirgeme

bagintilarin,

A () =[iA (@) +exp(-a)]/ a (5.36)
ve

A(a) =exp(-a)l a (5.37)
seklinde yazmak miumkindir. Burada o parametres esitlik (5.11)‘de tammmlanmustir ve
negatif olamaz [9]. Tamsay1 olmayan i degerleri icin, A(«) integrali tamamlanmanmis

gamma fonksiyonlar: cinsinden asagidaki gibi ifade edilmektedir [9].

A(@)=a " T(i+La) (5.38)
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5.4.b. B/(p) integrali

B, (B) integralinin genel sekli (5.25)’de tammlanmaktachr. Burada kullamlan

B parametres esitlik (5.12)°de verilmistir. B, (f) integrali icin indirgeme bagintilar,
B, (8) = |iB () + (-1) exp(B) - exp(-B) |l B (5.39)

By () = [exp(B) — exp(-p)]/ B (5.40)

ile verilir [23]. B, (B) integralinin hesaplanabilmesi i¢in asagidaki seri gosterimleri

kullanmak daha uygundur. B, () yardimci fonksiyonun seri gosterimi,

B, (8) = é(—ﬂ)kll— D" MK (k+ j+1)] (5.41)

seklinde verilir. g =0icin (5.41) esitligi asagidaki gibi yazilir.
B;(0) =[1-(-2)'™1/(j +1) (5.42)

B;(B) yadimci fonksiyonu, A(«) integrali cinsinden asagidaki gibi ifade
edilebilmektedir.

B;(8)=A(-18)-ALA) (5.43)

(5.42) ifades kullamilarak (5.32) esitliginden B, (8) yardime: fonksiyonu,

e j! Y
&)= s Y Aok 549

elde edilir. (5.44) ifadesi j ’nin tek ve ¢ift degerleri igin ayri ayr yazilabilmektedir.
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B,(8)= 2! {sin(hﬁ)i P —cos(hﬂ)zz pr ] j ciftise (5.45)

Bt = (2k) = (2k +1)
_2j! J;ﬂ”_ %}ﬂ”ﬂ o
BJ (:B) = ,Bj+1 l:g n(hﬁ)g (Zk) COS(hﬂ); (Zk 1) j tekise (5.46)

B, (B) integralini, gamma fonksiyonlar: cinsinden de yazmak mimkanddr.

B,(8)= [ (j+1-8)-T(j +1B)] (5.47)

B («)- r(j+1)

= M-a, j+1)-T(a, j+1)] (5.48)
(04



53

6. SONUC VE TARTISMA

Molekiler yapilar incelenirken karsimiza cok sayida molekller integral
cikmaktadir. Bu integralleri ¢Ozebilmek igin yaklasik yontemler kullanmak
gerekmektedir. Bu yontemlerden en yaygin kullamlam HFR yoOntemidir [1]. Bu
yontemin uygulanmas: sirasinda bir ve iki elektronlu molekiler integrallerle karsilasiriz.
Karsilastigimiz molekiler integralerin ¢ozUminu yapabilirsek molekiler sistemlerin
yapisim  aciklayabiliriz.  Calismamizda bir elektronlu iki merkezli molekiler
integrallerin hesaplamalar1 Uzerinde durulmaktadir. Bu ¢alismada HFR denkleminin
¢c6zUminden ortaya cikan bir elektronlu iki merkezli integrallerin STY Uzerinden
hesaplanmasi icin, €lipsoidal koordinatlarin  kullammuna dayanan bir yontem
izlenmistir. Bir elektronlu iki merkezli molekuler integrallerden 6rtme integralleri,
elipsoidal koordinatlara donusturulerek (5.18) ve (5.28) seklinde agik formaller
gelistirilmistir. STY’ler molekller ve atomik dalga fonksiyonlarimn 6zelliklerini iyi bir
sekilde ifade edebilmektedir. STY ’ler bas kuantum sayisinin tamsay: olan ve tamsay1
olmayan degerlerine kolaylikla uygulanabilmektedir [9,24,25]. Calismamizda bir
elektronlu iki merkezli integrallerin hesaplamalar: bir bilgisayar programina uyarlanmis
ve programlar EK A., EK B. ve EK C.’de verilmistir. Hesaplamalarda AMD 2400 1.99
GHz, 256 MB RAM’e sahip PC, Windows XP Professional isletim sisteminde
Mathematica 5.0 program: kullanilmistir.

Bu calismada, n bas kuantum sayisinin farkli degerleri icin (5.18) denklemi
kullamlarak yapilan 6rtme integral hesaplamalari Tablo 6.1.’de verilmistir. Esitlik
(5.18)’den elde edilen sonuglar kaynak [24] ile onbes digite kadar karsilastirilmistir. Bu
sonuglara bakildiginda, (5.18) esitligi ile hesaplanan iki merkezli ortme integralleri,
kaynak [24] ile on iki digite kadar aym sonuclar1 vermistir. Hesaplamalarda ilgili hata
yaklasik 10°'° kadardir. Hesaplamalar icin gerekli siireler Tablo 6.1.’de saniye cinsinden
verilmistir. Tablo 6.1.”e gore, n’in tamsay1 degerleri icin 6rtme integralleri kaynak [24]
ile uyum igerisindedir.

Tablo 6.2.’de STY Uzerinden tamsay1 olmayan n’ler icin iki merkezli ortme
integralleri, EK B.’deki Mathematica programi kullanilarak hesaplanmistir. Bu sonuclar
esitlik (5.28)’den elde edilmistir. Hesaplamalar icin gerekli slireler saniye cinsinden
Tablo 6.2.°de verilmektedir. Esitlik (5.28)’den elde edilen sonuclar, kaynak [24] ve



kaynak [25] ile karsilastirildiginda, sonuglarin kaynak [24] ile yaklasik 10™ ve kaynak
[25] ile yaklasik 107 mertebesinde uyustugunu gosterir. Bu calismada, hem yazilan
program hemde kullanilan yontem bas kuantum sayisimin tamsay: olmadigi durumlarda
dogru sonuclar verdigini gostermektedir. Tablo 6.2.’de bas kuantum sayisinin biytk
degerleri icin elde edilen sonuglarin kaynak [24,25] ile uyustugu gorilebilmektedir.
Tablo 6.3.’de 3d™ —3d® icin értme integrali ve nilkleer cekim enerjisinin
farkli m degerleri icin sonuglart verilmistir. Esitlik (5.4) ve (5.5)’den elde edilen
sonuglar kaynak [9], [26] ve [27] ile karsilastirilmistir. Y aptigimiz ¢alisma Ortme ve
nikleer ¢cekim integrallerinin dogru sekilde hesaplanmasim saglamistir. Sonug olarak bu
calismada Onerilen algoritmalarin  biyidk avantaji, bir elektronlu iki merkezli
integrallerin, STY (zerinden tamsayr olmayan n kuantum degerleri ile
hesaplanabilmesi ve cekirdek civarindaki butin n degerleri icin ortme, kinetik ve

nikleer cekim enerjilerinin hesaplanabilmesine olanak saglamasidir.
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8. EKLER

EK A. n’in tamsayi oldugu 6rtmeintegrali
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EK B. n’in tamsayr olmadig 6rtme integrali

‘4\ ¢

»

{ - ';‘)

a8

A=)
py)

Prin [
i m n2, Lb, m x1, x2, R s



63

EK C. Nukleer enerji integrali
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