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SLATER T P YÖRÜNGEMS LER KULLANARAK B R- 

ELEKTRONLU K -MERKEZL MOLEKÜLER NTEGRALLER N 

HESAPLANMASI  

ÖZET   

Bu çal mada, Slater tip yörüngemsiler (STY) ve yard mc fonksiyonlar 

kullan larak line-up koordinat sisteminde bir elektronlu iki-merkezli örtme, nükleer 

çekim ve kinetik enerji integralleri incelenmi tir. Nükleer çekim ve kinetik enerji 

integralleri örtme integrali cinsinden ifade edilmektedir. Bu nedenle, öncelikle, ba 

kuantum say s n n tamsay ve tamsay olmad durumlarda, örtme integralleri say sal 

olarak hesaplanm ve daha sonra di er moleküler integraller incelenmi tir. Bulunan 

sonuçlar literatürle iyi uyum sa lamaktad r.  

Anahtar kelimeler: Örtme integralleri, Slater tip yörüngemsi, Nükleer çekim integrali, 

Kinetik enerji integrali.               
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CALCULATION OF ONE-ELECTRON TWO-CENTER MOLECULAR 

INTEGRALS BY USING SLATER-TYPE ORBITALS   

ABSTRACT  

            In this study, one electron two-center overlap, nuclear attraction and kinetic 

energy integrals have been studied by using STOs and auxilary functions in line-up 

coordinate systems. Nuclear attraction and kinetic energy integrals have been expressed 

in terms of overlap integrals. Due to, firstly, overlap integrals have been calculated 

numerically in case integer and noninteger of principal quantum numbers. And then, the 

other molecular integrals have been investigated. The obtained results were agreement 

with literature.  

Key Words: Overlap integrals, Slater-type orbitals, Nuclear attraction integrals, Kinetic 

energy integrals.                  
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1. G R       

Maddelerin fiziksel ve kimyasal özelliklerini incelemek için maddenin molekül 

yap s n n bilinmesi gerekir. Moleküller, kuantum mekaniksel sistemler olduklar ndan 

yap lar n n incelenmesi için Hamiltonian i lemcisi yaz lmal ve Schördinger denklemi 

çözülmelidir. Moleküller ve çok elektronlu atomlar için Schördinger denklemi 

yap s ndaki matematiksel zorluklar nedeniyle tam olarak çözülememektedir. Bu 

matematiksel zorluklar ortadan kald rabilmek için baz yakla k yöntemler 

kullan lmaktad r. Bu yöntemlerden en kullan l s Hartree-Fock-Roothaan (HFR) 

yöntemidir [1].  

HFR yönteminde, moleküler sistemlerin özelliklerinin belirlenmesinde çok 

say da moleküler integralle kar la lmaktad r. Moleküler integraller, özellikle örtme 

integralleri, ab initio ve yar deneysel metotlar n temelini olu turur. Moleküler 

integrallerin analitik ifadelerinin her zaman çözümü olmayabilir. Ba l ca sorun, bu 

integrallerin çözümünü yapabilecek algoritmalar n geli tirilmesidir.  

Çok merkezli moleküler integraller yayg n olarak iki üstel tip yörüngemsi (ETY) 

kullan larak hesaplan r. Bunlar; Gaussian tip yörüngemsi (GTY) ve Slater tip 

yörüngemsi (STY) olarak verilir. Gaussian fonksiyonlar n kullan l n n en büyük 

avantaj çok merkezli moleküler integrallerin kolayca de erlendirilebilmeleridir. Fakat 

GTY kullan m , büyük kuantum say lar için hesaplamalarda problemli olabilir. 

Özellikle GTY da kullan lan büyük rakamlar daha fazla hesaplama hatas na neden olur. 

Bundan dolay GTY çekirdekte ve çekirdekten oldukça uzaktaki de erlerde dalga 

fonksiyonunun davran n do ru olarak yans tmaz. ETY lerin özel bir s n f olan STY 

[2], çekirde e çok yak n ve çekirdekten çok uzak de erlerde tam dalga fonksiyonlar n n 

iki özelli ini de gösterme avantaj na sahiptir. Yani; STY ler çekirde e yak n yerlerde 

sonlu ve çok uzak bölgelerde s f r oldu undan dalga fonksiyonunu iyi bir ekilde temsil 

eder. 

STY üzerinden integrallerin hesaplamalar [1,2] üzerine varolan literatür çok 

say da formül içermesine ra men, STY hesaplamalar nda, n in tamsay de erleri için 

geli tirilen büyük formüller genelde n in tamsay olmad integrallerine uygulanamaz. 

Ayr ca STY üzerinden örtme integralleri için varolan programlar n ço u, n

 

ba 

kuantum say s n pozitif tamsay olarak kabul eder ve n in tamsay olmayan de erlerini 



 
2

 
kullanmaz. Fakat tamsay de eri olmayan n -STY, tamsay olan n -STY den daha esnek 

bir temel içerir [3]. Böylece ba kuantum say s n , ayarlanabilir yada de i ken bir 

parametre olarak dü ünülebilir.[4]  

n in tamsay de eri almad moleküler integrallerin STY ile hesaplanmalar 

üzerine önceki yay nlardan birkaç alternatif bulunabilir: Parr ve Joy [5], ba kuantum 

say lar tamsay de eri olmayan integralleri kullanmay ve bu say lar hidrojen 

molekülüne uygulamay önermi tir. Geller [6], n in tamsay olmad durumlarda STY 

üzerinden örtme integrallerinin hesaplamalar için baz formüller ileri sürmü tür. Geller, 

Fourier dönü üm teoreminden yararlan p s yörüngemsileri için bir-elektronlu integraller 

geli tirmi tir. Geller ayr ca e it ölçekli perdeleme sabitli iki benzer Slater yörüngemsisi 

için baz genel bir-elektronlu integraller geli tirmi tir. Silverstone [3] ise, örtme 

integrallerini, tek boyutlu intgralere göre ifade etmi ve integrandlar , bir küresel bessel 

fonksiyonu ve radyal fonksiyonlar n n Fourier dönü ümleri eklinde ifade etmi tir. 

Fakat bu formüller komplike diferansiyel operatörler içerdi inden, rastgele kuantum 

say lar ve ölçekli parametreler için programlanmas oldukça zordur. ki-merkezli 

integrallerin de erlendirilmesinde en önemli yakla mlardan biri, iki-merkezli bir 

problem simetrisine sahip elipsoidal koordinatlar n kullan m

 

üzerine kuruludur. Bu 

çal madaki amac m z, bir elektronlu iki merkezli moleküler integralleri elipsoidal 

koordinatlar kullan larak hesaplamakt r. 

Bu çal ma, S. M. Mekelleche ve A. Baba-Ahmed, Int. J. Quant. Chem.,63, 843 

(1997) makalesi baz al narak bir elektronlu iki-merkezli moleküler integrallerin STY 

kullan larak hesaplanabilmesi için analitik ifadeler türetilmi

 

ve bu analitik ifadeler, 

Mathematica 5.0 program kullan larak n

 

ba kuantum say s n n tamsay olan ve 

tamsay olmayan de erleri için hesaplanm t r. 

Çal mam z n ikinci bölümünde, küresel koordinatlar, eliptik koordinatlar ve 

küresel harmoniklerle ilgili bilgiler verildi. Üçüncü bölümde, çok elektronlu atomlar, 

HFR yöntemi ve baz fonksiyonlar hakk nda bilgi verildi. Dördüncü bölümde, kimyasal 

ba lanma teorileri aç kland . Son olarak ise iki merkezli örtme integrali için analitik 

ifadeler türetildi ve farkl n kuantum say lar için örtme integral hesaplama sonuçlar

 

literatür sonuçlar yla Tablo 6.1, Tablo 6.2 ve Tablo 6.3 de kar la t r lm t r.   
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2. GENEL B LG LER  

2.1. Küresel Koordinatlar  

Küresel koordinatlar ),,(r de i kenleri ile tan mlan rlar. Küresel 

koordinatlar, kartezyen koordinatlar cinsinden yaz ld nda,  

2/1222 )( zyxr                                                                                      (2.1)  

2/1222 )(
arccos

zyx

z
                                                                         (2.2)  

x

y
arctan                                                                                                  (2.3)  

e itlikleri elde edilir. Ayn ekilde kartezyen koordinatlar küresel koordinatlar 

cinsinden,  

cossinrx                                                                                              (2.4)  

sinsinry                                                                                              (2.5)  

cosrz                                                                                                      (2.6)  

eklinde verilir. Burada ),,(r ; r0 , 0 , 20

 

aral klar nda 

de erler almaktad r. Küresel koordinatlarda hacim eleman ,  

ddrdrd sin2                                                                                     (2.7)  

ile verilir.   
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2.2. Eliptik Koordinat Sistemi  

Eliptik koordinatlar tan mlamak için ekil 2.1. de gösterildi i gibi z-eksenleri 

birbirine göre ters yönde yönelmi iki kartezyen koordinat sistemi göz önüne al n r. 

Burada ( aaa zyx ,, ) kartezyen koordinat sisteminin merkezinde a

 

atomunun çekirde i, 

( bbb zyx ,, ) kartezyen koordinat sisteminin merkezinde ise b atomunun çekirde i 

bulunmaktad r. Elektronun a

 

çekirde ine olan uzakl ar , b çekirde ine olan uzakl 

ise br dir. a

 

ile b çekirde i aras ndaki uzakl k ise R dir. ( zyx ,, ) kartezyen koordinat 

sistemi, ( aaa zyx ,, ) ile ( bbb zyx ,, ) koordinat sistemlerinin ortas nda merkezlenmi 

genel koordinat sistemidir.  

  

                        ekil 2.1. Eliptik koordinat sistemi. 
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Elektronun eliptik koordinatlar ,  

R

rr ba                                                                                                     (2.8)  

R

rr ba                                                                                                     (2.9)  

ba                                                                                                  (2.10)  

dönü üm formülleri yard m yla bulunur. Burada ),,( , 1 , 11

 

ve 

20

 

aral klar ndad r. Kartezyen koordinatlardan eliptik koordinatlara,  

cos)1)(1(
2

2/122R
xxx ba                                                    (2.11)  

sin)1)(1(
2

2/122R
yyy ba                                                    (2.12)  

)1(
2

R
za                                                                                            (2.13)  

)1(
2

R
zb                                                                                            (2.14)  

)(
2

R
z                                                                                                   (2.15)  

ba nt lar yla geçilir. Eliptik koordinatlarda hacim eleman

 

a a daki gibi verilir.  

ddd
R

d )(
8

22
3

                                                                       (2.16)  
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2.3. Legendre Polinomlar

  
Legendre diferansiyel denklemi, pek çok matematik ve fiziksel problemde 

kar m za ç kmaktad r. Laplace ve Helmoltz denklemleri, elektrostatik potansiyel ve 

elektriksel multipoller buna örnek olabilir. A a daki diferansiyel denklem,  

0)(
1

)1(
)(

2
)(

)1(
2

2

2

2
2 xP

x

m
ll

dx

xdP
x

dx

xPd
x                            (2.17)  

0m için Legendre diferansiyel denklemi ve 0m için ise ba l Legendre 

diferansiyel denklemi olarak verilir [7]. Bu diferansiyel denklemi 0m için 

çözdü ümüzde, elde edilen sonuç  ]1,1[

 

aral nda tan ml )(xPl eklinde Legendre 

polinomlar olacakt r . Legendre polinomlar için Rodrigue s formülü,  

l
l

l

ll x
dx

d

l
xP )1(

!2

1
)( 2                                                                                (2.18)  

eklinde verilir. (2.18) denklemlinde lx )1( 2

 

için binom aç l m kullan l r ve l kez 

türev al n rsa,  

nl
l

n
l

n

l x
nlnln

nl
xP 2

2/

0 )!2()!(!

)!22(

2

)1(
)(                                                       (2.19)  

elde edilir. Legendre polinomlar için özel de erler;  

1)1(lP                                                                                                          (2.20)  

)()1()( xPxP l
l

l                                                                                       (2.21)  

eklindedir. (2.21) ifadesine göre, Legendre polinomlar , l nin ald de erlere göre tek 

veya çift paritelidir [7]. Bu polinomlar n diklik art , 
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llll l

dxxPxP ,

1

1 12

2
)()(                                                                         (2.22)  

ile verilir. Legendre polinomlar

 
için do uray fonksiyon,  

1,)(
21

1
),(

0
2

t

l
l ttxP

txt
txg                                                (2.23)  

eklindedir ve buna göre indirgeme ba nt lar ,  

,...3,2,1),()()12()()1( 11 lxlPxxPlxPl lll                                 (2.24)  

)()()()12( 11 xPxPxPl lll                                                                    (2.25)  

)(2)()()( 11 xxPxPxPxP llll                                                           (2.26)  

eklinde tan mlanmaktad r [8]. Legendre polinomlar n n ilk birkaç de eri Tablo 2.1. de 

ve bu fonksiyonlar n davran

 

ekil 2.2. de verilmi tir.  

 

                           

                                      ekil 2.2. Birkaç Legendre polinomu.  
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                              Tablo 2.1. Legendre polinomlar n n birkaç de eri.  

1)(0 xP 
)35(

2

1
)( 3

3 xxxP

 

xxP )(1 )33035(
8

1
)( 24

4 xxxP 

)13(
2

1
)( 2

2 xxP )157063(
8

1
)( 35

5 xxxxP

  

2.4. Ba l Legendre Fonksiyonlar

  

(2.17) denklemi 0m  için çözüldü ünde elde edilen çözüm [7],  

)()1()( 2/2 xP
dx

d
xxP lm

m
mm

l                                                                      (2.27)  

eklinde Legendre polinomlar cinsinden elde edilir ve )(xP m
l ba l Legendre 

fonksiyonlar d r. Burada llm ,...,0,..., aral nda 12l tane de er almaktad r 

( lm ). Ba l Legendre polinomlar n n seri gösterimi [7-9];  

        0,)1()( 2
2/)(

0

2/2 mxxxP ml
ml

lmmm
l                                            (2.28) 

                          

ile verilir. Burada  lm ;  

        
)!()!2(!2

)!22()1(

lml

l
l

lm                                                                    (2.29)  

eklinde yaz l r. 2/)( ml

 

ifadesi, /)( ml 2 kesrindeki en büyük tamsay y gösterir. 

E er 2mlu dönü ümü yap l rsa, Ba l Legendre fonksiyonlar  [9],                                                       
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ml

u

u
lmu

mm
l xCxxP

0

2/2 )1()(                                                              (2.30)                                                                              

eklinde elde edilir. E itlik (2.30) da bulunan lmuC katsay s ise,  

        
!

2
!

2
!2

)!]()1(1[)1(

1

2/)(

umluml
u

uml
C

l

umluml

lmu                                                    (2.31)   

ile verilir. E er  uml

  

tek say ise 0lmuC olaca aç kt r. Ba l Legendre 

polinomlar nda negatif m

 

de erleri için ise a a daki e itlik kullan l r.  

)(
)!(

)!(
)1()( xP

ml

ml
xP m

l
mm

l                                                                   (2.32)  

Bu polinomlar n diklik art ,  

ll
m

l
m

l ml

ml

l
dxxPxP ,

1

1 )!(

)!(

12

2
)()(                                                          (2.33)  

eklinde verilir. Ba l Legendre polinomlar n n baz tekrarlama ba nt lar ;  

)()1()()12()()( 21 xPmlxPlxxPml m
l

m
l

m
l                                    (2.34)  

)()1()()()()12( 11 xPmlxPmlxxPl m
l

m
l

m
l                                    (2.35)  

)()()()1)(12( 1
1

1
1

2/12 xPxPxPxl m
l

m
l

m
l                                              (2.36)  

)()1)((
2

1
)(

2

1
)()1( 112/12 xPmlmlxPxPx m

l
m

l
m

l                     (2.37)  
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eklinde verilmektedir. Tablo 2.2. de ba l Legendre polinomlar n n birkaç de eri 

verilmektedir.  

                   Tablo 2.2. Ba l Legendre polinomlar n n birkaç de eri.  

2/121
1 )1()( xxP

 

2/323
3 )1(15)( xxP

 

2/121
2 )1(3)( xxxP

 

2/1231
4 )1)(37(

2

5
)( xxxxP

 

)1(3)( 22
2 xxP

 

)1)(17(
2

15
)( 222

4 xxxP

 

2/1221
3 )1)(15(

2

3
)( xxxP

 

2/323
4 )1(105)( xxP

 

)1(15)( 22
3 xxxP

 

224
4 )1(105)( xxP

  

2.5. Küresel Harmonikler  

Atom ve moleküller için Schrödinger denklemi yaz l p de i kenlerine ay rma 

yöntemi uygulan rsa, uzaysal koordinatlar cinsinden dalga fonksiyonu 

),()(),,( m
lYrfr

 

eklinde elde edilir. Burada )(rf radyal dalga fonksiyonudur 

ve çok elektronlu atomlar ve moleküller için problemli k s md r. Tüm atom ve 

moleküller için aç sal k s m küresel harmoniklerdir. Fizik uygulamalar n n pek ço unda 

kar la t m z diferansiyel denklemler,  

),,(),,(),,( 22 zyxFzyxkzyx                                                      (2.38)  

eklindedir [7]. 0),,( zyxF oldu unda elde edilecek denklem,   

0),,(),,( 22 zyxkzyx                                                                    (2.39)   

Helmoltz veya dalga denklemidir. Burada k bir sabittir. Bu denklemlere en önemli 

örnek;  
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),,(),,(),,(

2
2

2

zyxEzyxVzyx
m

                                          (2.40)  

eklinde verilen zamandan ba ms z Schrödinger denklemidir. Burada k  parametresi,  

)],,([
2

2

2 zyxVE
m

k                                                                              (2.41)  

verilir. (2.39) denklemi küresel polar koordinatlarda ve ),()(),,( FrRr

 

eklinde yaz l rsa,  

0),()()(),()(
sin

1

),()(sin
sin

1
),()(

1

2

2

2

22

2

2

2

FrRrkFrR
d

d

r

FrR
d

d

d

d

r
FrR

dr

d
r

dr

d

r
        (2.42)  

elde edilir. r

 

ve ),(

 

birbirlerinden ba ms z de i kenler olduklar ndan, denklemin 

bütün r

 

ve ),(

 

de erleri için sa lanmas ancak her iki taraf nda ayn sabite e it 

olmas ile mümkün olacakt r. Bu denklem ),(

 

de erleri için  

0),()1(),(
sin

1

),(sin
sin

1

2

2

2
FllF

d

d

F
d

d

d

d

               (2.43)   

ifade edilir. Bu denklemde ),(F ifadesine küresel harmonikler denir. Bu denklem 

)()(),(F eklinde tekrar ayr l rsa,   

0
)(

)(

1
sin)1(

)(
sin

)(

sin
2

2
2

d

d
ll

d

d

d

d
                 (2.44)  

denklemine ula l r ve ayr lma sabitine 2m  dersek, 
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0)(

)( 2

2

2

m
d

d
                                                                               (2.45)  

e itli i elde edilir ve bu e itli in çözümü     

imim BeAe)(                                                                                 (2.46)  

eklindedir. Denklem (2.45), (2.44) de yerine yaz l rsa ya ba l k sm n çözümü,   

)(cos)( m
lP                                                                                        (2.47)  

eklinde yaz l r. Küresel harmonikler )(

 

ve )( nin birle tirilmesiyle 

tan mlanmaktad r [8].   

imm
l

m
l eP

ml

mll
Y )(cos

)!(

)!(

4

12
),(                                                    (2.48)  

Küresel harmoniklerin diklik ba nt s ,   

llmm
m

l
m

l ddYY ,,

2

0 0

sin),(),(
                                             (2.49)  

ile verilmektedir. Küresel harmonikler, reel ve imajiner k s mlar na ayr labilirler [8].    

)sin()(cos
)!(

)!(

4

12
),( mP

ml

mll
Y m

l
m

l

r

                                          (2.50)   

)cos()(cos
)!(

)!(

4

12
),( mP

ml

mll
Y m

l
m

l

c

                                         (2.51) 
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(2.50) e itli inde r, reel küresel harmonikleri ve (2.51) de ise c, imajiner küresel 

harmonikleri ifade etmektedir. Küresel harmonikler;   

illl
l e

l
Y sin

4

)!12(
),(                                                                 (2.52)   

)(cos
4

12
),(0

ll P
l

Y                                                                         (2.53)   

),()1(),( m
l

mm
l YY                                                                         (2.54)  

kurallar n sa larlar. E itlik (2.53) ile verilen )(xPl fonksiyonu, Legendre polinomu 

olup bölüm 2.3. de tan mlanm t . Küresel harmoniklerin integral ekillerinden olan üç 

küresel harmonik çarp m ;    

321

321321321

2

0 0

0004

)12)(12)(12(

sin),(),(),( 3

3

2

2

1

1

mmm

lllllllll

ddYYY m
l

m
l

m
l

                         (2.55)  

ile verilir. 
321

321

mmm

lll 
ifadesi, Wigner j3 -sembolüdür ve Clebsch-Gordan 

katsay lar yla ili kilidir. Bölüm 2.6. da üç küresel harmoni in çarp m yla ilgili daha 

ayr nt l bilgi verilecektir. (2.55) e itli inde küresel harmonikler için özel durumlar 

a a daki gibi verilir [8].  

M
L

M
L

M
L Y

LL

MLML
Y

LL

MLML
Y 1

2/1

1

2/1

)12)(12(

))((

)32)(12(

)1)(1(
cos
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1

1

2/1

1
1

2/1

)12)(12(

)1)((

)32)(12(

)2)(1(
sin M

L
M

L
M

L
i Y

LL

MLML
Y

LL

MLML
Ye

   

4

1
sin),(),(),(

2

0 0

0
0 ddYYY M

L
M

L                                        

)32)(12(

)1)(1(

4

3
sin),(),(),(

2

0 0

1
0

1 LL

MLML
ddYYY M

L
M

L

   

l  ve m nin ilk birkaç de eri için küresel harmonikler, Tablo 2.3. de verilmektedir.    

               Tablo 2.3. Küresel harmoniklerin l  ve m

 

de erlerine göre incelenmesi.  

  l      m

 

                                       m
lY 

  

0       0                                                     

1

2

1 

     -1                                                     
iesin

2

3

2

1 

      0                                                     cos
3

2

1 

 

   1 

      1                                              
iesin

2

3

2

1

 

     -2                                                     
ie 22sin

2

15

4

1

 

     -1                                                     
iecossin

2

15

2

1 

      0                                                     )1cos3(
5

4

1 2

     

  2 

      1                                             
iecossin

2

15

2

1
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ekil 2.3. ve ekil 2.4. de küresel harmoniklerin mutlak kareleri, reel ve imajiner 

k s mlar ayr ayr gösterilmi tir [8].   

                                                              
20

0 ),(Y 

 

20
1 ),(Y         

21
1 ),(Y  

          

  

20
2 ),(Y         

21
2 ),(Y           

22
2 ),(Y  

  

20
3 ),(Y         

21
3 ),(Y          

22
3 ),(Y          

23
3 ),(Y  

   

    

                             ekil 2.3. Küresel harmoniklerin mutlak kareleri.   
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2

),(Re m
lY 

 

2
),(Re m

lY    
2

),(Re m
lY 

 

2
),(Re m

lY   
2

),(Re m
lY   

2
),(Re m

lY 

                  

 

2
),(Re m

lY   
2

),(Re m
lY   

2
),(Re m

lY   
2

),(Re m
lY 

 

2
),(Im m

lY 

                   

 

2
),(Im m

lY   
2

),(Im m
lY 

                              

 

                                                        
2

),(Im m
lY   

2
),(Im m

lY   
2

),(Im m
lY 

  

ekil 2.4. Küresel harmoniklerin reel ve imajiner k s mlar . 
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2.6. Üç Küresel Harmoni in Çarp m

  
Küresel harmonikler için verilen,  

dYYYYYY M
L

M
L

M
L

M
L

M
L

M
L

3

3

2

2

1

1

3

3

2

2

1

1
                                                          (2.56)  

e itlik, üç küresel harmoni in çarp m olarak isimlendirilir. 1

1

M
LY son durumun, 3

3

M
LY ilk 

durumun dalga fonksiyonu ve 2

2

M
LY de matris elemanlar n n olu turulmas n sa layan bir 

i lemciyi temsil etmektedir [7]. Burada integral tüm kat aç üzerinden al nmaktad r. 

Aç sal momentumun kuantum teorisi olarak bilinen grup teorisi metodunda, Clebs-

Gordan katsay lar için vektörel toplam analizi kullan larak bu integrallerin de erleri 

tablo halinde verilmektedir [10].   

i) Aç sal momentum vektörel i lemcisi L nin vektörel toplam s f rdan farkl ysa,            

ii) 0132 MMM  ise, 

iii) 321321 LLLMMM

 

ifadesi  tek say ise integral s f rd r. 

(2.56) e itli i s f r de erini almaktad r. Burada verilen (i) ve (ii) seçim kurallar e itlik 

(2.57) ile verilen Clebsch-Gordan katsay lar ile ilgilidir.  

)12(
)()1(

1

132132

321
1323

3

2

2

1

1 L

YYY
MMMLLLCYYY

LLLLLLM
L

M
L

M
L                 (2.57)  

(2.57) denkleminde 0321 MMM al n rsa küresel harmoniklerin aç k ifadesi;   

)12(
)000()1(

1

132
000 321

132

321 L

YYY
LLLCYYY

LLLLLL
LLL                                 (2.58) 

                                dxxPxPxP
LLL

LLL ).()()(
)4(

)12)(12)(12(
321

1

1
2/3

321
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eklinde yaz l r.    

2

132

1

1

000).()()(
321

LLLCdxxPxPxP LLL                                                   (2.59)  

(2.59) denklemi, (2.58) e itli inde yerine yaz l rsa   

000132321
LLLCYYY LLL                                                                     (2.60)  

e itli i elde edilir. iii) seçim kural ve (2.60) e itli i kullan l rak   

)()1(),,( 132132132132
132 MMMLLLCMMMLLLC LLL                 (2.61)  

ifadesini elde etmek mümkündür.  

2.7. Gamma Fonksiyonlar   

2.7.a. Sonsuz Limit Tan m

  

Gamma fonksiyonlar n n limit tan m Euler tan m olarak isimlendirilir ve  

,...2,1,0,
))...(3)(2)(1(

...3.2.1
lim)( zn

znzzzz

n
z z

n
                 (2.62)  

olarak verilir [7]. Bu ifadeden yola ç karak,   

1

)1)...(3)(2)(1(

...3.2.1
lim)1( z

n
n

znzzz

n
z  

             
1

lim)(
nz

n
zz

n 
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)()1( zzz                                                                                           (2.63)  

eklindeki tekrarlama ba nt s elde edilir. Bu ifadelerde z tamsay olup, 0z art 

geçerlidir. 1z  için (2.62) e itli i kullan l rsa,  

1
)1(...3.2.1

...3.2.1
lim)1( n

nn

n
n

                                                                  (2.64)  

elde edilir. (2.63) denklemi kullan larak faktöriyel tan m na ula l r.  

1)2(

  

)2(2)3(

  

)!1()1...(3.2.1)( nnn                                                                      (2.65)  

2.7.b. Sonsuz ntegral Tan m

  

Gamma fonksiyonlar için sonsuz integral tan m ,  

0

1)( dtetz tz                                                                                          (2.66)  

ile verilmektedir [7]. (2.66) denkleminde 2zt

 

dönü ümü yap l rsa,  

0

12 2

2)( dtetz tz                                                                                     (2.67)  

e itli i elde edilir. (2.67) denkleminde xet dönü ümü yap larak,  
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1

0

1
1

ln)(
z

t
z                                                                                      (2.68)  

e itli i elde edilir. Gamma fonksiyonlar n n Weierstrass ekli a a daki gibi tan mlan r 

[8].  

1

1

1
1

1
1

)(
n

z

n

z

nz
z                                                                 (2.69)  

Bu ifadeden yola ç karak gamma fonksiyonlar

  

z
zz

sin
)1()(                                                                                  (2.70)  

eklinde ifade edilir [8]. Bu ifadede 2/1z al nd nda )2/1( olarak elde 

edilir. ekil 2.5. de gamma fonksiyonlar n n ald de erlere ba l de i imi 

verilmektedir.   

                          

ekil 2.5. Gamma fonksiyonlar n n de i imi.  
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2.7.c. Tamamlanmam Gamma Fonksiyonlar

  
Tamamlanmam gamma fonksiyonlar n n genel ekli,   

x

ta dtetxa 1),(                                                                                      (2.71) 

ve  

x
ta dtetxa

0

1),(                                                                                      (2.72)  

ile verilmektedir [11]. Burada a , pozitif reel say d r. Tamamlanmam gamma 

fonksiyonlar birbirleri ile,  

)(),(),( axaxa                                                                               (2.73)  

ili kilidir. a n n pozitif tamsay de erleri için tamamlanmam gamma fonksiyonlar ,  

1

0 !
)!1(),(

a

k

k
x

k

x
eaxa                                                                           (2.74)  

1

0 !
1)!1(),(

a

k

k
x

k

x
eaxa                                                                 (2.75)  

ile verilirler.        
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3. ÇOK ELEKTRONLU ATOMLAR  

3.1. Çok Elektronlu Atomlar n Özellikleri  

Schrödinger denklemi yaln zca hidrojen ve ona benzer iyonlar için tam olarak 

çözülebilmektedir. Fakat çok elektronlu atomlar n incelenmesi oldukça karma k 

oldu undan denklem çözümlerinde yakla k yöntemleri kullanmak gerekir. Çok 

elektronlu atomlar üzerindeki hesaplamalar n ba lang ç noktas merkezcil alan 

yakla m d r. Bu yakla mdaki temel dü ünce, atomik elektronlar n, çekirdek ve di er 

elektronlar n olu turdu u etkin potansiyelde hareket etmeleridir. Önce eZ yüklü olan 

çekirdek ile N elektronlu bir atomu veya iyonu ele alal m. Böyle bir sistemin 

incelenmesi için a a daki terimlerin hesaba kat lmas gerekir. 

1. Çekirde in (çekirdek sonsuz kütleli ve noktasal kabul edilecek) elektrostatik 

Couloumb etkile me alan nda elektronun kinetik ve potansiyel enerjileri, 

2. Elektronlar aras elektrostatik etkile me, 

3. Elektron spinlerinin, yörüngesel hareketleriyle olan manyetik etkile meler, 

4. Elektronlar aras spin-spin etkile meleri gibi birkaç küçük etki. 

Çok elektronlu bir atomun böyle ayr nt l incelenmesinin çok zor oldu u ve 

yakla kl k yap lmas gerekti i aç kt r. Burada küçük etkiler ihmal edilecektir. Buna 

göre sadece elektronla çekirdek aras ndaki ve elektronlar aras ndaki etkile meyi ele 

alarak, d alan yokken N elektronlu atomun Hamiltonian i lemcisi atomik birimlerde,   

N

i

N

ji iji
r rr

Z
H

i
1 1

2 1

2

1
                                                                (3.1)  

ile verilir [12]. Burada ilk toplam içerisindeki ilk terim kinetik enerji terimi, ikinci terim 

çekirdek-elektron aras elektrostatik etkile medir. kinci toplam ise, elektronlar aras 

elektrostatik etkile me terimidir. ir çekirde e göre i . elektronunun ba l koordinat n 

gösterir. N elektronlu atomun dalga fonksiyonu ),...,,( 21 Nqqq

 

olmak üzere 

Schrödinger denklemi,  
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),...,,(),...,,(

1

2

1
2121

1 1

2
NN

N

i

N

ji iji
r qqqEqqq

rr

Z
i

               (3.2)  

eklinde yaz l r. (3.2) de iq ler i

 
elektronunun ir uzay koordinatlar n ve kesikli spin 

koordinatlar toplulu unu gösterir. Buna göre ),...,,( 21 Nqqq

 

öz fonksiyonu, 

),...,,( 21 Nrrr

 

uzay k sm ile ),...,2,1( N

 

spin k sm na ayr labilir. Buna göre,   

),...,2,1(),...,,(),...,,( 2121 Nrrrqqq NN                                                (3.3)  

ile verilmektedir. Burada dalga fonksiyonunun uzay k sm ,  

),...,,(),...,,(
1

2

1
2121

1 1

2
NN

N

i

N

ji iji
r rrrErrr

rr

Z
i

                      (3.4)  

Schrödinger denklemini sa lar. Elektronlar n kar l kl

 

etkile melerini ifade eden ijr/1 

teriminin varl ndan ötürü bu denklem, de i kenlerine ayr lamaz.  

3.2. Etkin Çekirdek Yükü ve Slater Kurallar

   

Bir atomik ve moleküler sistemde dikkate al nan bir elektron, çekirdek ve geriye 

kalan di er elektronlar n olu turdu u ortalama potansiyel alanda hareket eder.              

Elektron, çekirdek taraf ndan çekilirken, di er elektronlar taraf ndan itilir. Geriye kalan 

elektronlar n çekirde i perdelemesinden sonra, elektron taraf ndan hissedilen çekirdek 

yüküne etkin çekirdek yükü , denir ve nlmZZ * e itli i ile verilir. Burada 

çekirdek yükü, nlm

 

kadar azald için, nlm

 

perdeleme sabiti olarak adland r l r. 

Perdeleme sabitine ba l olan üstel parametre;   

**

*

n

Z

n

Z nlm
nlm                                                                                     (3.5)  
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eklinde tan mlan r. Burada  *n etkin kuantum say s d r. Perdeleme sabitinin 

bulunmas yla ilgili yakla k deneysel kurallar ilk defa J. C. Slater taraf ndan verilmi tir. 

Perdeleme sabitleri için Slater kurallar a a daki gibidir: 

         

            1) Ba kuantum say s yerine etkin kuantum say s , 

                                 n              1       2       3        4          5         6 

                                 *n              1       2       3       3.7       4.0      4.2  

eklinde al n r. 

2) Yörüngemsiler (ls), (2s,2p), (3s,3p), (3d), (4s,4p), (4d), (4f),... eklinde 

gruplar d r l r. 

3) Her bir (s,p) grubunda bulunan elektron için perdeleme sabitine a a daki 

etkiler kat l r; 

a) Dikkate al nan elektrondan sonra gelen gruplarda bulunan               

elektronlar n                 perdelemeye katk s yoktur, 

b) Dikkate al nan elektronla ayn (s,p) grubunda bulunan di er 

elektronlar n her biri perdelemeye 0.35 kadar katk s vard r. 1s elektronu 

için, kom u 1s elektronlar n n perdelemeye katk s 0.30 dur. 

c) Dikkate al nan elektronun ba kuantum say s ndan bir eksik ba 

kuantum say l (s,p) gruplar nda bulunan elektronlar n perdelemeye 

katk s O.85 tir. 

             d) Di er iç elektronlar n perdelemeye katk s 1 dir. 

4) (d) veya (f) grubunda bulunan her bir elektron için toplam perdeleme sabiti 

bulunurken a) ve b) kurallar aynen uygulan r.   

Fakat tüm iç elektronlar n perdelemeye katk s 1 olarak al n r. Slater kurallar na göre, 

dikkate al nan elektrondan sonra gelen gruplarda bulunan elektronlar n n perdelemeye 

katk s n n ihmal edilmesi, s ve p yörüngelerinin çekirdek yükünü e it miktarda 

perdeledi i kabulü bir yetersizliktir. Çünkü s ve p yörüngeleri için elektron da l m 

farkl d r. Yine yörüngeler aras s zmalar mevcuttur. Bu yetersizlikler göz önüne al narak 

yap lan çal malarla, periyodik tablodaki baz

 

atomlar için perdeleme sabitleri 

bulunmu tur [13].  
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3.3. Pauli D arlama lkesi ve Slater Determinantlar

  
N-elektronlu bir sistemin dalga fonksiyonu;   

)(...)2()1(

......

......

......

)(...)2()1(

)(...)2()1(

)!(),...,3,2,1(

222

111

2/1

N

N

N

NN

NNN nnn

nnn

nnn

                         (3.6)  

eklinde verilir. Bu determinant Slater determinant olarak bilinir. ki elektronun 

koordinatlar n n yerde i tirmesi, Slater determinant nda iki sat r n yerde i tirmesi 

anlam na gelir ve bu determinant n i aret de i tirmesine sebep olur. Böylece Slater 

determinant dalga fonksiyonlar antisimetrikli i de sa lar. Pauli prensibine göre; bir 

atomda, lmln ,, ve sm kuantum say lar

 

ayn olan iki elektron olamaz. ki elektronun 

ayn spin orbitalini i gal etmesi determinant n iki sütununun ayn olmas anlam na gelir 

ve bu da determinant n de erini s f r yapar. Bu ise Slater determinant dalga 

fonksiyonlar n n Pauli d ar lama ilkesine uygun oldu unu gösterir.  

3.4. Öz Uyumlu Alan ve Hartree-Fock-Roothaan Yöntemleri   

Atomlar n enerjilerini ve elektron da l mlar n tan mlayabilmek için, 

Schrödinger denklemini say sal olarak çözmenin bir yolunu bulmak gerekir. 

Schrödinger denklemini analitik olarak çözmenin bir yolu Hartree taraf ndan bulunmu 

olup öz uyumlu alan (SCF) metodu olarak adland r l r. Öz uyumlu alan yöntemi, atom 

ve moleküllerin elektron yap s n n belirlenmesinde temel yöntemlerden biridir. Daha 

sonra bu metot elektron de i -toku unun etkisini de kapsamak üzere Fock ve Slater 

taraf ndan geli tirilmi tir. Öz uyumlu alan metodu içerisinde yap lmas gereken 

yakla mlardan en fazla kullan lan ise Hartree ve Fock un teorisine Roothaan n 

1960 da katk lar yla ortaya ç kan Hartree-Fock-Roothaan (HFR) yakla m d r. 
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Fock ve Slater n metodu ile elde edilen yörüngemsiler, Hartree-Fock öz uyumlu 

alan atom yörüngemsileri (HF-SCF-AO) olarak adland r l r. Bu yakla mda, her bir 

elektron di er elektronlar n sebep oldu u ortalama küresel potansiyel içerisinde hareket 

etmektedir. Daha sonra da Schrödinger denklemi her elektron ve ortalama potansiyel 

için say sal olarak çözülür.  

Bu yakla m di er tüm elektronlar n ortalama potansiyellerinin hesaplanabilmesi 

için dalga fonksiyonlar n n bilindi ini kabul eder. Daha sonra ilgilenilen elektron için 

Schrödinger denklemi çözülür ve bulunan dalga fonksiyonu di er elektronlardan biri 

taraf ndan görülen potansiyelin hesaplanmas nda kullan l r. Bu i lem atomdaki tüm 

elektronlar için tekrar edilir ve ilk elektron taraf ndan görülen potansiyel yeniden 

hesaplanabilir. Genellikle bu potansiyel gerçek alan ifadesinden farkl olabilir. lemin 

her a amas nda sistemin enerjisi hesaplan r ve enerjiyi minimum yapacak ekilde 

hareket edilir.   

3.4.a. Hartree - Fock Metodu   

Hartree Fock (HF) metodu, varyasyon esas na dayanan, sistemin enerjisinin 

kararl de erlerinin bulunmas n amaçlamakt r [14]. Varyasyon prensibine göre sistemin 

enerjisi;  

        
d

dH
E

*

*

                                                                                            (3.7)   

ile verilir. Burada H ,  sistemin Hamiltonian i lemcisi, 

 

ise keyfi seçilen deneme 

dalga fonksiyonudur. Buna göre, istenilen deneme fonksiyonlar ndan olu an enerji 

fonksiyonlar n n de eri, sistemin gerçek durumuna uygun enerjisinden 0E küçük 

olamaz. Yani;  

        0EE                                                                                                           (3.8)  
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olmal d r. Bu yüzden sistemin gerçek hal fonksiyonlar n bulmak için (3.8) 

fonksiyonunun minimumunu olu turmak gerekmektedir. Bunu yapmak için;  

        0)(* dEH                                                                                  (3.9)  

varyasyon denklemini çözmek gerekir. 

        HF metodunda kapal kabuklu ve N-elektronlu bir moleküler sistemin dalga 

fonksiyonu, (3.6) daki gibi Slater determinant ile verilir. Determinant dalga 

fonksiyonunun elemanlar , bir-elektronlu moleküler spin yörüngemsileridir. Moleküler 

spin yörüngemsiler, moleküler yörüngemsiler ile elektron spin fonksiyonunun çarp m 

eklinde yaz lmaktad r. 

       Yap lan yakla mlar sonucunda, gerek atomlar gerekse moleküller için 

Hamiltonian i lemcisi bir ve iki elektronlu terimler cinsinden;  

        
N

j

N

ji ij

N

i

K

i
i r

e

r

eZ

m
H

1

2

1 1

2
2

2

2
                                                        

        
N

j

N

ji ij

N

i
i r

e
hH

1

2

1

                                                                                  (3.10)  

eklinde yaz l r. Burada K çekirdek say s n , Z ise çekirdek yükünü gösterir ve N 

elektron say s n göstermektedir. (3.10) denkleminde ilk terim, elektronun kinetik ve 

çekirdekle etkile im enerji i lemcilerinin toplam n , son terim ise elektronlar n kar l kl 

etkile im enerji i lemcisini temsil eder. 

        E itlik (3.7) ile verilen varyasyon yöntemine göre, kapal kabuklu bir sistemin 

enerjisi;  

        
n

j

n

ji
ijij

n

i
i JhE

11

22                                                                     (3.11)  
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eklinde ifade edilir. Burada 2/Nn   olup moleküler yörüngemsi say s n gösterir. Bu 

ifade üç tür integral içermektedir. Atomik birimler (a.b.) cinsinden bu integrallerden 

birincisi,  

        1
* )1()1( dhh iiii                                                                                   (3.12)  

bir elektronlu integral olup  )1(i

 

dalga fonksiyonu ile temsil edilen elektronun kinetik 

ve çekirdekle etkile im enerjisinin ortalama de erini verir.  

        21
12

** )2()1(
1

)2()1( dd
r

J jijiij                                                  (3.13)  

(3.13) eklinde tan mlanan integral, Coulomb integrali olarak adland r l r. Bu integral 

iki elektronun yük da l mlar n n kar l kl etkile mesini ifade eder ve elektronlar n spin 

durumlar ndan ba ms zd r.   

        21
12

** )2()1(
1

)2()1( dd
r ijjiij                                                  (3.14)  

E itlik (3.14) ile verilen integral ise de i -toku integrali olarak adland r l r. Bu integral, 

elektronlar n özde li i ve antisimetrik dalga fonksiyonlar ile ifade edilmeleri sonucu 

ortaya ç km t r. De i toku integralinin varl elektronlar n spin durumlar n n ayn 

olmas na ba l d r. 

        HF metodunda de i kenler moleküler yörüngemsilerdir. Buna göre (3.9) 

eklinde ifade edilen varyasyon denklemi çözüldü ünde, HF denklemi;  

        )1()1( iiiF                                                                                            (3.15)  

olarak elde edilir. Burada i , i. moleküler yörüngemsideki elektronlar n enerjisi; F

 

ise 

Fock i lemcisidir ve  
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j
jjJhF )1()1(2                                                                          (3.16)  

olarak tan mlanmaktad r. Bu ifadede bulunan jJ

  
ve  j

 
i lemcileri s ras yla Coulomb 

ve de i toku i lemcileri olarak adland r l r. Bu i lemciler, Coulomb ve de i -toku 

integrallerinin tek elektronlu de i kenler cinsinden ifade edilmelerini sa larlar.  

3.4.b. Hartree - Fock - Roothaan Metodu 

       

        HF metodu kullan larak baz atomlar n yap lar n incelemek mümkün olmu tur. 

Fakat problem çözümü s ras nda çok say da diferansiyel denklem ile kar la ld ndan, 

bu metot pratik i ler için kullan lamaz. Bu yüzden, HF denkleminin Roothaan 

taraf ndan geli tirilen HFR formundan yararlan l r. HFR, HF metodunun tek elektronlu 

moleküler yörüngemsilerinin, atomik yörüngemsilerin lineer toplam eklinde 

yaz labilece ini önermi tir [1].   

,
1

M

a
aaii C                      )( nM                                                          (3.17)  

Burada  aiC lineer toplam katsay s , a

 

bir elektronlu atomik baz fonksiyonu ve M 

atomik baz fonksiyonlar n n say s d r. HFR metodunda de i kenler, lineer toplam 

katsay lar d r. E er moleküler dalga fonksiyonu, (3.17) ile verilen denklemdeki atomik 

yörüngemsilerden olu an bir determinant eklinde yaz l r ve lineer toplam katsay lar na 

göre varyasyon denklemi çözülürse, kapal kabuklu sistemler için HFR denklemi;  

        0
b

biabiab CSF                                                                                (3.18)  

eklinde elde edilir. Burada  abS ;  a

 

ve  b

 

atomik baz fonksiyonlar aras nda örtme 

integrali olup;  

        1
* )1()1( dS baab                                                                                  (3.19) 
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olarak ifade edilir ve atomik yörüngemsilerin üstüste gelen k sm n n de erini verir. abF , 

Fock i lemcisidir ve iki k s mdan olu maktad r.  

        ababab GHF                                                                                           (3.20)  

(3.20) ifadesini olu turan terimler ise,  

        1
1

2
1

* )1(
1

2

1
)1( d

r
H baab                                                     (3.21)  

        )2(
,

*
aqpbabpqqj

j qp
pjab IICCG                                                               (3.22)  

        21
12

** )1()1(
1

)2()1( dd
r

I qbpaabpq                                              (3.23)  

eklinde tan mlan rlar. Burada j , kapal moleküler yörüngemsi say s na; a, b, p ve q ise 

atomun numaraland r lm baz fonksiyonlar n n say s na kadar de i ir. (3.19), (3.21), 

(3.23) ile verilen integraller, HFR denkleminde ortaya ç kan çok merkezli moleküler 

integraller olarak adland r l rlar.  

3.5. Hartree-Fock-Roothaan Teorideki Çok Merkezli ntegraller  

        HFR denkleminden de görüldü ü gibi, atomik ve moleküler sistemlerin 

elektronik yap lar n n hesab , elektronik koordinatlar üzerinden hesaplanan bir tak m 

çok merkezli moleküler integrallere indirgenmektedir. Moleküler integrallerin 

hesaplanmas ndaki zorluklar kuantum mekani inin ba lang ç y llar nda, London ve 

Heitler in hidrojen molekülü üzerine yapt klar çal mayla ilk kez ortaya ç km t r [15]. 

Daha sonraki y llarda ise küresel kordinatlar n yerine eliptik koordinatlar kullan larak 

çok merkezli moleküler integrallerin çözümü amaçlanm t r. 

        Son y llarda, çok merkezli moleküler integraller üzerine yap lan çal malar 

sonucunda iki, üç ve dört merkezli hibrid, Coulomb ve de i -toku integralleri gibi 
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birçok integral, iki merkezli örtme integrali cinsinden ifade edilmi tir [16]. Dolay s yla, 

(3.9) denkleminin güvenilir sonuçlar üretebilmesi ve lineer toplam katsay lar n n 

do rulu u birinci derecede örtme integraline ba l d r. Moleküler yörüngemsi teoride 

(MYT) ortaya ç kan çok merkezli integraller Tablo 3.1. de gurupland r lm t r.  

Tablo 3.1.. HFR de kullan lan çok merkezli integrallerin s n fland r lmas .  

                          MOLEKÜLER NTEGRALLER 

              Bir Elektronlu              ki Elektronlu 

 

Bir merkezli 

Örtme 

Kinetik Enerji 

Nükleer Çekim 

 

ki merkezli 

Örtme 

Kinetik Enerji 

Nükleer Çekim 

Üç merkezli Nükleer Çekim 

Bir merkezli  

ki merkezli  

Üç merkezli  

Dört merkezli  

De i -Toku

  

Coulomb  

Hibrit 

        

Bu çal mada, bir-elektronlu iki-merkezli integrallerle ilgilenece iz. Bir elektronlu 

iki merkezli integraller genel olarak a a daki gibi tan mlanmaktad r [9].  

        R)(r(r) mlnnlmd *                                                                 (3.24)  

  

ve  

 

s ras yla A ve B çekirdek merkezlerindeki iki normalize STY dir. ki 

çekirdek aras ndaki uzakl k R ile gösterilmi ve 

 

, örtme integrali için 1, nükleer 

çekim integrali için -Z/r ve kinetik enerji integrali için 
2

2

 

de erine sahip bir 

i lemcidir. Örtme integrali, bir-elektronlu iki-merkezli sistemler için a a daki gibi 

tan mlanmaktad r.  

        R)(r(r)(R) mlnnlm
mln

nlm dS *                                                   (3.25)  
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        Elektron ile çekirdek aras ndaki çekim etkisini tan mlayan integraller nükleer 

çekim integralleri olarak adland r l r. A a da verilen )( AV ile )(BV , s ras yla A ve B 

çekirdeklerinin nükleer etkile me integralini göstermektedir.  

        R)(r(r)(R) mln
A

nlm
A

mlnnlm r

Z
dV *)(                                  (3.26)  

        R)(r(r)(R) mln
B

nlm
B

mlnnlm Rr

Z
dV *)(                                 (3.27)  

Burada AZ ve BZ , A  ve  B atomlar n n çekirdek yüklerini göstermektedir. Kinetik 

enerji integrali elektronun çekirdek etraf ndaki hareketinden dolay ortaya ç kan enerji 

olup a a daki gibi verilmektedir.  

        R)(r(r)(R) mlnnlm
mln

nlm dT )2/( 2*                                    (3.28) 

                   

3.6. Moleküler Yörüngemsi Teoride Baz Fonksiyonlar

  

        Moleküler yörüngemsilerin aç l m nda veya moleküllerdeki elektron 

yo unlu unda kullan lan baz fonksiyonlar , kuantum mekani inde büyük öneme 

sahiptir. Çünkü, atomik yörüngemsilerin lineer toplam eklinde yaz lan 

(
a

aaii C )  moleküler yörüngemsiler kullan larak yap lan teorik ara t rmalar n 

güvenirli i, büyük ölçüde seçilen baz fonksiyonunun tipine ve say s na ba l d r. En 

yayg n olarak kullan lan baz fonksiyonlar küresel koordinatlarda, 

Gaussian Tip Yörüngemsi (GTY);  

        ),(),(
2

lm
r

nlmnlm YeArG                                                                     (3.29)  

Bessel Tip Yörüngemsi (BTY); 
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2
),( rBnlm ),(),(1

lmn
n YrKr                                                         (3.30)  

Polinom Tip Yörüngemsi (PTY);   

),()(),( lm
n

nlm YrrQrP                                                                  (3.31)  

ve Slater Tip Yörüngemsi (STY);  

        ),(),( 1
lm

rn
nnlm YerNr                                                                  (3.32)  

eklinde verilirler. Burada ( nlm ) kuantum say lar d r. r , atomik yörüngemsinin 

merkeze olan uzakl ve 

 

ise atomik yörüngemsinin perdeleme sabitidir. Çok 

parçac kl sistemler için kuantum mekani inin temel hareket denklemi olan Schrödinger 

denkleminin analitik olarak çözümü mümkün olmad ndan, en az ndan yakla k 

yöntemlerle bulunan deneme fonksiyonun, çekirde e yak n ve çekirdekten uzak 

mesafelerde deneysel sonuçlarla istenilen ölçüde uyum sa lamas gerekmektedir. 

        Teorik moleküler hesaplamalarda, baz fonksiyonu olarak GTY yayg n olarak 

kullan lmaktad r. Gauss fonksiyonlar n n kullan lmas n n en büyük avantaj , çok 

merkezli moleküler integrallerin hesab nda, matematiksel aç dan kolayl k sa lamas d r. 

Fakat GTY lerin kullan lmas sorunsuz de ildir. Çünkü GTY ler, çekirde e yak n ve 

çekirdekten uzak bölgelerde deneysel sonuçlarla uyum göstermemektedir [17].  

        Yayg n olarak kullan lan di er bir tip atom yörüngemsisi ise hidrojen ve 

hidrojene benzer atomlar için Schrödinger denkleminin çözümünden elde edilen dalga 

fonksiyonlar ndan ve deneysel sonuçlardan yola ç karak ileri sürülen STY lerdir. Bu 

fonksiyonlar çekirde e yak n ve çekirdekten uzak bölgelerdeki, s n r artlar nda 

deneysel sonuçlara uygun davran lar sergilemektedir [16-21]. Bu asimtotik 

noktalardaki do ru davran lar, kuantum mekaniksel sistemlerin yap özelliklerinin 

belirlenmesi için yap lan varyasyonel hesaplamalardaki do ruluk ve uyum için 

gereklidir. ekil 3.1. de GTY ile STY nin çekirdekten olan uzakl a göre de i imi 

verilmi tir. 
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                ekil 3.1. GTY ve STY lerin çekirdekten olan uzakl a göre davran .  

        Sonuç olarak STY ler moleküler sistemlerin fiziksel durumlar n ifade etmede, 

GTY lerden daha fazla tercih edilmektedir [16]. Öte yandan çok say da GTY nin 

toplanmas yla STY benzeri dalga fonksiyonlar elde edilebilir. ekil 3.2. de gösterilmi 

olan bu tip yörüngemsiler literatürde STY-nG olarak bilinir.  

 

             

                             ekil 3.2. STY lerin GTY ler toplanarak elde edilmesi. 

         

Çok say da GTY kullan larak yap lan hesaplamalarda, çok fazla hesaplama 

zaman ve bilgisayar haf zas gerekmesi kar m za bir sorun olarak ç kmaktad r [16]. 

STY ler kullan larak yap lan çal malarda ise, matematiksel aç dan çözümü güç olan 

çok merkezli integrallerle kar la lmaktad r. Ancak son zamanlarda, uygulamal 
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matematikte ve bilgisayar teknolojisindeki geli meler sayesinde, kar la lan bu 

güçlükler büyük oranda ortadan kald r ld yada azald için, yap lan çal malarda 

STY ler tercih edilmektedir [9,16-21].                              
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4. K MYASAL BA LANMA TEOR LER

  
Kimyasal ba , atomlar n en son tabakalar nda yer alan elektronlar n (de erlik 

elektronlar ) çekirdekler aras bölgede hareketi sonucu olu maktad r. Kimyasal ba 

olu urken farkl atomlara ait elektronlar her iki atom için de ortak olur. Mikro tanecikler 

dalga özelli ine sahip olduklar ndan, bunlar n kar l kl etkile mesi bir bulut eklinde 

da lm yükler vas tas yla olu maktad r. Atomlar n molekül olu turmalar sadece 

sistemin enerjisinin küçüldü ü durumlarda mevcuttur [22]. 

Molekül olu urken atomlar n elektronegatifli i ile ilgili olarak farkl tür 

kimyasal ba lar olu maktad r. Atomlar n elektronegatiflikleri birbirinden farkl ysa, 

elektronegatifli i küçük olan atom elektronunu verir. Bu ekilde olu an ba iyonik ba 

olarak adland r l r. Atomlar ayn cins olduklar nda ya da elektronegatiflikleri birbirine 

çok yak n oldu unda elektron al veri i olmaz ve elektronlar her iki atoma da ait olur. 

Bu tür ba ise kovalent ba olarak adland r l r. Bilinen moleküllerin yap lar n ve 

ekillerini aç klayan ve yap lar bilinmeyen moleküllerin ekilleri hakk nda tahminlerde 

bulunan teoriler vard r. imdi bu teorilerden valans ba teorisi ve moleküler 

yörüngemsi teoriyi (MYT) inceleyelim.  

4.1. Valans Ba Teorisi  

        

Valans ba teorisi, 1954 y l nda Linus Pauling taraf ndan önerilmi tir. Bu teori 

küçük anorganik moleküllerin tan mlanmas nda oldukça kullan l d r. Bu teoriye göre, 

tek elektronlu atomlar, di er tek elektronlu atomlarla birle me e ilimindedir. Bu ekilde 

e le memi elektronlar ortakla a kullan l r ve atomlar kararl hale geçerler. ki atom 

aras nda ortakla an iki elektron kovalent ba olu turur. Bir atomdaki ba say s , o 

atomun temel haldeki, yani en dü ük enerjili durumundaki tek elektron say s na e ittir. 

Bazen atomlar tek elektron say s ndan daha çok say da ba yapabilir. Bu durum, temel 

haldeki e le memi elektron çiftine sahip atomlara enerji verilerek e le mi

 

elektronlar n uygun bo yörüngemsilere tek elektronlar olarak yerle tirilmesiyle 

gerçekle ir.    
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4.2. Moleküler Yörüngemsi Teori  

MYT de, de erlik elektronlar n n, sadece kendi çekirdeklerini de il, molekülü 

olu turan tüm çekirdekleri ku att , bu elektronlar n herhangi bir atoma de il, 

moleküle, yani molekülü olu turan tüm atomlara ait oldu u kabul edilir. Atomlar n 

atomik yörüngemsilerinin giri imi ile çekirdeklerin tamam n ku atan ve atoma de il 

moleküle ait olan molekül yörüngemsi (MY) meydana gelir. Bilindi i gibi elektron 

tanecik ve dalga özelli ine sahiptir. Bu yüzden atomdaki bir elektron, ya bir atomik 

yörüngemside bulunan tanecik olarak veya Schrödinger dalga denkleminin bir çözümü 

olan bir dalga fonksiyonu eklinde tan mlan r. Moleküldeki elektronlar, olu an molekül 

yörüngemsilerine yerle ir. MY yi tan mlayan dalga fonksiyonu da, atomik 

yörüngemsilerin lineer birle imi (LCAO) yöntemi ile elde edilir. LCAO ya göre, atomik 

yörüngemsiler için A

 

ve B

 

dalga fonksiyonu ile tan mlanan A ve B atomlar n ele 

alal m. A ve B atomlar birbirlerine yakla rken atomlar n elektron bulutlar giri im 

yapabilirse, A

 

ve B

 

atomik yörüngemsilerinin dalga fonksiyonlar n n çizgisel 

birle imiyle,  molekül veya molekül yörüngemsi dalga fonksiyonu AB  elde edilir.  

)( 21 BAAB CCN                                                                                (4.1)  

N, normalizasyon sabitidir ve elektronun tüm uzayda bulunma olas l 1 e e it olacak 

ekilde seçilmi tir. C1 ve C2 ise, AB nin enerjisini minimum yapacak ekilde al nan 

sabitlerdir ve her bir atomik yörüngemsinin, MY olu umuna katk s n gösterirler. C, ne 

kadar büyükse katk da o kadar büyüktür. A ve B atomlar benzer ise, C1 ve C2 sabitleri 

de benzer de erdedir. A ve B atomlar ayn ise, C1 ve C2 birbirine e ittir. Bu durumda 

MY olu umuna her bir atomik yörüngemsinin katk s e ittir ve kuvvetli kovalent ba 

olu mu olur. dv uzay hacminde bir elektronun bulunma olas l dv2

 

oldu undan, 

MY de elektronun bulunma olas l , 2
AB  ile verilir:  

                                                        (4.2)  22
221

22
1

2 2 BBAA CCCC
AB
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(4.2) e itli indeki 22

1 AC  ve 22
2 BC

 
terimleri, yaln z ba lar na bulunan A ve B atomlar na 

ait elektronun bulunma olas l d r. BACC 212 terimi ise AB molekülü için çok 

önemlidir. ki atomik yörüngemsi aras ndaki giri im artt kça bu terimin say sal de eri 

artar. Bu sebeple, BACC 212 terimine, giri im integrali ya da örtme integrali (S) denir. 

Bu terim, tek ba lar na bulunan atomlar n elektron bulutlar ile molekülün elektron 

bulutu aras ndaki temel fark gösterir. Örtme integrali ne kadar büyükse ba o kadar 

kuvvetlidir. S de eri, atomlar aras uzakl a ba l olarak 10 S aral nda 

de i mektedir. S>0 iken yörüngemsiler üst üste geldiklerinden ba lanma, S=0 iken 

yörüngemsiler üst üste gelmedi inden ba lanamama, S<0 iken ise ba lanmama durumu 

ortaya ç kmaktad r. Moleküller aras uzakl k azald kça, molekülün birbirine daha çok 

yakla t , yani örtmenin giderek artt bilinmektedir. s, p, d yörüngemsileri,  +  ve  -  

i aretli bölgelere sahiptirler. Yörüngemsilerin örtü mesi sadece benzer i aretli 

yörüngemsilerin bir araya gelmesi ile olur.  

4.2.a. s-s Yörüngemsileri Aras nda Örtme  

A ve B atomlar hidrojen atomunu, A

 

ve B

 

dalga fonksiyonlar da iki 

hidrojen atomunun 1s atomik yörüngemsisini tan ml yor olsun. A

 

ve B nin 

i aretlerine göre, bu iki atomik yörüngemsi aras nda iki türlü giri im olabilir; ya bu iki 

dalga ayn i aretli, ayn fazl d r ve bu dalgalar giri im yaparlarsa birbirlerini 

güçlendirirler veya z t i aretli, z t fazl d r ve birbirlerini yok ederler.  (+)  ve  (-)  

i aretlerin elektriksel yükle herhangi bir ili kisi yoktur. Bu i aretler, dalga fonksiyonu 

i aretidir ve yörüngemsi simetrisini gösterir. Mümkün iki giri im ekil 4.1. de 

gösterilmektedir.  

)( BAg N                                                                                         (4.3)  

)()]([ BABAu NN                                                            (4.4)  
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kinci e itlik, dalga fonksiyonlar n n toplam n yans t r, matematiksel fark anlam n 

ta maz. Aksi belirtilmemi se, atomik yörüngemsilerin giri im do rultusu, genel olarak 

z ekseni do rultusu olarak al n r. 

  

                              ekil 4.1. Atomik yörüngemsilerin s-s giri imi.  

A

 

ve B

 

atomik yörüngemsileri giri im yapt nda, g

 

ve u

 

MY çifti 

meydana gelir. MY lerin say s , giri im yapan atomik yörüngemsilerin say s na e ittir. 

g

 

fonksiyonu, çekirdekler aras nda elektron yo unlu unun art na i aret eder ve bu 

yüzden ba molekül yörüngemsisi olarak adland r l r. Ba molekül yörüngemsinin 

enerjisi, kendisini olu turan atomik yörüngemsilerin enerjilerinden daha dü üktür. 

Tersine, u

 

fonksiyonunun gösterdi i MY, birbirini geçersiz k lan ters i aretli iki dilim 

içerir ve çekirdekler aras ndan bir dü üm düzlemi geçer, yani çekirdekler aras nda 

elektron yo unlu u s f rd r. Bu yüzden u

 

yörüngemsisine, antiba molekül 

yörüngemsisi denir. Antiba molekül yörüngemsisi, kendisini olu turan atomik 

yörüngemsilerden daha yüksek enerjilidir. MY dalga fonksiyonlar ndaki g ve u harfleri, 

Almanca simetrik (gerade) ve antisimetrik (ungerade) kelimelerinin ilk harfleridir. g ve 

u, yörüngemsinin merkezine göre simetrisini gösterir. E er MY merkezine göre 

yans t ld nda i areti de i miyorsa simetriktir, de i iyorsa antisimetriktir veya MY 

çekirdekleri birle tiren do ru ve sonra bu do ruya dik do ru etraf nda döndürüldü ünde 

dilimlerin i areti de i miyorsa, yörüngemsi simetriktir, i aretler de i iyorsa, 

yörüngemsi antisimetriktir. Buna göre, -ba molekül yörüngemsisi, yörüngemsinin 

merkezine göre simetrik, -antiba molekül yörüngemsisi antisimetriktir. 
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4.2.b. s-p Yörüngemsileri Aras nda Örtme  

s ve p yörüngemsileri, p yörüngemsilerinin dilimleri, çekirdekleri birle tiren 

do rultuda olmak kayd ile giri im yapabilir. Giri im yapan dilimler ayn i aretli ise 

çekirdekler aras elektron yo unlu u artar ve ba MY meydana gelir, ters i aretli ise, 

çekirdekler aras elektron yo unlu u azal r ve antiba MY olu ur. Olu an MY ler ekil 

4.2. de gösterilmektedir.  

 

                                    

                                   ekil 4.2. Atomik orbitallerin s-p giri imi.  

4.2.c. p-p Yörüngemsileri Aras nda Örtme  

        p yörüngemsileri aras nda iki tür giri im olabilir. Bu giri imlerin ilkinde, p 

yörüngemsilerinin dilimleri çekirdekleri birle tiren do rultudad r. Bu ekilde, iki p 

yörüngemsinin uç uca giri imi, -simetrili ba MY ve antiba MY olu turur. ekil 

3.3.a. ve b. de verilmektedir.   

  

                           ekil 4.3.a. simetrili ba MY veren p-p giri imi. 
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ekil 4.3.b. simetrili antiba MY veren p-p giri imi.  

        p yörüngemsileri aras ndaki ikinci giri im, p yörüngemsileri dilimlerinin, 

çekirdekleri birle tiren do rultuya dik konumda, yani yan yana bulunmalar 

durumundaki giri imdir. Bu giri imle -ba ve -antiba MY meydana gelir ve ekil 

3.4. ile verilir.  

  

                                          ekil 4.4. MY veren p-p giri imi.  

py atomik yörüngemsilerinin giri iminde oldu u ekilde, iki px atomik yörüngemsinin 

giri imi de, -simetrili ba ve antiba MY verir.   
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4.2.d. d-d Yörüngemsileri Aras nda Örtme   

        ki d yörüngemsilerinin, yüz yüze, ba ve antiba MY leri vermek üzere giri im 

yapmalar da mümkündür. Bu tip MY, - ve - MY olarak adland r l r ve ekil 3.4. 

ile gösterilir.  

 

                         

                              ekil 4.5. d yörüngemsilerinin MY olu turan giri imi.                   
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5. MATERYAL VE METOT  

5.1. Atomik Yörüngemsi Seçimi   

       Çal mam zda ba kuantum say s n in tamsay

 

ve tamsay olmayan 

de erleriyle, Slater Tip Yörüngemsiler (STY) kullan larak örtme integrali hesaplanacak, 

kinetik ve nükleer çekim integralleri örtme integralleri cinsinden ifade edilecektir. 

STY'ler a a daki ekilde,   

),()exp()( 1 m
l

n
nlm YrrNr                                                              (5.1) 

          

tan mlan rlar. E itlik (5.1) de 

 

perdeleme sabiti,  N  normalizasyon katsay s d r ve  

        
2/112 )12(/)2( nN n                                                                            (5.2)  

eklinde verilir [9]. (5.1) de ),(m
lY küresel harmonikler, (5.2) de (2n+1) gamma 

fonksiyonunu gösterir. Farkl m

 

ve m

 

de erlerine sahip bir-elektronlu iki-merkezli 

integraller, ),(m
lY fonksiyonlar n n ortonormalli inden dolay s f r olurlar. Sadece 

0mm olan integraller de erlendirilmelidir. Böylece, m

 

magnetik kuantum say s , 

s f r yada pozitif olarak kabul edilir.   

5.2. Örtme ntegrali   

Örtme integrali, bir-elektronlu iki-merkezli sistemler için a a daki gibi 

tan mlanmaktad r.  

        )()()( * RrrR mlnnlm
mln

nlm dS                                                 (5.3)  

E itlik (5.1) ile verilen STY olarak ifade etti imiz nlm ve mln , s ras yla A ve B 

atomlar n n perdeleme sabitlerine, kuantum say lar na ),,( mln ve atomlar aras R 
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uzakl na ba l olan baz fonksiyonlar n

 
göstermektedir. ekil 5.1. de iki atom 

aras ndaki taral bölge, örtme integralini temsil etmektedir.  

  

                                 ekil 5.1. ki atom aras nda örtme integrali.  

E itlik (3.26), (3.27) ve (3.28) ile verilen nükleer çekim ve kinetik enerji integrallerini, 

a a daki gibi örtme integralleri cinsinden yazmak mümkündür.  

       )()( )1(
)( RR mln

lmnA
A

mlnnlm SZV                                                                           (5.4)  

       )()( )1()( RR mln
nlmB

B
mlnnlm SZV                                                                         (5.5)                         

 

                   

       
)()2/()(

)()1()1(
2

1
)(

2
)1(

)2(

RR

RR

mln
nlm

mln
lmn

mln
lmn

mln
nlm

SnS

SnnllT
                                                   (5.6)  

                        

Bu çal mada, e itlik (5.3) ile verilen bir elektronlu iki-merkezli örtme integralinin STY 

üzerinden tüm n

 

kuantum de erleri ile hesaplanabilmesi için (5.3) e itli i elipsoidal 

koordinat sistemi ile ifade edilecektir. Bölüm 2.2. de elipsoidal koordinat sistemi 
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hakk nda ayr nt l

 
bilgi verilmi tir. E itlik (5.1) ile verilen , (5.3) denkleminde yerine 

yaz l rsa,   

dYYeRrerNNS m
l

m
l

Rrnrnmln
nlm

)(11 )()(R                               (5.7)  

ifadesi elde edilir. Elipsoidal koordinatlarda iki küresel harmoni in çarp m ,   

11

2

1
),(),( m

l
m

l
m

l
m

l PPYY                                      (5.8)  

ile verilmektedir [8]. (5.8) e itli indeki )(xP m
l ler ba l Legendre fonksiyonlar

 

olup 

bölüm 2.4. de tan mlanmaktad r. Bölüm 2.4. de verilen elipsoidal koordinatlar ve (5.8) 

e itli i, (5.7) denkleminde kullan l rlarsa,   

11
)exp(

)()()2/()(
1

1

1

111

m
l

m
l

x
nnnnmln

nlm

PPv

vvdvdRNNS R

                        (5.9)  

e itli i elde edilir [9]. (5.9) e itli indeki ba l Legendre fonksiyonlar , (2.30) e itli i 

kullan larak ifade edilirse, (5.9) e itli i;   

x

ml

u

ml

v
lmvlmu

nn
mll

mln
nlm

vvdvWd

CCRDNNS

1

1

1

0 0

1

)exp(),(

)2/()(R

                      (5.10)   

eklinde elde edilir. Burada;   

        ))(2/(R                                                                                        (5.11)  
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        ))(2/(R                                                                                        (5.12)                                                                                                                 

                                                                                                                                                 

        
2/1

)!()!(

)!()!(

4

)12)(12(

mlml

mlmlll
D mll                                                (5.13)          

    

ve  

        
vum

mvmnumn

vvv

vvvW

)1()1()1(

)1()()(),(
2

2

                                (5.14)    

ile gösterilmektedir. (5.10) ile verilen örtme integralinin genel tan m n geli tirmek için,  

iki durumu ay rt etmeliyiz. Bunlar, n in tamsay oldu u ve tamsay olmad 

durumlard r. imdi bu durumlar ayr nt l olarak inceleyelim.  

5.2.a. n-Tamsay l STY için Örtme ntegralleri  

        (5.10) ifadesinin n

 

in tamsay de erleri için hesaplanabilmesi için (5.14) ile 

verilen binomal terimlerin aç k ekilde ifade edilmesi gerekir. Ba kuantum say s n

 

in 

tamsay de erleri için binom aç l m ,  

        
n

k

kknk
n

n bacba
0

)(                                                                               (5.15)                                                                                               

         

        
)!(!

!

knk

n
ck

n                                                                                             (5.16)  

eklinde verilir [9]. (5.14) ile verilen ),(W terimleri, (5.10) e itli inde yerine 

yaz l rsa,  



 
47

  

)exp()1()1()1(

)1()()(

)2/()(

2

1

1

1

2

0 0

1

vvvv

vvdvd

CCRDNNS

vum

x
mvmnumn

ml

u

ml

v
lmvlmu

nn
mll

mln
nlm R

                        (5.17) 

        

e itli i elde edilir. (5.14) ile verilen ifadeler için (5.15) de tan mlanan binom aç l m 

kullan l rsa, (5.17) ile ifade edilen örtme integral ifadesi n in tamsay de erleri için 

a a daki ekilde elde edilir.   

)()(

)1()2/()(
0 0 0 0 0 0 0 0

1
max max

ji
t
v

t
u

q
m

q
m

p
vmn

p
umnlmvlmu

ml

u

ml P

p

P

p

m

q

m

q

u

t

v

t

h
mll

nnmln
nlm

BACCCCCCCC

DRNNRS
        (5.18)       

Burada,  

        ttqppmnni 22                                                             (5.19)  

        tvtuqmppj 22                                                            (5.20)                                                                                 

 

        tvmqqph 22                                                                        (5.21) 

                                                                      

         umnPmax                                                                                           (5.22) 

       

       vmnPmax                                                                                         (5.23)  

eklinde tan mlan rlar. )(iA ve )(jB yard mc fonksiyonlard r ve a a daki gibi 

tan mlan rlar. Bölüm 5.4. de yard mc fonksiyonlar ayr nt l olarak incelenmi tir.  

        
1

)exp()( i
i dA                                                                           (5.24) 



 
48

 
        

1

1

)exp()( vvdvB j
j                                                                            (5.25)  

5.2.b. n in Tamsay Olmad STY ler için Örtme ntegrali   

Ba kuantum say s n in tamsay olmayan de erleri için binom aç l m ,  

       

0

)(
k

kkxk
x

x baQba                                                                               (5.26)  

ve  

        
!

)1)...(1(

k

kxxx
Qk

x                                                                            (5.27)  

olarak tan mlanmaktad r [9]. E itlik (5.26) ile verilen binom aç l m , (5.10) denklemiyle 

birlikte kullan ld nda örtme integral ifadesi,    

)()(

)1()2/()(
0 0 0 0 0 0 0 0

1

ji
t
v

t
u

q
m

q
m

p
vmn

p
umnlmvlmu

ml

u

ml

p p

m

q

m

q

u

t

v

t

h
mll

nnmln
nlm

BACCCCQQCC

DRNNS R
    (5.28)  

eklinde elde edilir. (5.28) e itli i, n in tamsay olmayan de erleri için örtme integral 

ifadesidir. i,j ve h indisleri s ras yla (5.19), (5.20) ve (5.21) e itliklerinde verilmektedir. 

(5.28) e itli i iki sonsuz toplam içerdi inden p
xQ katsay lar için asimptotik yakla m 

yapmak gerekir. 

       

5.3. p
xQ  için Asimptotik Yakla mlar    )( p  

        E itlik (5.27) ile verilen p
xQ katsay s n a a daki gibi yazmak mümkündür.  
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)(!

)()1(

xp

xp
Q

p
p
x                                                                                    (5.29) 

      

Gamma fonksiyonlar için asimptotik yakla m [7],  

        ),exp()2()1( 2/1 zzzz z     z                                                   (5.30)  

ile verilir. (5.30) ifadesi (5.29) da yerine yaz l rsa;  

        
1x

xp
x

p

C
Q                                                                                                   (5.31)                

elde edilir. (5.31) de xC  , x e ba l bir sabittir.  

5.4. )(iA ve )(jB Yard mc Fonksiyonlar

   

Moleküllerin fiziksel ve kimyasal özelliklerini belirlemek için Schrödinger 

denkleminin çözülmesi gerekmektedir. Bu çözüm yap l rken atom yörüngemsileri 

kullan lmaktad r. Çözümde kullan lan atomik yörüngemsi STY ise çok merkezli 

integrallerin hesaplanmas nda )(iA ve )(jB integralleri ile kar la l r ve bunlar 

yard mc fonksiyon olarak tan mlan r. imdi bu integrallerin özelliklerini ve elde 

edili lerini inceleyelim.  

5.4.a. )(iA ntegrali  

)(iA integralinin genel ekli (5.24) ile verilmektedir. )(iA integralini ayn 

zamanda ),1(iA eklinde de tan mlamak mümkündür [23].  

1

),1( deA i
i                                                                                   (5.32)  
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),1(iA eklinde verilen yard mc fonksiyonun seri gösterimi,  

1

1 )!1(

!
),1(

i

k
ki

ki

i
eA                                                                     (5.33)  

ile verilir. (5.32) denklemine göre,  

),1()1(),1( 1
i

i
i AA                                                                        (5.34)  

                                                                   (5.35)    

elde edilir. E itlik (5.24) de verilen )(iA integralini elde etmenin en kolay yolu,  i nin  

tamsay de erleri için indirgeme ba nt lar n kullanmakt r. )(iA için indirgeme 

ba nt lar n ,  

      /)exp()()( 1ii iAA                                                                  (5.36)  

ve  

        /)exp()(0A                                                                                    (5.37)  

eklinde yazmak mümkündür. Burada 

 

parametresi e itlik (5.11) de tan mlanm t r ve 

negatif olamaz [9]. Tamsay olmayan i de erleri için, )(iA integrali tamamlanmam 

gamma fonksiyonlar cinsinden a a daki gibi ifade edilmektedir [9].  

        ),1()( 1 iA i
i                                                                                (5.38)    

),1()1(),1( 1
i

i
i AA



 
51

 
5.4.b. )(jB ntegrali   

)(jB integralinin genel ekli (5.25) de tan mlanmaktad r. Burada kullan lan  

  
parametresi e itlik (5.12) de verilmi tir. )(jB  integrali için indirgeme ba nt lar ,   

        /)exp()exp()1()()( 1
j

jj jBB                                       (5.39)  

        /)exp()exp()(0B                                                                  (5.40)  

ile verilir [23]. )(jB integralinin hesaplanabilmesi için a a daki seri gösterimleri 

kullanmak daha uygundur. )(jB yard mc fonksiyonun seri gösterimi,  

        
0

1 )]1(!/[])1(1[)()(
k

jkk
j jkkB                                              (5.41)                                                              

eklinde verilir. =0 için (5.41) e itli i a a daki gibi yaz l r. 

        

)1/(])1(1[)0( 1 jB j
j                                                                         (5.42)  

)(jB yard mc fonksiyonu, )(iA integrali cinsinden a a daki gibi ifade 

edilebilmektedir.  

,1,1 jjj AAB                                                                       (5.43)  

(5.42) ifadesi kullan larak (5.32) e itli inden )(jB yard mc fonksiyonu,  

k

kjj

k

j

k
kj kj

j
e

kj

j
eB

1

!1

!

!1

!1

1

1

1

                         (5.44)  

elde edilir. (5.44) ifadesi j nin tek ve çift de erleri için ayr ayr yaz labilmektedir. 
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iseçift        ,

!12
)cos(

!2
)sin(

!2
1

2

0

122

0

2

1
j

k
h

k
h

j
B

j

k

k
j

k

k

jj            (5.45)  

ise tek       ,
!12

)cos(
!2

)sin(
!2 2

1

0

122

1

0

2

1
j

k
h

k
h

j
B

j

k

k
j

k

k

jj            (5.46)  

)(jB  integralini, gamma fonksiyonlar cinsinden de yazmak mümkündür.  

,1,11 jjB j
j                                                    (5.47)  

1,1,
1

1
jj

j
B

jj                                                (5.48)                   
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6. SONUÇ VE TARTI MA  

Moleküler yap lar incelenirken kar m za çok say da moleküler integral 

ç kmaktad r. Bu integralleri çözebilmek için yakla k yöntemler kullanmak 

gerekmektedir. Bu yöntemlerden en yayg n kullan lan

 

HFR yöntemidir [1]. Bu 

yöntemin uygulanmas s ras nda bir ve iki elektronlu moleküler integrallerle kar la r z. 

Kar la t m z moleküler integrallerin çözümünü yapabilirsek moleküler sistemlerin 

yap s n aç klayabiliriz. Çal mam zda bir elektronlu iki merkezli moleküler 

integrallerin hesaplamalar üzerinde durulmaktad r. Bu çal mada HFR denkleminin 

çözümünden ortaya ç kan bir elektronlu iki merkezli integrallerin STY üzerinden 

hesaplanmas için, elipsoidal koordinatlar n kullan m na dayanan bir yöntem 

izlenmi tir. Bir elektronlu iki merkezli moleküler integrallerden örtme integralleri, 

elipsoidal koordinatlara dönü türülerek (5.18) ve (5.28) eklinde aç k formüller 

geli tirilmi tir. STY ler moleküler ve atomik dalga fonksiyonlar n n özelliklerini iyi bir 

ekilde ifade edebilmektedir. STY ler ba kuantum say s n n tamsay olan ve tamsay 

olmayan de erlerine kolayl kla uygulanabilmektedir [9,24,25]. Çal mam zda bir 

elektronlu iki merkezli integrallerin hesaplamalar bir bilgisayar program na uyarlanm 

ve programlar EK A., EK B. ve EK C. de verilmi tir. Hesaplamalarda AMD 2400 1.99 

GHz, 256 MB RAM e sahip PC, Windows XP Professional i letim sisteminde 

Mathematica 5.0 program kullan lm t r. 

Bu çal mada, n

 

ba kuantum say s n n farkl de erleri için (5.18) denklemi 

kullan larak yap lan örtme integral hesaplamalar Tablo 6.1. de verilmi tir. E itlik 

(5.18) den elde edilen sonuçlar kaynak [24] ile onbe digite kadar kar la t r lm t r. Bu 

sonuçlara bak ld nda, (5.18) e itli i ile hesaplanan iki merkezli örtme integralleri, 

kaynak [24] ile on iki digite kadar ayn sonuçlar vermi tir. Hesaplamalarda ilgili hata 

yakla k 10-10 kadard r. Hesaplamalar için gerekli süreler Tablo 6.1. de saniye cinsinden 

verilmi tir. Tablo 6.1. e göre, n in tamsay de erleri için örtme integralleri kaynak [24] 

ile uyum içerisindedir.  

Tablo 6.2. de STY üzerinden tamsay olmayan n ler için iki merkezli örtme 

integralleri, EK B. deki Mathematica program

 

kullan larak hesaplanm t r. Bu sonuçlar 

e itlik (5.28) den elde edilmi tir. Hesaplamalar için gerekli süreler saniye cinsinden 

Tablo 6.2. de verilmektedir. E itlik (5.28) den elde edilen sonuçlar, kaynak [24] ve 
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kaynak [25] ile kar la t r ld nda, sonuçlar n kaynak [24] ile yakla k 1010

 
ve kaynak 

[25] ile yakla k 810

 
mertebesinde uyu tu unu gösterir. Bu çal mada, hem yaz lan 

program hemde kullan lan yöntem ba kuantum say s n n tamsay olmad durumlarda 

do ru sonuçlar verdi ini göstermektedir. Tablo 6.2. de ba kuantum say s n n büyük 

de erleri için elde edilen sonuçlar n kaynak [24,25] ile uyu tu u görülebilmektedir. 

Tablo 6.3. de )()( 33 BA dd

 

için örtme integrali ve nükleer çekim enerjisinin 

farkl m

 

de erleri için sonuçlar verilmi tir. E itlik (5.4) ve (5.5) den elde edilen 

sonuçlar kaynak [9], [26] ve [27] ile kar la t r lm t r. Yapt m z çal ma örtme ve 

nükleer çekim integrallerinin do ru ekilde hesaplanmas n sa lam t r. Sonuç olarak bu 

çal mada önerilen algoritmalar n büyük avantaj , bir elektronlu iki merkezli 

integrallerin, STY üzerinden tamsay

 

olmayan n

 

kuantum de erleri ile 

hesaplanabilmesi ve çekirdek civar ndaki bütün n

 

de erleri için örtme, kinetik ve 

nükleer çekim enerjilerinin hesaplanabilmesine olanak sa lamas d r.                



 
55

  



 
56

  



 
57

 



 
58

 
7. KAYNAKLAR 

1.a. Roothaan, C. C. J., 1951. A Study of Two-Center Integrals Useful in Calculations 

on Molecular Structure I. J. Chem. Phys., 19, 1445. 

   b. Rudenberg, K., 1951. A Study of Two-Center Integrals Useful in Calculations on 

Molecular Structure II. The Two-Center Exchange Integrals. J. Chem. Phys., 19, 1459. 

2.a. Rico, J. F.  and  Lopez R., 1986. Recurrence Relations for the Expansion of  

Slater-Type Orbitals about Displaced Centers. J. Chem. Phys., 85, 5890. 

   b. Rico, J. F., Lopez, R.  and  Ramírez, G., 1989. Molecular Integrals with Slater 

Basis. I. General Approach. J. Chem. Phys., 91, 4204.        

   c. Rico, J. F., Lopez, R.  and  Ramírez, G., 1989. Molecular Integrals with Slater 

Basis. II. Fast Computational Algorithms.  J. Chem. Phys., 91, 4213. 

   d. Rico, J. F., Lopez, R.  and  Ramírez, G., 1990. Molecular Integrals with Slater 

Basis. III. Three-Center Nuclear Attraction Integrals. J. Chem. Phys., 94, 5032. 

3. Silverstone, H. J., 1966. On the Evaluation of Two-Center Overlap and Coulomb 

Integrals with Nonintger-n Slater-Type Orbitals. J. Chem. Phys., 45, 4337. 

4. Clementi, E. and  Raimondi, D. L., 1963. Atomic Screening Constants from SCF 

Functions. J. Chem. Phys., 38, 2686. 

5. Parr, R. G. and  Joy, H. W., 1957. Why Not Use Slater Orbitals of Nonintegral 

Principal Quantum Number? J. Chem. Phys., 26, 424. 

6. Geller, M., 1962. Two-Center, Nonintegral, Slater-Orbital Calculations: Integral 

Formulation and Application to the Hydrogen Molecule-lon. J. Chem. Phys., 36, 2424. 

7. Arfken B. G. and Weber H. J., 1995. Mathematical Methots For Physicists, Fourth 

Edt., Academic Press, London. 

8. www.mathworld.wolfram.com 

9. Mekelleche, S. M. and Baba-Ahmed, A., 1997. Calculation of the One-Electron 

Two-Center Integrals  Over Slater-Type Orbitals by Means of the Elipsoidal 

Coordinates Method. Int. J. Quant. Chem., 63, 843. 

10. Guseinov, I. I., Özmen, A., Yüksel, H., 1995. Computation of Clebsch-Gordan and 

Gaunt Coefficients Using Binomial Coefficients. J. Compt. Phys.,122, 345. 

11. Gautshi, W., 1979. A Computational Procedure for Incomplete Gamma Functions. 

ACM Trans. Software., 5, 466. 

http://www.mathworld.wolfram.com


 
59

 
12. Köksal, F. and Gümü , H., 1999. Atom ve Molekül Fizi i. Bilim yay nc l k, 

Ankara. 

13. Ölmez, H. and Y lmaz, V. T., 2004. Anorganik Kimya. Otak Form-Ofset Bas m 

San., Samsun. 

14. Lowe, J. P., 1978. Quantum Chemistry, Academic Press, London. 

15. London, F., Heitler, W., 1927. Wechselwrkung Neutraler Atome und 

Homöopolare Bindung Nach der Quantenmechanik Z. Physik, 44,455- 472. 

16.a. Jones, H. W., 1981. Computer-Generated Formulas for Two-Center Coulomb 

Integrals Over Slater Type Orbitals. Int. J. Quant. Chem. 20, 1217. 

     b. Jones, H. W., 1984. Computer-Generated Formulas for Three-Center Nuclear-

Attraction Integrals for Slater-Type Orbitals. Phys. Rev. A. 30, 1. 

     c. Jones, H. W., 1993. Benchmark Values for Two-Center Coulomb Integrals Over 

Slater-Type Orbitals.  Int. J. Quant. Chem., 45, 21. 

     d. Jones, H. W., 1997. Comprehensive Strategy for the Calculation of Overlap 

Integrals with Slater-Type Orbitals. Int. J. Quant. Chem. 61, 881. 

17.a. Barnett, M. P., 2000. Two-Center Nonexchange Integrals Over Slater Orbitals. J. 

Chem. Phys. 113, 9419. 

     b. Barnett, M. P., 2000. Symbolic Calculation of Auxiliary Functions for Molecular 

Integrals Over Slater Orbitals. Int. J. Quant. Chem. 76, 464. 

18. Slater, J. C., 1930. Atomic Shielding Constants. Phys. Rew., 36, 57. 

19. Todd, H. D., Kay, K. G. and Silverstone, H. J., 1970. Unified Treatment of Two-

Center Overlap, Coulomb, and Kinetic-Energy Integrals. J. Chem. Phys. 53, 3951. 

20. Trivedi, H. P. and Steinborn, E. O., 1983. Fourier Transform of A Two-Center 

Product of Exponential-Type Orbitals. Application to One- and Two-Electron 

Multicenter Integrals. Phys. Rew. A. 27, 670. 

21.a. Öztekin, E., Yavuz, M. and Atalay, ., 2001. Calculation of Overlap Integrals 

Using Recurrence-Based Algorithms. J. Mol. Str., 544, 69. 

     b. Öztekin, E., Yavuz, M. and Atalay, ., 2001. Formulas and Numerical Table for 

the Radial Part of Overlap Integrals with the Same Screening Parameters of Slater-Type 

Orbitals. Theoritical Chemistry Accounts. 106, 264. 

22. Cartmell, E. and Fowles, G. W. A., 1977. Valency and Molecular Structure. Butter 

Worths., London. 



 
60

 
23. Zener, C. and Guillemin, V., 1929. The B State of the Hidrogen Molecule. Phys. 

Rev. 34, 999. 

24. Özdo an, T., 2004. Fast and Stable Algorithm for Analytical Evaluation of Two-

Center Overlap Integrals Over Slater-Type Orbitals With Integer and Noninteger 

Principal Quantum Numbers. Int. J. Quant. Chem., 100, 69. 

25. Özdo an, T., Orbay, M., 2002. Evaluation of Two-Center Overlap and Nuclear 

Attraction Integrals over Slater-Type Orbitals with Integer and Noninteger Principal 

Quantum Numbers. Int. J. Quant. Chem., 87,15. 

26. Rico, J. F., Lopez, R.  and  Ramírez, G., 1988. Calculation of the one-electron 

two-center integrals with STOS using recurrence-based algorithms.  J. Comput.  Chem., 

9, 790. 

27. Öztekin, E., Yavuz, M., Orbay, M. ve Özcan, S., 2001. Calculation of Nuclear-

Attraction and Modified Overlap Integrals Using Gegenbauer Coefficients. Int. J. 

Quant. Chem., 90, 136.                   



 
61

 
8. EKLER  

EK A. n in tamsay oldu u örtme integrali  

Ç La_, Lb_, m_ :=
2* La+1 * 2* Lb+ 1 * La - m ! * Lb - m !

4* La+ m ! * Lb+ m !
;

H La_, m_, u_ :=
- 1 La- m- u 2 * 1+ - 1 La- m- u * La+ m+ u !

2La+1* u! * La- m- u
2

! * La+m+u
2

!
;

Nk n_, x1_ :=
2* x1 2* n+1

Gamma 2* n+ 1
;

Ayrd R_, x1_, x2_, n1_, n2_, m_, p_, r_, q_, t_, z_ :=

R 2 * x1+ x2 - n1- n2+2* m+p+r- 2*q+t+z- 1*

Gamma n1+ n2 - 2* m - p- r+ 2* q - t - z+ 1, R 2 * x1+ x2 ;

By R_, x1_, x2_, m_, p_, r_, x_, u_, t_, v_, z_ :=

- 1

1
mp+r+2* m- 2*x+u- t+v- z * Exp - R 2 * x1 - x2 * m

 

âm;

ortme n1_, n2_, La_, Lb_, m_, x1_, x2_, R_ :=

Nk n1, x1 * Nk n2, x2 *
R

2

n1+n2+1
* Ç La, Lb, m *

u=0

La- m

v=0

Lb- m

p=0

n1- m- u

r=0

n2- m- v

q=0

m

x=0

m

t=0

u

z=0

v

- 1 r- q- x+2 m+2 v- z * H La, m, u *

H Lb, m, v * Binomial n1 - m - u, p * Binomial n2 - m - v, r *

Binomial m, q * Binomial m, x * Binomial u, t *

Binomial v, z * Ayrd R, x1, x2, n1, n2, m, p, r, q, t, z *

By R, x1, x2, m, p, r, x, u, t, v, z ; 
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EK B. n in tamsay olmad örtme integrali  

H La_, Lb_, m_ :=

2 * La + 1 * 2 * Lb + 1 * La - m ! * Lb - m !

4 * La + m ! * Lb + m !
;

La_, m_, u_ :=

- 1 La- m - u 2 * 1 + - 1 La- m - u * La + m + u !

2La+1 * u ! * La- m - u
2

! * La+ m+ u
2

!
;

c n_, k_ :=
n !

k ! * n - k !
;

Nk n_, x1_ :=
2 * x1 2* n+1

Gamma 2 * n + 1
;

Qkat x_, p_ :=
- 1 p * Gamma p - x

p ! * Gamma - x
;

ai i_, a_ := a ^ - i - 1

 

Gamma i + 1, a ;

bj j_, b_ :=

If b =! = 0, - 1 ^ j + 1

 

ai j, - b - ai j, b ,

- 1 ^j + 1 1 + j ;

ortme2 n1_, La_, n2_, Lb_, m_, x1_, x2_, R_, s_ :=

Nk n1, x1 * Nk n2, x2 *
R

2

n1+ n2+1
* H La, Lb, m *

p=0

s

r=0

s

u=0

La- m

v=0

Lb- m

q=0

m

x=0

m

t=0

u

z=0

v

- 1 r- q- x+2 m+2 v- z * La, m, u *

Lb, m, v *

Qkat n1 - m - u, p * Qkat n2 - m - v, r *

c m, q * c m, x * c u, t *

c v, z * ai n1 + n2 - 2 * m - p - r + 2 * q - t - z,

R 2 * x1 + x2 *

bj p + r + 2 * m - 2 * x + u - t + v - z,

R 2 * x1 - x2 ;

For s = 1, s < 20,

Print s &&

Print

Timing Re N ortme2 n1, La, n2, Lb, m, x1, x2, R, s ,

20 ; s++
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EK C. Nükleer enerji integrali  

Ç La_,Lb_,m_ :=
2* La+1 * 2* Lb+1 * La- m ! * Lb- m !

4* La+m ! * Lb+m !
;

H La_,m_,u_ :=
-1 La- m- u 2* 1+ -1 La- m- u * La+m+u !

2La+1* u! * La- m- u
2

! * La+m+u
2

!
;

Nk n_,x1_ :=
2* x1 2*n+1

Gamma 2* n+1
;

ai i_,a_ := a^ - i- 1

 

Gamma i+1,a ;

bj j_,b_ :=If b=!=0, -1 ^ j+1

 

ai j,- b - ai j,b , -1 ĵ+1 1+j ;

Ayrd R_,x1_,x2_,n1_,n2_,m_, p_,r_,q_,t_,z_ :=

R 2 * x1+x2 - n1- n2+2*m+p+r-2*q+t+z-1* Gamma n1+n2- 2* m- p- r+2* q- t- z+1, R 2 * x1+x2 ;

By R_,x1_,x2_,m_,p_,r_,x_,u_,t_,v_,z_ :=
-1

1
mp+r+2*m-2*x+u-t+v-z* Exp - R 2 * x1- x2 * m

 

âm;

nukleer1 n1_,n2_,La_,Lb_,m_,x1_,x2_,R_,Za_ :=

-Za* Nk n1,x1 * Nk n2,x2 *
R

2

n1+n2
* Ç La, Lb,m *

u=0

La- m

v=0

Lb- m

p=0

n1- m- u

r=0

n2- m- v

q=0

m

x=0

m

t=0

u

z=0

v

-1 r-q-x+2 m+2 v-z* H La,m,u * H Lb,m,v *

Binomial n1- m- u- 1,p * Binomial n2- m- v,r * Binomial m,q *

Binomial m,x * Binomial u,t * Binomial v,z *

ai n1+n2- 2* m- p- r+2* q- t- z- 1,R 2* x1+x2 *

bj p+r+2* m- 2* x+u- t+v- z,R 2* x1- x2 ;

nukleer2 n1_,n2_,La_,Lb_,m_,x1_,x2_,R_,Zb_ :=

-Zb* Nk n1,x1 * Nk n2,x2 *
R

2

n1+n2
* Ç La, Lb,m *

u=0

La- m

v=0

Lb- m

p=0

n1- m- u

r=0

n2- m- v

q=0

m

x=0

m

t=0

u

z=0

v

-1 r-q-x+2 m+2 v-z* H La,m,u * H Lb,m,v * Binomial n1- m- u,p *

Binomial n2- m- v- 1,r * Binomial m,q * Binomial m,x * Binomial u,t *

Binomial v,z * By R,x1,x2,m,p,r,x,u,t,v,z *

Ayrd R,x1,x2,n1,n2- 1,m,p,r,q,t,z ;  
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