ONSOZ

Bu calisma, bes boliimden olusmaktadir. Birinci béliimde, ¢alisma ile ilgili
literatiir hakkinda bilgi verilmistir. Ikinci boliimde, matris tersleri ile ilgili tanim ve
teoremler verilmistir. Uctincii boliimde ise normlarla ilgili temel tanim ve teoremler
verilmistir.

Dérdiincii ve besinci boliim bu g¢alismanin esas kismint olusturmaktadir.
Dordiincii boliimde ilk olarak Catalan ve Motzkin sayilariyla tanimlanan Hankel

matrislerinin /, normlari igin st smirlar ve bu matrislerin Hadamard ¢arpiminin

Frobenius normu i¢in sinirlar elde edilmistir. Ozel olarak Teorem 4.1.1, Teorem

4.1.2, Teorem 4.1.3 ve Teorem 4.1.4 tarafimdan olusturulup ispatlanmistir. Daha

sonra Catalan sayilarna baglh tanimlanan A= [C(mod( j_iv’7))]:j=1 seklindeki circulant

matrisin Frobenius normu icin st sinir hesaplanmigtir.

n n
A= o bicimindeki circulant matrisin spektral normu igin alt ve {ist
mod(j—1i)

i,j=1
sinir elde edilmis ve bu matrisin grup tersinin normu incelenmistir. Ayrica bu matris

ile B:[M (m"d(j*i,”))]:jzl matrisinin Hadamard c¢arpimmin spektral normu

hesaplanmigstir. Yine Teorem 4.2.1, Teorem 4.2.2, Teorem 4.2.3 ve Teorem 4.2.4
tarafimdan olusturulup ispatlanmistir.

Besinci boliimde, dordiincti béliimde verilen bazi teoremler icin bilgisayar
programlari ve grafikler verilmistir.

Bu ¢alisma, Yrd. Dog. Dr. Necati TASKARA tarafindan yonetilmis ve Selguk
Universitesi Arastirma Fonu tarafindan 2003/042 nolu proje ile desteklenmistir. Bu
calismanin yiiriitilmesinde yardimci olan hocam Yrd. Dog. Dr. Necati TASKARA’

ya tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

Bir matrisi pozitif reel sayiya doniistiirme islemi olan matris normlar

matematigin ¢esitli alanlarinda 6nemli bir yer teskil eder. Ornegin, Ax=>, lineer

denklem sisteminin ¢oziilebilirligini karakterize eden k(A) :||A||”A"1H sart sayisinin

hesabinda matris normlarina ihtiyag¢ vardir.

Ayrica Ax =b lineer denklem sisteminin ¢oziimii A matrisi singiiler olmayan
kare matris ise x = bA™" seklindedir. Dolayisiyla “Baska matris tersleri tanimlanabilir
mi ? ” sorusu giindeme gelmistir.

M. P. Drazin (1958), halkalar iizerinde Drazin ters olarak bilinen
genellestirilmis tersin varligim ve tekligini gostermistir.

L. Erdelyi (1967), singiiler A ve B matrisleri i¢in

Ax=ABx
seklindeki matris denkleminin ¢ziimiinden hareketle yeni bir genellestirilmis matris
tersi tanimlamis ve bunu grup tersi olarak adlandirmistir.

C. Cao ve arkadaslart (2004), (AB)* = B*A* olmasi icin gerekli sartlari

incelemislerdir.

Matris carpimlarindan olan Hadamard carpimi periyodik fonksiyonlarin
konvoliisyonlarmin  trigonometrik  momentlerinde, integral denklemlerinin
cekirdeklerinin carpiminda, kismi diferensiyel denklemlerin zayif minumum
prensiplerinde ve olasilik teorisinde kullanilir,

Aym boyutlu ve elemanlar sifirdan farkh matrislerin ailesi Hadamard ¢arpma
islemine gore bir grup olusturur. Bu isleme gére matrisin tersi Hadamard tersi olarak
bilinir.

R. B. Bapat (1988), A elemanlar pozitif olan nxn tipinde simetrik bir matris
ve A’ nin bir tane pozitif 6z degeri varsa A matrisinin Hadamard tersinin pozitif yar
tanimli oldugunu gostermistir.

R. Reams (1999), A elemanlart pozitif olan nXxn tipinde simetrik bir matris
ise, A’ nin bir tane pozitif 6z degeri varsa ve A ters cevrilebilir ise A’ nin pozitif

taniml1 oldugunu gostermistir.



R. S. Varga (1976), singiiler olmayan bir simf matris i¢in ”A’l” nin st

sinirini incelemistir.

Y. Wei ve X. Li (2001), A ve E nxn matrisler ve Ind(A) = Ind(B) =1 olmak

L W Ll
S P A PYT I
] |44

Y. Wei ve H. Diao (2005), singiiler Toeplitz matrisin grup tersini alt ticgen ve

BB* icin list sinirlar elde etmistir.

B

iizere "B#

tist tiggen Toeplitz matrislerin ¢arpimlarinin toplami seklinde ifade etmislerdir.
Y. Wei ve arkadaglar1 (2006), singiiler Toeplitz matrisin Drazin tersini alt
ticgen ve st liggen Toeplitz matrislerin carpimlarinin toplami seklinde ifade

etmislerdir.

X. Cui (2004), A matrisinin singiiler olmasi durumundax(A)=|A[[A”

seklinde tanimlanan sart sayisini incelemis ve

inf4]]4”] = p(a)p(a”)
oldugunu gostermistir.

H. Diao ve Y. Wei (2005), A matrisinin Toeplitz, Hankel ve circulant

matrisler olmasi durumunda singiiler lineer yapisal (structured) sistem olarak bilinen

struct

Ax = b seklindeki 1 indeksli sisteminin x sart sayisini incelemislerdir. Ozelikle

Sstruct

yapisal olmayan sistemin sart sayisi K igin oranini hesaplamiglardir. Bu

oranin A matrisinin singiiler circulant matris olmasi durumunda

1 - K (A,x) -

< <1,
2, 2a |4 Kan(AX)

A matrisinin Hankel matrisi olmasi durumunda

1 KZz}z’nkel (A, x)
A" kA

ve A matrisinin Toeplitz matrisi olmasi durumunda
1 KA
V2[Afla] e, A T




seklinde oldugunu yani, yapisal sistemin sart sayisinin yapisal olmayan sistemin sart
sayisindan daha iyi oldugunu belirlemislerdir.

R. Arens ve M. Goldberg (1994), W =(w;) pozitif elemanli nxn matris

olmak iizere

Al .. =W 4

A=(a;)

seklinde bir norm tanimlamislardir. Bu norm igin

|48l .. <lAl, .18, .
veE

||Ak ||va < ||A||:V,w, k=12,..

Ozeliklerinin saglanmasi ile
(WY <D
olmasinin esdeger oldugunu gostermislerdir.

R. Mathias (1993), A matrisinin Hadamard operator normunu
4] =maxijacs]_:|B|<1}

seklinde tanmimlamistir. Genellestirilmis circulant matrisin Hadamard operator
normunu incelemistir.

S. Solak (2005), Fibonacci ve Lucas sayilarini kullanarak circulant matrisler
tanimlamis ve bu matrislerin spektral ve Euclidean normlart i¢in smirlar elde
etmistir.

R. Donaghey ve L. W. Shapiro (1977), Motzkin sayilarinin olustugu 14 farkh
durumu belirtmis ve Motzkin sayilar1 ve Catalan sayilar arasindaki iliskiyi
gostermislerdir.

M. Aigner (1998), Motzkin sayilarmi kullanarak

M() Ml Mn Ml M2 o Mn

M, M, - M, M, M; - M,
. . ve . .

Mn Mn+l M2n Mn Mn+1 M2n—1

seklinde Hankel matrisleri tanimlamis ve bu matrislerin determinantini hesaplamistir.

Bu calismada ise,



C2 C3 n+l
po G & G
Cn+l Cn+2 C2n
ve
]‘42 ]‘43 . il
po| e
Mn+1 Mn+2 M2n

seklinde ifade edilen Hankel matrislerinin Hadamard terslerinin [, normlarini

hesaplandi.
Daha sonra Catalan sayilarina bagh tanimlanan circulant matrisin spektral

normu igin {ist sinir elde edildi. Singiiler circulant matrisin EP matrisi olduguna

dikkat cekilerek
n n
A=
(mod(j —i,n) ji,j—l

seklindeki circulant matrisin grup tersinin Frobenius normu incelendi ve spektral

normu i¢in alt ve {ist sinirlar elde edildi. Ayrica bu matris ile B = [M(mod(j—i,n))]:jzl

matrisinin Hadamard ¢arpiminin spektral normu hesaplandi.



2. MATRIS TERSLERIi

2.1. Genellestirilmis Matris Tersleri

Bilindigi gibi herhangi bir A matrisinin tersinin olmasi igin kare matris olmasi
ve singiiler olmayan bir matris olmasi gerekmektedir. Bu durumda A matrisinin tersi
vardir , tektir ve A™' ile gosterilir. Ancak uygulamali matematigin cesitli alanlarinda
singiiler matrislerin ve dikdortgen matrislerin terslerine de ihtiya¢ duyulmaktadir. O
halde boyle matrislerin tersleri nasil hesaplanabilir? Bu tiir matrislerin terslerine
genellestivilmis ters denir. Bir matrisin genellestirilmis tersi asagidaki iic sarti
saglamalidir:

i) Singiiler olmayan matrislerin smifindan daha genis matrislerin sinifi i¢in olmalidir,
ii) Singiiler olmayan matrislerin tersinin sagladigi cesitli 6zellikleri saglamalidir,

iii) Singiiler olmayan matris igin alisilmis terse indirgenmelidir.

2.1.1. Moore-Penrose Tersi

Tanim 2.1.1.1. Ae C™" olsun.

AXA=A (1)
XAX = X )
(AX)" = AX (3
(XA)" = XA 4)

denklemlerini saglayan tek X € C™ matrisine A matrisinin Moore-Penrose tersi

denir ve A" ile gosterilir. Eger A singiiler olmayan bir matris ise X = A~ dir. (Ben-
Israel, Greville 1974)
Bu tanim 1955 yilinda Penrose tarafindan verilmistir. Ancak daha Once
Moore tarafindan baska bir sekilde verildigi i¢cin Moore-Penrose tersi olarak bilinir.
Tanim 2.1.1.1 deki dort denkleme Penrose denklemleri denir. Bu dort

denklemin bazilarini saglayan genellestirilmis tersler de vardir.



Tanim 2.1.1.2. Ae C™" olsun. (1), (2), (3) ve (4) Penrose denklemleri arasinda i., j.

ve k. denklemleri saglayan G € C"™" matrisine A matrisinin (,j,k)-tersi denir. (Ben-
Israel, Greville 1974)
Ornegin, A matrisi icin AGA = A ve GAG =G saglaniyorsa G matrisi A’ nin (1,2)-

tersidir.

2.1.2. Drazin Tersi

Moore-Penrose tersi ve diger (i,j,k)-terslerin en 6nemli 6zelligi bir lineer
cebirsel denklem sistemi igin bazi tip ¢Oziimler saglamalaridir. Yani bu tersler
“denklem ¢ozen” terslerdir.

Ancak bu tersler bazi gerekli ozelliklere sahip degillerdir. Ornegin, bu
terslerin A, Be C™" matrisleri igin
i) AA" =AA,
ii) (A")" =(A")",p>0
iii) lec(A) A ec(A)
iv) APMAT = A
sartlarimt saglayan A~,B” € C(i, j, k) olacak sekilde bir C(, j,k) smifi yoktur.
Uygulama alanlarma bagl olarak bir genellestirilmis tersin cebirsel denklem ¢6zen
terslerin ozellikleri yerine diger bazi 6zelliklere sahip olmasi istenebilir. Grup ve
Drazin tersler hem yukaridaki 6zellikleri saglar hem de singiiler olmayan matrisin
tersine (i,j,k)-terslerden daha ¢ok benzerler.

Not. Drazin tersi sadece kare matrisler i¢in tanimlanabilir.
Tanim 2.1.2.1. Ae C™" olmak iizere
R(A)={yeC".y=Ax, xeC"}
ifadesine A’ nin goriintiisii ve
N(A)={xeC": Ax=0}

ifadesine de A" mn sifir uzay: denir.



Lemma 2.1.2.1. A, C" tizerinde tanimlanan bir lineer déniisiim olsun.

C" = R(A") + N(A") olacak sekilde bir negatif olmayan k tamsayis1 vardir.

(Campbell, Meyer 1979)

Burada tanitilan k sayis1 olduk¢a nemlidir.

Tamm 2.1.2.2. A, C" iizerinde tamimlanan bir lineer déniisiim olsun.

C" = R(A*)+ N(A") veya denk olarak rank(A*) = rank(A*"") olacak sekildeki en

kiigiik negatif olmayan k tamsayisina A nin indeksi denir ve Ind(A) ile gosterilir.
Eger A ters cevrilebilir bir matris ise Ind(A) =0 dir. Ayrica Ind(0) =1 dir.

Tanmm 2.1.2.3. A C™ ve Ind(A) =k olsun.

i) XAX =X

ii) AX = XA

iii) A" X = A"

sartlarini saglayan tek X matrisine A’ min Drazin tersi denir ve A” ile gosterilir.

Teorem 2.1.2.1. Ac C"" ve Ind(A)=k >0 olsun. C singiiler olmayan matris ve N

indeksi k olan nilpotent matris olmak iizere
c 0}
A=P P
0 N

olacak sekilde singiiler olmayan P matrisi vardir. Ayrica

-1
AP =p ¢ 0 P!
0 0

dir. (Campbell, Meyer 1979)

Tanim 2.1.2.4. H € C™" matrisinin elemanlari asagidaki sartlari saglarsa H

matrisine Hermite Eselon Formda denir ve kisaca H.E.F. ile gosterilir.
i) H iist ticgen matris,

ii) i, ler O veya 1’ e esit,

iii) 1 <k < n seklindeki her kigin h,; =0 ise h, =0,

iv) h; =1 1ise k #i i¢in h,; =0 dur.



Singiiler bir matrisin Drazin tersi asagidaki gibi hesaplanabilir.

Algoritma 2.1.2.1. Ae C"™ ve Ind(A) =k olsun.

1) p, p = k olacak sekilde bir tamsay1 olsun. (p her zaman n’e esit alinabilir.)
2) A” matrisi HE.F.” ye indirgenir. (Bu matrisi H ,, ile gbsterelim.)

3) H ,, matrisinde sifirdan farkli kdsegen elemanlariin oldugu stitunlar belirlenir ve

AP
A" matrisinde buna karsilik gelen siitunlar secilir. Bu siitunlara v, v,, v;,...,v,
diyelim.

4) 1-H, matrisi hesaplanir ve sifirdan farkli siitunlar belirlenir. Bu siitunlara

VoV .,v, diyelim.

r+l2 V4200

5) Singiiler olmayan P =[v,,...,v,,v .,v, ] matrisi kurulur.

r+lo°”

6) P~' hesaplanir.

c 0
7) P"'AP hesaplanir. P AP = {0 N} formundadir. Burada C singiiler olmayan

matris ve N nilpotent matristir.

8) C' hesaplanir.

c' o
9) A” = P{ 0 O}P_l den A” hesaplanir. (Campbell, Meyer 1979)

-4 0 O
Ornek 2.1.2.1. A=|-2 2 2 | matrisinin tersini hesaplayalim.
-2 -2 =2

1) A matrisinin indeksini bilmedigimiz i¢cin p=3 alalim.
-64 0 O

A= 0 00
-64 0 O

100
2)H,=(0 0 0
00 0



0 00 0 0
4 1-H,=|0 1 0fdolayisiylav,=|1],v;=|0
0 01 0 1
-64 0 O
S)P={ 0 1 0
-64 0 1
-1/64 0 O
6)P'=| 0 1 0
-1 01
-4 0
-1 . 2 2
TP AP=| 0 2 2 |.Boylece C=—-4, N = )
0 -2 =2
1
8) C'=—-
) 4
-1/4 0 O -1/4 0 O
99 A°”=Pf 0 O OP'=] O 0 O
0 00 -1/4 0 O

Sonuc 2.1.2.1. A singiiler olmayan bir matris ise A” = A™" dir. (Ben-Israel, Greville
1974)

Teorem 2.1.2.2. A C™ ve Ind(A) =k olsun. p negatif olmayan bir tamsay1 ve
X € C™" matrisi XAX =X, AX = XA ve A" X = A” sartlarim sagliyorsa p >k

ve X = A” dir. (Campbell, Meyer 1979)
Lemma 2.1.2.2. Ae C™ i¢in asagidakiler dogrudur:
i) (A7) =(A")"
i) (A" =A"),1=12,..
iii) (A”)”)” = A” (Ben-Israel, Greville 1974)

Singiiler olmayan A ve B matrisleri i¢in

(AB)'=B'A™

dir. Bu 6zellik singiiler matrisin Drazin tersi i¢in saglanmaz. Yani

(AB)” # B"A”
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dir. Ancak A ve B matrisleri degismeli ise (AB)” = B”A” olur.

Teorem 2.1.2.3. A,Be C™ ve AB = BA ise
i) (AB)” = B’A” = A’B”

ii) A"B = BA” ve AB” = B"A

olur. (Campbell, Meyer 1979)

Tanim 2.1.2.5. Ae C™ ve p pozitif tamsay1 olsun. A€ 6(A) i¢in (A-A)"x=0

ve (A=A’ x#0 ise x vektoriine A 6z degerine karsilik gelen derecesi p olan
genellestirilmis 6z vektor denir. (Bronson,1970)

Bilindigi gibi singiiler olmayan bir A matrisi i¢in x” in A€ 6(A) 6z degerine
karsilik gelen derecesi p olan bir genellestirilmis 6z vektor olmasi i¢in gerek ve yeter
sart X’ in A~ matrisi icin 1 € 6(A™") 6z degerine karsilik gelen derecesi p olan bir
genellestirilmis 6z vektdr olmasidir. Bu 6zellik singiiler matrislerin Drazin tersleri

icin de saglanir.

Teorem 2.1.2.4. Ac C™ ve Ind(A) =k olsun.

i) A€ o(A) olmast igin gerek ve yeter sart " € 6(A”) olmasidir.
ii) X’ in A matrisinin 0# A€ 6(A) 6z degerine karsilik gelen derecesi p olan
genellestirilmis 6z vektdr olmasi icin gerek ve yeter sart x’ in A7 € 6(A”) 6z
degerine karsilik gelen derecesi p olan genellestirilmis 6z vektr olmasidir.
iii) x” in A =0 0z degeri igin genellestirilmis 6z vektor olmasi igin gerek ve yeter
sart xe N(A")= N(A") olmasidir. (Campbell, Meyer 1979)

A singiiler olmayan bir matris ise A , A’ nin bir polinomu olarak ifade
edilebilir. Bu 6zellik biitiin singiiler matris tersleri i¢in saglanmaz. Eger A kare matris
ise A" = p(A) olacak sekilde bir p(x) polinomu yoktur. Ancak A* nin Drazin tersi

her zaman A’ nin bir polinomu olarak ifade edilebilir.

Teorem 2.1.2.5. Ac C™ ise A” = p(A) olacak sekilde bir p(x) polinomu vardir.

(Campbell, Meyer 1979)
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Ispat. P ve C singiiler olmayan matrisler ve N indeksi k olan nilpotent matris olmak

C

lizere AzP[O }P"l yazilabilir. C singiiler olmayan bir matris oldugundan

C™' = ¢q(C) olacak sekilde bir g(x) polinomu vardir. Campbell ve Meyer (1979)’ ye

k+1

gore p(x) polinomu p(x) = x*[g(x)]**" seklinde tanmimlanabilir. Bu durumda

_Ck 0 q(C) 0 k+1 )
A) = A'lgA) =P r
p(A) [q(A)] 0 0}{ 0 q(N)}
[~k k+1
_ | C'a0)) 0} -
| 0 0
[ ~-1
=P ¢ O}Pl = AP
|0 0

Boylece ispat tamamlanir. (Campbell, Meyer 1979) m
Asagidaki teorem p(A)= A" olacak sekildeki p(x) polinomunun nasil

kurulacagini gosterir.

Teorem 2.1.2.6. Ac C"™" olsun. A, =0 olmak iizere {A,,4,,...,A,} -ler A matrisinin

farkli 6z degerlerini gostersin. m,, A, OzdeZerinin cebirsel kati ve

1 l

m—1

m=n—my,=m, +m, +...+m, olsun. p(x)=x"(a, +o,x+...+0o, x") derecesi

n-1 ve katsayilari

| —

= p(A
A p(A),
1 ,
- 2,_12 - p (A’i)’
D" (m -1

|
C D) 2‘ (1= 1,2,...,t
A«’_"[ p ( l) ( )

1

mXxm lineer denklem sisteminin tek coziimii olan polinom olsun. O zaman

p(A)= A" dir. (Campbell, Meyer 1979)
Ispat. Ae C™" matrisi Jordan formuna benzer oldugundan Campbell ve Meyer

(1979) gostermistir ki J =diag(B,,....B,] ve N =diag[F,,...F,] blok kdsegen
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J 0
matrisler olmak iizere A = T[O N}T' yazilabilir. Her bir B, , sifirdan farkli bir &z

degere karsilik gelen Jordan bloktur. Yani

2'l
0
0
0

1
A

0
0

00
1 0

0
0

0
0

0

A, 20 2.1

SX§

seklindedir. Her bir F; de sifir 6z deZerine karsilik gelen Jordan bloktur. Agik olarak

J singiiler olmayan ve N € C™™ indeksi k = Ind(A) < m, olan nilpotent matristir.

J7 0
Boylece A :T{ 0 O}T_l dir. N™ =0 oldugundan p(N)=0 dir ve

0
p(N)

p(J)

0

p(A) = T{ 0

a1 p(J)y O ., . ,
T =T 0 T~ dir. Campbell ve Meyer (1979) e

gore p(J) = diag[p(B,),...,p(B,)] oldugundan her j igin p(Bj):B;1 oldugunu

gostermek yeterlidir. (2.1) kullanilarak

I P’y p(A) P
l A Y
Pt 1! 2! (s—1)!
0 pay 2
p(Bj): p”(ﬂ‘l)
2!
p'(A)
1!
| 0 0 0 0 p(l,) 1o
R (=™
AoA A A
1 1 .
0o - ———
. A _ ;
= : :Bj
1
A
1
0 0 0 0 —
L A’l i

Boylece p(A) = A” olur. (Campbell, Meyer 1979) m
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Teorem 2.1.2.6 A” ’nin hesaplanmasinda kullanilir.

4 1 4 5
. 4 2 5 6 o
Ornek 2.1.2.2. Teorem 2.1.2.6 kullanarak A = ) { 3 3 matrisinin
-1 0 0 -1

tersini hesaplayalim.

A’ nin 6z degerleri 6(A) ={0,0,1,1} dir. Boylece m, =2 ve m, =2 olur.

Teorem 2.1.2.6 dan p(x) = x*(@, +a,x) ve A” = A’(a,I +,A) elde edilir. Burada

a, ve o,
l=pl)=a,+0o
—1=p'(1) = 2a, + 3¢,
sisteminin ¢dziimiinden ¢, =4 ve &, =—3 olarak bulunur. Boylece
1 2 3 3
b 5 -1 3 2 2
A" =A"(41 -3A) =
0 -1 -1 -1
0 -1 -1 -1
olur.

Her Ae C™" matrisinin iki tane 6nemli polinomu vardir. Bunlar minimal
olinom ve karakteristik polinomdur. Once A matrisinin minimal polinomu olan
p |y p
_d d-1
m(x)=x"+o, x" +..+tax+a,
polinomunu goz 6niine alalim. A singiiler olmayan matris olmasi igin gerek ve yeter

sart &, # 0 olmasidir. Bu durumda

1
Al =—— A" v, AT+, A+l
a()

olur. A matrisinin singiiler oldugunu farz edelim. A singiiler ise «, =0 dir.
O=0a,=0a,=..=a,, ve a; #0 olacak sekilde en kiiciik dogal sayiya i diyelim. Bu

i sayisina, sifir 6z degerinin indeksi denir. Asagidaki teorem gostermektedir ki A

matrisinin sifir 6z degerinin indeksi ile A’nin indeksi aymdir.
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Teorem 2.1.2.7. Ac C™" ve o, #0 olmak iizere m(x)=x" +o, x*" +..+ax',

A’ nin minimal polinomu olsun. Bu durumda i = Ind(A) dir. (Campbell, Meyer

1979)

Ispat. C singiiler olmayan matris ve N indeksi k olan nilpotent matris olmak iizere

c 0
A= P{O N}P" yazilabilir. m(A) =0 oldugundan, Campbell ve Meyer (1979)’ e

gore,
O=m(N)=N’+a, N +.+a, ,N" +a,N’
=(N“"+oa, N +..+aI)N’

olur. (N“"+a, N +..+a,1) ters gevrilebilir oldugundan N' =0 ve dolayisiyla
i 2 k elde edilir. i > k oldugunu kabul edelim. O zaman

APA" = AT
olur. m(x) = x'q(x) seklinde yazarsak

0=m(A) = A'q(A)

ve esitligin her iki tarafin1 soldan A” ile carparsak

0=A"g(4)
elde edilir. Boylece r(x)=x""'g(x) polinomu der{r(x)]< der[m(x)]ve r(A)=0

olan bir polinomdur. Bu da m(x)’ in minimal polinom olmasiyla celisir. O halde k=i

dir. (Campbell, Meyer 1979) m
Sonug 2.1.2.2. Ae C™, Ind(A) =k olsun ve m,, sifir 5zdegerinin cebirsel katini
gostersin. Her zaman m,, > k dir. (Campbell, Meyer 1979)

A” | A matrisinin karakteristik polinomuna bagh olarak da ifade edilebilir.
Teorem 2.1.2.8. Ac C™ ve Ind(A) =k olsun. A matrisinin karakteristik

denklemini
0=x"(x"" + B, X" +..+ B, ax+B,)=x"qx), (B, #0)

seklinde yazalim ve
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1 S -
(X" BT L+ B, 1) my, <n

I"(X) = ﬁmn

0, my=n

olsun. O zaman her [ >k icin A” = A'[r(A)]""" dir. (Campbell, Meyer 1979)
Ispat. m, = n ise A matrisi nilpotent matris ve dolayistyla A” =0 dir. m, <n

durumunu inceleyelim. Campbell ve Meyer (1979)’ e gore

0=A"q(A)
esitliginin her iki tarafi soldan (A”)™"" ile ¢arpilirsa
0=A"g(A)
ve buradan da
A” = AA"r(A)
elde edilir. Her iki tarafin (I+1)-inci kuvveti alinirsa
(A°)" = AAP[r(AY ™
ve her iki taraf soldan A’ ile carpilirsa
AP = A'[r(A)]"™"
elde edilir. (Campbell, Meyer 1979) m

Bir matrisin indeksi, matrisin boyutundan ve m, sifir 6z degerinin cebirsel
katindan fazla olamayacagi i¢in asagidaki sonug elde edilir.
Sonu¢ 2.1.2.3. Ae C™" icin A” = A"[r(A)]"™ = A™[r(A)]™"" dir. (Campbell,

Meyer 1979)
Teorem 2.1.2.9. A ve C kare matrisler, Ind(A) =k ve Ind(C)=1 ve

ufs ]

, |A” X
MP = .
0 C

olmak iizere

dir ve burada
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X = (AD)z[E(AD)"BC'}(I -CC”Y)+( - AAD){ki’ A"B(CD)’}(CD)2 —A”BC”

seklindedir. (Campbell, Meyer 1979)

Sonug 2.1.2.4. A kare matris ve

A B A O 0 O 0 B
M, = LM, = M, = M, =
0O 0 B 0 B A 0 A

seklindeki kare matrisler icin

[A” (A”)’B AP0 0 0
MP = , M? = . M= o s
0 0 B(A”)* 0 (A®)’B A

0 A°

. 0 B(AD)Z}

olur. (Campbell, Meyer 1979)
2.1.3. Grup Tersi

Grup tersi, Drazin tersin 6zel bir hali olmakla beraber 6nemli uygulamalar
vardir. Grup tersi adi I. Erdelyi tarafindan verilmistir. Clinkii verilen bir A matrisinin

pozitif ve negatif kuvvetleri birimi AA* olan bir degismeli gruptur. (Erdelyi, 1967)
Drazin tersi her kare matris i¢in vardir ancak grup tersi sadece indeksi 1 olan

matrisler i¢in vardir.

Tanmm 2.1.3.1. Ae C™ ve Ind(A)=1 ise A matrisinin Drazin tersine grup tersi

denir ve A" ile gosterilir. Yani, A"

i) A"AA" = A"
ii) AA" =A%A
iii) AA"A=A

denklemlerini saglayan tek matristir. Tekligi de asagidaki gibi gosterilebilir:
A matrisinin X ve Y gibi iki tane tersi oldugunu kabul edelim.
AX =XA=F ve AY =YA=F diyelim. Bu durumda
E=AX =AYAX = FE
F=YA=YAXA=FE
yazilabilir. Yani E = F dir. Boylece
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X=XAX =EX =FX =YAX =YE=YF =YAY =Y
olur. (Ben-Israel, Greville 1974)
Teorem 2.1.2.17 in 6zel hali asagidaki gibidir:

Sonuc 2.1.3.1. Ae C™ icin A* olmasi i¢in gerek ve yeter sart

olacak sekilde singiiler olmayan P ve C matrislerinin olmasidir. (Campbell, Meyer

1979)

Sonuc 2.1.3.2. A singiiler olmayan bir matris ise A* = A™ dir. (Ben-Israel, Greville

1974)

Lemma 2.1.3.1. Ae C"™" i¢in asagidakiler dogrudur:

i) (AH =A

i) (A")" =(A")"

iii) (A")* =A%), 1=12,... (Ben-Israel, Greville 1974)

Tanim 2.1.3.2. Ae C"™ ve rank(A) =r olsun. Eger A"A= AA" oluyorsa A
matrisine EP matrisi denir.

Teorem 2.1.3.1. Ac C"™" olsun. A” = A" = A" olmasi igin gerek ve yeter sart A
matrisinin EP matrisi olmasidir. (Campbell, Meyer 1979)

Ispat. A, EP matrisi ise A*A= AA"* dir. A" her zaman A matrisinin (1,2)-tersi
olugundan A* = A" = A” olur. Tersine A* = A" olsun. AA" = AA" = A"A=A"A

olur. Yani A matrisi EP matrisidir. (Campbell, Meyer 1979) m

EP matrislerinin en 6nemli 6rneklerinden biri circulant matrislerdir.

Tanim 2.1.3.3. i =1,2,...,n i¢in ¢, € C olmak iizere

n—1

Co Co2
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seklindeki matrise circulant matris denir. Bir circulant matris ilk satirin (veya siitun)
elemanlar ile temsil edilir. Diger satirlar ilk satir ile ayn1 elemanlara sahiptir ancak
her bir satirin elemanlart bir dnceki satirdan bir adim saga kaymistir. Circulant
matrisler denk olarak

j—i=k (modn)
olmak iizere

C=lc;1=1l¢]

seklinde de tanimlanabilir. (Davis, 1979)

Tanim 2.1.3.4. n >1 sabit bir tamsay1 ve

= 2\ .. (2«;
w=e =COS| — |+1S1n| —
n n

olsun.
1 1 1
1 o 111 w w"!
FH = IOl (R _ ' '
\/; [ Ii/—l \/; : :
1 wnfl . w(nfl)(nfl)

seklindeki matrise Fourier matrisi denir ve Fourier matrisi iiniterdir.
Teorem 2.1.3.2. C circulant matris ve i =0,1,...,n —1 igin A, —ler C matrisinin 6z
degerleri olsun. A, C matrisinin 6z degerlerinden olusan kdsegen matris, yani
A =diag(Ay, A, ... A, )
olmak iizere
C=F"AF
dir. (Davis, 1979)

A -lar skalerler olmak iizere

AT=1/A, A#0
AT=0, A=0

ve A =diag(A,,A,,.... A, ) igin,
A =diag(A, A" . A7)

seklindedir. Ayrica C matrisinin 6z degerleri
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n—1
A,0)=Y cw, j=01..n-1
k=0

seklindedir. (Davis, 1979)
Teorem 2.1.3.3. C circulant matris ve C = F” AF olmak iizere C matrisinin Moore-
Penrose tersi
C*'=F"A'F
seklindedir. (Davis, 1979)
Sonug 2.1.3.3. Circulant matrisler EP matrisidir.

Ispat. C circulant matris olmak iizere
CC*"=(F"AF)YF"AN'F)=F"AA'F
ve
C'C=(F"NF)YF"AF)=F"A'AF
seklindedir. A kodsegen matris oldugundan
AN =ANA
ve sonug olarak
CC'=C"C
elde edilir. m
C singiiler circulant matris ise indeksi 1’ dir. (Diao, Wei 2005)
Gergekten; C = F¥AF ve C> = F* A’F seklindedir. F” ve F matrisleri singiiler
olmayan matrisler oldugu icin
rank(C) = rank(F " AF) = rank(A)
ve
rank(C*) = rank(F" A’F) = rank(A*)
olur. A kosegen matris oldugundan rank(A)=rank(A>) ve sonuc olarak
rank(C) = rank(C?) elde edilir. indeks tanimmdan C matrisinin indeksi 1 olur.
Yani, singiiler circulant C matrisi icin C* = C* dir.

Sonuc 2.1.3.4. C* matrisi normal matristir.
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Ispat.
cHCH" =(FIANFYF"AN F)"
=F'ANT A" F=F"(AH"A'F
=(F'NF)'(FI'ANF)
=(CcH"c?
elde edilir. m

2.2. Hadamard Tersi

Ayni boyutlu ancak kare olmayan herhangi A ve B matrisleri i¢in alisilmis
matris ¢arpimi1 AB tanimlanamaz. Ancak bu matrisler i¢in Hadamard ¢arpimi1 Ao B
tanimlanabilir. Alisilmis matris ¢arpimi gibi Hadamard carpimi da birlesme ve
toplama iizerine dagilma 6zelligine sahiptir. Hadamard ¢arpimina gore birim eleman
matrisi biitiin elemanlar1 1 olan matristir ve bu matris J ile gosterilir. Hadamard
carpimina gore matrisin ters elemani Hadamard tersi olarak bilinir. Matrislerin
Hadamard ters g¢evrilebilir olmasi i¢in elemanlarinin sifirdan farkli olmasi gerekir.
Hadamard carpiminin alisilmis matris carpimindan en onemli farki degismeli
olmasidir. (Horn, 1990)

Hadamard c¢arpimi  genis bir uygulama alanma sahiptir. Periyodik
fonksiyonlarm konvoliisyonlarinin trigonometrik ~ momentleri, integral
denklemlerinin ¢ekirdeklerinin ¢arpimi, kismi diferensiyel denklemlerin zayif
minumum prensipleri ve olasilik teorisindeki karakteristik fonksiyonlar bunlara

ornek verilebilir. (Horn, Johnson, 1991)
Tanim 2.2.1. A C™" ve Be C™" matrisleri igin
AoB=la;b;]
seklinde tanimlanan ¢arpima A ve B matrislerinin Hadamard ¢arpimi denir.
Teorem 2.2.1. (Schur Carpim Teoremi) Ac C™" ve Be C™" pozitif yart tanimli
matrisler ise Ao B de pozitif yart tanimlidir.
Ae C™" matrisi pozitif yari tammh ise Schur teoremi
Ao A=|a,)?]

Hadamard ¢arpiminin ve
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Ao(AoA)=l@a,)’]
carpiminin ve dolayisiyla, k =1,2,... igin,
A" =a,)]
seklindeki A matrisinin biitiin pozitif tamsay1 kuvvetlerinin pozitif yari tamimh
olmasinm garanti eder. (Horn, 1990)

Tamm 2.2.2. a; # 0 olmak lizere A =[a;]e C™" matrisi verilsin.

]
a;

seklinde tanimlanan matrise A matrisinin Hadamard tersi denir. (Horn, 1990)
Bir matrisin Hadamard ters gevrilebilir olmasi i¢in elemanlarinin sifirdan
farkli olmasi gerekir. Ancak matrisin elemanlari i¢inde sifir bulunmasi durumunda

tanimi asagidaki gibi genellestirebiliriz.

Tanim 2.2.3. A=[a;]e C™" verilsin.

1
ey | a; #0
A =34,
0, al.j=0

seklinde tanimlanan matrise A’ nin genellestirilmis Hadamard tersi denir.

Teorem 2.2.2. Ae R™" matrisi pozitif elemanli, bir tane pozitif 6z degere sahip

simetrik matris olsun. Bu durumda A*“" pozitif yar1 tammdir. (Bapat, 1988)
Teorem 2.2.3. Ae R™" matrisi pozitif elemanli, bir tane pozitif 6z degere sahip
simetrik matris olsun. Eger A matrisi ters ¢evrilebilir ise A"

(Reams, 1999)

pozitif tanimhidir.

Lemma 2.2.1. A,BeR"" olsun. De R"™ ve EeR"™" kdsegen matrisler olmak

lizere
D(Ao B)E =(DAE)o B=(DA)o(BE)=(AE)o(DB)= Ao (DBE)
dir. (Horn, Johnson, 1991)

Tanim 2.2.4. Ae R™ singiiler olmayan matris olmak iizere

P(A)=AcA™"
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ve
@, (A)=Ao(A™
ile gosterilir. (Horn, Johnson, 1991)

Lemma 2.2.2. Ae R™" singiiler olmayan matris ve D,E € R"™" singiiler olmayan

kosegen matrisler olmak iizere
i) ®,(DAE) =P, (A)
ii) ®(DAE) = (D 'E)'®(A)D'E)
olur. (Horn, Johnson, 1991)
A singiiler matris ve Ind(A) =1 olsun. Tanim 2.2.4." deki ®(A) ve ®,(A)
ifadelerini bu A matrisi i¢in yazarsak
Pf(A)= Ao A
D5 (A)= Ao (A"
olur. ®*(A) ve P (A) icin Lemma 2.2.2 saglanmaz, ancak A matrisi circulant

matris ise asagidaki lemma elde edilir.

Lemma 2.2.3. Ae R™" singiiler circulant matris ve D,E € R"™" skaler matrisler

olmak iizere
i) ®7(DAE) = ®7(A)
ii) ®¢(DAE)=(D'E)"'®*(A)XD'E)
olur.
Ispat.
i) D ve E singiiler olmayan matrisler oldugu ig¢in rank(DAE) = rank(A) dir.
Tanimdan

®$(DAE) = (DAE) o (DAE)*)" (2.2)
yazilir. D, E ve A matrisleri circulant matris oldugu i¢in

(DAE)* = E*A*D*

E ve D singiiler olmayan matrisler oldugu icin E* = E™' ve D* = D' dir. (2.2)

denklemi tekrar diizenlenir ve Lemma 2.2.1 g6z 6niine almirsa
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®¢(DAE) = (DAE) o (D™ )(A")" (E™))
=(DA)o (D™ (AH)")
= Ao (A" =DL(A)
elde edilir.

ii) ®¢(DAE) nin tammm ve Lemma 2.2.1 kullanilarak,

®¢ (DAE) = (DAE) o (DAE)*
=(DAE)o(E"'A*D™)
=(E"'DAE)o(A*D™)
=((D'E)"'AE)o(A*D™)
=((D"'E)"A)o(A*D'E)
=(D"E)" (A A")(D'E)
=(D"'E)" ®*(A)(D'E)

olur. m
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3. NORMLAR
3.1. Vektor Normlari

Tanim 3.1.1. (V,+) degismeli bir grup ve (F,+,-) bir cisim olsun. Her a,be F ve
her u,ve V icin,

i) aueV,

ii) a(bu) = (ab)u,

iii) (a+b)u=au+bu,

iv) au+v)=au+av,

v) lu =u (1, F cisminin birim elemanidir.)

aksiyomlar saglanirsa V kiimesine F' cismi lizerinde bir vektor uzay: (veya lineer
uzay) denir.

Tamm 3.1.2. V, F cismi tizerinde tanimlanmis bir vektdr uzay1 olmak tizere
[:v —&r*

doniistimii her u,ve V ve ae F igin

i) [u[ 20 ve [u|=0<u=0,

i) Jou] = afu]

i) u +v] <o + o]

aksiyomlarini saglarsa bu dontisiime norm, V uzayina da normlu uzay denir.
3.2. Matris Normlar

Tamm 3.2.1. M, (F) elemanlar1 F cisminden alinan nXn matrislerin kiimesini
gOstermek iizere

H:m,(F)—R"
dontistimii her A,Be M (F) veher e F icin,

i) [A|=0 ve [A|=0< A=0,
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i) Jot] = od|A]

i) 4+ B] < ] +[B].

iv) [AB] <A

aksiyomlarini saglarsa bu doniisiime matris normu denir. Matris normu Ae M (F)

icin ||A|| ile gosterilir. Eger sadece i), ii) ve iii) aksiyomlar1 saglanirsa bu norma

genellestirilmis matris normu denir.
Y ukaridaki norm aksiyomlarini saglayan bazi matris normlari su sekilde
verilebilir:

A, nXn matris olmak iizere

n
.
L gj<n 4 n v

p

ifadesine A matrisinin siitun normu,

JA]. = max ) fe,
ifadesine A matrisinin satir normu,
1/2
n
W =[Sl | ==
i,j=1
ifadesine A matrisinin Frobenius (Euclidean veya Schur veya ! ,) normu,
||A||2 = max{ \/m:l , A" A’ nin 6z degeri}
ifadesine A matrisinin spektral normu,
" 1/p
ALl | azpes
i,j=1
ifadesine A matrisinin ¢, normu denir.
Herhangi bir |||| matris normu i¢in eger A ters cevrilebilir bir matris ise
AA™" =1 olacagindan
Il =Jaa™] <[l

olur ve
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_ I
=

seklinde A~ icin alt sinir elde edilir.
Tamm 3.2.2. A matrisinin mutlak degerce en biiyiik 6z degerine A’ nin spektral

yarigapt denir ve p(A) ile gosterilir.
Teorem 3.2.1. Herhangi bir |||| matris normu igin
pA <[4
esitsizligi saglanir.(Noble, 1969)
Teorem 3.2.2. ||A|| <1 ve ||I || =1 ise I + A singiiler olmayan matristir ve

1

<[+ a)|< T

L
1+[4]
saglanir. (Noble, 1969)

Ispat A.’ler A matrisinin 6z degerleri olmak {izere Teorem 3.2.1° den |ll.| <1 dir.

Noble (1969) a gore I+ A’nin 6z degerleri 1+ A, ’ler oldugundan I+A oz

degerleri sifirdan farkli ve dolayisiyla 7+ A ters ¢evrilebilir bir matristir.

I+AI+A)"'=1 3.1
ve
J1]=1
oldugundan
L<fr+ A+ Ay < @+ A +a)’| (3.2)

elde edilir. Ayrica yine Noble (1969)" a gore (3.1) esitligi yeniden diizenlenirse
(I+A)"'=1-AU+A)"
ve
[+ A | <1+|ad + a7 | <1+]Afjad+a)7| (3.3)

olur ve (3.2) ve (3.3) den ispat tamamlanir. (Noble, 1969) m

Tanmm 3.2.3. Herhangi bir Ae M, matrisi ve U,V € M, iiniter matrisleri i¢in

lvav]=[A]
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ise bu norma iiniter invaryant matris normu denir.
||UAV||F = ||AF || ve ||UAV|| )= ||A|| , dir. Yani Frobenius normu ve spektral

norm {initer invaryant matris normlaridir. (Horn, Johnson 1985)

2

Teorem 3.2.3. Herhangi bir Ae C™" matrisi igin ||A||i > i|li| dir ve
i=1

2

||A||i = 2|/li| olmasi i¢in gerek ve yeter sart A matrisinin normal olmasidir.

(Horn, Johnson 1985)
Lemma 3.2.1. Ac C™ | rank(A) =r ve Ind(A) =1 olsun. Bu durumda
#| _1ly _ #
|aa]=lr - 4’|
olur. (Wei, 1999)
Ispat. Wei (1999), gostermistir ki A matrisinin Schur pargalanisindan Q iiniter

matris, B kdsegen elemanlarn sifirdan farkh bir matris ve C ksegen elemanlart sifir

olan bir matris olmak tizere

A—olB Dl
—QOCQ

yazilabilir. rank(A) = rank(A*) oldugundan C =0 elde edilir. Sonug 2.1.2.4’den

. B (B)’'D| ,
Af =
Q[O ; }Q

olur. Buradan
ve

elde edilir ve sonugta
|aa]=Jr - aa’|
olur. (Wei, 1999) m

Tanim 3.2.4. A, mXn matris olsun.



28

r(A) = /i‘aij‘z,i=1,2,...,m
j=1

ifadesine A matrisinin Euclidean satir uzunlugu ve

c;(A)= /2\%\2,]'=1,2,...n

ifadesine de A matrisinin Euclidean siitun uzunlugu denir. (Horn, Johnson 1991)

Teorem 3.2.4. A, B ve C mXn matrisler ve A= BoC olsun. r,(B) = max ’Z‘bl_j‘z
i =

n
2
ve ¢,(C) = max /Z‘cu‘ olmak iizere
J i=1

|A], < 1. (B)e,(C)

dir. (Mathias, 1990)
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4. MATRISLERIN TERSLERININ NORMLARI

Bu boliimde Catalan ve Motzkin sayilarindan faydalanilarak tammlanan
matrislerin normlar1 incelendi.

Catalan sayilar1 bir tamsay1 dizisidir ve Euler’in ¢okgen bdlme problemi olarak
bilinen “n-kenarli bir diizgiin cokgen kac tane farkli n-2 tane ticgene boliinebilir?”

sorusunun cevabidir. Bir Catalan sayisi

C = 1 (2n)  (2n)!
" n+l| n (n+1)!n!

seklinde formiile edilir. Boylece ilk sayilar

n 0 1 2 3 4 5 6
C, 1 1 2 5 14 42 132
seklindedir.

Tanim 4.1. Herhangi bir f(x) fonksiyonunun

fx)= Za”x”
n=0
seklinde seri acihminda {a,,q,,a,....} katsayilar1 bir say1 dizisi veriyorsa f(x)

fonksiyonuna iiretici fonksiyon (generating function) denir. f(x) iiretici fonksiyonu

bazen de enumerate olarak adlandirilir.

Asagidaki tabloda iiretici fonksiyonlara drnekler goriilmektedir:
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n? f(x) seri
1 X x+x"+x°
1-x

n X x+2x> +3x" +4x*
(1-x)?

n’ x(x+1) x+4x" +9x° +16x"
(1-x)*

n’ x(x* +4x+1) x+8x% +27x°
(1-x)*

n x(x+1D(x* +10x+1) x+16x* +81x°
(1-x)°

(http://mathworld.wolfram.com)

Catalan sayilari i¢in iiretici fonksiyon

IzVlzax -4 ZCnx”:1+x+2x2+5x3+...
n=0

seklinde verilmektedir. (Deutsch, Shapiro 2001)

Motzkin sayilar1 da bir tamsay1 dizisidir. Donaghey ve Shapiro (1977) bu
sayilar1 14 farkh sekilde ifade etmislerdir. Ozellikle (0,0)” den (0,n)’ e sadece (1,0),
(1,1) ve (1,-1) adimlarimi kullanarak giden yol sayisi Motzkin sayisidir. Motzkin

sayillart M, =1, M, =1 olmak iizere

seklindedir. Motzkin sayilari i¢in iiretici fonksiyon

- 1-2x-3c Z x”:1+x+2x2+4x3+9x4+21x5+...

2x° e
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seklindedir. (Aigner 1998)

Catalan ve Motzkin sayilari arasinda

n
Mn = ;(2](}](
" (n
C =
n+l ;[k}wk

seklinde bir iligski bulunmaktadir. (Aigner 1998)
Teorem 4.1. Her n 21 i¢in asagidakiler dogrudur.

. M M
i) <

M
i) ——<3
M

n—1

. M
iii) im—*=3
n—seo Mnfl

dir. (Aigner 1998)
Catalan ve Motzkin sayilarinin en giizel 6zeliklerinden biri Hankel

matrislerine uygulamalandir:

c, C C,
a=|C G G (“.1)
¢, C G
ve
¢, C, C,
= & O 4.2)
c oc. . oC

Hankel matrislerinin determinant1 1°dir. (Aigner, 1999)

Ayrica
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M, M, M, ]
k=" M M 43)
Mn Mn+l M2n |
ve
M, M, M, ]
p=|M Mo M (3.4
Mn Mn+1 M2n—1 .
olsun.
Her nicin detK =1 dir. Ayrica n =0,1 i¢in; detL =1 (mod6), n=2,5 i¢in;
detL =0 (mod6) ve n=3,4 icin; det L =0 (mod6) dir. (Aigner 1998)
Tanim 4.2. p >1 olmak iizere
&(p)= ;n—
fonksiyonuna Riemann zeta fonksiyonu denir.
4.1. Catalan ve Motzkin Sayilarina Bagh Tanimlanan Hankel Matrislerinin
Hadamard Terslerinin Normlari
Bu boliimde
¢, C C..
p=| O G G 45)
Coi Con G,
ve
M2 M3 n+l
T 46)
M M M

2n

seklinde Hankel matrisleri tanimlanarak, bu matrislerin Hadamard terslerinin ¢

normlart i¢in iist sinirlar elde edildi. Buna bagh olarak (4.1) ve (4.2) de verilen
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Hankel matrislerinin Hadamard terslerinin ¢ » normlarinin {ist smirlar verildi.

Ayrica bu matrislerin Hadamard carpimlarinin Frobenius normu igin smirlar
hesaplandi.

Teorem 4.1.1. D matrisi (4.5) deki gibi tanimlansin. Bu durumda 1< p < e olmak

o= 1
o, < e

Ispat. Matrisin ¢ , hormunun tanimindan

o n k n—1 —k
T YL L

k=1 k=1 “~n+k+1

uzere

tist sinir1 gegerlidir.

olur. Buradan birinci toplam icin
y ko _y L 4.7)
k=1 Ckp+1 k=1 kp

oldugunu n tizerinden tiimevarimla ispatlayabiliriz.

n=1 i¢in saglandig1 aciktir.

n-1e N i¢in
n—l1 n—l1
k 1 4.8)
k=1 C[H ok
ifadesinin dogru oldugunu kabul edelim.
ne N i¢in
Lok o'
<X
k=1 Ck+1 k=1 k
oldugunu gosterelim. C,,, > n” oldugundan
Lt n 1
Cn+l nz Cn+l n
ve dolayisiyla
n 1
T < Y] (4.9)



elde edilir. Boylece (4.8) ve (4.9) ifadelerinden 7 i¢in esitsizlik ispatlanir. (4.7)

ifadesinde n — o igin limit alinirsa

vk
imY <)
nﬁwk:lc

k+1

1
n+1

2
olur. Diger taraftan C, = ( n] olmasindan faydalanarak
n

1 [2n+2] (2n+2)!

Con ne2| nl | aoiaril dneo
C, 1 (2n (2n)! n+2
n+l\ n (n+1)!(n)

o .. C . .
elde edilir. Her n > 4 i¢in CLH > 3 dir. Bunu tiimevarimla ispatlarsak

n

C
n:4igin—5:£:3
c, 14
C
n=5igin—6:Q2
c.
C, 4s5-2

N

n=s-1 icin =3 olsun.

C._, s+l

S5

C
n=s igin —* = ds+2 >3 oldugunu gostermeliyiz.
C, s+2
4s—2
S+1 >3 45-2>35+3= ds+2>35+6
s
= 45+2>3(s+2)
:>4s+223
s+2
olur.
“n-k n-1 n-2 n-3 1
= + + o
k=1 C;f+k+1 C;f+2 Crf+3 Crf+4 C2pn

toplami goz oniine alinirsa,

n =2 igin

n =73 igin

34

(4.10)
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n =4 icin

olmasindan faydalanarak

Cn+k+1 2 3Cn+k 2 27Cn+k—2 2 C4Cn+k—2

on—k < = on—k :L’H n—k
1 Clun 0 GG, CUIiFClun,
yazabiliriz.
« n—-k n-1 n-2 n-3 1
= Chun G G Cy Cons
ve
n—1 > n—2 > n—3 > > 1
O A O Crs
oldugundan
S on—k SL"" n—k SL(n—l)2
@ G G0, G CL
elde edilir. Burada C”, > (n—1)* ve dolayisiyla 0 < (nc—pl)2 <1 olur. Sonug olarak
n-l1

n—l _ _1\2
nek 1=’ 1
“cr.. o crocr, Ccl

n+k+1

“.11)

olur. Boylece (4.10) ve (4.11) den ispat tamamlanir. m

Sonug 4.1.1. A matrisi (4.1) deki gibi tanimlansin. Bu durumda 1< p < e olmak

HA“%hspb+gqn+£?

lizere

dir.

Ispat. Norm tanimindan
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ve birinci toplam i¢in
Sk +1 =k +1

3+
o C 5 C

k

k

Ii

L]
Ii

Bl

yazabiliriz. Burada

Ly U |
) cr <Zk—p (4.12)

k=2 k=1

olur. Gergcekten n <5 i¢in (4.12) nin dogru oldugu aciktir.

n—1eNigin
n—1 + n—1
k+l g 1 (4.13)
= C! o k7
dogru olsun. Hern > 5 i¢in C, > n* ve her n >3 i¢in C, > n+1 oldugundan
C? L dir. Ayrica L<l old da g6z Oniine
n = 2 2 y c ugu da goz
alinarak
ntl 1 (4.14)
cr n”

elde edilir ve (4.13) ve (4.14) den n € N igin dogru oldugu goriiliir. Bdylece

k41 S|
Y cr <3+;k—p

k=0

olur ve bu ifadede n — oo igin limit alinirsa

hm

f’l‘)<>°

bulunur.

n—1

< —p oldugu da Teorem 4.1.1. deki gibi gosterilebilir. m

k=0 n+k+l 2

Sonug 4.1.2. B matrisi (4.2) deki gibi tanimlansin. Bu durumda 1< p < e olmak

o(— 1
||B( “”p < p{1+§(p)+c—3p

uzere

tist st gecerlidir.
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Teorem 4.1.2. D matrisi (4.5) deki gibi ve B matrisi (4.2) deki gibi tanimlansin. Bu

durumda
|DeB | <4n
F
dir.

Ispat. Do B"“" matrisi

¢ G G
Cl C2 Cn
C3 C4 Cn+2
o) _| A T~
DB - Cz C3 C;:Hl
Cn+l Cn+2 .. C2n
L Cn Cn+1 C2n71 a

seklindedir. Buradan Frobenius normu tanimindan
P n C 2 n—1 C 2
HD . Bc(—w” — Zk Kl |y Z(n — )| ke
U= L O k=1 Coar

olur. Her £ 21 icin

Ci :4k+2:4— 6 < 4 oldugundan
C, k+2 k+2

n’—n — 160>

“DOB«—nHi < 16gk+16g(n—k) - 16”2;” +16
ve
HDoB°<‘“H <4n
F

elde edilir. m

Teorem 4.1.3. N matrisi (4.6) deki gibi tanimlansin. Bu durumda 1< p < co olmak

uzere

o(= 1
“N( DH,, < p/C(p)+M4p

tist sinir1 gegerlidir.

Ispat. Norm tanimidan

olur. Timevarim yontemiyle



I AU |

< _
k=1 M/<p+l ; kp
oldugunu gosterelim.
n=1 i¢in saglandig1 aciktir.
n-l1e Nigin
n—1 n—1
Ly L
k=1 M/fﬂ k=1 k]?
< > N 1
dogru olsun. M ,, 2 n~ oldugundan < — ve dolayisiyla
n+l n
n 1
< —
M?P n’

n+l

ifadesi ve (4.15) gbz 6ntine alinirsa

ne N i¢in

n n
£yt
a M, Sk

esitsizligi dogrudur. Bu ifadede n — o i¢in limit alimirsa

Lk
lim <¢(p)
I,

elde edilir.

M
Her n >1 igin M—"“ > 2 dir. Gergekten

n

M
n=1igin —+=2>2
Ml

M
n=2igin —=2>2
2

S

n=s—1 icin

> 2 dogru oldugunu kabul edelim.
s—1

n =y icin Teorem 4.1 i) den faydalanarak

23 Ms SMS+1 = &22

s—1 s s

olur.

38

(4.15)

(4.16)
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toplamini inceleyelim.

1 —_—
nzZiginZ’2 k: !

p p
o Msy, M,

1 1
n—31(;1nz - <—
M Ms M6 M;

e 2 1 1
n=4 icin Z > p+ p< >
o M, M M7 M, M,

n+l

Genel olarak her n > 2 icin 2 2 olmasindan faydalanarak

n

M >M M

n+k+1 4 n+k-3
ve
i & n—k 1 (n-1 n-2 1
YL = B . + . +...+ .
k:1 n+k+l1 k:1 n+k 3 M4 Mn72 Mnfl M2n74
olur. M, , <M, <..<M,, , vedolaysiyla
n—-1_ n-2 1
> >, >
M, M, Mj,,
oldugundan
= on—k 1 (n=1?°
k=1 Mf+k+l Mf Mf—z
g > y (n=1)°
bulunur. n25 i¢in M,_, 2 (n—1)" oldugundan 0 < ———<1 ve
n-2
n-1 1
Z (4.17)

P
n+k+l M

bulunur. (4.16) ve (4.17) den ispat tamamlanir. m

Sonug 4.1.4. K matrisi (4.3) deki gibi tanimlansin. Bu durumda 1< p < e olmak

1
< I

lizere

||
P

tist simir gecerlidir.
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Ispat.
I i e
g’]“; :3+ki2]]‘v;rkp1
,
kzllzcwipl<§ki” (4.18)

elde edilir. n>6 icin M, >n”> ve M, > n den faydalanarak M >n” ve n>3

- n+l1 1 c gl .

icin M, 2n+1 olmasindan faydalanarak Tl <— olur ve (4.18) esitsizliginin
yon

dogrulugu goriiliir. Ikinci toplam da Teorem 4.1.3 deki gibi gosterilebilir. m

Sonug 4.1.5. L matrisi (4.4) deki gibi tanimlansin. Bu durumda 1< p < oo olmak

HL:(—l)“p < 1+&(p)+ Ml;’
dir.

Teorem 4.1.4. N matrisi (4.6) deki gibi ve L matrisi (4.4) deki gibi tanimlansin Bu

uzere

durumda

o], <30

tist sinir1 gegerlidir.

2 2
Ispat. HN o L““”“ZF = ;k(ﬁ[—l“J + i(n - k)(%] olur. Teorem 4.1 ii) den

k=1 n+k

faydalanarak
HN 0 E(_l)“i < 9ik + 9f(n —k)=9n"
k=1 k=1
ve
[N o] <3n
F

elde edilir. m



4.2. Circulant Matrislerin ve Circulant Matrislerin Terslerinin Normlari

Teorem 4.2.1. A=[q;]],_ ve a; =C

(mod( j—i,n)

) olsun. Bu durumda

Ja | < Lfs- 171 2n* +3n’ +n)
2 18 4"
dir.
: 2n < PR, (1) . .
Ispat. C, = oldugu g6z oniine alinirsa A™~ matrisi
n+1{ n
1 1 1
0 1(2 1{2(n=1)
N 1 0 2|1 n| n-1
Co C1 Cn—l 1 1 1
1 1 1
AT C C_ C _ l 2(n-1) 0 1 (2(n-=2)
A . n| n-1 0 n—1{ n-2
RERNERIE ;
¢, C C —
1 2 0 1(2 1 (4 0
201 3|2 0
seklindedir.
RS !
0 2 2(n—1)
0 1 n—1
1 RS 1
B 2(n—1) 0 2(n—-2)
n—1 0 n—2
11 1
2 4 0
1 2 0
ve
1 2 n
n 1 n—1
C=]. .
2 3 1
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olmak iizere A" = Bo C seklinde yazilabilir. Teorem 3.2.4 den

—_

2
2 n-l 1 n—l 1 n—1 k’
r,(B) = max b, = = 1+ = N+
1 " \/;‘ | ; 2% Y =2k Y \/ ;’((k+1)(k+2)...(2k)]
k k
k >1 igin
k+12£+125+12m22
2 3

ve dolayisiyla

1 2

k+1 k+2

A

<...<

N | =

oldugu goz 6niine alinirsa

SR O Y N ey
e,(0)=max Y|, = \/z""kz z\/é(2n3+3n2 +n)

Boylece |4 < \/ ! (7 _ )(2;13 +3n® +n) elde edilir. m

elde edilir.

2 ﬁ 4n71

Sonug 4.2.1. A matrisi Teorem 4.2.1 deki gibi olsun. Bu durumda

nfl/p“A“*”Hp < m

dir.
Ispat. Teorem 4.1.1 deki gibi yapilir.

n

Teorem 4.2.2. A = [aij]ﬁ o Ve a; E( ] olsun. Bu durumda

mod(j —i,n)

J@m+DC, —1<|A], <(m+1)C, -1

esitsizligi gegerlidir.

. n(nY  (2n
Ispat. Z . = olmasindan faydalanarak
k=0 n

=8 =)
F o\ k n
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dir. Bu esitligin her iki tarafini n ile boler ve karekok alirsak

1 3 2n B
=)

<[lal, <[],

olur ve

1
FH,

1 [Zn}
C,=
n+l{ n

Ja+DC, -1 <|A|, (4.19)

bulunur. Diger taraftan, A = B o C olacak sekilde

esitsizliginden ve

olmasindan faydalanarak

n
B=(b;)=1" (mod(j—i,n)} §<]
b, =1, /

n
.= 1 < g
C:(ci].)=<clj (mod(j—i,n)} l_]

i> ]

c; =1,

matrislerini tanimlayalim.

_ 2
VI(B)zmaXWIZ‘bv‘Z = [k ) Z - V 2”
' j j=l :0
at n 2n
¢ (C)= max /Z‘ p L Cin kz;’ K n

|4, ( ] 1=(n+1)C, -1 (4.20)
n

o~

olur. (4.19) ve (4.20) dan ispat tamamlanir. m

Sonug 4.2.2. B=[b,],_, ve b; =M 4.y Olsun. Bu matris i¢in

nfl/p“B“*”Hp < m

tist sinir1 vardir.



Teorem 4.2.3. B matrisi Sonug 4.2.2 deki gibi ve A matrisi Teorem 4.2.2 deki gibi

tanimlansin. Bu durumda

oAl <C,.,~M

n
tist st gecerlidir.

Ispat. Bo A = K matrisi

n n n
MO Ml Mn—l
0 1 n—1
n n
Mn—l MO Mn—2 "
BoA=K = n—1 0 n—2
n n n
M, | M, 5 M, 0

seklindedir. Bu matrisi

n
D=(d;)= \/Mm"d(f"""” {mod(j —i ”)}

veE

n
E=(e;)= \/M<m°d(f"’"” '[mod(j —i ”)J

2 (n
olmak tizere K = D o E seklinde yazabiliriz. C,,, = Z(k}vlk oldugu goz 6niine

k=0

alinarak Teorem 3.2.4 den

’ﬁ(D):miaX /Z‘b,j‘z = n_le[ZJ:\/CnH_Mn
J

k=0

¢ (E)= m?xwllZ\c,jr :] :z:i,Mk(Z]:\/Cnu -M,

K], =1B> 4], <C,.. -,

olur. Boylece

elde edilir. m

Teorem 4.2.4. A matrisi Teorem 4.2.2. deki gibi tanimlansin. Bu durumda
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alt simim gecerlidir.
n—1 2

Ispat. A* matrisi normal oldugundan Teorem 3.2.3 den HA’*H?F = Z‘/lj(A#)‘ dir. A
7=0

matrisinin 6z degerleri

n—1
/lj(A)=Z(Z}M‘ j=0,1,.,n-1 4.21)
k=0

seklindedir. (4.21) ifadesi diizenlenirse

n—1 n n—1 1 n 1 ‘
A.(A)= =|1+— - = T41) =1
/A Z&(k} = (n—k)k! k)'k‘ ( W]J Nz (W T

ve A" matrisinin 6z degerleri

1 . B
lj(A#)zm j=0l,...,n—-1
seklindedir.
#2:n—ll.A#2:n—l;
T
ve

(1+w')" :[n)w’” +[n}w(”‘“ +[n}v””‘2) +...+[ " )wj +[n}
0 1 3 n—1 n

oldugundan
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n—1 1
Sy 5 |
- n

—0‘(14‘ j) ‘ j

vV
i
f=] —_

[\
B}
.
.

ve sonucta

elde edilir. m
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5. NUMERIK SONUCLAR

Bu boliimde, 4.boliimdeki bazi teoremlerde gecen esitsizlikler icin C program
dilinde yazilan bilgisayar programlar1 verildi. Programlar yardimiyla esitsizliklerin
aldig1 degerler tablolar halinde verildi ve bu degerlere karsilik gelen grafikler ¢izildi.

Grafik ¢iziminde Curve Expert 1.1 programi kullanilmistir.

Program 1:

/* Teorem 4.1.1°de Z ]Z < Zkip icin */
k=1 k+1 k=1

#include<stdio.h>

#include<conio.h>

#define deger 100

main()
{
int i,k;
float c[deger],sonuc1=0.0,sonuc2=0.0;
c[0]=1.0;
for(i=0;i<=deger;i++)
{
c[i+1]=0.0;

for(k=0;k<=1;k++)
cli+1]=c[i+1]+c[k]*c[i-k];
printf("\n ¢[%d] sayisi : %f",i+1,c[i+1]);
}
for(k=1;k<deger;k++)
sonucl=sonucl+(k/((c[k+1])*(c[k+1])*c[k+1]));
for(k=1;k<deger;k++)
sonuc2=sonuc2+(1./(k*k*k));

printf("\n Toplam 1 = %1.8f",sonucl);
printf("\n Toplam 2 = %1.8f",sonuc2);
getch();



p=2 i¢in;

LEERSvCxoewuauhsr W oW

100

Tablo 5.1.

n

vk

)4
k=1 Ck+l

0.25000000
0.33000000

0.34530613
0.34757370
0.34786066
0.34789327
0.34789670
0.34789702
0.34789705
0.34789705
0.34789705
0.34789705
0.34789705
0.34789705

Bu degerlere karsilik gelen grafikler asagidaki gibidir:

3.6e-01

3.2e-014
3.0e-01+
2.8e-01

2.6e-01+

24e-01+——

3.4e-01+

L

Sekil 5.1.

T T
2.0e-01 1.8e+01 3.7e+01 5.5e+01 7.3e+01 9.2e+01 1.1e+02

T T T T T

n—1 1
Z kP

k=1

1.00000000
1.25000000

1.36111116
1.42361116
1.46361113
1.49138892
1.51179707
1.52742207
1.53976774
1.59366302
1.61103916
1.61961925
1.62473297
1.63488400
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1.7e+00 T
1.6e+005
1.4e+005
1.3e+005
1.2e+005

1.1e+00

9.4e-01+——

Sekil 5.2.

T
2.0e-01 1.8e+01 3.7e+01 5.5e+01 7.3e+01 9.2e+01 1.1e+02

T

T

B




p=3 i¢in;

=
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50
100

Tablo 5.2.

0.12500000
0.14100000
0.14209330
0.14214729
0.14214946
0.14214954
0.14214954
0.14214954
0.14214954
0.14214954
0.14214954
0.14214954
0.14214954
0.14214954

Bu degerlere karsilik gelen grafikler asagidaki gibidir:

1.4e-01

1.4e-014

1.4e-014
1.3e-014
1.3e-01+

1.3e-01+

1.2e-01+—

— T

Sekil 5.3.

T
2.0e-01 1.8e+01 3.7e+01 5.5e+01 7.3e+01 9.2e+01 1.1e+02

T T T T T

n—1 1

o kP

1.00000000
1.12500000
1.16203701
1.17766201
1.18566203
1.19029164
1.19320714
1.19516027
1.19653201
1.20074284
1.20148253
1.20173657
1.20185292
1.20200646

49

1.2e+00 T
1.2e+005
1.1e+005
1.1e+005
1.1e+005

1.0e+00

9.8e-01+——

L e e
2.0e-01 1.8e+01 3.7e+01 55e+01 7.3e+01 9.2e+01 1.1e+02

T

Sekil 5.4.

T

R
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Program 2:

n—1 _
/* Teorem 4.4.1 de n—k

1 el
< — esitsizligi i¢in */
= C P
k=1 ~n+k+1 4

#include<stdio.h>

#include<conio.h>
#define deger 6
main()
{
int i,k,n,s;
float t,c[deger*2],sonuc1=0.0,sonuc2=0.0;
n=deger;
c[0]=1.0;
s=2%n;
for(i=0;i<=s;i++)
{
c[i+1]=0.0;
for(k=0;k<=1;k++)
cli+1]=c[i+1]+c[k]*c[i-k];
printf("\n c[%d] sayist : %f",i+1,c[i+1]);
}

for(k=1;k<=(n-1);k++)
{
t=c[n+k+1]*c[n+k+1]*c[n+k+1];
sonuc l=sonuc1+((n-k)/t);
}
printf("\n\n\n Toplam 1 = %1.8f",sonucl);
getch();



p=2 icin;

Bu degerlere karsilik gelen grafik asagidaki gibidir:

p=3 i¢in;

=

O 0N B~ Wi

Tablo 5.3.

n—1 n_k

V4
k=1 Cn+k+l

0.00510204
0.00119118
0.00018353
0.00002329
0.00000263
0.00000027
0.00000003
0.00000000

1
c!

0.00510204
0.00510204
0.00510204
0.00510204
0.00510204
0.00510204
0.00510204
0.00510204

5.6e-03 1
4.7e -035
3.7e -03;
2.8e -03;
1.9e -03;

9.4e-04-

0.0eH00+——

1.3e+00

L B s e e
2.7e+00 4.1e+00

5.5e+00

Sekil 5.5.

o
6.9e+00 8.3e+00

T T 9%

9.7e+00

51



Tablo 5.4.

n—1 n— k 1
n ; C:+k+1 C4p
2 0.00036443 0.0003644
3 0.00002743 0.0003644
4 0.00000133 0.0003644
5 0.00000005 0.0003644
6 0.00000000 0.0003644

Bu degerlere karsilik gelen grafik asagidaki gibidir:

4.0e-04 ]
3.3e-04;
2.7e-04£
2.0e-045
1.3e-045

6.7e-05

0loe-"oo-III|III|III?-I_’_I+|VII|IVI
1.6e+00 24e+00 3.2e+00 4.0e+00 4.8e+00 b5.6e+00 6.4e+00

Sekil 5.6.

Program 3.



/* Teorem 4.1.3° de Z

P
k=1 k+1

al b e e e
< kz_fk_” esitsizligi igin */

#include<stdio.h>
#include<conio.h>
#define deger 10
main()

{

int 1,k;
float M[deger],sonuc1=0.0,sonuc2=0.0;
M[0]=1.0;M[1]=1.0;
for(i=2;i<=deger;i++)
{
M[i]=M[i-1];
for(k=0;k<=i-2;k++)
M[i]=M[i]+M[k]*M[i-2-k];
printf("\n M[%d] sayisi : %1.8f",i,M[i]);
}
for(k=1;k<deger;k++)
sonucl=sonucl+(k/(M[k+1])*(M[k+1])*(M[k+1])));
for(k=1;k<deger;k++)
sonuc2=sonuc2+(1./(k*k*k));
printf("\n\n Toplam 1 = %]1.8f",sonucl);
printf("\n\n Toplam 2 = %]1.8f",sonuc?2);
getch();

p=2 icin;

53
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100

Tablo 5.5.

n—1 k

)y

k=iM )

k+1

0.25000000
0.37500000
0.41203704
0.42110735
0.42302969
0.42340168
0.42346877
0.42348024
0.42348212
0.42348242
0.42348248
0.42348248
0.42348248
0.42348248
0.42348248
0.42348248

n—1 1

1 k”

1.00000000
1.25000000
1.36111116
1.42361116
1.46361113
1.49138892
1.51179707
1.52742207
1.53976774
1.54976773
1.55803216
1.59366302
1.61103916
1.61961925
1.62473297
1.63488400

Bu degerlere karsilik gelen grafikler asagidaki gibidir:

4e-01
4.1.-.4115
3.7e-01£
3.4e-01;
3.0@.4115
2.7e-015

2.3e-01+——— T T T U
2.0e-01 1.8e+01 3.7e401 55e+01 7.3e401 9.2e+01 1.1e+02

Sekil 5.7.
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1.7e-lm4
1.6&-"!15
1.4e+m5
I.ZEME
1.2&-"!15

1.1e+00+

9.4e-01]

vvvvvvvvvvvvvvvv

20e-01 18e+01 3.7e+01 55e401 7.3e+01 9.2e401 1.1e+02

Sekil 5.8.

vvvvvvv



p=3 i¢in;
Tablo 5.6.
n=1 k n—1 1

n kZ:l’ le+1 k=1 k?

2 0.12500000 1.00000000
3 0.15625000 1.12500000
4 0.16036522 1.16203701
5 0.16079715 1.17766201
6 0.16083485 1.18566203
7 0.16083778 1.19029164

8 0.16083799 1.19320714
9 0.16083801 1.19516027
10 0.16083801 1.19653201
20 0.16083801 1.20074284
30 0.16083801 1.20148253
40 0.16083801 1.20173657
50 0.16083801 1.20185292
100 0.16083801 1.20200646

Bu degerlere karsilik gelen grafikler asagidaki gibidir:

1.6e-01

1.6e-01

1.5e-01-
1.4e-01-
1.4e-01

1.3e-01-

55

1.2e+00 T
1.2e+005
1.1e+005
1.1e+005
1.1e+005

1.0e+00

9.8e-01+——

T T T T T

T T T T

T

L0+

20e-01 180401 3.7e401 55e+01 7.3e401 92401 1.1e+02 20e-01 18e+01 3.7e401 55e+01 7.3e+01 9.2e401 1.e+02

Sekil 5.9. Sekil 5.10.

Program 4:



n—1 _
/* Teorem 4.1.3 de n—k

1
< —— esitsizligi i¢in */
k=1 Mn+k+1 f ; s
#include<stdio.h>
#include<conio.h>
#define deger 8
main()
{
int 1,k,n;
float t,m=0.0,h=0.0,M[deger*2],sonuc1=0.0,sonuc2=0.0;
n=deger;
M[0]=1.0:M[1]=1.0;
for(i=2;i<=2%n;i++)
{
M[i]=M[i-1];
for(k=0;k<=i-2;k++)
M[i]J=M[i]+M[k]*M[i-2-Kk];
printf("\n M[%d] sayisi : %t",i,M[i]);
}

for(k=1:;k<=(n-1);k++)

{
t=M[n+k+1]*M[n+k+1]*M[n+k+1];
sonucl=sonuc1+((n-k)/t);

}

printf("\n\n\n Toplam 1 = %1.8f" ,sonucl);

getch();

}

p=2 icin;



Bu degerlere karsilik gelen grafik asagidaki gibidir:

p=3 icin;

=

e ~IN-JcCIEN o NV RSNV 8

Tablo 5.7.

”Z‘: n—k
k=1 M:f+k+l
0.01234568
0.00491962
0.00128699
0.00027983
0.00005435
0.00000978
0.00000166
0.00000027
0.00000004
0.00000001
0.00000000

1
M

0.01234568
0.01234568
0.01234568
0.01234568
0.01234568
0.01234568
0.01234568
0.01234568
0.01234568
0.01234568
0.01234568

1.4e-02 ]
1.1e -02{
9.1e -035
6.8e -035
4.5e -03;
2.3e -03;

0.0e+00

T T
1.0e+00 3.0e+00

5.0e+00

% T%

Sekil 5.11.

U

7.0e+00 9.0e+00

9T —T—9%

1.1e+01

1.3e+01

57



Tablo 5.8.
on—k 1

n ; M:f+k+1 M4p

2 0.00137174 0.00137174
3 0.00022350 0.00137174
4 0.00002362 0.00137174
5 0.00000205 0.00137174
6 0.00000016 0.00137174
7 0.00000001 0.00137174
8 0.00000000 0.00137174

Bu degerlere karsilik gelen grafik asagidaki gibidir:

1.5e-03 i
1.3e-03€
1.0e-03€
7.5e-04€
5.0e-04€

2.5e-04-

0.0e+00

T T T T

T T 9T
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1.4e+00 2.6e+00 3.8e+00 5.0e+00 6.2e+00 7.4e+00 8.6e+00

Sekil 5.12.

6. SONUC VE ONERILER
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Bu calismada Ax =5 singiiler lineer denklem sisteminin sart sayisi

K(A) = ||A||HAD H hesabindan yola c¢ikilarak 6nce A matrisinin singiiler circulant matris

olmasi durumunda EP matrisi oldugu gosterilmistir. Buna baglh olarak

n n
A=
(mod(j —i,n) )i,j—l

seklinde tamimlanan circulant matrisin normu ve bu matrisin grup tersinin normu
incelenmigtir. Diger yandan bazi matrislerin Hadamard terslerinin normlar
incelenmistir. Ilk olarak Catalan ve Motzkin sayilarina bagli tanimlanan Hankel
matrislerinin  Hadamard terslerinin ¢, normlari igin ((p) Riemann zeta
fonksiyonuna bagli {ist smirlar elde edilmistir. Ayrica bu sayilarla tanimlanan
circulant matrisin Hadamard tersinin ¢ , normu bulunmustur. Daha sonra ise Catalan
sayilarma bagli tanimlanan circulant matrisin Hadamard tersinin spektral normu
incelenmistir.

Yapmis oldugumuz bu calismaya bagh olarak baska EP matrislerinin varlig

ve matrislerin Hadamard tersleriyle ilgili ¢aligmalarimiz devam etmektedir.
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