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OZET
GRAFLARDA BASKINLIK VE TOTAL BASKINLIK SAYISI
TACKIN, Nasire
Yiiksek lisans tezi Matematik Bolimii
Danismani: Dog. Dr. PinarDUNDAR

Subat 2006, 37 sayfa

Her birlestirilmis graf bir iletisim ag1 modeli olarak disiiniilebilir. Graf
teoride iletisim aglarindaki komsuluk kavrami {izerine tanimlanmig ¢esitli dlgtimler
kullanilmaktadir. Baskinlik ve total baskinlik sayilari bunlardandir. Bu sayilar
aglarda is denetimi, gorev paylasimi kisaca hiyerarsi problemlerinin ¢dzlimiinde

kullanilmaktadir.

Bu caligmada baskinlik ve total baskinlik sayilari incelenmistir. Cesitli
graflarda degerleri arastirilmistir. BOylece bulunan kesin degerler yardimiyla;
hiyerarsi problemi olarak adlandirilan problem grafla ifade edilerek bu problemin

¢Oziimiine deterministik bir yaklasimda bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Iletisim aglari, graflar, komsuluk, baskinlik sayilari
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ABSTRACT
DOMINATION AND TOTAL DOMINATION NUMBER
IN GRAPHS
MSc¢ Mathematics Department
Supervisor: Dog. Dr. Pnar DUNDAR

February 2006, 37 pages

We can think every connected graph like a communication network model.
In Graph Theory, we use different measurements on communication networks that
contain the neighborhoods’ concept. For example, domination and total domination
numbers. This concept used for solving work supervision and work sharing

problems.

In this thesis, domination and total domination numbers were defined and
investigated. These numbers values were researched in different graphs. Thus a

deterministic approach was found for solving hierarchy problems.

Key Words: communication networks, graphs, neighborhood, domination

numbers.
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GIRIS

Graf teoride, bir iletisim ag1 modeli olarak ele alinan grafin iletisimini
kuvvetlendirmek  amaciyla  ¢esitli  Ol¢limlerinden  yararlanilmaktadir.Bu
Olctimlerden olan baskinlik ve total baskinlik sayilari ile diger Slgiimlerin aksine
bolgesel sekilde iletisim aglarini kuvvetlendirmek amaglanmaktadir. Bu dl¢limler

cesitli graf modelleri i¢in arastirilmaktadir.

Bu c¢aligsma dort boliimden olusmaktadir. Birinci bolimde; graf, graflarda
birlestirilmislik dl¢iimleri,temel graf kavramlar1 ve islemleri verilmistir. ikinci
boliimde; graflarda baskinlik ve farkli baskinlik sayilari tanimlar verilmis ve 6zel
graflarda baskinlik sayis1 degerleri incelenmistir. Ugiincii béliimde; graflarda total
baskinlik sayist ve 6zel graflarda total baskinlik sayisi degerleri arastirilarak
sonuglar teoremlerle ifade edilmistir.Dordiincii boliimde ise bir hiyerarsi problemi
olarak Satran¢ (Chess) Problemleri verilmistir.Bu problemler graflarla ifade
edilmig, coziimleri total baskinlik sayist kullanilarak hesaplanmistir.Buradaki
uygulamanin amaci; bir hiyerarsi probleminin deterministik ¢éziimiiniin baskinlik

sayis1 kullanilarak bulunabilecegi diisiincesinin gosterilmesidir.






BOLUM 1

1.1. Graf ve Graflarda Birlestirilmislik Ol¢iimleri

Bir G=(V(G),E(G)) grafi, tepeler(vertices) denilen bos olmayan bir
V' (G)sonlu objeler kiimesi ile birlikte, ayritlar(edges) denilen G ’nin farkli tepe
ciftlerinin diizensiz siralanist olan bir E(G)(bos olabilir)kiimesidir. Biz sadece,

yonlii ayritlar1 ve bukleleri olmayan basit, birlestirilmis graflar ele alacagiz.

|V(G)| =n ve |E(G)| =m olsun. Bir grafin iki tepesi arasinda ayrit varsa, bu
tepeler bitisiktir.

Bir u tepesinin acik komsulugu N(u)olarak gosterilir ve u ’ya bitisik olan
V(G) deki tim tepeleri icerir. Bir v tepesinin kapah
komsulugu; N[v]= N (v)u{v} dir. Bir grafta olabilecek tiim ayritlar igeriliyorsa
buna tam(complete) graf denir ve K ile gosterilir. u,v € V(G)tepeleri i¢in bir u-
v yolu(path); tepelerin ve ayritlarin birbirini takip ettigi bir dizidir, bu dizi
u tepesiyle baglar ve v tepesiyle biter. Dizideki her ayrit 6niindeki tepe ile birlesir
ve bu birbirini izler. Daha da o6tesi, bu dizide higbir tepenin tekrari yoktur.
V(G)’deki her tepe cifti icin, bu iki tepe arasinda bir yol varsa, G grafi
birlestirilmistir(connected). n tepeli bir yol; P ile gosterilir. n tepeli bir ¢evre
(cycle),C , baslangict ve bitisi aym tepe olan bir yoldur. Bir agac(tree);
birlestirilmis cevre igermeyen bir graftir. Bu tanim ile yollar, agaglardir. Fakat bir
agacin yol olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, maksimum derecesinin 2 olmasidir. Bir
yildiz(star); diger tiim tepelerin bir tek tepeye bitisik olarak igerildigi bir agagtir.

n-tepeli bir yildiz graf; K|, olarak gosterilir.



Bir G grafinin birlestirilmisligi(connectivity); graftan ¢ikarildigi zaman grafi
baglantisiz (disconnnected) ya da trivial graf yapan minumum tepe sayisidir.

x = k(G) ile gosterilir.

Bir G grafinin bagimsizhik sayis1 (independence number); S < V(G)

olmak tizere, S ’deki herhangi iki tepe arasinda G grafinda ayrit yok ise S ’ye
G 'nin bagimsiz kiimesi denir. G ’deki en ¢ok elemanli bagimsiz kiimesinin

eleman sayisina G ’nin bagimsizlik sayis1 denir. S = f(G)ile gosterilir.

Bir G grafinin ortii sayisi (vertex cover number); S < V' (G) olmak lizere,

her bir ayritin enaz bir u¢ noktasi S ’de ise, S kiimesine G grafinin bir ortii kiimesi
denir. En az elemana sahip olan ortii kiimesinin eleman sayisina ise G grafinin

ortii sayisi denir. @ = a(G) ile gosterilir.
1.2. Graflarda Temel Islemler
1.2.1 Graflarda Basit Toplama Islemi

G,, G, birlestirilmis graflar olmak {iizere; swrastyla G(V,,E,), G(V,,E,) iken
VinV,=0,E NE, =0 olacak seklinde tanimlansin. Bu iki grafin basit toplama
islemi;

Vv, € G, tepesi ile Vv, €G, tepesinin bir e, aynti ile birlestirilmesidir,
bigiminde tanimlanur. Iki grafin basit toplami

G; @ G; seklinde gosterilir.

1.2.2 Graflarda Seri Toplama Islemi

G,,G,,....G, birlestirilmis graflar olmak {izere; swrasiyla G(V,E)),

G¢\,,E,),...G(V ,E ) iken



VoaV,m.nV, =0 ve EENE,N..NE =

olacak sekilde tanimlansin. Ilk olarak G, ile G,arasinda G, @ G, islemi uygulanr.
Ardindan G, ile G;arasinda G, @ G, islemi uygulanir ve bu sekilde devam edilerek

en sonunda G

n-1

ile G, arasindaki G, , ©G,islemi uygulandiktan sonra

G @G, ®...® G, seritoplama islemi tamamlanmis olur.

1.2.3 Graflarda Corono Islemi:

Tepe ve ayrntlart birbirinden ayrik ,birlestirilmis G,veG, graflar icinG,
grafinin bir kopyasinin G, ’in her tepesi ile basit toplanmas: islemi Corona adiyla

bilinir. Bu islem ‘0’ ile gosterilir. G, 0G, # G, oG, esitsizligi agiktir.

1.2.4. Graflarda Carpma islemi:

1.2.4.1. Graflarda Basit Carpma:

Tepe ve ayritlari birbirinden ayrik G, ve G, birlestirilmis graflari igin,
G, ® G, grafinda (u,,v,) tepesi ile (u v j) tepesi birlestirilir eger:
u;=u, ve v, tepesiile v, tepesi G, de birlestirilmis ise

ya da

V=V, Ve u, tepesi ile u; tepesi G; de birlestirilmis ise.



1.2.4.2. Graflarda Dense ¢carpim
Verilen tepe ve ayritlari birbirinden ayrik G, ve G, birlestirilmis graflar igin,
(#,u,); G, ’de birbirine bitisik tepeler,ve(v,,v,); G,de birbirine bitisik tepeler

olsunlar:

G e G, grafinda (u,,v,) tepesi ile (u j,vj) tepesi ile birlestirilir eger:
u;=u, ve v, tepesiile v, tepesi G birlestirilmis ise, ya da
v,=v, ve u, tepesiile u; tepesi G birlestirilmis ise ya da

(4,u,); G ’de birbirine bitisik tepeler, ve(v,,v,); G,’de birbirine bitisik

tepeler ise.

1.3. Ozel Graflarin Temel Birlestirilmislik Ol¢iimleri
K, Tam Grafi:

e Ancak n—1 tane tepenin ¢ikarilmasindan sonra trivial (asikar,K;) oluyor.

Boylece x(K,)=n—1.

¢ Biitiin tepe ciftleri birbiri ile komsu oldugundan, hangi tepe secilirse segilsin bu

tepeye bitisik olmayan bagska bir tepe bulunamayacag i¢in, S(K,)=1.

e Grafin icerebilecegi tiim ayritlar tam grafta yer aldigindan ve her ayrit1 6rtmek
icin en azidan bir u¢ noktasi secileceginden dolayi, tiim ayritlarin ortiilmesi i¢in

en az n—1 tane tepenin secilmesi gerekmektedir. a(K,)=n—1.



P Yol Grafi:

n=2ise herhangi iki tepeden birinin ¢ikarilmasi ile graf tek bir izole tepe

olacaktir.

n>2ise grafin uc¢ tepeleri harig, graftan herhangi bir tepenin ¢ikarilmasi ile

graf baglantisiz olmaktadir. Boylece x(P,)=1"dir.

Tepelerinin ard arda dizilerek olusturdugu seride, bir tepeyi secip ardindan
gelen, ona komsu olan tepe secilmeyecek sekilde bir sonraki tepe secilerek
maksimum bagimsizlik kiimesi olusturulur. Bdylece tepe sayisi ¢ift olan yol

icin B(P,)=n/2olur. Tepe sayisi tek ise; uclardaki her iki tepe segilebilecegi
icin; B(P)=[n/2].

Tim ayntlarin ortiilmesi icin gerekli en az tepe sayisini bulmak igin; ikinci
tepeyi(en biiyiik dereceli) secerek baglayalim. Bu tepe ugtaki tepe ile olan ortak
ayrit1 ve kendine baglh diger ayrit1 6rtmiis oldu. Tekrar islem tekrarlanarak, bu

tepenin saginda ona komsu olmayan diger tepe secilerek yolun ayritlart ortiiliir.

Boylece n tek ise; o(P,)= {EJ , n ¢ift ise; a(P,) =% dir.

C, Cevre Grafi:

Graftaki herhangi bir tepeden diger tepeye farkli iki yoldan gidilebilecegi i¢in
tek bir tepenin ¢ikarilmasi grafin baglantisiz olmasi ic¢in yeterli degildir.
Cikarillan tepeye komsu olmayan baska bir tepenin de ¢ikarilmasi ile graf

baglantisiz oluyor. Boylece x(C,)=2.

Baslangici ve bitisi ayn1 olan bir yol gibi diisiiniiliirse, kendimize bir baslangic

tepesi belirleyelim. Saat yoniinde devam edilirse, ardindaki tepe ona komsu



oldugundan bir sonraki tepe segilir. Boylece tepe sayisi ¢ift ise; S(C,)=n/2,

tepe sayisi tek ise; B(C,)=|n/2].

Her tepenin derecesi iki oldugundan secilecek her tepe ile iki ayrit ortiiyoruz. n
cift ise; minimum n/2 tane tepe ile tiim graf Ortiiliiyor. Fakat tepe sayisi tek

oldugu zaman bir ayrit agikta kaliyor. Bu nedenle yolun sonundaki tepe

seciliyor. Boylece n ¢iftse,a(C,) =n/2;ntek ise, a(C,)=[n/2].
K,, Yildiz Graf:

Grafin merkezindeki tepenin diger tiim tepelere komsu ve merkez tepe
disindaki tepe ¢iftleri birbirine bitisik olmadigindan merkez tepenin ¢ikarilmasi

ile graf n tane izole tepe haline doniisecektir. Boylece x(K,,)=1.

Merkez tepe disindaki tepeler birbirine komsu olmadigindan birbirinden

bagimsiz segebilecegimiz maksimum tepe sayisi n‘dir. Boylece (K, ,)=n.

Grafta icerilen tiim ayritlarin bir u¢ noktasi hep merkez tepe oldugu icin, bu
tepenin secilmesi graftaki tiim ayritlarin Ortlilmesi i¢in yeterlidir. Boylece

a(KLn) =1



BOLUM 2

2.1 Graflarda Baskinhk(Dominating) Sayisi

Bir matematik konferansini gz oniine alalim. Komitenin, katilim ¢izelgesi
icin katilanlarin listesini olusturmasi gerekmektedir. Bu nedenle; komite ve
konferans katilimcilar arasinda serbest akan bir iletisime sahip olunmalidir. Kolay

iletisim i¢inde, katilimcilarin her biri en azindan bir komite {iyesini tanimalidir.

Konferansin graf modelini goz 6niine alalim. Her kisi, bir tepe olarak alinsin.
Komite {iyesi ile katilimer birbirini taniyorsa, bu iki tepe birlestirilsin. Bu
ozelliklerdeki komitenin, segilen katilimcilart ile komite tyeleri grafin baskin

kiimesi olur.

Tanm: S < V(G) kiimesi; V' —S ’deki her tepe, S ’nin bir tepesine bitisik
(yani V' —S§,S nin komsulugunda) ise; S kiimesine, G 'nin baskin kiimesi denir.
JV —S§ kiimesinin S ile domine edildigi sdylenir. Baskinlik sayisi; G ’nin baskin

kiimeleri arasinda en az elemana sahip olan kiimenin eleman sayisidir. y(G)ile

gosterilir.
2.2. Ozel Graflarin Baskinlik Sayilar

K, Tam Grafi:

Tam grafta tim tepeler birbirine komsu oldugundan ,grafin tepe sayisi ne
olursa olsun tek bir tepenin secilmesi ile grafin geriye kalan tiim tepeleri domine

edilecektir. Boylece y(K,) =1olur.
P Yol Grafi:

Yol grafta baslangi¢ ve bitis tepeleri hari¢ diger tiim tepeler iki derecelidir.

Yani iki komsuya sahiptir. Buna gore yol grafi, minimum sayida tepe ile domine



10

etmek icin secilecek her tepe ile en fazla iki tepe domine edilir. Grafin tepeleri
ticerli gruplara ayrilmis olur. Boylece k € Z olmak iizere grafin tepe sayisin=3.k

ise y(P)=n/3 olur. Graf iicerli gruplara ayrildig1 zaman geriye 1 yada 2 tepe

kalabilir. Bu kalan tepelerin de domine edilmesi i¢in tek bir tepenin daha kiimeye

almmas1  gereklidir. Buna gére n=3k+1 veya n=3k+2 ise

7(P,) = (n/3)+1olur. Kisaca gosterecek y(P,)=[n/3 olur.

C, Cevre Grafi:

Cevre grafta tiim tepeler iki dereceli oldugundan; yol graftaki gibi se¢ilen her
tepe ile iki tepe domine edilecektir. Boylece grafin tepeleri ligerli gruplara ayrilmig

olur. Bu nedenle ¢evre grafin baskinlik sayis1 da tipki yol graftaki gibi olacaktir.
Kisaca y(C,) = |_n/3_| olur.

K,, Yildiz Graf:

Yildiz grafta merkezdeki tepe diger tiim tepelere komsu oldugundan; bu
tepenin segilmesi ile diger tim tepeler domine edilmis olur. Bdylece minimum

baskinlik sayisi elde edilir. (K, ,)=1 olur.

2.3. Graflarda Farkh Baskinlik Sayilar:

Baskinlik sayisinin belirli 6zellikleri tasimasi agisindan ii¢ tane baskinlik

tanimindan so6z edilecektir.

2.3.1 Birlestirilmis Baskinlik Sayis1

Tammm: ScV kiimesi; G grafinin baskin kiimesi olsun. G[S ]indirgenmis

alt grafi birlestirilmis graf ise, S kiimesi G grafinin bir birlestirilmis baskin
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kiimesidir, denir. Birlestirilmis baskinlik sayisi, G’nin birlestirilmis baskin

kiimeleri arasinda en az elemana sahip olan kiimenin eleman sayisidir. y (G) ile

gosterilir.

2.3.1.1. Ozel Graflarin Birlestirilmis Baskinhk Sayilar

Ozel graflarin, birlestirilmis baskinlik sayilarinin genel bir ifadesi olup,
olmadig1 incelenmistir.

K, Tam Grafi:

Tek tepenin se¢ilmesi ile graf domine edilir. Birlestirilmis baskin kiime i¢in

secilen tepeye bir tepe eklenmesi yeterlidir. Ciinkii tam grafta tiim tepeler birbirine

komsudur. Béylece 7y, (K, )=2"dir.

P Yol Grafi:

Yol grafin birlestirilmigliginin kii¢iik oldugunu g6z oniine alalim. Her tepe
iki derecelidir. Bu nedenle sec¢ilen baskin kiimesinin birlestirilmis olmasi igin, ug

tepeler hari¢ diger tiim tepelerin kiimede olmasi gerekmektedir.

P, {1,2} P, , yol grafi i¢in vy, (P3) =2 dir.

2 3

n>3; P icin minimum birlestirilmis baskin kiimesi; {2,3,...,n—2, n—l}
P i¢in minimum birlestirilmis baskinlik sayisi;

y. (P,)=n-2"dir.
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C, Cevre Grafi:

Cevre grafta tiim tepeler iki derecelidir. Bu nedenle, baskin kiimesinin

birlestirilmis olmasi i¢in, birbiri ardina gelen tepeler secilmelidir.

C, i¢in minimum birlestirilmis baskin kiimesi;
{1,2},{1,3} yada {2,3} olur.
2 3 7, (C,) =2 dir.

n>3; C icin minimum birlestirilmis baskin kiimelerinden biri;

K, , Yildiz Grafi:

Merkez tepesinin se¢ilmesi ile domine edildigini gz oniine alalim. Merkez
tepenin ve diger n tane tepeden birinin se¢ilmesi ile yildiz graf birlestirilmis olarak

domine edilmis olur.

K, igin;

L,n

Minimum birlestirilmis baskin kiime;

{a,l},{a,2},....,{a,n} ]/t(Kl,n)=2’dir.
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2.3.2. Bagimsiz Baskinlik Sayis1

Tammm: Sc Vkiimesi; G grafinin baskin kiimesi olsun. G[S ] indirgenmis

alt grafi birlestirilmemis oluyorsa, S kiimesi G grafinin bir bagimsiz baskin

kiimesidir denir. Bagimsiz baskinlik sayisi, G’nin bagimsiz baskin kiimeleri

arasinda minimum elemana sahip olan kiimenin eleman sayisidir. yl.(G) ile

gosterilir.

2.3.2.1. Ozel Graflarin Bagimsiz Baskinlik Sayisi
Ozel graflarm baskinlik sayilarinin genel ifadeleri incelenmistir.
K, Tam graft:

Tek tepenin secilmesi ile grafin domine edildigini géz 6niine alalim. Biitiin

tepeler birbiri ile birlestirilmis oldugundan bagimsiz baskin kiime tek tepelidir.

Boyle 7,(K,)=1"dir.

P Yol grafi:

Yol grafin baskinlik sayisin1 veren kiimenin bagimsiz kiime oldugu goriiliir.

Béylece 7,(P,)=y(P,) dir.

1 2 3 4 5 6 n-2 n-1 n
— (e (- P
O/ U/ U/ n
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C, Cevre grafi:

Cevre grafin, baslangi¢ ve bitisi ayni tepe olan bir yol graf oldugu diistiniiliir.

Béylece y,(C,)=y(C,) dir. Ayni zamanda y, (C,) = [gw _

K, ,Yildiz grafi:

Grafin merkez tepesinin sec¢ilmesi ile domine edildigi kolayca

goriiliir Bdylece 7, (K, ,)=7, (K, )=1"dir.

2.3.3. Total Baskinlik Sayis1

Bu oOzellikteki baskinlik sayisinin tanimina ve Ozelliklerine 3. bolimde

ayrintili olarak deginilmistir.
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BOLUM 3

3.1. Total Baskinhk Sayis1

Bu bdliimde baskinlik sayilarindan biri olan total baskinhk sayisi
tanimlanarak ¢esitli graflarda ve graf islemleri sonucu elde edilen yeni graflarlarda

hesaplamalar1 yapilmistir. Sonuglar teoremler olarak verilmistir.

Tamm: S < V(G) kiimesi i¢in; V" ’deki her tepe, S 'nin bir tepesine bitisik
ise; S kiimesine, G 'nin bir total baskin kiimesi denir. Kisaltilmis olarak TBK
olarak gosterilir. V' kiimesinin S ile total olarak domine edildigi sOylenir. Benzeri
bir ifade ile N(S) =V (G) oluyorsa S kiimesine, G 'nin TBK’i denir. Izole tepe
icermeyen her graf bir TBK’ye sahiptir. Ornegin S =V her graf i¢in bir TBK dir.
G ’nin total baskinlik sayisi; G’ nin total baskin kiimeleri arasinda en az elemana

sahip kiimenin eleman sayisidir. y,(G) ile gosterilir.G grafinin  ,(G) sayisii

veren bir total baskin kiimesine, G’nin y,(G)-kiimesi denir.
Teorem 1: G birlestirilmis bir grafi i¢in ; y(G) <7, (G) dir.

Ispat: G grafinin en az baskin kiimesi S olsun. S kiimesi ile V-S’deki tiim tepeler

domine edilir. Minimum total baskin kiimesi ise S’ olsun. S’ kiimesi ile 7’deki

tiim tepeler domine edilir. |S|<[S|< ¥ oldugu gdriiliir. Bdylece v(G)<y,(G) dir.

Teorem 2: G birlestirilmis bir graf, V| =nolsun.2<vy, (G) <n-—1’dir.

Ispat : G grafinin, baskinlik say1s1 1 olsun.Bu grafin baskin kiimesindeki tek tepeyi
de domine eden bir tepe daha kiimeye alinir. Boylece G grafi i¢cin minimum total
baskinlik sayis1 2 olur. Simdi de iist sinir1 diisiinelim. Grafin tepe sayisina bagl

olarak baskinlik ve total baskinlik sayilarii belirliyoruz. Grafin birlestirilmis

oldugunu biliyoruz. Bu nedenle, (n-] ) tepeyi S kiimesine segelim. Bu (n-] ) tepe
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arasindan en az bir tanesinin #n. tepe ile ayriti olacagindan bu tepenin segilmesine

gerek yoktur. Bu nedenle G grafi igin v, (G) # n. Boylece v, (G) < n-1 dir.
Teorem 3: G birlestirilmis bir graf,

V|=nve Av,=n-1< y,(G)=2.

Ispat: (=) ki durum olsun:

Ik durum icin;

K, yildiz grafi olsun:

1,n—1

Merkezdeki tepenin derecesi n—1 oldugundan, bu tepeyi total baskin kiimeye
seciyoruz. Diger tiim tepelerde bu tepe ile komsu oldugundan bu tepeyi domine
edecek tek bir tepenin daha secilmesi minimum total baskin kiime i¢in yeterli

olacaktir. Boylece y,(K,, ) =2 olur.
Ikinci durum icin;
K, tam graf olsun:

Tam grafta Vv, eVigin degv, =n—1 oldugundan tek bir tepenin total baskin

kiimeye secilmesi ile graf domine edilir ve herhangi bir tepe daha secilmesi ile ilk

tepe de domine edilir. Boylece y,(K,) =2 olur.

Bu iki durumu genellestirirsek;

Av, =n—1 olan herhangi n tepeli bir graf i¢in maksimum dereceli tepesi olan v,
tepesinin total baskin kiimeye seg¢ilmesi grafin domine edilmesi i¢in yeterlidir ve
degv, =n—1 oldugundan diger tiim tepelerle komsudur. Béylece tek bir tepenin
daha kiimeye alinmasi ile grafin herhangi bir total baskin kiimesi bulunmus olur.

Total baskinlik sayist ise 7, (G) = 2 olur. Boylece (=) yonii ile ispat tamamlanir.
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(<) Kabul:

7,(G)=2 olan herhangi birlestirilmis bir G grafi i¢in Av, #n-1 olsun.

Baskinlik sayisinin  2’den biiyilk oldugu aciktir. Bu bir ¢eliskidir. Ispat

tamamlanmis olur.

Teorem 4:G birlestirilmis bir graf, ve V' ve v kritik tepe olmasin;
v,(Gv)=v,(G) yada v,(G-v)=7,(G)-1.

ispat: G grafindan bir tepenin ¢ikarilmasi ile |V| —1 tane tepenin domine edilmesi

gerekmektedir. Bu tepenin domine edilmesi i¢in kiimede olan tepeyi géz Oniine

alalim. Bu tepe s tepesi olsun. s tepesi sadece v tepesinin domine edilmesi ile

gorevlendirilmigse s tepesi baskin kiimeden ¢ikarilir. Béylece v, (G-v) =y, (G)-1

olur. Aksi halde s tepesi G-v grafinin baskin kiimesinde olmalidir. Bu durumda ise
v, (G-v)=7,(G) dir.
3.2. Ozel Graflarin Total Baskinlik Sayilar

Bu boliimde 6zel graf smiflarinin total baskinlik sayilari incelenmis, n

tepeli graflar i¢in genel sonuglar elde edilmistir.

Teorem 5: n>2iken, P, Yol Grafi icin;

g, n=0 (mod4)

n+2

7, (P)= , n=2 (mod4) dir.

”T“, aksi halde
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Ispat:u—v yolunda; u ug tepesi ile baslanarak, aldigimiz her dort tepede ortadaki

bitisik iki tepe total baskin kiimeye alinarak domine edilir. Ardindan gelen her dort

tepe i¢in bu islem tekrar edilir. Yol grafin tepe sayisi ;

|V(Pn )| =n=4k, keZ ise y,(G) =g olur. Tepeler dorder dorder ayrildiktan

sonra bir tepe agikta kaliyorsa; bu u¢ tepenin de domine edilmesi i¢in, kendisinden

once gelen tepeninde total baskin kiimeye alinmasi gerekir.

: -1 . . o
n=4k+1 ise, n—1 tane tepe — tepe ile domine edilir.

Boylecey, (P,) = (nT_lj +2= (HTHJ olur. Sonda kalan tepe sayisi iki ise; bu iki

tepe de kiimeye alinarak bu tepelerin birbirlerini domine etmeleri saglanir.

n-2

n=4k+2 ise; n—2 tane tepe 5

tepe ile domine edilir. Bdylece

7,(P)= (n ; 2) +2= (n er 2) . Sonda kalan tepe sayisi ii¢ ise; bu {i¢ tepenin ikisi

secilerek bu li¢ tepede domine edilir.

(n-3)

n=4k+3 1ise, n—3 tane tepe Ttepe ile domine edilir. Boylece

v, (P)= (n ; 3) +2= (nTH) olur. Ozetle P. yol grafinin total baskimlik sayist

asagidaki gibi gosterilir:
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n>2 igin;

g, n=0 (mod4)

n+2
}/[(1)’1):

, n=2 (mod4)

”T“, aksi halde

Teorem 6: n >3 iken; C, cevresi icin;

%, n=0 (mod4)

n+2
7,(C,) =

, n=2 (mod4) dir.

”T”, aksi halde

Ispat: Cevre, baslangici ve bitisi ayn1 tepe olan bir yol graf gibi diisiiniiliirse yol
graf i¢in bulunan total baskinlik sayilar1 ¢evre grafi da saglamaktadir. Buna gore

C, cevre grafinin total baskinlik say1s1 asagidaki gibi gosterilir:

n >3 igin;

g, n=0 (mod4)

n+2
7,(C,)=

, n=2 (mod4)

"T“, aksi halde

Teorem 7: Tam grafi¢in; y,(K,) =2 dir.

Ispat: Tepe sayismin biiyiikliigiiniin bir énemi olmadan, tek bir tepe ile domine

edilen(y(K,)=1) tam grafin baskin kiimesindeki tepenin de domine edilmesi i¢in
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grafin herhangi bir tepesinin kiimeye alinmasi yeterli olur. Boylece y,(K,)=2

olur.

Teorem 8: K|, Yildiz graf i¢in; y,(K| ) =2 dir.

Ispat:Tam graftaki gibi tepe sayismin bir 6nemi olmadan yildiz grafta da merkez
tepenin segilmesi ile diger tiim tepeler domine edilir(y(K,,)=1). Merkez

tepenin de domine edilmesi i¢in u¢ tepelerden herhangi birinin kiimeye

alimmasi yeterlidir. Boylece 7,(K,,)=2 olur.

3.3. Graflarda Toplama Islemi ile Total Baskinlhk Sayisi

Bu boéliimde toplama islemleri uygulanan graflarin total baskinlik

sayilarinin, graflarin kendi dl¢timlerine bagli olarak nasil degistigi incelenmistir.

3.3.1. Graflarda Basit Toplama islemi ile Total Baskinlik Sayisi

Teorem 9: Herhangi birlestirilmis iki graf G,,G, olmak iizere bu graflar sirasiyla;
7,(G))=mvey,(G,)=n total baskinlik sayilarina sahip olsunlar. G; @ G,

grafinin total baskinlik sayis1; 7, (G, @ G,) =2 ‘dir.

Ispat : Graflardaki toplama islemine gore G, grafimin tiim tepelerini G, grafinin
tim tepeleri ile bir ayritla birlestiriyoruz. Bu islem ile G, grafindan segilecek
herhangi bir tepenin G, grafindaki tiim tepelere ayriti oldugundan G, grafinin tiim
tepeleri domine edilmis olacaktir. Ayni sekilde G, grafindan segilecek herhangi bir

tepenin G, grafindaki tim tepelere ayriti olacagindan, bu grafdaki tiim tepeler de
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domine edilmis olacaktir. Boylece grafin tiim tepeleri G,ve G, graflarindan secilen

birer tepe ile domine edilmis olur. y,(G, @ G,) =2.

3.3.2. Graflarda Seri Toplama Islemi ile Total Baskinlik Sayis

Teorem 10: i € N, G, birlestirilmis graf olmak tlizere, G grafi;

G= z G, seri toplamh grafi olarak tanimlansin. Boylece,
i=1

%, m=0 (mod4)

m+2

7,(G)= , m=2 (mod4) dir.

m+1

, aksi halde

Ispat: m =2 igin n basit toplama islemi oldugundan y (G)=(2+2)/2=2
teoreme gore dogru oldugu goriilmektedir.

m=3 i¢in G=G ®G, @G, seklinde tamimlansin. Seri  toplama
tanimindan G, © G, U G, @ G,oldugundan; G, grafindan secilecek bir tepe ile G,
grafindaki tiim tepeler domine edilebilmektedir. G, grafindan segilecek bir tepe ile
G,veG, graflarindaki tiim tepeler domine edilebilmektedir. Aymi sekilde G,
grafindan segilecek bir tepe ile G, grafindaki tiim tepeler domine edilebilmektedir.
Bu nedenle total baskinlik sayis1 i¢in G, ve G, graflarindan birer tepe se¢ilmesi ya
da G,veG, graflarindan herhangi birer tepe segilmesi yeterli olacaktir. Boylece

teorem sonucu y,(G) =(3+1)/2 =2 dogrulanmaktadir.



22

m=4 i¢cin G=G, @G, DG, DG, seklinde tanimlansin. Yine seri toplama
tannmindan G, @ G, UG, @ G, UG, @ G, oldugundan birbiri ile toplama islemi

yapilan graflar arasinda karsilikli olarak secilecek bir tepe ile domine

edilebilmektedirler. Bu sekilde G grafi; G, ve G, graflarindan segilecek birer tepe
ille domine edilmektedir. Bdylece teorem sonucu 7,(G)=4/2=2

dogrulanmaktadir.

i 1 [ 1{
T _°

2 G3 G4

Bu sekilde devam edildiginde goriiliir ki; her graftan secilecek bir tepe;
toplama islemi yapilan yanindaki grafin tiim tepelerini domine edebilmektedir.
Boylece her grafin bir tepesinin domine edilmesi ile tiim tepeleri domine edilmis
olacagindan ;her graf bir tepe gibi diisliniiliirse, seri toplamli G grafi yol grafina
doniismiis olacaktir. Boylece G grafi m tepe sayisina sahip bir yol graf

olmasindan dolay1 yol graf i¢in gecerli total baskinlik sayist;

%, m=0 (mod4)

m+2
7,(G)=

, m=2 (mod4)

m+1

, aksi halde

seri toplanmis G grafin1 da saglayacaktir.
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3.3.3. Graflarda Corono islemi ile Total Baskinlik Sayisi
Teorem 11: Herhangi iki  birlestirilmis  G,veG,  graflari  igin;

9

V(G)

V (G, )| sirastyla G,veG, graflarinin tepe sayist olsun.

7.(G, 0G,) = |V(Gl)| olur.

ispat: Corono islemi geregi G, grafinin tim tepeleri G, grafinin birer kopyasi ile

toplaniyor. Buna gore |V(G1)| tane G, kopyasi olusmaktadir. Toplama isleminin

tanimindan, bir graftan tek bir tepe se¢ilmesi ile diger grafin tiim tepeleri domine

ediliyordu. Corono isleminde de G,’in tim tepeleri iizerinde teker teker G, ile
toplama islemi yapildigi distiniilirse, G, grafinin segilen her tepesi bir G,

kopyasinin tepelerini domine edecektir. Boylece tiim tepelerin domine edilmesi i¢in

tim kopyalarinin domine edilmesi gerekmektedir. G, birlestirilmis grafinin her
tepesinin secilmesi ile |V(Gl )| tane kopya domine edilmis olur. G, de birlestirilmis

bir graf oldugundan, tiim tepelerinin se¢ilmesi ile bu tepeler de birbirini domine

etmektedir. Boylece y,(G, 0G,) = |V(G1)| olmaktadir.
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3.4. Graflarda Carpma Islemi ile Total Baskinlik Sayisi

Bu bolimde ¢arpma islemleri uygulanan graflarin total baskinlik

sayilarinin, graflarin kendi dl¢timlerine bagli olarak nasil degistigi incelenmistir.

3.4.1. Graflarda Basit Carpma Islemi ile Total Baskinhk
Sayisi

Basit ¢arpma islemi uygulanan graflarin total baskinlik sayilarinin, graflarin

kendi dl¢timlerine bagl olarak nasil degistigi incelenmistir.
Teorem 12:n=3k, k >1, m > n olmak iizere, P, ve P, yol graflar olsun.

7, (P, ®P,)=m.k dir.

Ispat : P, ve P, yol graflarinin ¢arpim grafinda n tane P, grafi yer alir Carpim

grafta ; P grafinin baskin kiimesi ile ¢arpimin 1. satir1 domine edilir. n tane P

m

grafi oldugundan, her satirt P, ’in baskin kiimesi ile domine ederiz. Boylece her

satir, [?—‘ tepe ile domine edilir. Her satirdan alinan tepeler de, bir iist satirdaki

tepelere bitisik oldugundan,n.{%—‘ tane tepe ayni zamanda total baskin kiimede

bulunur. Ayni sekilde P grafinin baskin kiimesi ile carpiminin her siitunu domine

n

edilir. m tane P, siitunu bulunmaktadir. Her siitundan segilen tepeler; bir 6nceki ile

bir sonraki siitunda ayni satira gelmektedir. Boylece tepeler bitisik oldugundan

m[g—l tepeli bir total baskin kiime bulunur. Bu iki kiime g6z oniine alindiginda

m[ﬁ—l tepeli kiimenin minimum total baskin kiime oldugu goriiliir. Boylece,
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7, (P, ® P,) = m.k dir.

Teorem 13: 7 >m >1 olmak iizere, P,

3m?

P, yol graflar olsun.

7 (P, ®P,

3n

)=3.m.n dir.

Ispat:Carpim grafta, 3n tane Py, siitunu bulunmaktadir. Boylece ¢arpim grafi,

3n.y(B)ile total olarak domine edilir. aym sekilde, 3m tane P, satin

bulunmaktadir. Graf, 3m.y(P3n) ile total olarak domine edilebilir. Bu total baskin

kiimelerin eleman sayilarinin esit oldugu goriiliir. Boylece;

y,(P,, ®P, )=3m.y(P,)=3ny(PR,,) dir.
7, (P, ®P,, )=3.m.n bulunur.

Teorem 14:n >3 olmak tizere, C, ¢evre graf ve P, yol graf olsun.
n
yt (Cn ®])2 ):2’75—1

7 (R®P, )=2m dir.

Ispat : Carpim grafinda ayrik iki C,’e sahip oldugumuzu gbriiriiz. Bu C,ler,
y(Cn) ile domine edilirler. Her iki C, ’den secilen tepeler de aym satirda

bulunmaktadir. Bu tepeler ile C, ® P, grafi total olarak domine edilir. Boylece;
y,(C,®P, )=2.y[cn]=2.[ﬂ bulunur.

* C ile P in baskinlik sayilar1 ayni sekilde bulundugundan ayni ispat Pn

i¢in de uygulanir.



26

Teorem 15: n >3 olmak lizere, K, tam graf ve P, , C, ’de sirasiyla yol ve gevre

graflar,

v.(K,®P,)=m
v, (K, ®C,)=m"dir.

Ispat :Carpim grafta m tane ayrik K, ’e sahip oldugumuzu gériiriiz. Bu K, lerin

her biri tek tepe ile domine edilir. Domine edecek tepeler ayni satirda olacak
sekilde se¢ilsin. Boylece bu tepeler ile kendi kendileri de domine edilmis olur.

Sonug olarak, ¢arpim grafin total baskin kiimesi m tepeli olur. K, ® P ¢arpiminin
total baskinlik sayis: vy, ( K ® Pm) =m  dir.

Cevre graf da, yol graf gibi diisliniilir. Boylece yukarida yol graf i¢in
yapilan ispat ¢evre graf icin de gegerlidir.

Teorem 16:n >m >3 olmak iizere, K, ve K, tam graflar olsun.
Y, (Kn ®Km) =m dir.

Ispat : Carpim grafinda, n tane ayrik K, vardir. Her Ky, , tek tepe ile domine

edilir. Her K,, i¢in siitundaki tepe aymi sirada secilir. Boylece secilen tepeler
birbirini domine eder. # siitun oldugundan 7 tepe ile ¢arpim grafi total olarak

domine edilir. Ayni sekilde, m tane aynk K, vardir.Bu durumda ise total baskin

kiime, m tepeli olur. n>m oldugundan, v, (K, ® K, )=m olur.

Teorem 17: n > m >3 olmak iizere, K.

1,n

ve K, yildiz graflar olsun.

v, (K, ®K,,)=m+1"dir.

1,m
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Ispat: Carpim grafinin total baskinlik sayismi veren kiime ayrik (m+1) tane

K, dir. Béylece, v,(K,, ®K, ) =m+1"dir.

Teorem 18: m >3,n>3 olmak lizere, K, ve K, sirasiyla yildiz graf ve tam graf

olsun.

m m<n

v, (K, @K,n):{n+1 ,n<‘m dir.

Ispat:Yildiz grafin merkez tepesinin segilmesi ile tiim tepeler domine edilir. Bu
durumda m tane ayrik, yildiz graf oldugudan,carpim graf, m tane tepe ile domine

edilir. Bu tepeler ayn1 zamanda K, grafinin tepeleridir. Boylece tepeler birbirini de
domine eder. m tepeli kﬁme(Klyn ®Km) grafi i¢in total baskin kiimedir. Ayni

zamanda, tam graf herhangi bir tepesinin se¢ilmesi ile domine edilir. Bu durumda

ise (n+l) tane ayrik K, oldugunu disiinelim. Bu (n+1) tepe ile hem grafin
tepeleri hem de segilen tepeler birbirine domine etmis olur. (n+1) tepe kiimesi
(Kl_n ®Km) grafi i¢in total baskin kiimedir. Boylece (Kl’n ®Km) carpim grafinin
total baskinlik sayisi,

m m=<n

yt(KLn ®K’")={m+l <m olur.

3.4.2. Graflarda Dense Carpma Islemi ile Total Baskinlik Sayisi:

Dense carpma islemi uygulanan graflarin total baskinlik sayilarinin

graflarin kendi dl¢timlerine bagl olarak nasil degistigi incelenmistir.

Teorem 19: m >n olmak iizere, P ve P, yol graflar C_ ve C, ¢evre graflar

olsun.

yt (Pme R1):Yt (Bz) Yt(Cme Cr1):yt(cr1)’dir'
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Ispat: Dense carpim tanimini gz 6niine alalim. Bu durumda tek bir P, ’i total

olarak domine eden tepe ile tiim carpim grafi total olarak domine edilmis olur. Bu

total baskin kiimenin eleman sayisi, 7, (Pm) degerine esittir. Ayn1 sekilde, n tane
ayrik P, igin ,birbirini total olarak domine eden tepe ile tiim graf total olarak
domine edilmis olur. Burdan total baskin kiimenin eleman sayisi ise, v, (P,)
degerine esit olur.Bu durumda m>n oldugundan vy, (P,)>7v,(P,) olur. Boylece

yt(Pm e Pn)ZY,(Pn) olur.

Ayni sekilde, Cevre graf da yol graf ile ayn1 total baskinlik sayisina sahiptir.

Bu nedenle yol graf i¢in yapilan ispat, ¢gevre graf icin de gecerlidir.
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Teorem 20: K, tam graf ve G de herhangi bir birlestirilmis graf olsun.
Y, (Kn e G) =2 dir.

Ispat : K, tam grafinin total baskinlik sayis1 2°dir. Dense garpimin tanimindan ,
secilen ilk tepe ile diger K, ’lerde her stitundaki (n —1) tane tepe domine edilmis

olur. Secilen tepeyi domine eden ikinci tepe secilir. Bu tepe ile n.ci satirdaki G nin

tepeleri domine edilir. Boylece v, (K, e G)=2"dir.

v.(K, e G)

n

2 A={a,b}
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Teorem 21: X, yildiz graf ve G’ de herhangi bir birlestirilmis graf olsun.
1,(K,, e G)=2"dir.

Ispat: K, yildiz grafinin total baskinlik sayisi ikidir. Merkez tepe ve ug tepelerden
birinin se¢ilmesi ile K, grafi total olarak domine edilir. Aym zamanda segilen
merkez tepe ile diger K, ’lerdeki merkez tepeler disindaki tiim tepeler domine

edilmis olur. Bu K|, grafindaki tepeyi domine eden tepenin secilmesi ile diger

K, lerdeki merkez tepeler de domine edilmis olur. Boylece v, (Kl,n e G) =2 dir.
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BOLUM 4

Bu boliimde Baskinlik ve Total baskinlik sayilarina birer uygulama olarak satrang

tahtasi ile ilgili baz1 problemler ve ¢ozlimleri verilmistir.
4.1.BaskinhikUygulamasi: Satran¢Tahtasi (Chess Board)
Problemleri

Biiyiikliigli verilmis bir satrang tahtasi {izerinde, her kare en az bir karakter
tarafindan korunacak sekilde minimum sayida kale, vezir, at veya piyon nasil

yerlestirilmelidir.(Karakter yerlestirilen kareler haric).
Problem 1.

3 x 12 boyutunda bir tahtanin 8§ at ile domine edilmesi:

\I\ 3 4 7 \8\9 \11 \2\
\m\m 13 1‘6\1\7\18 \9\20 21 |2 \zg\24
\26\\26\ % | \29\ 31 &\33 34|35 \s\

3x12 lik Satrang tahtasi

25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36

Atin L hareketine gore satrang tahtasinin grafi
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\\.\o
25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36

8 tane atin, L seklinde gittigi diigtiniiliirse;

15 tepesinin se¢ilmesi ile ; 1., 5., 25. ve 29. tepelerin

16 tepesinin se¢ilmesi ile ; 2., 6., 26. ve 30. tepelerin

27 tepesinin secilmesiile  ; 4., 13. ve 17. tepelerin

28 tepesinin se¢ilmesi ile ; 3., 5., 14. ve 18. tepelerin

21 tepesinin se¢ilmesi ile ; 7., 11., 31. ve 35. tepelerin

22 tepesinin se¢ilmesi ile ; 8., 12., 32. ve 36. tepelerin

32 tepesinin secilmesiile  ; 19. ve 23. tepelerin

34 tepesinin se¢ilmesiile  ; 9., 20. ve 24. tepelerin
domine edilmis oldugu goriliir.

Boylece 3 x 12’lik bir tahta i¢in atlar; 8., 15., 16., 27., 28., 21., 22., 32. ve
34. tepelere yerlestirilerek tahtanin tiim kareleri savunulmus olur. Ayni zamanda
{8, 15, 16, 21, 22, 27, 28, 32, 34} kiimesi at hareketine gore grafin baskin

kiimesidir.
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4.2. Total Baskinhk Uygulamasi:Satran¢ Tahtas1 (Chess Board)

Problemleri

Belli biiyiikliikteki bir satrang tahtasi lizerinde, minimum sayida kale, vezir,
at veya piyon nasil yerlestirilsin ki, tiim tahtanin her karesi bu pargalar tarafindan

korunsun (Parcalarin yerlestirilecegi kareler dahil).
Problem 1.

4 x 6 boyutunda bir tahtanin 6 at ile total olarak domine edilmesi

1 2 3 4

\
7 8 9 0 100\
16

Atin L hareketine gore tahtanin grafi
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24

6 tane atin, L seklinde gittigi diisiiniilse;

9 tepesinin secilmesi ile ; 1., 5., 13.,17., 20., 22 tepeleri
10 tepesinin se¢ilmesi ile ;2.,6.,14.,18., 21, 23 tepeleri
15 tepesinin se¢ilmesi ile ;2.,4.,7.,11.,19., 23 tepeleri
16 tepesinin se¢ilmesi ile ;3.,5., 8., 12, 20., 24 tepeleri

domine edilmis olur. Baska bir deyisler 4 x 6’lik tahta korunmus olur. Fakat 9., 10.,

15. ve 16. karelerinde bagka atlar tarafindan domine edilmesi gerekiyor. Boylece
5 tepesinin segilmesi ile 9 ve 16 tepeleri

23 tepesinin se¢ilmesi ile de 10 ve 15 tepeleri domine edilmis olur. Boylece
atlarin bulunacagi karelerde dahil olmak iizere tiim tahta domine edilmis olur.
Baska bir deyisle total olarak domine edilmis olur. {5, 9, 10, 15, 16, 23} no’lu

kareler 4 x 6’11k tahta icin total baskin kiimesi olur.
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SONUC

Calismanin  sonucunda komsuluk kavramina bagli olarak tanimlanis;

baskinlik ve total baskinlik sayisinin ¢esitli graflar i¢in degerlerine erisilmistir

Bu calismada, hiyerarsik problemler goz oniine alindiginda, baskinlik ve
total baskinlik sayisi yardimiyla ¢6ziime deterministik bir yaklagimda
bulunulmustur.  Teoremler sonucunda c¢esitli graflar ve 6zel graf islemleri
sonucunda baskinlik ve total baskinlik sayist degerlerine ulasilmistir. Boylece
komsulugun graf teorideki Onemi baskinlik ve total baskinlik sayisi ile

vurgulanmustir.

Yapilan Satran¢(chess) problemleri uygulamasi ile de cesitli boyutlardaki
satran¢ tahtalarmmin belirli sayidaki atlarla ve hangi sekilde yerlestirileceginde

savunulacagi drneklenmistir.
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