1.RIEMANN UZAYINDA LIE TUREVI VE UYGULAMALARI

1.1 GIRIS

Genel bir U, uzayinda (xi) koordinat sisteminde, koordinatlar1 ancak dx’ ler kadar fark
eden herhangi P(x',x%,..,x") ve Q'+dx',x*+dx’,...,x"+dx") nokta ciftine,

8ij = &jj (x',x,...,x™) ler siirekli fonksiyonlar ve 8ii=8ji olmak tizere
ds® = gljdxidxj (1.1)

skaler invaryanti kars1 geliyor ve

matrisi pozitif tanimli ise veya buna denk olarak hepsi birden sifir olmayan dx' ler icin

gijdx"dxj »0 ise U, uzaymna Riemann uzay1, (1.1) metrigine de Riemann metrigi ad: verilir.
Bu uzay1 R" ile gosterecegiz. Burada ds ye dx’ bilesenli diferansiyel vektoriin uzunlugu

denir. ds* bir skaler invaryant, g;=8; olup metrik tensordiir.

R" Riemann uzayimnda, R ve R bolgeleri arasinda

frx=(x, a2, xX")=(x) » x=(3,57,..,7")=(3); Det(%)io (1.2)
nokta doniisiimii verilsin. Bu nokta doniisiimii R deki x' noktasim R deki x' noktasina ;
R deki x'+dx' noktasii R’deki X' +dx’ noktasina doniistiirsiin.

Tanmm 1.1 &' ile x' +dx’ arasindaki uzunluk , X'ile X' +dx’ arasindaki uzunluga esitse

(1.2) nokta doniistimiine Riemann uzayinda hareket veya izometri denir.

Tamm 1.2 (1.2) de verilen nokta doniisiimii £ bir sonsuz kiigiik, z'¢ kontravaryant bir

vektor olmak iizere
T=x+7(x)e (1.3)

seklinde tanimlanmus ise, bu doniisiime sonsuz kiigiik deformasyon ; z' vektdriine ise sonsuz

kiiciik deformasyon vektorii ad: verilir. X', x' noktasmin deformasyonu adini alur.



Tamm 1.3 Yeni bir x' — x' koordinat doniisimii R deki X' noktasmin £ ters

doniisiimii olan noktanin doniisiimiinii versin. Yani bu yeni koordinat sisteminde

noktasinin yeni koordinati

)

X' =% (1.4)
olsun. Bu yeni koordinata X nin siiriiklenmis koordinat1 denir.

Tamm 1.4 (1.3) deki sonsuz kii¢iik biikiilmede

2

=X =+ a2 e (1.5)

koordinat doniisiimiine z'¢ tarafindan siiriiklenme denir.

x=(x')e Ry, olmak iizere A(x") ile temsil ettigimiz A geometrik objesini ele alalim.

Tamm 1.5 (1.3) sonsuz kiiciik deformasyonu ile

A= A (1.6)

olsun. Yani Eger A(x") geometrik objesinin i” koordinat sisteminin x noktasindaki degeri

A geometrik objesinin i koordinat sistemindeki X noktasindaki degerine esitse; Z(xi)

geometrik objesine A(xi) nin deformasyonu denir.

Tamm 1.6 A; (1.3)e gore A geometrik objesinin deforme olmus hali olmak iizere;
£ Ae=AG)- AW (1.7)
V4

A(x") nin Lie diferansiyeli denir.

z=7"(x’) olmak iizere

£ A=lim AG)-ACD (1.8)
z £-0 £

limit degerine ise A(xi) nin Lie tiirevi denir.

Tamm 1.7(1.3) sonsuz kii¢iik deformasyonu ile

§,--J-- (x)= 8ij (x) (1.9)

xi

olacak sekilde doniisen 8 (x) metrik tensoriine 8ij (x) metrik tensoriiniin deformasyonu ad1

verilir.



Tanm 1.8 g, (x) —g;(x) farkina 8ij metrik tensériiniin z' kontravaryant vektdr alanina gre

Lie diferansiyeli denir .

£ gyme=g;(0-g;(0 (1.10)

ile gosterilir.

Simdi 8ij metrik tensoriiniin Lie diferansiyelini inceleyelim. 8ij (x) metrik tensoriiniin yeni
ve eski koordinat sistemi arasinda

ax) ox’ /
&n(X) = ( )a TFva (1.11)

bagintist vardir. (1.9) dan,

i oxd
Zmn () =8;(x )a TFva (1.12)

elde edilir. Burada, g, (x) Taylor serisi ile

do..
oxk

g;(X)=g;(x+ex)=g;(x)+ Fors (1.13)

bulunur. (1.5) den tiirev alarak

o' : o7’ ox’ - 97!
=4 , —=0/ —_— 1.14
oax™ " e oz ox" " e ox" (1.14)

elde edilir. (1.13) ve (1.14) kullanilarak (1.12) dan

8
gmn(x):(5’ +—8)(5j 8 (x)+ z 8) (1.15)
bulunur.
Buradan,
8
8 (X) = (5’ +—8)(5j 8 (x)+ z 8) (1.16)

_ ; i < 98 ; 97/ dz'
gmn(x) é;n5r{gzj(x)+(é;n5r{ a ] k+5ma n glj 5r{ o™ glj)g

(1.17)



elde edilir. O halde g, nin Lie diferansiyeli

oz’ oz dg,., o

£Z 8mn€ = gmn — 8mn :|:gij+gin o™ + axk €

dir. Tamm (1.1) den x' ile x’ +dx' arasindaki uzaklik
ds* = gijdxidxj

ve X' ile X' +dx'arasindaki uzaklik ise

ds’ = 8 mndfmd)?n

seklinde yazilabilir. Buradan (1.19) geregince asagidaki teoremi verebiliriz.

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

Teorem 1.1 (1.2) doniisiimiiniin R" de bir hareket olmasi i¢in gerek ve yeter sart

oz’ oz 9
Zn +gin Zm + g”]in
o0x o0x ox

Zk) =0 olmasidir.

dz’ ' g

k . ... .
= 4. z")=0 ifadesini inceleyelim.
(& ox" Bin ox™  oxk ) Y

agﬂ v/ +o . g +o. g X ile carpalim
axk kgm" gm] nk g]” mk carp
az" K i)k -
P V.2 -z o 8y, 1le carpalim
k (K
gzn =V k-7 { } g, ile carpalim
X m

kagmn _k J k J k
< V_Z ngmn+gmj{nk}z +gjn{mk}z

aZk_ \v4 k i k
8in axm_gkn mZ T2 . (8

m

in

oz~ P
gmkax_n:gmkvnZ _Zl gmk

olup, bu ifadelerin taraf tarafa toplanmasi sonucunda



dz’ 0z 9gum & e ik L [k
gmjy-i_giﬂ ox™ +=0E2 :gmkvﬂz _Zl gmk-i-gknvmZ _Zl im gkn+

a* " , (122
+ z"ngmn + 8 {njk}zk +8n {’:k}zk
bulunur ve gerekli diizenlemelerle
8mj % 8in ;Cim aagx—m;‘zk =8V + &V d" (1.23)
=V,z,+V,z,
=2V (mZn)
sonucu elde edilir.
£Z 8o =2V () (1.24)
dir. Buradan teorem 1.1 in bir diger ifadesini verebiliriz.
Teorem 1.2 (1.2) doniisiimiin R" de bir hareket olmasi i¢in gerek ve yeter sart
2V 2 =0 (125)
olmasidir.

Tamm 1.9 (1.3) sonsuz kiiciik deformasyonu ile & i (x)= ui()_c) olacak sekilde doniisen ui()_c)
kontravaryant vektoriine u' (x) kontravaryant vektoriiniin deformasyonu ad1 verilir.

Tanmm 1.10 ui(f)—ui(x) farkina u' kontravaryant vektoriiniin Z kontravaryant vektor

alanina gore Lie diferansiyeli denir.
£ue=u'(x)-u'(x) (1.26)
z

ile gosterilir. Simdi u' kontravaryant vektoriiniin Lie diferansiyelini inceleyelim.

() =i (x) 2 (1.27)
ox

ox?
X =x%4 ez%  (1.3) sonsuz kiigiik deformasyonu kullanalim.

x%=x% —gz% olup x' ye gore tiirev alarak



axf’ _ axcf _gazoj _ 5?(' B 0z% ox™

- E——r
ox'  ox ox' ! ox™ 9y

X" =x" —gz™ den x' ye gore tiirev alarak

ax—, =9 ¢ oz bulunur ve (1.28) de yerine yazilarak
ox' ' ox
o .
ax_f = é‘i,“ - aL(é‘m 9" =)
ox Bx
a . a
Gy P Y
axt i axm [

elde edilir. é‘l“ =87 ve 51’" =" oldugundan;

(04 a
i: 5 _gaz_mé'im
ox' ox

dir. (1.29) u (1.27) de yerine yazarak;

dz% 5™

o7 —
% (x)=u' (x)( 88’" i

bulunan esitligi Taylor serisine agalim.

ui()_c) = ui(x+€z) = ui(x)+

u'(x) o
xC

ET +E ...+
Buradan
o
7(0) = (u (>+a“ T gz—m(z'")
—a o« _om aZa ou” (x)
u-(x)=u"(x)—u (x)eaxm e ez°

7 = u® () +| P e ym )az_m}:

ox© ¢ * ox

[, o
7% () —u®(x) = _%"7#’ —izc—mum}g

(1.28)

(1.29)



olup u% mn Lie diferansiyeli

wu” o %" ’"}e (1.30)

£u (x)e=u®x)-u®(x)= {
ox°¢ ox™

seklinde bulunur.
Tanmm 1.11 (1.3) sonsuz kii¢ciik deformasyonu ile I/_tl (x)=u;(x) olacak sekilde doniisen

u;(x) kovaryant vektoriine u;(x) kovaryant vektoriiniin deformasyonu verilir.

Tammm 1.12 u,(x)—u;(x) farkina u; kovaryant vektoriiniin Z kontravaryant vektor alanina

gore Lie diferansiyeli denir.

£ ue=u(x)-u(x) (1.31)
z

ile gosterilir. Simdi u; kovaryant vektoriiniin Lie diferansiyelini inceleyelim.

;
i (¥) =T, e

ox“
xJ = x/+ez/ (1.3) sonsuz kiigiik deformasyonun kullanalim. x% ya gore tiirev alalim.

axjv 3 ox’ ve oz’
% ox® ox%

! oz’
o e

. oz J
g () =u ;(X) (04 + 88_"’) [, (x) =u;(%) ]

u;(X) yiseriye agalim:

- auj(x) m 2
uj(x) zuj(x+8z)=(uj(x)+ax—m€z +E°..+..)

0

Ug (X) = (u; (x) + S )SZm)(51+gaLa)
8 ox

g (X) = g (X) +(u; g ;+ g —2)e

Buradan u, nin Lie diferansiyeli:



j
£ ua(x)8=17a(x)—ua(x)=[ujaz—a+zm%}€ (1.32)
z ox ox™

seklinde bulunur.



2. AFIN UZAYDA HAREKET

L"jk simetrik olmayan afin konneksiyona ve
io_ i _qi _~gi
Tie = Lje =L = 20 j
burulma tensdriine sahip n boyutlu L, uzayini diisiinelim.

Tamm 2.1 1’ ve u' +du’ sirasiile x' ve x' +dx' noktasindaki iki vektdr olmak iizere bu

vektorler arasindaki paralellik kosulu
ou' =du' + Fijkukdxj =0

ile tanimhdir. Burada du’, u’ vektoriiniin kovaryant diferansiyelidir.

Tanmm 2.2 (1.2) nokta doniisiimii tamim 2.1 de ifade edilen paralel vektor ¢iftlerini yine

paralel olan vektor ¢iftlerine doniistiiriiyor ise bu doniistime L, de bir afin hareket denir.

Tanmm 2.3 (1.3) sonsuz kii¢iik deformasyonu ile Ij;.k, (x)= Lijk (x) olacak sekilde doniisen
Iji.k lineer konneksiyonuna Ifjk nin deformasyonu adi verilir.

Tanmm 2.4 Z;.k —L’.jk farkina L’.jk lineer konneksiyonunun z kontravaryant vektor alanina
gore Lie diferansiyeli denir.

£ L@e=L0-Lyw @.1)

ile gosterilir.

Simdi L"jk lineer konneksiyonunun Lie diferansiyelini inceleyelim.

8ij 8ku ox? N ale" ox°®
ox% axP 3 x%oxP i

L0 =L.(x) 2.2)

olup (1.3) den x* ya gore tiirev alarak;

o/ _ o) o
% w®  n“

ox’ A
PP
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(1.3) den x# ya gore tiirev alarak;

axk oxk a7k

=——+&
an? P ox”
axkl k aZk
=0 t+te—
P TP T oxF

bulunur. (1.3) den X =x% 4 £7° yazarak

x% =x% —£z% min x' ye gore tiirevin alalim.

ox? _ axffl _gazf _ 5?' _gaza ox'

ax’n ox' ox' ! gg

dir. X' =x' —¢7' oldugundan; benzer olarak

(0} , o t . o ' ;
Lt L
ox' ! ox' Jy i o i o

o . c .
ax—.,= o7 —8az—t§f
ox' ! ox’ 1
elde edilir.

x' =x'+&z' nin x% ya gore tiirevi ise

axjv 3 ox’ ve oz’
% ox* ox%

olup burada X7 ya gore tekrar tiirev alinirsa

ale aZZl

=
ox%oxP x%xP

o
bulunur. Bu ifadesini ax_l ile carpimi ise
X

*x nC 7 &
—=£ o
ox%ox? oxl x%axP i

(E =69 —¢ 9z%
ox' i ox'

&)

dir. Simdi buldugumuz bu sonuclarn (2.2) de yerine yazalim.
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- o7 a7k o 072% o 9%z :
Lgﬁ(x):Lj.k,(x){ég(+g&cia}{5z+eax Mé‘f’ - aif 5;. }gax“;xﬁ é‘lf’

Zi',.k, (0) =L, (@)

ve
59 =6°.8 =6

oldugundan;

o et ol sised || sto o2 [ so_ 02 5 I o
Laﬁ(x)—ij(x)_ﬁé ox?% Hé‘ﬁ ax 9 _ggé‘i +gax“axﬂ5i

o4 i k a k dz’ ol 9z° t azzi o
Laﬁ(x)—ij(x) 5’5 +5J 7 5ﬁ @ }[5 —£ o o; +gax“axﬁ5"

o _i—_'kO' 'ktazo- ol aZ O'kaZ azzi ol
Laﬁ(x)—ij(x)_é'OJ,é'ﬁé} —5g,5ﬁ5,.eaxt +0; 51 o7 +0; 5,8 N +88x“8x'6 ;

yazilabilir. Burada L"jk (x) ifadesinin Taylor serisine acilimi

i

. . o
LyX)=L;(x+€2)= k(x)+ ax Lerbvel+..

olup

| i jk b k k k Z Z
Lgﬂ(X)_[ij(X)+ax_ng ]|:50]l5ﬂ50- 515 é‘l[ a - 50-5/ ax 50—5ﬂ ax :|+gax0!axﬁ 51'0-

2% 3k d) OLgg 9’z
Ig5(0) = Laﬂ(x){ R W A v A

bulunur. O halde wa nin Lie diferansiyeli

az* o
ok ox N5 +Ljﬂa o LO(,B axt + x b < axaaxﬂ

;EL"e La (xX)— Log(x) = { AN . by o L

Yani
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dir. Buradan su teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 2.1 (1.2) nokta doniisiimiiniin L, de bir hareket olmasi i¢in gerek ve yeter sart

ozF Lo ozl az"+aLZﬁ by 9°z°

° —_—— Z
IBx@ B gt T oyb ox%oxP

akax_ﬁ

=0 (2.4)

olmasidir.
2.1 L Konneksiyonunun Bir Tensor Olarak Lie Tiirevi

Buraya kadar Lie tiirevini kismi tiireve gore ifade etmistik. Simdi Lie tiirevinin kovaryant

tiireve gore ifadesine aragtiralim.

Daha 6nceki hesaplamalarda, Ifjk nin Lie tiirevinin

i i p_ I gp pri pri
;g ij—z,jk+ij,pz z,pij+z,ijk+z,ijp (2.5)

seklinde oldugunu biliyoruz.

lek nin kovaryant tiirevi cinsinden ifadesini elde ederek

(2.5) de yerine yazalim.

zfjk ifadesini hesaplayalim,

z' sonsuz kiiciik biikiilme vektoriiniin 2/ ye gore kovaryant tiirevi
i _ i . pyi

dir. (2.6) da xK ya gore kovaryant tiirevi ise
iN o (o kyi _ _igp

(@ = (@) k3L~ 3L

dir

i i pri p s 7i i i s 7 p
(z‘j)‘k =(z;+27Ly)  + (2 + T L)L, —(z , + T Ly)Ly,

i i pri pri pri syi yi i yp _ Syl P
G = L g Ly 2l + T Ly Ly =2 p Ly = 2 L Ly

i b pyl _ _ppi __pyi _ _syigi i yp syi p
2k = Yk 2Ly Zij,k Z,Jka zLSJka+z,pij+z LpSij

Burada z‘ijk z' nin j ve k ya gore kovaryant tiirevidir.
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i i gl p_qgi _p_qi yDP S p i
£z, =Y~ Lpjat T Lyt~ b g T H Lz

_qi )4 poyi _s i p_ i gp pri )4
kaz’j+ijLspz +ij’pz z L5 +z%0 , + 70 L

i
P jk ,J TPk & jp

Bu ifadede 5. terim ile 9. terim ; 6. terim ile 10. terim sadelesmektedir.

i i g p_qi P _qi ypP_S5 p oyl s, 7l p ., ._Pri
£Zij_Z‘jk Lpjaz” =Ly = Lplyge + Ly L= + Ly, 20+ 2, Ly,

z‘z parantezine alip gerekli sadelestirmeler yapilirsa,
i i pepi _gi N_gi P i p_qgi gps_ P i s
;’E; Ly _Z\ijrZ,k(Ljp Ly)—=L, 2" +Ly 2" =L, Lz + Ly Loz
elde edilir. Son iki terim de p—>s indis degisimi yapilarak Riemann egrilik tensoriinii elde
etmek amaci ile
i g8 _p s gl _D i )4
+LskijZ —ijLpsz +Ljp,kz

gl oys D s yi _p _ gl p
LgLpz” + Ly Lpz” =Ly, 42

terimlerini ekleyelim. Buradan

£z Ly =gy + 2 (L = Ly) = Ly 2 + Ly 28 —Ly Ly + Ly Ly 2
+L L5, — Ly Ly 2P + L 27
~L, L2 + L}kLl:vap _Lij %2’

bulunur.

£ Ly =+, ~ Ly +L (L, - L)
+Ly (L, = L)z +(Ly,  — L V2P +

i p_ 7S gi D s gl _p_gi P

+ij’pz LijskZ +ijLspZ Ljp,kz
i _ gl i
Tjk ij ij
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=, -I’L

i
R; Jjk.p Jp sk

s i i
i +ijLsp—L

Jjp-k
oldugu goz oniine alinirsa

i p i i s _p s i _p i p i p
£ = Gt 2w Tp Tl + LT ps 2 4T 20+ Ry 2

dir. 4. terimdeki T karisik tensoriinde p—>s indis degisimi yapilir ve —Lfij;zs +17 kTJ’-;,ZS
terimleri eklenirse ifade

s i p
Z +Rjkpz

i ppi gl s _p_yS pi P i _p_ P i S p i
L Ly =y v ol T+ Ly T52" — Ly T2 + T, 2~ LT, 2 + LT,

haline gelir; elde ettigimiz bu ifadede 6. terimde p—>s indis degisimi yapilir

i i ppi i s_p_ 7S i _p i T i _p p »
£Zij_Z‘jk+Z,ijp+LsijpZ Ly Tz +T,, 28 =L, Tizm + LG T

i _s i
ik Lsp ok Ljs e TRy,Z

ve bulunan bu ifadede

p i s _p_ S i D _ 7S i_p
@+ LT 2" Ly To,2" —L Tz

jk* sp pk= Js

i p _ i
ij\kz Ty i

esitligi kullanilirsa

i i i p i_p i yp _s i p
£, - G T T2 Tl =+ R 2
elde edilir.

i i )4 ppi _yp i s i yp _S i p
;EZ Ly =7 jk"'ij\sZ +Z\ijp LaTjpa +TjpLg 2 + Rz
4. ve 5. terimler sadelesirse

i i p pi i p
£Z‘ Ly 3 jk +T,,2" + Z\kTJp +Rj,2

i i i_p i p
;Ez Ly = 4k + (T2 )\k + R,z

i i i p
£ Ly =y + Ryt

bulunur.

2.2 t] Tensoriiniin Lie Tiirevi

7' ve t,ij nin kovaryant tiirevleri sirasi ile asagidaki sekildedir:
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i i pri
Zm = Zm +z me
— 4 Pjyi P ijrp
=tem T me kme tkam

t,’cf nin Lie tiirevi:

ij_tJ J_p _4piji _dp_Jj
seklindedir.
hj i hyj ijrh
k’p tk‘p th t, Lh +1, L

P — p_hp

Z1 =Z‘l _ZhLl

4 p hp
b= _ hyi
p =g, 2 Ly,

esitliklerini (2.4) de yerine yazarak
£d=q o=t L, — L+ )2+ (2h ="t (2, - )~ (2, =" )
- k hp + k hk’ "'k \p hp! " e \Xip hp

ifade diizenlenirse;

£ t] =t} 8 Patleh — g i+l Th vl T L+ hT’ (2.8)
- ;

elde edilir.

2.3 (u, v) Tipindttn11"’2""'j Tensoriniin Lie Tiirevi

[ lu — (i eeeeeiy P _ g (D N\l lu ]/3 iy e lu
£ tjljz ~~~~~ (thjz ~~~~~ ijZ Z Zsl’(ia )tj1]2 ----- + Z 2 ( )th]z ~~~~~ )g (29)
z o=l
Ty i | AU ARY 2 PO i J | A /] | A /]
seklinde olup burada ( )t-l Lo e Tiel e ( 7 ) R dir
o ) Jyeee diy Jeedv Jpeeedv Jpeeeee i gaP? gty
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Qoo _ Qoo Bl _ i B el p [/ AR
£ 1 _;% et e p ;Zza(z’)t, . +[}ZZ (P ))‘ 210

U v iy s s [Jg\ b iy
22l L ()00, Rl L ()

u . .
iy _pls §oeeeily iy _s (p ) ey
[XZ—ILPYZ (la )tjl ----- Jv + (XZ—ILPYZ ) iy tjl ..... Jv

5. ve 7. terimlerde
p2>s
s2p

indis degisimi yapalim

ooy Qe i (p \. bty O iy (S5 G M ig i ps U ooty
;’Ezitjl ----- Jv e vl ZZ\Z(W) ----- ZZ\,/}( ) ----- Jv+aZ:(LSUI[7 gs)z (la)tjl ----- v
Burada
T =Lg - L2 (2.11)

oldugundan, ifade
Qoo foly i\ by N iy (S e iy ig p(s Bl
£Z’11 ..... o = eivlp ;Z\Z(za) ..... ZZ\,ﬁ( ) ..... jﬁlesﬁZ (ia)tjl ..... v

seklini alir. Boylece asagidaki teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 2.2: (u,v) tipinden karigik t1 """ ? tensoriiniin Lie tiirevi (u,v) tipinde bir tensordiir

ve

seklinde ifade edilir. Burada
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Onerme 2.1: L, uzay1 Ifjk simetrik konneksiyona sahip burulmasiz bir uzay ise (Tj’k =0)

2.3.1 (u, v) Tipinddn:i' 'j Tensoriiniin Lie Tiirevinin Diger Bir Ifadesi
L"jk simetrik olmayan afin konneksiyona ve
Ti

Jk - 2lIﬂc]

burulma tensdriine sahip n boyutlu L, uzayindaki Lie tiirevi igin, L’.jk konneksiyonunun

1 . .
Lo _ 2t gt
Lfk_2(ij ij)
0
simetrik kismini ele alarak islemleri yeniden inceleyelim. Burada T;k =L, - L’ = 2[11k]
oldugundan
i 1 i
L, = L +— T
J 2
oldugu agiktir.
til ..... iy _til ..... iy +iLi‘” p(s )til ..... iy _iLs p Jﬁ)til ..... iy
jl ----- vlp jl ----- Jvsp —~ psZ i jl ----- Jv = j/j‘PZ s jl '''' Jv
Qe _ ﬁ ----- ig ighs o s l s (]ﬁ') ooty
L e = Levop Z (LO + 2Tps)( ) ..... i ;(ngp 2T\
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By [ 1 ¢ 1 e, [
| L7 B L ig (s ‘1 u 1 K Jp ) 1l
Jpee Jvlp tjl ~~~~~ JviP + 2 (ZZ:ITPS (’0[ )tjl ----- ) Z: TJﬁP (S tjl ----- Jv
dir ve
Z‘la — Zl?) + Egszs

g _ g Iy = lgy S
z _Z,p+(L[(7)s+2TpS)Z

g _ g Iy s = lg S
z‘p =z +Ly o +-T5z
0 2

, 1
g _ g L pig s
9 T%p5 Tz

dir. Burada (;), L"jk konneksiyonunun L"jk simetrik kismina gore alinan kovaryant tiirevi
0
temsil etmektedir. Simdi buldugumuz ifadeleri Lie tiirevinde yerine yazalim.

S Jpeeedv T e dvil = ps \ig )" jjeedv 9 = Jgp Jpeeeedv
Z i Iy 1 & i by J Iy oy

_ a(P) 1 —— N Tl S(P)tl ZZ Pﬁ 1
P\ Jpeeeee ] ps [ Jpeeees ; Jpeeees ]
o= o) e dy 25 o) ey = Jp v

p <> s indis degisimi yaptigimizda antisimetrik Tzi[; tensoriiniin

g — _ Tl
Tps - Tvp

seklinde isaret degistirdigini belirtelim.
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seklindedir. Burada (;), Ifjk konneksiyonunun Lijk simetrik kismina gore alinan kovaryant
0

tiirevi temsil etmektedir.

Teorem 2.4 z'(x) vektor alammm R" Riemann uzayinda bir sonsuz kiiciikk hareket

tamimlamas i¢in gerek ve yeter kosul 7 le keyfi bir jeodezigin teget birim vektoriiniin bu

jeodezik boyunca i¢ ¢arpiminin sabit olmasidir.

Ispat:

ds® = gijdxidxj

Riemann metrigi ile verilen n boyutlu R" Riemann uzayin diisiinelim. Daha 6nce
T=x+7 (x"He

nokta doniisiimiiniin R”" de bir hareket olmasi i¢in gerek ve yeter sartin

oldugunu gostermistik.

i(z dx”)_i( Zmdx"
ds " ds os Emn ds

) (2.12)

0 dx" 9 m dx" 0 . dx" o d2x"
as( " ds ) os (&) s Bmn as( ) ds Bmn ds?
0 dx" 0 o dx" dxk 0 . dx" o dx"
— (=) =—¢ Tt g — () =+ g2
as( " ds ) ok (&) ds ds Bmn as( ) ds Bmn ds?
Burada jeodeziklerin diferansiyel denklemi
d>x" dx’ dx’
P T e

kullanilarak
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ds " ds oxk Ermn ds ds Ermn os ds Emn < Fj ds ds

elde edilir. Ve

ganij z[y,m] =Fijm :E( o + a;l. - ax’i’ (2.14)
ifadeleri yerine yazilarak

n n k n m Jg. Jdo . dg.. i j
i(zndi):ik(é’mn)zm dx di+gmni(zm)dx _2 (Eim gll{"_ g;]l & dx
ds ds = ox ds ds ds ds 2 ox)  ox ox" ds ds
0 dx" 19 adx" 19 o dx™ di 9 . dx”
—(z =—— z += z —+ g (2" ——
as( " ds ) 2 ox* (&mn) ds ds 2ox" (&mn) ds ds 8rmn ds @) ds

10g, dx’ d!  108m di' dx! , 108 dx' dx!

2 ox) ds ds ST ds ds ° 2ax™ ds ds
bulunur. Burada
4.terimde i2>n
j=2k
5.terimde j—=>n
i2k
indis degisimlerini yaptiktan sonra ifade diizenlenirse 1.-4. ve 2.-5. terimler sadelesir

3 . terim iki esit parca halinde yazilarak

9 dx" 1 d dx" 1 h) I 1902 di dil
_(Zn . )=_gmn_(zm)i+—gmn_(zm) al +— g ax ax m

z 2.15)
ds ds 2 ds ds 2 ds ds 2™ ds ds

D " 1, 9 ' 10 (& dx' 198y dv' dx/
s " ds ) 28modk  ay ds 28k S s ds 205" ds ds

l.terimde n—>i
k=]

2.terimde m—>n
n->j

k=>i
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3.terimde m—2>k
indislerini degistirerek

o, dx". 1 0 0 ag,] i dx' dx’
(N My " = = 2.16
ds @ ds ) Z(gml ox’ ¢ T8 ox’ 8 PR ds ds (2.16)

" o n, 98
elde edilir 2V(izj)=(gmiwz +gnjwz +a ,fz ) dan

0 ax" 1 dx’ dx
—(z, —)=—(2V 2.17
25 s ) T B s @17
ifadesi bulunur. Burada
2Vizp =0
oldugundan
0 dx" dx' dx’
—(z,— 2V .z —-=0
as( ds) ( G ]))d ds
dir ve buradan da
n i i
9 &y A, (2.18)

ds ds ™D ds  ds

olup, bu i¢ carpimin jeodezik boyunca sabit oldugu ispatlanmis olur.
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