CELAL BAYAR UNIVERSITESI * FEN BiLIMLERIi ENSTITUSU

SONLU GRUPLARIN AYRISILABILiRLiGI

YUKSEK LiSANS TEZi

Matematik Ogretmeni Elvin OZUTASTAN

Anabilim Dah : Matematik

Programi : Cebir ve Sayilar Teorisi

MANISA 2006



CELAL BAYAR UNIVERSITESI * FEN BiLIMLERIi ENSTITUSU

SONLU GRUPLARIN AYRISILABILIRLiGI

YUKSEK LiSANS TEZi

Matematik Ogretmeni Elvin OZUTASTAN

Tezin Enstititye Verildigi Tarih  : 15 Agustos 2006

Tezin Savunuldugu Tarih : 28 Agustos 2006

Tez Danlsn}‘anl : Yard.Do¢.Dr. Mustafa KAZAZ
Diger Jiiri Uyeleri : Prof.Dr. Hasan Hiiseyin UGURLU
: Yard.Doc¢.Dr. Ali OZDEMIR

MANISA 2006



ICINDEKILER

TESEKKUR ...t ee e e e ee e ee s ee e ee e sneees i

O ZE T ettt ettt ettt ettt ettt e aane ii

ABSTRACT ...t se e, ii

BIiRINCi BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR ......oooomiomiioeeeeeieeeeeeee e e 1

iKiNCi BOLUM

5-VE 6 - AYRISILABILIR SONLU GRUPLAR ........oouieieoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee oo 11

UGUNCU BOLUM

7- ve 8- AYRISILABILIR SONLU GRUPLAR .......oooieieeeeeeeeeeeeeeeeee oo 20

DORDUNCU BOLUM

X = AYRISABILIR GRUPLAR ..o 28
4.1, X ={1,2,3} -AYRISABILIR GRUPLAR .........cooorrrrreeeeeriseirereeeieeassseeeeeoeessssseseesseeeeennnas 28
4.2. X ={1,3,4} - AYRISABILIR GRUPLAR ........ccoovrrreroieeernnsirsneeeeessssseessesseesesssesessseeesenonns 35

KAYNAKLAR .. e 40



TESEKKUR

Bu calismamda emegi gegen sayin hocam Yrd. Dog. Dr. Mustafa KAZAZ'a, sevgi, saygl ve
sabirlarini higbir zaman esirgemeyen annem Nalan OZUTASTAN ve sayin Tayfun Tolga
TURKYILMAZ’a sonsuz sikranlarimi sunarim.



OzZET

G bir sonlu grup ve A, G nin bir normal alt grubu olsun. NCC(A) ile A’'nin G -eslenik
siniflarinin ~ sayisini  gosterelim. Eger ncc(A)=n ise A vya n-aynsilabilirdir denir.
Ks ={nCC(A)|A<1G} olsun. X pozitif tamsayilarin bostan farkli bir alt cimlesi olsun. Eger
Ks = X ise bu taktirde, G ye X -ayrisilabilirdir denir. Eger X ={1,n} ve G, X -ayrisilabilir ise bu
taktirde, G ye N -ayrigilabilirdir denir.

[13] de, Shahryari ve Shahabi, bir 2—ayrnigabilir H alt grubunu igeren sonlu gruplarin
yapisini belirlemiglerdir. Bu durum igin, H <G, |H|(|H|—1)“G| ve H G nin bir elemanter abelyen
normal alt grubudur.

[14] de yine Shahryari ve Shahabi, 3-ayrisabilir H alt gruplu sonlu G gruplarin yapisini
incelediler. Bu durumda H in ya bir elemanter abelyen grup, bir yariabelyen p -grup veya elemanter

abelyen H' gekirdekli bir Frobenius grup olabilecegini ispatladilar.

[17] de Reise ve Shahabi de bir 4-ayrigabilir alt gruplu sonlu G gruplarin yapisini
belirlemislerdir.

[6] da Ashrafi ve Sahraei, 2-, 3- ve 4 - ayrisabilir sonlu gruplarin yapisini karakterize ettiler.
Ayrica ¢ozulebilir N -ayrigabilir sonlu gruplarin yapisini elde ettiler.
Bu calisma, Ashrafi’nin seri makaleleri incelenmigtir. 1. bélimde calismada gerekli olan tanim ve
teoremlere yer verilmistir. 2. bélimde 5- ve 6 -ayrisabilir sonlu gruplarin yapisi incelenmistir. 3.

bélimde ise 7 - ve 8-ayrigabilir sonlu gruplar karakterize edilmistir. Son bélimde, X :{1,2,3} ve

{1,3,4} ise, bu taktirde X -ayrisabilir sonlu gruplarin yapisi incelenmistir.
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ABSTRACT

Let G be a finite group and A be a normal subgroup of G. We denote by Nncc(A) the
number of G -conjugacy classes of A and is called N-decomposable if NCC(A)=n. Set

Ks = {nCC(A)| A <G} . Let X be a non-empty subset of positive integers. A group G is called X -

decomposable, if K = X.
In [13], Shahryari and Shahabi, investigated the structure of finite groups, which contains a
2 -decomposable subgroup H . In this case, H <G’, |H|(|H|—1) divides |G| and H is a

elementary abelian normal subgroup of G .

In [14], Shahryari and Shahabi studied the structure of finite groups G with a 3-
decomposable subgroup H . They proved that, H is either an elementary abelian subgroup, a
metabelian P -group or a Frobenius group with elementary abelian kernel H'.

In [17], Reise and Shahabi, determined the structure of finite groups G with a 4-
decomposable subgroup.

In [6], Ashrafi and Sahraei, characterized the structure of 2-, 3-, 4 -decomposable finite

groups. And they obtained the structure of N -decomposable solvable finite groups.
In this study, series articles of Ashrafi was examined. In the first part, the definitions and theorems
which are necessary in this study, were given. In the second part, the structure of 5- and 6-
decomposable finite groups was examined. In the third part, 7 - and 8 -decomposable finite groups
were characterized. In the last part, if X ={1,2,3} and {1,3,4}, then X -decomposable finite groups
structure was examined.

il



1. BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

Bu bélimde tezde kullanilan grup teori ile ilgili tanim ve teoremler verilmistir. Genel olarak [1],
[6]1, [7], [8], [9], [10], [13] ve [14] numarali kaynaklardan yararlaniimistir.

Tanim 1.1 : Bir G # & kimesinde bir (a,b) — ab ikili islemi asagidaki kurallari gergekliyorsa, G ye
bir grup denir:

1. Va,b,ceGigin a(bc)=(ab)c Asosyatif kural verilir.

2. YVaeGigin ae=ea=a olacak sekilde bir e € G vardir. € elemanina G nin birim

elemani denir
3. YVaeGigin a a'=a"'a=e olacak sekilde bir a'e G vardir. a”' € G elemanina

a nin inversi (tersi) denir.

G bir grup olsun. Eger Va,b € G igin ab=Dba oluyorsa G ye bir degismeli ( abel veya
abelyan) grup denir.

Bir G grubunun eleman sayisina G grubunun mertebesi denir ve | G | ile gosterilir. G grubu sonlu

saylda elemana sahip ise bu gruba sonlu grup, sonlu olmayan gruba da sonsuz grup denir.

Tanm 1.2: G birgrupve @ # H < G bir alt kime olsun. H, G de tanimlanan ikili isleme goére

bizzat bir grup ise H a, G nin bir alt grubu denir ve H < G ile gosterilir.

Tanm13: H={e} ve H= G altkiimeleri daima G grubunun alt gruplandir. H = {e} alt

grubuna trivial alt grup ve G den farkli her H alt grubuna da 6z alt grup denir. Eger H, G nin bir

oz altgrubuise H < G yazilrr.

Tanm 1.4 : G bir grup ve @ # A< Golsun. G grubunun A vyi igeren bitin alt gruplarinin

ailesinin arakesitini < A > ile gbsterelim. Bu taktirde < A >, G nin bir alt grubudur. Bu alt grup A



yi igeren en kigik alt gruptur ve A tarafindan Uretilen alt grup olarak adlandirilir. Eger A = { X}
seklinde bir elemanli kiime ise bu taktirde < A > yerine < X >yazilir. < X > e, G nin bir devirli alt
grubu denir. < X > devirli alt grubunun mertebesine X elemanin mertebesi denir ve |X| ile gosterilir.
Eger G grubunun kendisi bir X elemani tarafindan tretilebiliyorsa G ye bir devirli grup denir.

G = < X > bir devirli grup olsun. Bu taktirde G = < X > = { X”| nelIR } dir. Ayrica, G =< X >

devirli grubunun degismeli olacagi agiktir.

Tanm 1.5: G birgrup,S ve T, G nin bos olmayan alt kiimeleri olsun. Bu taktirde

ST:{ St|SeS,teT }
olarak tanimlanir. Ozellikle, T = {t} icin t yazarsak bu taktirde

St={st|sesS}.

Tanm 1.6 : G birgrup, H < G ve g € G olsun. Bu taktirde
Hg={hg|heH ]
kiimesine H in, G de bir sag-yan sinifi denir. Benzer sekilde bir gH sol-yan sinifi da tanimlanir. g
ye Hg (ve gH) nin bir temsilcisi denir. H n, G deki bitin sag-yan siniflarinin koleksiyonu
G / H ile gésterilir:
G/H={Hg|geG|

dir. G de H in bir sag-yan sinifi birgok temsilciye sahip olabilir. Asagidaki teorem H 1n iki sag yan

sinifinin ayni olup olmadigini belirlemek igin bir kriterdir.

Teorem 1.1: G birgrupve H < G olsun. Bu taktirde Ha = Hb dir ancak ve ancak ab™ € H dir
(benzer olarak, aH =bH < ba™ € H dir).
G bir grup ve H <G olsun. G de H n herhangi iki sag-yan sinifi ya aynidir ya da ayriktir.

Ayrica G de H in sag-yan siniflarinin sayisi sol-yan siniflarinin sayisina esittir.

Tanm 1.7 : G bir grup, H <G olsun. H alt grubunun her sol-yan sinifindan ( veya sag-yan

sinifindan ) bir tek eleman segilerek, bu elemanlardan teskil edilen R kiimesine, H alt grubunun G

deki bir sol transversali ( veya sag transversali ) denir.

Tanim 1.8 : G bir grup ve H < G olsun. G de H in biitiin sag-yan siniflarinin sayisina G de

H in indeksi denir ve [G : H] ile gosterilir. Buna g('jre,| R| = [ G:H ] dir.



Tanm 1.9 : G birgrupve H <G olsun. Egerher g € G icin gHg'=H oluyorsa H a, G

nin bir normal alt grubu denir ve H < G ile g6sterilir.

Teorem 1.2 : [G : H] =2 ise H normaldir.

Teorem 1.3 : ( Lagrange ) : Eger G sonlu bir grup ve H < G ise bu taktirde | H | |G| yi boler.

Ozeliikle, [G:H ]=|G|/|H| dir.
Teorem 1.4 : Eger |G | = p, ( p birasal say ) ise bu taktirde G devirlidir.

Tanim 1.10 : Eger bir G grubu 6z normal alt grup icermiyorsa G ye basit grup denir.

Tanim 1.11: G birgrupve X,y € G olsun.
y=9"xg
olacak sekilde bir § € G elemani varsa Y, X e esleniktir denir. G de X e eslenik bitiin elemanlarin

kiimesi x° ile gosterilir: x® = { g“ Xg:0eG } x© ye G de X in eslenik sinifi denir.

Tanm 1.12: G birgrupve H, K G nin iki alt grubu olsun. Eger
Kzg’ng:{ g'hg| heH }
olacak sekide bir geG elemani varsa H ve K alt gruplarina egleniktir denir.

g'H g kiimesi H? ile gosterilir.

Tanim 1.13 : G bir grup olmak lzere
Z=2(G)={aeG|VxeG ign ax=xa }

kiimesine, G nin merkezi denir. Eger Z(G) =1 ise G grubuna merkezsizdir denir. Z(G) nin G nin

bir normal abelyan alt grubu oldugunu géstermek kolaydir.

Tanim 1.14 : G bir grup ve a € G olsun. anin G deki merkezliyeni, a ile degismeli olan batiin

X € G lerin cimlesidir. & nin G deki merkezleyeni C;(a) veya C(a)ile gosterilir.
Cs(a)={xeG| ax=xa |

Cs (@) nin, G nin bir alt grubu oldugunu gérmek kolaydir. Ayrica Z(G) = meC(a) dir.
ae



Tanim 1.15: N, G nin bir normal alt grubu olsun. G / N kiimesi iizerinde (Ng) (Nh) = N(gh)
ile bir carpim tanimlansin. Bu taktirde G / N bu garpima gére mertebesi [G :N ] olan bir gruptur.

Bu gruba N ile G nin boliim ( faktor ) grubu denir.

Tanim 1.16 : G birgrup ve H, G nin bir alt grubu olsun. H <G ve H <K <G den K =G
elde edilirse H alt grubuna, G nin bir maksimal alt grubu denir.
E= { e} olmak tizere E <H ve E <K <H dan K = E elde edilirse H alt grubuna minimal

alt grup denir.

Teorem 1.5 : G bir grup ve M, G nin bir normal alt grubu olsun. Bu taktrde M , G nin bir

maksimal normal alt grubudur ancak ve ancak G / M basittir.

Tanim 1.17: (G, .) ve (H, *) ikigrup ve ¢ : G — H bir fonksiyon olsun. Eger her a,b € G igin
p(a.b)=p(a)*e(b)

oluyorsa @ ye G den H ye bir homomorfi denir.

Tanim 1.18 : G birgrupve N < G olsun. Bu taktirde
»:G—>G/N
g — gN

dénusumu bir homomorfidir. Bu homomorfiye dogal homomorfi denir.

Tanim 1.19: ¢ : G — H bir homomorfi olsun. Bu taktirde

9" (ey)={acG:p(a)=e,|

kiimesi G nin bir alt grubudur. Buna ¢ homomorfisinin gekirdegi denir ve Cek @ ile gsterilir.

Tanim 1.20 : Orten bir ¢ homomorfisine bir epimorfi ve 1-1 bir @ homomorfisine de bir monomorfi
denir. Orten ve 1-1 bir @ homomorfisine izomorfi denir. Eger G ve H gruplari arasinda bir izomorfi
varsa bu gruplara izomorfiktir denir ve G = H ile gésterilir. Bir G grubunun kendi zerine bir

izomorfisine bir otomorfi denir. G nin bitin otomorfilerinin kiimesi Aut (G )ile gosterilir. Aut(G)

bilegke islemi altinda bir gruptur.

Teorem 1.6 (Birinci izomorfi Teoremi ) : Eger ¢ : G — H &rten bir grup homomorfisi ise bu

taktirde



G/ Cekp=H dr

Teorem 1.7 (ikinci izomorfi Teoremi ) : G bir grup, H <G ve N <G olsun. Bu taktirde

H ~ N, Hn bir normal alt grubu, HN de G nin bir alt grubudurve H/H AN = HN /N dir.

Tanm 1.21 : H ve K iki grup olsun. H x K ={(h,k) | heH,keK } kartezyen carpim
kimesi tizerinde bir ikili islem

(h,k) (h',k') = (hh’, kk")
olarak tanimlansin. Bu taktirde H x K bu ikili isleme gore bir gruptur. Bu gruba H ve K nin direkt

carpim grubu denir.

Teorem 1.8 : G bir grup ve H,K G nin iki normal alt gruplari olsun. Eger H NK = { e} ve

G = HK ise bu taktirde G = H x K dur.

Teorem 1.9 : G =H x K olsun. H,<H ve K, <K olsun. Bu taktirde H,x K <G dir ve

G/(H xK)=(H/H)x(K/K, )di.

Tanm 1.22 : K, G nin bir alt grubu olsun ( normal alt grup olmasi gerekmez ). Eger K " Q =1 ve

KQ = G olacak sekilde bir Q < G alt grubu varsa Q ya, G de K nin bir komplementidir denir.

Tanm 1.23: G bir grup ve K< G olsun. Eger K, bir Q komplementine sahip ise bu taktirde G
ye Q ile K nin bir yari direkt garpimi ( semi-direct product ) denirve G = K x Q ile gosterilir.
Eger G = K x Q ise bu taktirde her X € Q igin

o, K=K, ¢ (k)=xk«"
ile tanimlanan déntsim K nin bir otomorfisidir. Ustelik, ¢ :Q — AutK, ¢(X)=g¢, ile

tanimlanan déntgim bir grup homomorfisidir. Boylece Q ile K nin bir yari direkt garpimini

olusturmak igin Q dan Aut K ya bir homomorfiye gereksinim vardir.

Teorem 1.10 : A ve B gruplarolsun. ¢ : B — Aut A, @(b) = ¢, bir grup homomorfisi olsun. Bu
taktirde A x B kartezyen garpimi,

(a,b)(a’,b’) = (a(Db(a'), bb’)

islemine gére bir gruptur.



Tanim 1.24 : Teorem 1.10 da ifade edilen gruba ¢ yardimiyla B ile A nin yari direk garpimi denir ve

A X, B ile gosterilir.

Teorem 111 : G=A x, B, ¢ yardmyla B ie A nin yan direk carpmi olsun.
K={(al)|acA} ve Q={ (1,b)| beB} olsun. Bu taktirde K,Q <G ve K= A, Q=B

dir. Ustelik, K <G, G =KQ ve K nQ =1 dir.

Tanim 1.25: G bir grup olsun.a,b € G elemanlari ile olusturulan a 'b™'ab elemanina, a ile b nin
komitatéri denir ve [ a,b ] ile gosterilir.
G'= < [a,b] ra,b e G> < G altgrubuna G nin komiitatér alt grubu denir. Ayrica, G'< G dir.

Bir G grubuigin G =G’ oluyorsa G ye milkemmel (perfect) grup denir. Her basit grubun milkemmel
olacagi agiktir. Eger G # G’ ise G ye miikemmel olmayan (non-perfect) grup denir.
G bir grup olsun. Eger G nin G’ komditatér alt grubu abelyan ise G ye yariabelyan (metabelian)

grup denir. Denk olarak, bir G grubu yariabelyandir ancak ve ancak G nin bir abelyen N normal

altgrubu vardir dyle ki, % bdlim grubu abelyandir.

Tanim 1.26 : G bir grup ve P bir asal sayi olsun. Eger G nin mertebesi P nin bir kuvveti seklinde
ise G ye bir p- grup denir. Bir G grubunun bir H alt grubunun mertebesi bir p asal sayisinin

kuvveti seklinde ise H a, G nin bir P - alt grubu denir.

Tanim 1.27 : Bir G grubu, p asal olmak (izere, Zp ><Zp x'--pr ye izomorfik ise G ye elemanter

abelyan p -grup denir.

Teorem 1.12 : ( Cauchy ): Eger G, mertebesi bir p asal sayisi ile béliinebilen bir sonlu bir grup ise

G, p. mertebeden bir eleman igerir.

Tanim 1.28 : |G | =p"m, (p,m) =1 olsun. G nin bir H alt grubunun mertebesi tam olarak p"

ise bu taktirde H a, G nin bir Sylow p - alt grubu denir.

Teorem 1.13 : G, sonlu bir grup ve H, G nin bir Sylow p - alt grubu olsun. Bu taktirde

i)  Her X e G igin H” bir Sylow p - alt grubudur.



ii) H <G dir & H, yegane Sylow p - alt grubudur.

Teorem 1.14 ( Sylow ) :
i) EgerP, sonlu bir G grubunun Sylow P - alt grubu ise G nin bitiin Sylow p -alt gruplari P ye

esleniktir,

ii) [Egder r tane Sylow p - alt grubu varsa; I, | G | nin bir bolenidirve r =1 (mod p ) dir.

Tanim 1.29 : G bir grup olsun. Her bir G, <G, , , (i=12,...,r ) oimak tizere G nin alt

gruplarinin sonlu bir

G=G,2G=>2--->2G, =1
Serisine G nin bir normal serisi denir. Bir normal serinin faktér gruplari GH/Gi (i=1L2,---,r)

gruplaridir. Bu GH/Gi faktor gruplarina normal serinin faktorleri de denir. Bu serideki I dogal

sayisina da, normal serinin uzunlugu denir; yani normal serinin uzunlugu trivial olmayan faktor

gruplarinin sayisidir.

Eger her bir Gi , Gi_l in maksimal 6z normal alt grubu ise bu normal seriye bir kompozisyon serisi
denir. G, ,/ G, faktérlerine de kompozisyon faktérleri denir. Bu durumda G, ,/ G, bir basit gruptur.

G sonlu bir grup olsun. Eger G, faktor gruplari asal mertebeli devirli olan bir normal seriye sahip

ise G ye ¢6ztlebilirdir denir.

Teorem 1.15 : Bir sonlu G # {1} grubu ¢ozilebilirdir ancak ve ancak G abelyan faktér gruplariyla

bir normal seriye sahiptir.
Teorem 1.16 : Bir sonlu ¢ézilebilir grubun bir maksimal alt grubu asal kuvvet indeksine sahiptir.

Teorem 1.17 : Sonlu gruplarin ¢ézulebilir minimal normal alt gruplari elementer abelian P -gruplardir.

Tanm 1.30: G birgrupveG =G, 2 G, >--- > G, =1, G nin bir normal serisi olsun. Eger her bir
G,, G de normal olan G, | in maksimal alt grubu ise bu taktrde G =G, 2 G, >--->G, =1

normal serisine bir esas ( chief ) serisi denir. GH/Gi faktor gruplarina da serinin esas ( chief )

faktorler denir.

Tamim 1.31: G bir grup olsun. Eger G, her i icin G,/ G, < Z(G/ G;) olacak sekilde bir
G=G,>G>->G =1

normal serisine sahip ise G ye nilpotent grup denir. Bu tipteki bir seriye bir merkezi seri denir.



Her nilpotent grubun, ¢oziilebilir olacag agiktir. Zira, eger G nilpotent ise bu taktirde Z (G/ G)

degismeli olacagindan her bir GH/ G, degismeli olacaktir. Dolayisiyla G ¢ozilebilirdir.

Teorem 1.18 : G bir sonlu grup olsun. Bu taktirde agagidaki ifadeler denktir:
i) G nilpotenttir.
ii) G nin her maksimal alt grubu normaldir.

iii) G nin her Sylow P - alt grubu normaldir.

iv) G, onun Sylow p - alt gruplarinin direk garpimidr.
Teorem 1.19 : Bir sonlu nilpotent grubun bir maksimal alt grubu asal indekse sahiptir.

Tanim 1.32 : Bir sonlu G grubunun bitin maksimal alt gruplarinin arakesitine G nin, Frattini alt

grubu denirve ® =® (G) ile gosterilir.

Teorem 1.20 : Eger G sonlu bir grup ise bu taktirde onun Frattini alt grubu @ bir normal nilpotent alt

gruptur.

Teorem 1.21 : G sonlu bir grup olsun. Bu taktirde, G nilpotenttir < G’ < ®(G) dir.

Tanim 1.33 : X = bir kime ve S, de X in bitin permitasyonlarinin kiimesi olsun. Bu taktirde
SX bilegke islemi altinda bir gruptur. Bu gruba X Uzerinde simetrik grup denir. S>< grubunun bir alt
grubuna da X (izerinde bir permitasyon grubu denir. Eger X = { 1,2,...,n } (NeZ")ise S,

grubu S, ile gé')sterilir.| S, | = n! oldugu agiktir.

Tanim 1.34 : Sn nin ¢gift permitasyonlarinin olusturdugu

A = { ge S, | g ¢ift permiitasyon }

n!
alt kiimesi Sn nin bir alt grubudur. Bu gruba N.dereceden alterne grup denir ve‘ A, | =—di

Teorem 1.22 ( Cayley ) : Her G grubu, SG nin bir alt grubuna izomorftur. Ozellikle, eger |G | =N

ise bu taktirde G, S, nin bir alt grubuna izomorftur.

Tanm 1.35: X = bir kime ve G bir grup olsun. X Uzerinde G nin bir etkisi asagidaki sartlari

saglayan bir a:Gx X — X; a(g, X)=gx, dénisimidir:



1. 1€ G birim eleman olmak lizere her X € X igin 1X =X dir,

2. Her xe X ve her g,heG igin g(hx)=(gh)xdir.

Tanim 1.36 : Eger her X, y € X ikilisi igin bir g € G elemani gXx =Y olacak sekilde bulunabiliyorsa

G ye transitif (gegismeli) dir denir.

Tanim 1.36 : G, X (izerinde etki etsin ve X € X olsun. Bu taktirde X in O(X):{gX|X € X} alt

kiimesine X € X in yériingesi denir.

Tanim 1.37 (Frobenius Grubu): Bir Frobenius grubu sonlu bir X kimesi tizerinde gegismeli bir G
permiitasyon grubudur 8yleki X in bir noktadan fazla elemanini sabit birakan G* =G —{1} nin
eleman yoktur ve G* =G — {1} In bazi elemanlar en az bir noktayi sabit birakir.

X kimesinin bir noktasini sabit birakan bir G Frobenius grubunun H alt grubuna Frobenius
komplementi adi verilir. H in herhangi bir esleniginde bulunmayan elemanlar ile birlik de birim

eleman bir K normal alt grup olusturur, bu gruba Frobenius Cekirdegi denir.

Bu tanima gére, K :G—(U(Hg)*J dir.

geG

Tanim 1.38 : Eger F bir cisim ise bu taktirde katsayilari F de olan bitiin nxn li singular olmayan

matrislerin kiimesi bir gruptur. Bu gruba genel lineer grup adi verilir ve GL(n, F) ile gésterilir.

Eger F sonlu bir cisim ise bu taktirde p bir asal ve N>1 olmak zere |F| =p" oldugu iyi
bilinir. = p" elemanh bu sonlu cisim GF((q) yada Fq ile gosterilir. Eger = P ise bu taktirde
GF(p) yerine F, kullanilr.

Eger F=GF(q) ise GL(n,F)  vyerine GL(n,q) yazilir.  Ayrica
|GL( n, g )| =(q"-1)(9"-q)...(q"—q"") oldugu kolayca gbsterilebilir.

Determinanti 1 olan bir matrise unimodular matris adi verilir. Batin nxn li unimodular matrislerin
N o | _|6L(n,a)]
kiimesini SL(n, q) ile gdsterelim. Bu taktirde SL(Nn, q)<GL(n, q) ve |SL( n, q )| = dir.
q j—
Teorem 1.23: SL(nN, q) nin merkezi Z(SL(n, q)), k" =1 olmak lizere bitiin kl skalar matrislerin

kiimesidir. Burada | birim matrisi gdsterir. Ustelik, ‘Z (SL( n, q ))‘:d dir. Burada d =(n,q—1)dir.
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SL(n, cy - e .
Tanim 1.39 : bélim grubuna projektif 6zel lineer grup denir ve PSL(n,
Z(SL(n, q)) g proj grup (n,q)

q"-1)(a"-q)..(9"-q9"")
d(g-1)

ile gsterilir. |PSL( n, g )| = ( , burada d =(n,q—1) dir.

Teorem 1.24 (Brauer-Suzuki-Wall Teoremi): [7] G, n>2 olmak lizere 2" mertebeden bir T

elementer abelyen Sylow 2- alt grubuna sahip bir sonlu basit grup olsun. Her reT—{l} icin

C;(7) =T oldugunu farz edelim. Bu taktirde G = SL(2, 2") dir.

Sonlu basit gruplarin siniflandiriimasinda énemli bir yere sahip olan Feit-Thompson Teoremi asagida
ifade edilmistir.

Teorem 1.25 (Feit-Thompson Teoremi): Her basit abelyen olmayan grubun mertebesi gifttir.
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2.B0LUM
5-VE 6 - AYRISILABILIR SONLU GRUPLAR

Bu boéliimde, 5- ve 6-ayrisabilir olan ¢ozilebilir olmayan, mikemmel olmayan sonlu bir G grubunun

yapisl incelenmistir.

Tanim 2.1: G bir sonlu grup ve NG de G ’nin trivial olmayan 6z normal alt gruplarinin cliimlesi
olsun. K, Ng nin bir elemani olsun. Eger K, G'nin n farkli eslenik sinifinin bir birlesimi ise, K ya

N -ayrisilabilirdir denir. Eger N # & ve N ’nin her elemani n -ayrisilabilir ise bu taktirde, G ye n-
aynigilabilirdir denir.

[13] de, Shahryari ve Shahabi, bir 2-ayrigabilir H alt grubunu igeren sonlu gruplarin yapisini

belirlemislerdir. Bu durum igin, H <G, |H|(|H|—1)“G| ve H G nin bir elementer abelyen normal

alt grubudur. [14] de yine Shahryari ve Shahabi, 3-ayrigabilir H alt gruplu sonlu G gruplarin yapisini
incelediler. Bu durumda H in ya bir elemanter abelyen grup, bir yariabelyen P -grup veya elementer
abelyen H' gekirdekli bir Frobenius grup olabilecegini ispatladilar. [17] de Reise ve Shahabi de bir 4-
ayrigabilir alt gruplu sonlu G gruplarin yapisini belirlemislerdir.

[6] da Ashrafi ve Sahraei, 2-, 3- ve 4- ayrisabilir sonlu gruplarin yapisini karakterize ettiler. Ayrica

¢Ozulebilir N -ayrisabilir sonlu gruplarin yapisini elde ettiler.

Bu boélimde, 5- ve 6-ayrisabilir olan ¢6zilebilir olmayan, miikkemmel olmayan sonlu bir G grubunun

yapisl incelenmistir.

Tanim 2.2: G bir grup olsun. 7, (G) ile G deki elemanlarin biitin mertebelerinin ciimlesi gsterilsin.

Bir sonlu G grubunun birimden farkli her elemani bir asal mertebeye sahip ise, G ye EPO-

grup adi verilir. Asagidaki teorem sonlu EPO-grubun ilging bir 6zelligini verir.



12

Teorem 2.1 : A’in karakteristik 6zelligi:

1. grubun mertebesi en azindan 3 farkl asal garpan igerir,

2. gruptaki birim elemandan farkli her elemanin mertebesi bir asal sayidir.

Teorem 2.2 : Eger G, abelyan olmayan sonlu basit bir grup ve G nin birimden farkli her elemaninin

mertebesi asal ise bu taktirde G, A, e izomorfiktir.

ispat: G, birimden fakli her elemaninin mertebesi asal olan, sonlu basit abelyan olmayan bir grup
olsun. Feit-Thompson Teoremi ile G nin mertebesi cifttir ve G nin bir Sylow 2 -alt grubu elemanter

abelyendir. Ustelik, G de mertebesi 2 olan her elemanin merkezleyeni elemanter abelyentir. Béylece
Brower-Suzuki-Wall Teoremi G, PSL(2,q) grubuna izomorftur (burada, m>1 ve q=2" dir). Bu
grup, q—1 ve q+1 mertebeden devirli alt gruplari igerir. Kabuliimiizden, q—1 ve (-+1 asaldirlar.
Diger taraftan, bu sayilarin birisi 3 ile bélindr, bu yiizden, 3=q=1 dir, yani, =4 tir. Boylece G,

mertebesi 60 olan PSL(2,4) = A grubuna izomorfiktir.

Tanim 2.3 : G sonlu basit bir grup ve (G) = { p| p bir asal ve pHG|} olsun. Eger |n(G)| =3 ise,

G grubuna bir K, -grup adi verilir.

Teorem 23: [2] Eger G, bir basit K,-grubu ise, bu taktrde, G  grubu
A, A, U,(3), U,(2), PSL(2,7), PSL(2,8) PSL(2,17)ve PSL(3,3) basit gruplarindan birine
izomorfiktir.

n,(G) cimlesini {l}, asallari igerenx,(G) ciimlesine ve bilesik sayilar iceren 7,(G)

cumlesine bdlelim. Bu durumda asagdidaki 6nemli teoremi verebiliriz.

Teorem 2.4:[2]1 G,

ﬂe(G)‘ <1 ile sonlu basit bir grup olsun. Bu taktirde G asagidaki gruplardan
birisidir:

1. Z,, p asal,

2. PSL(2,9), 9=5,7,8,9,11,13 yada 16,

3. PSL@3.,4), Sz(8)

n n

4. PSL(2,3"), burada 3 5 ve :1 asallar, ya da

n

5. PSL(2,2"), burada 2" —1 ve 21

asallar.
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Teorem 2.5:[2] G degismeli olmayan N -ayrisilabilir sonlu bir grup olsun. Bu taktirde,

1. Ng nin her elemani maksimaldir ve ayni zamanda N; de minimaldir.

2. G merkezsizdir ya da n asal bir sayidir ve |Z(G)| =n dir.

3. Eger K ve L, Ng ninikifarkli elemani ise bu taktirde G = K x L dir.

4. Eger K, Ng nin bir ¢éziilebilir elemani ise, bu taktirde, K elemanter abelyendir.

5. Eger Ng nin her elemani ¢ozillebilir ise, bu taktirde N yalniz bir elemandan olusmustur.

6. G cozilebilirdir < G’ abelyendir. Bdyle bir durumda, N ={G'}, G'=E(p"), burada
E(p") mertebesi p" olan bir elemanter abelyan gruptur ve G’, G 'de maksimaldir. G, G’

cekirdegi ile bir Frobenius gruptur ve onun komplementi p" —1=(n—1)q olmak lizere q

asal mertebeli bir devirli gruptur.

Not 2.1: Smallgroup(m, n) , GAP n klglk grup listesinde mertebesi m olan n. grubu goésterir.
Simdi, ¢ozilebilir olmayan 5- ve 6-ayrisabilir sonlu gruplarin siniflandiriimasinda ihtiyacimiz

olacak olan asagidaki teoremleri verelim.

Teorem 2.6 : [9] G = PSL(2, 2")olsun. Bu taktirde G asagidaki eslenik siniflarina sahiptir:

1. {1},

2. Kkaresi 1 e esit olan elemanlarin bir eslenik sinifi,

1
3. mertebesi (—1 ibodlen elemanlarin E(q —2) tane eslenik sinifi,

1
4. mertebesi q+1 ibodlen elemanlarin Eq tane eslenik sinifi.

Lemma 2.1 : [2] G = PSL(ZQ)ZM grubu tam olarak -1 +3 tane eslenik sinifina
Z(SL(2,9))
sahiptir. Bunlar,
.z}
2. I<i< q:13 olmak tizere q(q+1) uzunluklu, (a'Z)™-*%,
3. %q(q—l) uzunluklu (b(O,T)Z)PSL(Z,Q)
4. g(gq-1) uzunluklu (b(G’T)Z)PSL(Z,Q)
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5. %(q2 —1) uzunluklu (€Z)™9 ve (dZ)™H39

v 0 1 0 10 o T
burada a = 1 c= ,d= , b(o,7)= :
0 v I 1 v 1 ET O

v, GF(Q)" carpimh grubunun bir Uretecini gdsterir, Z:Z(SL(2,q)), o’ —¢gr’ =1 ve

g, € GF(q)—GF(q)’ keyfidir.

Boylece bu lemma ile, eger, (=3, T ve T asallar ise bu taktirde,
g-1 g+1 gq+1
7. (PSL(2,0))=4{1,2,3, s s drr.
. (PSL(2,0)) = { T4 o

Lemma 2.2 :[2] N=15, 6 olmak lzere, G bir N-ayrisilabilir ¢ézilebilir olmayan, mikemmel olmayan

bir grup olsun. Bu taktirde G’ basittir.
ispat: Teorem 2.4 de kabulimiizden G’, G ’nin bir abelyan olmayan minimal normal alt grubudur.

Béylece G', H,,...,H, gibi k tane izomorfik abelyen olmayan basit gruplarin bir direkt carpimidir.
Kabul edelim ki k>2 ve p,Q’da |H1| in iki tek asal Dbolenleri olsunlar. Bu taktirde,

{1,2,p,q,2p,20, p.q} < 7,(G") elde edilir ki bu bir geligkidir.

Lemma 2.3 : [2] G, n-ayrigilabilir, ¢ozilebilir olmayan mikemmel olmayan sonlu bir grup ve
|NG| > 2 olsun. Bu taktirde |NG| =2, n bir asal sayl ve G =Z_ xBdir. Burada B tam olarak n
eslenik sinifina sahip bir abelyen olmayan basit gruptur.

ispat: A ve B, N nin elemanlari olsunlar. Bu taktirde Teorem 2.4 ile G = Ax B 'dir. Burada A ve
B basit gruplar oldugunu gérmek kolaydir. A ve B, G nin yegane trivial olmayan normal 6z alt

gruplaridir [9, p.88]. Boylece |NG|:2 dir. Eger A ve B abelyan olmayan basit gruplar ise bu

taktirde, G' = G 'dir ve bu bir geligkidir. Bu nedenle, A veya B den birisi abelyendir. Bu A olsun.
A basit oldugundan, n bir asal sayi ve A=7  dir. Buispati tamamlar.

Kabul edelim ki, N bir pozitif tamsayi iken, tam N eslenik sinifi ile bir basit grubun varligini
kabul edelim. Bu durumda, iddia ediyoruz ki, bir mikemmel n -ayrigilabilir sonlu grup vardir. Bunu
gormek igin, A ve B tam nN-eslenik siniflar ile abelyan olmayan basit gruplar olmak (zere,

G = Ax B olsun. Bu taktirde, G bir n-ayrisilabilir sonlu gruptur.
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Burada sadece sonlu mikemmel olmayan gruplar g6z 6nune alinacaktir. Bununla birlikte, tam olarak
bir tane frivial olmayan 6z normal alt gruba sahip ¢o6zilebilir olmayan mikemmel olmayan sonlu

gruplarin belirlenmesi kolay bir problem degildir.

Teorem 2.7 :[2] Bir ¢dziilebilir oimayan, milkemmel olmayan G grubu 5-aynigilabilirdir < G,
Zsx A, A2, veya q=7,8 icin Aut(PSL(2,q)) e izomorftur.

ispat: A, in tam olarak 5 tane eslenik sinifina sahip yegane abelyan olmayan sonlu basit grup
oldugu iyi bilinir. Bunu kullanarak, eger, |NG|:2 ise, bu taktirde Lemma 2.3 ile istenildigi gibi
Gz Z:; x A ede edilir. Bu nedenle, G nin tam olarak bir 6z trivial olmayan normal alt gruba sahip
oldugunu kabul edelim, yani G’. Lemma 2.2 ile, G’ basittir ve 3 S|7Z(G’)| <4 ve |G :G'| =p (p
asal) oldugu gorllar. Eger, |7Z(G')| =4 ise, bu taktirde, G' bir basit EPO-Gruptur ve Lemma 2.2 ile
G'= A elde edilir ki bu bir geligkidir. Boylece, |7z(G')| =3 ve G’ bir K, -gruptur. Simdi Teorem 2.3
ve G'nin 5 tane G -eslenik sinifinin bir birlesimi olmasi gergegi ile G', A, A,, PSL(2,7) veya

PSL(2,8) e izomorfiktir. Eger, p ¢ z(G’) ise bu taktirde, G=Z xG'dr. Kabul edelim ki,

@:Z,— Aut(G") yandirek carpimi tanimlayan homomorfi olsun. |7z'(G') :‘E(AUI(G'))‘ ve
p ¢ 7(G') oldugunda, ¢ ile Z,’nin bir Uretecinin gdriintisd birim olmak zorundadir. Bu gésterir ki,

@ homomorfisi trivialdir ve G =Z xG’ dir, bu ise bir geligkidir. Dolayisiyla p € 7(G") dir. Simdi

ispatimiz asagidaki durumlara goére olacaktir.

G'= A, durumu. Bu durumda |G :G'|: pen(G)=1{2,3,5 ve bodylece |G| =120,180,300.
GAP’ta bulunan bu mertebeden gruplarin karakter tablosunu kullanarak, mertebesi 120 ve komutator

alt grubu A, e izomorfik olan 2 sonlu grup vardir, bunlar Smallgroup(120,34) ve
Smalligroup (120,35) dir. Fakat Smallgroup (120,35) = Z, x A dir ve bu bir geliskidir. Diger taraftan,
Smaligroup (120,34) =S, ve A, S;'in bir 4-ayrisilabilir alt grubudur ki bunlar kabuliimiizle gelisir.

Yukaridakine benzer arglimanlar kullanilarak |G| =180 ve |G| =300 durumlari benzer bir geligkiye

yol acarlar.

G'= A, durumu. Tablo 2.1 de A, nin eslenik siniflarini hesaplanmistir. Bu tablo ile G' niin mertebesi
1,2,3,4 ve 5 olan elemanlarinin tam olarak7 eslenik sinifi vardir. G', 5 eslenik sinifinin bir

birlesimi oldugundan G’ de 3 mertebeli elemanlarin 2 eslenik sinifi ve 5 mertebeli elemanlarin 2

eslenik sinift G de kaybolur. Bu G de uzunluklari 1, 45, 80, 90 ve 144 olan bazi eslenik siniflarinin
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var oldugunu gosterir. G’ de mertebesi 5 olan bir X elemanini diisiinelim. Bu taktirde, bir t pozitif
tamsayisi igin, |G|:‘XG‘.|CG(X)|=144.5'[ dir. Fakat |G :G'| bir asal sayidir, bu ylzden, t=1 ve
|G| =720 dir. GAP in kiigiik grup listesini kullanarak, gérebiliriz ki, komutatdr alt grubu A6 ya izomorfik
olan bu mertebeden dort grup vardir. Bunlar, S,, Z,xA;, Smallgroup(720,764),
Smallgroup (720,765) dir. Z,x A, iki 6z trivial olmayan normal alt gruba sahiptir ve A, da 6 tane
S, -eslenik sinifinin - bir  birlesimidir. Bu ylizden, G = Smallgroup(720,764)=A,.2, ya da
Smallgroup (720,765) = A,.2,’dir. Hesaplamalarimiz gésterir ki, A,.2, teoremimizin kosullarini

saglarken, A, alti tane A..2, -eslenik siniflarinin bir birlesimidir.

G'= PSL(2,7) durumu. Tablo 2.1 de PSL(2,7) nin eslenik siniflari bulunmustur. Bu tablo ile, G’,
mertebesi 1,2,3,4 ve 7 olan elemanlarin tam 6 eslenik sinifina sahipti. G', 5 G -eslenik

siniflarinin bir birlesimi oldugunda, G’ de mertebesi 7 olan elemanlarin 2 sinifi G'de kaybolur. Bu

uzunlugu 48 olan bir G -eslenik sinifinin oldugunu gésterir. G’ de mertebesi 7 olan bir X elemanini
dusiinelim. Bu taktirde, kolayca gorilebilir ki, bir pozitif t tamsayisi igin, |G| = ‘XG‘.|CG(X)| =48.7t tir.
Fakat, |G:G'| bir asal sayidir, bu yiizden, t=1 ve |G|:336'd|r. GAP'In kugik grup listesini
kullanarak, komutator alt grubu PSL(2,7) ye izomorfik olan bu mertebeden iki grup oldugunu

gorebiliriz. Bunlar, Z, x PSL(2,7) ve Aut(PSL(2,7)) dir. Tablo 2.1 den Aut(PSL(2,7)) problem

igin bir ¢ozimddr.

G = PSL(2,8) durumu. Tablo 2.1 ile, G", 1,2,3,7 ve 9 mertebeden elemanlarin tam olarak dokuz

eslenik sinifina sahiptir. G, bes G -eslenik sinifinin bir birlesimi oldugundan, G’ de mertebesi 9
olan elemanlarin Gg¢ sinifi ve mertebesi 7 olan elemanlarin t¢ sinifit G de kaybolur. Bu gdsterir ki,

uzunlugu 168 olan bir G eslenik sinifi vardir. G’ de mertebesi 9 olan bir X elemanini disiinelim.
Kolayca gorilebilir ki, bir pozitif t tamsayisi igin, |G| z‘XGHCG (X)| =168.9t dir. Bu yiizden,
|G :G'| =3 ve |G| =1512"dir. GAP’I kullanarak, komutator alt grubu PSL(2,8) e izomorfik olan bu
mertebeden iki grup oldugunu gérebiliriz. Bunlar Z, x PSL(2,8) ve Aut(PSL(2,8))dir. Tablo 2.1 ile

Aut(PSL(2,8)) nin problemin bir ¢ézimi oldugu gordlir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 2.8 : Bir ¢oziilebilir olmayan, mikemmel olmayan sonlu G grubu 6 -ayrigilabilirdir < G,

S, yada A.2, ye izomorfiktir.
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ispat: Lemma 2.3 ile, G tam olarak bir tane 6z trivial olmayan normal alt gruba sahiptir, yani G' ve

Lemma 2.2 den G’ basittir. Kabulimiizden |7Z(G')

=3,4,5 tir. Eger, |7(G")|=5 ise bu taktirde, G’
asal mertebeden elemanlarin en azindan bes G -eslenik sinifina sahiptir. Bu gosterir ki, G’ niin her

eleman bir asal mertebeye sahiptir ve Teorem 2.2 ile G' = A, tir. Fakat, A tam olarak bes eslenik

sinifina sahiptir ve bu yiizden 6 -ayrisilabilir olamaz, bu bir geligkidir. Boylece |7Z(G') =3,4 tur.

Teorem 2.7 tekine benzer metot kullanilarak, |G -G’

=p(p asal) ve pexn(G’) oldugu
gosterilebilir. Eger, |7z(G')| =3 ise, bu taktirde Teorem 2.3 ile G’, A, PSL(2,7) ya da PSL(2,8)
e izomorfiktir. Kabul edelim ki, G’ = A6 ve X, G’ de mertebesi 5 olan bir eleman olsun. Tablo 2.1 ile
|G| =5.144t =360.2t dir ve bu yiizden p=2 dir. A, nin eslenik siniflarini kullanarak ve GAP ile

hesaplamalar kullanarak, gorebiliriz ki, S, ve Smallgroup (720,764) tam olarak bir tane G'= A, 6z
trivial olmayan normal alt gruba sahiptir ve G’, G nin alti eslenik sinifinin bir birlesimidir. Simdi kabul
edelim ki, G'=zPSL(2,7) olsun. 7(G')=1{2,3,7} oldugundan, |G| =336,504,1176 dir. Bu
durumlarda, GAP ile hesaplamalarimiz teoremin sartlarini saglayan sonlu bir G grubunun olmadigini
gosterir. Son olarak, G' = PSL(2,8) oldugunu kabul edelim. Tablo 2.1 i kullanarak, ya uzunlugu 56

olan siniflarin hepsi ve uzunlugu 72 olan iki sinif, ya da uzunlugu 72 olan siniflarin hepsi ve

uzunlugu 56 iki sinif G de kaybolmalidir. Her durumda Teorem 2.7 dekine benzer bir yéntem

kullanilarak bir geliski elde ederiz.

Simdi kabul edelim ki, |77(G")

=4 olsun. Lemma 2.2 ile, p, S ve I asallar ve a bir birlesik
sayl olmak uzere, 7,(G")={l,2,p,s,r,a} dir. Kabulden ve Teorem 24 den, G vya

PSL(2,3") grubuna (burada 3 2_1 ve 3 4+1 asallar), ya PSL(2,2") grubuna ( burada 2" -1 ve

n

asallar ), ya da Sz(8) grubuna izomorftur.

n

G'=PSL(2,2") durumu (burada2" —1 ve 2+

asallar ). g =2" olsun ve U , G’ niin bir Sylow

2 -alt grubu olsun. Bu taktirde, [7] ile, N /(U)=HU dur (burada |H|=2"—1= ptir). Béylece,

PSL(2,2"
1
G’ mertebesi p olan elemanlarin tam olarak E(q —1)—1 eslenik sinifina sahiptir. Kabul edelim ki,

PSL(2,2")

X e G'niin mertebesi P olsun. Bu taktirde, X

=q(q+1) dir.

CPsuz,z“)(X)‘ =p ve

PSL(2,2")’'nin mertebesi p olan her elemanini G de kaybolacagindan, G uzunlugu
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1
5q(q+l)(q—4) olan bir eslenik sinifina sahiptir. Boylece bir pozitif t tamsayisi igin,

|G|:‘PSL(2,2“)%(q—4)t dir. Dolayistyla %(q—4):2“1—2 asaldir. Bu n=3 oldugunu

gOsterir ki, bu bir ¢eligkidir.

n n

+1 ,
G’ = PSL(2,3") durumu (burada 5 ve 2 asallar). G" nlin mertebesi P olan elemanlarinin

1
eslenik siniflarini distinelim ve Lemma 2.1 i uygulayalim. G nin uzunlugu Zq(q -3)(g+1) olan bir
eslenik sinifina sahip oldugunu gorebiliriz. Bu nedenle, Z(q—?a):l dir ya da bir asal sayidir. Bu

%(q -3)e {1,2,3,q7_1,q7+1} oldugunu gésterir ki, bu imkansizdir.

G'=S,(8) durumu. Bu durumda |G'|:29120 ve Tablo 2.1 den mertebesi 4 olan elemanlar,
mertebesi 7 olan elemanlar ve mertebesi 13 olan elemanlar G de kaybolmalidir. Bu |G :G’| =3 ve
|G| =87360 oldugunu gosterir. |G’|, 3 ile bdlinmediginde, G =Z, x ,Sz(8) dir, burada ¢, Z,’den
S, (8) e bir homomorfidir. Acik olarak, ¢ trivial degildir. Aut(SZ(S)) mertebesi 3 olan elemanlarin
iki 3A ve 3B =3A" eslenik siniflarina sahiptir. Béylece Sz(8) x oLy = Aut(SZ(8))dir. Simdi Tablo

2.1ile, Sz(8), G’ niin 7 eslenik sinifinin bir birlesimidir, ki bu bir geliskidir. Bu ispati tamamlar.
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Tablo 2.1: Bazi K, — Gruplarin Yok Olma Haritasi

A, -siniflari 1a 2a 3a 3b 4a 5a 5b

Sinif Uzunluklan 1 4 40 40 90 72 72

S, da yok olanlar 1A 2A 3A 3B 4A 5A 5A

A, -siniflari 1a 2a 3a 3b 4a 5a 5b

Sinif Uzunluklan 1 4 40 40 90 72 72

A, .2, de yok olanlar 1A 2A 3A 3A 4A 5A 5B

A, -siniflari 1a 2a 3a 3b 4a 5a 5b

Sinif Uzunluklari 1 4 40 40 90 72 72

A,.2, de yok olanlar 1A 2A 3A 3A  4A A 5A

PSL(2,7) -siniflar 1a 2a 3a 4a 7a 7b

Sinif Uzunluklar 1 21 56 42 24 24

Aut(PSL(2,7)) de yok olanlar 1A 2A 3A 4A 7A 7A

PSL(2,8)-siniflar 1a 2a 3a 7a 7b 7c 9a 9 9c
Sinif Uzunluklari 1 63 56 72 72 72 56 56 56
Aut(PSL(2,8)) de yok olanlar 1A 2A 3A 7A 7A 7A 9A 9A 9A
Sz(8) -siniflari 1a 2a 4a 4b 5a 7a 7b 7c 13a
Sinif Uzunluklari 1 455 1820 1820 5824 4160 4160 4160 2240
Aut(Sz(8))de yok olanlar 1A 2A 4A 4B 5A 7A 7A 7A 13A
Sz(8) -siniflari 13b  13c

Sinif Uzunluklan 2240 2240

Aut(Sz(8)) de yok olanlar 13A 13A
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3.BOLUM

7 - ve 8-AYRISILABILIR SONLU GRUPLAR

Bu bolimde y(G) ile m,(G) nin bilesik (asal olmayan) sayilarinin sayisini gdsterecegiz.

Lemma 3.1 : G bir 7 - veya 8 -ayrigilabilir ¢ézilebilir olmayan milkkemmel olmayan sonlu grup olsun.

Bu taktirde G’ basittir.

ispat: G’, G ’nin bir maksimal normal alt grubu oldugunda, p bir asal olmak iizere, |G :G'| = p dir
ve G', G'nin abelyan olmayan, bir minimal normal alt grubudur. Bu yiizden, G', H,.---H,
diyebilecegimiz k izomorfik abelyan olmayan basit gruplarin bir direkt carpimidir. Eger kK >2 ve H,
bir K, _ grup degilse, bu taktirde [[T,(H, xH,)|>11"dir ve bu bir geliskidir. Béylece G’ basittir ya
da H, bir K, _gruptur. Kabul edelim ki G’ basit olmasin. Bu taktirde Teorem 2.3 ile H,, A, A,

U;(3), U,(2), PSL(2,7), PSL(2,8), PSL(2,17) ya da PSL(3,3) den birine izomorfiktir. Bu
gruplarin eleman mertebelerinin Gzerinden GAP ile bir basit hesaplama kullanilarak, goririz ki,

H, = A 'tir. ispatimizda durumlara tek tek ele alacagiz.

DURUM 1:

G, 7 aynsilabilirdir. >3 icin, H((As)r):8 olsun. Bdylece G' basittr ya da
G'= A x Adir. Kabul edelim ki, G"= A, x A olsun. [1,(G") ={1,2,3,5,6,10,15} ise G’ deki ayni
mertebeden elemanlari G de eslenik olmalidir. Diger taraftan, p=2 ve |G|:7200 sartlari
saglanirken |Aut(G')|:28800 dir. Fakat G, mertebesi 2 olan elemanlarin, uzunluklar sirasiyla

15, 15 ve 225 olan Ug eslenik sinifina sahiptir. Bu gosterir ki, 7200, 225 ile bolinmelidir. Bu ise bir
celiskidir.
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DURUM 2:
G, 8 aynsilabilirdir. G niin 0(x)=2, 0o(y)=3 ve 0(z)=5 olacak sekilde X, Y, Z

elemanlarini segelim. Oncelikle kabul edelim ki, G'= A x A olsun. Bu taktirde, G' niin bir asal
mertebeye sahip tiim elemanlarini iceren G nin en fazla bir eslenik sinifi vardir. Simdi Durum1’dekine

benzer bir hesaplama geliskiye yol acar. Boylece r>3 icin G'=(A)"dir. ‘He((As)r) =8

oldugunda G’ de hem mertebesi 2 olan elemanlar, hem de mertebesi 3 olan elemanlar G de

eslenik olmalidirlar. Karakter teorisinde iyi bilinen bir sonug ile, G'= A, x A;x... A oldugunda, G’
nin her eslenik sinifi, A grubunun eslenik siniflarinin bir direkt carpimidir. Fakat A, uzunlugu 15

olan 2 mertebeli elemanlarin yalniz bir eslenik sinifina sahiptir, bu yiizden, G" uzunlugu 15 olan 2

r
mertebeli elemanlarin tam (lj =T tane eslenik sinifina, uzunlugu 15° olan 2 mertebeli elemanlarin
r ) 3 ] r )
) tane eglenik sinifina, uzunlugu 15° olan 2 mertebeli elemanlarin 3 tane eslenik sinifina, ...,

r
uzunlugu 15" olan 2 mertebeli elemanlarin ( jzl tane eglenik sinifina sahiptir. Bu nedenle,
r

r r r
XC[=15| | +152]  [+-+157] |=16"-1=2" -1
1 2 r

dir. Benzer bir hesaplama ‘ye‘ =21" oldugunu gésterir. Bu U ve V tamsayilari igin,

Q" -Hu=2*3"5"p

(21" -1v=2"3"5"p
dir. Eger, p ¢ {2,3,5} ise bu taktirde, G = (A)" xZ , dir, bu bir geliskidir. p=2,3 icin sirasiyla
birinci ve ikinci esitlikler bir tamsayi ¢ozime sahip degildir. Boylece p =35 dir. 3r\y oldugunda
y=3"y, dir. Eger, Y, >5 ise bu taktirde, (21" —1)v>2%".3".5""" dir. Ayni zamanda, Y, =2 ise bu
taktirde, r>19 icin 2.(21"—=1)>5.20" dir ve eger, y,=4 ise bu taktirde r>5 igin

4.(21"=1)>5.20" 'dir. r nin diger degerleri icin, ikinci esitlik igin ¢dziim yoktur. Bu ispati tamamlar.

Lemma 3.2 : G, bir N-ayrisilabilir, ¢dzilebilir olmayan, mikemmel olmayan sonlu bir grup ve
|NG|Z2 olsun. Bu taktirde, |NG|=2, N bir asal sayi ve G =7, xB dir (burada B tam n eslenik

sinifina sahip abelyan olmayan bir basit gruptur).

ispat : A ve B, N nin elemanlari olsunlar. Bu taktirde, [6] den G = Ax B'dir. Buradan A ve

B lerin basit gruplar oldugunu gérmek kolaydir. O halde, [11] den A ve B, G nin yegane 6z trivial
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olmayan normal alt gruplaridir. Bu yiizden, |NG| =2'dir. Eger A ve B abelyan olmayan basit gruplar

ise bu taktirde, G’ =G dir ki bu bir geliskidir. Bununla beraber A veya B 'den biri abelyendir, diyelim

ki A abelyen olsun. A basit oldugunda, N bir asal sayidir ve A= 7 dir, bu lemmayi ispatlar.

Not 3.1: »(G'"), Aut(G") nin etkisi altinda G' yériingelerin sayisini gdstersin. Asagidaki Lemma da

G nin N -ayrisabilir olmasi durumunda N nin @(G’) igin bir Gst sinir oldugu ispatlanmustir.

Lemma 3.3 : G yegane G’ normal alt grubu ile ¢dzilebilir olmayan, milkemmel olmayan bir n -

ayrigilabilir sonlu grup olsun. Bu taktirde G, Aut(G') niin bir alt grubuna izomorfiktir. Ustelik, eger
G’ basit ise bu taktirde, N> @(G") 'dur.

Ispat : a:G— Aut(G') donistimini a(g)=a,:G"—> G’ olarak tanimlayalim, burada her
aeG'icin o ()= gag ™" dir. Agiktir ki, o iyi tanimlidir. @ nin 1:1 oldugunu gosterecegiz. g, G
nin birimden farkli bir elemani olmak tizere a(g) =l olsun. Bu taktirde, G' = C;(g) ve bdylece
C;(9) <G dir. Eger G'=C;(Q) ise bu taktirde, g eZ(CG(g))=Z(G') dir. Fakat G, G nin
yegane normal alt grubudur, bu sebepten Z(G') =G’ dur. Béylece G’ abelyen ve G ¢oziilebilirdir,

bu ise bir geliskidir. Béylece, g € Z(G) dir. G’ tek ve G abelyan olmadiginda, G’ = Z(G) dir. Bu bir

geliskiye yol acar. Bu nedenle, «, 1:1 dirve G, Aut(G') nun bir alt grubuna izomorfiktir. Simdi her

a,be G’ eleman igin a®=Db® dir & a ve belemanlant G nin etkisi altinda ayni yoéringede

bulunurlar, bu da ispati tamamlar.

Not 3.2: T ile biitin L,(q) alt gruplarin kiimesini gésterelim (burada ¢ = p™; p, m asallar) ve S ile
biatin  L,(q) gruplarin  kiimesini  gosterelim (burada  pasaldir). Asagidaki Lemma da

G'eT US olmak tizere 7 - ve 8 -ayrisabilir sonlu gruplari karakterize edecegiz.

Lemma 3.4 : G' €T USolmak lzere G nin bir7 - veya 8-ayrisilabilir sonlu grup oldugunu farz

edelim. Bu taktirde, G =PSL(2, 27):3, Aut(PSL(2,ll)) veya Aut(PSL(2,l3)) dir.

ispat :G' €T olmak lizere G bir 7 - veya 8 - ayrigilabilir sonlu grup olsun. Eger 2|q ise bu taktirde,

m

Lemma 3.3 ile N> w(G")>w(G")=3+

dir. Bu m=2,3 oldugunu gosterir ve bu ylzden

G'= A, ya da PSL(2,8) dir. Bu Tablo 3.1 ile geligir. Simdi 0 nun bir tek tamsayi oldugunu kabul

edelim. Bu durumda,
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2
1+M , Mm=2ise
a)(G!): . 4
p"+(M-1)p+3m  me2ise
2m

ve bu ylizden Lemma 3.3 ve Tablo 3.1 ile G = PSL(2,27) dir. Son olarak, G' € S oldugunu kabul
, . . n_ P+3
edelim. Bu taktirde, p tekdir ve o(G ):T dir. Bu p=11,13 ve G = Aut(PSL(2,ll)) ya da

Aut(PSL(2,13)) oldugunu verir, bu da ispati tamamlar.

Teorem 3.1 : G bir mikemmel olmayan 7 -ayrisilabilir sonlu grup olsun. Bu taktirde, G mertebesi

49 olan bir abelyen gruba, Aut(PSL(Z,ll)), Zyx A, Aut(SZ(S)) yada p=>5 bir asal ve I' bir
1
pozitif tamsayl olmak Uzere mertebesi gpr(pr—l) olan bir Frobenius gruba (burada G nin

gekirdegi p" mertebeden elemanter abelyan ve komplementi devirlidir) izomorfiktir.

ispat: Oncelikle G ’nin ¢dziilebilir oldugunu kabul edelim. G abelyan ise, bu taktirde, istenildigi gibi,

G 'nin mertebesi 49 olan abelyan grup oldugu agiktir. Kabul edelim ki, G abelyan olmasin. Bu

taktirde,  asal olmak Uzere, |G :G'| =(’dur. G', G ’nin bir minimal normal alt grubu olmadiginda
G', p" mertebeden bir elemanter abelyan alt gruptur. Boylece, |G|: p'.q’dur. G abelyan

olmadigindan, Vxe G’, x=#1 icgin, q# p ve C;(X)=G" dur. Bu yizden, G, G’ gekirdegi ile bir

i

q

Frobenius gruptur. G’ abelyan oldugunda, n—1= 'dur. Bu, istenildigi gibi, p'—1=6q

esitligini saglar.

Simdi G 'nin gdzilebilir oimadigini kabul edelim. Eger, |NG| =2 ise bu taktirde, Lemma 3.2
ile G=7Z,x A, dir. Bu ylizden arastirmamizi Lemma 3.1 ile agik olan G''niin G 'nin tek normal alt
grup oldugu duruma kisitlayabiliriz. Agiktir ki, |H(G')| < 6’dir. Eger |H(G')| =6 ise bu taktirde, G’
bir EPO-gruptur ve Teorem 2.2 ile G' = A 'tir, bu bir geligkidir. Kabul edelim ki, [[(G") =3 olsun. Bu
taktirde, Teorem 2.3 ile G', A, A, U,(3), U,(2), PSL(2,7), PSL(2,8), PSL(2,17),
PSL(3,3) 'den birine ve Lemma 3.3 ile G, Aut(G') ’nin bir alt grubuna izomorfiktir. Fakat G, A, ve
PSL(2,7) gruplarina izomorfiktir, ¢linkii bu gruplar tam olarak sirasiyla, 5 ve 6 eslenik sinifina
sahiptirler. Kabul edelim ki, G" = A olsun. |Aut(A%) : A6| =4 ve G, Aut(A) nin asal mertebeli bir

alt grubu oldugunda, G, S, =A..2,, A.2, yada A.2,’e izomorfiktir. Fakat Tablo 3.1 ile, boyle bir

grup 5 yada 6 _ aynsilabilirdir, bu ise bir geligkidir. Diger taraftan bu tablo ile,
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L,(8). Aut(L,(8))’nin bir 5_ aynisilabilir alt grubudur
L,(17), Aut(L2 (17))’nin bir 10 _ ayrigilabilir alt grubudur
L,(3), Aut(L3 (3)) 'Un bir 9 aynigilabilir alt grubudur
U,(3), Aut (U3(3)) 'Un bir 10 _ aynisilabilir alt grubudur
U,(2). Aut(U,(2))’nin bir 15 _ ayrigilabilir alt grubudur

ayni zamanda |Aut(G') :G'| = pdir, bu ise imkansizdir. Béylece [1(G") = 4,5 dir.

Durum 1:

|H(G')|=5'dir. Bu durumda, w(G')=1dir ve G, (q=,7,8,9,11,13,16 olmak (izere

PSL(2,q9)'ya, PSL(3,4)’e, Sz(8)’e, 32_1 ve 34+1 asallar olmak tzere PSL(2,3")’e veya

n

2" +1
2" -1 ve asallar olmak lizere PSL(2,2") e izomorfiktir. Bu gruplarin mertebeleri en fazla 4

asal 6lene sahiptir, bu bir geliskidir.

Durum 2:

|H(G')|:4 olsun. Bu durumda, y(G')=1,2"dir. Oncelikle (G')=1 olsun. Lemma 3.4,
Tablo 3.1 |Aut(Sz(8)):Sz(8)=3 ve Aut(Sz(8)) 7_aynsilabilirdir. Tablo 3.1 ile de,
Aut(PSL(Z,ll)), w(G")=1 ile bir diger 7 aynsilabilir alt grubudur. Simdi kabul edelim ki,

w(G")=2 olsun. PSL(2,q) basit gruplarini tanimlamaya yeterlidir. Kabul edelim ki, G = PSL(2,q)

olsun. Bu taktirde, Lemma 3.4 ve Tablo 3.1 ile G, 7 -ayrisilabilir degildir. Bu ispati tamamlar.

Teorem 3.2 : G bir mikemmel olmayan &-ayrisilabilir sonlu grup olsun. Bu taktirde, G,
Aut(F’SL(2,13)), PSL(2,27):3, PSL(3,4):2 (PSL(3,4).2,, PSL(3,4).2,, PSL(3,4).2, leride
iceren), PSL(3,4):3, S, ya da r bir pozitif tamsayi olmak tizere mertebesi %2r(2r —1) olan bir

Frobenius gruba (burada G nin cekirdedi mertebesi 2" olan elemanter abelyan ve komplementi
devirlidir) izomorfiktir.
ispat: Boyle bir grubun abelyan olamayacagi aciktir. Eger, G abelyan olmayan ¢éziilebilir grup ise bu

taktirde, Teorem 3.1 dekine benzer bir metotla p tek asal ve I pozitif tamsayi iken, G nin
1
S p"(p" —1) mertebeli bir Frobenius Gruptur. Kabul edelim ki, G g¢éziilebilir olmasin. Bu taktirde,

Lemma 3.2 ve 3.3 ile |NG| =1 ve G basittir. Ayni sekilde, Teorem 2.2, Teorem 2.3 ve Tablo 3.1 ile

< 6°dir. Eger, |H(G')| =6

G’ bir EPO_grup ya da bir K, —grup olamaz. Bu sebeple, 4S|H(G')
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ise bu taktirde, w(G") =1 dir. Fakat bu durumda, bdyle bir grup en fazla 4 asal bélene sahiptir, bu bir

celiskidir. ispatimizda iki farkli durumu ele alacagz.

Durum 1:

|H(G')| =5 olsun. G bir EPO_grup olmadiginda, (G")=1,2 dir. Ayni sekilde, Lemma 3.4
ve w(G')=1 ile bir G grubu yoktur. Béylece w(G')=2 dir. Tablo 3.1 ile PSL(3,4):2,
PSL(3,4):3 ve Aut(PSL(2,13)) problemimizin ¢dzimleridir. Béylece G nin  q nun bazi 6zel

durumlari igin Sz(Q) Suziki Grubuna ya da PSL(2,q) Projektif Ozel Lineer Gruba izomorfik olma
durumlarini incelememiz yeterlidir. Lemma 3.4 ile p ve M asallar olmak Uzere, eger

G’ = PSL(2,p™) ise bu taktirde, G’ = PSL(2,27) dir. Bu taktirde, Kohl'iin verilen teoremi ile bir

1/2 1/2

celiski elde ederiz. Son olarak, q—1, q—(2q) +1 her biri ya asal ya da iki farkli

+1, q+(29)
asalin carpimi oldugunda g =2°"" iken, G'=Sz(q) olsun. W(Sz(q))=w(PSL(2,0))+2 ve
2m+1_2

Lemma 3.3 ile SZW(SZ(q)):2+W(PSL(2,q)):5+ﬁ dir. Bu G'=Sz(8) oldugunu
m+

gOsterir ve Tablo 3.1 ile son geligkimizi elde ederiz.

Durum 2:

|H(G')|:4 olsun. Lemma 3.4 ve Tablo 3.1'i kullanarak uzun hesaplamalar sonucunda

Gz Aut(PSL(2,l3)), PSL(2,27):3, PSL(3,4):2 ya da PSL(3,4):3 oldugunu elde ederiz. Bu

da ispati tamamlar.
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Tablo 3.1 Bazi1 Basit Gruplarin Otomorfizm Gruplari Igerisinde Par¢alanma Haritalar1

A -siniflari 1a 2a 3a 5a 5b

S5 de yok olanlar 1A 2A 3A 5A 5B

A, -siniflari 1a 2a 3a 3b 4a 5a 5b

S, de yok olanlar 1A 2A 3A 3B 4A 5A 5A

A, -siniflari 1a 2a  3a 3b 4a 5a 5b

A.2, de yok olanlar 1A 2A  3A 3A 4A 5A 5B

A, -siniflari 1a 2a  3a 3b 4a 5a 5b

A.2, de yok olanlar 1A 2A  3A 3A 4A 5A  5A

A, -siniflari la 2a 3a 3b 4a 5a  6a 7a 7b
S, de yok olanlar 1A 2A  3A 3B 4A 5A  6A 7A 7B
PSL(2,7)-siniflari 12 2a 3a 3b 4a 7a 7b

Aut(PSL(2,7)) de yok olanlar 1A 2A 3A 3B 4A 7A  7A

PSL(2,8)-siniflari 12 2a 3a 7a 7b 7c  9a 9b 9c
Aut(PSL(2,8)) de yok olanlar 1A 2A  3A 7A T7A 7A  9A 9A 9A
PSL(2,11) -siniflari 1@ 2a 3a b5a b5b 6a 11a 11b
Aut(PSL(2,11)) de yokolanlar 1A 2A 3A 5A 5B  6A 11A  11A
PSL(2,13)-siniflari 12 2a 3a 6a 7a 70 T7c 13a 13b
Aut(PSL(2,13)) deyokolanlar 1A 2A 3A B6A 7A 7B 7C  13A  13A
PSL(2,16) -siniflari 12 2a 3a 5a 5b 15a  15b  15c 15d
PSL(2,16).2 de yok olanlar 1A 2A 3A  5A 5B 15A 15B 15A 15B
PSL(2,16) -siniflari 17a 17b 17c¢ 17d 17e 17f  17g  17h
PSL(2,16).2 de yok olanlar 17B 17A 17D 17B 17D 17C 17C 17A
PSL(2,19) -siniflari 1a 2a 3a 5a 5b 9a 9b 9c 10a
Aut(PSL(2,19)) de yok olanlar 1A 2A 3A° 5A 5B 9A 9B 9oC 10A
PSL(2,19) -siniflari 10b 19a 19b

Aut(PSL(2,19)) de yok olanlar 10B 19A  19A

PSL(2,17) -siniflari 1a  2a 3a 4a 8a 8b 9a 9 9c
Aut(PSL(2,17)) de yok olanlar 1A 2A 3A° 4A B8A 8B 9A 9B 9C
PSL(2,17) -siniflari 17a  17b
Aut(PSL(2,17)) de yok olanlar ~ 17A  17A

PSL(2,27)-siniflari 1a 2a 32 3 7a 7b 7c 13a  13b
PSL(2,27):2 de yok olanlar 1A 2A 3A 3A TA 7B 7C 13A 13B
PSL(2,27)-siniflari 13c  13d 13e 13f 14a 14b  14c

PSL(2,27):2 de yok olanlar 13C 13D 13E 13F 14A 14B 14C
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PSL(2,27)-siniflari 1a 2. 3a 3b 7a 7b 7c  13a 13b
PSL(2,27):3 de yok olanlar 1A 2A  3A 3B 7A TA 7A  13A 13A
PSL(2,27)-siniflari 13c  13d 13e 13f 14a 14b  14c
PSL(2,27):3 deyokolanlar 13A 13B 13B 13B 14A 14A 14A

PSL(3,3) -siniflari 1a 2a 3a  3b 4a  ba 8a 8b 13a
Aut(PSL(3,3)) de yok olanlar 1A 2A 3A° 3B 4A 6A B8A 8A 13A
PSL(3,3) -siniflari 13b  13c  13d

Aut(PSL(3,3)) de yok olanlar 13A 13B  13B

PSL(3,4)-siniflari 1a 2a 3a 4a 4b 4c 5a  5b 7a
PSL(3,4).2 de yok olanlar 1A 2A 3A 4D 4A 4C 5A 5A 7A
PSL(3,4)-siniflari 7b

PSL(3,4).2 de yok olanlar 7A

PSL(3,4)-siniflari 1a 2a 3a 4a  4b 4c 52 5b 7a
PSL(3,4).3 de yok olanlar 1A 2A 3C 4A 4A 4A 5A 5B 7A
PSL(3,4)-siniflari 7b

PSL(3,4).3 de yok olanlar 7B

U, (3)-siniflari 1a  2a 3a 3b 4a 4b 4c  6a 7a
U,(3):2 de yok olanlar 1A 2A 3A 3B 4A 4A 4B 6A TA
U, (3)-siniflari 7b  8a 8b 12a 12b

U,(3):2 de yok olanlar 7A 8A B8A 12A 12A

U, (2)-sinflari 1a 2a 2b 3a 3b 3c 3d 4a 4b
U,(2):2 de yok olanlar 1A 2A 2B 3A 3A 3B 3C 4A 4B
U, (2)-sinflari 5a 6a 6b 6c 6d e  6f 9a 9b
U,(2):2 de yok olanlar 5A 6A 6A 6B 6B 6C 6D 9A 9A
U, (2)-sinflari 12a  12b

U,(2):2 de yok olanlar 12A  12A

Sz(8) -siniflari 1a 2a 4a 4b  ba 7a 7b Tc 13a
Aut(Sz(8)) deyokolanlar 1A 2A  4A 4B 5A 7A TA T7A  13A
Sz(8) -siniflari 13b  13c

Aut(Sz(8)) de yok olanlar 13A  13A

M, -siniflari la  2a 3a 4a 4b  b5a 6a 7a 7b
Aut(M,,) de yok olanlar 1A 2A 3A 4A 4B 5A 6A T7A 7B
M, -siniflari 8a 11a 11b

Aut(M,,) de yok olanlar 8A 11A 11B
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4. BOLUM

X - AYRISABILIR GRUPLAR

Bu bolimde, X :{1,2,3} ve X :{1,3,4} olmak Uzere X - Aynisabilir milkemmel olmayan sonlu

gruplarin yapisini inceleyecegiz. 2. ve 3. bélimde X = {1, n} , N <8 olmasi durumu incelenmisti.
4.1. X ={1,2,3} -AYRISABILIR GRUPLAR

Tanim 4.1.1: G bir sonlu grup ve A, G nin bir normal alt grubu olsun. Ncc(A) ile A'nin G -

eslenik siniflarinin  sayisini  gosterelim. Eger ncc(A)=n ise A ya n-aynsilabilirdir denir.
Ks ={nCC(A)|A<IG} olsun. X pozitif tamsayilarin bostan farkli bir alt climlesi olsun. Eger
K = X ise bu taktirde, G ye X -ayrisilabilirdir denir. Eger X ={I,n} ve G, X -ayrisilabilir ise bu

taktirde, G ye n -ayrisilabilirdir denir.

Not 4.1.1: p bir asal sayi olmak lizere, E(p") ile mertebesi p"olan bir elemanter abelyan grubu
gosterelim. m(G)ile |G| nin biitiin asal bélenlerinin kiimesini ve m,(G) ile de G nin elemanlarinin

bitlin mertebelerinin kiimesini gosterelim. Ayrica, d(n)ile N nin bitin pozitif bélenlerinin kiimesini

gostersin.

Bu bélimde, asagidaki teorem ispatlanmistir.

Teorem 4.1.1 : G bir {1,2,3} -ayrigilabilir miikkemmel olmayan sonlu grup olsun. Bu taktirde G grubu
Z,, Qq, S,, Smallgroup(20,3) veya Smallgroup(24,3) e izomorfiktir.

Once X -Ayrisabilir sonlu gruplara bazi 6rnekler verelim. Sonlu abelyan gruplarla baslayalim.

Lemma 4.1.2 : G bir sonlu abelyan grup olsun. n:|G| olmak iizere X =d(n)—{n} olsun. Bu

taktirde G, X -ayrisilabilirdir.
ispat: Aciktir.
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Yukaridaki Lemma ya gbére mertebesi nolan bir devirli grup (d(n)—{n})—ayrlsabilirdir.

Asagidaki 6rnek de ise bazi abelyan olmayan sonlu gruplarin normal alt gruplarini belirleriz.

Ornek 4.1.1: p ve ( asallar ve p >( olmak lizere, G mertebesi p.q olan abelyan olmayan bir

grup olsun. q| p—1 ve G tam olarak bir normal alt gruba sahiptir. H in G nin bu normal alt grubu

-1 -1
oldugunu kabul edelim. Bu taktirde H, (1+p—J -ayrigilabilirdir. X ={1,l+p—} olsun. Bu

q q
taktirde G, X -ayrigilabilirdir.

Ornek 4.1.2 : n >3 olmak lizere, D,, mertebesi 2n olan dihedral grup olsun. Bu grup

D,, =(a,bla"=b*=1, b'ab=a"')

" d+1
seklinde gosterilebilir. Once, kabul edelim ki, N tek tamsayi ve X = {T d|n} olsun. Bu durumda,

D,  in her 6z normal alt grubu, <a> da igerilir ve bu nedenle D,,, X -ayrisilabilirdir. Simdi, n in gift

d]n;2)(d}u{d;2

H= <a2,b> ve K= <a2,ab> gibi iki farkh alt gruba sahip oldugunu gorebiliriz. Ornegi tamamlamak

2n

y . d+1
oldugunu kabul edelim ve Y = T

d]n;2|d} olsun. Bu durumda, D, in

icin, ncc(H) ve ncc(K) yi hesaplamalyiz. ncc(K)=ncc(H) oldugu agiktir. Eger, 4|n ise bu

n+6

taktirde nCC(H):%+2 ve 4/n ise bu taktrde ncc(H)= tir. A=Y u{2+2} ve

n+6
B=Y U{T} olsun. Hesaplamalarimiz, 4|n ise D,, in A-aynsilabilir ve 4/n ise bu taktirde

D,, nin B -ayrisilabilir oldugunu verir.

Ornek 4.1.3 : N> 2 olmak (izere, Q,, mertebesi 4n olan genellestiriimis quaternion grup olsun. Bu
grup
Q. =(a,b

seklinde gosterilebilir.

X ={% dln ; Zld}u{d%z dj2n ; 2|d} ve Y =X u{””

a’"=1Lb*=a",b'ab= a">

}olsun. lyi bilinir ki, Q,,,

(1}; {a}{a".a"} (<r<n-1;{a¥plo< j<n-1}: {2 "bjo< j<n-1]

seklinde N+ 3 eslenik sinifina sahiptir. N in tek veya gift oldugu iki durumu inceleyecegiz.
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Eger N tek ise, bu taktirde, Q,, in her normal alt grubu, (a) devirli grubunda icerilir. Boylece

n+4
bu durumda Q4n, X -ayrisilabilirdir. Eger, N ¢ift ise bu taktirde, her ikisi de -ayrisilabilir olan iki

tane az,b ve az,ab normal alt grup elde ederiz. Boylece , Y -ayrisilabilirdir.
g Yy 4n y

Ornek 4.1.4 : G mertebesi p3 olan abelyan olmayan bir grup olsun ( p asal). Bu grup p2 +p+1

eslenik sinifina sahiptir. G nin her eslenik sinift P uzunluklu oldugundan G grubu {1, p, 2p—1}-
ayrigabilirdir.
Bu bolimde X ={1,2,3} olsun. G’ niin 2 -veya 3 -ayrigilabilir oldugu iki farkli durumu géz

oniine alacagiz. Asagidaki Lemma da X -ayrisabilir sonlu abelyan gruplari siniflandiracagiz.

Lemma 4.1.3: G, X -ayrisilabilir sonlu bir grup olsun. Bu taktirde G = Z, (mertebesi 6 olan devirli

grup) dir.
ispat: Lemma 4.1.2 den aciktir.

Kolaylik igin, daha sonra kullanacak olan U ve V gruplari,
u :<x, vz |X =y' =Ly =2, lyz=y", x'yx=y 'z, x"x =y >
Y, :<x, y[x' =y =1 x"yx=y’ >
seklinde gosterilsin. U ve V sirasiyla mertebeleri 24 ve 20 olan Smallgroup (24, 3) ve

Smallgroup (20, 3) e izomorfik olan, gruplardir. Bu gruplar X -ayrigilabilirdir.

[3] de GAP programi yardimiyla mertebesi 8, 12, 18, 20, 24, 36 ve 42 olan X -ayrisabilir olan
gruplarin hepsi belirlenmigtir.

Teorem 4.1.4 : G bir milkemmel olmayan, abelyan olmayan ve G’ 2 -ayrisilabilir olacak sekilde,

X -ayrisilabilir sonlu grup olsun. Bu taktirde, G ; D,, Q, ya da Smallgroup (20,3) e izomorfiktir.

ispat: G'=1UCI;(a) olsun. Bu taktirde, bir r asal i¢in, G', G nin elemanter abelyan T -alt
grubudur. Oncelikle, |G'| =2 oldugunu kabul edelim. Bu taktirde, G' = Z(G) dir. Eger G, bir 2 -grup
degil ise bu taktirde, bir ( tek asal mertebeli X € G elemani vardir. H = G’<X> olsun. H, mertebesi
2q olan devirli bir grup oldugunda, ncc(H) >4 tir, ki bu imkansizdir. Béylece, G bir 2 -gruptur.
|G|=8 oldugunu gdsterelim. Kabul edelim ki, |G|216 dir. |G'|:2 ve G' nii iceren her alt grup

normal oldugundan, G nin alt gruplarinin G'<H <K <G zincirine ulagilir ki bu bir geligkidir. Bu

nedenle G = D, ya da Q; dir ve Ornek 4.1.2 ve Ornek 4.1.3 ile bu gruplar X -ayrigilabilirdir.
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Simdi kabul edelim ki, |G’

>3 dir. Eger Z(G)#1 ise bu taktirde, Z(G)=2 ya da 3
oldugunu gérmek kolaydir. Kabul edelim ki, Z(G) =3 olsun. Bu taktirde, G'Z(G) =G ya da G'diir.
Eger, G'Z(G) =G ise, bu taktirde, G =G'xZ(G)’dir. Bu G nin abelyan olmasini gerektirir ki, bu
bir geligkidir. Bdylece Z(G)<G"'dir. Bu G mikemmel olmadiginda ve G', 2 -ayrisilabilir

oldugunda bir geligkidir. Boylece |Z(G)| =2 dir. Fakat bu durumda, H = Z(G)G’, 3 -ayrigilabilirdir ki
bu imkansizdir. Bu nedenle, Z(G)=1 dir. Bdylece |G|=|G'|(|G'|—1) ve G, G' gekirdegi ile bir

Frobenius Gruptur ve komplementi abelyandir. |G'| =r" olsun, bu taktirde, |G| =r"(r"-1)dir. T,

G nin Frobenius komplementi olmak lzere, K yi T nin &z trivial olmayan herhangi bir alt grubu
olacak sekilde secelim. Bu taktirde, KG', 3-ayrisilabilirdir ve K da herhangi bir X#1 icin,

|CIG(X)|=H=|G'| dir. Boylece, |KG'|:2|G'| ve bu nedenle |K|=2 elde ederiz. T abelyan

7]
oldugunda, bu 2 nin T nin yegane bdleni oldugunu verir, bdylece |T| =4 tir. Boylece |G|:2O dir
ve G, T ile Z; in bir yaridirekt carpimidir. Ustelik Z(G)=1 olmasi T < Aut(Z,)=Z, olmasini
verir. Bu yuzden T = Aut(Z,) tir. Bu nedenle, G = Aut(Z;)xZ,. ispati tamamlamak igin,
G = Smaligroup (20,3) ve X -ayrisilabilir oldugunu ispatlamaliyiz. X ve Yy, G nin mertebeleri
|X| =4 ve |y| =5 olan elemanlari olsunlar. G mertebesi 2 olan (involition) bes tane eleman igeren
merkezsiz bir grup oldugundan, G tam olarak iki tane trivial olmayan 6z normal alt gruplara sahiptir,
bunlar mertebeleri sirasiyla 5 ve 10 olan A=<y> ve B:A<X2> gruplaridir. Agik olarak, B

abelyan degildir ve bu ylizden, mertebesi 10 olan dihedral gruba izomorfiktir. Bu B—A nin

elemanlarinin B de eslenik oldugunu verir. Fakat i=2,3,4 igin X 'yX = yi dir. Kabul edelim ki,
i =4 olsun. B = D,, oldugundan, X’yx~ =y~ oldugunu elde ederiz. Boylece, Xyx ' = X'y 'x dir.

Bundan dolayi, i =4 ise bu taktirde, X’ly’lx = y’l ve G abelyan olmalidir. Bu ise bir geligkidir. Ayni

zamanda, 1 =2 ve 1 =3 ile ingaa edilen iki grup izomorfik olmalidir. Bdylece genelligi kaybetmeden

I =2 oldugunu kabul edelim ve boylece G =V =Smallgroup (20,3) dir. Bu gésterir ki, A nin

birimden farkli elemanlari G de eslenik olmalidir ve bu yizden A, 2 -aynigilabilir ve B, 3-

ayrigilabilirdir.

Teorem 4.1.5 : G, G’ 3-ayrisilabilir olmak Uzere, milkkemmel olmayan ve abelyan olmayan X -

ayrisilabilir sonlu bir grup olsun. Bu taktirde G , S, ya da Smallgroup(24,3) e izomorfiktir.

ispat: G’ =1UCl;(a)UCl;(b) olsun. ispatimizi ti¢ farkli durumu inceleyerek yapacagiz.
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Durum 1 :
a' ¢ Cl,(a) olsun. Bu durumda Cl,(b)=Cl (a™") dir ve p bir tek asali olmak iizere G',
G nin bir elemanter abelyen p-grubudur. Hin G nin bir 2-aynisilabilir alt grubu oldugunu

farzedelim. Bu taktirde, H = Z(G) nin mertebesi 2 dir. Béylece G = Z(G)x G/ dir, bu bir celiskidir.

Durum 2 :

a'eCly(a), b eCls(b) ve (Ja

,b|):1 olsun. p ve ( farklh asallar olmak uzere
|G'|=pqn ve Z(G')=1'dir. Ayni zamanda, G"=1UCI;(a) nin mertebesi q" dir. G', 3-
ayrisilabilir oldugunda, r bir asal olmak Uzere, |G :G'| =r dir. Boylece |G| = prg" ve |7z(G)| =2

veya 3 tur. Kabul edelim ki, |7Z'(G)| =2 olsun. Bu durumda, 2” —1 bir Mersenne asali ve 2% +1 bir

Fermat asali olmak lizere, |G" =2,3,2" ya da 2% +1 dir. Eger |G"|:2 ise bu taktirde, G’
mertebesi 2P olan bir devirli gruptur. Bu bir geliskidir. Eger |G”| =3 ise bu taktirde, G’ mertebesi
3p olan bir devirli gruptur veya 3 sembol (izerinden simetrik gruba izomorfiktir. G’ merkezsiz

oldugundan, G’ = S, 'tir. Bu |G| =12 ya da 18 oldugunu gosterir. Fakat GAP ile mertebesi 12 ya da

18 olan X -ayrisilabilir grup yoktur. Simdi kabul edelim ki, |G" =2" olsun. Béylece |G| =2°(2" 1)
ve |G'|=2b‘ (2% —1) dir. Kabul edelm ki, xeG'—G" ve yeG” olsun. Bu taktirde,
|CIG(X)| =2"(2" -1) ve |CIG(y)| =2" —1 dir. |C|G (X)| |G|’nin bir béleni oldugunda,
20 —1|2bl —1, ki bu b, =2 olmasini gerektirir. Ustelik, |G'|:12 ve |G|:24 ya da 36'dir. GAP
yardimiyla, [G|=24 ve G’ merkezsiz oldugunda G =S, tiir. Simdi kabul edelim ki, |G"|=2% +1
olsun. Bu taktirde |G| =2%(2% +1)'dir. Bu yiizden, G, 2(2* +1) mertebeden bir dihedral gruptur ve
G| =2(2" +1)* yada 4(2* +1) dir. Eger |G|=2(2" +1)* ise bu taktirde, G , mertebesi (2% +1)’
olan bir 3-ayrisilabilir alt gruba sahiptir. Bu alt grup uzunlugu q2 —q=2%(2" +1)2 olan bir G -
eslenik sinifina sahiptir, béylece & =1 ve |G|=18"dir ki bu bir geliskidir. |G|=4(2" +1) ise bu

taktirde, q(q—1)|4(2* +1), boylece a =1,2"dir. Bu |G|:12,2O olmasini gerektirir ki bu
imkansizdir.

Simdi, farkii p,0,r asallari igin, |G| = prg" oldugunu kabul edelim. G”, q" mertebeli bir 2 -
ayrigilabilir alt grup oldugunda q"(q" —1)\|G| 'dir. Boylece Q" —1| pr’dir. n=1 oldugunu kabul
edelim. Bu taktirde, |G| = pqr, |G'| =pq ve G', g—1 ve q(p—1) uzunluklu iki G -eslenik sinifina

sahiptir. Boylece p—1r ve q-1ljpr. Eger p=2 ise bu taktirde, G, qr mertebeden bir 3-
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aynigilabilir bir H alt grubuna sahiptir. H, q(r —1) uzunluklu bir G -eglenik sinifina sahip oldugunda
r =3 tur. Boylece, q—1|/6.Bu q=7 ve |G| =42 oldugunu gosterir. Fakat GAP’a gore mertebesi
42 olan bir grup yoktur. Eger p # 2 ise bu taktirde, p =3, r =2 ve benzer bir hesaplama |G| =42
oldugunu verir ki bu imkansizdir. Béylece n = 1°dir. Simdi ( # 2 oldugunu kabul edelim. q" —1| pr
oldugunda (-1=p yada r’dir. Bu =3 oldugunu gosterir ve P ya da I ’dan biri 2’ye esittir. p
ya da r’dan biri 2'ye esit oldugunda N =1 oldugu durumdaki hesaplamalar kullanilarak, p ya da

I 'dan birinin 3’e esit oldugunu elde ederiz. =3 olmasi ile bu bir geligkidir. Son olarak (=2

oldugunu kabul edelim. Bu taktirde, |G'|=2"p ve |G|=2"pr dir. G' uzunlugu 2"(p—1) olan bir

G -eslenik sinifina sahip oldugunda p—1|r ’dir. Bdylece p=2 yada I =2 'dir. Bu bir geligkidir.

Durum 3 :

a'eCl,(a), b'eCl,(b) ve (O(a),O(b));tl. Bu durumda G’ bir metabelian

p_grup’tur. G’, G 'nin maksimal alt grubu oldugunda, Q bir asal iken |G :G’

=(Q’dur. Eger p=q
ise bu taktirde, G, p— grup ’tur ve bdylece G' < ®(G) 'dir. Bu G ’nin devirli oldugunu verir ki, bu bir
celigkidir. Boylece farkli P ve Q asallar igin |G|: p"q’dir. H, G nin bir 2 -ayrigilabilir alt grubu
olsun. H, merkezi ise bu taktirde, H = Z(G) dir. Oncelikle, Z(G) £ G’ oldugunu kabul edelim. Bu
taktirde, Z(G') =1"i gerektiren G = G'x Z(G)dir, ki bu bir geligkidir. Simdi, Z(G) <G oldugunu
kabul edelim. Bu taktirde, G , 2" —2 uzunluklu bir G eslenik sinifina sahiptir ve bu yiizden p=2 ve
q=2"-ldir. [Clg(a)=1 ve [Clg(b)|=2"-2 oldugunu kabul edelim. Bu,
|CG(b)|:|G|/|C|G(b)|:2n_l ve G’ abelyan olamaz, giinki G’ abelyan oldugunda G'< C(b)
oldugunu elde ederiz. G' abelyan olmadiginda, 0(b) =4 ve G'mertebesi 2 olan bir tek alt gruba
sahiptir. Béylece, G'=Q, ve G, Z, ile Q,’in semidirekt garpimidir. H =<X> mertebesi 3 olan
devirli grup ve N =Q, olsun. Bu taktirde, Aut(N) mertebesi 3 olan otomorfizmlerin bir tek eslenik
tipine sahiptir. Bu nedenle @(X), Qg grubunun mertebesi 3 olan otomorfizmi iken, G = Ha,H "dir.
Simdi G 'nin X -ayrigilabilir ve Smallgroup (24,3) 'e izomorfik oldugunu ispatlayalim. G ’nin bir trivial
olmayan normal alt grubu igin mimkin mertebeler, 2,4,6,8,12 dir, agik olarak, Z(G)=Z(N) ve

G
——= A ’tlr. Fakat, A,, mertebesi, 2,3,6 olan normal alt gruplara sahip degildir, bu ylizden,

Z(G)
G 'nin her normal alt grubu 2 ya da 8 alt gruba sahiptir ve bunlar tekdir. Diger taraftan,

N :<y,z yi=1y*=2,2"yz= y’1> oldugunu kabul edelim. Boylece G, daha 6nce
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tanimladigimiz, V grubu ile ayni gOsterime sahip gruba izomorfiktir.  Buradan.
G = Smallgroup (24,3) ve N 'de 3 -ayrigilabilirdir.
H ’in merkez olmadigi durumu incelememiz kaldi. Béylece, H <G’ ve G', 1<i<n-1 igin,

uzunlugu p’'—1 olan bir G eslenik sinifina sahiptir. Bdylece, p' —1=( 'dur. Eger, p=3 ise bu
taktirde, i1=1,0=2 ve |G|:18 oldugunu gdsterebiliriz. Boylece |G'|:9’dur ve bu yizden G’
abelyandir. Simdi, |H|=3 ve be G"\H kabul edersek, |C|G(b)|=6 elde ederiz. Bundan dolayi,
|CG(b)|:3 elde edilir ki bu bir geligkidir, en fazla 9 olmalidir. Bundan dolayi, p=2 asal ve

G|=2"(2"-1) ya da 2"'(2'-1)dir. [G|=2"'(2'~1), Q. G nin bir Sylow g-alt grubu ve
G - 1 1 . s o .
N =HQ olsun. N abelyan oldugunda, G'< N , |G | |N| 'ni bdlemeyeceginden bu imkansizdir.

Son olarak, |G|=22i(2i —1) kabul edelim. Genellikten vazgegmeden, H =1UCl;(a) oldugunu
kabul edelim. Bu taktirde, |C|G (a)| =2'—1 oldugunu elde ederiz ve bu yiizden H < C (b) dir. Fakat,

|CG (b)| =2' = |H| ve bu yiizden H =C (b) dir. Béylece b € H ’dir. Bu ise bizim son geligkimizdir.

Bu ispati tamamlar.

Teorem 4.1.6: G bir milkemmel olmayan X -ayrigilabilir sonlu grup olsun. Bu taktirde, G grubu
Z, Dy, Qq, S,, Smallgroup(20,3) ya da Smallgroup (24,3) e izomorfiktir.

ispat: Lemma 4.1.3, Teorem 4.1.4 ve Teorem 4.1.5. den aciktir.
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4.2. X ={1,3,4} - AYRISABILIR GRUPLAR

Bukisimda X = {1,3,4} olsun. Asagidaki ana teorem ispatlanmistir.

Teorem 4.2.1 : G bir milkemmel olmayan sonlu grup olsun. Eger G, X -ayrisilabilir ise bu taktirde

n-1

G grubu Smallgroup (36,9) grubuna, N bir pozitif tek tamsayi ve 2 2 —1 bir Mersenne asali olmak

n-1 n
lizere mertebesi 2" (2 2 —l] olan bir Metabelian gruba, ya da 3|n ve 23 —1 bir Mersenne asall

n
olmak (izere mertebesi 2" [23 —IJ olan bir Metabelian gruba izomorfiktir.

Once Abelyenlik durumunu alalim. Teorem 4.1.2 den asagidaki sonucu kolayca verebiliriz.

Sonug 4.2.2 : Abelyen X -ayrigilabilir sonlu grup yoktur.
| ={8,12,18,20,24,28,30,42,48,54,78,96,100,294} olsun. [4] de Ashrafi bir GAP programi

ile nel igin, n. mertebeden X -ayrisilabilir sonlu grubun mevcut olmadigini géstermistir. Ayni

makalede asagidaki teoremi ispatlamistir.

Teorem 4.2.3. n< | icin, N. mertebeden X -ayrisilabilir sonlu grup yoktur. Ustelik, eger G

mertebesi 36 olan X -ayrisilabilir bir grup ise bu taktirde, G = Smallgroup (36,9) dir.

Sonug 4.2.2 den abelyan X -ayrisabilir sonlu grup mevcut olmadigindan bundan sonra G bir

abelyan olmayan sonlu grubu gdsterecektir.

Lemma 4.2.4 : G bir X -ayrisilabilir sonlu grup ve K ve H da G nin sirasiyla 3 - ve 4 -ayrigilabilir

alt gruplari olsunlar. Bu taktirde, K < H dirve G yalnizca bir 3 -ayrisilabilir alt gruba sahiptir.
Ustelik G merkezsizdir ya da |Z(G)| =3 turve G, yalnizca bir 4 -ayrigilabilir alt gruba sahiptir ki bu,
Z(G)yiigeren 3 -gruptur.

ispat: Kabul edelim ki L, G nin baska bir 3 -ayrisilabilir alt grubu ve T = LK olsun. Bu taktirde,

G = L x K 'dir ve bu bir geligkidir. Boylelikle, G 'nin 3 -ayrigilabilir alt grubu tekdir. Ayrica eger,

K & H ise bu taktirde, K M H =1"dir ve boylece G = H x K ’dir ki bu imkansizdir. Simdi kabul
edelimki, Z(G) #1'dir. G, A-aynisilabilir oldugunda, |Z(G)|=3 ve Z(G) = H dr.
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Simdi, H "in bir 3 -grup oldugunu ispatlayacagiz. H bir p -grupturve H" =1"dir. H = A,

5. dereceden alterne grup ve = S5 veya p #3 asal ve a,b pozitif tamsayilar olmak izere,

Cs(H)
mertebesi 3° pb olan ¢ozulebilir gruptur.
Z(G) < H oldugunda, H , A ’e izomorfik degildir. Kabul edelim ki, |H|=3"p” olsun. Bu

taktirde, H, M © Z(G) gekirdegi ile bir Frobenius gruptur, burada M ¢ eslenik sinifinin birlegimi
: H I : :
olan H in bir Sylow 3 -alt grubudur ve V p.mertebeden devirlidir. Fakat bir Frobenius grup

merkezsizdir, bu bir geligkidir. Béylelikle, H bir 3 -gruptur.

Son olarak, kabul edelim ki, M , G ’nin bir baska 4 -ayrisilabilir alt grubu olsun. Bu taktirde,
M bir 3-gruptur. T = MH diistinelim. G, A-ayrisilabilir oldugunda T = G ’dir, yani, G, mertebesi
r >1 igin 3" diyebilecegimiz bir 4 -ayrisilabilir H alt grubu ile bir 3 -gruptur. Kabul edelim ki, n > r

igin |G| =3" olsun. Bu taktirde, 3" —3|3" elde edilir ki bu da son geliskimizdir.

Teorem 4.2.5:

G bir milkemmel olmayan A -ayrisilabilir sonlu grup olsun. G’, 3 -ayrigilabilirdir ancak ve
ancak G’ = Smallgroup (36,9) dir.
ispat:

G'’niin 3 -aynigilabilir oldugunu kabul edelim. iddia ediyoruz ki, G bir p -grup degildir. Bunu

ispatlayabilmek igin, G ’nin p". mertebeden non-perfect A -ayrisilabilir oldugunu kabul edelim.
Lemma4.2.4ile p=3 ve G yalnizca, 3". mertebeden Z(G)'yiigeren A -ayrisilabilir H alt
grubuna sahiptir. Bu ylizden, 3" —3|3" bir geliskidir. Simdi G'’niin abelyan oldugunu gdsterecegiz.
Cl;(X), G nin X'iigeren eslenik sinifini gostermek tzere, kabul edelim ki,
G'=1UCl;(g)UCl,(h) olsun. Eger, g~' € Cl,(h) ise, bu taktirde, G’ istenildigi gibi elemanter
abelyandir. Kabul edelim ki, g~' € Cl;(g) olsun. Eger, (o(g),o(h)) =1 ise, bu taktirde,

1# G" < G'’dirr ve bu imkansizdir. Ayni zamanda eger, (0(g),0(h)) # 1 ise bu taktirde, G’ bir

metabelian P -gruptur. Kolayca gérilebilir ki, G' abelyandir ve ®(G") =1"dir. Béylece G’ elemanter
abelyandir.

Simdi kabul edelim ki, H , G nin bir 4 -ayrisilabilir alt grubudur. Lemma 4.2.4ile G'c H ve
béylece H =G"UCI; (k) dir. H bir p-gruptur ya da a,b pozitif tamsayilar ve p,q farkli asallar

iken paqb. mertebeden bir ¢ozulebilir gruptur. Simdi de, G nin bir 4 -ayrigilabilir p -alt gruba sahip

olup olmama durumlarini inceleyelim.
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Durum 1 :
G bir 4 -ayrigilabilir p -alt gruba sahip degildir. Bu durumda, H in mertebesinin paqb

oldugunu kabul edebiliriz. N , H "in bir minimal normal alt grubu olsun. Bu taktirde, N , G nin bir 3 -

ayrisilabilir alt grubudur ve buradan N =G’ diir. Diger taraftan, G', H n bir Sylow alt grubudur.

|G'|= p" oldugunu kabul edelim. Béylece |H|= p"g ve H, p"(q—1). mertebeden bir G -eslenik
sinifini igerir. H , G nin bir maksimal alt grubu oldugunda, I bir asal olmak (izere, |G| = p”qr dir.
Kabul edelim ki, r ¢ {p,q} olsun. Bu taktirde, G, p"qr. mertebeden bir géziilebilir gruptur ve p"r.
mertebeden bir 4 -ayristirilabilir alt grubu igerir. Bu,ya =2, r =3 yada =3, r =2 olmasini
gerektirir. Boylece, p # 2,3 igin |G| =6p" dir. Kabul edelimki, 1, @ ve b, G’ niin G -eslenik
siniflarinin uzunluklari olsunlar. p" =1+a+b denklemini ve miimkiin olabilecek (a,b) giftlerini

dustinelim. Kolayca goértilebilir ki, pXa ve pXb dir. Benzer bir hesaplama ile, |G| €4{30,42,78,294}

oldugu gorulir. Fakat bu Teorem 4.2.3 ile gelisir. Simdi I = oldugun kabul edelim. Yukaridakine
benzer bir hesaplamanin kullanimi ile gérebiliriz ki, ¢ =2 dir ve |G| €{12,20,28,36,100} dir.
Teorem 4.2.3'e uygularsak G = Kiiglk grup(36,9) oldugunu elde edebiliriz. Son olarak, eger r = p

ise bu taktirde, |G'| = p"*' dir ki bu imkansizdir.

Durum 2 :

G bir 4 -aynisilabilir H p -alt grubuna sahip olsun. P asal ve n >1 oldugunda |H|= p"
oldugunu kabul edelim. H maksimal oldugundan,  bir asal iken |G| =p"q dur. G bir p-grup
olmadiginda g # p dir. Kabuliimiizden, G, p"~' mertebesine sahiptir ve |C|G (k)| =p""'(p-1) di.
Boyleceya p=2 yada p=1+( dir. Kabul edelimki, p=2 ve Y€ H , (. mertebeden bir eleman
olsun. Bu taktirde, |G| =2"q dur. T = G’<y> alt grubunu distinelim. Agikga, T, G nin bir 4 -
ayrisilabilir alt grubudur ve boylece ( =3 tir. Bu gosterir ki, |G| =2"3 tir. a,b G nin sinif
uzunluklari olmak tizere, 2" =14+a+b yazalim. 2Ja ve 2|b oldugunu kabul edebiliriz. Béylece
a=1yada 3 tir. Eger, a=1 ise bu taktirde, |G| =48 yada 96 dir. Lemma 3.2.3 ile bu bir geliki

verir. p=1+( ve |G| =2.3" dir. Yukarida benzer bir argiimani kullanarak, |G| =18 oldugunu

goOrebiliriz. Bu bizim son ¢eliskimizdir.
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Teorem 4.2.6 : G, bir miikkemmel olmayan X -ayrisilabilir sonlu grup ve G', G nin 4 -ayrigilabilir

n-1

alt grubu olsun. Bu taktirde, G grubu n bir tek sayi ve 2 > —1 bir Mersenne asali olmak lizere

n-1 n
2" (2 2 —IJ. mertebeden bir metabelian gruba, ya da 3|n ve 23 —1 bir Mersenne asali olmak (izere

n
2" [23 —1]. mertebeden bir metabelian gruba izomorfiktir.

ispat: Kabul edelim ki, G’ ve H, G nin sirasiyla 4 -ayrisilabilir ve 3 -ayrigilabilir alt gruplari

olsunlar. Teorem 4.2.4 ile H — G’ dir. G’ a,b tamsayilar ve p ve q farkl asallar olmak iizere, bir
P -gruptur ya da p?q°. mertebeden bir ¢ozilebilir alt gruptur. G nin ¢ozilebilir bdylece G" =H ya
da 1 oldugunu ispatlayacagiz. Once kabul edelim ki, G” = H olsun. Eger, G’ bir p -grup degilse, bu

taktirde, m,n pozitif tamsayilar, p,q farkli asallar olmak iizere |G| = p"q™ dir. G' non-abelyan ise,
P.q Pq y

!

M, G nin bir Sylow ( -alt grubu ve v} p. mertebeden devirli olmak Gzere, M o H ¢ekirdegi ile

bir Frobenius gruptur. Agik olarak, |G’| = pq™ ve bir s asali igin |G| =spq" ile q". mertebede

M =H dir. Béylece p=2 yada p=1+S$ oldugunu elde ederiz. Eger p =2 ise bu taktirde, G
indeksi 2 olan bir T alt grubuna sahiptir. T, (s—1)q". mertebeden bir G eslenik sinifina sahip
oldugundan S =2,3 tiir. Bdylece, |G| =4q" yada 64" dir. Teorem 4.2.5'dekine benzer bir metot
kullanarak |G| e {12,18,20,28,30,36,42,54} oldugunu gérebiliriz. Teorem 4.2.3 ile bu bir geligki
verir. Bu ylizden kabul edelim ki, p=3 ve S =2 olsun. Bu taktirde, |G| =6q" ve

|G| € {18,24,30,42,48,54,78,96,294} tiir. Bu ise imkansizdir. Béylelikle G" abelyandir ve G nin
yalnizca bir normal alt grubunu igerdiginden G', p -gruptur. Kabul edelim ki, p veq farkl asallar, n
ve t, t <n ile pozitif tamsayilar olmak {izere |G'| =p", |H|= p' ve |G| = p"q olsun. Béylece G',
uzunlugu p'(p" " —1) olan bir G -eslenik sinifina sahiptir. Bu p=2 ve t=n—1yada q=p"" -1
olmasini gerektirir. Kabul edelim ki, p=2 ve t =n—1 olsun. Bu taktirde, |G| =2"q ve |H | ="
dir. Mertebesi ( olan Yy elemanini segelimve Yy ve H ile Uretilen T alt grubunu tanimlayalim. H ,
2"'(q—1) uzunlugunda bir G -eslenik sinifina sahip oldugundan @ = 2,3 tiir. Simdi Teorem 4.2.3 ile
celisen |G| €{24,48,96} yiispat etmek igin Teorem 4.2.5' tekine benzer bir ydntemi tekrar

kullanabiliriz. Béylece ( = 2" —1 dir. Kabul edelim ki, a,b G nin sinif uzunluklari olmak (izere,
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2" =1+a+b olsun. Genelligi bozmadan, a|q oldugunu kabul edebiliriz. Kabuliimiizden, a # 1 dir.

n+1 2n
Boylece a=( ve b=2'-2"" dir. Bu gosterir ki, t :T ya da ? tir, bu da ispati tamamlar.

Simdi bizim temel sonucumuzu vermek icin haziriz.

Teorem 4.2.7 : G bir milkemmel olmayan sonlu grup olsun. Eger G, X -ayrigilabilir ise bu taktirde

n-1

G grubu Smallgroup (36,9) grubuna, N bir pozitif tek tamsayi ve 2 2 —1 bir Mersenne asali olmak

n-1 n
lizere mertebesi 2" (2 2 —lj olan bir Metabelian gruba, ya da 3|n ve 23 —1 bir Mersenne asali

n
olmak {izere mertebesi 2" [23 —IJ olan bir Metabelian gruba izomorfiktir.

ispat: Lemma 4.1.2, Teorem 4.2.5 ve Teorem 4.2.6 dan aciktir.
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