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OZET

KOZMOLOJIK SABITIN BIANCHI-TiP MODELLERIN EVRIMINE ETKIiSi

Bu caligmada, kozmolojik sabitin (A) pozitif, sifir ve negatif degerlerine sahip olmasi
durumunda Bianchi-tip Modellerin evrimine etkisinin ne sekilde olacagi arastirilmistir.
Once A’ni ortaya ¢ikis1 ve dnemi iizerinde durulmus, boyut ve limitine bakarak anlami
incelenmistir.

Takip eden bolimde Bianchi-tip modeller ve alan denklemlerinin elde edilmesi igin
gerekli  yontemler verildi. Dordincii  boliimde, Bianchi Modellerinin  alan
denklemlerinin hesaplanmasinda metrik yontemi kullanilarak genel halde tiim Bianchi
modelleri i¢in gegerli denklemler olusturuldu ve bunlarin intagrasyonu ele alindi.

Sonucta Wald’in tiim modeller i¢in asimptotik olarak buldugu sonuglar, 6zel olarak
miikemmel akigkan formuna sahip enerji-momentum tansoriiniin alinmasiyla, I ve V tip
modelleri i¢in analitik ve niimerik hesaplarla bulundu. Ayrica kozmolojik sabitin
etkilerini incelemek i¢in bunlarin grafikleri incelendi

vii



SUMMARY

THE EFFECT of COSMOLOGICAL CONSTANT on EVOLUTION of
BIANCHI-TYPE MODELS

In this thesis, the effect of cosmological constant (A) on evolution of Bianchi-type
Models is studied in the cases A>0, A=0, A<O.

After giving a brief history and emphasizing the importance of A, an analysis by
considering its dimension and limits is contained in the first chapter.

In the following chapter the general characteristics of Bianchi-type Models and
calculating methods of its field equations are presented in detail. Metric approach used
for the calculations of Einstein Field Equations in order to derive equations in general
form holding for all the Bianchi-type Models and integration of them is discussed in
chapter four.

Finally, asymptotic conclusions of Wald for all models except type IX, specially, for a
stress-energy tensor with perfect fluid, equations of I and V models are found
numerically and analitically. Also, their graphics are presented to examine effect of
cosmological constant carefully.
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1.GIRIS:

Kozmoloji, evrenin biiyiik 6l¢ekteki geometrisi ile madde-enerji igerigini konu alir.
Evreni dolduran galaksi, kuazar, kara delik, 1s51nim gibi madde-enerjiyi yonlendiren
goriiniirdeki baskin etkilesimin gravitasyon (kiitle ¢ekim) oldugu varsayildigindan, bir
gravitasyon teorisi olarak Einstein’in 1916°da ileri stirmiis oldugu Genel Rolativite

Teorisi’nin
1
Rab _EgabR + Agab = KTab

gravitasyon alan denklemleri, evrenin yapisinin incelenmesinde en ¢ok ragbet gorenini
olusturmaktadir. Burada R,,: Ricci tansori, g,: 4-boyutlu uzay-zamanin metrik
bilesenleri, R: uzay-zamanin Riemann skaler egriligi, 7,5: enerji-momentum tansori,
k:Einstein gravitasyon sabiti ve A: kozmolojik sabittir. Einstein’in alan denklemleri
(kisaca EAD), ilk sekliyle A kozmolojik sabitsiz yazilmistir. Einstein, teorisini ileri
siirmesinden hemen sonra evren i¢in bir model olusturmak istediginde, tasarladiklarinin
ancak bdyle bir sabitin teoriye sokulmasiyla gergeklesebilecegini diisiinmiistiir. Einstein
evreni denilen bu ilk evren modelini 1917°de de Sitter’in A’li; 1922°de Friedman’in
N’s1z ve 1927’lerde Eddington ve Lemaitre’in A’l1 evren modelleri izlemistir. Ve daha
bu siirecte A teriminin gerekliligi ya da gereksizligi konusunda goriis ayriliklari

belirmistir.

Tiim bu modeller, basit bir ¢aligma varsayimi olmak iizere, evrenin uzaysal yapisinin
homojen ve esyonlii oldugu varsayimina dayandirilmislardir. 1932-33’de Robertson ve
Walker, bu varsayimi grup teorisi diliyle kesin bir matematiksel ¢ergeveye oturtmustur.
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (kisaca FLRW) olarak anilan bu modeller,
evrenin biiylik Olcekteki yapisinin tasviri, gozlemsel verilerin incelenmesi ve
yorumlanmasi konusunda en ¢ok basvurulan ve kullanilan modeller olmuglar ve olmaya
da devam etmektedirler. Bunu hakli gosteren en saglam dayanak modellerin temel
varsayimi olan homojenligi ve esyonliiliigii reddettirecek bir gozlem verisinin simdiye
kadar bulunamamasidir. Tam tersine, 6zellikle kalint1 1sinima iliskin goézlem verileri,

evrenin ¢ok yiiksek derecede esyonlii oldugunu destekler mahiyettedir. Bununla



beraber, FLRW modelleri homojenlik ve esyonliiliigii varsayim olarak kabul eden ama
aciklayan modeller degildirler. Kald1 ki, bu 6zelligin evrenin baslangi¢ evrelerinde de
var oldugu yolunda herhangi bir inandirici kanit da yoktur. Dolayisiyla, evrenin
baslangi¢ evrelerinde homojensizlikler ve esyonsiizliikler varsaymak hi¢ de mantiksiz

degildir. Nitekim genel egilim de bu yondedir.

FLRW modellerinin ilk bir genellemesini, uzayca homojen ama esyonsiiz 4-boyutlu
uzay-zaman modelleri olusturmaktadir. 3-boyut séz konusu oldugunda, bu 6zelligi
gosteren uzaylar, daha 1900’lerin basinda Bianchi tarafindan ele alinmistir [1]. Bianchi,
esol¢iim grubuna gore invaryant kalan 3-boyutlu uzaylari: I, I1,....; IX seklinde dokuz tip
olarak siniflandirmistir. Bu modeller ilk defa 1951°de Taub [2] tarafindan kozmolojiye
sokulmus ve giiniimiize kadar yogun bir c¢alisma alam1 olusturmuslardir. Bu
calismalardaki temel meselelerden biri sudur: mahiyet olarak esydnsiiz olan bu Bianchi-
tip modeller evrenin evrim siirecinde acaba esyOnlii hale gelebilirler mi? Bu problem
yaklagik 40 yildir fizikgilerin ilgisini ¢ekedurmaktadir. Bunlar arasindan Wald; eger
akla yatkin enerji kosullar1 kullanilirsa ve de pozitif kozmolojik sabit alinirsa, Bianchi-
tip modellerden tip-IX disinda hepsinin esyonliilesecegini ileri stirmektedir[3]. Wald bu
iddiaya, EAD’nin tetrad formalizmiyle yazilmis denklemlerin asimptotik davraniglarini

inceleyerek varmaktadir.

Biz bu Tez’de, Wald’in iddiasini, Bianchi I ve V modelleri g¢ergevesinde, metrik
yaklagimla yazilmis EAD’ni kullanarak ele almay1 amagliyoruz. Bu denklemlerin tam
¢Oziimlerini analitik ve de sayisal olarak tesis edip esyonsiizliikk parametresi, kayma gibi
temel bazi kozmolojik biiyiikliiklerin evrimini grafiklerle goriintiilemek istiyoruz. Bu
ugrasimizda A kozmolojik sabiti temel yonlendirici parametre olacaktir. Bagka bir
deyisle A’nin pozitif, negatif veya sifir olmasinin modellerin evrimlesmesine nasil etki

yaptig1 incelenecektir.

Tez su sekilde diizenlenmistir: Genel Kisimlar Boliimii’nde Einstein’in A sabitini
teorisine ithal etmeye yoOnelten nedenler 6zetlenmekte ve A hakkinda yapilan bazi
yorum ve tartigsmalara yer verilmektedir. Malzeme ve Yontem Boliimii’'nde Bianchi-tip
modeller ve bunlarin dayandig1 matematiksel cerceve tanitilmakta; yapilacak hesaplarin

anlagilmasina yardim edecek kadar tetrad formalizminden bahsedilmektedir. Bu



boliimde, ayn1 zamanda, bulgularimizla bir karsilastirma yapabilmek icin Wald’in
calismast  kisaca  Ozetlenmektedir. Bulgular Bolimi; 06zgiin  ¢alismamizi
olusturmaktadir. Once, tiim Bianchi-tip modelleri i¢in yazilmis metrikten hareketle
EAD agikca hesaplanmakta ve sonra da bunlar, kosegen bir metrik igin
ozellestirilmektedir. Daha sonra, denklemlerin Bianchi I ve V modelleri i¢in ¢6zlimleri
gergeklestirilerek grafiklerle goriintiilenmekte ve A parametresine gore irdelenmektedir.
Tartisma ve Sonu¢ Bolimii’nde ise, bulgularin kisa bir ozeti yapilmakta ve A

parametresinin oynadigi rol vurgulanmaktadir.



2. GENEL KISIMLAR

2.1 KOZMOLOJIK SABITIiN TARIHCESI:

Einstein’in 1916’da ileri siirmiis oldugu Genel Rolativite Teorisi’nin (kisaca GRT

denilecek) alan denklemlerinin ilk sekli kozmolojik sabitsiz (A) olup

Rab _%gabR:KTab (21)

dir. Burada; R, Ricci tansorii ve R skaler egriligi, 4-boyutlu uzay-zamaninin R,
Riemann Egrilik tansoriiniin izleri olup gravitasyon potansiyelleri rolii oynayan g,
metrik fonksiyonlariin en fazla ikinci mertebeden uzay-zaman tiirevlerini icermektedir.
Lineer olmayan (nonlineer) bu diferansiyel denklemler g,, metrik fonksiyonlarini, yerel
olarak, 7, enerji-momentum tansdriiyle tasvir edilen madde-enerjiye (her tiirliisiine)
baglar. k, Einstein gravitasyon sabiti olup Newton gravitasyon sabiti G ve 151k hiz1 ¢

cinsinden k=(8nG)/c**dur.

Einstein’t GRT nin insasina yonelten nedenlere kisaca deginmek yerinde olacaktir. Bu
aym1 zamanda Einstein’in teoriye neden A gibi bir sabit ithdl etmek istemesinin
nedenlerinin anlasilmasini da kolaylastiracaktir. Bilindigi {izere, Einstein’in 1905°te
ileri siirmiis oldugu Ozel Rélativite teorisi (ORT) ve ORT ilkesi; birbirlerine gore
diizglin dogrusal hareket yapan eylemsizlik sistemlerinde tiim fizik kanunlarinin
kovaryant olarak (goézlemciden bagimsiz, yani, referans sistemlerinin hizlarim
icermeyecek bicimde) ifade edilmesi gerektigini sdylemektedir. Bunun miimkiin olmasi
icin ise, temel simetri donilistimiiniin Mekanigin Galile doniisiimleri degil de, bundan
boyle, elektrodinamigin Lorentz doniisiimleri olmasi gerekmektedir. Bunun sonucunda,
Maxwell teorisi’nde hipotetik olarak varsayilan Esir; artik kendisine gore bir hareketin
ortaya konulabilecegi elektromagnetik mahiyetli hi¢bir gdzlem ve deney olamayacagi
gerekcesiyle fazladan ve gereksiz bir kavram haline diismektedir (zira, Lorentz
dontigiimleri altinda higbir fizik kanunu referans sistemlerinin izafi hizlarm
barindirmayacaktir). Bdylece, elektrodinamikte tiim eylemsizlik referans sistemleri

birbirlerine esdeger olmakta, yani Esir gibi ayricalikli bir referans sistemine gerek



kalmamaktadir. Maxwell denklemleri zaten Lorentz invaryant olduklarindan, ORT bu
teoride bir degisiklige yol agmamistir. Ote yandan, Newton Mekanigi cephesinde ise,
mutlak zaman kavrami disinda, mekanigin 6ziine pek dokunulmamis; yalnizca: kiitle,
momentum ve enerji gibi kavramlar, mekanik kanunlar1 Lorentz doniisiimleri altinda

invaryant kalacak bigimde, yeniden tanimlanmislardir.

ORT admin da belirttigi iizere dzel bir durumu: birbirlerine gore diizgiin dogrusal
hareket yapan eylemsizlik sistemlerini konu almaktadir. Bu bakimdan; Newton’un
mutlak hareket fikrine Berkeley ve Mach tarafindan elestiri olarak getirilen ve
Einstein’in da savundugu: “mutlak hareketten bahsetmek anlamsizdir, yalnmizca izafi
hareketler vardir” biciminde ifdde olunabilecek “hareketin izafiligi ilkesi’ne ancak
kisith olarak uymaktadir [4]. Nitekim, ivmeli veya donen sistemlere ge¢ildiginde
ORT’de de tipk1 Newton Mekaniginde oldugu gibi, sistemlerin hizina bagl bir takim
kuvvetler ortaya ¢ikmaktadir. Newton, kendi mekanigi cercevesinde bu sanal kuvvetleri
eylemsizlik kuvveti olarak adlandirmig ve bunlarin Mutlak Uzay admi verdigi
ayricalikli bir referans sistemine gore bir mutlak hareketten kaynaklandigini ve
dolayisiyla da bir mutlak hareketin belirleyicisi olduklarini ileri siirmiistiir. Berkeley ve
daha sonra da Mach, bu mutlak hareket fikrine siddetle karsi ¢ikmus, ancak izafi
hareketlerin bir fiziksel anlam tasiyabilecegini savunmuslardir. Mach, Berkeley’in
diisiincelerin daha da ileri gotiirerek, eylemsizlik kuvvetlerinin kdkeninin mutlak uzay
degil de, evrendeki kiitleli cisimler oldugunu ileri siirmiistiir. Einstein, Mach’in
diisiincelerinden ¢ok etkilendigini ¢esitli vesilelerle ifade etmistir. Eylemsizligin
kokenine gozlenebilir fiziksel biliyiikliikleri baglamasi nedeniyle Einstein Mach’in
diisiincelerini “eylemsizligin izafiligi” ya da “Mach ilkesi” diye adlandirmistir [4]. ORT
ise Mach’in diisiinceleriyle uyusmamaktadir. Her ne kadar bu teoride uzay ve zaman
kavramlar1 tek baslarina mutlaklik anlamlarini yitirmis olsalar bile, bu sefer de, ikisinin
birlesimi olan uzay-zaman, mutlak bir varlik olarak sahneye ¢ikmaktadir. ORT nin
geometrisinin metriginin g,, = (-1,1,1,1) olarak pesinen ve de bir kereye mahsus olarak
verilmig olmasi ile Newton’un temel referans sistemi olarak Mutlak uzay1 varsaymasi
arasinda hicbir fark yoktur. Einstein, Mutlak uzay1 ya da metrigi pesinen belirlenmis bir
uzay-zamani, kendi deyimiyle, “etkiyen ama {izerine etkinmez” olmasindan 6tiirii idraki

ve kabulii gii¢ bir durum olarak nitelendirmistir.



Yukarida vurgulandigi iizere, ORT, tiim fizik kanunlarinin eylemsizlik sistemlerinde
Lorentz invaryant olacak bicimde formiillendirilmesi zorunlulugunu getirmektedir.
Gravitasyon teorisi olarak bu kosulu saglayan pek cok teori ileri siirlilmiis olmakla
birlikte hi¢ biri tatminkar olamamistir [5]. Einstein da bu konuda, 1905’ten 1916’ya
kadar pek ¢ok calisma yapmistir. Aslinda, yukarida sdylenenler 1s18inda, Einstein’in sirf
bir gravitasyon teorisi olusturmak niyetiyle yola ¢iktigin1 soylemek pek de dogru olmaz.
Goriinen odur ki, Einstein’in temel amaci, Mach’in da diisiincelerinin etkisinde, mutlak
uzaym fizikte oynadigi rolii tamamen ortadan kaldirmaktir. ORT nin genel hareketlere
(ivmeli veya donme) genellestirilmesi konusunda en oOnemli engeli olusturan
eylemsizlik kuvvetlerini bertaraf etmeyi Einstein dahiyane bir bi¢imde basarmistir.
Bilindigi gibi, tasarimsal bir asansor deneyi araciligtyla Einstein, cok ama c¢ok basit bir
cikarimlamayla, eylemsizlik alanlarinin, yerel olarak, bir zahiri gravitasyon alani gibi
yorumlanabilecegini gdstermistir. Bu goriise, Einstein, Yerel Esdegerlik ilkesi adini
vermistir. O halde, gercek gravitasyon alanlarimin kokeninin madde-enerji olmasi
dolayisiyla, zahiri gravitasyon alani gibi davranan eylemsizlik alanlarini da koékeni
madde-enerji olacak ve her iki alan da 4-boyutlu Riemansal bir geometrinin ayni g,
metrik tansoriiyle temsil edileceklerdir. Einstein, boylece, cisimlerin, eylemsizligini
Mach’in diisiinceleri 1518inda madde ve enerjiye baglamakta ve diger verilerin de

1s1g1nda (2.1) alan denklemlerine varmaktadir.

Simdi, kozmolojik sabitin teoriye ithali konusuna gelelim. Einstein’in alan denklemleri
(EAD), ilk bakista Mach’in diisiincelerini yansitmisa benzemektedir. Gergekten de,
Einstein, maddenin eylemsizliginin izafiligi anlaminda, yani maddenin uzaya gore degil
de ancak maddeye gore eylemsizligi olabilecegi goriisii dogrultusunda 6ngoriilebilecek
tic etkiyi alan denklemlerinden hesaplamayr basarmistir [4]. Buradan, Einstein,
teorisinin Mach Ilkesini kapsadigi inancimi beslemistir. Ancak, EAD’nin ¢ok acik
bicimde Mach’a aykir1 bir ¢oziimii bulunmaktadir: denklemler, 7,, = 0 oldugunda,
triviyal (bayagl) gw = N = (-1,1,1,1) ¢Oziimiinii vermektedirler. Oysa bu metrik,
yukarida sdylenildigi gibi, Newtonsal Mutlak Uzaym ORT’deki benzeridir ve hi¢ de
Mach’1in diisiincelerine uygun degildir. Zira, bu durumda, evrende eylemsizlige neden
olacak hi¢bir madde bulunmasa bile hala bir cismin eylemsizliginden s6z ediliyor
olunmaktadir. Bir bagka mesele de, EAD’nin yapilar1 geregi sonsuzda sinir kosullarina

gereksinim gostermeleridir. Bu is i¢in, ilk bakista: metrigin sonsuzda n,, Minkowski



metrigine diismesi kosulu diisiiniilebilir. Ancak bdyle bir sey Mach’in diisiincelerine
pek uygun degildir; zira, Mach’in diislincelerini kabul eden bir goriis agisindan g,;’ler
icin sinir kosulu pesinen verilmek yerine evrendeki kiitle dagilimindan ¢ikarimlanmasi
gerekmektedir. Soyle ki; sonsuzda uzay-zamanin Minkowski tip oldugunu varsaymak,
geometrisi pesinen verilmis, yani mutlak bir karakter tasiyan bir uzay-zamanin varligini
kabul etmek anlamina gelmektedir. Boyle bir varsayim altinda yapilacak hesaplar,
maddenin uzay-zamani belirlemesini degil de, onu ne oOl¢iide diiz uzay-zamandan

sapmaya ugratacagini gosterecektir.

Einstein, teorisini evrenin biitiiniine uygulamak, yani, bir evren modeli olusturmak
isterken iste bu sinir kosullar1 sorunu 6niinde duruyordu. Aslinda, sonsuzda sinir kosulu
olarak, g,» = Ma yerine g, = 0 ya da yalnizca on tanesinin alan denklemlerinde yer
alacag1 otuz bagimsiz kosul veren R,s.; = 0 (Riemann Egrilik Tansorii=0) kosulunu ileri
siirebilirdi. Ancak, Einstein bunlar1 fiziksel dayanagi olmadigi gerekcesiyle suni ve
amaca uydurulmus (ad hoc) bularak itibar etmemis, bunun yerine, problemi tersine
cevirmigtir : sinir kosullart ileri siirmek yerine tamamen ortadan kaldirmak. Bu ise,
kapali bir evren tasarlamak ile miimkiin olabiliyordu. Ote yandan, evren igin,
Einstein’in kafasindaki model, o giinlerin anlayis1 ¢ergevesinde, madde iceren statik bir

modeldi (Hubble genislemesi 1926°larda kesfedilecekti).

O halde gerek Mach’in diigiincelerine, gerek siir kosullar sorununa ve gerek de madde
dolu statik evren tasarimina cevap verebilmek icin Einstein EAD’ne kozmolojik sabit

adin1 verdigi A gibi bir parametre ithal etmeye karar vermis ve (2.1)’1
1
Rab _EgabR_'_Agab :KTab (22)

biciminde yazmustir.



2.2 KOZMOLOJIK SABIT PROBLEMIi

Einstein’in evren modeli (Einstein evreni): kapali (eliptik), madde dolu ve statiktir.

Evrenin; R “yarigap1”, p madde yogunlugu ve M Kkiitlesi arasinda

1
R?>=— 2.3
A (2.3)

2

cA
_ 2.4
u e (2.4)
R>c?

M=21*R3n=" 25
M=—¢c (2.5)

bagintilar1 bulunmaktadir [6]. Eger evrendeki gozlenen madde icin p =~ 10°° g/em’

alinirsa
A=10"% cm?
1027 109
R=10"" cm~= 10" 151k y1l1
M=10"g

bulunur. Buradan, A’nin “¢ok kiiciik” bir degere sahip oldugu goriilmektedir.

Einstein’in modelinin hemen sonrasinda 1917°de de Sitter, yine A’li ama bu sefer
maddesiz bir evren modeli teklif etti. Model maddesiz olmasina karsilik statik degildi!

Evrenin “yarigcap1”

R(t) = exp (\/gtJ (2.6)

ifadesi uyarinca genisliyordu! Ustelik de de Sitter ¢dziimii Mach gériisiinii yansitan bir
model degildi. Bu “tuhaf” ¢6ziimii, 1922’de Friedmann’in maddesiz (veya maddeli),
ama, A’siz c¢oziimleri izledi. Bos bir evren bile dinamik 6zellik (genisleme veya
biiziilme) gosteriyordu! Einstein, Friedmann’in ¢6ziimlerine baslarda inanmadi. Ama,

1926°da Hubble, galaksilerin kirmiziya kaymalarindan hareketle evrenin genislemekte



oldugunu ortaya koyunca Einstein hem Friedmann’dan 6ziir diledi; hem de A sabitinden
vazgecti. Einstein bu A hakkindaki tutumunu: “Hayattaki en biiylik yanilgim” bigiminde
ifade etmistir [8]. Bununla beraber, Eddington ve Lemaitre 1927’lerde A’nin dnemini
ortaya koyacak ve vazgecilmez oldugunu gosterecek caligmalar yaptilar. A sabiti o
giinlerden bugiine kadar sayisiz tartismanin odagi olmustur. Ozellikle giiniimiizde A
meselesi: Yiiksek Enerji Fizigi, Birlestirilmis Alan teorileri, Sismeli Evren Teorileri gibi
alanlarda gerekliligi ya da gereksizliligi bakimindan ilgi ¢ekmeye devam etmektedir.
Biz bu c¢alismamizda bunlara hi¢ deginmeyecegiz. Bu ¢ercevede, A’nin klasik roli,
yorumu ve onemi i¢in, [9] nolu kaynaga; Alan Teorileriyle iligkisi i¢in de [10] nolu

kaynaga bakilabilir.

A sabitinin neden bir sorun olusturdugunu bir O6rnek olmak iizere yalnizca suna
deginelim [8]. Bilindigi gibi GRT, biri ORT (gravitasyon olmamas: hali) digeri de
Newton’un gravitasyon teorisi (zayif alan ve rolativist olmayan hizlar) olmak iizere iki
farkli limit durum ile uygunluk halindedir. Newtonsal limitte, (2.2) alan denklemlerinin

Newtonsal benzeri
V0 + Ac? = 4nGu (2.7)
diir. Burada, ®: Newtonsal gravitasyon potansiyelini ve p de evrendeki madde

yogunlugunu gostermektedir. Eger evrenin homojen oldugu varsayilirsa, bu taktirde

@’nin uzaysal tlirevleri sifir olur ve denklem

c’A
4G

M:

verir. Bu, Einstein statik evrenindeki ifddedir. Ote yandan, simdi ORT limitine bakalim.

Metrik:

ds* = —c*dt* + dx* + dy? + dz? (2.8)
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Ve

D) 1/2
ch=w@—%J 2.9)

c

0z zaman olmak tizere, 4-1i hiz vektori

u' :(Mﬁd_y%j (2.10)
dt dt dt dt

dur. Evreni dolduran akiskanin, p basing olmak iizere,
T. :(Mﬁ-ﬁju.u.-}-pg“ (2 11)
i o2 ) ij :

enerji-momentumlu bir mitkkemmel akigskan oldugu varsayilirsa, bu takdirde (2.8-11)

denklemleri (2.2) denklemine yerlestirildiginde

B Ac? B Act
8nG 881G

= (2.12)

elde edilir. Bu iki ifadeden, A sifir olmadig1 slirece p ve p’nin ters isaretli oldugu
goriilmektedir. Ote yandan, yine A sifir olmadig: siirece (2.4) ve (2.12) denklemlerinde
elde edilen p madde yogunluklar ters isaretlidir. Baska bir deyisle, GRT nin iki limit

hali A#0 i¢in ¢elisen sonuglar vermektedir! (daha fazla ayrint1 ve yorum igin bkz. [8])

Son olarak sunu belirtelim: Her ne kadar A sabiti kiiciik bir degere sahip goriinliyorsa
da, A=0 almak, ele aliman problemde bir yaklasiklik yapilmasi anlamima her zaman
gelmemektedir. Giines sistemimizdeki olaylarin tasvirinde bu boyledir ama evren dlgegi
capinda A sabiti, degeri kii¢iik olmasina ragmen, etkisini hissettirebilmektedir. Aslinda,
A=0 yerine A#0 almak problemin mahiyetini degistirmek demektir. Meselda A=0 i¢in
evren “acik” iken, A#0 i¢in evren pekéla “kapali” olabilmektedir. Bu bakimdan, “A’nin

etkisi” deyiminden bu nokta anlagilmalidir. Bu durum, Kuvantum Mekanigindeki
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h Planck sabitinin roliiyle benzerlik gostermektedir. h=0 almak bir yaklasiklik degil
fakat Klasik Fizige donmek demektir!
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3.MALZEME VE YONTEM:

3.1.KILLING DENKLEMLERIi VE ESOLCUM GRUPLARI [11]:

Bir V, varyetesinde, {xi, i=1,2,...n) bir koordinat sistemi ve ¢ bir parametre olmak iizere
x'! =fi(xl,x2, ...... x";t) (3.1)

déniisiimleri ¥, ’nin bir P(x*) noktasim ¥,’nin bir baska P’(x*) noktasina tasvir eder.

Eger (3.1) doniistimleri bir grup olusturuyorsa, buna tek-parametreli siirekli doniistim

grubu denir ve G; ile gosterilir. (3.1) sonlu doniigiimleri
x'=x'+ES St<<1 (3.2)

ile gosterilen sonsuz kii¢iik (infinitesimal) doniisiimlerin pespese uygulanmasi suretiyle

0
de elde edilebilir. X=¢' g vektoriine, Gy grubunun dogurgani (jeneratorii) denir.Benzer

diisiincelerle a', a°,...... a” gibi r parametreye bagh

x'i:fi(xl,xz, ...... x":ata?,.... ar) (3.3)

sonlu doniisiimleri, eger bir grup olusturuyorsa, buna » parametreli siirekli doniisiim

grubu denir ve G, ile gosterilir. Grubun sonsuz kiiciik doniisiimleri

X' =x" +E68a”  oa=12,.r (3.4)
bi¢iminde olup,

X, =868, a=12,..r (3.5)

dogurganlari (grubun sembolleri veya operatorleri de denir)
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X, X, ]=Clupx, (3.6)

komiitator bagntilarin1 saglar. Burada C'gp’lara grubun yapi sabitleri denir ve

komiitatorlerin
[X Y ] = —[Y X ] (antisimetri) (3.7)
[x,[v.z]|+[r.[Zz, x]|+[Z[Xx.Y]]=0 (Jacobi 6zdeslikleri) (3.8)

ozelliklerinden dolay1

CyaB = —CYBa (3.9)
C%,CPs + C%sCPey + C%p:CPr5 =0 (3.10)

bagntilarini saglar.

Eger bir G, grubu

ds® = g dx'dx’ (3.11)
metrigini invaryant birakiyorsa, yani, her bir dogurgan icin

X, (ds*)=0 (3.12)

ise G,’ye bir hareket grubu ya da esol¢iim grubu denir. Bu takdirde &, vektorlerinin

(yani §a=ia’5i)
00,8 + 850,85 + 8,06 =0 (3.13)

denklemlerini saglamasi gerektigi gosterilebilir. (3.13)’e Killing Denklemleri ve &,

vektorlerine de Killing Vektorleri denir. Bu takdirde (3.6) bagintisi
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[&a,§5]=CyaB&Y (3.14)
biciminde gosterilir.
(3.12) kosulu, g;; metriginin Lie tiirevinin sifir, yani

L, 8;=0 (3.15)

olmasina denktir (g; metriginin Lie 6telemesi altinda invaryant kalmast).

Simdi daha fazla ilerlemek icin asagidaki su kavramlara kisaca deginmek gerekecektir.
Bir G, grubunda, bir P noktasini invaryant birakan doniisiimler G, nin s-boyutlu (s<r)
alt grubunu olusturur. G,’nin bir es6l¢iim grubu olmasi halinde, G;’ye esyonliiliik grubu
denir. Ote yandan G, altinda, bir P noktasinin doniistiigii noktalarm kiimesinin
olusturdugu varyetenin boyutu m ile gosterilsin. P’ye esdeger noktalar1 (birbirlerine
dontistiiriilebilen noktalar) iceren bu en kiigiik boyutlu varyeteye minimum invaryant

varyete denir. Gostermek miimkiindiir ki, »,s, ve m birbirlerine

r=m+s (3.16)
bagintisiyla baglidir [12].
3.2.BIANCHI-TiP MODELLER [11,12]:
Bir uzay-zaman, eger uzay-cinsinden hiperyiizeylere gecisli (transitif) olarak etkiyen bir
G, (r 23) esol¢lim grubuna sahipse, bu uzay-zamana uzayca homojen denir. Eger (3.16)
bagintisinda m=3 (3-boyutlu hiperyiizeyler) alinirsa,

r=3+s (3.17)

olur. Ote yandan, bu asamada su iki teoremi verelim:
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Teorem 1:Eger m boyutlu bir Riemansal bir varyeteye » boyutlu bir G, hareket grubu
etkiyorsa, bu takdirde

rﬁm(m—i—l) (3.18)
2
dir. (m=3 igin <6 olur)
Teorem 2: m>2 boyutlu bir Riemansal varyete
r=m(”;+1)—1 (3.19)

boyutlu bir maksimal gruba sahip olamaz. (m=3 i¢in =5 olamaz)

O halde yalnizca su olasiliklar s6z konusudur:

m=3 =6 s=3 Robertson-Walker Modeli
m=3 =4 s=1 Kantowski-Sachs Modeli
m=3 =3 s=0 Bianchi Modelleri

Son duruma (7=3) Bianchi-tip modeller denir. Yani acik bir bigimde tanimlarsak: bir
Bianchi-tip model, 3-boyutlu bir es6l¢iim G3 grubunun homojenlik yiizeylerine (uzay
cinsinden yiizeyler) basitce-gecisli olarak etkidigi uzayca homojen modeldir. 3-boyutlu
(=3) bir G, esol¢lim grubuna baglanan reel Lie cebrinin siiflandirilmasi Bianchi
tarafindan yapilmistir. Bianchi [1,11,12] birbirlerine izomorf olmayan LIL,......IX olarak
adlandirdig1 dokuz smif insa etmis ve her bir smif i¢in 3-boyutlu uzaysal metrigin
koordinatsal formunu belirlemistir. Bianchi-tip metrikler olarak adlandirilan bu
modeller homojen ama esyonsiizdiirler. Bianchi modellerin kozmolojik modeller olarak
kullanim1 Taub (1951) [2], Raychaudhuri (1958) [13], ve Heckmann ile Schiicking
(1962) [14] ¢alismalariyla baglamgtir.
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Bianchi-tip modeller en genel modeller olmamakla birlikte esyonsiizliigiin etkilerinin
incelenmesi bakimindan uygun ve basit bir ¢alisma varsayimi olusturmaktadirlar ve

giiniimiize degin yogun bir bicimde kullanilagelmektedirler.
3.3.INVARYANT TABAN INSASI:

“Uzay-cinsinden hiperyiizey” teriminden; zaman cinsinden bir vektore dik (ki buna
normal vektdr denilmektedir) 3-boyutlu hiperyiizeyler anlasiimaktadir. Eger x’=¢ ile
zaman koordinati, ve x”=(x1, x2, x3) ile uzay koordinatlar1 gosterilirse, uzay-zamanin bir
x=(x", x*) noktasinda hiperyiizeylerin denklemi x” = ¢ =sabit olur. Bunlar Si(¢) ile
gosterilsin. Bir noktaya baglanan {x'} yerel koordinat sisteminin koordinat egrilerinin &;
ile gosterilen teget vektorleri s6z konusu noktada bir taban olusturular. Buna yerel

koordinatsal taban ya da kanonik taban denir ve {0;} ile gosterilir. S6z konusu noktada
dx'(0,)=15", (3.20)

bagintisiyla {dx'} diial tabam tamimlanabilir. {8;} ve diial {dx'} tabanlarinda V,’iin

metrigi

g;=0;-0; (3.21a)
veya

ds* = 8 (xk )dxidx-/ (3.21b)

biciminde ifade edilir. Yerel koordinatsal taban metrigin simetri Ozelliklerini ifade
etmek icin uygun degildir. Bu bakimdan, yani grup simetri 6zelliklerini dikkate alan
daha genel taban tanim1 g6z oniine alma zorunlulugu dogmaktadir. O halde, mesele; bir
G, (r=3) esdlglim grubu altinda invaryant kalan 4 adet bagimsiz T,=( Ty, T1, T», T3)
vektor alaninin nasil insa edilebilecegidir. Killing denklemleri bir {6;,dx’ } koordinatsal
taban verildiginde metrik katsayilariin  uymasi gereken fonksiyonel formu
belirlemektedir. Yukarida bahsedilen yaklasimda ise taban vektorleri grubun simetri

ozelliklerine uyacak bigimde insa edilmektedir.



17

Simdi S3(¢) lizerinde belirli (pesinen belirlenmis) bir py noktasi (olay1) se¢ilmis olsun.
(Bakiiz Sekil 3.1). po(x') noktasinda (olayinda), S(7)’ye teget T,=(T}, T», T5) bagimsiz
vektorleriyle (bunlar py’da vektor alanmi degil, vektordirler) birlikte Ss(¢) iizerinde
olmayan bit 7j vektorii géz Oniline alinsin. po’dan gegen ve 7, vektoriinii teget olarak

kabul eden egri (y) ile gosterilsin.

Sekil3.1: r=sabit hiperylizeylerinde Killing 6telenmesinin ve dortlii taban vektorlerinin gésterimi.

T.=( To, T\, T», T3) vektor kiimesine tetrad tabani denir. {7} ise S3(¢) ylizeyini geren
vektorlerin bir tabanidir (triad). Yukarida yapilan: {7,}={7,,7,} tabanini tamamlamak
icin bir Tog Si(f) vektoriinii eklemektir. Bu asamada T7,’larin birbirleriyle diklikleri
hakkinda herhangi bir kosul ileri siiriilmemektedir. Simdi 7y ile birlikte (y) ve de Ty lar,
G5’ln &, Killing vektorleri araciligiyla bir pe S3(7) noktasina Lie 6telemesiyle taginsin.
Boylece G3’iin V4’deki orbitinin her bir noktasinda teget uzayini geren 4 adet 7, vektor

alanlar1 tanimlanmis olur. Bu

L. T,=[g,.T,]=0 (3.22a)
yani

L. T,=[¢,.T,]=0 (3.22b)

L Ty =|&,.Ty]=0 (3.22¢)

dir. Bu bagintilar bir S3(¢) hiperylizeyinde 7 ve T, ’larin invaryantligini ifade eder. Bu

islemden sonra ulasilan p noktasinda 7,’larin ii¢li de 7y teget vektorii dogrultusunda Lie
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tiirevine gore Otelensin; boylece baska bir S3(¢) hiperyiizeyinde bir ¢ noktasina gecilmis

olur. S6z konusu 7j invaryant oldugundan bu islem

Ly T, =[1,.7,]=0 (3.23)

bagintisini verir.

Boylece, gecilen S3(¢) ylzeyinde T,=( Ty, T1, T», T3) invaryant taban elde edilmis olur.

L operatorii skaler ¢arpimlari invaryant biraktigindan, eger {7.} baslangicta dik bir

taban idiyse ylizeyin her noktasinda dik bir taban olur.

Ea,Ep , ve T, vektorlerine (3.8) Jacobi 6zdesligi uygulanirsa

£ les. 7, I+ e I7y 2 I+ 17 Lo 2 1= 0 (3.24)
ve buradan da (3.14) ve (3.22¢)’den dolay1

I7,.C0upg )= COu[, 5] = 0 (3.25)

elde edilir. Dolayisiyla (3.22¢) bagintis1 Jacobi 6zdesligiyle tutarlidir ve bu da taban
insasinin  Killing vektoér tabaninin se¢iminden bagimsiz oldugu anlamina gelir.
(3.22¢)’ye, po’da baslangig kosullari verildiginde, 7;,’larin degerini baska p noktalarinda
tanimlayan diferansiyel denklemler goziiyle bakilabilir. Baslangi¢ kosullari igin

genellikle yapilan dogal se¢cim
To(po)=etu(py)  (her aigin) (3.26)

seklindedir. Burada e=%1 olan bir parametredir ve se¢imi keyfidir. Biz ileride e=+1
sececegiz ama simdilik denklemlerde e’yi tutuyoruz. O halde invaryant bir {75} tabani

olusturmak icin, yalnizca, 7, ’nin &, ’lara gore bilesenlerini belirlemek yeterli olacaktir.
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Simdi
Ta :X(IB(X)&B At aB :%Ba(x)Toc (327)

bagintilariyla bir xaﬁ(x) fonksiyonu ve tersi )N(Ba(x) tanimlansin. (3.26)’dan dolay1

bunlar

1o (po)=e8," & 7" (py)= 85" (3.28)
baslangig kosullarmi saglar. Ote yandan

7,1 )= T (x)T, (3.29)

bagintilartyla da 7' 7,p(x) fonksiyonlar1 tanimlansin. 7 ",g’lara komiitasyon fonksiyonlari

denir. Eger (3.27) (3.29)’a yerlestirilirse

0=[¢,.7;]
- leu1se, |

= (s ks + 27008y ]
8

ve buradan da
(Euns® +7,7Cr )=0 (3.30)

elde edilir. Bu bagint1 py noktasinda degerlendirilirse, (3.28)’den dolay1

Eaxp’ (Po)=—CPuy (3.31)
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elde edilir. Bu baginti, (3.27)’nin (3.29)’a yerlestirilmesiyle bulunacak denklemde

kullanilirsa, gerekli diizenlemelerden sonra

%o (Estp" )15 (Esra J+ 12" Co = Tap,] (3.32)
bulunur. Bu bagint1 py’da degerlendirilirse sonugta

Tup(pg) = —eCp (3.33)

ifadesine varilir. Buradan da, bir py noktasinda, {7,}’larin Lie cebrinin cebirsel
yapisinin Killing vektorlerinin cebirsel yapisiyla “ayni” oldugu sonucu ¢ikar. Bu

sonucun 1s18inda (3.29) bagintisi bir py noktasinda

7.1, ]=—eC T, (3.34)
biciminde ifade edilir. Bundan sonraki hesaplamalarda e=+1 sececegiz.
3.4.TETRAD FORMALIZMi:
Uzay-zamanin herhangi bir noktasinda birbirlerinden bagimsiz 4 adet vektor, uzay-
zamanin vektorleri i¢in bir taban olusturur. e, (¢=0,1,2,3) ile gosterilecek olan bu {e,}

kiimesine genel taban veya tetrad tabani veyahut da kisaca tetrad denir. e, taban

vektorleri, yerel koordinat sisteminin {0;} koordinat taban1 vektdrlerinin
e, =e, (", & 8, =% (x* e, (3.35)

biciminde lineer kombinezonu olarak ifade edilirler.e,’lere taban vektorlerinin tetrad

bilesenleri denir. (3.35)’de e*; matrisi e, "nin tersi olup,

eet; =8 o ee’ =8 (3.36)
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bagintisiyla tanimlanmustir.
0;’lerin duali

dx'(0,)=45", (3.37)
diialite bagntistyla tanimlanan dx”lerdir. Benzer sekilde, e,’larm diiali

ed(e,)=25% (3.38)
bagintistyla tanimlanan ¢“’lardir. Bunlari yeri geldiginde o veya o  ile gosterecegiz. O
halde, uzay-zamanda, vektorler ve 1-formlar i¢in, dolayisiyla tiim tansorler igin: biri

{0,dx"}y, digeri def{ese”t olmak iizere iki tip taban gozoniine almak miimkiindiir.

Herhangi bir vektor yada tansor bu tabanlarda ve bunlardan tiireyenlerde

X=X0,=X", =X,d' =X e" (3.39)
T=T'"4.0,00,;0®.0d" @d'®.. (3.40a)
=Ty e, ®e,®.0c @’ ®.. (3.40b)

bi¢ciminde ifade edilirler. Dolayisiyla tetrad ve tansor bilesenleri birbirlerine

T =e e’ . e’ 1. T" . (3.41a)

T .. = e’ e, b e, . T u., (3.41b)
bagntilar1 aracihigiyla déniiseceklerdir. Ozel olarak, metrik tansér
g= gl]-dxidxj —g,e'®e’ (3.42)

olup bilesenleri
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8ap = euiebjg;'j < & = eaiebjgab (3.43)
dir.
g gy =08% (3.44)

bagmtis ile de g* tetrad bilesenleri tammlamr. Nasil ki, g; ve g’ tansor indislerini

indirip kaldiriyorsa, tetrad bilesenleri i¢in ayni1 isi g, ve gab yapar.

e, taban vektorlerinin komiitatori, f'keyfi bir fonksiyon olmak iizere

leaes ) =eu (e, f)=enlens) =1 w (" Jo. (3.45)

bigiminde tanimlanir. Burada, y,;’lere komiitasyon fonksiyonlar1 veya yapi katsayilart

denir. Bir koordinatsal taban i¢in

0.,0,]=0 = =0 (3.46)
dir.

le..es]= e, e,] (3.47)

[ea ) [eb ’ec ]] + [eb ) [ec’ea ]]+ [ec ’ [ea ’eb ]] = 0 (348)

komiitator ozelliklerinden v, lerin

Yoab =Y ba (3.49)

e,V e +eyyca+e v a + Y abyed + Y beyad + Y caypa =0 (3.50)

bagintilarini saglamalar1 gerektigi goriiliir. Ikinciye Jacobi 6zdeslikleri denir.e ile a’nin

buiziilmesinden
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eu'Yabc +€byaca +ecyaab +ydchaud =0 (351)

biiziilmiis Jacobi Ozdeslikleri elde edilir. Eger (3.45) bagintisina (3.35) tasinirsa,
(3.36)’nin da kullanilmasiyla, tetrad taban vektorlerinin bilesenleri cinsinden

komiitasyon fonksiyonlarinin ifadesi igin
‘b =—e,e, (0,6 — 0 e 3.52
Y a =—e, €, (0" —0 e (3.52)
bulunur.

Simdi, e,’larin diiali olan ¢“ 1-formlar1 g6z oniine alinsin. Bunlar dx' koordinatsal

1-formlarin lineer kombinezonu olarak
o° = e dx’ (3.53)
olarak ifade edilirler. Dis tiirev alarak

de® =de; Adx’
=0,e jdx' Adx’

= %(a,.ecj 0, ¢ Jix' A dx

1 ~ -
- E(al.e?,- —ajeci)eale“ ney'e

1, ,
- Eea’ebf (Gl.ecj —8jec,~)e” ne

ve (3.52)’yi de kullanarak

de® = —%ycab (e“ /\eb) (3.54)
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bulunur. Her ne kadar ispat, bir koordinatsal 1-form tabaninda yapildiysa da varilan

sonug genel bir sonugtur. Bu soyle de soylenebilir: e.’nin diiali olan ¢° 1-formunun dis

tiirevi bir 2-formdur. Dolayisiyla e, Ae, (a<b) taban 1-formlarinin lineer kombinezonu

olarak ifade edilebilir. Antisimetrik ¢arpimin antisimetri 6zelligini kullanarak

de® =QFup (e“ A eb) (tim indisler tizerinden toplam) Q¢ = —Q%.

seklinde yazilabilir.Buradan, (3.38) diialite bagintisinin

bagintisina gotlirdiigiinii gostermek miimkiindiir.

Kovaryant tlirevin tetrad bilesenleri i¢in (3.41b)’dekine benzer tarzda

b.. b kg i
VT =¢ e j.e V,T";.

c

yazilabilir. Eger
eai(Viebk)eck =Tw
denirse (3.56)’dan

vV Th, = ec’[jb'“a,,_ + TP T =TT

c

(3.552)

(3.55b)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

yazilabilecegini gormek kolaydir. Ozel olarak; bir skaler, bir vektor ve bir 2-tansér i¢in

Vaf:eafzaaf:eaiaif
VaTb :eaTb _FcabTC

Va’lfbc = eaTbc +Fbadrdc _Fdac’cbd

(3.59)

(3.59b)

(3.59¢)
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seklindedir. T “,, sembollerine Ricci Dénme katsayilari denir. Bunlar (3.57)’ye alternatif

olarak

V., e = Vea e, =T we, (3.60)
bi¢iminde de tanimlanabilirler. " ;;’ler bir {0;} koordinat tabaninda

V,0,=V,0, =T%;0, (3.61)

biciminde tanimlanan Christoffel sembollerinin {e,} tetrad tabanindaki benzerleridir.
Ancak, burulmasiz bir uzayda I' “=I *; olmasina karsilik bir tetrad tabaninda genel

olarak I"“,, # [, dir.
v “a» komiitasyon fonksiyonlarini, I “;, Ricci donme katsayilari cinsinden ifade etmek
icin (3.52) ve (3.57) bagintilar1 kullanilabilir. Ancak, daha kestirme bir yol i¢in burulma

ve Riemann egrilik operatoriiniin sirasiyla

T(X,Y)=V,Y -V, X -[X,Y] (3.62)

RX.Y)Z =V ,V,Z-V\,V Z -V 7 (3.63)
tanimlarini géz Oniine alalim ve bunlar1 taban vektorlerine uygulayalim.

T(ea’eb)E Tcabec = veaeb _vebea _[ea’eb]

= (rcab —T _'Ycab kc (364)
ve buradan, burulmasiz (7=0) bir uzay-zaman i¢in
Ycab =T —T b (365)

bulunur. (3.63)’ten ise
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Rle,.e,)e, =R e, =V, V e, ~V,V, e, =V e (3.66)

ea,eb] c

yazilir. (3.45) ve (3.60) kullanilir ve gerekli islemler ile indis diizenlemeleri yapilirsa,

Riemann egrilik tansoriiniin tetrad bilesenleri i¢in

Rbea =e,T%w —e, T + T/ ap T —T7 T —T py7 ca (3.67)
ifadesi elde edilir. a=c biiziilmesiyle Ricci tansorii igin

Ry =eT % —e, T + Tl — Tl (3.68)

bulunur. Bu asamaya kadar, tetrad taban vektorlerinin dogrultular1 hakkinda herhangi
bir varsayim yapilmamustir. Dolayisiyla yukaridaki ifadeler tamamen geneldir ve
herhangi bir tetrad i¢in gegerlidir. Simdi ise, calismamizin ¢ergevesi icin yeterli olacak
dik (ortonormal) tetrad kabulii ile devam edecegiz. Buna gore e,’lar birbirlerine dik ve

dolayisiyla
Zab= Map =kOs(-1,+1,+1,+1) (3.69)

olacaktir. (3.65) bagmtis1 I' “;p’leri y 45 komiitasyon fonksiyonlari cinsinden ifade
etmeye olanak vermektedir. Bir ikinci baginti olarak m,,’nin kovaryant tiirevinin sifir

olmasindan yola ¢ikilsin. Buna gore

0=V My =¢eMy—T gy —T (3.70)
ve buradan da

Mo T s + Mg T = €M, =0 3.71)

elde edilir. Simdi,



27

Lo =M T/ be & The =0T, (3.72)

Yase =N o ¥ b & Y% =7y, (3.73)

sembolleri tanimlansin. Bu takdirde (3.71)

Do + Ty =0 (3.74)

olarak yazilabilir. (3.73) ve (3.74)’den, bu sembollerin

Yube = Vaep (sOn ikiindise gore antisimetrik) (3.75)

r

abc

=-I",,, (birinci ve liglinci indislere gore antisimetrik) (3.76)

simetri Ozelliklerini tagidiklar1 goriiliir. Simdi, eger (3.74), indisleri degistirilerek iki
kere daha yazilir ve birbirleriyle uygun bir sekilde toplanip ¢ikarilirsa sonugta I" ;5 leri

v “ap’lere baglayan

1
Fabc = E(yabc + Ybac - ycba) (377)

ifadesine ulagilir. Bu konuyu kapamadan once, egrilik hesabini dis diferansiyel formlar
araciligryla Cartan’in yap1 denklemlerini kullanarak nasil yapildigimi gosterelim.

Burulmasiz bir uzay i¢in

I. Cartan denklemi:
de =T ne’ (3.78)

dir. Burada I"“y’lere baglanti (koneksiyon) I-formlari denilmekte olup, Ricci dénme

katsayilar1 cinsinden

¢y =T pe” (3.79)
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bagintisiyla tanimlanir.

II. Cartan denklemi:

RY=dlp +T9 AT = %Rabcdec ne’ (3.80)

dir. R?y’ye egrilik 2-formu denir.
(3.79)’da once (3.80) ve daha sonra (3.65) kullanilirsa

de® =T we’ ne’

_ —%(Fcab e, )ea Neb
b

c a
=——vY ' we" ne
2

yani, (3.54) bagntis1 elde edilir. II: Cartan denklemi i¢in I"*;’nin dis tiirevi hesaplanirsa

dre, = d(F“fbe-f)
=dl'p ne’ +(—1)OF“_/b Ade”

=e,I“pe’ nel +F“fb(—r'fgheg /\eh)

= %(edr“ﬂ; —e/ T )ed nel +1"”fb[_%(rfgh ~T e )}eg ne'

olur Ote yandan,

[ AT =T“ge® AT me”
=T%,.T¢ g h
=1 g mpe” Ne
1 a c a c g h
:EF ch w — 1 pel gb nNe

dir.
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Bu iki ifade (3.80)’e yerlestirilir, bilesenleri 6zdeslestirilir ve indis adlar1 degistirilirse

(3.67) ifadesi elde edilmis olur.
3.5.BIANCHI-TiP MODELLERIN ELLIS-MACCALLUM SINIFLANDIRMASI:

Ellis ve MacCallum, Bianchi-tip modellerin C’4p yap1 sabitlerini kendi iglerinde alt-
gruplara ayirarak yeni bir siiflandirma olusturmuslardir [15,16,17]. Herkesce
benimsenen bu siniflandirmaya gore yapi sabitleri bir simetrik matris ve bir de vektor

cinsinden
Clop =Eqp i +d,0"p —dgd" (3.81)

bi¢iminde yazilmaktadirlar.Burada €4p;, 3-boyutlu uzayin permiitasyon sembolii (Levi-

Civita sembolii) ve 7,4 ve a, da C'op’lar cinsinden

R = — %4 P (3.82a)

a,=—CPy (3.82b)

seklinde tanimlanmiglardir. Simetrik ﬁaﬁ matrisi ile @, vektoriiniin goriiniiste dokuz

bagimsiz elemani bulunmaktadir. Ancak, {7,} tgliisiiniin 3-boyutlu uzayda donmesel
serbestligini kullanmak, eksenlerinin sirasini ve yoniinii degistirmek gibi islemlerle bu

say1 indirgenebilir ve sonucta da

fop = kos(iy, iy, i) (3.83a)

a, =(a,,0,0) (3.83b)

secilebilir. Ote yandan, up Ve d, birbirlerinden bagimsiz olmayip (3.9) ve (3.10)

0zdesliklerinden dolay1
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n%Pag =0 (3.84)
kosuluna uymak zorundadirlar. Bu kosul (3.83) bagintilarinin 1s181inda
na, =0 (3.85)

bagintisina indirgenir. Bu da, Ellis ve MacCallum’a, Bianchi modellerini iki ana grupta
siniflandirma olanag1 vermektedir. Buna gore, a, =0 A, smifi, @, # 0 oldugunda ise B

siifi denir. Bu siniflandirma Tablo 3.1°de gosterilmistir. Daha fazla ayrint1 i¢in [15-17]
bakilabilir. Baz1 Bianchi-tip modelleri daha yiiksek dereceden simetrik modelleri de

icermektedir. Bunlar da Tablo3.1°de gdsterilmistir.

Tablo 3.1: Bianchi modellerinin Ellis ve MacCallum siniflandirmasi. Tabloda gdriinmeyen I11
modeli VI;’e karsilik gelir. Burada a’>=hnn,. Kapali bir evreni yansitan tek model, kapali
FLRW evreninin genellestirilmisi olan IX tiptir. [ ile VI diiz ve V ile VII, agik olup FLRW

benzerlerinin genellestirilmesini olustururlar [18].

Grup Sinifi Grup Tipi n 1y 3 igeriylll;lr{n\f?

I 0 0 0 k=0

11 1 0 0

4i=0 VI, 0 1 -1
VI, 0 1 1 k=0

VIII 1 1 -1
IX . 1 1 1 k=+1
v 0 0 0 k=1

v 0 0 1

a0 VI, 0 1 -1
VI, 0 1 1 k=1
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Ayni siniflandirma ', komiitasyon fonksiyonlarina gére de yapilabilmektedir.

Bu durum i¢in
Viap = €omn +a,8"p —agda (3.86)

yazilir. Ancak burada ngg ve aq bilesenleri artik +1°e normlanmig sabitler degil fakat
zamanm fonksiyonudurlar. Oncekilerle farki vurgulamak igin bu biiyiikliikler
“sapkasiz” olarak gosterilmektedir. Bu durum i¢in Tablo 3.1°de +1 yerine yalnizca +

yazilmalidir.

Ote yandan Sekil 3.2°de Bianchi-tip modellerin hiyerarsisi gosterilmistir. Kolayca
goriilecegi lizere Bianchi I ve V, diger modellerin sinirin1 olusturur (yani bazi parametre

degerlerine sifir vermekle bu modeller elde edilir)

A B
VIII IX VI VI,
P
N VI,
\ >/ —
4
_____ \%
47

Sekil 3.2: Sifirdan farkli parametrelerin sifir alinmasiyla elde edilebilen grup tiplerinin

0zelligini gosteren diyagram. (Not:Bu diyagram dinamik evrimi ifade etmez.)[19].
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3.6.EAD’NE METRIK VE TETRAD FORMALIZMi YAKLASIMLARI:

Bianchi-tip ya da genel olarak homojen modeller s6z konusu oldugunda alan
denklemlerini hesaplamanin baglica iki yolu vardir. Bunlardan birincisi zamana bagh
olmayan taban vektor veya 1-formlart kullanmaktir. Bu durumda metrik bilesenleri
zamanin fonksiyonlar1 olur. Bu yaklagim 1s18inda tiim Bianchi-tip modeller, senkron

(eszamanli) bir koordinat sisteminde
ds® = —dt* +7,5 (D)oo (3.87)

metrigi ile gosterilirler. Burada y,g’lar 3-boyutlu =sabit S3(f) homojenlik yiizeylerinin
metrik bilesenleridir. ®*’lar taban 1-formlar1 olup zamandan bagimsiz ve yalnizca
koordinatlarin fonksiyonudur. Bunlarin diialleri yine zamandan bagimsiz E, taban
vektorleridir. (Taban vektorlerinin ve taban 1-formlarinin zamandan bagimsizligini

belirtmek i¢in e* yerine ®%, e, yerine de E, yazilisi kullanmaktayiz.) Buna gore dnceki

bagintilari
[E(x 5 EB] :EyaBEy 5 EYOLB = _EYBa (3883)
[Eu»Epl =C'aply , Clap=—Clpa (3.88b)
(Da(Eﬁ):Saﬁ (389)
do’ =Qli0* AoP |, Qlyy=-Q, (3.90)

yaziliglariyla degistirmeliyiz. Diialite 6zelliginden

Olop=—Elop 12 (3.91)

ve tabanin invaryantligindan da

E'op=—Clop (3.92)

bagintilar1 gegerli olur. Bu son iki bagintidan
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Qlop=+C"p /2 (3.93)
dolayisiyla da
1 s p
do’ =+5Caﬁw A® (3.94)
elde edilir.

Bianchi-tip modellerin &, , E, , ®” bityiiklikklerinin kanonik formlart literatiirde esdeger
ama degisik sekillerde verilmistir. Biz MacCallum tarafindan verilen ve Tablo 3.2°de
gosterilen degerleri kullanacagiz [20]. up, E'op, C'op katsayilari, her Bianchi modeli
icin Tablo 3.2 den hareketle Tablo 3.3’deki gibi hesaplanabilir.

Alan denklemlerini hesaplamanin bir ikinci yontemi de dik (ortogonal) bir tetrad
se¢mektir. Tetrad, yine esol¢iim grubu altinda invaryant secilir ama bu sefer e, taban
vektorleri zamanin fonksiyonu alinir. Bunun sonucunda, komiitasyon fonksiyonlar1 da
zamanin fonksiyonu olur, fakat /=sabit homojenlik yiizeyinin her bir noktasinda simetri
grubunun yapi sabitlerine esit olur. Dinamik degiskenler artik metrik bilesenleri degil
fakat komiitasyon fonksiyonlaridir. Zaman degiskeninden arindirilmig metrigin tetrad

bilesenleri artik uzay-zaman sabitleridir: g,,=nas.

Birinci yontem, metrik bilesenlerinin zamana gore ikinci mertebeden adi tiirevlerini
iceren alan denklemlerine yol acar. Ikincisi ise, komiitasyon fonksiyonlarmin birinci
mertebeden adi tiirevli denklemlerini verir. Ancak, bunun bedeli, ikincisinde birinciye

gore daha fazla denklem bulunmasidir.

Wald bu yontemle varilan denklemleri kullanmaktadir. Biz Wald’in iddialarini birinci

yontemle varilan denklemlerden hareketle ele alacagiz.
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Tablo 3.2: Bianchi Modellerinin taban vektorlerinin, taban 1-formlarinin
ve Killing vektdrlerinin ifadeleri [20].

TiP &, E, o*
61 61 Xm
I d d dx*
03 03 dx®
Bl 0 dx' —x* dx?
I 62 62 + X3a] dX2
&5 + X0, 5 ax’
1
81 — X206y — (4 X)0 1 O flx
v o e (8,-x'0y) eX dx’
Os e o, e (x!dx+ dx)
1
81 — x20, - X0, ‘311 ”1”‘
A X e 0, ex dx’
O e o eX' dx’
61 dX]
o1 + (X = hx?)d, + (x* ~hx’)o; | .
VI, 8, e ™ (coshx'd,+ sinhx'dy) | €™ (coshx'dx’— sinhx'dx’)
0 1 1
’ e ™ (sinhx'0,+ coshx'd;) | €™ (—sinhx'dx*+ coshx'dx’)
61 Xm
01 + (x* = hx*)d; — (x’ ~hx’)ds . o
VII, 0, e (cosx'd,— sinx'ds) e™ (cosx'dx’— sinx'dx’)
0 1 I
’ e (sinx'8,+ cosx'd;) e (sinx'dx* + cosx'dx?)

VI

IX

Ca

0
—sinhx'tanhx6,+ coshx'0,— sinhx'sechx’d;

coshx'tanhx’0,— sinhx'9,— coshx'sechx’0;

0

—sinx'tanx’0,+ cosx'd,+ sinx'secx’0;

cosx 'tanx’d,— sinx 0, + cosx'secx’d;

sechx’cosx’d,— sinx’0,— tanhx’cosx’d;

sechx?sinx’0,+ cosx’0,— tanhx’sinx>0;

secx’cosx 0, sinx’0,+ tanx>cosx’ds

secx’sinx’0;+ cosx’0,— tanx’sinx>0;

E,
63 a3
coshx’cosx’dx'— sinx’dx> cosx’cosx’dx'— sinx’dx>
o coshx’sinx’dx '+ cosx’dx> cosx’sinx’dx '+ cosx’dx?

sinhx?dx'+ dx>

— sinx?dx '+ dx
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Tablo 3.3: Bianchi Modelleri i¢in C'yp ,E'qp ,Q'4p katsayilarmin toplu gésterimi

| II v A\Y V1 Vil VIII IX
2 C 212: h C 212: h 1 1
C=1 5 5 2 C =1 C =1
1 3 C=1 C=- C=- 2 2
Clyp=0 C n=1 Cis=1 e e e C=1 C=-
Cln1 ’ R e K
13— 13~
5 E212: —h E212: h | |
E“p=-1 5 5 5 E »=-1 | E 55=-1
| 3 E 12= —1 E 13~ 1 E 13~ —1 5 5
Eya[} =0 E 23— 1 E 13~ -1 3 3 3 E 13~ -1 E 13~ 1
3 E 13— —1 E 2= l E 12— 1 3 3
E"p=-1 3 3 E =1 E"p=-1
E 13~ —h E 13~ h
Q%,=h2 | Q%,=h2
2 1 1
Q 2= 1/2 Q 23~ 1/2 Q 23~ 1/2
1 X Q=12 | QY =-12|Q%5=-12
Q=0 | Q=12 | Q=12 s Q=12 |Q%=-1/2
\ Q3 =12 |Q3=-12] Q=112 X X
Q 2= 1/2 3 3 Q 2= -12 | Q 2= 1/2
Q 13~ h/2 Q 13~ h/2
3.7.EVRENIN MADDE-ENERJi iCERIGi:
Evreni dolduran madde-enerji igerigi
vV, T =0 (3.95)

korunum kanununa uyan 7,, enerji-momentum tansOriiyle tasvir edilir. Bu tansor
madde-enerjinin biitiin sekillerini: salt madde, elektromagnetik alan, skaler alan
vb...kapsar. Kozmolojide ¢ok sik kullanilan bir model olarak, madde-enerji ayricalikli

bir u“ ortalama 4-1ii hiz vektoriine sahip bir akiskan gibi tasarlanir. Bu takdirde T,

Tab :(u+p)uaub T DP8up T oty T qplU, Ty (396)

biciminde gosterilir. Burada; p: madde-enerji yogunlugu, p: esyonlii basing, g, enerji
akisi, 1, esyonsiiz basing tansorii olup tiim bu biiyiikliikler u, 4-1i vektoriiyle hareket

eden gozlemciye gore Olciilmiis biiyiikliklerdir. Akigkanin fizigini, bu dinamik
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bliyiikliikler arasinda termodinamige ve istatistiksel mekanige dayali bir takim

bagintilar belirler. Bunlar hal denklemi olarak anilirlar. Ozel olarak

Ga= Tap =0 (3.97)
haline yani,

Ty =+ plu,u, +pga (3.98)
haline miikemmel akigkan modeli denir. Basinct madde-enerji yogunluguna baglayan

p=p (3.99)
bicimindeki hal denklemine barotropik hal denklemi ve denklemin
p=@—-Du (3.100)

bi¢ciminde lineer olmas1 haline de lineer barotropik hal denklemi denir. Burada

y=sabit olup deger araligi
0<y<2 (3.101)
dir. y’nin miimkiin 6zel durumlarini yansitan degerleri sunlardir:

y=0 iistel sismeli model, efektif olarak bir kozmolojik sabit rolii goriir
0<y<2/3  kuvvet kanunlu sismeli model

y=4/3 radyasyon

1 basingsiz madde (toz)

2 kat1 (stiff) akigkan

Y
Y
T,» enerji-momentum tansoriiniin fizikselligini enerji kosullar1 denilen bir takim

esitsizlikler belirler. Bunlar;
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Tpu‘u’>0  (baskin enerji kosulu) (3.102)

(Tap — % gaT)u’u’>0  (kuvvetli enerji kosulu) (3.103)

dir. Birinci boliimde (2.1) ile gosterilen EAD,
R~R=-T+4A (3.104)

oldugu g6z Oniine alinarak
Rab :Tab_%gabT—i_Agab (3105)

biciminde yazilabilirler. Miitkemmel bir akiskan i¢in
T=—u+3p (3.106)

olacagindan (3.105) denklemi
1
Rap=(p+3p)uq upt 5 (U—p+2A)gup (3.107)

olur.
Biz bu calismamizda, akiskanin u, 4-lii hiz vektoriinlin, homojenlik ylizeylerinin n

dogrultusuyla cakistigini varsayacagiz (dik akis). Tetradin ey zamansal taban vektori

normal olarak alinirsa, bu varsayim
u=n= ey (3.108)
demektir (u# n olmasina egik akis denir). Bu takdirde #’nun bilesenleri

u’=1 < up=—1
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u*=0 < uy,=0

olur. Dolayisiyla (3.105) denklemi bilesenlerinin agik yazilisiyla

1
ROO:E (M+3p)—A (3 1093.)
Ry=0 (3.110a)
szé (L-p)+A (3.111a)

bicimini alir. Eger bir de (3.100) varsayilirsa

ROOZ% (3y-2)u—A (3.109b)
Ro0=0 (3.110b)
RWZ% 2-y)utA (3.111b)
olur.
3.8.WALD’IN HESABI:

Bianchi kozmolojilerinin dinamik evrimlerini incelemek i¢in kozmolojik sabitli Einstein
denklemlerinde kuvvetli ve baskin enerji kosullarini kullanarak baslangic deger bag

denklemi (Friedmann denklemi) ve Raychaudhuri denklemi:

1
(Rab -3 gabR] uu’— A= Tt " =0 (3.112)

Rap u“ub+A—(Tab—%gabT)u“ub=O (3.113)

seklindedir. Burada u“ homojen hiperyiizeylere normal birim vektordiir. Bu denklemler

homojen hiperyiizeylerin {iglii-geometrisi ve bu ylizeylerin dis egriligi 0,, cinsinden
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ifade edilebilir. Oncelikle kolaylik icin genisleme parametresi 0, 0 izine ve o izsiz

kismina ayrilsin.

O = %9 hap + Cup (3.114)
burada
0=0, e (3.115)

dir. A, uzaysal metrik olmak iizere
hab=gub+uaub (3.116)

ve tersi 4“”’dir. o, homojen hiperyiizeylere dik zamansal jeodezik kongiiransimin
kaymasidir. Ancak T, bir akiskan formunda olsaydi, akiskan homojen hiperyiizeylere
dik olarak hareket etmiyor ise, 6,,’ nin akiskanin kaymasi olmasi zorunlu degildir.Uclii

geometri, G, ve 0 terimleri cinsinden (3.112) ve (3.113) denklemleri

a

0% = 3A+%a o —%“’R + T uu” (3.117)
0=A--06>—-0,0" —(T, —%gde)uaub (3.118)
burada PR homojen hiperyiizeylerin skaler egriligi ve®, 0’nin 6z zamana gore

tirevidir. @R skaler egriligi v*p. komiitasyon fonksiyonlar1 terimleri cinsinden

yazilabilir:

o 1 o 1 o
OR = — %5 75" + 57! 8.7 o — 7 Yamr¥ P (3.119)

Burada indisler 4, ve K ile indirilip kaldirilir. (3.81)’1 Jacobi 6zdeslikerine koyarak ve

(3.84) esitligini kullanarak 'R skaler egriligi i¢in
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3 1 1
OR=—= g5ad® —— (ngs n®® - — n*, nP 3.120
5 2( B > B) ( )

bulunur. (3.120) ifadesinden derhal *R’ nin pozitif olmasi i¢in bir gerek kosul olarak
napn™ < n®,nPy/2 olmasi gerektigi goriiliir. Ancak bu kosul ngs’ mn pozitif (veya
negatif ) tanimli olmastyla miimkiindiir. Bu durumda ise (3.84)’ten ag=0 olmalidir ve bu
kosullar Bianchi modellerinden sadece IX-tipe karsilik gelir. Dolayisiyla IX-tip harig

biitiin Bianchi modelleri i¢in
R<0 (3.121)
dir. Simdi IX-tip hari¢ diger tipleri gbz Oniine alalim. (3.102),(3.103) kosullar1 ve

(3.121) esitsizligi kullanilarak (3.117) ve (3.118) denklemlerinde 6=3H iliskisinden

Hubble parametresi i¢in
. A 5
HS;—H <0 (3.122)

elde edilir. Buna gére H> > A/3 olacagindan H higbir zaman sifirdan gegcemeyecektir.
Dolayisiyla keyfi se¢ilmis herhangi bir ¢ = 0 baglangi¢c aninda H > 0 oldugundan, biitiin
zamanlar igin

H>(A3)"? (3.123)

ile belirlenecek olan H, daima sifirdan biiylik olacak ve evren sonsuza kadar

genigleyecektir. Ayrica (3.122) esitsizliginin sol tarafinin integrasyonu sonucunda

H<—>— (3.124)
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elde edilir. Sonugta H1n (A/3)"? alt limitiyle, (A/3)"? degerine eksponansiyel olarak
yaklagan (3.124) iist limiti arasina sikistirilmis oldugu goriiliir. Dolayistyla H Hubble
parametresinin oraninin (A/3)]/ ? degerine hizlica yaklastig1 bulunur. (3.117) denklemine

dontilerek (3.124) st limitinden
2A

sinh? \/X‘C
3

elde edilir. Buradan homojen hiperylizeylerin kayma parametresinin sifira gittigi

00, <6H? —2A< (3.125)

goriiliir. Benzer sekilde (3.117) ve (3.125) ifadeleri, ayrica, madde enerji yogunlugu igin

bir sinir verir:

A
T,u‘u’ <

sinh? [\FTJ
A

Ustelik baskin enerji kosulu, Tabuaub nin, ¥“> nin zamansal vektér olarak alindigi

(3.126)

tabanda 7, nin herhangi bir dik sistem bilesenleri kadar biiyiik olmasin1 saglar. Bu
yilizden biitiin 7, bilesenleri hizlica sifira yaklasir. Sonugta o % _50 iken H—)(A/S)l/2

olmasi1 ge¢ zamanlarda uzaysal metrigin zamana bagliliginin
oy (2) = 7y, (3) (3.127)

seklinde yazilabilmesini saglar. Ancak metrikte yapilan bdyle bir ayarlama altinda R
uzaysal egriligi sifirdan uzaklasir ve baslangicta genigleyen IX haricindeki tim
modellerin, t>>(3/A)"* icin, esyonlii olarak H=(A/3)"* sabit oraninda genisleyen
neredeyse diiz uzaysal kisimlara sahip madde icermeyen bir evren olarak goriinecekleri

2 zamanlar igin yerel olarak de Sitter

sonucuna varilmis olur. Yani evren t™>>(3/A)
uzay-zamanindan ayirt edilemez goriinecektir. Ancak, evrenin global 6zelliklerinin de

Sitter’ inkilere yaklasmasinin gerekmedigi vurgulanmalidir.
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I[X-tip Bianchi modeli durumunda “'R skaler egriligi pozitif olabilir. Fakat [X-tip model
icin benzer davramigin, 3-lii skaler egrilik i¢in bir iist limit ayarlanarak elde edilecek
olan, yeteri kadar biiyilk bir kozmolojik sabit durumunda miimkiin olabilecegi

yukaridaki islemlerle gosterilebilir.
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4.BULGULAR:

4.1.GENEL BIANCHI-TIiP METRIK ICIN ALAN DENKLEMLERININ
HESABI:

Tiim Bianchi-tip modellerin sahip oldugu (3.87) ile verilen
ds® = —dt’ +7,5 (0" 4.1

metrik ifadesinden hareket ediyoruz. Burada dr=o° ve ©*lar da zamana baglh olmayan
taban 1-formlaridir. Bunlarin bir koordinat tabanindaki ifadeleri her bir Bianchi-tip
model i¢in Tablo 3.2°de verilmisti. Bunlar1 kullanarak alan denklemlerini her tip igin
ayr1 ayr1 hesaplamak yerine, tiim tipleri kapsayacak bigimde genel bir hesap yapacagiz.
Bu is i¢in @' taban 1-formlarmimn dis tiirevini kisitlayarak (4.1) metrigine Bianchi-tip

olma kosulu getiren
do' = Lot o p
® _ECGBC‘) A® 4.2)

bagintisinin bilinmesi yeterli olacaktir. (3.81) de goz onilinde bulundurulursa, buradan

sonuglari, Bianchi-tipleri tanimlayan ﬁaﬁ ve a,’ler cinsinden ifade etmek miimkiin

olacaktir. Bu hesap daha dnce gerceklestirilmemis olmamakla birlikte, literatiirde genel
ve sistematik olanina ve de ayrintilisina rastlayamadik. O bakimdan asagida kendi

¢ikarimimizi sunuyoruz.
(4.1) metriginin

ds* =m,,0%" =-c¢" Jr11(xﬁa°‘crB (4.3)

bigiminde yazilabilecegi bir {c “}= {c °,c *} dik (ortonormal) 1-form taban1 segelim.
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Bunun i¢in
G 0 — (00: dt (443)
c'=1"0o" < o'=1"()c" (4.4b)

biciminde 1-form doniigiimlerini géz Oniine aliyoruz. Burada INYx(t) matrisi [ 75 (7)

matrisinin tersi olup

1% 1% =28 (4.5)
bagintisiyla tanimlanmustir. (4.3) kosulu i¢in / ¥, matrisleri

YQBINGSZNB6 =MNes < nsﬁlgo‘lfsﬁ =Yap (4.6)
denklemlerini saglamalidirlar. Bu son bagmnti (/,s) matrisi ile transpozesinin (Yqp)
matrisine esit oldugu anlamima gelmektedir. (4.4) donlsimii yeni {c “} taban
1-formlarinin zamanin fonksiyonu olduklarini séylemektedir. {c “}={c 0 6 “}tabaminin
diial taban1 {e,}={eop,eq} ile gosterilsin. Yani, ¢,’lar zamana bagli ve

o’ (eb)=8”b (4.7)

bagintisin1 saglayan dort adet dik taban vektorii olsun. Bu diial tabanlar §3.4 de

gosterildigi gibi
[ea , en]= Y ur(t) ec (4.8)
¢ 1 c a b
do == ¥'wo" no (4.9)

bagintilarina uyarlar. y*,.’leri [ ¥, ve C“y.’ler cinsinden ifade etmek istiyoruz. (4.4)’den

o “’larin do “ dis tiirevleri hesaplanirsa, (4.2) ifadesi de kullanilarak

dc’ =do’ =d(dt)=0 (4.10a)
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do' =dl"y A" +(=1)° 1" A do”

_dl"
dt

p

1
dt A" +175 50)“ A®
=I.YX0-0 VAN 7)\‘50-8 + %lykckaﬁffaSTBgas AN 0'8
=100 Aot + %lyxckaﬁ %(7(167[38 _T(XSTBS)O-S N
=0 ":6" Ao +%lyxckaﬁ (INQSINﬁa —lNagINBB)O'S N (4.10b)
bulunur. Bu ifadeler (4.9)’un acik yazilislartyla karsilagtirilirsa

Yo =0, vVos = =171 (4.11a)
Y Vv o (e 7B _Fa 7P
VAR :_El 2WChap\l "6l Pe =1 %l s (4.11b)

digerleri = 0
elde edilir, ya da son ifadede C}‘aﬁ’mn antisimetri 6zelligi kullanilirsa

Yoo =—17.C"apl %51 Pe (4.11¢)
olur. Bunlardan hareketle, 6zel olarak

Yoy =—10" (4.11d)

Yoy =—Cloyl ™5 (4.11e)
bagintilar1 yazilabilir.

Simdi, (3.68) ile verilen Ricci Tansori’nii y“s.’ler cinsinden ifade etmek istiyoruz.

(3.77)’nin
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a 1 a a, a
e :E(Y be T M gnbfogc -1 gmfvfbg) (4.12)

raac :Yaac (4.13)

bi¢cimine yazilabilecek ifadeleri (3.68)’e tasinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

1 . . f - C c c " c

C C 1 C e
0Ny v ag¥ ea ~M* Ny agY b} MM’ Ny wy'ce (414

bulunur. Bu ifadede dordiinct terimdeki ydab antisimetriden dolay1 R, nin simetrik olma
ozelligini maskelemektedir. Bu terimden kurtulmak icin yukaridaki ifadede a— b— a

yazip bulunanlar taraf tarafa toplanirsa sonugta R,;’nin simetrisini yansitan su ifade

bulunur:

1 o .o . : . . ¢
Ry 18%7 e +8%7 ae #1177 b0 +717 a0 =y ¥ ba =Myt by

C C 1 (4 e
_ﬂdgnbfoagY cd —ndgnchfagY bd } +Znafnbmg T]d Yfnghce (4.15)

Bilesenleri agikca yazarak,

- £ 1 € €
Ry = =770 _E(Y5SOV 50 + 1" 7 y0y 90) (4.16)
1 & 151
R o= _E(YSOLOYVSY 0105 + 107 07 e + 1,07 057 o0 ) (4.17)
| B . o €, 0 e
RQBZE{Y po + 7 a0 = %007 "85 +1%p0r 00 + 1P a0y %00 =My pey 06 — My sy 05

& e, O 1 e o
+My07" 007 g0 =M™ N07 ey g5 — My oszOsHan"Pné 7 670 (4.18)
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Ayrica bu son ifadede o=f yapilirsa kdsegen terimler i¢in

R,,= % 27%0 =720y a5 + 27 %a07%00 — 2%y %0y o5 + nyeyyaoyeao
1% N,07 0ey o5 =Ny %057 %05} + ind""n&vawvams (4.19)
elde edilir ( o lizerinden toplam yok).
Ote yandan 3-boyutlu uzayin Riemann egrilik tansérii olan
R =T %spT % e T %56 — Tl s (4.20)

ifadesine (4.12)’den hareketle yazilacak

ol 1 o oe oe
%y =5(v Br N %MoY e — M meveﬁa) (4.21)

ifadeleri yerlestirildikten sonra a=y biiziilmesi yapilirsa 3-boyutlu uzayin 3R5553R“Ba5

3-1i Ricci tansorii elde edilir. Yeniden adlandirilmis indislerle bu:

1 & € &
*Ryg :—E{YSMYYBS + %04, Y psY 00 + Mg, 7 a5y 0e + M M07 057 pe )

1 :
+Znamp,en5 n*y" 657 (4.22)

dir. 3-boyutlu uzayin 3-1ii skaler egriligi i¢cin de

3R — n(XBRaBER(X(l

1 o & 1 & o
=—5{n Py0oy ps +20%7 57 0 +5n6 N,on*y7 057 pe } (4.23)

bulunur.
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(3.51)’deki biiziilmiis Jacobi 6zdeslikleri ise y'qp’lar igin

Ty =10y sy (4.24)

voapysy =0 (4.25)

denklemlerini verir.

Ricci tansoriiniin (4.16-18)’deki ifadeleri (3.109-111)’e tasindiginda tiim Bianchi-tipler
icin alan denklemleri y“,;’ler ve dolayisiyla da yapi sabitleri ve /['3(f) matrisinin

bilesenleri cinsinden tesis edilmis olur.
4.2. KOSEGEN BIANCHI-TiP METRIiK ICiN ALAN DENKLEMLERI:

(4.11) bagintilarindan anlagilacagi {izere, Y, lerin, yap1 sabitleri ve ['3(f) matrisinin
bilesenleri cinsinden ifadeleri bir hayli karigiktir. Mamafih, //(7) matrisini 6zel
segmekle v, ifadelerini ve dolayisiyla da alan denklemlerini nispeten basit bir sekle
indirgemek miimkiindiir. Siklikla basvurulan bir se¢im [,(f)’yi, Ry’lar (0=1,2,3) ii¢

keyfi fonksiyon olmak tizere

16(t)=| 0 R,(¢) O (4.26)

biciminde kosegensel almaktir. Bu takdirde (4.1) metrigi
ds*= —df+R(£)(@")+ R (B)(@))+ R (H) (o) (4.27)

biciminde kosegensel sekle indirgenir. Metrigi bdyle gosterilebilen modellere kosegen
Bianchi modeller denir. Ancak her Bianchi-tip modeli boyle yazmak miimkiin degildir.
Tetrad eksenlerinin donmesi nedeniyle kosegen disi bilesenlere de gerek vardir.

Bununla beraber tim A simifi modeller ve B sinifindan V modeli kdsegen alinabilir.
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O halde, bu kosegenlik 0zelliginden hareketle, alan denklemlerinin ne kadar

sadelestigine bakalim.

Tablo 3.1 ve Tablo 3.3’{in karsilastiriimasindan yap1 sabitlerinin

1 - 2 - 3 -
Cau=n,C3=n,,Crn=n

C*'n=a,,Ch=a (4.28)

biciminde alinabilecegi goriilmektedir. (4.26) ve (4.28), (4.11) de kullanilirsa

H,=—% (4.29)

tanimlanmak tizere

yllo =H, yzzo =H, y330 =H,

a a
y212 __ 4 Y313 __% (4.30)
R 1
RZ . RS> . R .
Y123 = - ! nl Y231 = - 2 7’12 Y312 = - 3 3

Ry =—(F1, + 0, + 1) =0 + H,? + 1.2 (4.31)

Ry =——(QH, -H,-H,) (4.32)
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: 24 1 1 2 ’
R=H.+H.(H, +H, +H,)- "L _~ {ﬁRZ—ﬁRZ —ﬁRZ}
33 3 3( 1 2 3) R12 ) (R1R2R3)2 ( 11 214 ) ( 3% )

(4.33)
ifadeleri elde edilir. (4.23) den 3-lii skaler egrilik i¢in ve
4R — nabRabE —R00+ Raa (4.34)
tanimindan 4-1ii skaler egrilik i¢in sirasiyla
64, 1 1 { 254 A 2p 4 22 4}
3 1 - . .
R=- -— n R +n,"R, +n; R
2 o (1 M 2 2 3 3
R* 2 (RRyRy)
(R/R,R;)
SR=2(H, + Fry+ B, V+ (H, + Hy + Hy )P+ (B2 + B+ B2 R (4.36)

bulunur.

Ry’lara dogrultusal Olcek c¢arpanlart denir. Bunlara, evrenin farkli dogrultulardaki
“yaricaplar1” goziiyle bakilabilir. R;#R,#R3 olmasi metrigin esyonsiiz oldugunu belirtir.
Herhangi ikisinin mesela R;#R,=R; alinmasi kismi bir esyonliiliige isaret eder. Bu
ozelligi gosteren modellere Yerel Donmesel Simetrik (YDS) modeller denir. R=R,=R;
olmasi durumu ise esyonlii Robertson-Walker haline karsilik diiser. (4.29) ile
tanimlanan H,’lara dogrultusal Hubble parametreleri denir. Egyonlii haldeki Hubble

parametresinin, esyonsiiz hale genellemesini olustururlar. Bunlardan hareketle
1
HZE(H1+H2+H3) (437)

lle ortalama Hubble parametresi tamimlanir. Evren genisleyen bir goriiniim

gosterdiginden H>0 varsaymak gerekmektedir. Genislemenin ivmesini
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q=%(Hl)—l (4.38)

biciminde tanimlanan ¢g yavaslama parametresi belirler. Buna gore ¢>0 yavaslayan ¢g<0
hali de ivmelenen (sisen) bir evren haline karsilik diiser. Yavaglama parametresi g
boyutsuz olup, degisim aralig1 —1< g <2 dir.

4.3.ALAN DENKLEMLERININ INTEGRASYONU:

(3.109-111) denklemlerine (4.31-33) ifadeleri yerlestirilirse (4.37)’y1 de kullanarak dik

akisli miikemmel akiskan i¢in alan denklemleri,

—3H—(H12 +H,’ +H32):%(u+3p)—/\ (4.39)
3a, (H, - H)=0 (4.40)
1

. 2a.% 1 1 v )1

H, +3HH, - = — {ﬁRz—ﬁRz — i, R }:— —p)+A
1 1 R12 2(R1R2R3)2 (2 2 3 ) (1 1 ) 2(“ P)

: 2a.% 1 ] > )]

H, +3HH, - L~ {ﬁRz—ﬁRz — i, R,> }:— —p)+A
2 2 R12 2(R1R2R3)2 (3 3 114 ) (2 2 ) 2(“ P)

: 24, 1 1 > )]

H,+3HH, - — — — {ﬁRz—szz — |7 R, }:— —p)+A
3 3 R12 2(R1R2R3)2 (1 1 2144 ) (3 3 ) 2(“ P)

(4.41)

olur. Bunlarin integrasyonu i¢in Harko, ve digerlerinin [21] “zarevren kozmolojisi’nde
kullandig1 yontemi izleyecegiz. Harko ve digerleri , kozmolojik biiyiikliikleri, tanimi
asagida verilecek bir V' hacim parametresi cinsinden ifade edip Bianchi I ve V
modellerini ele almaktadirlar. Biz, asagida kosegenlestirilebilir tiim Bianchi modelleri
icin yontemin sistematik bir genellestirmesini ele alacagiz. Once, (3.95) korunum

denkleminin bir miikemmel akigkan i¢in

a+3(u+ p)H =0 (4.42)
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denklemine yol actigina isaret edelim. Barotropik bir p=p(p) hal denklemi i¢in bunun

integrasyonu

jL =-3 j Hdt + sdbit (4.43)
u+plu)

olur. Eger H = H(t) biliniyor olsaydi, buradan p=p(?) fonksiyonunu belirlemek

miimkiin olabilirdi; lineer hal denklemi i¢in p('z¢):
u(t)=po expl-3y[ H(e)dr]  pomsabit (4.44)

¢Ozlimii elde edilebilirdi. Ancak, H(¢)’yi bilmek, zaten u(z)’yi bilmek oldugundan (4.43)

ya da (4.44) bir formel ¢6ziimden 6te fazla bir anlam tasimamaktadir.

Yukaridaki denklem sisteminin integrasyonuna girismeden Once, sistemi yapi

R
bakimindan analiz etmek iy1 olacaktir. (4.38 — 4.41) sistemine, H , = R—O‘ tanimini goz

(04

oniinde bulundurarak, R, (¢)’lerin zamana gére ikinci mertebeden diiz tiirevlerini igeren
sistem goziiyle bakilabilir. Diger bilinmeyenler u(t) ve p(t) fonksiyonlaridir. Ancak,
barotropik bir hal denklemi varsayilirsa yegane bilinmeyenler u(r) ve 3 adet R, (¢)

fonksiyonlar1 olur. (4.42) korunum denklemi bagimsiz olmayip sistemin denklemlerinin
bir sonucudur. Bunun ¢6ziimii olan (4.43) veya (4.44), },l(t) bilinmeyenini elemek i¢in
kullanilabilir. (4.40) denklemi, denklem sisteminin bdyle (2. mertebeden tiirevli) bir

yorumu 1s1ginda B sinifi (g, #0) modeller s6z konusu oldugunda diger denklemlerin
bir ilk integralini olusturur. A sinifi (a, =0) modeller i¢in ise 6zdes olarak sifirdir.
Denklem sayisi; artik 3’e diismiis olan bilinmeyenleri (R, (t) ’ler) bulmak i¢in yeterliyse

de, denklemlerin nonlineer ve kuple olmalar1 ve hatta integrodiferansiyel olmalar

nedeniyle ¢oziim tesis etmek son derece giigtiir.
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Ote yandan, ikinci bir yorum olarak yukaridaki denklem sistemine, H, ’larin birinci

mertebeden tiirevlerini igeren sistem goziiyle bakarsak, bu taktirde (4.40) denklemi B

smift modeller i¢in bir bag denklemi gorevi goriir. Buradan, H  ’lardan biri, diger ikisi

tarafindan ifade edilse bile, yine, nonlineerlikten ve kuplelikten kurtulmak zor

goriinmektedir.

Bir baska c¢oziim yontemi ise, degisken doniisiimii diye nitelendirebilecegimiz

yontemdir. Yontem, R, ’larin 6zel bir kombinasyonundan
V(1) =Ri(NRA(1)R3(1) (4.45)

biciminde bir V(¢) degiskeni tanimlamaktir. V(¢)’ye hacim denir. Gergekten de bu,
3-boyutlu uzayin hacminin ifadesinden baska bir sey degildir. (4.45)’in zamana gore

tiretilmesinden
V‘
;:H1+H2+H3E3H (4.46)

yazilabilecegi kolayca goriiliir.

V=V, epr.L (4.47)
p+ )
veya, lineer hal denklemi i¢in buradan ya da (4.44) den
w(V)=pebo" V7 (4.48)

elde edilir. Burada py ve ¥, birer sabittirler. Bu sonug¢ bize, alan denklemlerinde

bilinmeyenlerin V' cinsinden bulunabilecegini telkin etmektedir.

Bu amag¢ dogrultusunda (4.41) denklemlerini tikiz bir bigimde
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Ha+3HHa:fa(Rl,Rz,R3)+%(u—p)+A (4.49)

biciminde yazalim. Burada f; fonksiyonlart:

24° 1 ] i i > (L L%
fl(Rl’R2’R3): 1;112 = 3 {(anzz _”3R32) _(”1R12) } (4.50)
1

Ve f; ile f3 de, son terimde indislerin dairesel permiitasyonu yapilarak elde edilebilecek
ifadelerdir. Bu konuda suna isaret edelim: A sinift modeller i¢in f;’larin sekli yukaridaki

gibidir. B siifi modeller i¢in ise f;’lar biraz degisiktir [22,23,24]. V ve VI, igin

2(6102 + q02 )+ 2b?

fl(Rl’R2’R3):_ R12 R24R32 (4.51a)
2a,> +a q 2b*
f2(Ri Ry Ry) =~ o - o). — (4.51b)
R Ry Ry
2la,* —a
f3(R1’R2’R3):_ ° 2 oo (4.51¢c)

R,

bicimindedir. go=b=0 iken V tip qo,b+0 oldugunda VI, ve go= —1 alindiginda ise III-tip

modeller elde edilir.

Bianchi IV i¢in

2 R’
fl(Rl,Rz,R3)=—2+ 2 (4.52a)
Rl Rl R2
2 R’ RZ .
f2(R) Ry, Ry)= T 23 5t : 3 f? (4.52b)
2 R RS2 .
f5(R. R, Ry) -2 f? (4.52¢)
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VII,, i¢in ise A sifirdan farkli bir sabit olmak iizere:

R’ +R°( R, R R
fl(Rl:Rer3):2A2R12R22% 22 -—L-—2 (4.53a)
R™ =R, Ry R R,
fo(Ri, Ry, Ry)=~£, (R, R, Ry) (4.53b)
/3 (Rl’Rz:R3)E (4.53¢)
Simdi, (4.46) bagintisin1 kullanarak, (4.49) u
: 1
Hot+3HH0t=fa(Rl’R2’R3)+E(H_p)+A (454)

biciminde yazabiliriz. a=1,2,3 i¢in s6z konusu bu {i¢ denklem taraf tarafa toplanirsa ve

S=(ht o+ f3)/3 (4.55)
tanimlanirsa

1d 1

;E(VHOL)=fa(R1,R2:R3)+§(M—P)+A (4.56)

bulunur. (4.54) den (4.56) ¢ikarilirsa

1d

;E[V(HOL_H)]_f(x—f_Afa (457)
bulunur.

H,~H=AH, (4.58)

ile Hubble parametresinin ortalamadan sapmasi gosterilirse, (4.57) denklemi
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L lya, )=, (459)

bi¢imini alir. Simdi

d_drd _,d g, d (4.60)
dt dr AV av dv

Yazilabilecegini goz onilinde bulundurarak, #’ye gore tiirevleri V cinsinden ifade edelim.

Bu takdirde, (4.59)

A

A vam,)=Ye 4.61)

dv 3H
olur. Buradan da C, integrasyon sabitlerini gostermek iizere

Af, R R R
o :L fa[ I(V)’ Z(V)’ 3(V)]dV+& (462)
3V H(V)

sonucuna varilir. Tutarlilik i¢in

> AH, =0 oldugundan > AC, =0 ve 2Af, =0 (4.63)

olmalidir.

Ote yandan kolaylik igin, (4.54) ve (4.56) denklemlerinin sag taraflarina sirasiyla y, ve

x, diyerek bunlar1

)=, (4.64)

%—(VH)z % (4.65)
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biciminde yazalim. (4.60) kullanilirsa (4.65)

1 dV

v _ 4.66
Woar * (4.66)

olur. (4.60) kullanilirsa (4.66) dan

/2

= i{[ vy )av +K,|* =4 (4.67)

ifadesine varilir. Burada K integrasyon sabitidir. (4.67) yi tekrar diizenleyerek

t—t, = j av (4.68)

¢1/2

elde edilir. Boylelikle hacmin zamanla degisimi i¢in bir bagint1 bulunmus olur.

Ik olarak genisleme parametresi ve onunla iliskili Hubble parametresinin hacme bagl

fonksiyonlar;, 8 =3H =¥ /¥ oldugundan ¥ cinsinden

o

0= (4.69)
/

. ¢31V2 (4.70)

olarak elde edilir. (4.29) ve (4.46) dan hareketle (4.60) ve (4.70) ifadelerini kullanarak

1/3 1 Af(x
R, =RV exp{jd)]/—zV(Ca +j¢1/2VdV dv (4.71)

belirlenir. Buradaki R,y evrenin baslangigtaki durumuna karsilik gelir ve Rio Ryo R30=1

dir. Simdi 4 ile ortalama esyonsiizliikk parametresini gostererek
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AH, Y
(a1 am

tanimindan hareketle

2
el et e

elde edilir. Buradaki terimler

Cc?= 52 C, (4.74)
2 1 Af(x ?

D? = 2—7§ j =y (4.75)

E:%%CajAlf;adV (4.76)

olarak adlandirilirsa esyOnsilizlesme parametresi kisaca

_C*+D’+E _ 9(C2 +D? +E)

AV)= P p (4.77)
yazilabilir.
Akiskanin ¢ 2=(cr043cs°‘B )/2 kayma parametresi de

o’ :%(%H(f —3H2j (4.78)

oldugundan (4.72) ifadesiyle tanimli esyonsiizliikk parametresini kullanarak kayma

parametresi
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ci="H?*4 (4.79)
olur ve o da V cinsinden

2 2
JZ(V)_%M (4.80)

= 2

bigiminde elde edilir. Ote yandan, yavaslama parametresi q’nun (4.38) ifadesinden

hareketle

4.81)

bulunur.

Boylelikle kinematik degiskenler i¢in hacmi bagli genel denklemler elde edilmis olur.
(4.68) integralinin ¢oziilmesi durumunda hacmin zamanla nasil degistigi bulundugunda
yukaridaki parametrelerin zamanla degisimleri incelenebilir. Integralin ¢dziimii her
Bianchi-tip model i¢in kolay degildir. Bir sonraki boliimde I ve V tip model i¢in bu

parametrelerin hacme bagl ifadeleri ¢ikarilarak davranislar incelenecektir.

4.4.1 VE V MODELLERI iCiN DENKLEMLERIN ANALIZi:

Tezde Wald’in pozitif kozmolojik sabit durumunda ve enerji-momentum tansoriiniin
0zel bir formuna ihtiya¢ duymaksizin yaptig1 analiz, bir 6nceki kisimda elde ettigimiz
alan denklemlerini kullanarak kozmolojik sabitin etkisini incelemek i¢in pozitif, sifir ve

negatif oldugu durumlar i¢in tekrar yapilmstir.

(3.112-113) alan denklemlerinde sol tarafa(4.31) sag tarafa (3.109a) yazilirsa

1 1
(ROO —EnOORJ+A—E(u+3p):O (4.91)
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(4.92)

Ry +A—%(H+3P):O
olur. Bianchi modelleri i¢in daha 6nce hesapladigimiz Ricci tansoriiniin Ry bileseni
(4.93)

Ry = —(Hl +H, +I—'I3)—(H12 +H,’ +H32)
(4.94)

ve buradan hareketle
2 1 2 2 2 3
(H +H,+H,) ——\H’+H,” +H;” ]+—R
2

1 1
Ry = EnooR =
bulunur. (4.93) ve (4.94) denklemlerinde (4.35),(4.37) ve (4.78)’deki 3-li uzaysal

egrilik, Hubble parametresi ve kayma skaleri cinsinden yazinca ¢ok iyi bilinen
(4.95)

Friedmann ve Raychaudhuri denklemleri elde edilir:
(4.96)

SR=2A+20"-6H* +2

H :A—H2 —%az —l(u+3p)
3 3
(4.35)’de sapkal1 parametrelerin
R’ . R’ . ?
n, = i, ny =;n3 , 4, =4 (4.97)
R R, R, R\ R, R, R,

(4.98)

seklindeki sapkasiz karsiliklar1 yazilinca Ellis’in

'R =—6a,a"* —%(Zn(wn“B —n%an 5)
ifadesine varilir. Buna gore Tablo 3.1’e bakilarak 3-lii skaler egriligin IX hari¢ biitiin

modeller i¢in negatif oldugu kolayca goriilebilir. Bundan sonra (4.95) ve (4.96) dan
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hareketle Wald’in analizi A=+A?,0,-A% degerleri i¢in yapildiginda Tablo 4.1°de

gosterilmis olan limitlere varilir.

Tablo 4.1: Kozmolojik sabitin +,0,— olmasi durumlarinda asimptotik davranislar.

22
2 o S 5
A=+)2 | —<H ?< 3 7 = 2 = 2
3 2 . 2 7\4 . 2
tanh?. | sinh ?t sinh,|—t
2 1 > 3 3
5 2 2
— A A
2 2
A=A\ |~ r <H®< 3 o= 2 M= 2
o 3 7L2 . A .2 A
2 sin“,[—t sin”,[—t
tan ?t 3 3

Simdi 4.3.boliimiinde genel denklemlerini verdigimiz kinematik degiskenlerinin I ve V

tip Bianchi modelleri i¢in hacme bagli fonksiyonlarini yazalim.

Bianchi I-tip modelin alan denklemlerindeki £, fonksiyonlarinin belirlenmesi i¢in Tablo

3.1’e bakildiginda

G, =0, A, =0, i, =0, i, =0, (4.99)
1 1 2 3

oldugu goriiliir. Buna gore (4.50) ifadesinden

=0 = f=0ve Af;=0 (4.100)

olur. (4.62) formiiliinden AH,, i¢in

AH, =—% (4.101)
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iligkisine varilir. Afy, =0 oldugunu goz oniinde bulundurup (4.65) ten
1 1 _
1= 2=t A =2 Q) VT +A (4.102)
olarak yazilir. ¢ fonksiyonu da
b= [6VxdV =3u,V "V +3AV7 + K, (4.103)
elde edilir. Simdi hacmin zamana bagli ifadesini veren integral

(4.104)

t=1y :I v 1/2
(3u0V0VV2‘Y +3AV? +K1)

haline gelir. ¢’nin bilinmesiyle artik diger parametreler kolayca tesis edilebilir:Buradan
analitik ¢6ziime imkan veren y degerleri i¢in /”nin ve bu parametrelerin ifadeleri Tablo

4.2-6’da gosterilmistir.

K 1/2
0(V)= [3MOVOYV‘V +3A+V—;j (4.105)
R,(V) = RygV Pexpi C, | 2 — (4.106)
(3u0VOYV4’V +3AV1 +K1V2)
2
AV)= 5 ¢ 5 (4.107)
3V, VA +3AV? + K,
()= 3 (4.108)
212
92—y )V VT +18AV?
gvV)=2- @=vhu?o VT + (4.109)

6uV, VI +6AV? 42K,

Yukaridaki ifadelerde yer alan iki sabit K, ve C * arasinda bir iligki vardir. Bu baginti

(4.39) ile verilen Ry, denkleminde (4.101) ve (4.105) kullanilarak
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C* =ZK, (4.110)

bulunur.

Benzer sekilde Bianchi V-tip i¢in ifadeler asagidaki sekildedir.

av
t—ty=[—— — . — (4.111)
or* +3u, 1, V> +3AV 1K,
-2/3 Y 17— Kl v
0(V)=|9V 2" +3u,V, V7 +3A+F (4.112)
= X .
R,(V)=R, V' expiC, v — 4.113
(9V‘°/3 +3u, P, VT +3AV +K1V2)
9C’
AV)=—r — : (4.114)
W +3uV, Vo +3AV° + K,
> 3C?
o (V)=F (4.115)
36V +9(2 =y )u v, VT +18AV?
q(V)=2- G-yt (4.116)

18V 472 +6u,V,' V" +6AV? + 2K,

Sabitler arasindaki (4.110) iligkisi Bianchi V model i¢in de gegerlidir.

Tablo 3.1’ de ayrica baz1 Bianchi-tip modellerin FLRW evrenlerinin genellestirmesini
olusturdugu gosterilmisti. Buna gore I ve V tiplerinde R;=R,=R; alindiginda sirasiyla
k=0’l1 ve k=—1’1i esyonlii FLRW evrenlerine gecilir. Bu modeller i¢in s6z konusu
parametrelerin ifadeleri, yukarida I ve V i¢in gosterilen bagimtilardan elde edilebilir.

(4.58)’de R1=R,=R; yazilmasiyla (4.58)’den AH, = 0 bulunur. Bunu kullanarak (4.101)
esitligi C, sabitlerinin, (4.74) ve (4.110) da K, in sifir olmasini gerektirir.

Simdi (4.104-109) bagintilarinda K;= 0 yazildiginda k=011 FLRW modeli i¢in
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dv
t—ty=] — (4.117)
(3MOVOYV2’Y +3AV2)
0(7)=Buovy vt +34) (4.118)
R,(V)=R, V' (4.119)
AV)=0 (4.120)
a*(V)=0 (4.121)
_ Y1 2-v 2
q(V):2_9(2 YV V2T +18AV “.122)
6V, V2T + 6AV
ve (4.111-116)’da K;= 0 yazildiginda k= —1"1i FLRW i¢in
t—ty = v — (4.123)
(91/‘“3 +3poVy VT +3AV2)
2/3 Y1, - 1/2
e(V)=(9V +3u 0, VY +3A) (4.124)
R,(V)=R, V"> (4.125)
AV)=0 (4.126)
a?(V)=0 (4.127)
4/3 _ Y2y 2
J) 5 30V +9(2 =)V VY +18AV @.128)

18743 4 6u,V, " V> + 6AV?

bulunur. Yukaridaki parametrelerin zamanla degisimlerini analitik olarak bulmak tim
modeller i¢cin miimkiin degildir. Yalnizca Bianchi I i¢in yapilabilen analitik ¢éziimler
Tablo 4.2-6’da verilmistir. Sekil 4.1-16’da ise Bianchi I ve V-tip ile k=0 ve k= -1

egrilikli FLRW modelleri i¢in niimerik hesapla ¢izilen grafikler gosterilmistir.
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Tablo.4.2 : Bianchi I modeli i¢in hacim parametresinin zamana bagli ifadeleri.

Q)
(3H0V02 +K, Xt ~1y)
Y=2
2
(-t K
= 3ueho| —>| ——
A0 v=1 o 0( 2 ) 3o¥,
y=0 K
/ﬁsinh(,BuO (t — 1t ))
0
Sl + K, )
[%J sinh(\/3k2 (t—1, ))
Y=2
ASO 1 (222K, - 9op, 7%, )msinh(\/?akz (c—1, ))— A
61°
v=0
}3 XZKJ: . sinh(\/3i7y2 + U ’(t — 1t ))
0
B 1/2
[%T-FKIJ Sin(\/37\,2 (t -1t ))
Y=2
A<O 1 1222k, + 9u02V02)1/2sin(\/3k2 (-1, ))+ 3V,
617
y=
/3 XzKl sin(\/?ai?»z — U )(t -t ))
~—Ho
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Tablo.4.3 : Bianchi I modeli i¢in genisleme parametresinin zamana bagl ifadeleri

o(t)
1
(r=10)

2(3uV, ) (= 1,)
(Buoly (e -1, — 4K,

e
tanh(m (t — 1t ))

A>0

32
tanh(\/y (t—t, ))

Bor*k, — 2702732 ) coshl322 (1= 1,)

1222k, - op, 7, )”zsinh(\/sx2 (c-t, ))— A

3% +

tanh(\/?’i?uz + 1, )(t —1t, ))

A<O

Y=2

=1

=0

V3x2
tan(\/m (t =1 ))

(367\,4K1 - 27u02V02 )1/2 cosh(\/ (-1, ))
(222K, + 9p02V02)1/2sin(\/3k2 (c—t, ))+ A

\/3(%2 —Ho )
tan(\/3b»2 i )(t — 1ty ))
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Tablo.4.4 : Bianchi [ modeli i¢in esyOnsiizliik parametresinin zamana bagli ifadeleri

A(t)
2K,
V=2 (3M0V02 +K, )COShZ(W(t ~lo ))
" 28K,
=1 ?
{(3H0V0 (t — 1 ))}
- 2
cosh’ (ﬁ(f ) ))
2K,
i -+ Jost* (5 11,
) 240K,
A>0 [ (12,02 =92 kosh> (307 ( — 1,))
¥=0 =
coshz(w/37»2 + (=1, ))
2K,
1=2 (3H0V02 +K, )COSZ(W(t_tO ))
) 240K,
A<0 =1 (1207 - 9077 kos* (V322 (-1, )
¥=0 =

cosh’ (1/37»2 —u, (-1, ))
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Tablo.4.5 : Bianchi [ modeli i¢in kayma parametresinin zamana bagli ifadeleri

()
Kl
=2 Bu,’ + K N1, )
A=0 L 2K,
"~ 3w, (-1, ) - 4K, |
Y= Ko
sinh” (,/3u0 (t —t, ))
K\
- Bu,ve + K, pinh2 ({327 (¢~ 1,))
20K,
A>0 =1
! (12622 —op2v2 hinh2 (V322 (— 1)) 3,7, |
= Ho + 27
sinh2(1/37x2 + 1, (t -1, ))
2K,
= (3u0V02 +K, )cosz(\/%z (t—1, ))
20K,
A<0 =1 {(121@2 +OuV? )sinz(\/ﬁ (1 —to))+ 3,%%}2
2
v=0 A — Ho
sin’ (w/?)?»z — (-1, ))
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Tablo.4.6 : Bianchi I modeli i¢in yavaslama parametresinin zamana bagli ifadeleri

q(t)
2
Y=2
4K
A=0 2_5[1_ ] ZJ
y=1 2 (3“0V01)(t_t0)

, |
=0 2 3anh (m(t o ))_ 2cosh” (3, (-1, ))

2—3tanh2(W(t—t0))

Y=2

AS0 . 2—3tanh2(\/y(t—to))l+{(12le2_9%2;)?}2/;%(@@_%))}
- 2~ 3tanh? (337 + 1, (- 1,))
=2 2+3tan2(W(;_to))

A<o | 771 2+3tan2(W(t_t0))1 1oV,

i (126,02 190212 ) 7 sinly327 (t-1, )
=0 2+3tan2(1/37»2 —},lo(t—to))
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Sekil 4.1:Bianchi I tip i¢in (V-t) grafikleri. 3oV, =1 31°=1 ve K;=1 alinnustir
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Sekil 4.2:Bianchi I tip igin (0-t) grafikleri. 3p,Vy' =1 31°=1 ve K;=1 alinmustir
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Sekil 4.3:Bianchi I tip igin (A-t) grafikleri. 3uoV,' =1 3A°=1 ve K;=1 alinnustir
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Sekil 4.4:Bianchi I tip igin (o°-t) grafikleri. 3uoVo' =1 3A’=1 ve K;=1 alinnustir
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Sekil 4.5:Bianchi I tip i¢in (q-t) grafikleri. 3uoVy' =1 3A°=1 ve K,=1 alinnustir
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A~

Sekil 4.6: FLRW modelinin k=0 durumu igin (V-t) grafikleri. 3p1,Vo' =1 3A*=1 ve K,=0 almmustir
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Sekil 4.7: FLRW modelinin k=0 durumu igin (6-t) grafikleri. 3oV, =1 31?=1 ve K;=0 alinmustir
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Sekil 4.8: FLRW modelinin k=0 durumu igin (g-t) grafikleri. 3p,Vo' =1 3A*=1 ve K;=0 almmustir
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0 ‘-’-‘- T T T
0 0.5 1 4 1,5 2

Sekil 4.9:Bianchi V tip igin (V-t) grafikleri. 3p,V,' =1 3A*=1 ve K,=1 almmustir
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0 T T T
0 0,5 1 ¢ 1,5 2

Sekil 4.10:Bianchi V tip igin (6-t) grafikleri. 3p,Vo' =1 3A*=1 ve K;=1 almmustir
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o T \--\--“_-----“\-_
0 0,5 1 1,5 2

Sekil 4.11:Bianchi V tip i¢in (A-t) grafikleri. 3oV, =1 30%=1 ve K,;=1 alinmustir
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Sekil 4.12:Bianchi V tip i¢in (o>-t) grafikleri. 3oV, =1 31°=1 ve K;=1 alinmustir
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Sekil 4.13:Bianchi V tip igin (q-t) grafikleri. 3puoV,' =1 3A*=1 ve K;=1 almmustir
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------- A<O
A>0
A=0
4
------- A<0
- A>0
A=0
0 1 2 t 3 4
y=2
50
40 -
! /| A<O
v | S A>0
A=0
20 A
10
0 = T T T
0 1 2 t 3 4

Sekil 4.14: FLRW modelinin k=-1 durumu igin (V-t) grafikleri. 3p,V,' =1 3A’=1 ve K;=0 alinmustir
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0 0.5 1 15t 2 25 3

Sekil 4.15: FLRW modelinin k=-1 durumu i¢in (0-t) grafikleri. 3u,V,' =1 32%=1 ve K,;=0 alinmustir
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=0
2 Y
1.5
1 a
=== A<0
0.5 - A>0
A=0
-1
t
y=1
2 .
1.5
11 ,
o R EEE A<0
0.5 - i A>0
q - A=0
O v T T T i
( 0.5 1 1.5 2 2.5 ]
-0.5 -
-1
t
y=2
2
_ I . A<O
- A>0
A=0
1.5 2 2.5 3
-1
t

Sekil 4.16: FLRW modelinin k=-1 durumu i¢in (q-t) grafikleri. 3poV,’ =1 3A’=1 ve K;=0 alinmustir
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5. TARTISMA VE SONUC:

Tezde, giinlimiizde oldukg¢a ilgi c¢ekici olan Bianchi-tip modellerin evrimleri,
kozmolojik sabitin pozitif, sifir, negatif degerlere sahip olmasi1 durumlarinda incelendi.
Bunun i¢in birbirinden farkl: iki yol kullanilarak bulunan sonuglarin karsilastirilabilmesi
amaglandi. Birinci yol Wald’in gdstermis oldugu evrenin hareketini tasvir eden bazi
biiyiikliiklerin limitlerini belirleme yontemidir. Ikinci yol ise modellerin EAD’nin
hesaplanarak bunlarin ¢ozlimlerini elde edilmesine dayanan metrik yaklasimi

yontemidir.

Wald Bianchi-tip modellerin evrimlerinde pozitif kozmolojik sabitin etkisini inceledi.
Buna gore 3-1ii uzaysal egriligi sifirdan kiiciik olan modeller (IX tip hari¢ diger Bianchi
modelleri), (3/A)"* degerinden ¢ok biiyiik kozmolojik zamanlarda, de Sitter evrenine
yaklagacaktir. Yani evreninin Hubble parametresi (/) sabit bir degere, kayma
parametresi (c”) sifira, enerji yogunlugu (p) da sifira yaklasacaktir. Bu analiz aymi
zamanda sifir ve negatif kozmolojik sabit degerleri i¢in yapildiginda evrenin daha farkli
davraniglar sergileyecegi goriiliir. Tablo 4.1°de gdsterilen sonuglara gére A=0 iken H,
o, u sifira gidecek, evren genislemenin giderek azaldigi ve en sonunda durdugu bos bir
hal alacaktir. A<O halinde ise belli bir degere kadar genisleyip biiziilen bir davranis

sergileyecektir.

Ikinci yontem olarak kullandigimiz metrik yaklasiminda, tiim Bianchi- modelleri igin
denklemleri yazmak kolay olmasina ragmen, ¢oziimlerin elde edilmesi denklemler
kuple oldugundan miimkiin degildir. Evrenin akiskan yapisinin miikemmel akiskan
formunda alinmasi bile ¢oziimleri kolaylastirmamaktadir. Nitekim ikinci mertebeden
denklemleri birinci mertebeye indirgeyecek bir degisken doniisimii (denklemleri V
hacim parametresine cinsinden yazarak yapilan bir doniistim) kullanilarak, evrenin
davranisin1 betimleyecek parametrelerin (hacim, genisleme, esyonsiizlik, kayma ve
yavaslama parametreleri) ifadeleri elde edilebilir. Fakat bu parametreler artitk hacme
baglidir ve bu yiizden hacmin zamanla degisiminin bilinmesi gerekir. Tezde hacmin
zamanla degisimini veren integral Bianchi I ve V tipleri i¢in ¢oziilmiistiir. Yine

kozmolojik sabitin ii¢ farklt durumu ele alinarak, parametrelerin zamana bagl grafikleri



87

cizilmistir.. Ayrica ¢oziimlerin farklilasmasina sebep olan y sabitinin ii¢ farkli degeri

icin grafikler ayr1 ayr1 gdsterilmistir.

Grafikler ve Tablo 4.2-6’da Bianchi I tip i¢in acik¢a yazilan analitik ¢ézlimlerden elde
edilen sonuglarin asimptotik formlari, Wald’in analiziyle bulunan asimptotik formlara
karsilik gelmektedir. Genisleme parametsinin A>0’da sabit bir degere, A=0’da sifira
gittigi gortilmektedir. Grafiklerde yalnizca bir maksimum noktaya kadar genisledigi
gosterilen A<0 halinde ise genisleme parametresi, o degere yaklasirken sifira gitmekte,
ve tim haller i¢in kayma parametresi sifira yaklagmaktadir. Bianchi modellerinin su
anda gozledigimiz evreni yansitip yansitmadiginin test edilmesine imkan verecek bir
diger parametre de esyOnsilizlik parametresidir. Sekil 4.3 ve 4.11°den modellerin
baslangigta yiiksek dereceli esyonsiizliikten, esyonlii hale geldigi goriilmektedir. Bu da,
Bianchi modellerinin, gozledigimiz kadariyla simdiki evreni yansitabilen bir model
olarak alinabilecegini.gdsterir. Ancak sadece A<0 iken Bianchi-I tip model tamamen

esyonlii olamamaktadir.

Tezde yapilan bir diger inceleme de Bianchi Modellerinin 6zel hali olan, homojen ve
esyonlii FLRW modellerinin grafikleridir. Boylelikle s6z konusu parametrelerin, FLRW
modelleri ile Bianchi modelleri arasinda bir karsilastirma yapilabilir. Genel olarak

davranislar ayni olmakla birlikte, farklilik zamanda ortaya ¢ikmaktadir.

Kozmolojik sabitin biitiin olarak evrenin davramigini etkilemesi yaninda, grafiklerde
ortaya c¢ikan bir diger etki de hareketi hizin1 etkilemesidir. A>0 durumunda evrenin
genislemesi en hizli olmaktadir ve bu da pozitif kozmolojik sabitin itici etkisi oldugunu

tasdikler.

Bu calismada metrik yaklasimiyla Bianchi modellerinden sadece ikisi incelendiginden,
daha ileri bir calisma olarak diger modellerin (ayr1 ayr1 veya topluca) grafiksel veya
analitik incelemeleri yapilabilir. Ayrica heniiz yeni bir calisma alan1 olan zar evren

kozmolojilerinde kozmolojik sabitin etkileri incelenebilir.
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