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iv
OZET

TEZiN BASLIGI: Sikistirilamaz iki Boyutlu Daimi Navier-Stokes
Denklemlerinin Genel Egrisel Koordinatlarda 4.Dereceden
Siki1 Formiilasyonu
YAZAR ADI: HAKAN KAYKISIZLI
Bu tezin konusu sonlu fark metodunu kullanarak sikigtirilamaz
akiskanlarda daimi 2 boyutlu Navier-Stokes denklemlerinin genel egrisel
koordinatlarda 4.dereceden siki formulasyonunu elde etmektir. 1.derece ve
2.derece ¢dzUmler oldukga dogru sonuclar vermelerine ragmen sonuglarda
olmamasi gereken bazi suni viskozite etkilerini de birlikte getirmektedir. Bu
nedenle Navier-Stokes denklemlerin yiksek dereceden ¢6zumu son yillarda
ilgi odag! olmaya baslamis ve bu konuda yapilan ¢alismalara bir katki da
genel koordinatlarda bu denklemlerin siki formilasyonunu gerceklestirerek
bu ¢alisma ile yapilmistir.

Navier-Stokes denklemlerinin ¢6zUm0 ic¢in pek cok iterasyon yontemi
olmasina ragmen bu ydntemler formilasyonun ifade edilis seklinden dolayi
kolayca kullanilamamaktadir. Bu tez ile sunulan Navier-Stokes
denklemlerinin yiksek mertebeden ¢6zim formulid nimerik ydntemlerin

kolayca uygulanabilmesine imkan saglayacaktir.

Bu tezde Navier-Stokes denklemlerini genel koordinatlarda
4.dereceden formullasyonu icin akim fonksiyonu-gevrinti  yaklagimi
kullanilmigtir. Sonuglarin test edilmesi icin ise kare kesitte sikigtirilamaz
kavite akisi problemi kullaniimis ve problemin 4.dereceden mevcut
¢bzlmleri ile kargilastirma yapiimistir.



SUMMARY

TITLE: Formulation of Icompressible Steady Two Dimensional Compact
Forth Order Navier-Stokes Equations in General Curvilinear
Coordinates

OUTHER: HAKAN KAYKISIZLI

This thesis is concerned with solving the incompressible, steady two
dimensional compact 4th order Navier-Stokes equations in general
curvilinear coordinates using finite difference methods. Although first and
second order approximations are higly accurate, the results exhibit the
effects of artificial viscosity. As a result of this, there has been great interest

in recent years to investigate high-order schemes and this thesis makes a

contribution to these investigations by realizing the high-order formulation in

general curvilinear coordinates.

Although it is possible to find numerous different type of iterative
numerical methods for the Navier-Stokes equations, these numerical
methods could not be easily used in High Order Compact (HOC) schemes
because of the final form of the HOC formulations found in the literature. The
final form of the high order compact Navier-Stokes equations presented in

this thesis would be very useful for any iterative numerical method.

In this thesis, stream function — vorticty approximation is used for the
4th order compact formulation of Navier-Stokes equations. Incompressible
two dimensional square cavity problem is chosen as a test problem and
present forth order solutions of this problem is compared with the results of

the new formulations.
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1.GIRIS

Hesaplamali akigkanlar dinamigi, akigkanlar mekanigindeki pek ¢ok
problem icin sayisal metotlar gelistiriimesini mimkun kilan bir calisma

alanidir.

Once ¢dziimil istenilen bolge kiigiik eleman ve noktalardan olusmus
ag yapisina ayrilir ve ilgili kismi diferansiyel denklemler, baslangi¢ kosullari
ve sinir sartlari sonlu fark metodu gibi tekniklerle tekrar yazilir. Daha sonra
da yazilan bu sonlu fark denklemleri bilgisayarda uygun programlar
yazilarak sonugclarin belli bir hata sinirina kadar yakinsamasi ile gézimlenir.

iterasyon ydntemi olarak siklikla Guss-Seidel, Newton veya SOR
(Successive Over Relaxation) metodu kullanilir. Tabi ki her metodun
kendine 6zgl avantajlan ve dezavantajlari bulunur.  SOR uygulamasi
oldukca basit ve sonuca hizli bir sekilde yakinsamak igin tercih edilen bir
metottur. Fakat yuksek Reynolds sayilarinda yakinsama performansi, akig
alaninda tekil noktalarin olusmasi gibi dezavantajlari da mevcuttur. Newton
metodu SOR’la ¢6zlilemeyen problemlerde bile iyi sonuglar vermesine
ragmen en 6nemli dezavantaji Jacobian matrislerini gdzmek igin ¢cok fazla
hafizaya ve CPU zamanina ihtiyac duymasidir. Bu calismada Gauss-Seidel

metodu sayilan dezavantajlari icermeyecegi icin uygun goértalmastar.

Akigkanlar mekaniginde ilgili denklemlerin anlatilmasiyla baslayan
2.B6lum boyutsuzlastiriimig, sikistirilamaz, iki boyutlu, daimi Navier-Stokes
denklemlerinin elde edilmesi ve bu denklemlerin akim fonksiyonu-gevrinti
ikilisi ile ifade edilmesi seklinde ilerlemektedir. Akim fonksiyonu-gevrinti
denklemleri i¢in sonlu fark metodunun uygulanisini Gauss-Seidel
metodunun agiklamasi ve kartezyen koordinatlardan genel koordinatlara
transformasyonun saglanmasi ile iki boyutlu sikistirilamaz, daimi akis igin
genel koordinatlarda 4.dereceden Navier Stokes denklemlerinin yeniden
yazilmasi takip etmekte ve problem ¢6zimu igin gerekli ag yapisinin
olusturulmasi ve katsayi tlrevlerinin analitik cdzimlerine ulagiimasi ile bu

b6lim son bulmaktadir.



FormUlasyonu yapilan bu yeni formilin dogrulugunun test edilmesi
3.Bolumde kavite akigl ile yapilmaktadir. Kavite akigi akiskanlar
mekaniginde yeni ¢alismalarin test edilmesi igin sik¢a basvurulan bir test
problemidir ve bu problemin dérdincli dereceden mevcut ¢cézimu ile
karsilastirma yapilmasi formullerin dogrulugunun test edilmesi anlamina

gelmektedir [1].

Yapilan tim bu ¢alismalarin ve karsilastirma sonuglarinin
degerlendiriimesinin kisa bir degerlendirmesi ise sonuclar béliminde

sunulmaktadir.



2. ILGiLI DENKLEMLER VE COZUM METODU

2.1. Akigkanlar Mekaniginin ilgili Denklemleri

Akiskanlar mekanigindeki kismi diferansiyel denklemleri sureklilik ilkesi
ve fizikteki temel korunum vyasalarini temel almaktadir. Bu bdélimde
akigkanlar mekaniginin temel denklemlerinden; sarekliik ve momentum

denklemleri kisaca anlatilacaktir.
2.1.1 Siireklilik ilkesi Ve Korunum Yasalari

Temel diferansiyel denklemler ya elemansal denetim hacmi ya da
elemansal sistem dlstnUlerek tlretilebilirler.  Sonsuz kiglk bir sabit

denetim hacmi segildiginde kitlenin korunumu ifadesi su sekilde olur;

IV%—’I;dV+fSpn.udS=O (2.1)

Yuzey integrali hacim integraline dénusturulurse [2];
dp
[, §+V.(pu) dv =0 (2.2)

secilecek denetim hacmi igin

IPp _
[at +V-(pu)} =0 (2.3)

olur. Vektdr analizi ile elde edilecek yeni ifade su sekildedir;

%?+wVp+qu=O (2.4)
veya
Dp .y wu=0 (2.5)

Dt



burada %’f = %—'[t)+u.Vp ifadesi p’un materyal tirevi olarak bilinir ve

materyal tlrev akigla birlikte hareket ederken fiziksel bir niceligin degisimi

olarak tanimlanir.

Elde edilen kismi diferansiyel denklemin agilimi su sekildedir;

9Ip_ 9 9 9 ()=
at+ax(””)+ay(pv)+az(pw) 0 (2.6)

Sonsuz kiglk bir denetim hacmi igin kitlenin korunumu, yogunluk ve hizin
surekli fonksiyonlar olmasi disinda baska bir kabul gerektirmedigi icin bu
denklem streklilik denklemi olarak da adlandirilir.

Momentum denkleminin en genel ifadesi;

a—u+u.Vu =—le+UV2u+f (2.7)
ot Yo,

seklindedir ve burada U = i/ p kinematik viskozite olarak adlandirilir.

2.1.2. Sikistinlamaz Akis

Yogunluk degisimlerinin ihmal edildigi akis sikistirlamaz akistir.Akisin

0
daimi olup olmamasindan badimsiz olarak —'0=0 olur ve sikistirlamaz

ot

akislar igin slreklilik ilkesinin yeni ifadesi V.V =0 halini alir. Bu ifadenin

kartezyen koordinatlardaki agik sekli ise;

Ju dv ow
ULV Mo :
ox i dy i 0z 28)

olur ve sikistirlamaz akis i¢in Navier-Stokes denkleminin en genel hali;

D
pFL;:pF—Vp +uVu (2.9)



seklinde formule edilir. Daha agik halde kartezyen koordinatlardaki ifadesi;

a_u“‘a—MJrVa—u+a)a—u=—la—p+ +V(82u+82u+82u) 2.10
o ‘o oy o pox U o o (2.10)
dv dv dv o 1 op P v 9

—tu—+tV—+O—=———+g +V( ) (2.11)

+—
ot Jdx dy 0z paoy °’ ox*> 9y’ 97’

ow odw odw  dw 1 dp Iw d'w  I’w
—tu—+v—t+o0—=—-——"+g. tV(z7+—+—) (2.12)
ot ox  dy 0z p 0z ox> dy’ 0z

seklinde olur.

2.1.3. Boyutsuzlastiriimis Navier-Stokes Denklemleri

Akiskanlar mekaniginde genellikle Navier-Stokes denklemlerinin
boyutsuz halleri kullanilir. Uzunluk boyutu L ve hiz boyutu U alindiginda [3];

t,p=—L F="fV=LV (2.13)

- X
x=—,
L

Bu esitlikler (2.9) nolu denklemle verilen Navier-Stokes denkleminde

. . , L . :
yerlerine konulursa ve tim terlmlerﬁ ile garpilirsa elde edilecek denklem

su sekildedir;

Ju 1

—+uNVu=-Vp+—Vu+ 214
ot P Re f 2.14)

LU
Reynolds sayisi, Re=7, akigskanlar mekaniginde temel boyutsuz

sayilardan birisidir ve atalet kuvvetlerinin viskoz kuvvetlere orani olarak

tanimlanir.

iki boyutlu viskoz bir akiskan icin dis kuvvetler hesaba katilmazsa

sureklilik denkleminin ifadesi;



g—u + ? =0 ve boyutsuz Navier-Stokes denklemlerinin yeni ifadeleri;

X gy

ou Odu Jdu dp 1(du Ju

—tU—FV—t—=—| 5+ 2.1

a ax oy ox Re(axz ayZJ @13)
2 2

AP B N R G (2.16)

of dx dy dx Relodx? oy

seklinde olur.

2.1.4. iki Boyutlu Akim Fonksiyonu ve Cevrinti Denklemleri

Akigkan elemaninin sifir agisal hiza sahip olmasi kabull ya da toplam
dénmesinin sifir olmasi akiskanlar mekaniginde c¢ok kullanigh bir
basitlestirmedir. Akis elemaninin agisal hizi, akis alaninda yersel hiz
vektérindn rotasyonun bir 6lclstudir ve curl operatérinin hiz vektérine

uygulanmasi sonucu elde edilir;
1
ZD':V/\u:%D':E(mtV) (2.17)

Acisal hizin, hiz vektdérinin rotasyonelinin yarisina esit olacagi
ayrintill  olarak akiskanlar mekanigi kitaplarinda anlatiimaktadir. 1/2
carpanindan kurtulmak icin iki kat daha blyUk bir vektdr olarak tanimlanan
cevrinti vektort kullanilir. Genel koordinatlardaki ifadelerle karismamasi igin

cevrinti vektord simgesi yerine tim formullerde w kullanilacaktir;
=20 =rotV (2.18)

Sikistinlamaz akis icin bu ifadeler Navier-Stokes denkleminde vyerine
konulursa

99 NV o= VUt VsV AT (2.19)
ot Re



genel denklemine ve buradan iki boyutlu sikistirilamaz akis igin;

w 1
Eﬂt.Va):%Vza) (2.20)

Gevrinti vektérinin x-y dizleminde ifadesi ;

ov  du
_Ov_du 221
@ ox dy ( )

seklindedir ve hiz vektérleri de sureklilik denklemlerini otomatik olarak
saglayan akim fonksiyonu ile ifade edilir [4];

u=—"- ve V=——— (2.22)

Akim fonksiyonu ve gevrinti vektdrini birbirine baglayan ifade;
Vy+w=0 (2.23)
ve dolayisiyla (2.20) numarah denklemin yeni ifadesi de su sekilde olacaktir;

ow Jdydw Jyow 1 _,
R S S N
o "y ax ar dy Re © (2.24)

Bu iki denklem (2.23) ve (2.24) sikistirilamaz Navier-Stokes denklemlerinin

akim fonksiyonu-gevrinti denklemleri olarak bilinir.



2.2. Diferansiyel Analiz ve 4.Derece C6ziim Metodu

2.2.1 Sonlu Fark Metodu

Kismi diferansiyel denklemlerin ¢6zUmd i¢in kullanilan metotlardan biri
de sonlu fark metodudur. Birbirine dik ¢izgilerle bélinmis ag yapisinda her
bir nokta da akim fonksiyonu ve ¢evrinti degerlerini hesaplamak icin Taylor
Serisi agllimindan faydalanilarak olugturulan sonlu fark metodunun, x ve y
koordinatlarindaki  ikinci dereceden merkez fark  hesaplamalari
Cizelge.2.1’deki formullere gére yapilir.

Cizelge 2.1 Ikinci dereceden merkez fark agilimlari

¢ _ ¢i+l,j _¢i—l,j
X ZAX

¢ _ ¢i,j+1 _¢i,j—1
’ 2Ay

¢ _ ¢i+1,j_2¢i,j+¢i—l,j
xx AXZ

¢ _ ¢i,j+l _2¢i,j+¢i,j—l
»y Ay2

¢ _ ¢i+1,j+1 _¢i—l,j+l - ¢i+l,j—1 + ¢i—1,j—1
» 4AxAy

¢ _ ¢i+1,j+1 - 2¢i,j+l + ¢i—1,j+l - ¢i+1,j—l + 2¢i,j—1 _¢i—l,j—1
XXy ZAXZAy

¢ _ ¢i+l,j+1 - 2¢i+1,j + ¢i+1,j—l - ¢i—1,j+l + 2¢i—1,j _¢i—l,j—1
o 2AxAy?

¢ _ ¢i+l,j+l - 2¢i,j+1 + ¢i—1,j+l - 2¢i+1,j + 4¢i,j - 2¢i—1,j + ¢i+l,j—1 - 2¢i,j—1 + ¢i—1,j—1
xXyy szAyz

2.2.2. Gauss-Siedel iterasyon Metodu

Gauss-Seidel, Ax=b gibi dogrusal sistemlerin ¢bzimi igin tercih edilen bir
iterasyon metodudur.




X’e yakinsayan x™ dizisi segilir. Verilen x? icin , x dizisi olusturulur ki
X =F(x®) vek e Nidir.
A=M —N olarak alinir ve burada M tersinir matrisdir.
Ax=b & Mx=Nx+b < x=M"'Nx+M'b
=F(x)

A matrisi su sekilde ayristirilir :
A=D-E-F

» D diagonal

» -E A matrisinin asagi Ug¢gensel parcasi

» -F A matrisinin yukari Gi¢cgensel parcasi

Gauss-Seidel metodunda M=D - E ve N = F sec¢imini yaparak;
X =(D-E)"Fx" +(D-E)"'b

ve

-1 n
(k+1) (k)
b, Zaijxj Z“uxj
(k+1) =1 =it
X = p (2.25)

n

iterasyon formull elde edilir.

Yazilacak iterasyon programi icerisinde konulacak hata sinirina kadar bu

iterasyon sonuca yaklagsmaya devam edecektir.

> ‘V/i,jn+1 v, | <e (2.26)
i

€ iterasyon hata toleransidir.

2.2.3. Koordinat Transformasyonu

Fiziksel domainde ifade edilebilen bir olayl hesaplanabilir domainde de
ifade edebilmek icin kartezyen koordinatlarin; x,y,z, genel egrisel
koordinatlara; &mn,{ transformasyonu gerekmektedir [5]. Sekil 2.1 de bu

transformasyon iki boyutlu daimi akis icin gbsteriimeye calisiimigtir.



<>
AX
© A
N
Ay t
b ™
a
/

Fiziksel domain

Sekil 2.1 Fiziksel domain ve hesaplanabilir domain

E=¢(x.y)
n=n(xy)

10

AG

o

AnI

O

Q

O—0O0—0—

Hesaplanabilir domain

(2.27)
(2.28)

zincir kuralina gére kismi diferansiyeller olarak bu déntsimler 1.turevler

olarak;
9 9 ana

o ox & ox o7
d_0560 dnd

dy I Iy

ve 2. tUrevler olarak;

=t
ox

82
0&?

ox>

ox

az
dy’ -

+

dy ) 9&* 9y

seklinde formule edilir.

2
429

Péraz 9°¢ 9

Zaf

2%4-

o

|

an
ox

an

dy

T
jz

(2.29)
(2.30)
92 3%n 9 _ofan d°
—7+—§_—+%£—Q (2.31)
on® ox* dn  dx dx 9&An
92 3 9 _afan d°
910,00 (2.32)
on® dy® dn  dy dy 9y
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1.threvler cinsinden yazilan ifadeyi matris olarak yazarsak;

9 9§ an|l 9
ox ox ox|| o
d 95 aIn|| o
aJd het- R/ o 2.33
vl 1oy ol oy (239

ya da bagka bir ifadeyle Vo=My*V4
ayni sekilde ters transformasyon matrisini yazarsak;

0 Jdx  dyfl 9
A& oF  OF|| ox

P) ox dy

on on oy

(2.34)

Pl

Vi=M*V; esitligini elde ederiz. Goérildaga gibi M, matrisi My matrisinin
tersine esit olmak durumundadir. Burada

a
905 ¢

ox dy
— = 2.
on on (2.35)

matrisi Jacobian olarak adlandirilir ve elde edilecek transformasyonlar su

sekilde siralanir;

og 1Y
%" 7 o (2.36)
o L (2.37)
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9 1ox 238
dy  Jopy (2.38)
oy 19«

5 =70z (2.39)

2.2.4. Navier-Stokes Denklemlerinin 4.Dereceden Formilasyonu

Kartezyen koordinatlarda akim fonksiyonu ve cevrinti denklemleri [6];

i’y 'y

+ =-w
ax2 ay2 (240)
1 (’w 0°w) oy dw Jy dw
1 (20, 20| dyde_dydw 2.1
Re( ox® dy dy dx dx dy

(2.40) ve (2.41) nolu denklemlerin genel koordinatlarda ifadesi ;

HESIES ) EAER

N 8217 ’n 1// ag 877 9 an) O’y »
o "y Jon A ax ax oy &y adm 242)
ve dik ag yapisinda;
95 In_ 95In)_
> o ay % (2.43)

bu durumda (2.40) nolu formdl ;
(%jZ %) |y, (anj o] | (2 e \ow
ox dy | |o& ox dy ) |on* | ox? ay2 o&

2 2
+(an o'\ oy

?*5 Y (2.44)
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sabit toplamlari yeniden adlandirirsak;

[%jz + [%Jz =4 (2.45)
a_ij + (a—ZJZ =B (2.46)
g;f + 3;5] =C (2.47)
3:27 + 2;727] =D (2.48)

(2.40) nolu formulun yeni ifadesi su sekilde olur;

2 2
Aa—+Ba—‘”+ca—‘”+Da—'/’ =—w (2.49)

oF o o

(2.41) nolu formult genel koordinatlarda yeniden yazarsak;

1 ((9¢& & anY (on) 9w
R_((a_) [ Hagﬁ (( ){ayna_rf

6 9% \ow o’n 9°n)ow 85877 AR
+§a(?+§)a_§+1¥(g+§)a_n+la_ez£ax ox dy @Ja@n]

[ag anJ oy 0w [85 anj Iy dw
(2.50)

ox dy Jan & ax dy )¢ an

ve tekrar dik ag yapisi icin [7];

959 95 In)_
dx ox  dy dy (2.51)



bu durumda formdil;

1 (%J ag a)+ (877] N 877 ’w

Re |\ ox dy | |9 ox ady 877

(7€, 7€\o0 (71 on|ow
o’y Jo&E \ox’ 9y’ )an

ag 077 |0y 0w [ 9S dn | oy d@
“lax dy )op o& | ax 9y ) o& an

ve sabit toplamlar tekrar adlandiracak olursak;

S ANC AN
ﬂ *(ﬂ -4

(2.41) nolu formaltn yeni ifadesi de su sekilde olur;

2 2
1, dw Baa; Ca_a)+D8_a) :anfaa) an/aw
Re 85 a7 of  Jdn

a7 95 dg I

14

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

Sonlu fark metodunda birinci ve ikinci tlrevlerin Taylor serisi agilimlarindan

faydalanilarak elde edilen 4.dereceden ifadeleri;



o _ . AZIS 4
a_g_fg 6 a§3+O(A§)

Of _p AT e
agz _ff‘f 12 84:4 +O(A§)

fi+1 — fi—1

Je=" A

fi+1 — 2fi + fi—l

Jee= AZ

seklindedir ve bu ifadeleri (2.49) nolu denklemde yerine koyarsak;

A$ o'y
12 9&*

Ay +By,, +Cy:+ Dy, =-0+A

2 4 2 3 2 13
yBAT OV oA OV HAT Y
12 dn 6 Jd& 6 JI7
AE 70

0] +£ +£a)+2w—E(y/a)—y/a))—Ey/—
Re (<4 Re’]’] Ref Re’? s & 776853

AE a3w+ C A& 83(1)+ D A Yo Eo A Oy

+E —Ew.——
"6 98 Re 6 & Re 6 9 ° 6 o

Ar’ a3a)+ A A 84a)+ B A’ d'w
6 o' Re 12 9&* Re 12 o7

+Ew§

15

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

elde edilir. Ugiincli ve dérdiincii tiirevlerin karsiligini ise formdlinin & ve

n’ye gore birinci ve ikinci tarevlerini alarak ulasilir.

Akim fonksiyonunun &'ye gore 3.tlrevi su sekilde bulunur;

2 2
a%[Aa W+B8—W+C8—W+Da—y/:—a}]

oF o ¢ T op
3 ) 3 ) 2
Aayfz_[aw NIy Ty BIY Oy

oF ~\og T ac o8 T omn ot o T o8

2
+a_Ca_l//+D_a l// +a_Da_y/J
95 95 05on  dg o7

(2.65)

(2.66)
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E'ye gore 4.tlrevini bulmak igin 3.tlrevin tekrar tirevi alinir;
3
d E) v
o 85

Ay {azw FAFY ,0Ady B dy ., oy By

A — i
o8~ |08 o8 o8 "ot o8 "ot omr " ofor | of o
aC oy o v, °C oy oD 'y
+C 42—
tragar T o g ar T ag 0
Py 82D oy
52877 9&* an

+D

(2.67)

Ayni sekilde n'ye gére akim fonksiyonun 3.tUrevi su sekilde formilize edilir;

2 2
0 (Aa—2 B9V Y Da—'/’_—a)J
opl o0& oy 9 A

3 3
Ba_;//: a_a)+A8;// 8A8w+8Bay/+C8w

o \onp o0& onof dnony s
8_C8_1//+D8 v, oD oy (2.68)
on o& o 877 on

n’ye gore 4.tlrevi ise;

3
i Bal{ =
/AL,

4 2 3 4 2 2 2 2
Bay/:{aw”a_A oy A o'y +8A8W+8Bay/

+

o't |oF  omomd& o9&t om’ o0& o’ o

+28_Bﬂ/+ oC 821,//+ oy BZCaw 2E)Dazl,//
an oy on dpE 877285 o 9§ on o

Iy ID aq

o 377 an (2.69)
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Tekrar (2.63) nolu denklemde yerine konulan bu ifadeler A, B, Cy, Do, ve F
katsayilari igerisine yerlestirilir ve akim fonksiyonu formualin 4.dereceden en
genel ifadesine ulasilir;

AZW{{ +B2l//7777 +C21//§ +D21//77 :_w+F (270)

noAdAE, AEC AR C A AT AP

C
2% 124 12°°A 6 A 6 °

An? Ay’ D, AR’ B
A2 B
12 12 B 6 B

AE? Aé” A’
B, =B+—>-B ~B.,+——B, ——2>-"B
: 12 €T a 2" 6 A ¢

12 B 12 B

2 2 2 A
C,=C+ £—C§ A‘f = C.- £ ‘C
12 A 12

2 2 2 B
Ao AT D AT

2 ™ 12B" 6 B "

2 2
D,=D- A A+ Aé'VZCD‘f Ac

D
6 A fTp AT e

2 2 2 A 2 2 B
F:_ﬁ‘%_&* ¢+A§ e, ar D(”n = I = @,

12 12 A 6 A 12 B 12 6 B
[JASC, A, (ASA L A Do A B L A
12 A 6 D+ 6 A 12 B 6 B

AEC, NS A AR A
~B+ C-
[ - 12 A 6 A 12 6 B; W

AE* A D, Ap* B AnR*
e T 5 W ety W M/ Ry g
[ 12 12 B 6 B 6 Wi

_AS
_? =B i, (2.71)

Ayni iglemler gevrinti denkleminin en genel ifadesine ulagmak icin bu defa
(2.64) nolu denklemdeki

Ocincl ve doérdinct tlrevleri bulmak
tekrarlanir.

icin



w'nin £'ye gbre 3. ve 4. tlrevlerine su sekilde ulasilir;

2 2
BLRLKAEM) Baa) aa)wan_ ay/aa) an/awj
€

_+ —_— _t ) —— = — -
o8 o o Iy

Aa3_a)_ aan/aa) . oy 860 8y182 Re OF oy 0w
908 o an 35 950 35 on 9§ 9 o on
azy/a_a)_Rean/ 0’w 0AJd’w OBI’w

9§ on OF A8 AEIE U o

’w JdCdw _J’w oD Jw ’w

0@’ A OE g A on  9dn

4 tdrevini bulmak igin;
0 8360
E5 aé

4 2 2
0'w Re 9° E dy dw yRe%E oE 0 waa)+2R JE dy 0"

— C
oE "

Aoe T8 an ae TR ag a@n ag TR0 an o

3
+2ReEIV IO pop IV 00 g gV 0@

agon o 9&?an o& an o’
2 2
8E8y/8w yRe%E oE 0"y dw _3Re JEdy Jd"w

o & o 9& 9¢* I 05 9¢ 95N
v dw

2 2 3
_RepIV 9P R pdV 00 o p¥ J0
08> on 08> 0&on o& 9&*an

9’A *w aA d’w 9°B dw aB rw

5* g acf o’ o0& o aé‘ oQr

dw 9Cow _dCdPw _Jdw

oFar oF ¢ TaE g g

0’Dow _dD dw ’w

9 an 9E @y A&

18

(2.72)

(2.73)

(2.74)
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n’ye gbre 3.tdrevi bulmak igin

2 2
9 ( ! (Aa_wwa_wwa_wwa_w]:,ga_wa_w_,ga_wa_w]

anlRel 902 o 9F om) op of o ony
3 2 2
B0 I W IO, p VIO eV 0@
o7 077 917 9 o1 95 77 9108
2 2
—Rea—Ea—l//a—w—ReE oy a—w—ReEa—l//a @

on o& on o7& o7 9§ on’
0A 0w ’w 0dBJ’w JIC dw

0oL omE onan’ A

’w JdDJw _J'w
; (2.75)

n’ye gore 4.tarevini bulmak icin;

3
i Ba @ =
anl oy’
4 2 2 2
J “_ ea Ea—l//a—w+2Rea—Ea l//a—w+2Rea—Ea—l// 0w
on* on* on o& on an* 9& on dn ondg

3 2 2 3
VIO yRe IV 9O 4 Rep ¥ 9@
o’ & o’ & on o0&

2 2 2
0°E oy dw R oE awa_w_zR OE dy o°w

+ReE

c 2 c c 2
7 9§ an dn dndg an on d& an

3 2 2 3
ReEOY 9P yRep IV 9@ g p¥ 0@
d7°0& o anog dn o o
AW _0A dw d'w

P aE TopapE ool
’Bo*w _ 0B Pw 9°C dw 28C o’w

o on oy o & om oo

o ¥Diw ,nde de
omoé o’ op  dn oyt o

(2.76)
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Tekrar (2.64) nolu denklemde yerine konulan bu ifadeler Az, Bs, Cs, D3, ve G

katsayilari igerisine yerlestirilir ve c¢evrinti fonksiyonu

4.dereceden en genel ifadesine ulagllir;

2 2
i{Aga—a)+B a_a)+c38_a)+D aa)J G=0

o8 o & op
A C? fz AE AE
& 2 A6 Cet 2% 12704

2 A2 2 2 2 B
_£7§+A7] ”+AT7 BAW_AU JA’]
6 A 12 12 B 6 B

[ +%ERCAU ]‘//5
[ _AéﬂReE ]'//577
A
[ Ali ReZ B: ly,
[ AIZZ Rezi% AIZ iR B +AZ ReE, LA EDR |72
[ +Ag2 ReE |y,
C—cs AEC§§ A& Ce. AZ A A7 ATD. ATB

-n
12 12 A 6 ‘A 12" 12B" 6 B "

2
[ —ERe+£R *ZEy, - A E =ReC;
12 A7 124

2 2 2 A
A el A R, + 2 Rep, % AT pa By

12 A°¢ 12 6 e A g Re bV
Ap* o D, Ay’ A’ B,
— Re—E—- ReE - Re—F
12 B 12 ”” 6 B ]W”
2 2 2 2 2
[ +2¢ RzE—W,, A ReCE LA Epen, -2 Rep, - AT o EC
12 2 A 6 A 6 12

formalinin

(2.77)

(2.78)

(2.79)

]an
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1 e
=T ReLE
[ D B ]‘//55
A’ B An E® A’ An*
[ + SR E-—"-Re’ -y, —— —ReE, - ReZD ]y/,m
A& A’ EA
—22 ReE-=L Re== 2.80
[ D D B ]‘//7755 ( )
2 2 2 B
D,=p+2¢ p, 42 Df—ﬁ—fD MDp, _An B,
12 12 A 6 12 2B " 6 B
[ +ERe+ "R2 Ey, +2 reEp,
12 12 B
2 B 2
M peg, AT rePrp A ge gy,
2 B 12 6 B 12 A

Cc

2 2 2 2 A
+A5 Re C +A1§2 ReE§§+Ali ReZEg—AZE Reng |7

Ap*  , E? Afz JED An? An? Ap* D
+——Re"— Re B +——ReE +——Re—E
[ 2 BTN T 6 1T g b
AEE
+——Re— B
[ o Re~ |7
AE? AE L E? Az,” A EC
Re A ———Re"— ReE. + Re
[ - 12 A° 12 RLAr: et b
AR’ A& | EB
+=1 ReE+—2-Re— 2.81
[ 12 12 A Wi ( )
2
- _£Ew§+A77 £ o, 1o,
12 A 12 B
AE | E? AE® ED
+—2-Re— +
[ 12 A Ve Y
AE* 1 CD A& CE A§2 A& A§2 AE 1 A
e T Mt = E E — D
I2Re A 12 A 6 % 6 VT Ve 6 Re A
2 2 2 2 2
A7 E”%_Acf L p, A0 DE, A7 EC, - Ap 1 DC
6 6 Re 12 B 12 B 12 Re B
AR’ A77 A77 E A772 1C An® 1
+ 6 Eme 12 Reil/léwn Tll//ﬂ 6 ?eEBﬂ 6 Re C ]775
AE? A21 A21A Ap> 1 DA Ap> EA ~ Ap’ 1
[ - 3 Ey, - o Lp AT LA, -SSP S 2y, ﬂ RV 1,

12

12 Re 6 ReB" 12ReB 12 B
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2 2 2 2 A 2 2
[ AS 1 CB ASEB A1, A8 LA A A

= Clo
I2ReA 12 A" 6 Re® 6 ReA 12 Y1710 Re J,

e By : Wi/ Y
[ 12 Re 12 Re N

2.2.5. Ag Yapisi Olusturma

Problemin ¢6zimu i¢in 6nce bir ag yapisi olusturulmasi gerekir ve
problem sonuc¢landiginda bu ag yapisi Gzerindeki noktalar bize akim
fonksiyonu ve gevrinti degerlerinin ¢éztmlerini verir. Bu ¢calismada akim
fonksiyonu ve gevrinti degerlerinin hesaplanacagi noktalar secilen su

fonksiyon Uzerinde aranacaktir [8];

Seat A-a)n{B+[yCa+D]/ h—2a}{f-[y2a+1)/h]+2a})
n[(B+1)/(8-1)]

£’nin boyutsuz sinir tabakasi kalinhgi ile iliskilendirilmesi su sekildedir;

(2.83)

5 -1/2 5
=1-= 0<—<l1 2.84
p-(1-2) ; (2.84
Bu formdaller kullanildiginda sinirlardaki veya merkezdeki ag yapisinda
genigsleme ve daralmalar saglanabilmektedir. C6zUmin 6nem tasidigi
bdlgelerde ag yapisinin siklastiriimasi hesaplamali akigkanlar dinamiginde

sikga bagvurulan bir yoldur.

Transformasyon fonksiyonuna ve ona ait ters transformasyon fonksiyonuna
ait, bir, iki, 0¢ ve dérdinci tirevler asagidaki formullerle hesaplanmistir;

dy 280-a)a+1)

o WB -[ya+1/h-2af fin[(B+1)/(8-1)] (&89

9’y _ 460-)QRa+1)[yQa+1)/h-2a]
w2 -[yea+nn—20] F m[(p+1)/(5-1)

(2.86)



23

9’y _ 4B80-a)Ra+1)°
N i -[yea+/n—2a]  ml(p+1)/(8-1)]

1681-a)2a+1)’[yQa+1)/h—2af
{3 ~[yea+1/h-2a] f m[(B+1)/(5-1)]

(2.87)

o'y _ 48B(1-e)Qa+1)'[yQa+1)/h-2a]
v g [ya+/h-20F F ml(B+1)/(5-1)]

N 968(1-a)2a+1)*[y2a+1)/h—2af
w3 ~[ya+ 1 /h—2a] | m[(B+1)1(8-1)]

(2.88)

ters transformasyon fonksiyonu ve tlrevleri agagidaki gibidir;

_, Br2o)|(B+1)/(B-1)]v-e = ,6’+2a
(2a+1){1+[(/)’+1) (-1 a’}

)

& _j, 28ml(B+)/B-DI(B+1)/(B-1) ”’l (2.90)

Vo a)(2a+1){1+[,8+1 (B-1)]0e

(2.89)

\./

9’y _, 2plnl(B+ /(B [(B+1)/(8-1)] e
(1-a) (2a+1){1+[,8+1 (8-1)] )}

ayz

_ 28ml(B+10)/(B-DIF[(B+1)/(B- i
(1—06)2(2a+1){1+[(,8+1)/(ﬁ 1)](17(1)

(2.91)

@
g
— I
L \/

=

(5-a

o'y _, 2pnl(B+10)/(B-1)['[(B8+1)/(B-1
dy’

OOV

=
)

(1-a) (2a+1){1+[(,6’+1) /(8- a)}
_18Bm{(B+1)/(B-II[(B+1)/(B-1)

3(y-2)
1-a)
8

(
y-a)

(1-a) (2a+1) {1+[(,B+1 1(B-1)]0-a)



4(5-a)

_,,328l(B+1)/(B- DI [(B+1)/(B-1)] -
(1-a) (2a+1{1+[,8+1 (B=1)]1a f}

_,188nl(B+1/(B- 1 [(B+1)1B- D] -

(-

(1-a) a+ 1){1 +[(B+1)/(B-1)](-a) }8

o, 2Bnl(B+)/(B-IP[(B+1)/(B- 1)] =
(1—a) (2a+1){1+[(,8+1) -1l 3}

o'y _, 2Bl (BB + (8-

- )16

%' (1-a) (2a+1){1+[(,8+1) /(8- 1)]5)}

3(3-a

110,6’[1n[(,6’+1 1B-DI'[(B+1)/(B-1)] “l
2a+1{1+[,6’+1 —1)] ;}

4(y-a

_,,6408ln[(5+)/(B-V'[(B+1)/(8- i
(1-a) (2a+1){1+[(ﬁ+1) 18- 1)]1 ;}

(5-
(1~

_ 178280n((8+ /(8- [(B+1) (/s 1]1‘5
(1-a) (2a+1{1+[,8+1 (B- 1 }

6(y

_,28168(m[(B+ /(B[ [(B+1)/(B-1)] e
(1—a)4(2a+1){1+[(ﬁ+1)/(,8 1)]‘Tf}

16

24

(2.92)
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1(5-a

zsloﬂ[ln[(/m (B [(B+1)/(B8-1)] (;
a+1R1+[(B+1)/(B-1) ia}

4 21088+ DB -8+ /(B 1)
(1—a)4(2a+1){1+[(,6+1) = }

2816ﬁ[1n[(ﬁ+1 1B-DIlB+)IB-1)] Ter iaﬁ
"a+101+[(B+1)/(B-1) ia))}

1(y-a

1782/3[1n[(/3+1 1(B-DI'(B+1)/(B- )]<6
2a+1%+ﬂﬂ+l (B- HIJ}

 » 408lnl(8+ DB [(B+ )81 et

0—af@a+ﬂ%+ﬂﬂ+ﬂ(ﬁ nLa

16

4 10BIn(B+ )81 [(B+1)/(8 )i
(1= Caref+[(g+ 18-

15(y-a)

_ 5, 2Anl(B+1)/(B-1I'[(B+1)/(B-1)] « el
(1-a) (2a+1){1+[(,8+1) (=10 )}

(2.93)
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2.2.6. Katsay! Turevlerinin Analitik Cozumu

Akim fonksiyonu ve ¢evrinti denklemlerinde bulunan katsayilarin
ifadeleri (2.53), (2.54), (2.55), (2.56) ve (2.57) numarali formullerle
verilmigti.

A, B, G, D ve E katsayilarina ait A, , Ay, B,, B,, C., Cy, D, D,,, E;,
E., E,, E, tUrevlerinin analitik gézimleri ise su sekilde yapilmistir;
a 2
A:(_é:j (2.94)
ox
2
dA dx d (d
_:_x_(_éj (2.95)
d&  d& dx\ dx
dA . d’
—=2—§ (2.96)
dé  dx
2 2 2
dA_d|,de| _did,de 2.97)
d&*  d&| dx d& dx| dx
d°A & 4 2.98
4"~ dg " ax (298
a 2
B=(—’7j (2.99)
dy
2
dB _dy d[dn (2.100)
dn dndy\ dy '
2
4B _,dn (2.101)
dn  dy
’B 2 dy d|,d’
d°B_d|,)d| 21,47 (2.102)
dn* dn| dy dndy| dy



B _dy ,d’n
dn® dn dy’

(¢
5

dC_dx d(d’¢
dé  dE dx\ dx’

€ _ads 1
dé  d& dx® 24

d’C _i[d_cj _d[dcd’§
dé*  dE\ dé ) dé\ dE dx’

_d’xd’¢ dx d Ld_ﬂ

d  dé dé\ dy

T dE A dEdE

dé dE dx| dx’

= +
dé* dx’  d& dE dx

d°C _d’x d*& {@JZ d'&
dé*  dEr ax®  \dé )\ dx?

d’x d*¢  dx dx d [d%fj

27

(2.103)

(2.104)

(2.105)

(2.106)

(2.107)

(2.108)

(2.109)

(2.110)

(2.111)

(2.112)

(2.113)



d’D _d (dD) _d(dydn
dn* dn\dn) dn\dn dy’

_dzyd377 dy d d’n
dn® dy’ dﬂdﬂ dy’

_d’yd'n dydy d(dn
dn® dy’ dndndy\ dy’

d’D _d’yd’ /i d 77
dn®  dn® dy’ d77
g[9¢97

ox dy
JE _ da&adn
o& 8§ ox dy

dx d(dEdn
dé" dx\ dx dy

dx) di® dy dx ) dx dxdy
JE _ ( éj d’¢ dn
of \dx) dx* dy

2e 2 (%) s

e (ag)' sean

2 8 52

28

(2.114)

(2.115)

(2.116)

(2.117)

(2.118)

(2.119)

(2.120)

(2.121)

(2.122)

(2.123)

(2.124)
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() i 6) Lo an, () (s g an

dx dx ) dx* dx* dy \dx dx ) dx’ dy
-1 -1 42 2
{d_fj (d_fj ¢ dn (2.125)
dx dx ) dx° dxdy
B -3 2 2 2 53
a_ff:_(d_fj 4% ﬁJr(d_fj d’gdn (2.126)
o& dx dx* ) dy \dx) dx’ dy
ok _ o (3E0n
on 877(8}6 ayj (@127)
_dy d[dgdn (2.128)
dn dy\ dx dy '
_(dn) &nd§ (dn) dnd’¢ 2.129)
dy ) dy* dx \dy) dy dydx '
OE (dn\ dndé
aﬂ_(dyj - (2.130)
PE 0 ((dn) d’ndé
= an{(dyj o (2.131)
-1
_dy d|fdn)| dndg
dn dy[( dyJ dy* dx e

:[ﬂj_l(_l{ﬂrd_zﬂd_z’?d_f{ﬂﬂﬂj_ld_3f7d_€’

dy ) dy* dy* dx \dy dy ) dy’ dx

dn\ (dn\ " d*np d*&
N ARE AR (2.133)
dy dy | dy” dydx
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PE  (dn\'(an\ d& (dn\’ d*pdé
SR LN (2.134)
on dy dy ) dx \dy) dy dx

d’é d’¢ d*é Ve d’n d’n d'n
ox® " ox® " ox? oy> ay® oy’

Katsay! hesaplamalarinda kullanilacak

tlrevleri ise asagidaki gibi formule edilmigtir;

d’¢_d(dg)_d(dx)’
e dx(de_dx(de (2.135)
_déd (de)_(de)" (dx)dx
dx df(dfj _[dfj ( I)Lfegj dé’ (&:1%0)
¢ =—(ﬂy 4 2.137
o~ \dg) ag (2.137)
dE_d(d
ax3 _dX(dxzj (2138)
_d_fi(_(ﬂj3 d 2XJ (2.139)
dx dé| \d&) d& '
() Oy e (@) i) (o) o) dx
{8 el [ T (2 2) v
¢ de)(dx)_(dr)(dx
) ) %) (2 @140
d'¢_d(d¢
oxt dx(dfj (2.142)

) e
ax dé| \ag) \ae?) \ag) \a& '



_ [( ds j (s)(—s{j—fj[jg j{jgj +(§—5J (3{5_3 (2{35 J( Zlén

{5 e (BB ) )

(e@EHD (E) e
J

N d’x ’ dx ° d’x \ d*x dx - d*x
(d&] “10{7:} (d&](d&j_(d_:} (da‘J (&140)

od’n d’n d* .
Ayni sekilde " , 3y ) " formalleri ise;

4 dy )" d2y

ay? :—(d—nj i (2.147)
3 5 2 —4 3

an _ydy | [dy) fdy)dy (2.148)
ady dn) \dn dn) \dn

seklinde olur.
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3. MODEL PROBLEM VE SONUCLARIN
KARSILASTIRILMASI

3.1. Kavite Akisl

Formile dayali yapilan bir calismanin sonuglarini test etmenin en kolay
ybntemlerinden birisi elde edilen formdlleri oldukga iyi bir sekilde
hesaplanabilen bir model problem Uzerine uygulamaktir. Hesaplamali
akigkanlar dinamiginde bu tdr sonuglari iyi hesaplanabilmis model
problemlerden birisi de kare bir kesitte iki boyutlu sikistirilamaz kavite

akisidir.
3.1.1. Sinir Sartlan

Bu problemde Ustten hareketli bir bant kaydigr dusinuldr ve icerdeki
akigskanin da bu harekete bagl olarak kesit icerisindeki hareketi incelenir.
Sekil 3.1 de tipik kavite akisi giziminde gdsterildigi gibi Ustteki bant hareket
eder yan duvarlar ve alttaki sinir ise sabittir [9]. Sabit duvarlarda sinir sartlari

u=—=0 ve v=—a—w=0; kayan banttaki sinir sarti ise u=1 ve v=0 ‘dir. Sinir

dy ox

sartlarina ait denklemler ¢ikartilirken u=2;}/}/=V alinmistir ki burada V sabit

duvarlar icin 0 ve hareketli Ust taraf icin 1 sayisal degderine sahiptir.
Kbselerdeki tekil noktalara ise kullanilan sonlu fark metodunda
hesaplanmasina ihtiyac duyulmadigi icin i¢ bdlgelerdeki sonuclara etki

etmemektedir.

Sol, sag, alt ve Ust kenarlara ait sinir sartlari asagidaki gibi

olusturulmustur;
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TL1
2|
Birincil vorteks
g
“ 1
] o
g <
i .
’ o
BL3™ \’ . ' N
u=0 v=0
Sekil 3.1 Kare kesitte sikistirlamaz kavite akisi
Sol kenar igin sinir sarti;
AYe+BY,, +CY+DY, =-0 (3.1)
a!// AE? %y AE Py A& 34,/, 5
+A + + ”
2 92 4 4
v, %+2A§ay/ 4A¢° 9 v/+8A§ 81//+16A§ o'y AL 3
o 2 98 6 off 24 o

? 393 4 4
Iy, 9AG al//+27A§ ay/+81A§ oy, AES

Vs v/o+3A§ag 2 & 6 9 24 9& (3.4)
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3.2 ve 3.3 denklemlerini toplanmasi sonucu A&E*’IU terimlerin birbirini
gbtirmesi saglanmig ve su sonug elde edilmigtir;

AE? 97 AE? 9°
160, —y, =15, +14AE a?+12 ;g a!:+8 g ag’mfs (3.5)

Elde edilen 3.5 nolu denklem ve 3.2 nolu denklem kullanilarak;

2 2
81y, —y, =80p, +78AE %"5’ +36 Ag 35 +OAE gé” FAE (3.6)

denklemi elde edilir. 3.5 nolu denklem ve 3.6 nolu denklem kullanilarak
A&E?’1U terimlerin birbirini gétirmesi saglanmis ve su sonug elde edilmigtir;

27 vy 9
271//1 __V/z Ty, = l//o W Aé:z 2 + Aéﬁ (3.7)

A
20008 T o

oy
bu denklemde —_~ yalniz birakilacak olursa;

95
85 0’
54V/1 _75//2 +21//3 -——Y _9A§2 l/2/
w_ 2 2 % Lag (3.8)
oE 33AE '

3.1 nolu denklemde sol kenar igin sonucu sifir olan terimler gikartildiginda
elde edilecek sonug;

iy o Coy

9T A A (3.9)
seklinde yazilabilir. Sinirlardaki hiza bagh sartlar ise;
0 o&a 0
Loy _ %9y v, (3.10)

ox  ox 9f  9&

oy _onoy _ oy _,

u=V=
dy dydn In on

(3.11)

ve 3.9 ve 3.11 nolu denklemler 3.7 nolu denklemde yerine konuldugunda;

27 85 0
(_ 541//1 + 7 v, - 2W3 +?V/o + 33A§V ayjAo
oy

=
9AL? an

(3.12)
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elde edilir. Burada V =0 ve y, =0 sartida denkleme uygulandiginda sol
kenar icin sinir sarti son halini alir;

27
(_ Sdy, + 7 W, =2y, jAo

w= oAF (3.13)

Sag kenar igin sinir sarti;

AY.+By, +CyY.+Dy, =-0 (3.14)

81// AE? 'y AL a3y/+Acf4 d'w

ET 2 28 6 o | 24 oF tae (3:19)

l//i max—1 l//z max _Af

81// 4087 0’y BAS® O’y 16AS* 84y/ s
) =y. —2A .
l//tmax—Z l//tmax 585 2 ag 6 ag + 24 ag f (316)
2 4
Vs =V ALY A0 ZING Oy BIACTOY | s (g4,

9 2 dET 6 9F 24 3

3.15 ve 3.16 denklemlerini toplanmasi sonucu A&*’I0 terimlerin birbirini
g6tirmesi saglanmig ve su sonug elde edilmigtir;

a A 2 2 A 3 3
16‘//imax—l_l//imax—2=15‘//imax_14A§ ? 12 g (35 _8 65 (35 +A§5 318)

Elde edilen 3.18 nolu denklem ve 3.15 nolu denklem kullanilarak;

174 'y
Sty —y. =80y, ~78AE2Y 136A82 OV _opg
Wz max—1 Wz max—3 l//z max 5 a f 5 a 52 5 a f

denklemi elde edilir. 3.18 nolu denklem ve 3.19 nolu denklem kullanilarak
A&?’1U terimlerin birbirini gétirmesi saglanmis ve su sonug elde edilmigtir;

(3.19)

27 85 d 9
271//imax—l _?Wimax—Z +l//imax—3 = 4 zmax _? 5 al/fl A§2 afz +A§5 3 20
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3.14 nolu denklemde sag kenar icin sonucu sifir olan terimler ¢ikartildiginda
elde edilecek sonug;

Ay  w Coy
8§2= A AdE (3.21)
seklinde yazilabilir. Sinirlardaki hiza bagh sartlar ise;
oGy _ oy
ik S B s dpy
ox  ox9E 9 (3:22)
uey ¥ _9moy _ dy _, oy (3.23)

dy dy Ian 8n on

ve 3.21 ve 3.23 nolu denklemler 3.20 nolu denklemde yerine konuldugunda;

54l/l max— 1 g Wimax—Z - 2Wimax—3 +- - 85 zmax 33A§V zmax
2 dy
w= 2 - Cl maxV
IAE o7
(3.24)

elde edilir. Burada V=0 ve v, , =0 sartida denkleme uygulandiginda
sag kenar icin sinir sartl son halini alir;

27
(_ 54Wimax—l + 7 Wimax—z - 2Wimax—3 inmax

0= G (3.25)

Alt kenar igin sinir sart;

AY.+By, +CY.+Dy, =-0 (3.26)

ay/ An’ 821//+A77 ay/ An* o'y VoA
87] 2 o> 6 an® 24 Jnt

v =y, tAn— (3-27)
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oy 4An® o’ : ‘ot
L I W+8A77 81//+16A77 ay/ +AR’ (3.28)

+2A
Vo=V 77877 2 Iy’ 6 on’ 24 on*

oy 9An® *y  27An’ O’y  81Ap* 9*

v, =y, +3ap L+ 28 2V, /A L WOV g (3.29)
877 2 o’ 6 Jdn 24 on*
3.27 ve 3.28 nolu denklemlerin toplanmasi sonucu Azn*’li terimlerin birbirini
g6tirmesi saglanmig ve su sonug elde edilmigtir;

0 AE* 07 A& 9’
160, —y, =15, +14AE "5’ +12 g agy/ +8 g agy/ +AE (3.30)

Elde edilen 3.30 nolu denklem ve 3.29 nolu denklem kullanilarak Az7*’ll
terimlerin birbirini g6étirmesi saglanmis ve su sonug elde edilmigtir;

27 85 33, oy 9, ,ow S
2Ty, -y, +y, = +=AD =T +A :
¥ 1 Y, Ty, = ‘//o An—— on 2 n o’ n (3.31)

0
bu denklemde % yalniz birakilacak olursa;

27 85
a_y/_ 54V/1 _75//2 +21//3 _?V/o _9A77

on 33An

, 0%y
on’

+An? (3.32)

3.26 nolu denklemde alt kenar i¢cin sonucu sifir olan terimler ¢ikartildiginda
elde edilecek sonug;

8772 =_E_§% . (3.33)
seklinde yazilabilir. Sinirlardaki hiza bagh sartlar ise;
oy _ 050y _ oy
=t 27 =0
x  ox9E 9 (3:34)
0 on o 0 0
u=v =Y NV _ OV _y (3.35)

dy dyag dn  an

ve 3.35 ve 3.33 nolu denklemler 3.32 nolu denklemde yerine konuldugunda;
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27 85 J
(_ S4y, +7V/2 -2y, +?V/0 + 33A§V aijo

0= : ) _py &
9A7 on

(3.36)

elde edilir. Burada V =0 ve ¥, =0 sartida denkleme uygulandiinda alt
kenar icin sinir sarti son halini alir;

27
[_ 54V/1 + 7 v, - 21//3 jBo

w= oA (3.37)

Ust kenar igin sinir sart;

AY;+By, +Cy +Dy, =-0 (3.38)

Wy Ay _Ap oy An oy

A :
877 2 9 6 o’ 24 oan' AN (3:39)

l//jmax—l =l//jmax - 77

ay/ 4An° O’y 8AR’ 831//+16A774 o'y

+AR (3.
877 2 9p° 6 9p’ 24 ont 7 (340)

l//jmax 2 = y//max _2A77

81// 9AR® v 271An’ ay/+81A77 o'y
877 2 on’ 6 on° 24 on'

l//jmax 3 y/]max _3A77 +A775 (341)

3.39 ve 3.40 nolu denklemler kullanilarak Azn*’li terimlerin birbirini
g6tirmesi saglanmig ve su sonug elde edilmigtir;

2 3 3
_1aap QY 41 AT 0 V_gA OV |y
on 2 dn 6 dIn

161//1 max—1 v/j max—2 ISW] max + A?]

(3.42)

Elde edilen 3.42 nolu denklem ve 3.39 nolu denklem kullanilarak;

oy 'y 0y
81W_jmax—l _l//jmax—3 = 801/ljmax _78A77%+36A772 W_gAn 8773 +A77 (343)
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denklemi elde edilir. 3.42 nolu denklem ve 3.43 nolu denklem kullanilarak
An?’lu terimlerin birbirini gétirmesi saglanmis ve su sonug elde edilmigtir;

85 33, 0w 9, ,0w
LAENLLY Vi S
4 l//jmax ) 77877 2 77 8772

27
271//jmax—1 - T l//jmax—2 + l//jmax—S = + A?]S

(3.44)

3.38 nolu denklemde Ust kenar icin sonucu sifir olan terimler ¢ikartildiginda
elde edilecek sonug;

= - — .4
o> B Bapy (3.43)
seklinde yazilabilir. Sinirlardaki hiza bagh sartlar ise;
oy __dgdy _ oy
:——:———:}—:O 4
o axaE o (3.46)
uoy Y 0NV Y\, 9 (3.47)

dy dydn oy o7y

ve 3.45 ve 3.47 nolu denklemler 3.44 nolu denklemde yerine konuldugunda;

27 85 )
_54'//]’1113)(—1 +7l/jjmax—2 _2l/,jmax—3 +7ijax —33A77Vl Bjmax
2 2 on dy
0= _D'maxvi
9A772 J 877
(3.48)

elde edilir. Burada ¥, =0 sarti da denkleme uygulandiginda Ust kenar
icin sinir sarti son halini alir;

27 0
E_ 54yjj max—1 + 7 y/jmax—Z - 2yjj max—3 33A77V ijj max
dy

I -D, V—

= max
9A772 J 877

(3.49)
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3.1.2. Model Problem Sonuclari

Secilen fonksiyon Uzerinde olusturulan 129x129’luk ag yapisinda, akim
fonksiyonu ve cevrinti degerleri ¢bézilmis degisik Beta degerleri icin
bulunan maksimum akim fonksiyonu ve cevrinti degerleri Cizelge 3.1’de

verilmigtir.

Hata takip parametlerinden RESHT; birbirini takip eden iki iterasyonun
mutlak maksimum farki olarak tanimlanmis [1] ve akim fonksiyonu ve

cevrinti deg@erleri igin ayri ayri takip edilmistir.

n

RES1, =mak( | v.;"" -v,)" | ) (3.50)

i,j

RES1, =mak( | @ " - ®, "

iJ

) (3.51)

Diger bir hata takip parametresi olarak kullanilan RES2; birbirini takip
eden iki iterasyonun mutlak maksimum ytzde degisimi olarak tanimlanmig

ve yine akim fonksiyonu ve gevrinti degerleri icin ayri ayri takip edilmigtir.

n+l n
RES2,, = mak( Vi, n‘”"’f ) (3.52)
l//i,j
a)i ln+l _a)l ln
RES?2, = mak( |———1 ) (3.53)
o, |

RES1,<10° ve RES1,<10° mertebesine kadar iterasyon stirdiriimstir.

Bu demektir ki akim fonksiyonu ve cevrinti degerleri 9.basamaga kadar

dogrudur. RESZ,/,<1O'9 RES2,<10° olmasi ise iterasyonun akim

fonksiyonu ve gevrinti degerlerinin 10°% oraninda degisimine kadar

surddrtlmesi anlamini tagimaktadir.



Gizelge 3.1 Maksimum Akim fonksiyonu ve gevrinti degerleri

Maksimum Akim

Beta Degeri Fonksiyonu Degeri Cevrinti Degeri
1,020 0,11871793 2,06771555
1,025 0,11876700 2,06777719
1,050 0,11882973 2,06794297
1,075 0,11884880 2,06750954
1,100 0,11886196 2,06758898
1,150 0,11885579 2,06763632
1,200 0,11888295 2,06769461
1,250 0,11888840 2,06773281
1,300 0,11888476 2,06775735
1,350 0,11887921 2,06740587
1,400 0,11888438 2,06742317
1,450 0,11888594 2,06743475
1,500 0,11888534 2,06744205
1,550 0,11888342 2,06744619
1,600 0,11888071 2,06744797
1,650 0,11887753 2,06744798
1,700 0,11887412 2,06744669
1,750 0,11887060 2,06744446
2,000 0,11886839 2,06744153

oo 0,1188507 2,06724802
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Sekil 3.4 a=0.5 ve B =0 igin gevrinti fonksiyonu cizgileri

42



Sekil 3.5 a@=0.5 ve [ =0 igin ag yapisi

Sekil 3.6 @=0.5 ve f=1.1 icin akim fonksiyonu gizgileri
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Sekil 3.7 a=0.5 ve f=1.1 icin gevrinti fonksiyonu cizgileri

Sekil 3.8 @ =0.5 ve f=1.1 igin ag yapisi

44
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Sekil 3.10 a@=0.5 ve B=1.02 igin gevrinti fonksiyonu cizgileri
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Sekil 3.11 a=0.5 ve f=1.02 igin ag yapisI

Problemin ¢6zimU Fortran programlama dilinde yazilan program ile
gerceklestiriimis ve program igerisindeki katsayi formullerinin yazimi Ek-1’de

verilmistir.

3.2. Sonuclarin Karsilastiriimasi
3.2.1. Model Problem Mevcut C6ziimi

iki boyutta sikistirlamaz akis icin diizenlenmis Navier-Stokes
denklemleri sonuglari oldukca iyi bilinen kavite akigi problemine uygulanir.
Bu calismada da sonuclari bilenen model problem olarak iki boyutta
sikigtirilamaz kavite akisi secilmis ve karsilastirmaya konu olan problemin
Reynolds=1000 icin akim fonksiyonu ve c¢evrinti cizgilerini gdsteren
c6zimleri Sekil 3.12'de verilmistir.
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Sekil 3.12 Re=1000 i¢in kavite akigl akim fonksiyonu ve gevrinti gizgileri

Model problem dérdinct derece ¢béztmleri ve yeni formuller
kullanilarak elde edilen akim fonksiyonu ve cevrinti degerlerinin
karsilastiriimasi amaciyla Reynolds=1000 i¢in Erturk & Gokcol [10]
makalesinden alinmig 601x601 ag yapisinda 4.derece akim fonsiyonu ve
cevrinti degerleri kullanilmistir. Ayrica yayinlanmis ve kabul gérmus
referans maksimum akim fonksiyonu ve g¢evrinti degerlerini iceren tablo [10]

Cizelge 3.3'de g0sterilmigtir

Gizelge 3.2 Re=1000 icin referans ¢dzim degerleri gizelgesi

Erturk & Gokcol [10] Erturk & Gokcol [10]
makalesinden 601x601 ag makalesinden 601x601 ag
yapisinda 4.derece akim yapisinda 4.derece cgevrinti
fonksiyonu degeri degeri

0,118938 2,06776
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Cizelge 3.3 Yayinlanmis diger mevcut referans ¢6zim degerleri gizelgesi

Referans Ag nokta sayisi Derece /. 0]
Mevcut 401x401 Ah? 0.118585 2.062761
Mevcut 513x513 Ah? 0.118722 2.064765
Mevcut 601x601 Ah® 0.118781 2.065530
Mevcut Ekstrapolasyon Ah°® 0.118942 2.067213
Barragy & Carey 257x257 p=8 0.118930
Botella & Peyret N=128 N=128 0.1189366 2.067750
Botella & Peyret N=160 N=160 0.1189366 2.067753
Schreilber & Keller 100x100 Ah? 0.11315 1.9863
Schreilber & Keller Ekstrapolasyon Ah° 0.11894 2.0677
Wright & Gaskell 1024x1024 Ah? 0.118821 2.06337
Nishida & Satofuka  129x129 Ah® 0.118904 2.068546
Benjamin & Denny ~ 101x101 Ah? 0.1175 2.044
Benjamin & Denny Ekstrapolasyon yUksek derece 0.1193 2.078
Goyon 129x129 Ah? 01157 -
Vanka 321x321 AR’ 01173 -
Gupta 41x41 Ah* 0.111492 2.02763
Hou 256x256 AR’ 0.1178 2.0760
Liao & Zhu 129x129 AR’ 0.1160 2.0234
Grigoriev & Dargush - - 0.11926 -
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3.2.2. Mevcut Coéziim Degerleri ile Kargilagtirma

Gizelge 3.1 ile verilen maksimum akim fonksiyonu ve cevrinti
degerleri bu calisma sonucunda elde edilmis degerlerdir. Beta=- degeri
dizgun dagiimis bir ag yapisinda ki ¢ézUmleri vermistir. Beta degerlerine
karsi akim fonksiyonu ve gevrinti grafigi ¢izilmis ve kargilastirma bakimindan
bu grafik Uzerinde Cizelge 3.2 ile verilmis olan Erturk & Gokcol [10]
makalesinden alinmis 601x601 ag yapisinda 4.derece akim fonsiyonu ve
cevrinti degerleri ile c¢izelge 3.1 de verilen problemin Beta= i¢in elde

edilmis ¢6zimu de yer almigtir.

0,11895
0,11890 -
5
@
o)
S 0,11885 -
3
c
o
=
£
§ 0,11880 -
E
B
<
0,11875 -
0,11870 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
1,000 1,200 1,400 1,600 1,800 2,000
Beta degerleri
—&— Farkli Beta degerleri icin elde edilmis akim fonksiyonu degerleri
== Erturk & Gokcol [10] makalesinden alinmis 601x601 ag yapisinda 4.derece akim fonsiyonu
degerleri
Beta sonsuza giderken elde edilmis akim fonksiyonu degeri

Sekil 3.13 Akim Fonksiyonunun Beta se¢imine bagl degisimi



50

2,06800

2,06790 ﬁ

2,06780
2,06770

2,06760 / \
2,06750 V \

2 06740 \W—O—O——Q\

o |

Cevrinti degerleri

~

2,06730 -

2,06720 ‘ ‘ ‘ : :
1,000 1,200 1,400 1,600 1,800 2,000

Beta degerleri

—&— Farkli Beta degerleri icin elde edilmis cevrinti degerleri
= Erturk & Gokcol [10] makalesinden alinmis 601x601 ag yapisinda 4.derece cevrinti degeri
Beta sonsuza giderken elde edilen ¢evrinti degeri

Sekil 3.14 Cevrinti degerlerinin Beta se¢imine bagli degisimi
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4.SONUCLAR

Bu tez ile iki boyutlu Navier Stokes denklemlerinin sikistirilamaz daimi
akis icin 4. dereceden siki formullasyonu gerceklestirildi ve elde edilen yeni
formilasyon kavite akigi problemi ¢ézimuinde kullanilarak problemin mevcut
¢bzumleri ile kargilagtirmasi yapildi. Elde edilen akim ve ¢evrinti fonksiyonu
degerlerinin referans degerlerle karsilagtirmasi gdsteriyor ki yeni formalasyon

amacina ulagmistir.

4 .dereceden Navier Stokes denklemlerinin yeni formunun secilen ag
yapisinda dogru sonugclar verip vermeyecegdi sorusunun cevabi Robets'’in [8]
daralma ve genisleme icin verdigi fonksiyonlarda arandi. Formilasyonun
kavite akisi problemine uygulanmasi icin fiziksel domainden hesaplama
domainine gecis icin segilen transformasyon fonksiyonu ve ters
transformasyon fonksiyonu ile varilan sonuglar; akim fonksiyonu ve ¢evrinti
degerlerinin hata degerlendirmelerine gore formulasyonun uygulanabilirligini

ortaya koymustur.

Degisik beta sayilarina karsilik gelen akim fonksiyonu degerleri icin bir
degerlendirme yapilacak olursa goérilmastir ki beta degerleri kiguldikce
yani sinirlara yakin kisimlara dogru ag yapisi siklastirildikga elde edilen
sonugclar arasindaki farkliliklarda giderek ortadan kalkmigtir. Bu ag yapisi,
¢6zimun O6nem kazandidi sinir tabakasinda akim fonksiyonu ve cevrinti

degerlerinin daha detayli incelenebilmesine imkan vermektedir.

Gerek akim fonksiyonu gerekse cevrinti degerlerinin karsilastinldigi iki
grafikte de goéruldagu gibi siklastirilan ag yapisi ile elde edilen degerler
problemin yeni formilasyonla dizgin ag yapisindaki ¢ézimia ile yine
dizglin ag yapisi icin  Erturk & Gokcol [10] makalesinden alinmis 4.derece

¢6zUmleri arasinda degistigi gorilmektedir.
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Bu tez ile sikistirllamaz iki boyutlu daimi Navier-Stokes denklemlerinin
genel egrisel koordinatlarda dérdinct dereceden formilasyonunda elde
edilen katsayilarin tdrevlerinin analitik ¢ézimleri de calisma icerisinde

sunulmustur.
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EK-1

Yeni formalasyonun iterasyonla ¢6zimu igin Fortran program kodunda
yazilmig sonlu fark agilimi yapilmig katsayi formulleri;
a2(i)=a(i)

+(z**2./12.d0)*(azz(i)+c(i)**2./a(i)-az(i)*c(i)/a()
-2.d0*az(i)**2./a(i)+2.d0*cz(i))

c2(i)=c(i)+(z**2./12.d0)*(czz(i)+cz(i)*c(i)/a(i)
-2.d0*cz(i)*az(i)/a(i))

b2(j)=b(j)+(n**2./12.d0)* (bnn(j)+d(j)**2./b(j)
-bn(j)*d(j)/b(j)-2.d0*bn(j)**2./b(j)+2.d0*dn(j))

d2(j)=d(j)+(n**2./12.d0)*(dnn(j)+dn(j)*d(j)/b())
-2.d0%dn(j)"bn(j)/b(j))

+1 j)+s(|+1 J-1)
1,j)-s(i-1,j-1))/(2.d0*z*n**2.)

frhs(i,j)=
-(z**2./12.d0)*(v(i-1,j)-2.d0*v(i,j)+Vv(i+1.j))/z**2.
-(n**2./12.d0)*(v(i,j-1)-2.d0*v(i,j)+V(i,j+1))/n**2.
-(z**2./12.d0)*(c(i)/a(i))*(v(i+1,))-v(i-1,j))/(2.d0*z)
+(z**2./6.d0)*(az(i)/a(i))*(v(i+1,))-v(i-1,)))/(2.d0*z)
-(n**2./12.d0)*(d(j)/b(j)* (v(i,j+1)-v(i,j-1))/(2.d0*n)
+(n**2./6.d0)*(bn(j)/b(j))*(v(i,j+1)- (Ij 1))/(2.d0*n)
-((z**2./12.d0)*(c(i)*d(j)/a(i)-2.d0*az(i)*d(j)/a(i))
+(n**2./12.d0)* (d(j) C(I)/b(j) 2.d0* bn( )*C() b(j)))*
(s(i+1,j+1)+s(i-1,j-1)-s(i-1,j+1)-s(i+1,j-1))/(4.d0*z*n)
-((z**2./12.d0)*(c(i)*b(j)/a(i)-2.d0*az(i)*b(j)/a(i))
+(n**2./12.d0)*c(i))*

[

i-

)
(s(i+1,j+1)-2.d0*s(i
-s(i-1,j+1)+2.d0*s(i
-((z**2./12.d0)*d(j)
+(n**2./12.d0)*(d(j
(s(i+1,j+1)-2.d0*s(i,j+1)+s(i-1,j+1)
-s(i+1,j-1)+2.d0*s(i,j-1)-s(i-1,j-1))/(2.d0*z**2.*n)
-((z**2./12.d0)*b(j)+(n**2./12.d0)*a(i))*
(s(i+1,j+1)-2.d0*s(i,j+1)+s(i-1,j+1)
-2.d0*s(i+1,j)+4.d0*s(i,j)-2.d0*s(i-1,))
+s(i+1,j-1)-2.d0*s(i,j-1)+s(i-1,j-1))/(z**2.*n**2.)

a3(i,j)=(afi)
+(z**2./12.d0)*(azz(i)+2.d0*cz(i)+c(i)**2./a(i)
-c(i)*az(i)/a(i)-2.d0*az(i)**2./a(i))
+re*(z**2./12.d0)*(re*e(i,j)**2.
*((s(i,j+1)-s(i,j-1))/(2.d0*n))/a(i)+e(i,j) *az(i)/a(i)
-2.d0*ez(i,j)-2.d0*e(i,j)*c(i)/a(i))
*(s(i,j+1)-s(i,j-1))/(2.d0*n)
re*(z**2./6.d0)*e(i,j)*

)" a(1|)/b(1) 2.d0"bn(j)*a(i)/b(j)))*
ij+
i
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(s(i+1,j+1)+5(i-1,j-1)-8(i-1,j+1)-s(i+1,j-1))/(4.d0*z*n))/re

b3(i,j)=(b(j)+(n**2./12.d0)*(bnn(j)+2.d0*dn(j)+d(j)**2./b(j)
d(] bn() b(j)-2.d0*bn(j)**2./b(j))
+re*(n**2./12.d0)*(re*e(i,j)**2.
*((s(i+1,])-s(i-1,)))/(2.d0*z))/b(j)
-e(i,j)*bn(j)/b(j)+2.d0*en(i,j)

+2.d0*e(i,j)*d()/b () (s(i+1,j)-s(i-1,)))/(2.d0*2)
+re*(n**2./6.d0)*e(ij)*
(s(i+1,j+1)+5(-1,j-1)-8(i-1,j+1)-s(i+1,]-1))/(4.d0*z*n))/re

(i
)
(
|

c3(i,j)=(c(i)+(z**2./12.d0)*(czz(i)+c(i) “cz(i)/a(i)
-2.d0*cz(i)*az ()/a( ))+re*(-e(i,j)+(z**2./12.d0)*(re*e(i,j) *ez(i,))
*((s(i,j+1)-s(i,j-1))/(2.d0n))/a(i)-e(i,j) “cz(i)/a(i)-c(i) "ez(i,j)/afi)
+2.d0%*ez(i,j)*az(i)/a(i)-ezz(i,j))+(n**2./12.d0)*(-re*e(i,j) *en(i,j)*
((s(i+1,))-s(i-1,]))/(2.d0*z))/b(j)-dn(j) *e(i,j)/b(j)
-enn(i,j)-d(j)*en(i,j)/b(j)+2.d0*en(i,j)*bn(j)/b(j))
)*(s(i,j+1)-s(i,j-1))/(2.d0"n)

+re*(z**2./12.d0)*(re*e(i,j)**2.

*((s(i,j+1)-s(i,j- )zj(2 .d0*n)

)/a(i)
z(i)/a(i)
c(i)/b(j)

s(i,j-1
-c(i)*e(i,j)/a(i)+2.d0e(i,j)*a
-2.d0*ez(i,j))-(n**2./12.d0)*e(i,j)*
)*(s(i+1,j+1)+s(i-1,j-1)-s(i-1,j+1)-s(i+1,j-1))/(4.d0*z*n)
+re*(n**2./12.d0)*(bn(j)*e(i,j)/b(j)
-re*e(i,j)™2.%((s(i+1,))-s(i-1,)))/(2.d0%2))/b(j)
-2.d0*en(i,j)-2.d0*e
)" (s(i,j+1)-2.d0"s(i,j)
-((z**2./12.d0)*re*e(i,]
(n**2./12.d0)*re*e(i,j)*
*(s (|+1 J+1)-2.d0*s (I
-s(i+1,j-1)+2.d0*s(i,j-

d3(i.j)=(d(j)
+(n**2./12.d0)*(dnn(j)+d(j)*dn
)/ (i.

)
2.d0*z**2.*n))/re

—~~

W

))/o(j)

(
-2.d0*dn(j)*bn(j)/b(j))+re*(e(i,j)+(n**2./12.d0)*(
re*e(i,j)"en(i,j)*((s(i+1.j)-s(i-1,))/(2.d0*z))/b(j)
+€(1,])*dn(j)/b(j)+d(j)"en(i,j)/b(j)
-2.d0*en(i,j)*bn(j)/b(j)+enn(i,j))
+(z**2./12.d0)*(
-re*e(i,j)*ez(i,j)*((s(i,j+1)-s(i,j-1))/(2.d0*n))/a(i)
+cz(i)*e(i,j)/a(i)+ezz(i,))
+c(i)*ez(i,j)/a(i)-2.d0*ez(i,j)*az(i)/a(i))
)*(s(i+1,j)-s(i-1,j))/(2.d0*z)+re*((z**2./12.d0)*(

i1
e(i, j)*d(j)/a(l))+( n**2./12.d0)*(

re*e(i,j)**2. ((s(|+1 J)-s(i-1,)))/(2.d0*z))/b(j)
-2.d0*e(i,j)*bn(j)/b(j)+2.d0*en(i,j)

+d(j)*e(i,j)/b(j) )

Y*(s(i+1,j+1)+s(i-1,j-1)-s(i-1,j+1)-s(i+1,j-1))/(4.d0*z*n)
+re*(z**2./12.d0)*(-az(i)*e ( j)/a(l)
-re*e(i,j)* ™ 2.%((s(i,j+1)-s(i,j-1))/(2.d0*n))/a(i)
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+2.d0*ez(i,j)+2.d0*e(i,j)*c(i)/a(i)
)*(s(i+1,j)-2.d0*s(i,j)+s(i-1,j))/z**2.+(
(z**2./12.d0)*re*e(i,j)* b(j)/ (i)
+(n**2./12.d0)*re*e(i,))

)*(s(i+1,j+1)-2.d0*s(i+1,j)+ (|+ J-1)
-s(i-1,j+1)+2.d0*s(i-1,j)-s(i-1,j-1))/(2.d0*z*n**2.))/re

grhs(i.j)=
((z**2./12.d0)*(
re*e(i,j)**2.*((s(i+1,))-s(i-1,)))/(2.d0*2))
"((s(i,j+1)-s(i,j-1))/(2.d0"n))/a(i)
+€(1,j)"d())*((s(i,j+1)-s(i,j-1))/(2.d0"n))/a(i)
-c(i)*d(j)/(rea(i))

-c(i)*e(i,j)*((s(i+1,))-s(i-1.}))/(2.d0*z))/a(i)
+2.d0*e(i,j)*az(i)*((s(i+1,j)-s(i-1,j))/(2.d0*z))/a(i)
-2.d0%ez(i,j)*(s(i+1,j)-s(i-1,j))/(2.d0*z)
-2.d0*e(i,j)*(s(i+1, ) -2.d0*s(i,j)+s(i-1,j))/z**2.
+2.d0*d(j)*az(i)/(re*a(i)))

+(n**2./12.d0)*(

2.d0*en(i,j)*(s(i,j+1)-s(i,j-1
) el (1) S(,-1)
e(i,j)c(i)*((s(i+1.))-s(i-1.)))/
-d(j)*c(i)/(re*b(j))
+2.d0*e(i,j)*(s(i,j+1)-2.d0*s(i,j)+s(i,j-1))/n**2.
+re*e(i,j) *2.%((s(i+1,j)-s(i-1,j))/(2.d0*z))
*((s(i,j+1)-s(i,j-1))/(2.d0"n))/b(j) .
-2.d0*e(i,j)*bn(j)* ((s(i,j+1)-s(i,j-1))/(2.d0*n))/b(j)
+2.dO*c(i)*bn(J)/(re*b(J)))
) (v(i+1,j+1)+v(i-1,j-1)-v(i-1,j+1)-v(i+1,j-1))/(4.d0*z*n)
+((z**2./12.d0)*(
-e(i,))*(s(i+1,j)-s(i-1,j))/(2.d
)"

0%2)-d(j)/re)
+(n*"2./12.d0)"(+2.d0"(i)"bn()/(re"b(j)
j)"a(i)/(re*b(j))
|

))/(2.d0*n)
/(2.d0*n))/b(j)
(2.d0*2))/b())

-d(
-e(
)*(v
-V(i+1,j-1)+2.d0*v(i,j
+((z**2./12.d0)*(-c(i)
+e(i,j)*b(j)*((s(i,j+1)-s(i,j-1
+2.d0"b(j)*az(i)/(re*a(i)))
+(n**2./12.d0)*(e(i,j)*(s(i,j+1)-s(i,j-1))/(2.d0*n)-c(i)/re )
) (v(i+1,j+1)-2.d0*v(i+1,j)+v(i+1,j-1)
-v(i-1,j+1)+2.d0*v(i-1,j)-v(i-1,j-1))/(2.d0*z*n**2.)

Lj)"a(i)*((s(i+1,))-s(i-1,))/(2.d07z))/b(j))

(I+1 J+1)-2.d0*v ( + )+V(| 1,j+1)
J-1)-v(i-1,j-1))/(2.d0*z**2.*n)

(J)/(re ()) _

))/(2.d0*n))/a(i)

1

+((z**2./12.d0)*(-e(i,j)/a(i))
+(n**2./12.d0)*(e(i,j)/b(j))
)*((v(i+1,))-v(i-1,)))/(2.d0*z))
*((v(i,j+1)-v(i,j-1))/(2.d0*n))
-((z**2./12.d0)*( b(j)/re )+(n**2./12.d0)*(a(i)/re)
)*(v
-2.d0*v(i+1,j)+4.d0*v(i,j)-2.d0*v(i-1,j)

(i+1,j+1)-2.d0*v(i,j+1)+v(i-1,j+1)
+Vv(i+1,j-1)-2.d0*v(i,j-1)+v(i-1,j-1))/(z2**2.*n**2.)
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