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1.GIRIS

Kinematik, kuvvet ve kiitle kavramlarim1 icermeyen mekanigin bir dalidir. Yani
kinematik, sadece bir nokta veya nokta sistemi (cisim) nin zamana bagli olarak yer
degistirmesini inceler (Miiller 1963). Kuaterniyonlar 1843 yilinda William Rowan
Hamilton (1805 — 1865) tarafindan tanimlanmis ve kinematikte hareketlerin incelenmesi

bakimindan 6nemli bir rol oynadigi bir ¢ok calismada ifade edilmistir.

Yang ve Freudenstein (1964) dual kuaterniyonlarin, uzay mekanigi analizine
uygulanmasini ele almig ve detayl bir calismayla, bir donme cifti ve ii¢ silindirik ¢ift

secerek uzay 4 — link mekanigini incelemistir.

Veldkamp (1976) dual birim vektorler ve dual vektor ¢iftleri yardimiyla dual birim
kiireyi ifade etmis ve dual kiiresel hareketleri vermistir. Ayrica dual hareket ve reel uzay

hareketi arasindaki baglantiy1 gostermistir.

Rooney (1977) sabit bir nokta etrafinda bir cismin donme hareketini metodlar halinde
ifade etmistir. 3x3 reel ortogonal matrisler, 2x2 iiniter matrisler, Pauli spin matrisleri,
3x3 0Ozel iiniter matrisleri yardimiyla bir eksen etrafinda donme matrislerini

siniflandirmistir.

Bottema ve Roth (1979) reel ve dual kuaterniyonlarim uzay kinematigine

uygulanmalarini ifade etmistir. Hareket matrislerinin formlarim vermistir.

Hacisalihoglu (1983) reel ve dual kuaterniyonlar1 ve sagladiklar1 6zellikleri ayrintili bir
sekilde incelemistir. Birim dual kuaterniyonlar yardimiyla donme ve kayma

operatorlerini ifade etmistir. Ayrica vida operatoriiniin donme ve kayma operatorlerinin



bileskesi olarak yazilabilecegini gostermistir. Vida hareketlerinin bilesimini ve Euler

acilarinin denklemlerini vermistir.

Hiller ve Woernle (1984), Bir cismin genel vida hareketlerini noktalara ve dogrulara
gore formiillestirmistir. Her iki durum icin de temel bagintilar1 saglayan ani vida
hareketlerinin diferensiyel denklemlerini vermis ve bu diferensiyel denklemlerin
¢cOziimlerinden de sonlu vida hareketini ifade etmistir. Bir dogrunun vida hareketi i¢in
gerekli dual vida tensérleri, dual matrisleri, vida koordinatlar1 ve dual kuatrerniyonlarin

denklemlerini vermistir.

Karger ve Novak (1985) reel kuaterniyonlar yardimiyla E° Oklid uzayinda bir eksen

etrafinda donmeyi adjoint gosterimiyle ifade etmistir.

Agrawal (1987) dual kuaterniyonlari, Hamilton operatorleri ile formiillestirmistir ve bu
operatorlere karsilik gelen dual matrislerin 6zelliklerini ifade etmistir. Bu 6zellikleri bir
nokta ve bir dogrunun vida hareketinin kinematik denklemlerini gelistirmekte

kullanmugtir.

Ward (1997) 3 ve 4 boyutlu Oklid uzaylarinda donme matrislerini, reel kuaterniyonlart

kullanarak vermistir. Kuaterniyonlarin matris formlarini ifade etmistir.

Kula (2003) split kuaterniyonlar1 incelemis ve Hamilton operatorlerini ve 6zelliklerini

vermistir. Ayrica Minkowski-3 uzayinda vida hareketini tanimlamistir.

Pottmann “Compitational Line Geometry” isimli kitabinda kuaterniyonlar

genellestirmis ve birimleri 1,j,k ile gostermis ve bu birimler ise



i2=-a, 2=-p, K®=-0p

ij=-ji=k, jk=-kj=Bi, ki=-ik=aj (a,p € R)

ozeliklerini saglar. Burada o = f = 1 alinmasi durumunda Hamilton tarafindan
belirlenen kuaterniyonlar elde edilir. Eger o = 1 , B = 0 almirsa Blaschke ve
Griinwald’in kinematik dontistimleri saglanir. Eger o =1, B = -1 alinirsa hiperbolik

diizlemdeki hareketlerin grubu icin kinematik doniisiimler elde edilir.

Bu tezde genellestirilmis reel kuaterniyonlarin 6zelikleri ve Hamilton operatorlerinden
bahsedilecektir. Tezde verilen 6zeliklerin her birinin Hamilton ve split kuaterniyonlar
ile olan iligkisi gosterilecektir. Ayrica genellestirilmis dual kuaterniyonlar ve 6zellikleri
verilecektir. Konularin daha anlasilir olabilmesi i¢in genellestirilmis reel ve dual

kuaterniyonlarain uygulamalar1 ve bunlara ait 6rnekler verilecektir.



2.TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde Lie grubu , Lie cebiri, adjoint gosterimi, skalar carpim ve bize gerekli olan

bazi tanimlar, teoremler ve notasyonlar hatirlatilacaktir.

Tanim 2.1.

Bir Lie grubu, diferensiyellenebilir grup operatorlerine sahip diferensiyellenebilir bir

manifolddur; G diferensiyellenebilir bir manifold olsun.

H:GXG —> G, pla,b)=ab

ve G deki inversiyon operatorii olan

§:G—G, fa)=a"
doniigiimlerinin her ikisi de diferensiyellenebilir ise G ye Lie grubu denir.

(Boothby 1975, Hacisalihoglu 1980).

Tanim 2.2.

G Lie grubunun bir eleman: a olsun. Her ge G i¢in/ (g) = ag olarak tanimlansin.
I, :G — G donisimine G nin sol Otelemesi (sol carpimi) denir. [, bir

diffeomorfizimdir. Her ge G icinr,(g)=ga olarak tanmmlansin. r,:G—>G

doniisiimiine G nin sag Otelemesi (sag carpimi) denir. r, bir diffeomorfizimdir

(Hacisalihoglu 1983, Kobayashi ve Nomizu 1963).

Tanim 2.3.

V bir reel vektor uzayi olsun.



[.]:vxv >v
(X,Y)~[Xx.Y]

bicimindeki bir doniisiim her X, Y, Ze V icin asagidaki {ic 6nermeyi dogruluyorsa bu

doniisiime Bracket operatorii, (V, [, ]) ikilisine de bir Lie cebiri denir.

(@) [,] bilineerdir.

(@) [X.Y]=-]v,X] (anti-simetrik)

Gii) [[x.v] z]+[[r.z] x]+[[z,x] Y]=0 (Jakobi 6zdesligi )
dir (Chevally 1946, Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.4.

Eger her a,ge G i¢in dl,(X,)= X, ise, G Lie grubu iizerindeki X vektor alani sol-

invaryanttir. Dolaysiyla

l,:G—>G
g—1,(g)=ag

sol carpiminin

dl, :T,(g) =>T;(g)
X, —>dl(X,)=X,

tiirev doniisiimii; X in olusturdugu tanjant vektorleri yer degistirir. Sol invaryant vektor
alan1 diferensiyellenebilirdir.

G deki sol invaryant vektor alanlarinin ciimlesi j, G olsun. Vektor alanlarinin
alisilmis toplama ve skalar ile carpma islemleri ¥, G yi bir vektor uzay: yapar. g, G
de [,] operatorii de tanimlanarak y, G bir Lie cebiri olur. boy ¥ , G =n=>boyG sonlu

boyutuna sahiptir (O’Neil 1983, Howard 1991).



Lemma 2.5.

X € x,G elemanin1 X, e T, (e) elemanina doniistiiren f : ¥, G — T (e) fonksiyonu bir

lineer izomorfizimdir. Burada e, G nin grup islemine gore birim elemanidir.

¢: G — G bir otomorfizim olsun. X € ¥, G ise d¢(X)e y, G dir ve
do: 2, G-, G

Lie cebiri izomorfizimine ¢ nin diferensiyeli denir.

d¢ diferensiyeli
de, ;T (e) > T, (e)

doniisiimii ile ifade edilir (O’Neil 1983).

Tanim 2.6.

ae G olmak iizere g elemanin1 aga™' elemanina doniistiiren

C,:G—>G

g—C,(g)=aga”
fonksiyonunu goz Oniine alalim. Bu durumda C, bir diffeomorfizim olup C, nin
diferensiyeli ad, ile gosterili. O halde dC, =ad, dir. a,be G oldugunda
C, =abg(ab)” =a(bgh™")a™ dir. Boylece C,=C,oC, olur. Diferensiyel
alindiginda ise

ad

w=ad, cad,

elde edilir. Bu grup homomorfizimine G nin adjoint gosterimi denir (O’Neil 1983,

Giirlebeck and Sprossing 1997).



Tanmm 2.7.

V reel bir vektor uzay: tstiinde f:VxV — R iki lineer fonksiyonuna iki lineer form,
eger bu iki lineer form simetrik ise f ye simetrik iki lineer form denir (Hacisalihoglu

1983).
Tanm 2.8.

f:VxXV — R iKi lineer bir form olsun

(i) Yve V,(v£0) icin f(v,v)>0dnermesi dogru oluyorsa f ye pozitif tanimli,

(ii) Vve V,(v #0) icin f(v,v) <0 6nermesi dogru oluyorsa f ye negatif taniml,

(iii) Yve V,(v#0) icin f(v,v)>00nermesi dogru oluyorsa f ye yari pozitif tanimls,
(iv) Vve V,(v#0 )= f(v,v)<006nermesi dogru oluyorsa f ye yari negatif tanimli,
(v)VweVicin f(v,w)=0=v =0 oluyorsa f ye nondejenere bir form denir (O’Neil

1983).

Tanim 2.9.

f, V dstiinde simetrik iki lineer form olsun f nin W alt uzayma kisitlamasi f |W

negatif tamimli olacak bicimdeki W alt uzaylarmin boyutlarimin en biiyiigiine f nin

indeksi denir ve v ile gosterilir. 0 <v <boyV oldugu aciktir.
[ VXV >R

simetrik iki lineer form olsun.

qg:V—->R
v—=q)=f,v)

fonksiyonuna f den elde edilen kuadratik form denir. ¢ kuadratik formu verildiginde,



f simetrik iki lineer formu verilmis demektir. Gergekten;

fv,v)= %[q(v +w)—q(v) —q(w)]

dir. V nin bir bazi {el,ez,...,en}olmak lizere fij = f(e,.,ej) diyelim.
l fljJ matrisine, f nin {e,,e,,...,e, } bazina gore bilesenlerinin matrisi denir. f simetrik

oldugundan |/, | matrisi de simetriktir (O"Neil 1983).

Teorem 2.10.

f simetrik iki lineer formu nondejeneredir gerek ve yeter sart V nin bir bazina gore

f ye karsilik gelen matrisin determinantinin sifirdan farkli olmalidir (O’Neil 1983).

Tanim 2.11.

V' {stiinde simetrik, nondejenere bir f iki lineer formuna V' {istiinde bir skalar ¢carpim
denir. f, V diistiinde pozitif tamml1 bir skalar carpim ise f ye V iistiinde bir i¢ carpim

denir (Hacisalihoglu 1983).
Tamm 2.12.

V' sonlu boyutlu reel vektor uzayr olmak ilizere V iistiinde bir skalar carpim varsa V

ye skalar carpimli vektor uzayi denir (Hacisalihoglu 1983).
Tanim 2.13.

V' skalar carpimli bir uzay ve ve V' olsun.

V=l o)



esitligiyle belirli ||v|| sayisina v nin normu denir. Normu 1 olan vektore de birim vektor

ad1 verilir (O’Neil 1983).

Tamm 2.14.

w:M — N diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere eger V pew ™' (g) icin
dy, orten ise ge N ye y diferensiyellenebilir fonksiyonunun bir regiiler degeri

denir.
Teorem 2.15.

v :M — N diferensiyellenebilir bir fonksiyon ge w(M)  fonksiyonun bir reguler

degeri olmak iizere ' (g) M nin bir alt manifoldudur.



3. REEL VE DUAL KUATERNiYONLAR

Bu boliimde genellestirilmis kuaterniyonlar1 daha iyi anlayabilmek, hem reel hemde dual
kuaterniyonlar ile olan iligkisini daha rahat gorebilmek icin reel ve dual kuaterniyonlardan

bahsedecegiz.

Tanim 3.1.

H :{qzaol+alé1 +a,eé, +a,éy/ay,a, a,,ae 9(}

ciimlesini ele alalim. Burada {l, EI,EZ,ES} birimlerinin ¢arpimlart asagidaki tabloda

verilmistir.

| B e, e,
1 1 ¢ é, e,
e ¢ -1 e, —e,
e, e, —e; -1 e
e, e, e, —e -1

H nin her bir elemanina reel kuaterniyon denir. €,,¢,,¢é, birimleri 3- boyutlu reel vektor
uzaymin  bir  dik  koordinat  sistemi  olarak  alinabilir. ~ Dolaysiyla
qg=a,l+ae +a,e, +ase, kuaterniyonunun skalar kismi S, ve vektorel kismu \7q
olmak tizere iki kisma ayrilir.
g==9S .t Vq
olmak lizere

S,=a, ve Vq =ae, +a,e, +a,e,

dir.

10



Tanm 3.2.

q=a,l+ae +a,e,+ae, ve p=bl+be +b,e, +be, reel

toplami
g+p=(S,+S5)+V, +V)
seklinde tanimlidir.
A € Rolmak iizere skalarla carpma islemi ise
Ag = (Aay)1+ (Aa,)é, + (a,)é, + (Aa,)e,

esitligi ile tanimlidir.
Tanim 3.3.
Reel kuaterniyonlarin ¢carpimi;

X:HxH — H
(¢, p) > gXp=qp

biciminde bir islem olup
aw=S,5,~(V,V,)+SV,+8,V, +V,AV

olarak tanimlanir.

kuaterniyonlarinin

Burada R* teki i¢c ¢arpimu ifade etmek icin “<,>” ve R’ teki vektorel carpim ifade

etmek icinise “A” sembolleri kullanilmistir.

11



Tanmm 3.4.

Bir kuaterniyonun eslenigi g ile gosterilir ve

olmak iizere
q=a,l+ae +a,e, +a,e, olmak iizere g reel kuaterniyonun eslenigi

q = a,1—ae, —a,e, —a.e, esitligi ile tanimlanir.

Tanm 3.5.

Bir reel kuaterniyonun normu

N:H—>R
qg—>N(@)=N,=q99=qq

olmak tizere

q=ay,l+a,é +a,e, +a,e, olmak iizere ¢ reel kuaterniyonunun normu

N,=qq

_ 2 2 2 2
=a,+a, +a, +a;

dir.

Tamm 3.6.

N,=1 olan g=a,l+a¢e +a,e, +a,e, reel kuaterniyonuna birim reel kuaterniyon

denir.

12



Tanim 3.7.
Bir reel kuaterniyonun inversi (tersi) ¢~ ile gosterilir

()':H—>H
9 q
- _-
1779 =N

q

N,#0 ve g=ayl+ae +a,é, +a,é, olmak lizere g reel kuaterniyonun inversi (tersi)

o a,l—ae —a,e, —a,e,

q

B

a, +al +a; +a;
dir.
Tanm 3.8.

q=a,l+ae +a,e, +a,e, olmak iizere

q 4 +alel + a,e, +a3e3

490 = =
VN, \/a§+a12+a22+a32

buradan;

_q +a1€l +a2€2 + ae,

9 =cos@+§,sind

\/aj +al +a; +a;
olur. Burada ;

a e, + a,e, + ase,

[ > 2 2
a, +a2 +a3

cos@=a, ve S, =

dir.

13



Tanm 3.9.

Bir A dual sayis1t A=a+¢€a’ ile gosterilir. Burada a,a” € R vee
£#0, £ =0 kurallartyla belirli bir sayidir.
g=a,1+a@é, +a,é, +ae, ve ¢ =a, 1+a, ¢ +a, ¢, +a, & olmak iizere
Q=q+&q seklinde tanimlanan kuaterniyona  dual kuaterniyon denir. Dual
kuaterniyonlar ciimlesini H ,, ile gosterecegiz.
Q=q+€eq =A]1+A¢ +A,¢,+Aé, kuaterniyonunun skalar kismi1 S o Ve vektorel
kismi VQ olmak iizere iki kisma ayrilir.
0=S5,+V,

biciminde yazilir. Burada

S, =4, ve V, = Aé + A, + Aé,

dir.
Tanmm 3.10.

Q=A1+Ae +Ae, +Ae, ve P=B)1+B¢ +B,e, + B,e, dual kuaterniyonlarinin
toplami
Q+P=(S,+S,)+(V,+V,)
seklinde tanimlidir.
A€ Rolmak iizere skalarla carpma islemi ise
A0 = (AA)1+ (1A))e, + (4A,)e, + (4A,)e,

seklinde tanimlidir.

14



Tanim 3.11.
Dual kuaterniyonlarin ¢arpimi;

x:H,xH,—>H,
(Q,P) > OxP=QP

biciminde bir islem olup;
QP =qgp+e(gp +pq’)
olarak tanimlanir.

Tanim 3.12.

Bir dual kuaterniyonun eslenigi é ile gosterilir ve

():H, >H,
Q=S,+V, »0=S,-V,

dir.

Q=A1+Ape +Ae, + Ase, olmak iizere Q dual kuaterniyonun eslenigi
é =A,1—-Ae —Ae, — Ase, esitligi ile tanimlanir.

Tamm 3.13.

Bir dual kuaterniyonun normu

15



N:H, >R
Q- N(Q)=N,=00=00

seklinde tanimlanir.

Q=A,1+Apge, +A,é, +A,e, olmak iizere Q dual kuaterniyonunun normu

NQ =00
=A; +Al + A+ A]
dir.

Taim 3.14.

N, =1 olan Q=A 1+ Age, + A,e, + Ase; dual kuaterniyonuna birim dual kuaterniyon

denir.

Tanmm 3.15.

Bir dual kuaterniyonun inversi (tersi) Q' ile gosterilir

()':H, > H,

seklinde tanimlanir.

Q=A,1+Apge, +A,é, + A,e, olmak iizere Q dual kuaterniyonunun inversi (tersi)

_Al-Ae —Ae,—; Ase,

Q—l
A +AT+ A+ A]

dir.

16



Tanmm 3.16.

Q0 =A)1+Ape, + A€, + A,e, bir dual kuaterniyon olmak iizere

0 A +Ae +A¢e, +Age,

“s JNo ) JAZ+AZ + A2 + A2
buradan;
A, =cos®@+S,sin®
olur. Burada ;
cos@ = A, ve S, = Ae +Ae, +Ae,

VAL + A+ A]

dir.
Burada O dual agis1 Q, birim dual kuaterniyonun agis1 ve S, Q, 1n eksenini belirten

dual bir vektordiir. Ayrica @ =0 +¢£8" ve S, =S, + €S, esitlikleri ile verilir

3.1 Operatorler

3.1.1 Kuaterniyon Operatorii

d ve b R* te iki birim vektdr ve aralarindaki ac1 6 olsun. S = almirsa

Ans_
Je]

{&,l;, S } sistemi bir sag sistem olur.
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olarak bulunur. Burada g =cosé+ Ssin@ dir.

R—-H
0—>gq

operatoriine kuaterniyon operatorii denir.

b =qx

Q)
Sy

olur.

b =gxa esitliginden goriiliyor ki a vektoriinii soldan ¢ ile carpmak demek a

vektoriinii S ekseni etrafinda 6 kadar dondiiriip b vektoriinii elde etmektir.

3.1.2 Donme Operatorii

A ve B iki birim dual vektor olsun. A ve B ye karsilik gelen dogrular sirasi ile d, ve
d,olsun.d, nd, ={0} ve d, ve d, arasindaki act @ =8+£6" olmak iizere 8" =0

dir. S*//AAB veS® birim dual vektdr olmak lizere;

Bx (A)_l =0
- —\-1 «
Ax(B]' =0

olarak bulunur. Burada Q" =cosé + S"siné dir.

operatoriine dénme operatorii denir.

B=Q x A esitliginden goriilityor ki A vektoriinii soldan Q" ile carpmak demek A )

vektoriine karsilik gelen dogruyu normali S" olan diizlemde 6 kadar dondiirmek

demektir.
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3.1.3 Kayma Operatorii

A ve B arasindaki act @=6+6 olmak iizere 8 =0olsun.Bu durumda A ve B ye

karsilik gelen dogrular paraleldir.

(5, 4)=0
S*.B)=0
dir.
Bx(A)' =g =1+e6'§

Ax(B)'=¢, =1+€8°S"
R—->H,
0 —>gq =1+£0'S’

operatoriine kayma operatorii denir.

3.1.4 Vida Operatorii

A ve B arasindaki act @=0+¢£0" 0+0,0" #0 dual acis1 olan iki birim dual

vektor olsun. Bu halde A ve B ye kesismeyen ve paralel olmayan iki dogru karsilik

gelir.Bu iki vektore karsilik gelen dogrular d, ve d, olsun. d, ve d,nin ortak dikme
dogrusuna karsilik gelen Ave B ile sag sistem olusturan birim dual vektor S” olsun.

Bu durumda Q" = cos® + S"sin® olmak iizere

yazabiliriz.
Q" =cos®+ S”sin® birim dual kuaterniyonunu ile bir A birim dual vektoriinii soldan
carpmak demek A ya karsilik gelen dogruyu S™1n dogrultu ve yoniinde ® =0 +£8"

acisinin dual kismu kadar kaydirmak hemen ardin da S”etrafinda @ =60+£8" reel

kismi kadar dondiirmektir.
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Bu boliimde verilen biitiin tanimlar ve teoremler bir sonraki boliimde genellestirilerek
genellestirilmis kuaterniyonlar i¢in bir yap1 tas1 teskil edecektir. Calismamizin asil

amaci bu boliimiin sonunda verilen operatorlerin genellestirilmis ifadelerini vermektir .
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4. GENELLESTIRILMiS KUATERNiYONLAR

Bu boliimde, kuaterniyonlar1 genellestirip bunlarin Lie grup ve Lie cebir yapilarim

inceleyecegiz. Ayrica genellestirilmis kuaterniyonlarin reel ve bolinmiis (split)

kuaterniyonlar ile olan iliskisini gdsterecegiz.
4.1 Genellestirilmis Kuaterniyonlar

K,z ={g=a,1+aé +a,e, +ae,la,a,a,,a,,a B R}

ciimlesini ele alalim. Burada {1,51,52,53} birimlerinin carpimi asagida verilmistir.

K,s mn her bir elemanina bir genellestirilmis kuaterniyon adi verilir. Burada
a,.a,,a,,a, reel sayilarina g genellestirilmis kuaterniyonun bilesenleri denir. Bundan
sonraki boliimlerde, bir genellestirilmis kuaterniyon i¢in g =a,1+a,é, +a,é, +ase,
gosterimi kullanilacaktir. ¢€,é,,e, birimleri 3- boyutlu reel vektdr uzaymin bir dik
koordinat  sistemi  olarak alinabilir.  Dolaysiyla g =a,1+a,e, +a,e, +a,e,

kuaterniyonun skalar kism1 S, ve vektorel kismi Vq olmak iizere iki kisma ayrilir.

q=S§,+V,

q q
biciminde yazilir. Burada

S,=a,veV, =ae +a,e, +ase,

dir.
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Burada bazi 6zel durumlari inceleyim ;

(i) @ = B =1 secilmesi durumunda reel kuaterniyonlar elde edilir.

(ii) a =1, f =—1durumunda boliinmiig(split) kuaterniyonlar elde edilir.

q=a,l+ae +a,e,+a,e,, p=b1+be +b,e, +be, iki genellestirilmis

kuaterniyonunun toplami

g+p=(S,+S5)+V, +V)

=(a, +b,)+(a, +b))e, +(a, +b,)e, +(a, +b,)e,

esitligi ile tamimlidir.
AeR ve g=a,l+a,é +a,é, +a,é, olmak lizere Ag dis islemi
Aq = (Aay)l+ (Aa,)é, +(Aa,)é, +(Aa,)e,

iletanimlidir.

Bu iki islem ile birlikte K, ; climlesi reel sayilar cismi iizerinde 4-boyutlu bir vektor

uzayi olur.
Ayrica g=ayl+ae +a,e, +ae;, ve p=b,1+be +b,e,+be, genellestirilmis
kuaterniyonlarin ¢carpimai:
X:K, s XK,3 >K,z
(q.p) > gXp=qp
olmak tizere;

gp =(a,by, —aab, - fa,b, —offab,)+ (a,b, +ab, + fa,b, — fab,)e,
+(a,b, +a,b, —ora,b, + aa;b))e, +(a,b, +ab, —a,b, +a.b,)e,
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veya
ap=5,8,-f(V,V)+SV, +SV +V AV,

olarak tanimlanir.

Burada im(K, ;) = {aé +a.é, +a,la,,a,,a, € R} olmak iizere

fim(K, ) xim(K, z) — R
(V,,V)> f(V,,V,)=aab + Ba,b, +a fab,

veE

Aim(K, ) xim(K, 5) — im(K, 5)
pe, ae, e
(\7q, \71,) —>\7q/\\7p =| a, a, a,
by b, b

= (ﬂazb3 _ﬂa3b2)gl + (Ota3b1 —aa1b3)52 + (albz —a,b, )53

dir. Bu carpma islemi ile birlikte K, ; ya genellestirilmis kuaterniyon cebiri denir.
Burada @ = =1 secilmesi durumunda Oklid uzayindaki i¢ ¢arpim ve vektorel ¢arpim
elde edilir. @ =1, 8 =—1segilmesi durumunda E; yar1 Oklidyen uzayindaki i¢c carpim

ve vektorel carpim elde edilir.

4.2 Genellestirilmis Kuaterniyonlar Uzerinde Temel islemler

a) Eslenik
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bi¢ciminde tanimlanir ve buna gore bir
q=a,l+aé +a,e, +a,e, olmak iizere g genellestirilmis kuaterniyonun eslenigi

q = a,1—a,€, —a,e, —a,e, olur. Eslenik islemi asagidaki 6zeliklere sahiptir:

(i) ag+bp=aq+bp,Ya,be R,q,pe K,z
(ii) 9p=pq.Yq.peK,,

(iii)q =g,V qe K, ,
b) Norm:

N:K,; >R
q—>N(@)=N,=99 =99

biciminde tanimlanan N iglemine K, ; tizerinde norm denir.

q=a,l+ae +a,é, +a,e, olmak iizere g genellestirilmis kuaterniyonunun normu

N,=qq
:a§+0{a12+,3a22+0(,3a32

reel sayisi ile tanimlidir.
Norm islemi asagidaki 6zeliklere sahiptir:

(i) N,=N,N,.Vq,pe K, 4
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(i) N,,=AFN,VieRVgeK,,

¢) Invers:

(! K,y > K,

= q
q—)qlzN—,Nq;tO

biciminde tanimlanan isleme K, ; da invers iglemi denir. N # 0 olmak lizere bir

q =ayl+a,e +a,e, +a,e, genellestirilmis kuaterniyonun inversi

o al-ae —a,e, —ase,

_a§+aaf+ﬁa§+0{ﬁa§

dir.

Invers islemi asagidaki ozeliklere sahiptir:

(i) (qp)’1 = p’lq’l,Vq,pe K,zveN, # O,Np =0

(i) (Ag)™ :%q_l,/le R,qe K, zveN, #0,4+#0

d) Birim genellestirilmis kuaterniyon:

N,=1 olan g=ajl+ae +a,e,+ae; genellestirilmis kuaterniyonnuna birim

genellestirilmis kuaterniyon denir.
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e) Iki genellestirilmis vektoriin carpimi:

Skalar kismu sifir olan genellestirilmis kuaterniyona genellestirilmis vektor adi verilir.

q=V,=aé +a,e, +ae, p= Vp =be +b,e, +b,e, genellestirilmis vektorlerin
carpimi
X:K,3XK,53>K,p4
V,, V)=V XV, =—f(V,,V)+ VAV,

=—f (g, pP)+ qAp

olarak bulunur. Bu esitlikten goriilmektedir ki bu iki genellestirilmis vektor f skalar

carpimina gore dik iseler carpimlar vektorel ¢arpimlarina esit olur. Eger bu iki vektor

paralel iseler carpimlari, bu iki genellestirilmis vektoriin skalar carpimina esit olur.

e) iki genellestirilmis kuaterniyonun skalar carpim:
g=S,+ \74 ve p=S,+ Vp iki genellestirilmis kuaterniyon olmak iizere

<,>:KM><Ka,ﬁ —>R
(¢.p)=S,5,+f (V,,V)

=a,b, +aab, + pfa,b, +apfa,b,
= S(pq)
seklinde tanimlanan isleme iki genellestirilmis kuaterniyonun skalar ¢arpimi denir.

Teorem 4.2.1

K, sda ki metrik asagidaki onermeleri gergekler.
@) (pa,-pa,) =N ,(4,-4,) V P.4,-9,€ K,

(i) (qp,.q,P) =N ,(4,.9,) ¥V p.4,.9,€ K, 5
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(iii) (pql,%) :<CI1’;‘12> VDp.q,,9,€ Ka,ﬁ

(iv) <pQ17CI2> = <p’Q2q_1> VPp.4,,9,€K, 4

ispat.
q=a,l+ae +a,e,+ae, ve p=>b,1+be +b,e,+b,e, genellestirilmis kuaterniyon
olmak iizere;
<q, p> =ayb,+aab, + pa,b, +aBab,
= S(pg)

dir. Bu esitligi kullanarak ispatlarimizi kolaylikla yapabiliriz.
(@)

(pa,.pa,)=S(pq, pq,)
= S(pq,4,p)
= S(q,Ppa,)
=N,S(q,4,)
=N,S5(q,9,)
=N, <‘11"12>

(i1)
{a,p.9,P)=S(q,pq,P)
=S (qlp;q_z)

=N,5(q,4,)
= Np<%’%>
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(iii)
<PQ17C]2> = S(p‘hq_z)
= 5(4,4,P)
= S(q, pq,)
= <‘I1s;‘]2>

(iv)

(pq1:4,)=5(pq,4,)

=S(pg,q,)
= <ps92q_1>

dir.
4.3 Genellestirilmis Kuaterniyonlarin Lie Grubu ve Lie Cebiri

G= {q €K,z:N, = 1} climlesini ele alalim.

Teorem 4.3.1.
G= {q €K,z:N, = 1} bir Lie grubudur.
Ispat.

(i) G ctimlesi genellestirilmis kuaterniyon carpimina goére bir gruptur. Bu grubunun

birim eleman: e =1 dir.
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(ii)

fiKyp - R
q—>f(q):<q,q>:a§+0{af+ﬂa§+0{ﬂa32

olarak  tamimlayallm. f  fonksiyonun kordinat fonksiyonlar1  cinsinden

f=x;+ax’+pBx;+aBx; seklinde yazabiliriz. f nin jakobiyen matrisi

J(f)=[2x,.20x,,28x,.208 x|

dir. J(f) matrisinin ranki 1 dir. Tamim 2.14. ve Teorem 2.15 den dolay1 f (1) K,z

nin bir alt manifoldudur.

,u:Ka,ﬁ,xKa,ﬁ —>K,,,,;
(p.q) > 1(p,q) = pq

ve
v:G—>G
a=>y(@=q"=¢q
doniigiimlerinin diferensiyellenebilir oldugu gosterilebilir. Boylece

G= {q €K,z:N, = 1} climlesi bir Lie grubu olur.
Teorem 4.3.2

G Lie grubunun Lie cebiri im(K, 5) dir.
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Ispat.

v,eT;(e)olsun. G iginde v, yi hiz vektorii olarak kabul eden bir ¥ egrisi alalim. Yani

7(0) =1 ve ¥'(0) =v, olacak bicimde G iginde en az bir
v I —>G,y(s)=a,(s)+a,(s)e, +a,(s)e, +a,(s)e,
egrisi vardir. y(s)e G oldugundan.

as(s)+aal(s)+pai(s)+aBai(s)=1

dir. Bu esitligin s = 0 noktasinda tiirevini alinirsa,
2a;(s)a,(s)+2aa;(s)a,(s)+2Ba,(s)a,(s)+2a fa,(s)a,(s)=0
esitligi elde edilir. a,(0)=1, a,(0) =0, a,(0) =0,a,(0) =0 oldugundan
a,(0)=0 olur. T, (e) enoktasindan gecen egrinin hiz vektorlerinin kiimesidir.
. e . . 0 Jd 0
T,.(e) deki her vektori, im(K, ﬁ) nin e noktasindaki teget uzayinin {—,—,—
’ ox, 0x, Ox,

bazindaki vektorlerin bir lineer birlesimi olarak yazabiliriz. Buna gore a;(0)=0 hiz

vektori

’ _ ’ a ’ a ’ a ’ a
a, =a,(0) . +a;(0) ox, +a;(0) ox, +a;(0) o

0 3

dir. a;(0)=0 oldugundan T (e) C Sp{ J 9 i} dir.

- 0 d 9 w o .
boyG = boyT,;(e) =3 oldugundan T (e) = Sp3 —,——,—=— bulunur. Oyle ise G nin
ox, Ox, ox,

Lie cebiri im(K ﬁ) dir.
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Ty(e)=im(K, )= {aé +a,é, +ape,la,,a,,a,e R}

olur.

4.3.3 Bir Lie Grubu ve Lie Cebiri icin Adjoint Doniisiimler

a) G Lie Grubunun Matris Temsili
G:{qe K,z;:N, :1} ve g€ G i¢in

intg:G—->G

x —>int g(x)= gxg'
birebir, orten ve differensiyellenebilir olan int g fonksiyonunu tanimlayalim.

Bu fonksiyonun tiirev doniisiimiiniin grubun birim elemam olan e =1 noktasina

kisitlamasina adjoint doniisiimii denir. Bir g€ K, ; i¢in

adq:T;(e) > T, (e)
p—apq”

dir. T, (e) = Sp{é,,é,,¢, } oldugundan {¢,,¢,,¢,} bazina gore
adq(é)=(a; +aa} — fa; —afa})é, +Raaya, +2aa,a,)é, + 2Qaa,a, —2a,a,)e,
adq(é,) =2 Ba,a, —2Baa,)é, +(a; —aal + fa; —afa;)é, +(2a,a, +2 La,a,)e,

adq(é;)=Q2paaa,+2paya,)é +2afa,a, —2aaya,)e, + (aé - aaf - ,Ba§ + aﬁaf )é,

esitliklerinden;
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a, +aal - Ba; —afa; 2Ba,a, -2pa,a, 2Baaa, +2paya,

adq = 2a,a, +20a,a, a;, —aal +Ba; —afa; 208a,a, —2aa,a,
2 2 2 2
200a,a, —2a,a, 2a4a,+2 B a,a, a, —aa;, —Pa, +apfa

bulunur.

Burada @ =1 ve f =1 secilmesi durumunda reel kuaterniyonlar elde edilir. Boylelikle;

2 2 2 2
a, +a; —a; —a;  2a,a, —2a,a, 2a,a, +2a,a,
2 2 2 2
adg=M =| 2a,a,+2aa, a;—a,+a,—-a; 2a,a,—?2ayaq,
2 2 2 2
2a,a, -2a,a, 2a,a,+2 a,a, ay;—a; —a; +a,

elde edilir.

MM" =1, ve detM =1 oldugundan M ortogonal olup adg doniisimi R° te
donmelere karsilik gelir. Donme ekseni § = (s,,5,,8,) olmak lizere ;
M =1,+sinfS+(1-cosh)S>

seklinde yazilabilir.

Burada 6 dénme acgis1 S anti-simetrik bir matris olup

0 s s,
S=|-s5;, 0 -y
-s, s 0

seklindedir. Aym sekilde =1 ve f=-1 secilmesi durumunda boliinmiis (split)

kuaterniyonlar elde edilir.
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2 2 2 2
a, +a; —+a; +a;  —2aa,+2a,a, —2a,a,—2a,a,

adg=N=| 2a,a,+2a,a, a; —a —a; —+a; —2a,a,-2 a,aq,
2a,a, —2a,a, 2a,a, -2 a,a, a, —a; +a; —a,
elde edilir.
-1 0 0
=0 1 0] olmakiizere N'& Ne =1, dir. Ayrica det N =1 oldugundan N yari
0 01

ortogonal olup adg doniisiimii Minkowski 3 uzayinda donmelere karsilik gelir. Donme

ekseni C = (c,,c,,cy) olmak tizere ;
N =1, +sinh yC + (—1+cosh y)C*

seklinde yazilabilir. Burada y doénme acgis1 C' =-£Ce esitligini saglayan C anti-

simetrik matrisi;

C=| c 0 -—¢

-c, ¢ O
seklindedir.

Teorem 4.3.4.

0
0

ap

olmak iizere adq’ €adg = ¢ dir.

[
1]
©c o
o™ ©
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Ispat.

adq” e
_a§+aaf—ﬂa§—aﬂaf 2Ba,a, -2 a,a, 20 a,a, +2paya, a 0 0
= 20ca4a, +2aa,a, a;, —aal +Ba;-apfa; 208 a,a, -2aa,a, 0 g 0
2aa,a, —2a,a, 2a,a,+2Ba,a, a;, —aal —fa;, +afa; |0 0 ap
—O(ag +a’al —afa; —a’fa; 20fa,a, + 20 fa,a, 20 % Ba,a, —20fa,a,
= 20 a,a, —20f aya, Pa; —afal + pa’ —of’al 20 aya, +2 0’ a,a,
2B0a,a, +2afa,a, 208 *a,a, — 2 afa,a, afa; — o fal —offa; +a’ B a;
Buradan da;
a 0 0
T _ 2
adq €adqg=(N,)"|0 g 0
0 0 of
=&
bulunur.

adq ortogonal dir. Ayrica

detadq = (a; +aa} + fa: +afa;)’
=1

oldugundan adgq lineer doniigimii 7 (e) =im(K, 5) de izometridir.
Teorem 4.3.5.

qe K,;N,=1,a>0vef>0olmak iizere adq=1+sin@S +(1—cos)S” dir.
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Ispat.

a>0vef>0icinVV, eim(K, ).V, #0= f(V,,V,)=aa + fa; +afa; >0
onermesi dogru olur bu durumda f ye pozitif taniml denir.

qg=a,l+ae +a,e, +ase; ve N, =1 olmak iizere ;

ae + a,e, + ase;

\/aa12+ﬂa22+aﬂa32

q:a0+\/a'a12+,3a22+0{,3a32

®

=cos—+sin—S
1 2

(SERS

®

ae +a,e, +a,e,

Burada cos—=gq, , singz\/a'af+,3az2+0{,3a32 ve S =
2 2 \/a’a12+ﬁa§+aﬁa32

dir.

Oncelikle S vektoriine karsilik gelen anti-simetrik matrisi bulalim.

a 0 0
£=|0 S 0 |olmakiizere S"&=—¢S tnermesi saglaniyorsa S matrisine anti
0 0 ap

simetrik matris denir.

0 =pBs, Ps,
Bura da gerekli islemler yapilirsa S =| a's, 0 -as,
-, 8, 0
bulunur.
0 —fBs, Ps,
S=|as, 0 —as, =S =(s,,5,,5;)
-, 8, 0
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Sve M iki anti-simetrik matris olmak iizere SM —MS = S AM dir. Gergekten de

0 _:353 :352 0 _:Bm3 :Bmz

S=|as, 0 —-as, |ve M =|am, 0 —am, | olmak lizere
-, 8, 0 -m, m, 0
0 Bsymy—Bsim, o fssm —afsm,
SM —MS =| asm, —as,m, 0 apfs,m,—afs,m,
asm,—as,m, Ps,m,—fs,m, 0
bulunur.

SM —MS = (Bs,m; — Bs,m,,a s;m, —a fs,my,s,m, — fBsm,)
=SAM
dir.

?_ ¢ _

COSE =a,,s sin—=

9

a,, S,siIn—=a,ve s sinﬂza olmak iizere
1 2 2 2 3 2 3

cosz—+(ax,2—ﬂ‘vf—aﬂxf)sinzﬂ 285, s, sinzf—Zﬁxg) cos Lsin £ 28 s, 5, sin2£+2ﬂ 5, COS
2 - 2 - 2 2 2 2
adq =| 2a s, cos Zsin §+20{ 5,5, sinzg cos’ %+(—as,2+ﬁs§—aﬂs§)sin2§ 208 s, s, sinzg—Za 5, cos

9

20{sls3sin25—252005(psin% ? sin 2
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(aslz—ﬁszz—afﬁxi—l)sinzg 285, s, sinzg—ﬁs3singp 200 s, s, sin25+,3s2 sin @

adg =1+| as,sin ¢ +2as, s, sin’ % (—as} + Bs2 —afis; —1)sin’ % 20f s, s, sin > %— a s, sin @
20 s, s, sin’ %— s, sin @ s,sin @ +28 s, s, sin > % (—as} — Bs? + afs; —1)sin’ %
Bura da 2sin’ % =1-cos¢@ ve as} + fBs; +a Bs; =1 esitlikleri kullanilirsa
2 2
0 -fs; PBs, —afs; = ps, Bs, s, op s, s
adg=1+singplas, 0 —as, |+(—-cosp) as,s, —as; —afs;  afis,s,
-5 Sy 0 s, S, Bsys; —asi - fs;

adg=1+sin@S +(1—cos@)S” esitligi elde edilmis olur.

a =1 ve B =1 secilmesi 6zel halin de bize R’ te bir eksen etrafinda ¢

acist karlik ddnme yaptiran matrisi verir
b) Lie Carpim

G= {qe K,3:N,= 1} Lie grubunun e noktasindaki sol invaryant vektor alanlarinin
climlesini; ¥, (G) :{X e Y(G) /(). (X)=X } ciimlesi ile gosterelim. Bu ciimle e

noktasindaki tanjant uzay ile izomorftur yani y,(G) =T, (e) dir.

L] : T, (e)x T, (e) = T, (e)
X.Y)-[]Jx.v)=[x,Y]=D,Y-D, X

seklinde tamimlanan carpim bir Lie carpimi olur ve (TG (e),[, ]) ikilisi
G :{qe K,z:N, :1} Lie grubunun Lie cebiridir. Simdi Lie carpiminin kuralim
bulalim.

s =0 da enoktasindan gegen ve ¥;(0) = ¢, olan bir

37



"il—G

s = 7,(s)

egrisi alahm. g€ G olmak tizere (I, )(¥,(s)) = i, (s) olacak sekilde

u:1-G
s = p,(s)

egrisi vardir.

Oyle ki (1,).(¥/(0)) = 4/(0) dr.

(1,).(7/(0)) = 1/ (0) esitliginde g =g, + g€, + g,€, + g,¢; alirsa

H(0)=gxeé =—ag +gye +ag,e,—g,e,
:Xl

Ayni sekilde s =0 da enoktasindan gegen ve ¥, (0) = ¢, olan bir

v, 1 =G

s = ¥,(5)

egrisi alahm. g e G olmak iizere (I, )(,(s)) = u,(s) olacak sekilde

u,:1—-G
s = [, (s)

egrisi vardir. Oyle ki (1,).(y5(0)) = 4, (0) dr.

ﬂ§(0)=g Xe,=—fg,— g€ +g,6,+ge
=)22
ve

s =0 da enoktasindan gecen ve ¥;(0) = ¢, olan bir
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V.1 =G

s = ,(s)

egrisi alahm. g e G olmak iizere (I, )(7,(s)) = i, (s) olacak sekilde

I -G
s — M1 (s)

egrisi vardir. Oyle ki (1,).(y;(0)) = 1;(0) dur.

ﬂ;(o):gxéz =—06,Bg3+,3g2§1—ag152+g0§3
=X3

esitlikleri bulunur. Dolaysiyla ,(G) nin bir baz1 {X,, X,, X, } dir Baz

vektorlerini y(E*) iin baz vektdrlerin bir lineer birlesimi olarak yazabiliriz.

X =—-« 9 + 9 +a 9 _, 9
1 gl axo gO ax1 g3 axz g2 ax3
~ d d d
X =—Bg, — _ % ., 9., 9
,=—p¢, o, B, ox, +&o ox, +g ox,
~ d d
X, =— — 4 = g —
,=—apfg, o Beg, ox, 8 o, 8o o,

yazabiliriz
Boylece y,(G) iizerinde braket operatoriinii tanimlayabiliriz. Bunun i¢in %,(G) nin

bazlarinin ¢arpim kuralin1 vermek yeterlidir.

D;Zl}?z =(-afgs.f8,—0g.8,)
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Dizj(;l :(aﬁg37_ﬂg2’agl’_g0)

bulunur.
X,-D z, X, esitligini kullamrsak ;
[X' I,X' 2]= 2X , olur. Aym sekilde
D; X,=(fg.~Bs~aBg.fg)
Dy X, =(-afg.Bg,0f g~ B
bu esitliklerden [)? ¢ 3]: 23 X, bulunur. Son olarak
Dy X,=(-0fg,~0f g,.~afg,.ag,)
D; X, =(af g,.0f 8:.08,~ag,)

esitliklerinden [X,, X, |=2a X, bulunur.

X,(G)=T,(e) oldugundan T (e) lizerindeki braket carpim kuralin1 verebiliriz. Burada

)
e =|—
©olox )|,

([XNque = 2(2316 olur.

(i =1, 2,3) olmak iizere

l()?l le , (X'zg le J= 2e, buradan da
[¢,.¢, ] = 2¢, bulunur. Aym sekilde
[¢,.¢,]=28¢,

[¢,.6,]=2a¢,

esitlikleri elde edilir.
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Burada @ =/ =1 secilmesi durumunda reel kuaterniyonlar icin Braket carpimiin
kurallant elde edilir. @ =1, f=—1 se¢ilmesi durumunda ise split kuaterniyonlar i¢in

braket carpiminin kurallar elde edilir.

¢) G in Lie Cebirinin Matris Gosterimi

XeT,  (e) olmak iizere

Ad, T, (e) = T, ()
¥ - Ad, (V) =[X.7]

dontigiimiinii tanmimlayalim. Bu lineer doniisiime karsilik gelen matris Lie cebirinin

matris temsilidir.

Teorem 4.3.5
0 -28x, 2Bx,
X = x,é, + x,é, + x,€, olmak iizere Ad; =| 2 x, 0 —2ax, | dir.
2x, 2x, 0
Ispat.

X =x,é, +x,é, + x,€, olmak iizere lineer doniisiime karsilik gelen matrisi bulalim.

Ad,@)=|%.a]

= [xlel +Xx,e, + x3e3,el]

e.6,]=2¢,, [¢,.6,]=2p¢.[¢,.¢]=2a¢, . [6.6]=[¢,.6,]=]¢.é |=0 ve Lie

carpimi lineer oldugundan;
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[x,é, +x,6, + x,¢, ¢ | = 06, + 2 x,¢, =2 x,¢,

olarak bulunur.Ayrica;

Ad (&) =|X.5,]
= [xlél +x,€, + x353,52]
=-2fx,¢,+0¢, -2axé,

ve

Ad @) =|%.é,]
= [xlgl +x,6, + xSE&ES]

=-2fBx,e,+-20x ¢, +0e,

O halde Ad; lineer doniisiime Karsilik gelen matris Lie cebirinin matris olup

0 -2Bx, 2Bx,
Ad ; =|2ax, 0 -2ax,
2x, 2x, 0
dir.
Burada a = £ =1 secilmesi durumunda reel kuaterniyonlar cebirinin matris temsili elde

edilir. @=1, f=-1 secilmesi durumunda ise split kuaterniyonlar cebirinin matris

temsili

d) Killing Bi-lineer Formu

K :T,(e)xT,(e) =T, (e)
(X,Y) > K(X,Y)=iz(Ad . Ad,;)
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bdyle tanimlanan K doniisiimiine G Lie grubunun Killing bi-lineer formu denir.

K doniisiimii asagidaki 6zelliklere sahiptir.

(i) K bi-lineerdir
(i) K(X,Y)=K(¥,X)

(iii) K (X,Y)=K(adgX ,adgY)

Teorem 4.3.6

fim(K, p)Xim(K, 5) =R
(X,Y) = f(X,Y)=axy +Bx,y, +aBx,y,

olmak tizere

K(X,Y)=-8f(X,Y)

dir.

Ispat.

X =x€, +x,¢6, +x,6; ve Y = y€ +y,é, + y,é, olmak iizere;

0 -2Bx; 2Bx,
Ad; =|20x, 0 —20x,
2x, 2x, 0

veE

0 -2By;, 2By,
Ad; =|2ay, 0 -2ay,
2y, 2y, 0
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0 -2Bx, 2px, 0 -2By, 2By,

Ad;Ad; =|2ax, 0 -2ax ||2ay, 0 -2ay,
2x, 2x, 0 2y, 2y, 0
dir.
—4a,5x3y3—4,5x2y2 4ﬂx2y1 40!ﬂx3y1
= 4o x,y, —4of x,y, —4a x,y, 4of x,y,
4o x,y, 4;Bx2y3 —4ﬂx2y2—40(x1y1

bu matrisin kdsegen elemanlarinin toplam ;

iz(Ad ; Ad;) =-8(ax,y, + Bx,y, + & B x;y;) boylelikle

iz(Ad;Ad,;) = -8 f(X,Y) bulunur.

Teorem 4.3.7

ave [ iki pozitif reel say1 olsun. Bu durumda G = {q €K,;:N, = l} kompakt olur.
Ispat.

K(X,X)<0 ise Lie grubu kompakt olur. Burada avef iki porzitif reel sayi

oldugundan f (X,X)>0 dolaysiyla da K (X,X) <0 olur bu da ispati tamamlar.
Teorem 4.3.8

G Lie grubunun Killing bi-lineer formuna karsilik gelen matris K ve
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o 0 0

e=|0 B 0 | olmak iizere
0 0 ap

K =-8¢ dir

Ispat.

G Lie grubunun Killing bi-lineer formuna

K :T,(e)XT,(e) > T,(e)
(X,Y) > K(X,Y)=-8f(X,Y)

seklinde bir lineer doniisiimiin olup7, (¢) = Sp{é,,¢,,¢,} oldugundan

K(e,e,) K(e,e,) K(e,e;)
K=|KG,.e) KG.é,) KG,.e)
KE,.2) K(@.2,) K@,.2,)

seklindedir. Buradan

=-8¢ bulunur.
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5. HAMILTON OPERATORLERI ve OZELIiKLERI

Bu boliimde H ve H operatorlerine karsilik gelen Hamilton matrisleri tanimlanacak ve

Ozelikleri ifade edilecektirBu  boliimdeki calismalarimizda a = /=1 secilmesi

+ —

durumunda reel kuaterniyonlar icin H ve H operatorlerine karsilik gelen Hamilton

matrisleri elde edilir. @ =1, f=-1 se¢ilmesi durumunda ise split kuaterniyonlar i¢in

H ve H operatorlerine karsilik gelen Hamilton matrisleri elde edilir.

q=a,l+ae +a,e,+a,e, genellestirilmis bir kuaterniyon olsun.

+

hy :Kaﬁ - Kaﬁ

p—hy(p)=qp

lineer doniisiimiine karsilik gelen matris

N
hy()=(a,1+ae, +a,e, +ae;)l=a,l+ae +a,e, +ae,

* — — — — — — — —
h,(e))=(a,l+ae +a,e, +ase;)e, =—aa, +a,e, +xa.e, —a,e,
N

he(€,) =(a,1+a,é +a,é, +a,é,)é, =—fa, - fa,é +aye, +a,e,

.
he(€;) =(a,l+ae, +a,e, +ase;)é, =—of a, + fa,é,—aaye, +a,e,

esitliklerinden;

a, —aa, —fa, —-apa,

IJ:I(q)— a ay - Ba, Ba,
a, «aa, a, -aa,
a, —a, a a
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hy :Kaﬁ - Kaﬁ

p = hy(p)=pg

lineer doniistimiine karsilik gelen matris

he() =1(a 1+ ae, +a,e, +a,e,)=a,l+ae +a,e, +ase,
hq(e))=e (al+ae +a,e, +a,e,)=—0a, +a,e, —aa,e, +a,e,
hq(é,) =é,(a,l+aé +a,e,+ae,)=—pPa,+ fae +a,e, —ae,

he(€;) =¢é,(a,l+ae +aye, +ae,)=—of a,— Pa,e, +aaye, +a,e,
esitliklerinden;

a, —aa, —pPa, —-apa,

- a a Ba, - pa,
Hg=| ' "
a, —aa, a, aa,
as a, -4, a,

olarak bulunur.Burada H(g) ve I:I (¢) matrislerine g genellestirilmis kuaterniyonuna

karsilik gelen Hamilton matrisleri denir.

a, —aa, —pfa, —apfa,
a, a, —pa, Ba,

la,,a,,a,,a,,a,p € R} olmak iizere
a, @aa, a, -aa,

a; —a, a a
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.
H:K,;—>M

p—>H(p)=qgp

+ + +
doniisiimii lineer izomorfizimdir. Ayrica H (gp) = H(g) H(p) esitligi saglanir.

a, —aa, -fa, -afa

a a, Ba, -pa,

N = la,,a,,a,,a,,c, € R;olmak iizere
a, —-aa, a, aa,
a, a, -4 ay
H:K,, >N
p— H(p)=pq

doniigiimii lineer izomorfizimdir. Ayrica I:I (gp) = I:I (p) I:I (g) esitligi saglanir.

+ —

H ve H tamimlarindan asagidaki esitlikleri verebiliriz.
+ — -~ —

H(e))=H(e)=1,

+ _ + _ + _

H(e,)=E :H(e,)=E,:H(e;)=E,

I:I(El):FI:IEI(EZ):F2:I:I(E3):F3 olmak iizere;
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0 —a 0 0 00 -8 0 00 0 —af

1 0 0 0 00 0 0 0 0
E = E, = ﬂE;: p

0 0 0 -« 1 0 0 0] * |0a 0 O

0 0 1 0 0 -1 0 0 100 0

0 —a 0 0 00 -B O 0 0 0 —ap

1 0 0 0 00 0 - 0 0 B O
F = F, = F, =

0 0 0 a 10 0 O 0 - 0 0

0 0 -1 0 01 0 0 1 0 0 0

matrisleri 4x4 reel matrislerdir.Ayrica

EE =-al, E,E,=-f1,,.E;E; =-a ],

E\E,=-E,E =E,

E,E, =-EE, = :BEl

E,E, =-EE, =aFE,

veE

FF =-al,, F,F,=-p1,, FF,=-afl,

kF,=-F,F =-F,

F2F3:_F3F2:_:BF1

F,F, =—F,F, =-aF,
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esitlikleri saglamir. E,,E,, E, ve F,,F,, F; matrislerinin 0zelikleri

genellestirilmis kuaterniyon birimleri ile 6zdestir. H ve H lineer oldugundan
H(g)=a,l,+a,E +a,E, +a,E,

I:I(q) =ayl, +aF +a,F, +a,F,

yazabiliriz.

q=a,l+ae +a,e,+a,e,, p=>bl+be +b,e,+be, olmak iizere

a, —-aa, —fa, —afa,||b,
IJ:I(q)p _| 4 a -pBa, Ba, b,
a, Qaa, a, -aa, b,
a; —a4, a a b,

agby —aab - fab, —a fab,
aby +ayb, = fab, + fa,b,
a,b, +aab, +ayb, —axa,b,
asby —ab, +a,b, + ayb,

oldugundan H(q)p = gp esitligi elde edilir.
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b, —ab, -pb, —apb,||a,
I:I(p)q _ b, b, Bb, - pb, a,
b, —ab, b, ab, a,
b, b, -b, b, a,

apby—aab, - fab, —a fab,
aby +ayb, — fab, + f a,b,
a,by+aab +ab, —aa,b,
ab, —a,b, +ab, + a,b,

oldugundan H (p)g = gp esitligi elde edilir.
Teorem 5.1.1

g birim kuaterniyon olmak iizere

+ —

H ve H operatorlerinden iiretilen matrisler ortagonaldir.

Ispat.

+ ro
olmak iizere eger (H (q)j £ H(q) = € esitligi saglaniyorsa

o o o

o O O =
o © o

ap

N
H operatoriine karsilik gelen matris ortogonaldir.
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(IZI (q)j eH (@)

a, aa, Ba, opa,
| —aq aa, offa, -apfa,
-pBa, -offa Ba, apa,
-afa;, afa, -apfa afa,
1 0 O 0
|0 0 0
o0 B 0
0 0 0 ap
=&

—-oa, —pa,

a, -pBa,
0,’613 a,
—a, a,

-apfa,

Ayn sekilde H operatoriine karsilik gelen matrisin ortogonal olabilmesi igin

— T —
(H (q)) £ H(q) = € esitliginin saglanmasi gerekir.

(iuq)j £H(q)
a, aa, Ba, apa,
| —aq aa, —-ofa;, ofa,
-pa, -apfa, Ba, -apa,
-affa, -offa, apfa  afa,
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-aa, —pa,
a Ba,

—aa, ay
a, !

-apa,



o o o
o o o

o © o

ve det| H(g) =(Nq)2 dir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 5.1.2

gve piki genellestirilmis kuaterniyon ve A reel bir say1r olmak lizere H ve H

operatorleri asagidaki 6zelikleri saglarlar.
() g=p = H(q)=H(p) = H(q)=H(p)
(ii) H(q+p)=H(q)+H(p), H(g+ p)=H(q)+ H(p)

(iii) H(Aq)=AH(q). H(Aq) = AH(q)

(iv)iz| H(q) |=4a,, iz| H(q) | = 4a,

(v) det| H(q) | = (N,)%, det| H(g)|=(N,)’
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(vi) H(gp)=H(q)H(p). H(gp)=H(p)H(q)

(i) H(g™) = H(g)", H(g™)=H(q)", (N,)* #0

Ispat.

+

(i) (ii) (iii) (iv) ozelikleri H ve H operatorlerinin tamimindan yararlanarak rahatlikla
ispat edilir.

(v)

a, —aa, —pPa, —apfa,

a ag - :803 :Baz

=(a; +aa’ +Pfa;+afal)’

a, «aa, a, -aa,
a —d, a a,
ve

a, —aa, —pfa, —apfa,
a, a Ba, - Ba,

:(ag +0{a12 —i-,Bc122 +0{,Ba32)2
a, —aa, a, aa,

a, a, -a a,

esitliklerinden (v) 6zeligi ispatlanmis olur.
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(i)

H(@) H(p) =

—afa,||b,

;Baz b,
-aa, b
ay b,

—apfc,

¢y =ayb, —aab — fa,b, —a fasb,

¢, =ab, +a,b, — fa;b, +fa,b,

¢, =a,b,+aab +ab, —aa,b,

¢, =a;b,—a,b, +ab, + ab,

—Olﬁb3

Bb,

—-ab,

esitlikleri elde edilir.Buradan da H (q) H(p) = H(gp) denklemi elde edilmis olur.Ayn1

sekilde
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S &

H(p)H(q) =

S
9

[

—-ab,
bO
-ab,
b,

C()

- ﬁbz
B b,
bo

- 0,’,3173 a,
- pb, q
ab, a,
b, a,
—-apfec,
,302
—ac,
Co

—aa - ﬁ a,
a Ba,

—aa, ay
a, —-q

=ayb, —aab, - ﬂazbz - ﬂa3b3

¢, =ab, +a,b, — fa,b, +fa,b,

¢, =a,b,+aab +ab, —aa,b,

¢y =asb, —a,b, +ab, + a,b,

-apfa,

esitlikleri elde edilir. Buradan da I:I (p) I:I (9) = I:I (gp) denklemi elde edilmis olur.
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(vii)
99" =q'q=1
esitligini kullanirsak
H(qq™)=H(@H(q)=HI)=1
H(qg"9)=H(qgHH(@)=H() =1
esitlikleri elde edilir. Buradan da

H (gH)= H (@™

elde edilir. Aym sekilde H(g™)=H(q)" esitligi kolayca elde edilir.

Teorem 5.1.3

N _
H ve H doniisiimlerine karsilik gelen matrisler degismelidir.

Ispat.
Her hangi r ,qve p genellestirilmis kuaterniyonunu ele alaim.

(pr)g = I}(pr)q

= H(p)H(r)gq
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= Ifl(p)l;(q)r

simdi de
plrg) = H (rq)p
=H(@Q)H(p

= fl(q)fl(p)r

r keyfi oldugundan H(p)H(q) = H(q) H(p) esitligi elde edilir.

Buda ispatimizi tamamlar.
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6. DUAL GENELLESTIRiLMiS KUATERNiYONLAR

Bu boliimde daha once tamimladigimiz ve mekanikte kayma ve vida operatorleri gibi

uygulamalari olan dual kuaterniyonlar1 genellestirecegiz.

6.1 Dual Genellestirilmis Kuaterniyonlar

Bir A dual sayis1t A=a+¢€a” ile gosterilir. Burada a,a” € R ve
£ #0, € =0 kurallartyla belirli bir sayidir.

g=a,l+aé +a,é,+aé, ve ¢ =a, 1+a, ¢ +a, é,+a, é, (¢,q € K,z)
olmak iizere

Q=q+q seklinde tammlanan kuaterniyona dual genellestirilmis kuaterniyon denir

Dual genellestirilmis kuaterniyonlar ciimlesini D, ; ile gosterecegiz.
D,;=10=q+4q = A1+ A + A +AZ, 1A, A, A, A €D}

Burada {1,51,52,53} birimlerinin ¢carpimi asagida verilmistir.

Q=q+& =A1+A¢é +A¢é, +Az¢é, dual genellestirilmis kuaterniyonunun skalar
kismi S, ve vektorel kismi \7Q olmak iizere iki kisma ayrilir.
0=S5,+V,

biciminde yazilir. Burada
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S, =4, ve V, = Aé + A, + Ajé,

dir.

Q=A1+Ae +Ae, +Ae, ve. P=B)1+Be +B,e, +B,e, dual genellestirilmis
kuaterniyonlarinin toplami

Q+P=(S,+S,)+(V,+V,)

seklinde tanimlidir.

A€ Rolmak iizere skalarla ¢arpma iglemi ise
A0 = (AA)1+ (AA4))e, + (1A,)e, + (1A,)e,
seklinde tanimlidir.

Ayrica dual genellestirilmis kuaterniyonlarin ¢arpima;

x:Da,ﬁxDM —>Da,ﬁ
(Q,P) > OxP=0QP

olmak tizere
QP =qgp+e(qp +pq’)
olarak tanimlanir.

QP = (A,B, — @ AB, — B A,B, —af A\B,)+(A,B, + A B, + B A,B, — B A,B,)?,
+(A,B, +A,B, — A B, + @ A,B))é, + (A,B, + A B, — A, B, + A,B,)Z,

veya

OP=S,S, - f(V,.V,)+S,V, +5,V, +V,AV,
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esitlikleri ile ifade edilir. Burada

fim(D, z)xim(D, 5) = R
(V. V)= f(V,,V,)=aAB + BAB, +aBAB,

veE

A:im(D, ;)xim(D,, z) = im(D,, »)

(Vo, Vo) SV,AV, =| A A, A
B,
= (,BAzB3 _:BA3Bz)E1 +(0',B3Bl _aAlB3)Ez +(Ale _AzB1)E

dir. D, ={0=q+q" = A1+ A + AE, + AE, 1Ay, A, A, A, € D} Bu garpma islemi

ile birlikte D, , ya dual genellestirilmis kuaterniyon cebiri denir.

6.2 Dual Genellestirilmis Kuaterniyonlar Uzerinde Temel islemler

a) Eslenik

biciminde tanimlanir ve buna gére bir

0=A1+Age, +Ae, +Ae, olmak iizere g genellestirilmis kuaterniyonun eslenigi

Q=A,1-Ae — A, —Ase, olur. Eslenik islemi asagidaki ozeliklere sahiptir:

61



(i) aQ+bP=aQ+bP,Ya,be R,0,PeD,,
(ii) QP=PstqapEDa,ﬂ

)0 =0.¥Q¢e D, ,

b) Norm:

N:D,, —D
Q- N(Q)=N,=00=00

biciminde tanimlanan N islemine Q, ; lizerinde norm denir.

Q=A1+Age +Az¢e,+Ae, olmak iizere Q dual genellestirilmis kuaterniyonunun

normu

N, =00
=A+aAl+ LA +afA]

dual sayist ile tanimhidir.
Norm islemi asagidaki 6zeliklere sahiptir:

(i) Ny =N,N,.Y0,Pe D, ,

(i) N, ZEZNQ ,VAe RVQeD,,
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¢) Invers:

-1,
(,) .Daﬁ—>Da,ﬂ

a_ 09
q—)QI:—,NQ;tO
Ny

biciminde tanimlanan isleme D, ; de invers iglemi denir N, # 0 olmak iizere bir

Q=A)1+Age, +A,e, +Ae, genellestirilmis kuaterniyonun inversi

L AN-AG - A - A,
Ao +aAl+ A +afA]

dir.

Invers islemi asagidaki dzeliklere sahiptir:

(i) (QP)"' =P™'Q"'.VQ,Pe D, ,veN, #0,N, #0

(ii) (A0)" =%Q“,ﬂe R.Qc D, ,veN, #0,4%0

d) Birim dual genellestirilmis kuaterniyon:

N,=1 olan Q=A]l+Ae +A,e,+Ae, genellestirilmis kuaterniyonuna birim

genellestirilmis kuaterniyon denir.
e) iki genellestirilmis vektoriin vetorel carpimu:

Skalar kismu sifir olan genellestirilmis kuaterniyona genellestirilmis vektor adi verilir.
0= VQ =Ae +Ae, +Ae, P= \71, = B¢, + B,e, + B,e, genellestirilmis vektorlerin

vektorel carpimi

QAP=%(QP—PQ)
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olarak tanimlanir.

f) Q ve P dual genellestirilmis kuaterniyonlarimin skalar carpim

(0.P)=(P.Q)

esitligi ile tanimlidir.

6.3 Hamilton Operatorleri

Daha oOnceki bolumde

kuaterniyon olmak iizere

a, —@a - IB a,
* a, a, - Ba,
H(q)=

a, aa a

a, —a, a

matrisleri hesaplamistik.Benzer sekilde Q = A1+ A,¢, + A,e, + A,é, olmak iizere Q

=A]+a A+ A +afA;
=(q.p)+€(q.p")+(a".p)

q=a,l+ae +a,e, +a,e,

-apfa, a, —aa,
Ba, - 1 a,
H(q) =
aa, , —aa,

a, as a,

dual genellestirilmis kuaterniyonu i¢in
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Ao _aAl _ﬁAz _aﬁA3
IfI(Q): A1 Ao _:BA3 :BAz
A, aA, A, - A
A3 - Az Al Ao
ve
Ao _aAl _:BAz _a:BA3
I:I(Q)z A1 Ao :BA3 _:BAz
A, —0A, A, aA
A3 Az - Al Ao
Ayrica

Q=qg+eq , H ve H operatorleri lineer olduklarindan

HQ) =H()+eH(G)

H(Q)=H(g)+€eH(q)
olarak ifade edilebilir.
Genellestirilmis kuaterniyonlar icin ispat ettigimiz 6zelikler burada da rahatlikla

gosterebiliriz. Q ve P iki dual genellestirilmis kuaterniyon ve A reel bir sayr olmak

N -
tizere H ve H operatorleri asagidaki 6zelikleri saglarlar.
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(i) Q=P & H(Q)=H(P) & H(Q)=H(P)
(ii) H(Q+P)=H(Q)+H(P), HQ+P)=H(Q)+H(P)

(i) H(AQ)=AH(Q), H(AQ) = AH(Q)

(iv) lZ[IJ:I(Q)} =4a,, lZ[H(Q)} =4a,

») det[;l(Q)} =(Ny)*, de{H(Q)} =(Ny)’

(vi) H(QP) = H(Q)H(Q). H(QP)=H(P)H(Q)
(i) HQ™)=H(©Q)", HQ™)=H(Q)", (N,)?#0

(viii ) (13<Q>j eH(Q)=¢ ve (I_i(Q)j eH(Q)=¢

(ix) H(Q)P=QP ve H(P)Q=0P

(x) H(PYH(Q)=H(Q)H(P)
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7.GENELLESTIRILMiS KUATERNiYONLAR VE
DUAL GENELLESTIRILMiS KUATERNiYONLAR UZERINE UYGULAMAR

Bu boliimde genellestirilmis reel ve dual kuareniyonlara ait baz1 uygulamalar ve vida

operatorlerinden bahsedecegiz

7.1 Birim Genellestirilmis Kuaterniyonlarin Uygulamasi

d ve b iki genellestirilmis vektor kuaterniyon olsun. &, > 0 olmak iizere

||&||=\/0!a12 +fa; +afa;

=1

ve

6| = b +Bb; +a pb;
=1

alalim.Bu durumda @ ve b iki birim genellestirilmis vektor kuaterniyon olur. Iki vektor

arasmdaki € acisi igin

<ﬁ,b> =cosf, 0<O<LII

Jalle]
dir.

bxa =—<E,a>+5Aa

=—(<a,5>+aAz§)
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burada

cosf = <c?,b> alirsak
cos@=aab, +pa,b, +apfa,b,
olur.

cos’@=a’a’b’ +2a Baa,bb, + Basb; +a’f’aib; +2a° fa,abb, +2a B a,ab,b,

l=(aa +pa; +afal)ab’+b; +afb;)
=a’alb} + Braib; + &’ Braib; +afalb; + &’ Balb; +afa,bl +aff’ aibl +a’ falb}

+af’ alb;
simdi bu esitliklerden yararlanirsak
l1—cos’ 8= (||ﬁA l;”)2 elde edilir.

O halde
sin @ = ”&A l;"

esitligi elde edilir.

bxad= —(<&,1§>+&Az§)
=—(cos @ +sin 0§)
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Yani Q kuaterniyonu a vektoriinii dveb her ikisine de dik olan S ekseni etrafinda

hareket ettirerek b vektoriine doniistiirmektedir.
Simdi de her hangi bir eksen etrafinda hareketin ifadesini verelim.

adq :T;(e) = T;(e)

d—)l;:qﬁq_l

gg olup birim genellestirilmis

doniisiimiinii ele alalim burada ¢= cosg +sin

kuaterniyondur. O halde

g'=q olup g = cosg —sin g S dir. adglineer doniisimii T, (e) = im(K, ) de

izometri oldugundan bir harekete karsilik gelir.Burada a vektoriiniin hareketi sonucu
elde edilen b vektorii b = g dq’ esitligi ile yada adglineer doniisiimiine karsilik
gelen matris ile a vektoriine karsilik gelen siitun matrisin ¢arpimi ile bulunur. Bura da

adg=1+sin@S +(1—cos®)S* esitligini kullaniriz.
7.2.1 Birim genellestirilmis dual kuaterniyonlarin uygulamasi
A=A@é +Aé, +Ag¢, ve B=B¢ +B,é, +B,é, iki genellestirilmis birim dual vektor

olsun..Yani

N.=aAl +BA}+afA] =1, A A, A eD
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ve
N,=aB}+[fB;+afB; =1, B,B,,B,e D
olsun.

N =1 olmasi asagidaki kisitlamalar1 getirir.

A =a,+é€a, , A =a,+€a, ve A, =a, +€a,

olsun
N;= (aaf +fa; +0(,3a32)+ 28(0{a1a1* +Ba,a, +0(,3a3a3*): 1+£0
oldugundan
aal +fa;+afa; =1
aaa, +Baya, +afaa, =0

dir. Eger A=a+ea’ esitligi ile verirsek

N,=aa +Ba; +afa; =1
ve
f(@a)=aaa, +pPa,a, +afaa, =0
esitlikleri elde edilir.

+¢&b” iki birim genellestirilmis dual kuaterniyon i¢in

b S
1l
Q)
+
9}
Q)
<
o
ooT}
1l
Sy
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f(A, By=aAB, +BAB, +aAB,

= f@ by+elf@ b+ f@, b))

Nl

>
oo

1l
e~

= (:BAzBs _:BAaBz)gl +(aB3Bl _aA1B3) Ez +(Ale _A2Bl) ‘?3

esitliklerini kullanirsak
AXB=-f(A,B)+AAB

—axb+elaxb +a'xb)

esitligi elde edilir.

Simdi

BXA=—(f(a,b)+aAb)

:—(cos®+sin®§*)
=-0Q"
= B:—Q><(Q)71
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B=0xA

esitligini inceleyelim. Burada A ve B ye karsihik gelen dogrular sirasi ile d, ve
d,olsun.d, Nd, = {0} ve d, ve d,olmak iizere arasindaki agt ® =@ +£86" dual agist
kadardir.Eger 6" =0 alinirsa B=0Q" XA esitliginden goriiliyor ki A vektoriinii
soldan Q" ile carpmak demek hem A ~ vektoriine hem de B vektdriine karsilik gelen

dogrulara dik olan S " ekseni etrafinda @ kadar hareket ettirmektir demektir.

Eger 6 =0olsun. Bu durumdaA ve B ye karsilik gelen dogrular paraleldir.

Q =1+ £6°S” ve bu operator kayma operatdriiniin bir genellestirilmesidir.

7.2.2 Genellestirilmis Vida Operatorii

A ve B arasindaki agci @=6+¢e0" 6%0,8" #0 dual agisi olan iki genellestirilmis

birim dual vektdr olsun. Bu halde A ve B ye kesismeyen ve paralel olmayan iki dogru

karsilik gelir.Bu iki vektore karsilik gelen dogrular d, ve d, olsun. d, ve d,nin ortak
dikme dogrusuna karsilik gelen Ave B ile sag sistem olusturan genellestirilmis birim

dual vektor S” olsun. Bu durumda Q" =cos®+ S sin® olmak iizere

yazabiliriz.

Q" =cos®+ S*sin® genellestirilmis birim dual kuaterniyonunu ile bir A birim dual
vektoriinii soldan ¢arpmak demek A ya karsilik gelen dogruyu S"1n dogrultu ve
yoniinde ®=@0+¢£60  acisinin dual kismi kadar hareket ettirip hemen ardin da

S"etrafinda ® = @+ £8" reel kismi kadar harekete devam etmektir

Bu boliimde reel kuaterniyonlarin mekanikte uygulamalari1 olan dénme, kayma ve vida

operatorlerini genellestirdik .
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7.3. Ornekler

Bu boliimde genellestirilmis reel ve dual kuaterniyonlarm uygulamalarina ornekler

vererek bu uygulamalart daha iyi anlamaya calisacagiz.
Ornek 7.3.1

1
Ja+p+aof

genellestirilmis reel kuaterniyonunu bulalim. Burada S vektorii birim bir vektor oldugu

S = (1,1,-1) ekseni etrafinda € acis1 kadar hareket yaptiran Q

icin donme hareket yaptiran kuaterniyon Q = cos®+sin 6S esitligi ile verilir. Yani

1

1
Ja+B+aof o+ f+of (1’1,_1)}

bulunur. QO kuaterniyonunu bir S e dik olan bir @ vektorii ile soldan carparsak

verilen S = (1,1,-1) ekseni i¢in Q =cosé +sin 6{

Oxa=b

esitligi elde edilir ki bu esitlikten a vektoriiniin 6 acis1 kadar hareket ettirilerek b

vektoriiniin elde edildigi goriiliir .

Ornek 7.3.2
1 1 1 - Jij a
O=—+————(1,1,1) ve a=(- , ,0) olmak
V2 V2 Ja+pB+op JaB*+a* B Jop?+a’ B
lizere
Oxa

isleminin sonucunu bulalim.
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Oxd=-f(V,,d)+S,d+V,Ad

1 1 B a
———(1,1,1),(— , ,0
' Glamas " ara s yaprap
L1 gl a
V2 Ja+BraB \Jop?+a’ B N2 Ja+BraB \Jop? +a’ B
=0
S, d=— ’ 4

- , ,0
¢ \/5( \/0{,82+a2,8 \/0{,82+a2,8 :

Be, oe, e
77C LU W W W N
¢ 2 Ja+Braf 2 Ja+B+aB N2 Ja+p+ap
B o 0

_\/01,32+0{2,3 \/aﬂ2+a2ﬂ

=(_ﬁi 1 o 1 1 B 1

1
2 JarBrof Jaf +a’ B “h Ja+p+of Jop? +a* B V2 Ja+prap JapB* +a’ p

Oxdi=b ve b= (b,,b,,b;) olmak iizere yukarida ki esitliklerden kolaylikla
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1 1 o

I N
T eap N e o va b

b,

poo— % 1 1 B

’ Jap+a’ B aﬁ\/a+ﬂ+0{ﬂ af’+a’ S
- 1 (a+p)

! _ﬁ\/a+ﬁ+aﬁ \/aﬂ2+a2ﬁ

esitlikleri bulunur. Burada
f (5,5):% oldugu kolaylikla goriilir. Buda bize a veb arasindaki ac1d olmak

lizere;

1 1
cosd =—=ve sinfd =—= esitliklerini saglayan € acis1 kadar a vektoriiniin hareket
V2 V2

ettirilerek b vektoriiniin elde edildigi gosterir.

Ornek 7.3.3

fx=r,y=2z=0} dogrusunu ,2=2 dogrusuna doniistiiren  vida

operatdriinii bulalim.

75



Dogrulara sirastile d, ve d, diyelim.

d, dogrusu i¢in M = (0,0,0) ve a =(1,0,0) olmak iizere

=(0,0,0)

1 1

ve d, dogrusuicin N =(0,0,2) ve b= (—=,—,0) olmak iizere

2 2

1
=—0 0 2
2 1 1 0
2
=—(p,a,0)
N
dir.
- ~ 11 -2 2a
A=01,0,0)+£(0,0,0) ve B=(—,—,0)+e(—, ==,
J2' 2 V2 V2

vektorii birimlestirelim .
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- A1
A, =——=—7=(1,0,0)
4] e
_ B 1 1 1 1 -28 2«
B =— = (—=,—=.,0)0+¢ —,—=,0)
’ ||B|| a+pf 272 a+f 2 2
2 2

3 o - A 1

O halde d, dogrusuna karsilik gelen genellestirilmis dual vektor A, = — =——=(1,0,0)
|4] e
ve d, dogrusuna karsilik gelen genellestirilmis dual vektor
~ B 1 1 1 1 28 2a
=B _ (e 0)+& —E 20 d
18] e 22 arg 22
2 2
Simdi de vida operatériinii hesaplayalim
B, =0 XA,
- - \-1 «
B, x (Ao) =0

buradan da
- Eo X Ao = Q*
o halde

Q" = f(B,,A,)— B, A A, esitligi elde edilir.
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[\

= = 1 1 1 1 1
B,,A,) = — —
/¢ )= a+p \/E\/EJ“SO{ a+p Ja
2 2

B,AA =bAd+elbAG +b" Ad) esitligini kullanirsak,

pe ae, €;
—~ 1 1
bAd=
¢ Ja+p Ja+pB
1
— 0 0
Ja
1 1
=(0,0,——
( Ja a+ﬁ)
Bé, oe, e
_. _ | -2 1 2«
b Ad= , ——=
CNars Vo Jarp
1
— 0 0
Ja
1 -2«
=(0,0,—
( Ja af+,8)

oldugundan
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0 =« L Sl 7- N +(0,0,-— L oL _20)
a+p Ja a+p Ja \/_\/— Ja Ja+p
2

buradan goriiliir ki @ ve S secimlerine gore d, dogrusunu d, dogrusu iizerine getiren

degisik vida operatédrleri bulunabilir.
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