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4
2E   Yarı Öklidiyen Uzay 

 
G   Lie Grubu 
 

Glχ      G Lie Grubunun  Lie Cebiri 

 

gl   Sol Öteleme 

 

gr   Sağ Öteleme 

 

gad   G Lie Grubu İçin  Adjoint Gösterimi 

 

gAd                 G Lie Grubunun  Lie Cebiri İçin  Adjoint Gösterimi 

 
D   Dual Sayılar Halkası 
 

+

H ,
−

H               Hamilton Operatörleri 
 
Θ   Dual Açı 
 

*
S   Dönme ekseni 
 

βα ,K                Genelleştirilmiş reel kuaterniyonlar 

 

βα ,D                 Genelleştirilmiş dual kuaterniyonlar 
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1.GİRİŞ 
 
 
Kinematik, kuvvet ve kütle kavramlarını içermeyen mekaniğin bir dalıdır. Yani 

kinematik, sadece bir nokta veya nokta sistemi (cisim) nin zamana bağlı olarak yer 

değiştirmesini inceler (Müller 1963). Kuaterniyonlar 1843 yılında William Rowan 

Hamilton (1805 – 1865) tarafından tanımlanmış ve kinematikte hareketlerin incelenmesi 

bakımından önemli bir rol oynadığı bir çok çalışmada ifade edilmiştir. 

 

 

Yang ve Freudenstein (1964) dual kuaterniyonların, uzay mekaniği analizine 

uygulanmasını ele almış ve detaylı bir çalışmayla, bir dönme çifti ve üç silindirik çift 

seçerek uzay 4 – link mekaniğini incelemiştir. 

 

 

Veldkamp (1976) dual birim vektörler ve dual vektör çiftleri yardımıyla dual birim 

küreyi ifade etmiş ve dual küresel hareketleri vermiştir. Ayrıca dual hareket ve reel uzay 

hareketi arasındaki bağlantıyı göstermiştir. 

 

 

Rooney (1977) sabit bir nokta etrafında bir cismin dönme hareketini metodlar hâlinde 

ifade etmiştir. 3x3 reel ortogonal matrisler, 2x2 üniter matrisler, Pauli spin matrisleri, 

3x3 özel üniter matrisleri yardımıyla bir eksen etrafında dönme matrislerini 

sınıflandırmıştır. 

 

 

Bottema ve Roth (1979) reel ve dual kuaterniyonların uzay kinematiğine 

uygulanmalarını ifade etmiştir. Hareket matrislerinin formlarını vermiştir. 

 

 

Hacısalihoğlu (1983) reel ve dual kuaterniyonları ve sağladıkları özellikleri ayrıntılı bir 

şekilde incelemiştir. Birim dual kuaterniyonlar yardımıyla dönme ve kayma 

operatörlerini ifade etmiştir. Ayrıca vida operatörünün dönme ve kayma operatörlerinin 
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bileşkesi olarak yazılabileceğini göstermiştir. Vida hareketlerinin bileşimini ve Euler 

açılarının denklemlerini vermiştir. 

 

 

Hiller ve Woernle (1984), Bir cismin genel vida hareketlerini noktalara ve doğrulara 

göre formülleştirmiştir. Her iki durum için de temel bağıntıları sağlayan ani vida 

hareketlerinin diferensiyel denklemlerini vermiş ve bu diferensiyel denklemlerin 

çözümlerinden de sonlu vida hareketini ifade etmiştir. Bir doğrunun vida hareketi için 

gerekli dual vida tensörleri, dual matrisleri, vida koordinatları ve dual kuatrerniyonların 

denklemlerini vermiştir. 

 

 

Karger ve Novak (1985) reel kuaterniyonlar yardımıyla E 3  Öklid uzayında bir eksen 

etrafında dönmeyi adjoint gösterimiyle ifade etmiştir. 

 

 

Agrawal (1987) dual kuaterniyonları, Hamilton operatörleri ile formülleştirmiştir ve bu 

operatörlere karşılık gelen dual matrislerin özelliklerini ifade etmiştir. Bu özellikleri bir 

nokta ve bir doğrunun vida hareketinin kinematik denklemlerini geliştirmekte 

kullanmıştır. 

 

 

Ward (1997) 3 ve 4 boyutlu Öklid uzaylarında dönme matrislerini, reel kuaterniyonları 

kullanarak vermiştir. Kuaterniyonların matris formlarını ifade etmiştir. 

 

 

Kula (2003) split kuaterniyonları incelemiş ve Hamilton operatörlerini ve özelliklerini 

vermiştir. Ayrıca Minkowski-3 uzayında vida hareketini tanımlamıştır. 

 

 

Pottmann “Compitational Line Geometry” isimli  kitabında kuaterniyonları           

genelleştirmiş ve birimleri i,j,k ile göstermiş ve bu birimler ise 
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i² = -α ,   j² = -β ,   k² = -αβ 

i j = -j i = k ,    j k = -k j = β i ,    k i = -i k = α j   ( α , β  Є  ℜ  ) 

 

özeliklerini sağlar. Burada  α = β = 1 alınması  durumunda Hamilton tarafından 

belirlenen kuaterniyonlar elde edilir.  Eğer  α = 1 , β = 0 alınırsa Blaschke ve 

Grünwald’ın kinematik dönüşümleri sağlanır. Eğer  α = 1 , β = -1 alınırsa hiperbolik 

düzlemdeki hareketlerin grubu için kinematik dönüşümler elde edilir.  

 

 

Bu tezde genelleştirilmiş reel kuaterniyonların özelikleri ve Hamilton operatörlerinden 

bahsedilecektir. Tezde verilen özeliklerin her birinin Hamilton ve split kuaterniyonlar 

ile olan ilişkisi gösterilecektir. Ayrıca genelleştirilmiş dual kuaterniyonlar ve özellikleri 

verilecektir. Konuların daha anlaşılır olabilmesi için genelleştirilmiş reel ve dual 

kuaterniyonlaraın uygulamaları ve bunlara ait örnekler verilecektir. 
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2.TEMEL KAVRAMLAR 

 

 

Bu bölümde Lie grubu , Lie cebiri, adjoint gösterimi, skalar çarpım ve bize gerekli olan 

bazı tanımlar, teoremler ve notasyonlar hatırlatılacaktır. 

 

Tanım 2.1. 

 

Bir Lie grubu, diferensiyellenebilir grup operatörlerine sahip diferensiyellenebilir bir 

manifolddur; G  diferensiyellenebilir bir manifold olsun. 

 

abbaGGG =→× ),(,: µµ  

 

ve G  deki inversiyon operatörü olan 

 

1)(,: −=→ aaGG ξξ  

dönüşümlerinin her ikisi de diferensiyellenebilir  ise G  ye Lie grubu denir. 

 (Boothby 1975, Hacısalihoğlu 1980). 

 

Tanım 2.2. 

 

G  Lie grubunun bir elemanı a olsun. Her Gg∈  için aggla =)(  olarak tanımlansın. 

GGl a →:  dönüşümüne G  nin sol ötelemesi (sol çarpımı) denir. al  bir 

diffeomorfizimdir. Her Gg∈  için gagra =)(  olarak tanımlansın. GGra →:  

dönüşümüne G  nin sağ ötelemesi (sağ çarpımı) denir. ar  bir diffeomorfizimdir 

(Hacısalihoğlu 1983, Kobayashi ve Nomizu 1963). 

 

Tanım 2.3. 

 

V bir reel vektör uzayı olsun. 
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[ ]
[ ]YXYX

VVV

,),(

:,

a

→×
 

 

biçimindeki bir dönüşüm her V  ZY, X, ∈ için aşağıdaki üç önermeyi doğruluyorsa bu 

dönüşüme Bracket operatörü, [ ]( ),,V  ikilisine de bir Lie cebiri denir. 

 

(i) [ ],  bilineerdir. 

(ii) [ ] [ ]XYYX ,, −=   (anti-simetrik) 

(iii) [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] 0,,,,,, =++ YXZXZYZYX  (Jakobi özdeşliği ) 

dir  (Chevally 1946, Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.4. 

 

Eğer her Gga ∈,  için agga XXl =)(d  ise, G  Lie grubu üzerindeki X  vektör alanı sol-

invaryanttır. Dolaysıyla  

 

agglg

GGl

a

a

=→

→

)(

:
 

 

sol çarpımının 

 

aggag

GGa

XXlX

gTgTl

=→

→

)(d

)()(:d
 

 

türev dönüşümü; X  in oluşturduğu tanjant vektörleri yer değiştirir. Sol invaryant vektör 

alanı diferensiyellenebilirdir. 

G  deki sol invaryant vektör alanlarının cümlesi Glχ  olsun. Vektör alanlarının 

alışılmış toplama ve skalar ile çarpma işlemleri Glχ   yi bir vektör uzayı yapar. Glχ   

de [ ],  operatörü de tanımlanarak Glχ  bir Lie cebiri olur. GboynGboy l ==χ  sonlu 

boyutuna sahiptir (O’Neil 1983, Howard 1991). 
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Lemma 2.5. 

 

GX lχ  ∈  elemanını )(eTX Ge ∈ elemanına dönüştüren )(: eTGf Gl →χ fonksiyonu bir 

lineer izomorfizimdir.  Burada e, G  nin grup işlemine göre birim elemanıdır. 

GG →:φ bir otomorfizim olsun. GX lχ∈  ise GX lχφ ∈)(d  dir ve 

GG ll χχφ →:d  

Lie cebiri izomorfizimine φ  nin diferensiyeli denir.  

 

φd  diferensiyeli 

)()(:d eTeT GGe →φ  

 

dönüşümü ile ifade edilir (O’Neil 1983). 

 

Tanım 2.6. 

 

Ga ∈  olmak üzere g elemanını 1−
aga  elemanına dönüştüren  

 

1)(

:
−=→

→

agagCg

GGC

a

a
 

 

fonksiyonunu göz önüne alalım. Bu durumda aC  bir diffeomorfizim olup aC  nın 

diferensiyeli aad  ile gösterilir. O halde aa adC =d  dır. Gba ∈,  olduğunda 

111 )()( −−− == abgbaababgCab  dir. Böylece baab CCC o=  olur. Diferensiyel 

alındığında ise  

 

baab adadad o=  

 

elde edilir. Bu grup homomorfizimine G  nin adjoint gösterimi denir (O’Neil 1983, 

Gürlebeck and Sprössing 1997). 
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Tanım 2.7. 

 

V reel bir vektör uzayı üstünde ℜ→× VVf :  iki lineer fonksiyonuna iki lineer form, 

eğer bu iki lineer form simetrik ise f ye simetrik iki lineer form denir (Hacısalihoğlu 

1983). 

 

Tanım 2.8. 

 

ℜ→× VVf :  iki lineer bir  form olsun  

(i) ( ) 0),(0, >≠∈∀ vvfiçinvVv önermesi doğru oluyorsa f  ye pozitif tanımlı, 

(ii) ( ) 0),(0, <≠∈∀ vvfiçinvVv önermesi doğru oluyorsa f  ye negatif tanımlı, 

(iii) ( ) 0),(0, ≥≠∈∀ vvfiçinvVv önermesi doğru oluyorsa f  ye yarı pozitif tanımlı, 

(iv) ( ) 0),(0, ≤⇒≠∈∀ vvfvVv önermesi doğru oluyorsa  f  ye yarı negatif tanımlı, 

(v) 00),( =⇒=∈∀ vwvfiçinVw  oluyorsa f  ye nondejenere bir form denir (O’Neil 

1983). 

 

Tanım 2.9. 

 

f , V  üstünde simetrik iki lineer form olsun f  nin W  alt uzayına kısıtlaması 
W

f  

negatif tanımlı olacak biçimdeki W  alt uzaylarının boyutlarının en büyüğüne f nin 

indeksi denir ve v  ile gösterilir. boyVv ≤≤0  olduğu açıktır. 

 

ℜ→× VVf :  

 

simetrik iki lineer form olsun. 

 

),()(

:

vvfvqv

Vq

=→

ℜ→
 

 

fonksiyonuna f  den elde edilen kuadratik form denir. q  kuadratik formu verildiğinde,  
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f  simetrik iki lineer formu verilmiş demektir. Gerçekten; 

 

[ ])()()(
2

1
),( wqvqwvqvvf −−+=  

 

dır. V  nin bir bazı { }neee ,...,, 21 olmak üzere ),( jiij eeff =  diyelim. 

[ ]ijf  matrisine, f  nin { }neee ,...,, 21  bazına göre bileşenlerinin matrisi denir. f simetrik 

olduğundan [ ]ijf  matrisi de simetriktir (O’Neil 1983). 

 

Teorem 2.10. 

 

f  simetrik iki lineer formu nondejeneredir  gerek ve yeter şart  V  nin bir bazına göre 

f  ye karşılık gelen matrisin determinantının sıfırdan farklı olmalıdır (O’Neil 1983). 

 

Tanım 2.11. 

 

V  üstünde simetrik, nondejenere  bir f  iki lineer formuna V  üstünde bir skalar çarpım 

denir. f , V  üstünde pozitif tanımlı  bir skalar çarpım ise f  ye V  üstünde bir iç çarpım 

denir  (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.12. 

 

V  sonlu boyutlu reel vektör uzayı olmak üzere  V  üstünde bir skalar çarpım varsa  V  

ye skalar çarpımlı vektör uzayı denir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.13. 

 

V  skalar çarpımlı bir uzay ve Vv∈  olsun. 

 

),(: vvfv =  
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eşitliğiyle belirli v  sayısına v  nin normu denir. Normu 1 olan vektöre de birim vektör 

adı verilir (O’Neil 1983). 

 

Tanım 2.14. 

 

NM →:ψ  diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak üzere eğer )(1
qp

−∈∀ ψ  için 

pψd  örten ise Nq ∈  ye ψ  diferensiyellenebilir  fonksiyonunun bir regüler değeri 

denir. 

 

Teorem 2.15. 

 

NM →:ψ  diferensiyellenebilir bir fonksiyon )(Mq ψ∈   ψ  fonksiyonun bir reguler 

değeri olmak üzere )(1
q

−ψ   M nin bir alt manifoldudur. 
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3. REEL VE DUAL KUATERNİYONLAR  

 

Bu bölümde genelleştirilmiş kuaterniyonları daha iyi anlayabilmek,  hem reel hemde dual 

kuaterniyonlar ile olan ilişkisini daha rahat görebilmek için reel ve dual kuaterniyonlardan 

bahsedeceğiz. 

 

Tanım 3.1.  

 

{ }ℜ∈+++== 32,103322110 ,,/1 aaaaeaeaeaaqH
rrr

 

cümlesini ele alalım. Burada { }321 ,,,1 eee
rrr

 birimlerinin çarpımları aşağıdaki tabloda 

verilmiştir. 

      1      1e
r

      2e
r

        3e
r

 

1    1      1e
r

      2e
r

        3e
r

 

1e
r

   1e
r

   1−       3e
r

     2e
r

−  

2e
r

   2e
r

  3e
r

−    1−         1e
r

 

3e
r

   3e
r

     2e
r

    1e
r

−     1−  

 

H nın her bir elemanına reel kuaterniyon denir. 321 ,, eee
rrr

 birimleri 3- boyutlu reel vektör 

uzayının bir dik koordinat sistemi olarak alınabilir. Dolaysıyla 

33221101 eaeaeaaq
rrr

+++=  kuaterniyonunun skalar kısmı qS  ve vektörel kısmı qV
r

 

olmak üzere iki kısma ayrılır. 

qq VSq
r

+=  

olmak üzere  

0aSq =  ve 332211 eaeaeaVq

rrrr
++=  

dir. 
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Tanım 3.2.  

 

33221101 eaeaeaaq
rrr

+++=  ve  33221101 ebebebbp
rrr

+++=  reel kuaterniyonlarının 

toplamı 

)()( pqpq VVSSpq
rr

+++=+  

şeklinde tanımlıdır. 

ℜ∈λ olmak üzere skalarla çarpma işlemi ise  

3322110 )()()(1)( eaeaeaaq
rrr

λλλλλ +++=  

eşitliği ile tanımlıdır. 

 

Tanım 3.3. 

 

Reel kuaterniyonların çarpımı; 

 

qppqpq

HHH

=×→

→××

),(

:
 

 

biçiminde bir işlem olup 

 

pqqppqpqpq VVVSVSVVSSqp
rrrrrr

Λ+++−= ,  

 

olarak tanımlanır. 

Burada 3ℜ   teki iç çarpımı ifade etmek için  “ , ” ve  3ℜ   teki vektörel çarpımı ifade 

etmek için ise   “ Λ ”   sembolleri kullanılmıştır. 
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Tanım 3.4.  

 

Bir kuaterniyonun eşleniği q  ile gösterilir ve 

 

qq VqV

HH
vr

−=→+=

→

qq SSq 

:),(
 

olmak üzere 

33221101 eaeaeaaq
rrr

+++=  olmak üzere q  reel  kuaterniyonun eşleniği 

33221101 eaeaeaaq
rrr

−−−=  eşitliği ile tanımlanır. 

 

Tanım 3.5. 

Bir reel kuaterniyonun normu 

 

qqqqNqNq

HN

q ===→

ℜ→

)(

:
 

 

olmak üzere 

 

33221101 eaeaeaaq
rrr

+++=  olmak üzere q  reel kuaterniyonunun normu  

 

2
3

2
2

2
1

2
0 aaaa

qqN q

+++=

=
 

 

dır. 

 

Taım 3.6. 

 

1=qN   olan 33221101 eaeaeaaq
rrr

+++=  reel kuaterniyonuna birim reel kuaterniyon 

denir. 
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Tanım 3.7. 

 

Bir reel kuaterniyonun inversi (tersi) 1−
q  ile gösterilir 

 

qN

q
qq

HH

=→

→

−1

-1 :),(

 

0≠qN  ve 33221101 eaeaeaaq
rrr

+++=  olmak üzere q  reel kuaterniyonun inversi (tersi) 

 

2
3

2
2

2
1

2
0

33221101 1

aaaa

eaeaeaa
q

+++

−−−
=−

rrr

, 

 

dır. 

 

Tanım 3.8. 

 

33221101 eaeaeaaq
rrr

+++=  olmak üzere  

 

2
3

2
2

2
1

2
0

3322110
0

aaaa

eaeaeaa

N

q
q

q +++

+++
==

rrr

 

 

buradan; 

 

θθ sincos 0
2
3

2
2

2
1

2
0

3322110
0 S

aaaa

eaeaeaa
q +=

+++

+++
=

rrr

 

 

olur. Burada ; 

 

0cos a=θ  ve 
2
3

2
2

2
1

332211
0

aaa

eaeaea
S

++

++
=

rrr

 

dir. 
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Tanım 3.9. 

 

Bir A  dual sayısı *
aaA ε+=  ile gösterilir. Burada ℜ∈*,aa  veε  

0≠ε , 02 =ε  kurallarıyla belirli bir sayıdır. 

33221101 eaeaeaaq
rrr

+++=  ve 3

*

32

*

21

*

1

*

0
* 1 eaeaeaaq

rrr
+++=  olmak üzere  

*
qqQ ε+=  şeklinde tanımlanan kuaterniyona  dual kuaterniyon denir. Dual 

kuaterniyonlar cümlesini DH  ile göstereceğiz. 

3322110
* 1 eAeAeAAqqQ

rrr
+++=+= ε  kuaterniyonunun skalar kısmı QS  ve vektörel 

kısmı QV
r

 olmak üzere iki kısma ayrılır. 

QQ VSQ
r

+=  

biçiminde yazılır. Burada  

0ASQ =  ve 332211 eAeAeAVQ

rrrr
++=  

dir. 

 

Tanım 3.10.  

 

33221101 eAeAeAAQ
rrr

+++=  ve  33221101 eBeBeBBP
rrr

+++=  dual kuaterniyonlarının 

toplamı 

)()( PQPQ VVSSPQ
rr

+++=+  

şeklinde tanımlıdır. 

ℜ∈λ olmak üzere skalarla çarpma işlemi ise  

3322110 )()()(1)( eAeAeAAQ
rrr

λλλλλ +++=  

şeklinde tanımlıdır. 
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Tanım 3.11. 

 

Dual kuaterniyonların çarpımı; 

 

QPPQPQ

HHH DDD

=×→

→××

),(

:
 

 

biçiminde bir işlem olup; 

 

)( **
pqqpqpQP ++= ε  

 

olarak tanımlanır. 

 

Tanım 3.12.  

 

Bir dual kuaterniyonun eşleniği Q  ile gösterilir ve 

 

QQ

DD

VQV

HH
vr

−=→+=

→

QQ SSQ 

:)(,
 

 

dir. 

 

33221101 eAeAeAAQ
rrr

+++=  olmak üzere Q  dual kuaterniyonun eşleniği 

 

33221101 eAeAeAAQ
rrr

−−−=  eşitliği ile tanımlanır. 

 

Tanım 3.13. 

 

Bir dual kuaterniyonun normu 
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QQQQNQNQ

HN

Q

D

===→

ℜ→

)(

:
 

 

şeklinde tanımlanır. 

 

33221101 eAeAeAAQ
rrr

+++=  olmak üzere Q  dual kuaterniyonunun normu  

 

2
3

2
2

2
1

2
0 AAAA

QQNQ

+++=

=
 

dır. 

 

Taım 3.14. 

 

1=QN   olan 33221101 eAeAeAAQ
rrr

+++=  dual kuaterniyonuna birim dual kuaterniyon 

denir. 

 

Tanım 3.15. 

 

Bir dual kuaterniyonun inversi (tersi) 1−
Q ile gösterilir 

 

Q

DD

N

Q
QQ

HH

=→

→

−1

-1 :),(

 

şeklinde tanımlanır. 

 

33221101 eAeAeAAQ
rrr

+++=  olmak üzere Q dual kuaterniyonunun inversi (tersi) 

 

2
3

2
2

2
1

2
0

33221101 ;1

AAAA

eAeAeAA
Q

+++

−−−
=−

rrr

 

 

dır. 
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Tanım 3.16. 

 

33221101 eAeAeAAQ
rrr

+++=  bir dual kuaterniyon olmak üzere   

 

2
3

2
2

2
1

2
0

3322110
0

AAAA

eAeAeAA

N

Q
Q

Q +++

+++
==

rrr

 

 

buradan; 

 

Θ+Θ= sincos 00 SA  

 

olur. Burada ; 

 

0cos A=Θ ve 
2
3

2
2

2
1

332211
0

AAA

eAeAeA
S

++

++
=

rrr

 

 

dir.  

Burada Θ dual açısı 0Q  birim dual kuaterniyonun açısı ve 0S  0Q  ın eksenini belirten 

dual bir vektördür. Ayrıca *θεθ +=Θ   ve 
*

000 SSS
rr

ε+=  eşitlikleri ile verilir 

 

 

3.1  Operatörler 

 

3.1.1 Kuaterniyon Operatörü 

 

a
r

 ve b
r

 3ℜ  te iki birim vektör ve aralarındaki  açı θ  olsun.
ba

ba
S rr

rr
r

Λ

Λ
=   alınırsa 

{ }Sba
rrr

,,  sistemi bir sağ sistem olur.  

( )

( ) qba

qab

=×

=×
−

−

1

1

rr

rr
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olarak bulunur.  Burada θθ sincos Sq
r

+=  dır. 

 

q

H

→

→ℜ

θ
 

 

operatörüne kuaterniyon operatörü denir.  

bqa

aqb
rr

rr

×=

×=
 

olur. 

 

aqb
rr

×=  eşitliğinden görülüyor ki a
r

 vektörünü soldan q  ile çarpmak demek a
r

 

vektörünü S
r

 ekseni etrafında θ  kadar döndürüp b
r

 vektörünü elde etmektir. 

 

 

3.1.2 Dönme Operatörü 

 

A
r

ve B
r

 iki birim dual vektör olsun. A
r

ve B
r

 ye karşılık gelen doğrular sırası ile 1d  ve 

2d olsun. { }021 =∩ dd  ve 1d  ve 2d  arasındaki açı *θεθ +=Θ  olmak üzere 0* =θ  

dır. BAS
rrr

Λ//*  ve *
S
r

 birim dual vektör olmak üzere; 

( )
( ) *1

*1

QBA

QAB

=×

=×
−

−

rr

rr

 

olarak bulunur. Burada θθ sincos **
SQ
r

+=  dır. 

operatörüne dönme operatörü denir.  

AQB
rr

×= *  eşitliğinden görülüyor ki A
r

 vektörünü soldan *
Q  ile çarpmak demek A

r

a
r  

vektörüne karşılık gelen doğruyu normali *
S
r

 olan düzlemde θ  kadar döndürmek 

demektir. 
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3.1.3 Kayma Operatörü 

 

A
r

ve B
r

 arasındaki açı *θθ +=Θ  olmak üzere 0=θ olsun.Bu durumda A
r

ve B
r

 ye 

karşılık gelen doğrular paraleldir. 

0,

0,

*

*

=

=

BS

AS

rr

rr

 

dır. 

( )
( ) ***

1

1

***

1

1

1

1

SqBA

SqAB
rrr

rrr

εθ

εθ

+==×

+==×
−

−

 

***

1
* 1 Sq

H D
r

θεθ +=→

→ℜ
 

operatörüne kayma operatörü denir. 

 

3.1.4  Vida  Operatörü 

 

A
r

ve B
r

 arasındaki açı *θεθ +=Θ  0≠θ , 0* ≠θ  dual açısı olan iki birim dual 

 vektör olsun. Bu halde A
r

ve B
r

 ye kesişmeyen ve paralel olmayan iki doğru karşılık 

gelir.Bu iki vektöre karşılık gelen doğrular 1d  ve 2d  olsun. 1d  ve 2d nin ortak dikme 

doğrusuna karşılık gelen A
r

ve B
r

 ile sağ sistem oluşturan birim dual vektör *
S
r

olsun. 

Bu durumda Θ+Θ= sincos **
SQ
r

 olmak üzere 

( )
( ) *1

*1

QBA

QAB

=×

=×
−

−

rr

rr

 

yazabiliriz. 

Θ+Θ= sincos **
SQ
r

 birim dual kuaterniyonunu ile bir A
r

 birim dual vektörünü soldan 

çarpmak demek A
r

 ya karşılık gelen doğruyu *
S ın doğrultu ve yönünde *θεθ +=Θ  

açısının dual kısmı kadar kaydırmak hemen ardın da  *
S
r

etrafında *θεθ +=Θ  reel 

kısmı kadar döndürmektir. 
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Bu bölümde verilen bütün tanımlar ve teoremler bir sonraki bölümde genelleştirilerek 

genelleştirilmiş kuaterniyonlar için bir yapı taşı teşkil edecektir. Çalışmamızın asıl 

amacı bu bölümün sonunda verilen operatörlerin  genelleştirilmiş ifadelerini vermektir . 
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4. GENELLEŞTİRİLMİŞ KUATERNİYONLAR  

 

Bu bölümde, kuaterniyonları genelleştirip bunların Lie grup ve Lie cebir yapılarını 

inceleyeceğiz. Ayrıca genelleştirilmiş kuaterniyonların reel ve bölünmüş (split) 

kuaterniyonlar ile olan ilişkisini göstereceğiz. 

 

4.1 Genelleştirilmiş Kuaterniyonlar 

 

{ }ℜ∈+++== βαβα ,,,,,/1 32103322110, aaaaeaeaeaaqK
rrr

 

 

cümlesini ele alalım. Burada { }321 ,,,1 eee
rrr

 birimlerinin çarpımı aşağıda verilmiştir. 

 

23113

12332

31221

2

3

2

2

2

1

eeeee

eeeee

eeeee

eee

rrrrr

rrrrr

rrrrr

rrr

α

β

αββα

=−=

=−=

=−=

−=−=−=

 

 

βα ,K  nın her bir elemanına bir genelleştirilmiş kuaterniyon adı verilir. Burada 

3210 ,,, aaaa  reel sayılarına q  genelleştirilmiş kuaterniyonun bileşenleri denir. Bundan 

sonraki bölümlerde, bir genelleştirilmiş kuaterniyon için 33221101 eaeaeaaq
rrr

+++=  

gösterimi kullanılacaktır. 321 ,, eee
rrr

 birimleri 3- boyutlu reel vektör uzayının bir dik 

koordinat sistemi olarak alınabilir. Dolaysıyla 33221101 eaeaeaaq
rrr

+++=  

kuaterniyonun skalar kısmı qS  ve vektörel kısmı qV
r

 olmak üzere iki kısma ayrılır. 

qq VSq
r

+=  

biçiminde yazılır. Burada  

0aSq =  ve 332211 eaeaeaVq

rrrr
++=  

dir. 
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Burada bazı özel durumları inceleyim ; 

 

(i) 1== βα  seçilmesi durumunda reel kuaterniyonlar elde edilir. 

(ii) 1,1 −== βα durumunda bölünmüş(split) kuaterniyonlar elde edilir. 

 

33221101 eaeaeaaq
rrr

+++= , 33221101 ebebebbp
rrr

+++=  iki genelleştirilmiş 

kuaterniyonunun toplamı 

 

33322211100 )()()()(

)()(

ebaebaebaba

VVSSpq pqpq

rrr

rr

+++++++=

+++=+
 

 

eşitliği ile tanımlıdır. 

ℜ∈λ  ve 33221101 eaeaeaaq
rrr

+++=  olmak üzere qλ  dış işlemi  

3322110 )()()(1)( eaeaeaaq
rrr

λλλλλ +++=  

iletanımlıdır. 

 

Bu iki işlem ile birlikte βα ,K  cümlesi reel sayılar cismi üzerinde 4-boyutlu bir vektör 

uzayı olur. 

 

Ayrıca 33221101 eaeaeaaq
rrr

+++=  ve  33221101 ebebebbp
rrr

+++=  genelleştirilmiş 

kuaterniyonların çarpımı: 

 

 

qppqpq

KKK

=×→

→××

),(

: ,,, βαβαβα
 

 

olmak üzere; 

303122130213310220

12332011033221100

)()(

)()(

ebabababaebabababa

ebabababababababaqp
rr

r

+−+++−++

−+++−−−=

αα

ββαββα
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veya 

pqqppqpqpq VVVSVSVVfSSqp
rrrrrr

Λ+++−= ),(  

olarak tanımlanır.  

 

Burada { }ℜ∈++= 321332211, ,,/)( aaaeaeaeaKim
rrr

βα  olmak üzere 

 

332211

,,

),(),(

)()(:

bababaVVfVV

KimKimf

pqpq βαβα

βαβα

++=→

ℜ→×
rrrr  

 

ve  

 

( ) ( ) ( ) 312212311312332

321

321

321

,,,

),(

)()()(:

ebabaebabaebaba

bbb

aaa

eee

VVVV

KimKimKim

pqpq

rrr

rrr

rrrr

−+−+−=

=Λ→

→×Λ

ααββ

αβ

βαβαβα

 

 

dır. Bu çarpma işlemi ile birlikte βα ,K  ya genelleştirilmiş kuaterniyon cebiri denir. 

Burada 1== βα  seçilmesi durumunda Öklid uzayındaki iç çarpım ve vektörel çarpım 

elde edilir. 1,1 −== βα seçilmesi durumunda 4
2E  yarı Öklidyen uzayındaki iç çarpım 

ve vektörel çarpım elde edilir. 

 

 

4.2  Genelleştirilmiş Kuaterniyonlar Üzerinde Temel İşlemler 

 

a) Eşlenik 

 

qq VqV

KK
vr

−=→+=

→

qq

,,

SSq 

:)(, βαβα
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biçiminde tanımlanır ve buna göre bir  

33221101 eaeaeaaq
rrr

+++=  olmak üzere q genelleştirilmiş  kuaterniyonun eşleniği 

33221101 eaeaeaaq
rrr

−−−=  olur. Eşlenik işlemi aşağıdaki özeliklere sahiptir: 

 

 

(i)  βα ,,,,, Kpqbapbqabpaq ∈ℜ∈∀+=+  

 

(ii)  βα ,,, Kpqqpqp ∈∀=  

 

(iii) βα ,, Kqqq ∈∀=  

 

b)  Norm: 

 

qqqqNqNq

KN

q ===→

ℜ→

)(

: ,βα
 

 

biçiminde tanımlanan N  işlemine βα ,K  üzerinde norm denir. 

33221101 eaeaeaaq
rrr

+++=  olmak üzere q  genelleştirilmiş  kuaterniyonunun normu  

 

2
3

2
2

2
1

2
0 aaaa

qqN q

βαβα +++=

=
 

 

reel sayısı ile tanımlıdır. 

 

Norm işlemi aşağıdaki özeliklere sahiptir: 

 

(i) βα ,,, KpqNNN pqqp ∈∀=  
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(ii)  βαλ λλ ,
2 ,, KqNN qq ∈∀ℜ∈∀=  

 

 

 

c)  İnvers: 

 

0,

:)(,

1

,,
-1

≠=→

→

−
q

q

N
N

q
qq

KK βαβα

 

 

biçiminde tanımlanan işleme βα ,K  da invers işlemi denir. 0≠qN olmak üzere bir  

33221101 eaeaeaaq
rrr

+++=  genelleştirilmiş kuaterniyonun inversi  

 

2
3

2
2

2
1

2
0

33221101 1

aaaa

eaeaeaa
q

βαβα +++

−−−
=−

rrr

 

 

dır. 

İnvers işlemi aşağıdaki özeliklere sahiptir: 

 

(i) 0,0,,)( ,
111 ≠≠∈∀= −−−

pq NNveKpqqpqp βα  

(ii) 0,0,,
1

)( ,
11 ≠≠∈ℜ∈= −− λλ

λ
λ βα qNveKqqq  

 

 

d)  Birim genelleştirilmiş kuaterniyon: 

 

1=qN   olan 33221101 eaeaeaaq
rrr

+++=  genelleştirilmiş kuaterniyonnuna birim 

genelleştirilmiş kuaterniyon denir. 
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e) İki genelleştirilmiş vektörün çarpımı: 

 

Skalar kısmı sıfır olan genelleştirilmiş kuaterniyona genelleştirilmiş vektör adı verilir. 

332211 eaeaeaVq q

rrrr
++==    332211 ebebebVp p

rrrr
++==  genelleştirilmiş vektörlerin 

çarpımı 

 

pqpqf

VVVVfVVVV

KKK

pqpqpqpq

Λ+−=

Λ+−=×→

→××

),(

),(),(

: ,,,
rrrrrrrr

βαβαβα

 

 

olarak bulunur. Bu eşitlikten görülmektedir ki bu iki genelleştirilmiş vektör f  skalar 

çarpımına göre dik iseler çarpımları vektörel çarpımlarına eşit olur. Eğer bu iki vektör 

paralel iseler çarpımları, bu iki genelleştirilmiş vektörün skalar çarpımına eşit olur. 

 

e) İki genelleştirilmiş kuaterniyonun skalar çarpımı: 

 

qq VSq
r

+=  ve pp VSp
r

+=  iki genelleştirilmiş kuaterniyon olmak üzere 

 

)(

),(,

:,

33221100

,,

qpS

babababa

VVfSSpq

KK

pqpq

=

+++=

+=

ℜ→×

βαβα

βαβα
rr

 

 

şeklinde tanımlanan işleme iki genelleştirilmiş kuaterniyonun skalar çarpımı denir. 

 

Teorem 4.2.1 

 

βα ,K da ki  metrik aşağıdaki önermeleri gerçekler. 

(i) βα ,212121 ,,,, KqqpqqNpqpq p ∈∀=  

(ii) βα ,212121 ,,,, KqqpqqNpqqp p ∈∀=  
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(iii) βα ,212121 ,,,, Kqqpqpqqpq ∈∀=  

(iv) βα ,211221 ,,,, Kqqpqqpqpq ∈∀=  

 

ispat. 

33221101 eaeaeaaq
rrr

+++=  ve  33221101 ebebebbp
rrr

+++=  genelleştirilmiş kuaterniyon 

olmak üzere; 

)(

, 33221100

qpS

babababapq

=

+++= βαβα
 

 

dır. Bu eşitliği kullanarak ispatlarımızı kolaylıkla yapabiliriz. 

 

(i) 

 

 

 

 

 

 

 

 

(ii) 

 

21

21

21

2121

,

)(

)(

)(,

qqN

qqSN

qppqS

pqpqSpqpq

p

p

=

=

=

=

 

 

 

 

 

21

21

12

12

21

2121

,

)(

)(

)(

)(

)(,

qqN

qqSN

qqSN

pqpqS

pqpqS

pqpqSpqpq

p

p

p

=

=

=

=

=

=
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(iii) 

 

21

21

21

2121

,

)(

)(

)(,

qpq

qpqS

pqqS

qpqSqpq

=

=

=

=

 

 

(iv) 

 

12

12

2121

,

)(

)(,

qqp

qpqS

qpqSqpq

=

=

=

 

 

dır. 

 

4.3  Genelleştirilmiş Kuaterniyonların Lie Grubu ve Lie Cebiri 

 

{ }1:, =∈= qNKqG βα  cümlesini ele alalım. 

 

 

Teorem  4.3.1. 

 

{ }1:, =∈= qNKqG βα  bir Lie grubudur. 

 

İspat. 

 

(i) G  cümlesi genelleştirilmiş kuaterniyon çarpımına göre bir gruptur. Bu grubunun 

birim elemanı 1=e  dir. 
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(ii)  

 

2
3

2
2

2
1

2
0

,

,)(

:

aaaaqqqfq

Kf

βαβα

βα

+++==→

ℜ→
 

 

olarak tanımlayalım. f  fonksiyonun kordinat fonksiyonları cinsinden 

2
3

2
2

2
1

2
0 xxxxf βαβα +++=  şeklinde yazabiliriz. f  nin jakobiyen matrisi 

 

[ ]3210 2,2,2,2)( xxxxfJ αββα=  

 

dir. )( fJ  matrisinin rankı 1 dir. Tanım 2.14. ve Teorem 2.15 den dolayı )1(1−f βα ,K  

nın  bir alt manifoldudur. 

 

pqqpqp

KKK

=→

→×

),(),(

: ,,,

µ

µ βαβαβα
 

 

ve 

 

qqqq

GG

==→

→

−1)(

:

ψ

ψ
 

 

dönüşümlerinin diferensiyellenebilir  olduğu gösterilebilir. Böylece 

{ }1:, =∈= qNKqG βα  cümlesi bir Lie grubu olur. 

 

Teorem 4.3.2 

 

G  Lie grubunun Lie cebiri )( ,βαKim  dır. 
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İspat. 

 

)(eTv Ge ∈ olsun. G  içinde  ev  yi hız vektörü olarak kabul eden bir γ  eğrisi alalım. Yani 

1)0( =γ ve ev=′ )0(γ  olacak biçimde G  içinde en az bir 

 

3322110 )()()()()(,: esaesaesasasGI
rrr

+++=→ γγ  

 

eğrisi vardır. Gs ∈)(γ  olduğundan. 

 

1)()()()( 2
3

2
2

2
1

2
0 =+++ sasasasa βαβα  

dir.  Bu eşitliğin 0=s  noktasında türevini alınırsa, 

 

0)()(2)()(2)()(2)()(2 33221100 =′+′+′+′ sasasasasasasasa βαβα  

 

eşitliği elde edilir. 0)0(,0)0(,0)0(,1)0( 3210 ==== aaaa  olduğundan  

0)0(0 =′a  olur. )(eTG e noktasından geçen eğrinin hız vektörlerinin kümesidir. 

)(eTG  deki her vektörü, )( ,βαKim  nin e  noktasındaki teğet uzayının 








∂

∂

∂

∂

∂

∂

321

,,
xxx

 

bazındaki vektörlerin bir lineer birleşimi olarak yazabiliriz. Buna göre 0)0(0 =′a  hız 

vektörü  

 

3

3

2

2

1

1

0

00 )0()0()0()0(
x

a
x

a
x

a
x

aa
∂

∂
′+

∂

∂
′+

∂

∂
′+

∂

∂
′=′  

 

dir. 0)0(0 =′a   olduğundan  








∂

∂

∂

∂

∂

∂
⊂

321

,,)(
xxx

SpeTG  dır.  

3)( == eboyTboyG G  olduğundan 








∂

∂

∂

∂

∂

∂
=

321

,,)(
xxx

SpeTG  bulunur. Öyle ise G   nin  

Lie cebiri  )( ,βαKim dır.  
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{ }ℜ∈++=≅ 321332211, ,,/)()( aaaeaeaeaKimeTG

rrr
βα  

olur. 

 

4.3.3 Bir Lie Grubu ve Lie Cebiri İçin Adjoint Dönüşümler 

 

a)G  Lie Grubunun Matris Temsili 

 

{ }1:, =∈= qNKqG βα  ve Gg ∈  için 

 

1)(int

:int
−=→

→

gxgxgx

GGg
 

 

birebir, örten  ve differensiyellenebilir  olan gint  fonksiyonunu tanımlayalım. 

 

Bu fonksiyonun türev dönüşümünün grubun birim elemanı olan 1=e  noktasına 

kısıtlamasına adjoint dönüşümü denir. Bir βα ,Kq∈  için 

 

1

)()(:
−→

→

qpqp

eTeTadq GG
 

 

dır. { }321 ,,)( eeeSpeTG

rrr
=  olduğundan { }321 ,, eee

rrr
 bazına göre  

 

32031221301
2
3

2
2

2
1

2
01 )22()22()()( eaaaaeaaaaeaaaaeadq

rrrr
−+++−−+= αααβαβα  

 

332102
2
3

2
2

2
1

2
0130212 )22()()22()( eaaaaeaaaaeaaaaeadq

rrrr
ββαβαββ ++−+−+−=  

 

3
2
3

2
2

2
1

2
021032120313 )()22()22()( eaaaaeaaaaeaaaaeadq

rrrr
βαβαααββαβ +−−+−++=

 

 eşitliklerinden; 
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















+−−+−

−−+−+

+−−−+

=
2
3

2
2

2
1

2
032102031

1032
2
3

2
2

2
1

2
02130

20313021
2
3

2
2

2
1

2
0

2222

2222

2222

aaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaa

adq

βαβαβα

ααββαβααα

βαββββαβα

 

 

bulunur.  

 

Burada 1=α  ve 1=β  seçilmesi durumunda  reel kuaterniyonlar elde edilir. Böylelikle; 

 

















+−−+−

−−+−+

+−−−+

==
2
3

2
2

2
1

2
032102031

1032
2
3

2
2

2
1

2
02130

20313021
2
3

2
2

2
1

2
0

2222

2222

2222

aaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaa

Madq  

 

elde edilir. 

 

3IMM
T =  ve 1det =M  olduğundan M  ortogonal olup adq  dönüşümü 3ℜ  te 

dönmelere karşılık gelir. Dönme ekseni ),,( 321 sssS =
r

  olmak üzere ; 

2
3 )cos1(sin SSIM θθ −++=  

şeklinde yazılabilir.  

 

Burada θ  dönme açısı S  anti-simetrik bir matris olup 

 

















−

−−=

0

0

0

12

13

23

ss

ss

ss

S  

 

şeklindedir. Aynı şekilde 1=α  ve 1−=β  seçilmesi durumunda bölünmüş (split) 

kuaterniyonlar elde edilir. 
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















−+−−−

−−+−−−+

−−+−++−+

==
2
3

2
2

2
1

2
032102031

1032
2
3

2
2

2
1

2
02130

20313021
2
3

2
2

2
1

2
0

2222

2222

2222

aaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaa

Nadq  

 

elde edilir. 

 















−

=

100

010

001

ε  olmak üzere 3INN
T =εε  dır. Ayrıca 1det =N  olduğundan N yarı  

 

ortogonal olup  adq  dönüşümü Minkowski 3 uzayında dönmelere karşılık gelir. Dönme 

ekseni ),,( 321 cccC =
r

  olmak üzere ; 

 

2
3 )cosh1(sinh CCIN γγ +−++=  

 

şeklinde yazılabilir. Burada γ  dönme açısı εε CCT −=  eşitliğini sağlayanC anti-

simetrik matrisi; 

 

















−

−

−

=

0

0

0

12

13

23

cc

cc

cc

C  

 

şeklindedir. 

 

Teorem 4.3.4. 

 

















=

βα

β

α

ε

00

00

00

 olmak üzere εε =adqadqT  dır. 
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İspat.

















+−−−+

+−+−−

−+−−+

=

































+−−+−

−−+−+

+−−−+

=

2
3

222
2

22
1

22
01032

2
2031

2

32
2

10
2
3

22
2

22
1

2
03021

2031
2

2130
2
3

22
2

2
1

22
0

2
3

2
2

2
1

2
032102031

1032
2
3

2
2

2
1

2
02130

20313021
2
3

2
2

2
1

2
0

2222

2222

2222

00

00

00

2222

2222

2222

aaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaa

adq
T

βααββααβαβαβαβαβ

αβαβαββαββαβαβ

αββαβααββααβαα

βα

β

α

βαβαβα

ααββαβααα

βαββββαβα

ε

 

Buradan da; 

 

ε

αβ

β

α

ε

=

















=

00

00

00

)( 2
q

T Nadqadq
 

 

bulunur.  

 

adq  ortogonal dır. Ayrıca  

 

1

)(det 32
3

2
2

2
1

2
0

=

+++= aaaaadq βαβα
 

 

olduğundan adq lineer dönüşümü  )()( ,βαKimeTG =  de izometridir. 

 

Teorem 4.3.5. 

 

1, =∈ qNKq βα  , 00 >> βα ve olmak üzere 2)cos1(sin SSIadq ϕϕ −++=  dir. 
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İspat. 

 

00 >> βα ve için 0),(0),( 2
3

2
2

2
1, >++=⇒≠∈∀ aaaVVfVKimV qqqq βαβαβα

rrrr
 

önermesi doğru olur bu durumda f  ye pozitif tanımlı denir. 

33221101 eaeaeaaq
rrr

+++=  ve 1=qN  olmak üzere ; 

 

2
3

2
2

2
1

3322112
3

2
2

2
10

aaa

eaeaea
aaaaq

βαβα
βαβα

++

++
+++=

rrr

 

 

Sq
r

2
sin

2
cos

ϕϕ
+=  

 

Burada =
2

cos
ϕ

0a   ,  2
3

2
2

2
1

2
sin aaa βαβα

ϕ
++=  ve 

2
3

2
2

2
1

332211

aaa

eaeaea
S

βαβα ++

++
=

rrr
r

 

dir. 

Öncelikle S
r

 vektörüne karşılık gelen anti-simetrik matrisi bulalım. 

 

















=

βα

β

α

ε

00

00

00

 olmak üzere SS
T εε −= önermesi sağlanıyorsa S  matrisine anti  

 

simetrik matris denir. 

Bura da gerekli işlemler yapılırsa 

















−

−

−

=

0

0

0

12

13

23

ss

ss

ss

S αα

ββ

  

bulunur. 

 

),,(

0

0

0

321

12

13

23

sssS

ss

ss

ss

S =≅

















−

−

−

=
r

αα

ββ
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S ve M  iki anti-simetrik matris olmak üzere MSMSSM
rr

Λ≅− dir. Gerçekten de  

 

 

















−

−

−

=

0

0

0

12

13

23

ss

ss

ss

S αα

ββ

 ve 

















−

−

−

=

0

0

0

12

13

23

mm

mm

mm

M αα

ββ

 olmak üzere 

 

 

















−−

−−

−−

=−

0

0

0

23321331

32231221

31132112

msmsmsms

msmsmsms

msmsmsms

MSSM

ββαα

βαβααα

βαβαββ

 

 

 bulunur. 

 

MS

msmsmsmsmsmsMSSM
rr

Λ=

−−−≅− ),,( 211231132332 ββααββ
 

dir. 

 

=
2

cos
ϕ

0a  , 11
2

sin as =
ϕ

, 22
2

sin as =
ϕ

ve 33
2

sin as =
ϕ

 olmak üzere 

 

 























+−−++−

−−+−++

+−−−+

=

2
sin)(

2
cos

2
sin2

2
sin

2
cos2

2
sin

2
cos2

2
sin2

2
sin

2
cos2

2
sin2

2
sin)(

2
cos

2
sin2

2
sin

2
cos2

2
sin

2
cos2

2
sin2

2
sin

2
cos2

2
sin2

2
sin)(

2
cos

22
3

2
2

2
1

22
3212

2
31

1
2

32
22

3
2
2

2
1

22
213

2
2

313
2

21
22

3
2
2

2
1

2

ϕ
αββα

ϕϕ
β

ϕϕϕϕϕ
α

ϕϕ
α

ϕ
αβ

ϕ
αββα

ϕϕ
α

ϕϕ
α

ϕϕ
β

ϕ
β

ϕϕ
β

ϕ
β

ϕ
αββα

ϕ

sssssssss

sssssssss

sssssssss

adq
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





















−+−−+−

−−−+−+

+−−−−

+=

2
sin)1(

2
sin2sinsin

2
sin2

sin
2

sin2
2

sin)1(
2

sin2sin

sin
2

sin2sin
2

sin2
2

sin)1(

22
3

2
2

2
1

2
3212

2
31

1
2

32
22

3
2
2

2
1

2
213

2
2

313
2

21
22

3
2
2

2
1

ϕ
αββα

ϕ
βϕϕ

ϕ
α

ϕα
ϕ

αβ
ϕ

αββα
ϕ

αϕα

ϕβ
ϕ

αβϕβ
ϕ

β
ϕ

αββα

sssssssss

sssssssss

sssssssss

Iadq

 

 

Bura da  ϕ
ϕ

cos1
2

sin2 2 −=  ve 12
3

2
2

2
1 =++ sss βαβα  eşitlikleri kullanılırsa  

 

















−−

−−

−−

−+

















−

−

−

+=
2
2

2
13231

32
2
3

2
121

3121
2
2

2
3

12

13

23

)cos1(

0

0

0

sin

ssssss

ssssss

ssssss

ss

ss

ss

Iadq

βαβα

αβαβαα

αβββαβ

ϕαα

ββ

ϕ

 

2)cos1(sin SSIadq ϕϕ −++=  eşitliği elde edilmiş olur. 

 

1=α  ve 1=β  seçilmesi özel halin de  bize 3ℜ  te bir eksen etrafında ϕ  

açısı karlık dönme yaptıran matrisi verir 

 

b) Lie Çarpımı 

 

{ }1:, =∈= qNKqG βα  Lie grubunun e  noktasındaki sol invaryant vektör alanlarının 

cümlesini;  { }XXlGXG gl =∈= )()/()()( *χχ  cümlesi ile gösterelim. Bu cümle e  

noktasındaki tanjant uzay ile izomorftur yani )()( eTG Gl ≅χ  dır. 

 

[ ]
[ ] [ ] XDYDYXYXYX

eTeTeT

YX

GGG

−==→

→×

,),(,),(

)()()(:,
 

 

şeklinde tanımlanan çarpım bir  Lie çarpımı olur ve [ ]( ),),(eTG ikilisi 

{ }1:, =∈= qNKqG βα  Lie grubunun Lie cebiridir. Şimdi Lie çarpımının kuralını 

bulalım. 

0=s  da e noktasından geçen ve 11 )0( e
r

=′γ  olan bir  
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)(

:

1

1

ss

GI

γ

γ

→

→
 

eğrisi alalım. Gg ∈  olmak üzere )())()(( 11 sslg µγ =  olacak şekilde 

)(

:

1

1

ss

GI

µ

µ

→

→
 

eğrisi vardır.  

 

Öyle ki )0())0(()( 11* µγ ′=′
gl dır. 

 

)0())0(()( 11* µγ ′=′
gl  eşitliğinde 3322110 egegeggg

rrr
+++=  alınırsa 

 

1

322310111 )0(

X

egegeggeg
r

rrrr

=

−++−=×=′ ααµ
 

 

Aynı şekilde 0=s  da e noktasından geçen ve 22 )0( e
r

=′γ  olan bir  

)(

:

2

2

ss

GI

γ

γ

→

→
 

eğrisi alalım.  Gg ∈  olmak üzere )())()(( 22 sslg µγ =  olacak şekilde 

 

)(

:

2

2

ss

GI

µ

µ

→

→
 

 

 eğrisi vardır. Öyle ki )0())0(()( 22* µγ ′=′
gl dır. 

 

2

312013222 )0(

X

egegeggeg
r

rrrr

=

++−−=×=′ ββµ
 

ve 

0=s  da e noktasından geçen ve 33 )0( e
r

=′γ  olan bir  
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)(

:

3

3

ss

GI

γ

γ

→

→
 

 

eğrisi alalım.  Gg ∈  olmak üzere )())()(( 33 sslg µγ =  olacak şekilde  

 

)(

:

3

3

ss

GI

µ

µ

→

→
 

 

eğrisi vardır. Öyle ki )0())0(()( 33* µγ ′=′
gl dır. 

 

3

302112333 )0(

X

egegeggeg
r

rrrr

=

+−+−=×=′ αββαµ
 

 

eşitlikleri bulunur. Dolaysıyla )(Glχ  nin bir bazı { }321 ,, XXX  dir Baz  

vektörlerini )( 4Eχ  ün baz vektörlerin bir lineer birleşimi olarak yazabiliriz.  

3

2

2

3

1

0

0

11
x

g
x

g
x

g
x

gX
∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
−= αα

r

 

3

1

2

0

1

3

0

22
x

g
x

g
x

g
x

gX
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
−

∂

∂
−= ββ

r

 

 

3

0

2

1

1

2

0

33
x

g
x

g
x

g
x

gX
∂

∂
+

∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
−= αββα

r

 

 

yazabiliriz 

Böylece )(Glχ  üzerinde braket operatörünü tanımlayabiliriz. Bunun için )(Glχ  nin 

bazlarının çarpım kuralını vermek yeterlidir. 

 

),,,( 01232
1

ggggXD
X

αβαβ −−=
r

r  
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),,,( 01231
2

ggggXD
X

−−= αβαβ
r

r  

bulunur. 

 

[ ] 1221
21

, XDXDXX
XX

rrrr
rr −=   eşitliğini kullanırsak ; 

 

[ ] 321 2, XXX
rrr

=  olur. Aynı şekilde  

 

),,,( 23013
2

ggggXD
X

βαββαβ −−=
r

r  

 

),,,( 23012
3

ggggXD
X

βαββαβ −−=
r

r  

 

 bu eşitliklerden [ ] 132 2, XXX
rrr

β=  bulunur. Son olarak 

 

),,,( 10323
1

ggggXD
X

ααβαβαβ −−−=
r

r  

 

),,,( 10321
3

ggggXD
X

ααβαβαβ −=
r

r  

 

eşitliklerinden [ ] 213 2, XXX
rrr

α=  bulunur.  

)()( eTG Gl ≅χ  olduğundan )(eTG  üzerindeki braket çarpım kuralını verebiliriz. Burada 

( )3,2,1=








∂

∂
= i

x
e

ei

i

r
 olmak üzere 

[ ]( ) ( )
ee

XXX 321 2,
rrr

=  olur. 

( ) ( )[ ] 321 2, eXX
ee e

rrr
=  buradan da  

[ ] 321 2, eee
rrr

= bulunur.Aynı şekilde  

[ ] 132 2, eee
rrr

β=  

[ ] 213 2, eee
rrr

α=  

eşitlikleri elde edilir. 
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Burada 1== βα  seçilmesi durumunda reel kuaterniyonlar için Braket çarpımının 

kuralları elde edilir. 1,1 −== βα  seçilmesi durumunda ise split kuaterniyonlar için 

braket çarpımının kuralları elde edilir. 

 

 

c) G  in Lie Cebirinin Matris Gösterimi 

 

)(eTX G∈
r

 olmak üzere  

[ ]YXYAdY

eTeTAd

X

GGX
rrrr

r

r

,)(

)()(:

=→

→
 

 

dönüşümünü tanımlayalım. Bu lineer dönüşüme karşılık gelen matris Lie cebirinin 

matris temsilidir. 

 

 

 

Teorem 4.3.5 

332211 exexexX
rrrr

++=  olmak üzere 

















−

−

=

022

202

220

12

13

23

xx

xx

xx

Ad
X

αα

ββ

r  dır. 

 

İspat. 

 

332211 exexexX
rrrr

++=  olmak üzere lineer dönüşüme karşılık gelen matrisi bulalım. 

 

[ ]
[ ]1,332211

11 ,)(

eexexex

eXeAd
X

rrrr

rrr
r

++=

=
 

 

[ ] 321 2, eee
rrr

= , [ ] 132 2, eee
rrr

β= , [ ] 213 2, eee
rrr

α=  , [ ] [ ] [ ] 0,,, 32211 === eeeeee
rrrrrr

 ve Lie 

çarpımı lineer olduğundan; 
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[ ] 322311,332211 220 exexeeexexex
rrrrrrr

βα −+=++  

olarak bulunur.Ayrıca; 

 

[ ]
[ ]

31213

2,332211

22

202

,)(

exeex

eexexex

eXeAd
X

rrr

rrrr

rrr
r

αβ −+−=

++=

=

 

ve 

 

[ ]
[ ]

32112

3,332211

33

022

,)(

eexex

eexexex

eXeAd
X

rrr

rrrr

rrr
r

+−+−=

++=

=

αβ

 

 

O halde 
X

Ad r lineer dönüşüme karşılık gelen matris Lie cebirinin matris olup 

 

















−

−

=

022

202

220

12

13

23

xx

xx

xx

Ad
X

αα

ββ

r  

 dır. 

Burada 1== βα  seçilmesi durumunda reel kuaterniyonlar cebirinin matris temsili elde 

edilir. 1,1 −== βα  seçilmesi durumunda ise split kuaterniyonlar cebirinin matris 

temsili 

 

 

 

d) Killing Bi-lineer Formu 

 

)(),(),(

)()()(:

YX

GGG

AdAdizYXKYX

eTeTeTK

rr

rrrr
=→

→×
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böyle tanımlanan K  dönüşümüne  G  Lie grubunun  Killing bi-lineer formu denir.  

K  dönüşümü aşağıdaki özelliklere sahiptir. 

 

(i) K  bi-lineerdir 

(ii) ),(),( XYKYXK
rrrr

=  

(iii) ),(),( YadgXadgKYXK
rrrr

=  

 

Teorem 4.3.6  

 

332211

,,

),(),(

)()(:

yxyxyxYXfYX

KimKimf

βαβα

βαβα

++=→

ℜ→×
rrrr  

 

olmak üzere 

),(8),( YXfYXK
rrrr

−=  

 

dir.  

 

İspat. 

 

332211 exexexX
rrrr

++=  ve 332211 eyeyeyY
rrrr

++=  olmak üzere; 

 

















−

−

=

022

202

220

12

13

23

xx

xx

xx

Ad
X

αα

ββ

r  

 

ve 

















−

−

=

022

202

220

12

13

23

yy

yy

yy

Ad
Y

αα

ββ

r  
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dır. 

















−

−

















−

−

=

022

202

220

022

202

220

12

13

23

12

13

23

yy

yy

yy

xx

xx

xx

AdAd
YX

αα

ββ

αα

ββ

rr

 

 

 

















−−

−−

−−

=

11223231

23113311

13122233

4444

4444

4444

yxyxyxyx

yxyxyxyx

yxyxyxyx

αββα

αβααβα

αβββαβ

 

 

 

bu matrisin köşegen elemanlarının toplamı ; 

 

 

)(8)( 332211 yxyxyxAdAdiz
YX

βαβα ++−=rr böylelikle 

 

),(8)( YXfAdAdiz
YX

rr
rr −=  bulunur. 

 

Teorem 4.3.7 

 

βα ve  iki pozitif reel sayı olsun. Bu durumda { }1:, =∈= qNKqG βα   kompakt olur. 

 

İspat. 

 

0),( <XXK
rr

ise Lie grubu kompakt olur. Burada βα ve  iki pozitif reel sayı 

olduğundan 0),( >XXf
rr

 dolaysıyla da 0),( <XXK
rr

olur bu da ispatı tamamlar. 

 

Teorem 4.3.8 

 

G  Lie grubunun  Killing bi-lineer formuna karşılık gelen matris K  ve 
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















=

βα

β

α

ε

00

00

00

  olmak üzere 

 

 

ε8−=K  dır 

 

İspat. 

 

G  Lie grubunun  Killing bi-lineer formuna 

 

 

),(8),(),(

)()()(:

YXfYXKYX

eTeTeTK GGG
rrrrrr

−=→

→×
 

 

 

şeklinde bir lineer dönüşümün olup { }321 ,,)( eeeSpeTG

rrr
≅   olduğundan 

 

















=

),(),(),(

),(),(),(

),(),(),(

332313

322212

312111

eeKeeKeeK

eeKeeKeeK

eeKeeKeeK

K
rrrrrr

rrrrrr

rrrrrr

 

 

 

şeklindedir. Buradan 

 

















−

−

−

=

αβ

β

α

800

080

008

K
 

             ε8−=   bulunur. 
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5. HAMİLTON OPERATÖRLERİ ve ÖZELİKLERİ 

 

Bu bölümde 
+

H ve 
−

H   operatörlerine karşılık gelen Hamilton matrisleri tanımlanacak ve 

özelikleri ifade edilecektir.Bu  bölümdeki çalışmalarımızda 1== βα  seçilmesi 

durumunda reel kuaterniyonlar için 
+

H ve 
−

H   operatörlerine karşılık gelen Hamilton 

matrisleri  elde edilir. 1,1 −== βα  seçilmesi durumunda ise split kuaterniyonlar için 

+

H ve 
−

H   operatörlerine karşılık gelen Hamilton matrisleri  elde edilir. 

 

3322110 1 eaeaeaaq
rrr

+++=  genelleştirilmiş bir kuaterniyon olsun. 

 

qpphp

KKh

q

q

=→

→

+

+

)(

: ,, βαβα
 

 

lineer dönüşümüne karşılık gelen matris 

 

33221103322110 11)1()1( eaeaeaaeaeaeaahq

rrrrrr
+++=+++=

+

 

3223101133221101 )1()( eaeaeaaeeaeaeaaehq

rrrrrrrr
−++−=+++=

+

αα  

3120132233221102 )1()( eaeaeaaeeaeaeaaehq

rrrrrrrr
++−−=+++=

+

ββ  

3010123333221103 )1()( eaeaeaaeeaeaeaaehq

rrrrrrrr
+−+−=+++=

+

αβαβ  

eşitliklerinden; 

 



















−

−

−

−−−

=
+

0123

1032

2301

3210

)(

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

qH
αα

ββ

βαβα
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pqphp

KKh

q

q

=→

→

−

−

)(

: ,, βαβα
 

 

lineer dönüşümüne karşılık gelen matris 

 

33221103322110 1)1(1)1( eaeaeaaeaeaeaahq

rrrrrr
+++=+++=

−

 

3223101332211011 )1()( eaeaeaaeaeaeaaeehq

rrrrrrrr
+−+−=+++=

−

αα  

3120132332211022 )1()( eaeaeaaeaeaeaaeehq

rrrrrrrr
−++−=+++=

−

ββ  

3010123332211033 )1()( eaeaeaaeaeaeaaeehq

rrrrrrrr
++−−=+++=

−

αβαβ  

 

eşitliklerinden; 

 



















−

−

−

−−−

=
−

0123

1032

2301

3210

)(

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

qH
αα

ββ

βαβα

 

 

 

olarak bulunur.Burada )(qH
+

 ve )(qH
−

 matrislerine q  genelleştirilmiş kuaterniyonuna 

karşılık gelen Hamilton matrisleri denir. 

 

























ℜ∈



















−

−

−

−−−

= βα
αα

ββ

βαβα

,,,,,/ 3210

0123

1032

2301

3210

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

M olmak üzere 
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qppHp

MKH

=→

→

+

+

)(

: ,βα
 

 

dönüşümü lineer izomorfizimdir. Ayrıca )()()( pHqHqpH
+++

= eşitliği sağlanır. 

 

 

























ℜ∈



















−

−

−

−−−

= βα
αα

ββ

βαβα

,,,,,/ 3210

0123

1032

2301

3210

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

N olmak üzere 

 

 

pqpHp

NKH

=→

→

−

−

)(

: ,βα
 

 

dönüşümü lineer izomorfizimdir. Ayrıca )()()( qHpHqpH
−−−

= eşitliği sağlanır. 

 

+

H  ve
−

H  tanımlarından aşağıdaki eşitlikleri verebiliriz. 

 

411 )()( IeHeH ==
−+ rr

  

 

11 )( EeH =
+ r

: 22 )( EeH =
+ r

: 33 )( EeH =
+ r

 

 

11 )( FeH =
− r

: 22 )( FeH =
− r

: 33 )( FeH =
− r

 olmak üzere; 
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

















−

−

=

0100

000

0001

000

1
α

α

E   



















−

−

=

0010

0001

000

000

2

β

β

E  

















 −

=

0001

000

000

000

3
α

β

αβ

E  

 

 



















−

−

=

0100

α000

0001

00α0

F1       



















−

−

=

0010

0001

β000

0β00

F2   



















−

−

=

0001

000

0β00

β000

F3
α

α

 

 

matrisleri 44 ×  reel matrislerdir.Ayrıca 

 

433422411 ,, IEEIEEIEE βαβα −=−=−=  

 

31221 EEEEE =−=  

 

12332 EEEEE β=−=  

 

23113 EEEEE α=−=  

ve 

 

433422411 ,, IFFIFFIFF βαβα −=−=−=  

 

31221 FFFFF −=−=  

 

12332 FFFFF β−=−=  

 

23113 FFFFF α−=−=  
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eşitlikleri sağlanır. 321 ,, EEE  ve 321 ,, FFF  matrislerinin özelikleri 321 ,, eee
rrr

 

genelleştirilmiş kuaterniyon birimleri ile özdeştir. 
+

H  ve
−

H  lineer olduğundan 

 

33221140)( EaEaEaIaqH +++=
+

 

 

33221140)( FaFaFaIaqH +++=
−

 

 

yazabiliriz. 

 

33221101 eaeaeaaq
rrr

+++= , 33221101 ebebebbp
rrr

+++=  olmak üzere 

 

 





































−

−

−

−−−

=
+

3

2

1

0

0123

1032

2301

3210

)(

b

b

b

b

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

pqH
αα

ββ

βαβα

 

 



















++−

−++

+−+

−−−

=

30211203

32201302

32231001

33221100

babababa

babababa

babababa

babababa

αα

ββ

βαβα

 

 

 

olduğundan qppqH =
+

)( eşitliği elde edilir. 
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

















−

−

−

−−−

=
−

0123

1032

2301

3210

)(

bbbb

bbbb

bbbb

bbbb

qpH
αα

ββ

βαβα



















3

2

1

0

a

a

a

a

 

 

 



















++−

−++

+−+

−−−

=

30211203

32201302

32231001

33221100

babababa

babababa

babababa

babababa

αα

ββ

βαβα

 

 

olduğundan qpqpH =
−

)(  eşitliği elde edilir. 

 

Teorem 5.1.1 

 

q  birim kuaterniyon olmak üzere  

+

H  ve
−

H  operatörlerinden üretilen matrisler ortagonaldir. 

 

 

İspat. 

 



















=

βα

β

α
ε

000

000

000

0001

 olmak üzere eğer εε =






 ++

)()( qHqH

T

 eşitliği sağlanıyorsa  

 

+

H operatörüne karşılık gelen matris ortogonaldir. 
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)()( qHqH

T
++









ε  

 



















−

−

−

−−−



















−−

−−

−−
=

0123

1032

2301

3210

0123

1032

2301

3210

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

αα

ββ

βαβα

αββαβαβα

βαβαββ

βααβαα

βαβα

 

 

 



















=

βα

β

α

000

000

000

0001

 

 

ε=  

Aynı şekilde 
−

H  operatörüne karşılık gelen matrisin ortogonal olabilmesi için 

 

εε =






 −−

)()( qHqH

T

 eşitliğinin sağlanması gerekir. 

 

)()( qHqH

T
−−









ε  

 

 



















−−

−−−

−−
=

0123

1032

2301

3210

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

αββααβαβ

βαββαβ

αβαβαα

βαβα



















−

−

−

−−−

0123

1032

2301

3210

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

αα

ββ

βαβα

 

 

 

 

 



 53 



















=

βα

β

α

000

000

000

0001

 

 

ε=  

 

ve 2)()(det qNqH =












 +

 dir. 

 

Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

 

Teorem 5.1.2 

q ve p iki genelleştirilmiş kuaterniyon ve λ  reel bir sayı olmak üzere 
+

H  ve 
−

H  

operatörleri aşağıdaki özelikleri sağlarlar. 

 

(i) )()()()( pHqHpHqHpq
−−++

=⇔=⇔=  

 

(ii) )()()(),()()( pHqHpqHpHqHpqH
−−−+++

+=++=+  

 

(iii) )()(),()( qHqHqHqH
−−++

== λλλλ  

 

(iv) 00 4)(,4)( aqHizaqHiz =













=













 −+

  

 

(v) 22 )()(det,)()(det qq NqHNqH =













=













 −+
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(vi) )()()(),()()( qHpHqpHpHqHqpH
−−−+++

==  

 

(vii) 0)(,)()(,)()( 21111 ≠== −
−

−
−

−
+

−
+

qNqHqHqHqH  

 

 

İspat. 

 

(i)  (ii)  (iii)  (iv) özelikleri 
+

H  ve 
−

H  operatörlerinin tanımından yararlanarak rahatlıkla  

ispat edilir. 

(v) 

 

22
3

2
2

2
1

2
0

0123

1032

2301

3210

)( aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

βαβα
αα

ββ

βαβα

+++=

−

−

−

−−−

 

 

 

ve 

 

22
3

2
2

2
1

2
0

0123

1032

2301

3210

)( aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

βαβα
αα

ββ

βαβα

+++=

−

−

−

−−−

 

 

eşitliklerinden (v) özeliği ispatlanmış olur. 
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(vi) 

 



















−

−

−

−−−

=
++

0123

1032

2301

3210

)()(

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

pHqH
αα

ββ

βαβα



















−

−

−

−−−

0123

1032

2301

3210

bbbb

bbbb

bbbb

bbbb

αα

ββ

βαβα

 

 

                   



















−

−

−

−−−

=

0123

1032

2301

3210

cccc

cccc

cccc

cccc

αα

ββ

βαβα

 

 

 

332211000 babababac βαβα −−−=  

 

322310011 babababac ββ +−+=  

 

 

322013022 babababac αα −++=  

 

 

302112033 babababac ++−=  

 

eşitlikleri elde edilir.Buradan da )()()( qpHpHqH
+++

= denklemi elde edilmiş olur.Aynı 

şekilde  
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

















−

−

−

−−−

=
−−

0123

1032

2301

3210

)()(

bbbb

bbbb

bbbb

bbbb

qHpH
αα

ββ

βαβα



















−

−

−

−−−

0123

1032

2301

3210

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

αα

ββ

βαβα

 

 

 

 

                  



















−

−

−

−−−

=

0123

1032

2301

3210

cccc

cccc

cccc

cccc

αα

ββ

βαβα

 

 

 

 

 

332211000 babababac βαβα −−−=  

 

322310011 babababac ββ +−+=  

 

 

322013022 babababac αα −++=  

 

 

302112033 babababac ++−=  

 

 

 

 

eşitlikleri elde edilir. Buradan da )()()( qpHqHpH
−−−

= denklemi elde edilmiş olur. 
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(vii) 

 

Iqqqq == −− 11  

 

eşitliğini kullanırsak 

 

IIHqHqHqqH ===
+

−
++

−
+

)()()()( 11  

 

IIHqHqHqqH ===
++

−
+

−
+

)()()()( 11  

 

eşitlikleri elde edilir. Buradan da 

 

11 )()( −
+

−
+

= qHqH  

 

elde edilir.  Aynı şekilde 11 )()( −
−

−
−

= qHqH  eşitliği kolayca elde edilir. 

 

Teorem 5.1.3 

 

+

H  ve 
−

H  dönüşümlerine karşılık gelen matrisler değişmelidir. 

 

 

İspat. 

 

Her hangi  r  , q ve p  genelleştirilmiş kuaterniyonunu ele alaım. 

 

qprHqpr )()(
+

=  

 

qrHpH )()(
++

=  
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rqHpH )()(
−+

=  

 

şimdi de 

 

prqHrqp )()(
−

=  

 

prHqH )()(
−−

=  

 

rpHqH )()(
+−

=  

 

 

 

r  keyfi olduğundan )()()()( pHqHqHpH
+−−+

=  eşitliği elde edilir. 

 

Buda  ispatımızı tamamlar.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 59 

6. DUAL GENELLEŞTİRİLMİŞ KUATERNİYONLAR  

 

Bu bölümde daha önce tanımladığımız ve mekanikte kayma ve vida operatörleri gibi 

uygulamaları olan dual kuaterniyonları genelleştireceğiz. 

 

 

6.1 Dual Genelleştirilmiş Kuaterniyonlar 

 

Bir A  dual sayısı *
aaA ε+=  ile gösterilir. Burada ℜ∈*,aa  ve 

0≠ε , 02 =ε  kurallarıyla belirli bir sayıdır. 

33221101 eaeaeaaq
rrr

+++=  ve 3

*

32

*

21

*

1

*

0
* 1 eaeaeaaq

rrr
+++=  ( βα ,

*, Kqq ∈ ) 

 

 olmak üzere  

 

*
qqQ +=  şeklinde tanımlanan kuaterniyona  dual genelleştirilmiş kuaterniyon denir 

Dual genelleştirilmiş kuaterniyonlar cümlesini βα ,D  ile göstereceğiz. 

 

{ }DAAAAeAeAeAAqqQD ∈+++=+== 32103322110
*

, ,,,/1
rrr

βα  

 

Burada { }321 ,,,1 eee
rrr

 birimlerinin çarpımı aşağıda verilmiştir. 

 

23113

12332

31221

2

3

2

2

2

1

eeeee

eeeee

eeeee

eee

rrrrr

rrrrr

rrrrr

rrr

α

β

αββα

=−=

=−=

=−=

−=−=−=

 

 

3322110
* 1 eAeAeAAqqQ

rrr
+++=+= ε  dual genelleştirilmiş kuaterniyonunun skalar 

kısmı QS  ve vektörel kısmı QV
r

 olmak üzere iki kısma ayrılır. 

QQ VSQ
r

+=  

biçiminde yazılır. Burada  



 60 

0ASQ =  ve 332211 eAeAeAVQ

rrrr
++=  

dir. 

 

33221101 eAeAeAAQ
rrr

+++=  ve  33221101 eBeBeBBP
rrr

+++=  dual genelleştirilmiş 

kuaterniyonlarının toplamı 

)()( PQPQ VVSSPQ
rr

+++=+  

 

şeklinde tanımlıdır. 

ℜ∈λ olmak üzere skalarla çarpma işlemi ise  

 

3322110 )()()(1)( eAeAeAAQ
rrr

λλλλλ +++=  

şeklinde tanımlıdır. 

Ayrıca dual genelleştirilmiş kuaterniyonların çarpımı; 

 

QPPQPQ

DDD

=×→

→××

),(

: ,,, βαβαβα
 

 

olmak üzere 

 

)( **
pqqpqpQP ++= ε  

 

olarak tanımlanır.  

 

303122130213310220

12332011033221100

)()(

)()(

eBABABABAeBABABABA

eBABABABABABABABAQP
rr

r

+−+++−++

−+++−−−=

αα

ββαββα
 

 

veya 

 

PQQPPQPQPQ VVVSVSVVfSSQP
rrrrrr

Λ+++−= ),(  
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eşitlikleri ile ifade edilir. Burada 

 

332211

,,

),(),(

)()(:

BABABAVVfVV

DimDimf

PQPQ βαβα

βαβα

++=→

ℜ→×
rrrr  

 

ve  

 

( ) ( ) ( ) 312212311312332

321

321

321

,,,

),(

)()()(:

eBABAeBABBeBABA

BBB

AAA

eee

VVVV

DimDimDim

PQPQ

rrr

rrr

rrrr

−+−+−=

=Λ→

→×Λ

ααββ

αβ

βαβαβα

 

 

dır. { }DAAAAeAeAeAAqqQD ∈+++=+== 32103322110
*

, ,,,/1
rrr

βα  Bu çarpma işlemi 

ile birlikte βα ,D  ya dual genelleştirilmiş kuaterniyon cebiri denir. 

 

6.2  Dual Genelleştirilmiş Kuaterniyonlar Üzerinde Temel İşlemler 

 

a) Eşlenik 

 

QQ VQV

DD
vr

−=→+=

→

QQ

,,

SSQ 

:)(, βαβα
 

 

biçiminde tanımlanır ve buna göre bir  

33221101 eAeAeAAQ
rrr

+++=   olmak üzere q genelleştirilmiş  kuaterniyonun eşleniği 

33221101 eAeAeAAQ
rrr

−−−=  olur. Eşlenik işlemi aşağıdaki özeliklere sahiptir: 
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(i)  βα ,,,,, DPQbaPbQabPaQ ∈ℜ∈∀+=+  

 

(ii)  βα ,,, DpqQPQP ∈∀=  

 

(iii) βα ,, DQQQ ∈∀=  

 

 

 

b)  Norm: 

 

QQQQNQNQ

DDN

Q ===→

→

)(

: ,βα
 

 

biçiminde tanımlanan N  işlemine βα ,Q  üzerinde norm denir. 

33221101 eAeAeAAQ
rrr

+++=  olmak üzere Q  dual genelleştirilmiş  kuaterniyonunun 

normu  

 

2
3

2
2

2
1

2
0 AAAA

QQNQ

βαβα +++=

=
 

 

dual sayısı ile tanımlıdır. 

 

Norm işlemi aşağıdaki özeliklere sahiptir: 

 

(i) βα ,,, DPQNNN PQQP ∈∀=  

 

(ii)  βαλ λλ ,
2 ,, DQNN QQ ∈∀ℜ∈∀=  
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c)  İnvers: 

 

0,

:)(,

1

,,
-1

≠=→

→

−
Q

Q

N
N

Q
Qq

DD βαβα

 

biçiminde tanımlanan işleme βα ,D  de invers işlemi denir 0≠QN olmak üzere bir  

33221101 eAeAeAAQ
rrr

+++=  genelleştirilmiş kuaterniyonun inversi  

 

2
3

2
2

2
1

2
0

33221101 1

AAAA

eAeAeAA
Q

βαβα +++

−−−
=−

rrr

 

 

dır. 

İnvers işlemi aşağıdaki özeliklere sahiptir: 

 

(i) 0,0,,)( ,
111 ≠≠∈∀= −−−

PQ NNveDPQQPQP βα  

(ii) 0,0,,
1

)( ,
11 ≠≠∈ℜ∈= −− λλ

λ
λ βα QNveDQQQ  

 

 

d)  Birim dual genelleştirilmiş kuaterniyon: 

 

1=QN   olan 33221101 eAeAeAAQ
rrr

+++=  genelleştirilmiş kuaterniyonuna birim 

genelleştirilmiş kuaterniyon denir. 

 

e) İki genelleştirilmiş vektörün vetörel çarpımı: 

 

Skalar kısmı sıfır olan genelleştirilmiş kuaterniyona genelleştirilmiş vektör adı verilir. 

332211 eAeAeAVQ Q

rrrr
++==    332211 eBeBeBVP p

rrrr
++==  genelleştirilmiş vektörlerin 

vektörel çarpımı 

)(
2

1
PQQPPQ −=Λ  
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olarak tanımlanır.  

 

f) Q ve P dual genelleştirilmiş kuaterniyonlarının skalar çarpımı 

 

),,(,

,,

**

2
3

2
2

2
1

2
0

pqpqpq

AAAA

QPPQ

++=

+++=

=

ε

βαβα  

 

eşitliği ile tanımlıdır.    

 

 

6.3  Hamilton Operatörleri     

 

Daha önceki bölümde 3322110 1 eaeaeaaq
rrr

+++=  genelleştirilmiş bir 

kuaterniyon olmak üzere 

 

 

 



















−

−

−

−−−

=
+

0123

1032

2301

3210

)(

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

qH
αα

ββ

βαβα

  



















−

−

−

−−−

=
−

0123

1032

2301

3210

)(

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

qH
αα

ββ

βαβα

 

 

 

 

matrisleri hesaplamıştık.Benzer şekilde 33221101 eAeAeAAQ
rrr

+++=  olmak üzere Q   

 

dual genelleştirilmiş  kuaterniyonu için 
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

















−

−

−

−−−

=
+

0123

1032

2301

3210

)(

AAAA

AAAA

AAAA

AAAA

QH
αα

ββ

βαβα

 

 

ve 

 



















−

−

−

−−−

=
−

0123

1032

2301

3210

)(

AAAA

AAAA

AAAA

AAAA

QH
αα

ββ

βαβα

 

 

Ayrıca  

 

*
qqQ ε+=  , 

+

H  ve 
−

H  operatörleri lineer olduklarından  

 

 

)()()( *
qHqHQH

+++

+= ε  

 

)()()( *
qHqHQH

−−−

+= ε  

 

olarak ifade edilebilir. 

 

Genelleştirilmiş kuaterniyonlar için ispat ettiğimiz özelikler burada da rahatlıkla  

 

gösterebiliriz.Q ve P iki dual genelleştirilmiş kuaterniyon ve λ  reel bir sayı olmak 

üzere 
+

H  ve 
−

H  operatörleri aşağıdaki özelikleri sağlarlar. 
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(i) )()()()( PHQHPHQHPQ
−−++

=⇔=⇔=  

 

(ii) )()()(),()()( PHQHPQHPHQHPQH
−−−+++

+=++=+  

 

(iii) )()(),()( QHQHQHQH
−−++

== λλλλ  

 

(iv) 00 4)(,4)( aQHizaQHiz =













=













 −+

  

 

(v) 22 )()(det,)()(det QQ NQHNQH =













=













 −+

 

 

(vi) )()()(),()()( QHPHQPHQHQHQPH
−−−+++

==  

 

(vii) 0)(,)()(,)()( 21111 ≠== −
−

−
−

−
+

−
+

QNQHQHQHQH  

 

(viii ) εε =






 ++

)()( QHQH

T

 ve  εε =






 −−

)()( QHQH

T

 

 

(ix )    QPPQH =
+

)(  ve QPQPH =
−

)(  

(x )    )()()()( PHQHQHPH
+−−+

=  
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7.GENELLEŞTİRİLMİŞ KUATERNİYONLAR VE 

 DUAL GENELLEŞTİRİLMİŞ KUATERNİYONLAR ÜZERİNE UYGULAMAR 

 

Bu bölümde genelleştirilmiş reel ve dual kuareniyonlara ait bazı uygulamalar ve vida 

operatörlerinden bahsedeceğiz 

 

7.1 Birim Genelleştirilmiş Kuaterniyonların Uygulaması 

 

a
r

 ve b
r

iki genelleştirilmiş vektör kuaterniyon olsun. 0, >βα  olmak üzere 

 

1

2
3

2
2

2
1

=

++= aaaa βαβα
r

 

 

ve  

 

1

2
3

2
2

2
1

=

++= bbbb βαβα
r

 

 

alalım.Bu durumda a
r

 ve b
r

iki birim genelleştirilmiş vektör kuaterniyon olur. İki vektör  

 

arasındaki θ  açısı için 

 

θcos
,

=
ba

ba
rr

rr

, ≤≤ θ0 Π 

 

dır. 

 

ababab
rrrrrr

Λ+−=× ,  

),( baba
rrrr

Λ+−=  
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),(
ba

ba
baba rr

rr
rrrr

Λ

Λ
Λ+−=  

 

burada 

 

ba
rr

,cos =θ  alırsak  

 

332211cos bababa βαβαθ ++=  

 

olur. 

 

3232
2

3131
22

3
2
3

222
2

2
2

2
2121

2
1

2
1

22 222cos bbaabbaabababbaaba βαβαβαββααθ +++++=

 

2
2

2
3

2

2
1

2
3

22
3

2
2

22
1

2
2

2
3

2
1

22
2

2
1

2
3

2
3

222
2

2
2

22
1

2
1

2

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1 ))((1

ba

babababababababa

bbbaaa

αβ

βααβαββααββαβα

βαβαβαβα

+

+++++++=

++++=

 

şimdi bu eşitliklerden yararlanırsak 

 

 

22 )(cos1 ba
rr

Λ=− θ  elde edilir.  

 

O halde  

ba
rr

Λ=θsin  

 

eşitliği elde edilir. 

 

 

)sin(cos

),(

S

babaab

r

rrrrrr

θθ +−=

Λ+−=×
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Q−=  

 

( ) 1−
×−=⇒ aQb

rr
 

 

aQb
rr

×=  

 

Yani Q  kuaterniyonu a
r

 vektörünü a
r

ve b
r

 her ikisine de dik olan S
r

 ekseni etrafında 

hareket ettirerek b
r

vektörüne dönüştürmektedir. 

 

Şimdi de her hangi bir eksen etrafında hareketin ifadesini verelim. 

 

1

)()(:

−=→

→

qaqba

eTeTadq GG

rrr  

 

dönüşümünü ele alalım burada Sq
r

2
sin

2
cos

θθ
+=  olup birim genelleştirilmiş 

kuaterniyondur. O halde  

 

qq =−1   olup Sq
r

2
sin

2
cos1 θθ

−=−  dir. adq lineer dönüşümü  )()( ,βαKimeTG =  de 

izometri olduğundan bir harekete karşılık gelir.Burada a
r

 vektörünün hareketi sonucu 

elde edilen b
r

 vektörü 1−= qaqb
rr

 eşitliği ile yada adq lineer dönüşümüne karşılık 

gelen matris ile a
r

vektörüne karşılık gelen sütun matrisin çarpımı ile bulunur. Bura da  

2)cos1(sin SSIadq ϕϕ −++=  eşitliğini kullanırız. 

 

7.2.1 Birim genelleştirilmiş dual kuaterniyonların uygulaması 

 

332211 eAeAeAA
rrrr

++=  ve  332211 eBeBeBB
rrrr

++=  iki genelleştirilmiş birim dual vektör 

olsun..Yani 

12
3

2
2

2
1 =++= AAAN

A
βαβαr , DAAA ∈321 ,,  
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ve 

12
3

2
2

2
1 =++= BBBN

B
βαβαr , DBBB ∈321 ,,  

olsun. 

1=
A

N r  olması aşağıdaki kısıtlamaları getirir. 

*

111 aaA ε+= , *

222 aaA ε+= ve *

333 aaA ε+=   

olsun 

 

( ) ( ) 012
*

33

*

22

*

11
2
3

2
2

2
1 εβαβαεβαβα +=+++++= aaaaaaaaaN

A
r  

 

olduğundan 

 

12
3

2
2

2
1 =++ aaa βαβα  

 

0
*

33

*

22

*

11 =++ aaaaaa βαβα  

 

dir. Eğer *
aaA
vvr

ε+=  eşitliği ile verirsek 

 

 

12
3

2
2

2
1 =++= aaaN q βαβα  

 

ve 

 

0),(
*

33

*

22

*

11
* =++= aaaaaaaaf βαβα
rr

 

 

eşitlikleri elde edilir. 

 

*
aaA
vvr

ε+=  ve *
bbB
rrr

ε+=  iki birim genelleştirilmiş dual kuaterniyon için 
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( )),(),(),(

),(

**

332211

bafbafbaf

BABABABAf

rrrrrr

rr

++=

++=

ε

βαβα

 

 

 

( ) ( ) ( ) 312212311312332

321

321

321

eBABAeBABBeBABA

BBB

AAA

eee

BA

rrr

rrr

rr

−+−+−=

=Λ

ααββ

αβ

 

 

                                          ( )bababa
rrrrrr

Λ+Λ+Λ= **ε  

 

eşitliklerini kullanırsak 

 

( )bababa

BABAfBA

rrrrrr

rrrrrr

×+×+×=

Λ+−=×

**

),(

ε

 

 

eşitliği elde edilir. 

 

Şimdi  

 

)sin(cos

)),((
*

S

babafAB
r

rrrrrr

Θ+Θ−=

Λ+−=×
 

 

*
Q−=  

 

( ) 1−

×−=⇒ AQB
r
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AQB
rr

×=  

 

eşitliğini inceleyelim. Burada A
r

 ve B
r

 ye karşılık gelen doğrular sırası ile 1d  ve 

2d olsun. { }021 =∩ dd  ve 1d  ve 2d olmak üzere arasındaki açı *θεθ +=Θ  dual açısı 

kadardır.Eğer 0* =θ  alınırsa AQB
rr

×= *  eşitliğinden görülüyor ki A
r

 vektörünü 

soldan *
Q  ile çarpmak demek hem A

r

a
r  vektörüne hem de B

r
 vektörüne karşılık gelen 

doğrulara dik olan  *
S
r

ekseni etrafında θ  kadar hareket ettirmektir demektir. 

Eğer 0=θ olsun. Bu durumda A
r

ve B
r

 ye karşılık gelen doğrular paraleldir. 

*** 1 SQ
r

εθ+=  ve bu operatör kayma operatörünün bir genelleştirilmesidir. 

 

7.2.2 Genelleştirilmiş Vida Operatörü 

 

A
r

 ve B
r

 arasındaki açı *εθθ +=Θ  0≠θ , 0* ≠θ  dual açısı olan iki genelleştirilmiş 

birim dual vektör olsun. Bu halde A
r

ve B
r

 ye kesişmeyen ve paralel olmayan iki doğru 

karşılık gelir.Bu iki vektöre karşılık gelen doğrular 1d  ve 2d  olsun. 1d  ve 2d nin ortak 

dikme doğrusuna karşılık gelen A
r

ve B
r

 ile sağ sistem oluşturan genelleştirilmiş birim 

dual vektör *
S
r

olsun. Bu durumda Θ+Θ= sincos **
SQ  olmak üzere 

( )
( ) *1

*1

QBA

QAB

=×

=×
−

−

rr

rr

 

yazabiliriz. 

Θ+Θ= sincos **
SQ
r

 genelleştirilmiş birim dual kuaterniyonunu ile bir A
r

 birim dual 

vektörünü soldan çarpmak demek A
r

 ya karşılık gelen doğruyu *
S
r

ın doğrultu ve 

yönünde *θεθ +=Θ  açısının dual kısmı kadar hareket ettirip hemen ardın da  

*
S etrafında *θεθ +=Θ  reel kısmı kadar  harekete devam etmektir 

 

Bu bölümde reel kuaterniyonların mekanikte uygulamaları olan dönme, kayma ve vida 

operatörlerini genelleştirdik . 
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7.3. Örnekler  

 

Bu bölümde genelleştirilmiş reel ve dual kuaterniyonların uygulamalarına örnekler 

vererek bu uygulamaları daha iyi anlamaya çalışacağız. 

 

Örnek 7.3.1 

 

)1,1,1(
1

−
++

=
αββα

S
r

 ekseni etrafında θ  açısı kadar hareket yaptıran Q  

genelleştirilmiş reel kuaterniyonunu bulalım. Burada S
r

 vektörü birim bir vektör olduğu 

için  dönme hareket yaptıran  kuaterniyon  SQ
r

θθ sincos +=  eşitliği ile verilir. Yani 

verilen )1,1,1(
1

−
++

=
αββα

S
r

 ekseni için 











−

++
+= )1,1,1(

1
sincos

αββα
θθQ  

bulunur.Q  kuaterniyonunu bir S
r

e dik olan bir  a
r

 vektörü ile soldan çarparsak  

 

baQ
rr

=×   

 

eşitliği elde edilir ki bu eşitlikten  a
r

 vektörünün θ  açısı kadar hareket ettirilerek b
r

 

vektörünün elde edildiği görülür . 

 

 

Örnek 7.3.2 
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2222 βααβ

α

βααβ

β

++
−=a

r
 olmak 

üzere   

 

aQ
r

×  

 

işleminin sonucunu bulalım. 
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1
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α
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α
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−
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baQ
rr

=×  ve ),,( 321 bbbb =
r

 olmak üzere yukarıda ki eşitliklerden kolaylıkla   
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eşitlikleri bulunur. Burada  

2

1
),( =baf
rr

 olduğu kolaylıkla görülür. Buda bize bvea
rr

 arasındaki açıθ   olmak 

üzere; 

 

2

1
cos =θ ve 

2

1
sin =θ  eşitliklerini sağlayan θ  açısı kadar a

r
 vektörünün hareket 

ettirilerek b
r

 vektörünün elde edildiği gösterir. 

 

 

 

 

 

 

Örnek 7.3.3 

 

{ }0, === zytx  doğrusunu 



















== 2,

2

1

2

1
z

yx
 doğrusuna dönüştüren vida 

operatörünü bulalım.  
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Doğrulara sırası ile 1d  ve 2d  diyelim. 

 

1d  doğrusu için )0,0,0(=M  ve )0,0,1(=a
r

 olmak üzere 

 

aOMa
rv

Λ=*  

 

)0,0,0(

001

000

321

=

=

eee
rrr

αβ

 

 

ve 2d  doğrusu için )2,0,0(=N  ve )0,
2

1
,

2

1
(=b

r
 olmak üzere 
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011

200
2

1
321

αβ

αβ

−=

=

eee
rrr

 

 

 dir.   

 

)0,0,0()0,0,1( ε+=A
r

 ve )0,
2

2
,

2

2
()0,

2

1
,

2

1
(

αβ
ε

−
+=B

r
olmak üzere bu iki dual 

vektörü birimleştirelim . 
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1
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1
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βα
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−
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+
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B

B
B r

r
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O halde 1d  doğrusuna karşılık gelen genelleştirilmiş dual vektör )0,0,1(
1

0
α

==
A

A
A r

r
r

 

ve 2d  doğrusuna karşılık gelen genelleştirilmiş dual vektör  
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2
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r
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 dir. 

 

Şimdi de  vida operatörünü hesaplayalım 

 

0
*

0 AQB
rr

×=  

 

( ) *1

00 QAB =×
−rr

 

 

buradan da 

 

*
00 QAB =×−
rr

  

o halde 

 

0000
* ),( ABABfQ

rrrr
Λ−=  eşitliği elde edilir. 
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olduğundan  
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)
21

,0,0()
11

,0,0(00
βα

α

α
ε

βαα +

−
+

+
−=Λ AB

rr
 

 

Artık *
Q  vida operatörümüzü verebiliriz. 

 

 

)
2111

,0,0(
1

2

211*

βα

α

α
ε

βαααβα

β
αε

αβα
α

+

−
+

+
−+

+

−
+

+
=Q  

 

buradan görülür ki α  ve β  seçimlerine göre 1d   doğrusunu 2d  doğrusu üzerine getiren 

değişik vida operatörleri bulunabilir. 
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