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Esas grup ve oOrtii uzayr tanimi yapilarak yiikseltme kriteri teoremi verilmistir.
Singiiler homoloji incelenmis ve buradan yola cikilarak Euler karakteristigi
tanimlanmigtir. Manifoldlarin yonlendirilmesi tanimlanmagtr.

Cebirsel varyete tanimi verilmigtir ve bazi 6zellikleri incelenmistir.
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Ortiislinii ele alinarak PZ((C) de bir kompleks cebirsel egrinin baglantili oldugu
ispatlanmistir.
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1. GIRIS Fadime DEMIRALP

1. GIRIS

Tezin ikinci boliimiinde, elemanlart homotopi denklik bagintis1 ile kapali yollarin
denklik siniflar1 olan ve islemine kisaca yollarin uc uca eklenmesi diyebilecegimiz esas
grup tanimlanmakta ve ilgili teoremleri verilmektedir. Ayrica besinci boliimde yeniden
deginecegimiz Ortii uzay1 tanimi burada genel olarak yapilmakta ve bazi1 6zelliklerine,

ozellikle yiikseltme kriteri 6zelligi, deginilmektedir. Ayrica Manifold tanimi verilmistir.

Uglincii boliimde homolojinin, bir R degismeli halkasi icin, asagidaki ozellik-
lere (Eilenberg-McLane aksiyomlar1) sahip , topolojik uzay ikilileri kategorisinden R
modiiller kategorisine (her g > 0 i¢in) H, funktorlar1 ve bunlar arasinda (her g > 1 igin)
9y Hy(X,A) — Hy—1(A), (Hy(A) = Hy(A,0)) dogal doniisiimleri toplulugu oldugu ve-

rilmektedir:

1. H,, homotopi invaryanttir. Yani f, g : X — Y homotopik doniisiimler ise her g > 0

i¢in H,(f) = H,(g) dir. (Homotopi Aksiyomu)
9 N
2. ...— Hy(A) — Hy(X) — Hy(X,A) = Hy—1(A) — ... homoloji dizisi tamdr.
3. UCintAise Hy(X —U,A—U) — Hy(X,A) bir izomorfizmdir. (Kesme Aksiyomu)

4. Eger X, bir tek nokta uzay1 ise her ¢ > 0 i¢in H,(X) = 0 ve Hy(X) = R dir. (Boyut

Aksiyomu)

Projektif n -uzay tanimi yapilmistir. Bir uzayin Betti sayilar1 kullanilarak hesapla-
nan, uzayin Euler karakteristiginin formiilii verilmistir ve bazi1 uzaylarin Euler karakte-

ristigi hesaplanmustir.
Dordiincii boliimde manifoldlarin yonlendirilmesi lizerinde durulmustur.

Besinci boliimde ise kompleks projektif diizlemdeki cebirsel varyete (cebirsel egri)
tanimi yapilarak ornekleri verilmig ve bazi 6zellikleri incelenmistir. p(X,Y) € C[X,Y]

indirgenemez polinomlarin ¢carpimiyken, p polinomunun Cxy de tanimladigi C =V (p)
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egrisinin tek sekilde belirli oldugunun ve yine C? de indirgenemez bir egrinin bos kiime-
den farkli bir 6z alt varyetesinin sonlu sayida nokta icerdiginin ispatlar1 yapilmigtir.
Ayrica singiiler ve nonsingiiler olma tanimi verilerek Cy, C; C Cyy, ortak bilesenleri
olamayan egriler olmak tizere C; N C, deki her noktanin C; U C; de singiiler oldugu ve
P2%(C) de nonsingiiler bir egrinin C[X,Y,Z] de indirgenemez homojen bir polinomca
tanimlanabilecegi ispatlanmistir. Bu boliimde ayrica baglantililikla ilgili bazi topolojik
temel tanim ve teoremler verilmis olup P? (C) de bir kompleks cebirsel egrinin baglantili
oldugu, ortii uzayi fikri kullanilarak, ispatlanmistir. Daha sonra derecesi n olan indirge-
nemez bir polinomla tanimli nonsingiiler bir projektif egrinin cins sayisinin

(n—1)(n—2)

g: 2

oldugu hesaplanmistir.
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2. ESAS GRUPLAR VE ORTU UZAYLARI

Bu boliim i¢in [Greenberg, M. J., Harper, J. R., Algebraic Topology: A First Course,
Part I] ve [Rotman, J. J., An Introduction to Algebraic Topology, Chapter 1, Chapter 2,
Chapter 3, Chapter 10] bakiniz.

Tanim 2.1 Bir k kategorisi, ob jk ile gosterilen nesneler sinifi, VA, B € objk cifti i¢in

Hom(A, B) morfizmler kiimesi ve VA, B,C € objk i¢in
Hom(A,B) x Hom(B,C) — Hom(A,C),(f,g) — &f
asagidaki ozellikleri saglayan bileske isleminden meydana gelir:
1) Bilegke islemi birlesme 6zelligine sahiptir.

ii) VA € objk icin
VB € objk ve Vf € Hom(B,A) i¢in 14 f = f ve
VC € objk ve Vg € Hom(A,C) i¢in gly = g
olacak sekilde bir 14 € Hom(A,A) vardir.

Tanmm 2.2 k; ve k, kategoriler olsun. F : k| — kj (kovaryant) funktoru bu kategorilerin

nesneleri ve morfizmalar: arasinda asagidaki ozelliklere sahip bir eslemedir :
i) VA € objk; igin F(A) = FA € ob jk, dir.

ii) VA,B € objk; ve Vf € Hom(A,B) i¢in F f € Hom(FA,FB) dir ; g € Hom(B,C)
icin Fgf = FgF f dir ve 14 € Hom(A,A) i¢in F1 = 1p4 dir.

Tanmm 2.3 X,Y topolojik uzaylar, f,g: X — Y siirekli fonksiyonlar olsun. Eger
H : X x1—Y siirekli ve H(x,0) = f(x), H(x,1) = g(x),Vx € X olacak sekilde H siirekli
fonksiyonu varsa H , f den g ye bir homotopidir denir. f ~ g ile gosterilir ve f ile g

homotopiktir denir.
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Nesneleri (X,A) (X topolojik uzay, A C X) , morfizmalann U = (X,A),V = (Y,B)
i¢cin
f€Hom(U,V) <& f: X —Y siireklive f(A) CB
ile ve fonksiyonlarin bileskesi islemiyle bir kategoridir. Bu kategori Top? ile gosterilir.
Benzer sekilde nesneleri (X,xo) (X topolojik uzay xo € X) ve morfizmalari
U= (X,x),V==",y),f:X—Y,f(x) = yo olacak sekildeki kategoriye noktali

uzaylar kategorisi denir ve pTop ile gosterilir.

X bir topolojik uzay olsun. X de bir egri o : I — X siirekli fonksiyonudur. a(0) = ou(1)

ise o ya kapali egri denir.

I =[0,1] , R nin alt uzay topolojisi ve oI = {0,1} olmak iizere Top® de
Hom((1,91),(X,xp)), xo da baglayan ve biten X deki tiim kapali egrilerin kiimesidir.

o, B : I — X siirekli fonksiyonlar ve a(1) = 3(0) olsun. oo 3 : I — X siirekli fonksi-

yondur ve asagidaki gibi tanimlanir:

Teorem 2.4 X Y topolojik uzaylar, f : X — Y bir fonksiyon, X = A UA, U---UA,
(sonlu tane) ve her A; kapali olsun. Eger heri = 1,2,... ni¢in f; = fla, : Ai — Y siirekli

ve her 1 <i,j <nigin filana; = fjlana, ise f: X — Y siireklidir.

Tanim 2.5 o,B: (1,9]) — (X,xp) kapali egriler olsun. Eger H : I x [ — X, Vs,t € I igin

H(0,t) = H(l,t)=x0

olacak sekilde H siirekli fonksiyonu varsa, H o dan [ ya bir relatif homotopidir denir.

o ile B relatif homotopiktir denir ve o ~ B (rel dI) ile gosterilir.
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“~ 7 bagintisinin asagidaki ozelliklere sahip oldugu kolayca gosterilebilir:
i) a~a (reldl)

i) a~p (reldl)ise p~a (reldl) dir

iii) o~ B (reldl)ve B~y (reldl)iseo~7y (reldl) dir.

iv) o~ (reldl) ve P~ B (reldl)ise o P ~ o P (reldl)

“~” denklik bagmtis1 altinda xop dan baglayip biten egrilerin denklik siniflarin

diisiinelim. “x” iglemini kullanirsak;

(iv) ozelliginden dolay1 [o] * [] = [ou* B] olarak tanimlanabilir. Boylece relatif homo-

[I3RE]

topi denklik bagintisina gore denklik siniflar iizerinde “x” iglemi agagidaki ozelliklere

sahiptir:
i) [ox (Bxy)] = [(oxP)*7] , birlesme dzelligi

ii) s:1— X, her x € I igin, s(x) = x¢ olsun.[o] * [s] = [a] ve [s] % [a] = [a] , birim

eleman 6zelligi

iii) o~ !(¢) = (1 —1¢),0 <t < 1 olmak iizere [or] * [ ~!] = [x0] ve [0~ '] * [o] = [x0] ,

ters eleman 6zelligi

Tanim 2.6 (X,xg) bir noktali topolojik uzay olsun. x, da baglayip biten egrilerin denk-
lik simiflarinin kiimesi “x” islemiyle bir gruptur. Bu gruba X uzayinin x( tabanl esas

grubu denir ve (X, xg) ile gosterilir.

f:(X,x0) — (Y,y0) bir fonksiyon olsun (f : X — Y siirekli ve f(x,) = y,).

fr=nf:m(X,x0) — n(Y,yo) kovaryant funktoru f([at]) = [fo olarak tanimlanr.

Teorem 2.7 7 noktali topolojik uzaylar kategorisinden gruplar kategorisine kovaryant

bir funktordur.



2. ESAS GRUPLAR VE ORTU UZAYLARI Fadime DEMIRALP

Tamm 2.8 f:1— X siirekli, f(0) =a, f(1) =bise f, adan b ye bir yoldur denir. Her

a,b € X i¢in X de a dan b ye bir yol varsa X yol baglantilidir denir.
Teorem 2.9 Eger x,x; € X i¢gin xp dan x; e bir yol varsa ©(X,x0) ~ m(X,x;) dir.

Tanmim 2.10 X C R™ olsun. Her x,y € X ve her 7 € I i¢in tx+ (1 —t)y € X oluyorsa X

konveks bir kiimedir denir.
Ornek 2.11 ", R" konveks kiimelerdir.

Tanmim 2.12 X bir topolojik uzay ve xp € X olsun. s : X — X her x € X i¢in s(x) = x,

olsun. 1y ~ s ise X uzayina biiziilebilir uzay denir.
Teorem 2.13 Her konveks kiime biiziilebilirdir.

Tamim 2.14 X uzay1 yol baglantili ve bir xo € X i¢in m(X,xp) = {1} ise, X basit

baglantilidir denir
Teorem 2.15 X biiziilebilir bir uzay olsun. X basit baglantilidur.

Tanimm 2.16 X ve Y topolojik uzaylar olsun. Egerbir f : X - Y veg:Y — X icingf ~
1x ve fg ~ 1y ise X ile Y homotopik uzaylardir ya da ayn1 homotopi sinifindandir denir.

f:X — Y icin boyle bir g varsa f ye bir homotopi denkligi denir.

Sonug¢ 2.17 X ile Y homotopik ve f : X — Y homotopi denkligi olsun. Vxo € X i¢in

fe (X, x0) — (Y, f(x0)) bir izomorfizmadir.
Sonug 2.18 X biiziilebilir ise (X, x0) = {1} (V xp € X) olur.

Teorem 2.19 7(S') ~ Z dir.

Tamim 2.20 G bir grup ve bir topolojik uzay olsun. Eger, G x G — G, (x,y) — xy~!

stirekli ise G bir topolojik gruptur denir.

Teorem 2.21 G basit baglantili topolojik grup ve H, G nin normal ve ayrik alt grubu ise
n(G/H,1) ~ H dir.
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Teorem 2.22 X, Y iki topolojik uzay, xo € X, yo € Y olsun. O zaman
TC(X XY, {X(),y()}) ~ TC(X,XO) X J'C(Y,y()) olur.

Sonug 2.23
n(St xSH ~ (S x (s ~Zx Z
ve
n(S! xR) ~ n(S!) x n(R) ~ Z
dir.

Tanim 2.24 A, X in alt uzay1 olsun. i : A — X icerme doniisiimii olsun. ri = 14 olacak
sekilde r : X — A siirekli doniisimii varsa A, X in geri ¢cekilimi (retract) dir denir. ri = 14
ve ir ~ 1y olacak sekilde r : X — A siirekli doniisiimii varsa A, X in deforme geri ¢ekilimi

(deformation retract) dir denir.
Teorem 2.25 Cember, kapal1 birim diskin geri ¢ekilimi degildir.

Sonug 2.26 (Brouwer Sabit Nokta Teoremi, 2 boyut i¢in) Kapal1 birim diskten kapali

birim diske siirekli doniisiimiin sabit bir noktas1 vardir.

Tanim 2.27 A ve M topolojik uzaylar, p : A — M siirekli doniislim olsun. Vx € M
icin Ag(x) — A(x) homeomorfizma olacak sekilde A(x) agik komsulugu varsa ve
p 1(A(x)), A da Ag(x) acik kiimelerinin ayrik bir birlesimi ise (A, M, p) bir 6rtii uzayidir
denir. A(x) e diizgiin ortiilmiis (evenly covered) denir. Ay (x) e A(x) tizerinde tabaka de-

nir.
Teorem 2.28 Vx € M icin p~!(x) ayrik uzaydir.

Teorem 2.29 (A, M, p) bir ortii uzay: olsun. p agik, siirekli, ortendir ve boylece bir

0zdeslestirme (identification) dir.
Ornek 2.30 (R,S', p) ortii uzayidir. (p(x) = ™)

Ornek 2.31 (G,G/H, p) ortii uzayidir. (Burada G bir topolojik grup ve H C G ayrik,

normal alt grup)
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Teorem 2.32 (Yiikseltmenin Tekligi) (A, M, p) bir ortii uzay1, ap € A,
plap) = mg olsun. X baglantili bir topolojik uzay olmak iizere, f: (X,xo) — (M,my)
siirekli doniigiim olsun. pf = f olacak sekilde f :(X,xo)— (A,aq) siirekli

doniisiimii varsa tektir.

Teorem 2.33 (Homotopi Yiikseltme Ozelligi) (A, M, p) bir ortii uzay1 f : (X,xp) —
(M,mgp) bir siirekli doniisim ve her x € X i¢in F : X x I — M, F(x,0) =
f&x), f:X—A pf =f (f(x)=ao) olsun. O zaman her x € X i¢in F (x,0) =
f'(x) olacak sekilde F' : X x I — A homotopisi vardir.

Sonug 2.34 (A, M, p) bir rtii uzay1 olsun. p, : w(A,a9) — (M, mp) birebirdir.

Teorem 2.35 (A, M, p) bir ortii uzay1 ve M yol baglantili olsun. Her m;, mp € M igin

p~'(m1) ve p~!(my) ayni kardinalitededir.

Sonuc 2.36 (A, M, p) bir ortii uzay1 ,ap € A igin my = p(ap) olsun ve A yol baglantili
olsun. T(M,myg)/ps(A,ap) ile p~! (mg) aym kardinalitededir.

Tamm 2.37 (A, M, p) bir 6rtii uzayi olsun. Eger bir & : A — A homeomorfizmasi i¢in

pP = p ise P bir Ortii doniisiimiidiir denir.

Ornek 2.38 (R,S',p) ortiisii verilsin. Her n € Z igin ®(x) = x + n bir

ortii dontistimiidiir.

Teorem 2.39 (A, M, p) bir ortii uzay1 ve A basit baglantili ve yerel yol baglantili olsun.

O zaman Ortii doniisiimleri grubu, M nin esas grubuna izomorfiktir

A bir Hausdorff uzay, G, A nin homeomorfizmalarinin
VaceAicindacU CA (U agik),VgeGicingUNU #0< g=1

kosullarini saglayan bir alt grubu olsun. G, A ya diizgiin siireksizce (properly

discontinuously) etkir denir. O zaman (A,A/G, p) bir ortiidiir.
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Ornek 2.40 G = {+1,-1} =Zsveherxe€ §"i¢in ¢: G x §" — §"
O(i,x) = x, o(—i,x) = —x olsun. (§",8"/G, p) bir ortiidiir.

Sonug 2.41 n(RP") ~ Z, dir.

Teorem 2.42 (Yiikseltme Kriteri) (A,M,p) bir ortii uzayi, A baglantili ve yerel yol
baglantili, (X,xp) baglantili bir topolojik uzay ve f: (X,x0) — (M, my) siirekli doniigtim
olsun. pf = f olacak sekilde bir f : (X,x0) — (A,ap) stirekli doniigiimiiniin var olmasi

icin gerek ve yeter kosul fi(T(X,x0)) C p«(®(A,ap)) olmasidir.
Sonug¢ 2.43 X basit baglantil1 ise f/ yiikseltmesi daima vardir.

Tanim 2.44 M bir topolojik uzay ve A1,A; baglantili ve yerel yol baglantili uzaylar ol-
sun. (A1,M, p1) ve (A2, M, p2),(M,mo) 1n iki ortii uzayi olsun. po® = p; olacak sekilde
bir ® homeomorfizmasi varsa (Aj,M,p;) ile (Ay,M, p;) ortii uzaylar denktir denir.
Eger A| ve A; basit baglantili ise (A1, M, py) ile (A3, M, py) ortii uzaylar1 denktir. Boyle

bir ortiiye evrensel ortii denir.

Tanim 2.45 Her x € M i¢in i, : T(A(x),x) — ®(M,x) sifir homomorfizmas: olacak

sekilde p nin bir A(p) komsulugu varsa M ye yerel yari-basit baglantilidir denir.

Teorem 2.46 M baglantili, yerel yol baglantil1 bir topolojik uzay olsun. O zaman M nin

bir evrensel ortiisii vardir ancak ve ancak M yerel yari-basit baglantilidir.

Tanmm 2.47 n € NU {0}, X bir Hausdorff uzay olsun. U ~ R"(homeomorf) olacak

sekilde her x € X icin x € U C X (U agik) varsa X , n boyutlu topolojik manifolddur.

Sonuc 2.48 Her n boyutlu baglantili manifoldun evrensel ortiisii vardir.
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3. SINGULER HOMOLOJI TEORI

Bu boliim i¢in [Greenberg, M. J., Harper, J. R., Algebraic Topology: A First Course,
Part II] ve [Rotman, J. J., An Introduction to Algebraic Topology, Chapter 4, Chapter 5,
Chapter 6, Chapter 7, Chapter 9] bakiniz.

Tamm 3.1 E, = (0,0,...), E; = (1,0,...), E, = (0,1,0,...), ...,
E, = (0,0,...,0,1,0,...) vektorlerini ele alahm. Eo,Ej,...,E, nun gerdigi konveks

kiimeye, A? ya, standart g -simpleks denir. (g > 0)

Tanmim 3.2 X bir topolojik uzay olsun. 6 : A7 — X siirekli doniigiimiine X de bir singiiler

q -simpleks denir.

Tamm 3.3 X bir topolojik uzay , R degismeli bir halka olsun. g > 0 i¢in S, (X), X deki
tiim singiiler ¢ -simpleksler tarafindan iiretilen , serbest R modiildiir. S_; (X ) = 0 olarak

tanimlanir. S,(X) in elemanlarna X de singiiler n -zincirler denir.

q > 0 i¢in

~

Fj:AT"— A1 (Eo,...,EiEit1,...,Eq1) — (Eo,...,Ei,... . Eg)
(Ei,E,- atiliyor demek) olarak tanimlayalim. Yani

Ej j<i

Eirg j=i

o, X de bir singiiler g-simpleks olsun. Her 0 < i < ¢ i¢in ol = GOF; olarak
tanimlayalim.
0 qg=0
06 =
7 ,(=1ic) ¢g>0
ile tamml1 d6 ya ¢ nin smir1 denir. 9 : S;(X) — S;—1(X) , R modiil homomorfizmasi

tanimlar ve sinir operatorii olarak adlandirilir.

10
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0 0y—
o Sy(X) Sy 1 (X) 5 B8 (X) % Se(X) — 0

serbest R -modiillerin, R modiil homomorfizmleriyle bu dizisine X in singiiler kompleksi

denir ve (S(X), d) ile gosterilir.

J < i olmak tizere Fti qj_l = qu F q‘j oldugundan 90 = 0 oldugunu kolayca goriiliir.

z bir singiiler g -zincir olsun. dz = 0 ise z ye bir ¢ -devir denir. z, (g + 1) -zincir ol-
mak iizere z = 97 ise z ye bir g -sinir denir. g -devirlerin modiiliinii Z, ve g -sinirlarin
modiiliinii B, ile gosterelim. B, Z, nun alt modiiliidiir béylece béliim modiilii Z, /By,
g -inci singiiler homoloji modiilii olarak adlandirilir ve H,(X;R) ile ya da kisaca H,(X)
ile gosterilir. ¢ > 0 i¢in Hy(X) = Z,(X)/B,(X) yazariz.

z€ Hy(X)i¢inZ =z+B,(X), znin homoloji sinifidir.

Teorem 3.4 {X; : k € A}, X in yol baglantili bilesenlerinin ailesi olsun. Her g > 0 igin
H,(X) =2 @&¢Hy(Xy) dir.

Teorem 3.5 X yol baglantili ise her R halkasi i¢in Ho(X;R) = R dir.

Tanm 3.6 p, singiiler sifir simpleksler ve r;, € R olmak lizere
€: So(X;R) — R, e(¥Lrpp) = Lrp olsun. Hg(X;R) = kere/B,(X;R) olarak taniml
Hg (X;R) ye indirgenmis homoloji denir (kisaca H§ (X) yazilir) ve g > 0 i¢in Hqﬁ (X) =

H,(X) olarak tanimlanr.

Sonug 3.7 X yol baglantihidir <= Hg (X)=0

X ve Y topolojik uzaylar olsun. f: X — Y siirekli doniigiim ve 6 : A, — X bir singiiler

g -simpleks olsun. S,(f)(c) = fo olarak tanimlayalim. Her ¢ > 0 i¢in

)

S¢(X) = Sg1(X)
Sq(f) | l Sq—1(f)
Sq(Y) ? Sq,I(Y)

diyagraminin degismeli oldugu yani dS,(f) = S;—1(f)0 oldugu goriiliir.
Ayrica Sy(f)(Zy(X)) C Zy(Y) ve Sy(f)(By(X)) C By(Y) dir.

11
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Teorem 3.8 Her g > 0 ve her R halkas1 i¢in H, topolojik uzaylar kategorisinden

R -modiiller kategorisine kovaryant bir funktordur.

Sonuc 3.9 Eger X ve Y topolojik uzaylari homeomorfik ise her ¢ > 0 icin H,(X) =
H,(Y) dir.

Teorem 3.10 (Boyut Aksiyomu) Eger X, bir tek nokta uzay ise her ¢ > 0 i¢in H,(X) =0
ve Hy(X) = R dir.

Tanim 3.11 R bir degismeli halka olsun.
1) Her C, bir R -modiil
ii) Her 9, : C; — C;—1 , R-modiil homomorfizmasi
iii) 040441 =0
saglaniyorsa C = {C,,d, } bir zincir kompleksidir denir.

) 0g—1

C:"‘%Cqﬁch—l t} HCI&COHO

seklinde gosterebiliriz. Cogu durumda g < 0 ise C; = 0 kabul edilir.

Tanim 3.12
Cy g C
aq ! 1l d
C,_ —
1 ! qul q—l

diyagramini degismeli yapan
Jq:Cq— CZI ile { f;} homomorfizmlerinin dizisine bir zincir doniisiimii denir.

f=1{fq:Cq— C,} ile gosterilir.

Tamm 3.13 C bir zincir kompleksi olsun. Z,(C) = kerd, elemanlarima devirler,
B,(C) = Imd,41 elemanlarma smirlar denir. Her ¢ > 0 i¢in Hy(C) = Z,(C)/B,(C)

boliim modiiliine C nin ¢ -inci homoloji modiilii denir.

12
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C ve C' iki zincir kompleksi olsun. f : C — C’ zincir doniigiimii verilsin.
fo(Z4) C Z ve fy(B,) C By olur.
H,(f):Hy(C) — Hq(Cl)7 H,(f)(z) = fy(z) olarak tanimlanur.

Sonug 3.14 Her g i¢in, H; , R iizerindeki zincir kompleksleri kategorisinden, R -

modiiller kategorisine kovaryant bir funktordur.

Tanmim 3.15 C ve C’ iki zincir kompleksi ve

f=1{f4:C;— C,} ve g ={g, : C; — C,} iki zincir d6niisiimii olsun.

9 9
Cot = G 2 Gy
hq hg—1
e fq ! 8q /
C — C —
+1 / / -1
q aq+l q p) q
a’q 11hg+hg-194 = fy—gq saglayan h={h, : C; — C,,  } homomorfizmleri dizisine

bir zincir homotopisi denir ve f ~ g yazilir, f ile g zincir homotopiktir denir.

Teorem 3.16 f ve g zincir doniistimleri zincir homotopik olsun.

Hy(f) = Hy(g) dir.

Teorem 3.17 f,g: X — Y homotopik doniistimler ise

S(f),S(g) : S(X) — S(Y) zincir homotopik doniisiimlerdir.

Sonuc 3.18 (Homotopi Aksiyomu) f,g : X — Y homotopik doniistimler ise her g > 0
icin H,(f) = H,(g) dir.

Sonug¢ 3.19 X C R" konveks bir kiime olsun.

R ¢g=0
Hq(X):

0 ¢g>0

f:A' — I hert €Iigin (1—t)Ey+tE; — t seklinde tanimli homeomorfizm olsun. @ :
(X, x0) — Hj(X) fonksiyonu o : I — X, x, da kapal bir egri olmak iizere, [0 — o.f ile

1yl tamimlidir. Bu @ fonksiyonuna Hurewicz doniisiimii denir. ¢ bir homomorfizmadir.

13
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Teorem 3.20 (Hurewicz Teoremi) X yol baglantili ise Hurewicz doniistimii
¢ : (X, x0) — Hy(X) ortendir ve ¢ekirdegi, T(X,xp) m komiitator alt grubu T (X, xo)
dir. Boylece (1-inci izomorfizm teoreminden)

(X, x0) /7 (X ,x0) = Hy(X) dir. (Burada H; (X) = H;(X;Z) dir.)
Sonug 3.21 H(S') =7

Sonuc 3.22 X basit baglantili ise H; (X) = 0 dir.

X bir topolojik uzay ve A C X olsun. S4(A), S4(X) in alt modiiliidiir. S,(X)/S,(A)

boliim modiiliinii olusturabiliriz.

S¢(X) = S4(X)/84(A)
dg | 1 9g
Sq-1(X) = Sg-1(X)/Sq-1(A)
7 € S4(X) igin 9,(z+ S4(A)) = 9,2+ S,—1(A) ile tanimlayacagimiz 9, iistteki di-

yagrami degismeli yapar. Kisaca dile gosterelim.

00=0ve Imdg41 C kera_q (alt modiil) oldugu kolayca goriiliir.

Tanim 3.23 kera_q/ Imm boliim modiiliine X in A ya gore g -inci relatif homoloji
modiilii denir ve H,(X,A) ile gosterilir. z € S,(X) olsun. dz € S,_1(A) ise z , relatif ¢
-devir olarak adlandirilir ve bu relatif ¢ -devirler Z,(X,A) alt modiiliinii olusturur. Bir
W € Sg+1 icin ow —z € §4(A) ise z, relatif g -smir olarak adlandirilir ve relatif ¢ -sinirlar

B,(X,A) alt modiiliinii olusturur.

X bir topolojik uzay ve A C X oldugunda kisaca (X,A) cifti diyelim. Relatif homoloji
modiilii , (X,A) ciftinde funktoriyeldir. Yani (X,A) ve (Y,B) ciftleri verilsin.
f:(X,A) — (Y,B) olsun (f, f(A) C B olacak sekilde f: X —Y).
Hy(f) : Hy(X,A) — Hy(Y,B) homomorfizmi, Hy(lx) = ly,xa) ve Hy(gf) =
H,(g)H,(f) saglar. Ayrica,

14
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Hy(A) — Hy(X) — Hy(X,A)
! | l
H(B) — H(Y) — H(Y.B)
diyagraminda her bir dikdortgen degismeli olur (i : A — X igerme, j: (X,0) — (X,A)

birim doniisiim).

Onerme 3.24 {X; :k € A}, X in yol baglantil1 bilesenlerinin ailesi ve A; = X;NA olsun.
Her g > 0 i¢in H,(X,A) = & Hy(Xk,Ay) dir.

Onerme 3.25 (X,A) cifti icin A # 0 ve X yol baglantili ise Hy(X,A) = 0 dur.

Onerme 3.26 f,g: (X,A) — (Y, B) homotopik ise H,(f) ve H,(g) homomorfizmalari

esittir.

Tamm 3.27 --- — Hy(A) — Hy(X)—H,(X,A) 9, 4—1(A) — --- homoloji modiilleri
ve morfizmalarin dizisine (X,A) ¢iftinin uzun homoloji dizisi denir. z bir relatif ¢ -devir
olmak iizere 07 = 0z ile tamml1 0 , baglayan homomorfizma olarak adlandirilir. (Z : z nin

relatif homoloji sinifin1 gosterir , yani z € Hy(X,A), 2=z+B,(X,A), z€ Z4(X,A) dir.)

Tamm 3.28 M,, modiilleri ve f, : M, .1 — M,, modiil homomorfizmleri verilsin(n ler

sonlu ya da sonsuz tane olabilirler). Eger her m i¢in M, f "' M,, Im M,,_1 iken

ker f, = Imf,, 1 oluyorsa M,, modiilleri ve f,, modiil homomorfizmlerinin olusturdugu

diziye tam dizi denir.

Teorem 3.29 (X,A) ciftinin homoloji dizisi tamdir.

Ornek 3.30 (X, x) ciftini ele alahm. H,(X) = H,(X,x0), Yg > 0
Ornek 3.31 (E",5"1) cifti igin H,(E", "1y = H, | ($""!), Vg > 1

Onerme 3.32 Homoloji dizisi , (X,A) ciftinde funktoriyeldir.

15
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Ornek 3.33 A C X C Y uzaylan verilsin .
-+ = Hy(X,A) = Hy(Y,A) - Hy)(Y,X) = Hy—1(X,A) — -+
homoloji dizisi tamdir.

Tanim 3.34 U C A C X uzaylar verilsin. Her ¢ i¢in
H,X -U,A—-U) — Hy(X,A) bir izomorfizm ise (X —U,A—-U) — (X,A) icerme

doniisiimiine bir kesme (excision) denir. Bu durumda U kesilebilirdir deriz.
Teorem 3.35 U C intA ise U kesilebilirdir.

Teorem 3.36 V C U C A olsun. V kesilebilir ve (X —U,A—U), (X —V,A—V) nin

deforme geri cekilimi (deformation retract) olsun. O zaman U kesilebilirdir.

Teorem 3.37 (E,, 5" ') — (S",E, ) bir kesmedir. (E,’, E, sirayla S" nin kapali kuzey

ve giiney yarimkiireleri ve S"~! = E;f N E, ekvator olmak iizere)

Ornek 3.38 Teorem 3.36 ve Teorem 3.37 den

R g=n R ¢g=0

Hy(8") = Hy(E" 5" 1) =
0 g#n 0 ¢g>0

Sonuc 3.39 "', E” nin bir geri cekilimi (retract) degildir.

Sonug 3.40 (Brouwer Sabit Nokta Teoremi) Her E” — E" doniislimii bir sabit noktaya

sahiptir.

Tanim 3.41 Homoloji, bir R degismeli halkas: i¢in asagidaki 6zelliklere (Eilenberg-
McLane aksiyomlar1) sahip , topolojik uzay ikilileri kategorisinden, R modiiller
kategorisine her g > 0 i¢in H, funktorlar1 ve bunlar arasinda her g > 1 i¢in

dg:Hy(X,A) — Hy,_1(A) (Hy(A) = Hy(A,0)) dogal doniisiimleri toplulugudur:

1. H;, homotopi invaryanttir.Yani f, g : X — Y homotopik doniistimler ise her g > 0

i¢in H,(f) = H,(g) dir. (Homotopi Aksiyomu)
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aq T
2. -+ — Hy(A) - Hy(X) — Hy(X,A) = Hy—1(A) — --- homoloji dizisi tamdhr.
3. UCintAise Hy(X —U,A—U) — H,(X,A) bir izomorfizmdir. (Kesme Aksiyomu)

4. Eger X, bir tek nokta uzay1 ise her ¢ > 0 icin H,(X) = 0 ve Hop(X) = R dir. (Boyut

Aksiyomu)

Tamim 3.42 F bir cisim olsun. n > 0, F"*! F {izerinde vektor uzay1 olsun. x; € F igin

x € F"™ x = (xo,...,x,) ile gosterelim . F"*1\ {0} iizerinde,
x,y € F"™™\ {0} icin x ~ y dir eger bir A € F\{0} i¢in x = Ay oluyorsa

seklinde ” ~ ” denklik bagintisini tamimlayalim.
F"1\{0}/ ~ boliim kiimesine projektif n -uzay denir ve P"(F) ya da P" ile gosterilir.
x € F"™*\{0}, x = (xo,...,x,) iken [x] = [xo,...,x,] € P(F) dir. Her n > 0 igin

P"(F) — P Y(F), [x0,...,Xn] = [x0,-- - ,Xn,0] gémiilmesi vardur.

R ve C iizerinde sirasiyla P"(ya da P*(IR)) ve P*(C) ile gosterecegimiz reel projektif

n -uzay ve kompleks projektif n -uzay ile ilgilenecegiz.

P!(R) ~ S! ve P!(C) ~ §?

Tamm 3.43 H,(X;Z) nin rankina X uzayinin ¢ -inci Betti say1s1 denir ve B, ile goster-
ilir.Her bir 3, sonlu ve ¢ > k i¢in B, = 0 olacak sekilde bir k varsa Euler karakteristigi,

xX(X) =X, ,(—1)?B, formiilii ile tanimlanr.
Ornek 3.44 5" icin By =B, =1, diger ¢ i¢in By = 0 oldugundan

., 0 ntek
x(S") =
2 ncift

Ornek 3.45 r -yaprakh giil G, icin o = 1, B; = r, diger B, = 0 oldugundan

xX(Gr)=1-r

17
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Ornek 3.46 x(P"(C))=n+1

Ornek 3.47

; 0 ntek
X(P*(R)) =
1 ncift

3 -boyutlu bir uzayda (5% ye homeomorf) bir kompakt yiizey alalim . Bu yiizeyi her-
hangi ikisi bir ortak kenar ya da kosede kesisen tlicgenlere (ya da ¢cokgenlere) bolelim .
F yiizlerin, E kenarlarin ve V koselerin sayis1 olmak tizere daima V — E + F =2 dir. Bu

esitlige Euler formiilii de denir.
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4. MANIFOLDLARIN YONLENDIRILMESI

Bu boliim i¢in [Greenberg, M. J., Harper, J. R., Algebraic Topology: A First Course,
Part III] bakiniz.

X,n > 1 olmak iizere bir n -manifold olsun.
Lemma 4.1 Her x € X ve her R degismeli halkas1 igin H,(X,X —x) = R olur.

Tamim 4.2 H,(X,X —x) R -modiiliiniin bir iiretecine x noktasinda X in bir yerel

R -yonlendirmesi denir.

n=2,R=7 alalim. Hy(X,X —x) = Z olur. Boylece H»(X,X — x) nin iki iireteci
vardir ve bunlar x etrafinda zit yonlerde donen cemberlere karsilik gelir. Bu iireteclerden

birini secmek, x noktasi etrafinda bir yon se¢meye karsilik gelecektir.

Lemma 4.3 (Devam (Continuation) Lemmast) o, € H,(X,X — x) verilsin.
xin o, = jY () olacak sekilde bir agik U komsulugu ve o0 € H,(X,X —U)
vardir. (Y : H,(X,X —U) — H,(X,X — x) icermenin neden oldugu homomorfizmdir.)

Lemma 4.4 (Tutarlilik (Coherence) Lemmasi) o, H,(X,X — x) i iiretiyorsa, o,

H,(X,X —y) yihery € U igin iiretecek sekilde U acik komgulugu ve o, secilebilir.

Lemma 4.5 (Yerel Sabitlik Lemmasi) x in her W komsulugu, her y € U i¢in jg bir izo-
morfizm olacak sekilde x in bir U komsulugunu igerir.(Yani o, U da bir tek o devamina

sahiptir.)

Tamm 4.6 U € X alt uzay1 verilsin. Her y € U igin jg , Hy(X,X —y) yi tiretecek
sekildeki a € H,(X,X —U) ya U boyunca X in bir yerel R -yonlendirmesi denir.

Tanim 4.7 X i orten, U; acik alt kiimelerinin bir ailesi ve her 7 i¢in U; boyunca X in
bir yerel R -yonlendirmesi o; € H,(X,X — U;) verilsin. Eger Vx € X, x € U;NU; iken
i) = ¥ (a ;) (uyum(compatibility) kosulu) saglanyorsa (U;,0;) sistemine, X in

bir R -yonlendirme sistemi denir. Bu durumda bir yerel R -y6nlendirmesi, belli olarak
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o, = j¥(a), x € U; seklinde tanimlamir. (Vi,Bx) , X in bagka bir R -yonlendirme sis-
temi verilsin. Eger her x i¢in o, = B, ise bu ayn1 R -yonlendirmesini tanimlar veya
bu iki yonlendirme sistemi denktir deriz. Boylece X in bir global R -yonlendirmesi, R

-yonlendirme sistemlerinin bir denklik sinifi olarak tanimlanir.

Eger X in bir R -yonlendirmesi varsa, X, R -yonlendirilebilirdir deriz .

Onerme 4.8 X, R -yonlendirilebilirdir <= Her bir baglantili bileseni R -yonlendirile-
bilirdir.

Onerme 4.9 X baglantili olsun. Bir noktada ayn1 olan iki yonlendirmesi aynidir (yani

bir noktada ayni ise her noktada aynidir.)

Onerme 4.10 Baglantil1, yonlendirilebilir manifoldun tam olarak iki farkli Z-y&nlend-

irmesi vardir.
Ornek 4.11 Her R halkas1 icin §” ve R”, R -yénlendirilebilirdir.
Onerme 4.12 Her manifoldun bir tek Z /27 -yonlendirmesi vardir.

Teorem 4.13 X baglantili ve yonlendirilemeyen bir manifold olsun. A yonlendirilebilir

olacak sekilde X in 2 -katli bir (A,X,m) baglantili ortiisii vardir.
Sonug¢ 4.14 Her basit baglantili manifold yonlendirilebilirdir.

Sonug 4.15 P*(R), n tek iken yonlendirilebilirdir , n ¢ift iken yonlendirilemezdir.

Her n i¢in P"(C) y6nlendirilebilirdir.
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5. DUZLEM EGRILERI

Bu béliim icin [Kendig, K., Elemantary Algebraic Geometry, Chapter I, Chapter II]

bakiniz.

Tanim 5.1 £ bir cisim olsun. {(x,...,x,)|x; € k)} kilmesine , k iizerinde afin n -uzay
denir ve k" ile gosterilir. Her x = (x1,...,x,) bir noktadir denir. k[X1,...,X,] = k[X] po-
linomlar halkasi, p(x) € k[X] \ k (p sabit olmayan bir polinom) olsun.

V(p) = {(x) € k"|p(x) = 0} kiimesine k" nin hiperyiizeyi ya da afin hiperyiizeyi denir.
{pa(X)}, k[X] de polinomlarin bir toplulugu ise V (py) = {(x) € k"|Vpo(x) = 0} kiime-
sine k" de bir cebirsel varyete ya da afin cebirsel varyete ya da kisaca varyete denir. k?
ye afin diizlem, p € k[X],X;] \ k iken V(p) ye afin diizlem egrisi ya da diizlem egrisi ya

da kisaca egri denir.

Ornek 5.2 V(aX?+bXY +cY>4+dX +eY +f), a,...,f € R, yani biitiin cemberler,
elipsler, paraboller, hiperboller afin cebirsel varyetelerdir. Ozel olarak V(X2 +Y?), C?

de topolojik olarak iki diizlemin tek nokta birlesimidir. R* de ise tek noktadur.

Ornek 5.3 Cusp egrisi V(Y2 — X?3) , alfa egrisi V(Y — X2(X 4 1)), kiibik
V(Y% —X(X?—1)) cebirsel egrilerdir.

Tamim 5.4 £ bir cisim olsun. k"*! vektor uzayimn biitiin 1 -alt uzaylarinin kiimesine

n -boyutlu projektif uzay (k iizerinde) denir ve P" (k) ile gosterilir. Her bir 1 -alt uzayina
IP*(k) nin bir noktasi denir. X"*! in (74 1) -alt uzayindaki tiim 1 -alt uzaylarmin kiime-
sine P" (k) projektif uzaymin r -boyutlu projektif alt uzay1 denir ve P"(k) ile gosterilir.
P"(k) nin P"(k) daki koboyutu (codimension) n — r dir. cod(P"(k)) = n — r yazilir.

Teorem 5.5 S ve S, ,P"(k) nin herhangi iki projektif alt uzay1 olsun.
COd(Sl N Sz) < codS; + codS>

dir.
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Tamm 5.6 P, P"(k) nin bir noktas1 olsun. Lp, k"' in 1 -alt uzaylarina karsilik gel-
sin. Lp de sifirdan farkli bir noktanin (ay,...,a,+1) koordinatlarina P nin bir koordinat

kiimesi denir.

P nin koordinat kiimesi (eger k iki elemanli cisim degilse) asla tek sekilde belirli

degildir.

Tamm 5.7 k"1 de , eger bir ¢ € k igin (by,...,by1) = (cay,...,cayy1) oluyorsa

(ai,...,an+1) ve (by,...,by41) denktir denir.

W, k"1 in n -boyutlu projektif alt uzayi,P*(k) nin (n — 1) -boyutlu projektif alt
uzay1 P"~! (k) tammlar ve P"~!(k), sonsuzdaki hiper diizlem olarak adlandirilir. W alt
uzaymi, kK"*1\ W dabir vy sabit vektoriinden gegirerek vo+W = {v, +w|lw € W} elde
edilirken, "1\ W daki her bir 1 -alt uzay, vo + W ile tam olarak bir noktada kesisir (bu

isleme paralel tagima diyelim).

Tamm 5.8 P! (k), segtigimiz W projektif alt uzay olmak iizere, P"(k) \ P% ! (k)

kiimesine sonsuzdaki hiper diizleme gore P" (k) nin afin pargasi denir.

W € k"1 n -boyutlu alt uzayim P noktasina paralel tasiyip, P den gecen 1 -uzaylarla
bu paralel tagimanin her bir P noktasin1 6zdeslestirerek, n -boyutlu bir afin uzayi, son-

suzdaki bir hiper diizleme gore P"(k) nin bir afin parcasi olarak ele alabiliriz.

Sonsuzdaki hiper diizlem, P! (k) y1, 6zel olarak basitge i = 1,2,...,(n+ 1) olmak

tizere X; = O hiperdiizlemleriyle taniml projektif hiper diizlemler olarak alabiliriz.

Tanmmm 5.9 S € k" olsun. x € S iken Vc € k icin cx € S oluyorsa S ye k" nin homojen
alt kiimesi denir. Bir kiimenin homejen olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 0, {0} ya da
k" nin 1 -alt uzaylarinin bos kiime olmayan bir birlesimini icermesidir. Homojen bir alt
kiime P"~!(k) da bir kiimeyi temsil eder. 0 # g € k[X] polinomunun her bir teriminin
toplam derecesi ayni1 ise ¢ polinomu homojendir denir. Bu derece d ise d -inci dereceden

homojendir deriz. Cebirsel varyete homojen bir kiime ise buna homojen varyete denir.
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Teorem 5.10 k sonsuz olsun. k" de bir V cebirsel varyetesinin homojen olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul homojen polinomlarin bir kiimesiyle tanimlanmig olmasidir.

Tamm 5.11 &**! de homojen bir varyete ile temsil edilen P (k) min bir alt kiimesine bir
projektif varyete denir. K" C P"(k) ve V, k" de bir varyete olsun. P"(k) da V yi iceren
en kiiciik projektif varyeteye, V nin projektif kapanisi (completion) denir. V¢ ile ya da
H (V) ile gosterilir.

Tamim 5.12 p(Xy,...,X,) € k[X1,...,X,] nin derecesi d olsun. Her bir p;, i -inci dere-
ceden homojen terimler olmak ilizere p = po+ p1 + ...+ pg olarak yazalim.

POX,le —i—plX,f;ll +...4+pa € k[X1,..., Xy, Xy+1], d -inci dereceden homojendir ve p
nin homojenizasyonu (homogenization) olarak adlandirilir . Hx, ,(p), H,41(p) ya da

H(p) ile gosterilir.

k= Colsun. V(py,...,p,) € C"ise VS =V (H,11(p1),...,Hyr1(p,)) € C*H1 dir ve
Ve, V nin P"(C) deki topolojik kapamisidir. Fakat k = R alirsak bu dogru olmayabilir.

Tamm 5.13 V C P"(k) bir projektif varyete ve P”~! (k) da sectigimiz sonsuzdaki hiper
diizlem olsun. V nin P"(k) \ P! (k) daki parcasina V nin P%~! (k) ya gore afin pargasi
denir. D(V) ile gosterilir.

Tamm 5.14 ¢(Xi,...,X,) € k[X,...,X,] homojen bir polinom olsun.
q(Xy,..., Xi—1,1,Xi+1,-..,X,) polinomuna ¢ polinomunun X; ile dehomojenizasyonu

denir ve Dx,(q), Di(q) ya da D(q) ile gosterilir.

Lemma 5.15 ¢,...,q, €k[Xy,...,X,+1] homojen polinomlari ve V(qy,...,q,) C P"(k)
varyetesi verilsin. D;(V(q1,...,q9,)) = V(Di(q1),...,Di(q,)) dir.

Lemma 5.16 p € k[X},...,X,] homojen bir polinom olsun. i = 1,...,n olmak iizere

H;(Dj(q)) # q olabilir.

Lemma 5.17 P! (k), P" (k) nin sonsuzda bir hiper diizlemi, V € k" = P" (k) \ P%! (k)
olsun. D(H(V)) =V dir. Fakat V, P"(k) de bir varyete iken H(D(V)) # V olabilir.
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Tamim 5.18 Uk ¢ Ry, .. x,, (a)=(ai,...,a,) €U ve f:U — Ry olsun.

lim fx)=1[f(a)+ci(x1 —ar)+...+cn(xy—an)]

=0
(x)—(a) lx1 —ay|+ ...+ |[x, — an|

olacak sekilde (ay,...,an, f(a)) dan gegenbir Y = f(a)+c1(x; —a1)+...+cu(xn —an)
reel n -diizlemi varsa f fonksiyonu (a) da diferansiyellenebilirdir denir. U nun her nok-
tasinda diferansiyellenebiliyorsa, U iizerinde diferansiyellenebilirdir denir.

f=01,-- fm) : U — R"™ olsun. Eger her f;, U nun o noktasinda ( U iizerinde) dife-
ransiyellenebiliyor ise f, U nun bir noktasinda ( U iizerinde ) diferansiyellenebilirdir

denir.

" fi

Tanim 5.19 Eger f; nin tiim kismi tiirevleri, ax;,ax;, var ve (a) da ya da U iizerinde

siirekli ise, f, (a) da yada U iizerinde diizgiindiir (smooth) denir.
Teorem 5.20 (Kapali Kompleks Analitik Fonksiyon Teoremi)

i) kompleks degerli fi,...,f; fonksiyonlar1 (0) € Cy, .x, = Cx in bir

komsulugunda kompleks analitik

i) £1(0) =...= £,(0) =0

1i1)

9 ... Ih

90X, 90Xy,
J()x =J(fi,-- fo)x =

Ay ... Oy

90X, 90Xy,

g x n Jakobiyen matrisinin (0) in bir C" -a¢ik komgulugunda ranki sabit r

olsun. (0) n U C C"" ve U" C C" komsuluklar1 vardir ve U"™" x U" de, grafigi,
grahg
{f1,-.., f} nun sifir kiimesiyle ¢akisacak sekilde bir tek ¢ = (¢1,...,0,) : U = U"

kompleks analitik fonksiyonu vardir.

Sonu¢ 5.21 p(X,Y) € C[X,Y] olsun. p(0,0) =0 ve py(0,0) # 0 saglasin. (0,0) 1 bir
komsgulugunda p(x,y) = 0 saglayan noktalar (0) € Cx de analitik bir ¥ = ¢(X)
fonksiyonun grafigi seklindedir.
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Sonu¢ 5.22 C =V(p(X,Y)) nin ya px(xo,y0) # 0 ya da py(xo,y0) # O saglayan bir

(x0,y0) noktasinda C, analitik bir fonksiyonun yerel grafigidir.

Lemma 5.23 p(X,Y) € C[X,Y]\C olsun. C=V(p(X,Y)), px(x0,y0) #0 yada

pr (x0,y0) # 0 saglayan bir (xo,yo) noktasinda bir reel analitik manifolddur.

Sonlu sayidaki acik diskin her birinden bir nokta secip, secilen noktalari
ozdeslestirerek topolojik uzay elde edebiliriz. Bu uzaya sonlu sayidaki acik diskin tek

nokta birlesimi denir.
Lemma 5.24 C, P?(C) de bir cebirsel egri olsun.

1) C kompakttir.

ii) Up, P € C nin bir komgulugu olsun. Sonlu sayidaki P € C hari¢ tiim P ler igin

yeterince kii¢iik U, i¢cin C N U, topolojik olarak bir agik disktir.

iii) C nin geriye kalan noktalarinda, yeterince kiigiik bir U, i¢cin CNU), sonlu sayida

acik diskin tek nokta birlesimidir.

(X,Y), Cxy de koordinatlar, degp(X,Y) = n ise
p(X,Y)=Y"+a (X)Y" '+ .. +a,(X), a;(X) € C ve dega;(X) < iyada
a;(X) = 0 formunda oldugunu kabul ederek, bundan sonra aksi belirtilmedik¢e bu

sekilde kullanalim.

Lemma 5.25 D, UFD (Unique Factorization Domain) (Tek Sekilde Carpanlara
Ayrilabilen Bolge) olsun. D[X]| de iki polinom, f(X) = aoX™ + --- + am, §(X) =
boX" + - -+ by, ve ap, by dan en az birinin sifirdan farkli oldugunu varsayalim. f(X)
ve g(X) in, sabit olmayan bir ortak carpana sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
fG = gF, degF < m ve degG < n olmak iizere F(X), G(X) € D[X] polinomlarinin var

olmasidir.

Teorem 5.26 D, UFD olsun.f(X) =aoX™+---+am, g(X) =boX"+---+by,, D[X] de
iki polinom ve ag # 0, by # 0 olsun. f(X) ve g(X) in sabit olmayan bir ortak carpana
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sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagidaki determinantin sifir olmasidir.

ay ap --- am
ap - dpm—1 am
ao PR DY am
bO bl bn
b() bn—l bn
bO bn

Tanim 5.27 Yukaridaki determinanta, f ve g nin resultanti denir, R(f, g) ile gosterilir.
= j—{; olmak iizere R(f, f') ye, f nin diskriminanti denir, D (f) ile gosterilir.

Ry, (f,g), f ve g nin X; ye baglh resultantim gosterir. f € D[X,...,X;] olmak iizere
Ry, (f, g—)];), f nin X; ye bagh diskriminantidir ve Dy, (f) ile gosterilir. f € C[X,...,X;]

ise V(Dx,(f)) CCxy,.. X X1, Xo = C'—lye Dy, (f) nin diskriminant varyetesi denir.

Lemma 5.28 D, karakteristigi sifir olan UFD olsun. f € D[X] sabit olmayan bir tek-
rarlayan carpana sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f ve f’ niin ortak bir ¢arpani

olmasidir. Boylece,
f nin bir tekrarlayan ¢carpan vardir < 9 (f) =0

Lemma 5.29 p(X,Y) € C[X,Y] verilsin. degp = n olsun. p(xp,y) nin n den daha az

sifirtnin oldugu xo € Cx noktalari, tam olarak Dy (p) € C[X] polinomunun sifirlaridir.

Teorem 5.30 p(X,Y)=Y"+a;(X)Y" '+ +a,(X), a;:(X) € C (n> 0), tekrarlayan
carpani olmayan bir polinom olsun. (xg,yo) € C =V (p(X,Y)) C Cxy ve U, (x9,y0) 1n
yeterince kiiciik bir komgulugu olsun. C nin bu alt kiimesi, N farkli nokta kiimesi i¢in

S; lerin birlesimidir. S; ler, ¥j = yo +aj1 (X — xo) /™ +a;(X — x0)"/™ + - -+ kesirli
kuvvet serisini saglayan U daki noktalarin kiimesidir. (m; +---+my =r = p(xo,Y) de
yo sifirinin kathiligr) Yeterince kiigiik U icin i # j ise S;NS; = {(x0,y0)} dir. (x0,y0)

daki baz1 U komguluklari i¢in, her bir §; bir diske homeomorftur.
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Teorem 5.31 a; € C olmak {iizere tim Y;2; a;X i/n kesirli kuvvet serilerinin kiimesi

C*(X), cebirsel olarak kapalidir.(ip € Z ve n rastgele fakat sabit bir pozitif tamsay1)

Sonu¢ 5.32 p(X,Y) € C[X,Y], degp =n ve p, Y de monik bir polinom olsun. Sabit bir
xo € Cx i¢in,

n

p(Y) = [0~ (L —x0)"™)) 6.0

k=1 i
dir.

Sonu¢ 5.33 xo € Cx olsun. 5.1 deki her bir n serisi xg 1n bir komusulugunda yakinsar.

Uygulama 1 p(X,Y) € C[X,Y] indirgenemez polinomlarin ¢carpuni olsun.
C =V(p) € Cxy tek sekilde belirlidir.

Ispat: p=p1---p, ve g = q1---q; ve p # q iken C = V(p) ve C = V(q) oldugunu
kabul edelim. V(p) = Ui V(pi) ve V(q) = Uj—; V(q;) seklinde yazilabilir. O zaman
UL, V(p) = V(g) = Ul V(g)) olur , bu da V(py) © V(g) = Us_, V(gj) olmasin
gerektirir. V(p1) = Uj—; (V(p1) NV (g;)) oldugundan, V(p1) NV (g;) nin sonlu oldugu
gosterilirse, V(p1) sonsuz oldugundan bir celiski dogacak bdylece C nin tek sekilde

belli oldugu gosterilmis olunacaktir.
p(X,Y)=aoX"+---+ay, ap,ai,. . .,a, € k[Y]

q(X,Y):boX"—i—---—i—bm, bo,b],...bmek[Y]

indirgenemez iki farkli polinom olsun. R(p,q) # 0 dir. Oncelikle V(p) NV (q) sonsuz
ise R(p,q) = 0 oldugunu gosterelim. V(p) NV (q) sonsuz olsun. k € N olmak iizere
(xx,yx) € V(p) NV (q) farkl ikilileri vardir. k # [ iken y; # y; varsayabiliriz. Bir k € N
icin (xg,yx) € V(p)NV(g) olsun.
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ap ap - ap ymin-l Unlp(U,y)
ao CEEERY e an
by b by,
bo -+ bm_1 bm U?
U]
I bo oo by 11 1 | I q(U,Y) |

aOUm+”_1 —{—alUm'm_z—l—---—l—anUm_l = Um_l(a()Un-f-a]Un_] +--+ay)

boU™ =1 4 b U2 o b, U = UM (DU + b U™ - 4 by

PU,Y)=aoU"+---+a, ve q(U,Y) =boU™ + - - -+ by, diyelim. U = x; varsayabiliriz.

ao(yk) artlye) -+ an()
aO()’k) an—l(yk) an()’k)

ao(yx) e o an(w)
bo(ye) bi(yk) -+ bm()
bo(ye) -+ bm—1(k) bm(yk)

=R(p,q) ()

bo(yx) o bu(yi)
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ao(yr) a1(ye) - an (k) ymin-l 0
ao(yk) - an—1(k)  an(yx) g2
ao(ye) - o an(n) _
bo(ye) b1(ve) - bm(yx)
bo(ye) - bm—1(k) bm() U?
. . o
bO(yk) bm(yk> | 1 ] i 0 i

oldugundan Vk € N, R(p,q)(yx) = 0 Yani R(p,q) = 0 Dolayisiyla V(p) NV (g) sonlu-

dur.

Disk ile R? de agik diskin topolojik gériintiisiinii, baglantili bilesen ile, o topolojik
uzayin maksimal baglantili alt kiimesini, yerel kompaktlik ile, uzaydaki her noktanin,
kapanis1 kompakt olan bir acik komsulugu olmasini, topolojik 2 -manifold ile de her

noktada bir acik komsulugu bir disk olan Hausdorf uzay1 kastedecegiz.

Tanim 5.34 M, topolojik 2 -manifold ve A yerel kompakt topolojik uzay olsun.
(A,M,T) ortiisiinii ele alalim. Burada daha &nce yapilan 6rtii tanimina gore, [t~ (p)| =
s,Vp € M ise (A,M, ) s -kathi ortiidiir denir. py, pa, ..., p,, M nin sonlu sayida nokta-
lar1 olsun.

f:A — M doniisiimii verilsin.

AN Hp1pas- o0 }) s M\ {1 P2 e b FIAN T ({P1s P20 20 ))

bir ortii oluyorsa (A, M, f) ye neredeyse ortii (near covering) denir.

ng:AXB— A, her (a,b) € A X B icin mp((a,b)) = a olarak tanimlayalim. Bu pro-

jeksiyona A X B nin A iizerinde B boyunca projeksiyonu denir.

Lemma 5.35 p(X,Y) tekrarlayan ¢carpani olmayan bir polinom olsun.

p(X,Y) =ap(X)Y"+a;(X)Y" '+ +a,(X), a;(X) €C[X], ap#0,n>1 (5.2)
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ise (V(p),Cx,my) bir neredeyse n -kath ortiidiir.

P!(C), P?>(C) nin bir sabit projektif 1 -alt uzay1 olsun. P., € P?(C)\ P!(C) ol-
sun. P>(C) de P., dan gecen her hangi iki dogru tam olarak P. da kesisir, boylece
P2(C) \ P. da kesisimleri bos kiimedir. Bu dogrular, P!(C) yi farkli noktalarda keser.
Dolayistyla T : P2(C) \ P, — P!(C), Q € P?(C) )\ P.. olmak iizere ©(Q), Q ve P. dan

gecen dogrunun P! (C) ile kesisimi olarak tanimli T projeksiyonu iyi tanimlidur.

C, P?(C) de bir egri olsun. Genelligi kaybetmeksizin Z de dehomojenizasyon ile
C nin Cxy deki 5.2 polinomu ile tamimli kapanigini kullanalim. Lemma 5.35 dan

(C\{P..},P!(C),x) neredeyse n -kath ortiidir.

P!(C), P?>(C) nin Cx € Cyy yi iceren projektif 1 -alt uzay1 ve P.,, Cy nin kapanist
ise yukarida iyi tanimli oldugu gosterilen 7 ile (C \ Pw,P!(C),nt) neredeyse n -kath

ortudiir.

C, P?(C) de bir egri olsun. P! (C) C P?(C) ise C, ya P! (C) nin bir neredeyse n -katli

ortiisiidiir ya da bdyle bir Ortiiniin tek-nokta kompaktlamasidir.

Lemma 5.36 p € C[Xy,...,X,], m -inci dereceden homojen (ya da sifir polinomu) ol-
mas1 i¢in gerek ve yeter kosul C[T, Xy, ...,X,] de p(TXo,...,TX,) = T"p(Xo,-..,X;)

olmasidir.

Teorem 5.37 p ve g, C[Xy,...,X;] de degp =m >0 ve degg=n > 0ile i > 1 ve her

bir p;, i € C[Xo, ..., X,—1] ya sifir ya da i -inci dereceden homojen olmak iizere,
p(Xo, .-, X;) = poX;" + -+ pm, m >0, pp € C\{0}

CI(X()"”?XI‘) - qOX:l++ql’l7 n> 07 q0 € (C\{O}

homojen polinomlar olsun. Ry, ya sifir polinomudur ya da mn -inci dereceden homo-

jendir.
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Lemma 5.38 p, ¢ € C[Xp,...,X,;|(r > 2) sabit olmayan homojen polinomlar olsun. p

ve ¢, (0,...,0) dan farkli bir ortak sifira sahiptir.
Teorem 5.39 C; ve C, P?(C) de cebirsel egriler olsun. C; NC, # 0 dir.

Uygulama 2 C? de indirgenemez bir egrinin bos kiimeden farkli bir ¢z alt varyetesi

sonlu sayida nokta icerir.

Ispat: V(q1,q92,...,¢,), V(p) nin 6z alt varyetesi olsun ve sonsuz sayida nokta
icerdigini kabul edelim. V(q1,q92,...,q,) & V(p) yazanz.q;, i = 1,...,r olmak iizere

indirgenemez polinomlarin ¢carpimi olarak yazilirsa,

Vigi,q2,--,q:) = (V(gi)U...UV(gim))N...0(V(gr)U...UV(qm))

= Uvlgwn...nUvig,))
i=1 j=1

m,n

= U Vigi)n...nV(gy)
i1, j=1

seklinde yazilabilir. Varsayimimizdan V(g1;) N ...NV(g,;) sonsuz noktaya sahiptir. Do-

layisiyla g1; = ... = g,j olmak zorunda kalir.

V(q17q27"'7qr) :V(Cll)

yazabiliriz. V(q;) sonsuz sayida nokta igerir ve V(q1) = V(q1) NV (p) elde ederiz.
Boylece V(q1,q2,---,qr) =V (p) geliskisi 6z alt varyetenin sonlu sayida nokta icerdigini

Verir.

Tanim 5.40 M C R" ve Q € M olsun. M, Q nun bir komsulugunda, bir lineer koordinat
secimiyle diizgiin (smooth) bir fonksiyonun grafigi ise, M, Q da diizgiindiir denir. Her

Q € M i¢in diizgiinse, M diizgiindiir denir.

Tanim 5.41 C, Cxy debiregri ve p € C[X,Y] tekrarlayan ¢arpani olmayan bir polinom
olmak iizere C = V(p) olsun. §—§(Q) = g—)’ﬁ(Q) = 0ise V(p), O noktasinda singiilerdir,

aksi halde nonsingiilerdir denir. Q ya, C nin singiiler (ya da nonsingiiler) noktas1 denir.
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Teorem 5.42 p(X,Y) € C[X,Y] tekrarlayan ¢arpani olmayan ve derecesi n olan bir po-
linom olsun. V(p) C Cxy nin Q € V(p) de diizgiin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

g—)’; (Q) #0ve g—g(Q) # 0 dan en az birinin saglanmasidir.

Tanim 5.43 C, Cxy de bir egri olsun. Her Q € C noktasi, C nin bir nonsingiiler noktasi
ise C nonsingiilerdir denir. C, P?(C) de bir egri olsun. Her Q € C icin , C nin Q yu

iceren bir afin temsilinde nonsingiiler ise, C, nonsingiilerdir denir.

Uygulama 3 C|, C; C Cxy ortak bilesenleri olmayan egriler olsun. C; NC, deki her

nokta Cy UC, de singiilerdir.

Ispat: p(X,Y), g(X,Y) € C[X,Y] ortak ¢arpanlar1 olmayan polinomlar ve C; = V (p),
C> =V(q) olsun. Q € C;NC; alahm ve Q nun C; UC; de singiiler oldugunu gosterelim.
Q€ CiNC, =V(p,q) oldugundan p(Q) = ¢(Q) =0 dir. C; UC, = V(p.q) oldugunu

g0z Onlinde tutarsak,

W04 () = 2 (0).4(0) + p(0). 24 (0) =0
W9 g) - %(0).4(0) + (0. 2(0) =0

oldugundan Q, C; UC; de singiilerdir.

Uygulama 4 C C P?(C) nonsingiiler ise, C, C[X,Y,Z] de indirgenemez homojen bir

polinomca tanimlanabilir.

Ispat: C, C[X,Y,Z] de indirgenebilir homojen bir polinomca tanimlanabiliyorsa,

C C P?(C) de singiiler oldugunu gosterelim. p[X,Y,Z] € C[X,Y,Z] indirgenebilir bir
polinom olsun. p = p;---ps seklinde indirgenemez polinomlarin ¢arpimi seklinde
yazilabilir.

V(p) =V(p1)UV(p2---ps) olur. C; = V(p1) ve Co =V (p2--- ps) diyelim. Q € C; N
C, olsun ve p(X,Y,Z) yi Y de dehomojenize edelim, bdylece Q = [Z;,1,Z3] olur.
Eger V(D(p1)) NV (D(p2))N---NV(D(ps)) nin sonlu oldugunu gosterebilirsek C nin
singiiler oldugu goriiliir. Sonsuz oldugunu kabul edelim.

O zaman R(D(p1),D(p2)---D(ps)) =0 dur.
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k(X ,Z) vardir 6yle ki k(X,Z)|D(p1) ve k(X,Z)|D(p2) -+ D(ps) dir.
V(D(p1)) CV(p1) ve V(D(p2)---D(ps)) CV(pi---ps) oldugundan
Hy (k(X,Z))|p1 ve Hy (k(X,Z))|p2- - - ps dir. Hy (k(X,Z)) = p; olur. p1|p2 - - - ps celiskisi

ispati tamamlar.

Tanim 5.44 X topolojik uzayinin bir alt kiimesi A verilsin. A, bos olmayan, ayrik, acik

iki kiimenin birlesimi olarak yazilamiyorsa, A, baglantilidir denir.
Lemma 5.45 Eger X topolojik uzay1 yol baglantili ise baglantilidir.

Lemma 546 A C X baglantih ve B C X baglantili olsun. ANB # 0 ise AUB

baglantilidir.
Lemma 5.47 A C X baglantili olsun. A da baglantilidur.

Teorem 5.48 Bir kompleks cebirsel egri C C P?(C) baglantihidur.

C C P?(C) cebirsel egrisini V(q(X,Y,Z)) C Cxyz homojen varyetesiyle
tammlayalim. Eger g =¢q'...q}" ise V(q) =V (¢q1)U...V(qi) olacagindan j=1,2,... k
olmak iizere V(g;) ile tanimli her bir C; projektif egrisi baglantili ise Lemma 5.46 dan
C nin baglantil1 olacag1 goriiliir. Dolayisiyla C nin baglantili oldugunu gostermek igin

Ci nin baglantili oldugunu gostermek yeterlidir.

q(X,Y,Z) polinomu indirgenemez polinom ve C = V(¢(X,Y,Z)) olsun. Genelligi
kaybetmeksizin Z de dehomojenize edersek, g indirgenemez polinom oldugundan
Lemma 5.24 ten C nin izole noktas1 yoktur. C = m dir. Boylece Lemma
5.47 kullanarak, V(g(X,Y,1)) C Cxy baglantili ise C nin baglantili oldugunu sdyleye-
biliriz. Cxy de bir lineer koordinat degisikligiyle ¢ polinomunun Y de monik oldugunu
varsayabiliriz. Boylece Teorem 5.48 ispatlamak icin agsagidaki teoremi ispatlamamiz

yeterlidir.

Teorem 5.49 p(X,Y) =Y"+a(X)Y" ! +..-4+a,(X) € C(X,Y), (n > 1) indirgene-

mez olsun. V(p) C Cxy baglantihidur.
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Ispat igin stratejimiz, ozel sonlu bir kiime {P;} igin V(p)\ {P;} nin baglantil
oldugunu gostermek olacak. Boylece kapamis V(p) C Cxy de Lemma 5.47 den
baglantili olacak. V(p) \ {P;} nin baglantili olmadigim varsayip, yol bilesenlerinden
elde edecegimiz, p ile sabit olmayan bir ortak carpani olan ve Y ye gore derecesi n den
az olan ¢ € C[X,Y| polinomunun, p ile sabit olmayan bir ortak ¢carpani olmasinin, p nin

indirgenemez bir polinom olmastyla ¢eliskisinden yararlanacagiz.

Teorem 5.50 (Riemann Genisleme Teoremi) 0 # Q C C, ¢ € Q olsun. A(X), Q\ {c}
nin her noktasinda tek degerli ve analitik olsun. Eger A, ¢ de sinirli ise, &, Q iizerinde

analitik bir foksiyona tek sekilde genisletilebilir.

Tanim 5.51 (A, M, =) bir ortii olsun. Eger i : & — M icerme doniisiimii olmak iizere
nf =i olacak sekilde f : O — A dosiimii varsa 9% C M, A ya yiikseltilebilirdir denir .
f(®) ya® nin yiikseltmesi denir. Q € f(9) ise f(¥) ya Q da bir yiikseltme denir.

Tamm 5.52 U%'% C C olsun. U da bir poligon, (P, ..., P,) siral1 sonlu noktay1 baglayan

P; # P;y olmak tizere PP,y C U kapali dogru parcalarinin birlesimidir.

Ornek 5.53 C basit baglantilidir. ®, bir kendi kendini kesmeyen, P, (C) de sonsuza gi-
den bir poligon olmak iizere C\ ® basit baglantilidir. C\ (negatif olmayan reel eksen)

basit baglantilidir.

Lemma 5.54 (V(p)\n !(®),C\ D,ny) ortiisiinii ele alahm. W C C\ ® acik, basit

baglantili alt kiime olsun. W, 7t~! (W) nun her noktasina yiikseltilebilirdir.

Ispat: C\ © manifold ve W basit baglantili ve acik alt kiimesi oldugundan yerel yol
baglantilidir boylece yiikseltme kriterinden asagidaki diyagramdan da goriilebilecegi
gibi Q € f(W) olacak sekilde f doniisiimii vardir. Dolayisiyla W, 7~! (W) nun her nok-

tasina yiikseltilebilirdir.
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92k © C\ D iken ¥ nin yiikseltmesini Yile gosterelim.
O zaman x € ¥ igin f: & — C, f(x) = nx(ny ' (x)) ile tanimhi f, analitik fonksiyondur
ve 5, f nin grafigidir.
Ispat: Diskriminant varyetesi ® =V (Dy(p(X,Y))) C Cy olsun. p(X,Y) indirgenemez
oldugundan ®, sifirdan farkli bir polinomdur ve sonlu sayida sifir1 vardir.
(V(p)\n 1(D),C\ D,ny) n -katli ortiiyii ele alalim. Boylece daha 6nce bahsedilen

{P;} kiimesi, 7' (D) kiimesi olacaktir.

V(p)\ 7~ (D) baglantili olmasin. E1,...,Ex, V(p)\n~ (D) nin bos kiimeden farkli
yol bilesenleri olmak iizere, V(p) \n (D) = EyU---UE; dir. Q € V(p) \n (D)
alalim. Bu yol bilesenlerinden bir tanesi E olsun. (E,C\ ®, ) katlilig1 n den az olan bir
ortiidiir. Ortii oldugunu gostermek icin 7 nin 6rten oldugunu gostermek yeterlidir. C\ D
de bir avegrisi, o0: 1 — C\D, o(0) = x olsun. (V(p)\n~(D),C\D,ny) ortii ve E bos
kiimeden farkli bir yol bileseni (baglantili) oldugundan o nin yiikseltmesi E i¢inde kal-
mak zorundadir. Dolayisiyla 7 6rtendir. C \ © de bir diizgiin 6rtiilmiis (evenly covered),
diske homeomorf bir komsuluk alirsak, ters goriintiisii V(p) \ ©~! (D) de n tane ayrik
diskin birlesimidir ve E; yol bilesenlerinin her biri bog kiimeden farkli olduklarindan bu
disklerden en az birini igerir. Hatta (E,C \ ©, ) nin katlilig1, n-den, tam olarak, diger

E; yol bilesenlerindeki ters goriintii disklerinin sayis1 kadar az olur.

® nin sonlu sayidaki noktalari ile P'(C) nin noktalarin1 birlestiren ve kendi ken-
dini kesmeyen C de bir @ poligonu secelim. P!(C) \ @ basit baglantilidir. C \ & ba-
sit baglantili oldugundan (V(p) \ ! (C\ ®),C\ ®,n), n -kath bir ortiidiir ve C\ & ,
n~!(C\ D) nin her noktasina yiikseltilebilirdir. (V(p)\n~!(C\ ®),C\ ®,=x), n -kath
bir ortii oldugundan bu yiikseltmeler, i = 1,...,ni¢in f; : C\ ® — C analitik fonksiyon-
larinin grafikleridir. Bunlari F; ler ile gosterelim. V (p) \n~!(C\ ®) = F;U---UF, olur,

burada F; ler agik ve baglantilidir.

35



5. DUZLEM EGRILERI Fadime DEMIRALP

(E,C\®,n) m -kath ortiisti F; lerden bazilarini kesecektir (Hepsini birden kesemez,
oyle olsaydi V(p) \ ©~ 1 (D) baglantili olurdu). m < n olmak iizere m tanesini kestigini
varsayalim ve bunlar1 Fy,..., F, ile gosterelim. ¢ C C[X,Y], m < n ile Fy,...,F, lerin
tiimii tizerinde sifir olan bir polinom olsun. C\ ® nin her bir noktasinda Ry (p, ) € C[X]
sifirdir. Boylece kendisi sifir polinomu olmak zorunda kalir. Dolayisiyla p ve ¢ nin or-
tak, sabit olmayan ¢arpani vardir. p indirgenemez oldugundan ¢ nin bir ¢arpani olur ve
Y de degd > n elde edilir. ¢ yi Y de degd < n olacak sekilde insa ederek celiski elde
edecegiz. Bunun icin

C -degerli (Cx \ @) x Cy de tammmli (Y — f1)--- (Y — fin)

fonksiyonunu diistinelim. Katsayilart fi,..., f;; nin simetrik fonksiyonlaridir. Bu kat-
sayilara,

Go(X ) =1

c1(X) = —(fiX)+-+ fm(X))

02(X) = filX)-o(X)+ -+ fn1(X) - fn(X)

om(X) = (=1)"-fi(X):- fin(X)

diyelim. f; ler analitik oldugundan o; ler C \ @ nin her noktasinda analitiktir. Q € C\ D
olsun. Q nun iizerinde Fi,...,F, nin m farkli noktas1 vardir ve bu noktalardan gecen
yiikseltmelerin grafigi olduklar1 analitik fonksiyonlarinin simetrik fonksiyonlar1 Q
yakinlarinda o; ile ¢akigir. Bu sekilde o; fonksiyonlar1 C\ ® iizerinde analitik fonk-
siyonlara genisletilebilir. Her bir o; tek degerli ve C\®© de analitiktir. p(X,Y) =
Yo+ a(X)Y" ' 4. +a,(X) idi. Q € © yakilarindaki her xq igin p(xp,Y) = Y" +
ay(x0)Y" '+ +a,(x0) olur. p(xo,Y) =0 iken 61(x0) = a1(xp), 62(x0) = az(xp) ...
oldugundan o;, © de sinirhdir. 6;, C\ ® de tek degerli, analitik ve © de simrh

oldugundan Riemann genisleme teoreminden C de analitiktir.

(5,‘(X> :ZC,']'Xj (5-3)
J
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kuvvet serisini yazalim. Sifir olmayan X’ i¢in X = )% yazalim. Sonsuzdaki singiilerligi

inceleyelim.
1 1
Gi(?) :;Cij—(x,)j 5.4

max;(dega;) = M olsun.

1 _ 1
PX'Y) = Yatar (V" 4+ +an(57) =0

esitliginin her iki tarafim (X")" ile ¢arparsak,
PX' . XMy) = (XMy)" + b (X)(XMY)" 1 +... 4 b,(X") =0

burada her b;, X’ niin bir polinomudur. P(X’, X’y polinomu, X’"MY ye gére monik bir
polinom oldugundan Teorem 5.30 dan (X’ = 0,X"MY = 0) da ¢oziimler, sonlu sayida
kesirli-kuvvet serilerince verilir. (X"MY); = (X' de bir kesirli — kuvvet serisi) olur. te-
orem 5.30 ile

1

(X™MY); = ai;j(X")" +az;(X’)

1
mj + .-
yazilir ve iki tarafi (X’) =" ile carpilirsa
1
(Y)j =ai;(X)".(x") ™M+
olur. Dolayistyla her bir Y;, sonlu sayida negatif-kuvvetli terimle bir kesirli-kuvvet ser-
isidir.
n

pxY) = [[¥-Y)

j=1
1 1

pXY) = (Y —(anX)™)(X)Y ™My ) (Y = (ara(X)m)(X) ™M 4..0)
Boylece Y nin katsayilar1 olan 6; ler de sadece sonlu sayida negatif-kuvvetli terimlere

sahiptir. Boylece 5.4 deki ¢;; katsayilarinin sonlu tanesi harig sifirdir. O halde 5.3 son-

ludur. 6;(X) ler, sonsuzda kutba sahip olduklarindan her 6;(X), C[X] dedir ve
OX,Y)=Y"+o1(X)Y" '+ 4 0,(X), degp=m <n

ile birlikte F1 U - - - U F;, de sifir olan polinomu elde etmis oluruz.

Tanim 5.55 v| = (an,alz), V) = (azl,azz) ve A = (aij) olmak tizere (vl,VQ), R2 nin
sirali bir bazi olsun. (vy,vy), detA pozitif ise pozitif bir yonlendirme, defrA negatifse

negatif bir yonlendirme tanimlar.
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(0,0) € Ry,x, noktasmin agik komsuluklar1 U, U’ ve ¢ : U — U’,i = 1,2 igin ¢;
diizgiin (smooth) ve 0;(0,0) = 0 olan, X/ = ¢;(X;, X>) reel degerli fonksiyonunca verilen

diizgiin bir doniisiim olsun. ¢ diizgiin oldugundan

d0; 90;

X' =0 0)X 0)X
reel 2 -diizlemi vardir.
S o X X
o L =n00 ) = adx)
% 3 X2 X3
X 0Xa / (X;.X)=(0,0)

seklinde yazabiliriz.

Tamm 5.56 U, U’, Ry,x, de agik kiimeler olsun. Eger det(%) x=x = detJy(x) > 0 ise
J

diizgiin ¢ = (¢1,¢2) : U — U’, (x) = (x1,x2) € U da y6n koruyandur, eger detJy(x) <0

ise ¢ yon degistirendir. Her x € U i¢in detJy(x) > 0 ise ¢ yon koruyandr.

Tamim 5.57 M, reel 2 -manifold olsun. {Uq}, M nin agik ortiisti olsun. ¢y : U — Uy,

(U, R? nin agik alt kiimesi) homeomorfizm olmak iizere her bir

05 902 0o (UaNUp) — ¢ (UaNUp)

homeomorfizmi diizgiin ise M ye diizgiin reel 2 -manifold denir. Eger her bir ¢51¢a yon
koruyansa yani her x € ¢g' (Ug N Ug) igin a’etJ%l 00 (x) > 0 oluyorsa, M yonlendirilebi-
lirdir denir.

Lemma 5.58 C C P?(C) ve {P;}, C nin (sonlu) singiiler noktalar1 olsun. C'\ {P;}, bir

yonlendirilebilir reel 2 -manifolddur.

Sonuc 5.59 C C P?(C) nonsingiiler ise yonlendirilebilirdir.

Q, topolojik singiiler nokta olsun. Diger bir deyisle, sonlu sayidaki diskin tek nokta
birlesimi olsun. Q nun, U(Q) NC en az iki diskin tek nokta birlesimi olacak sekilde
U(Q) komsulugu vardir. Boylece U(Q) N (C\ {Q}), sonlu sayida delinmis disklerin

A; \ Q , birlesiminden olugur. Bu disklerin her birine P; noktasi ekleyelim. Bu iglem
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disklerin tek nokta birlesimini ayrik disklere ayirir ve bu yeni topolojik uzay bir man-
ifolddur. Bu manifoldun, sonlu sayida P; noktalar1 disinda yonlendirilebilir oldugunu
biliyoruz. Bu yonlendirmeyi M nin tamamina genigletebiliriz. Yani M \ {Py,...,P,}

yonlendirilebilir ise M yonlendirilebilirdir.

C nin sonlu sayidaki noktaya sonlu sayida nokta oOzdeglestirerek bir kom-
pakt baglantili yonlendirilebilir 2 -manifold elde edildigini biliyoruz. M baglantili
oldugundan yonlendirme bir P noktasinda ne ise diger noktalarda da aynidir. Bu nedenle
P; lerden bir tanesi icin bunu gostermek yeterli olacaktir. P; lerden bir tanesini secelim
ve kisaca P ile gosterelim. M manifold oldugundan P nin bir A disk komgsulugunu
diistinelim. A bir disk oldugundan yonlendirilebilirdir ve baglantili oldugundan iki farkl
yonlendirmesi vardir. M \ {P} yonlendirilebilirdir baglantili oldugundan ve iki farkli
yonlendirmesi vardir. A nin bir yonlendirmesi M \ {P} deki bu yonlendirme ile ¢akigir.

Dolayisiyla M \ {P} deki bu yonlendirme P ye de genisletilebilir.

Indirgenemez C C P?(C) egrisi nonsingiiler ise bir kompakt baglantili yonlendirileb-

ilir 2 -manifolddur. Bu manifoldlar icin temel bir siniflandirma teoremi vardir.

C C P?(C) nonsingiiler olsun. p(X,Y) C C[X,Y] ile ya da homojenizasyonu
Hz(p) = q(X,Y,Z) ile tanimlansin. C nin topolojisi p ya da ¢ ile belirlidir.

C C P?(C) nonsingiiler ise C nin C[X,Y,Z] de indirgenemez bir polinom ile

tanimlanabilir oldugunu hatirlayalim.

Tamm 5.60 f, (ai,...,a,) € Cyx, . x, de kompleks analitik bir fonksiyon olsun. Eger
a; de, f(ay,...a;-1,Xi,ait+1,...,a,) nin derecesi s ise (aj,...,a,) noktasinda X; de f
nin derecesi s dir deriz. A; C Cy; disklerinin Cy, _ x, de bir carpimi Ay X --- X A, ye bir

polidisk denir.

Lemma 5.61 f:Cy, x, — Cyea=(ay,...,a,) de kompleks analitik bir fonksiyon
olsun ve a noktasinda X; de f nin derecesinin s oldugunu varsayalim. O zaman A; ler

Cx, de a; merkezli acik diskler ve f, A de analitik,
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/ / / /
@)y q,a;, .. .,a,) €AY X XA XA X XA,

fldy,....d;_;,a;,,,...,a;) :Cx, — C
ye A; de tam olarak s sifir1 olacak sekilde a da agik A(a) = A= A; x --- X A, polidiski

vardir.

Tanim 5.62 M kompakt, baglantili, yonlendirilebilir reel 2 -manifold olsun. Sonlu
sayida kapali kiimeler {Si,...S,}, M nin bir ortiisii olsun. Her bir 7;, R?> de kapali
ticgenler ve S; <= T; homeomorfizm olsun. S; nin 7; iicgeninin i¢cine homeomorfik alt
kiimesine polihedronun yiizii, kenarlarina homeomorfik alt kiimesine polihedronun ke-
nar1 ve koselerine homeomorfik alt kiimesine polihedronun kosesi denir. Her hangi
farkli iki S;, §; ayrik olmali ve tam olarak bir kiseleri ya da tam olarak bir kenarlar (iki

koseyle beraber) ortak olmali. Bu durumda kose ve kenarlarinin kiimesi baglantilidir.

Lemma 5.63 M polihedronunun V tane kosesi, E tane kenar1 ve F tane yiizii olsun. M
nin cins sayisi (genus) g (2g = rank(H;(M,Z) dir) olsun. O zaman V —E +F =2 —2g
dir. Buesitlik g =1— %(V — E +F)) olarak da yazilr.

Teorem 5.64 (Cins Sayisi(Genus) Formiilii)C C P?(C), p(X,Y,Z) indirgenemez ho-
mojen polinomuyla tanimli, nonsingiiler bir projektif egri olsun. degp = n ise C nin
cinsi

g = =) gip

Ispat: (C\ P.,P!(C),n) neredeyse n -kath ortiisiiniinde P! (C) yi, ortiiniin diskriminant
noktalarinin kiimesini kose kabul eden bir polihedron olarak diisiinecegiz. Bu polihedro-
nun her bir yiiz, kenar ve kosesinin iistiinde n tane yiiz, n tane kenar ve (n tane koseden
daha az olan diskriminant noktalar iizerindekiler hari¢) n tane kose vardir. Diskrimi-
nantin bazi 6zelliklerini kullanarak koge sayisinin kag tane eksildigini tespit edip, g yi

hesaplayacagiz.

Ortiiniin diskriminant noktalarimin, P!(C) polihedronunun koselerinin sonlu bir
kiimesince igerildigini varsayabiliriz. (Eger {a;,as,...} yiizlerdeki diskriminant nok-

talarinin kiimesi ise, her bir a; yi koselere birlestirerek, olusan yeni kenarlarin diger a;
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lerden gecmemesini saglayabiliriz ve bu islemi her bir g; i¢in yaptigimizda tiim diskri-
minant noktalarini polihedronun birer kisesi yapmis oluruz.) P!(C) nin bir f yiizii ve
bir e kenart igin 7, ' (f) ve 1, ! (e), sirastyla n tane yiiz ve n tane kenar igerir. P! (C) nin
bir kosesi v i¢in, T, 1(v), v diskriminant noktasi degilse, n tane, diskriminant noktasi
ise n den daha az kose icerir. v nin lizerinde C deki ayrik noktalarin sayisi n —m ise bu,
m nokta kaybettigimizi gosterir. Eger bu sekilde ka¢ nokta kaybettigimizi bilirsek C nin

cinsini hesaplayabiliriz.

V,E,F smasiyla P'(C) nin kose, kenar ve yiiz sayist olsun. P!(C) igin g = 0
oldugundan V — E + F = 2 dir. C nin kenarlarinin sayis1 nE ve yiizlerinin sayis1 nF

, koselerinin sayis1 nV —n(n — 1) dir. Boylece C nin cinsi;

g = 1—%(nV—n(n—1)—nE+nF)
2—n(V—E+F)+n*—n

8 = )
B n?—3n+2
£ = 2
B (n—1)(n—2)
&= 2

olur. Kose sayisindaki azalmanin n(n — 1) oldugunun ispati igin [Kendig, Keith, Ele-

mentary Algebraic Geometry, Chapter I1] bakiniz.
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