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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

D bolgesinin sinirt

Dairenin ¢emberi

D bolgesinin kapanist

P ve O noktalarinda tanimli Green fonksiyonu

Tim uzay ag1

n. mertebeye kadar kismi tlirevleri ve kendisi O bolgesinde siirekli

olan fonksiyonlar sinifi

X



BOLUM I
TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bolimde Green fonksiyonlar1 yardimiyla Dirichlet probleminin ¢éziimii i¢in gerekli

olan bazi tanim ve teoremler verilmistir.

Tamm 1.1. (Baglantiilik): (X,7) bir topolojik uzay olsun. Eger X bos olmayan ayrik iki

acik kiimenin birlesimi olarak yazilamiyorsa bu (X ,7) topolojik uzayma baglantilidir

denir.

Tamm 1.2. (Kompakthk): Bir X metrik uzay1 verilmis olsun. Eger X ‘deki her dizi
yakinsak bir alt diziye sahipse X uzay1 kompaktir. [8]

Tamm 1.3. (Tam Uzay): Bir (X,d) metrik uzayinda segilen her Cauchy dizisinin limiti

yine bu uzayda ise X tam uzaydir denir. 8]

Tammm 1.4. (Yarnm Uzay): D cR" olmak iizere, D={xe R" | x, >0} seklinde

tanimlanan uzaya yarim uzay denir. [1]

Tamm 1.5. (Ayrilabilir Uzay): Eger X ciimlesinin sayilabilir yogun alt climlesi varsa X

climlesine ayrilabilir uzay denir. [8]

Tanmm 1.6. (Ic Carpim): X x X den X in bir K skaler cismi i¢ine yapilan bir doniisiim

olsun. X in her x ve y vektor ¢iftini <x, y> ile gosterilen ve asagidaki 6zellikleri ger¢ekleyen

bir skalerle eslemeye i¢ ¢carpim denir.

a) <x+y,z>=<x,z>+<y,z>

b) <0{x,y> = 0{<x,y>



X lizerinde tanimlanan bir i¢ ¢carpim, X lizerinde ||x|| = <x, x> ile verilen bir norm tanimlar.

Tanim 1.7. (Diklik): Bir X i¢ carpim uzayinin x ve y gibi iki elemani verildiginde eger
<x, y> =0
oluyorsa x eleman1 y elemanina diktir.

Tanim 1.8. (Lineer Fonksiyonel): (X , ) bir normlu uzay ve K reel veya kompleks

sayilar cismi olsun. f: X — K, f(Ax+ fBy)=Af(x)+ Bf(y) lineer operatoriine bir lineer

fonksiyonel denir.

Tamm 1.9. (Genellesmis Fonksiyon): D, C; () smifi lizerinde asagidaki topolojiyi

vermekle elde edilen lineer topolojik uzay olsun, k — oo, @, —2—¢ eger

a) Vo multi indis i¢in

D%, > D%

yani ¢, fonksiyonlarmin tiim tiirevleri ¢ fonksiyonunun uygun tiirevlerine € bdlgesinde

diizgiin olarak yakinsar.

b) 3K < Q kompakt ciimlesi vardir ki, VK lar i¢in supp¢, < K dir.

D topolojik uzayinda tanimli, siirekli, lineer fonksiyonellere genellestirilmis fonksiyon

denir. Genellesmis fonksiyonlar sinifi D' ile gosterilir.



Tanim 1.10. (Genellestirilmis Tiirev): f € D' olsun, (yani f genellesmis fonksiyon). Bu

fonksiyonun tiirevi asagidaki gibi tammlanir ve D, f ile gosterilir. Ve Cf (Q) igin

D" f: (D! f.0)=(-1)"(r.Dp)

Kolayca gosterilebilir ki, D, f de bir genellesmis fonksiyondur.

Teorem 1.1. D, R" nin baglantili, sinirh bir a¢igi, f de dD iizerinde tanimlanmig

stirekli bir fonksiyon olsun. D icinde harmonik, D iizerinde siirekli, 0D iizerinde f ye

esit olan bir fonksiyon, varsa ancak bir tanedir (ya da bu sekilde en ¢ok bir fonksiyon

vardir.)

Teorem 1.2. u fonksiyonu baglantili D ic¢inde harmonik, D iizerinde siirekli, ama sabit

degilse, u nun minimumu D iginde degildir (oD sinir1 tizerinde olmalidir.)

Teorem 1.3. u fonksiyonu baglantili D i¢inde harmonik, D iizerinde stirekli, ama sabit

degilse, u nun maksimumu D iginde degildir (dD sinir1 iizerinde olmalidir.)

Teorem 1.4. u fonksiyonu D smirli acig1 i¢inde harmonik ve D i¢inde stirekli ise, u,

oD smiriin en az bir noktasinda maksimumuna erisir.



1.2 Kismi Tiirevli Denklemler ve Simiflandirma

Tamm 1.2.1. (Kismi Tiirevli Denklem):

o’u oV u J

F x x oo x u(x x oo x ) u u oo u oo oo .o = 0
1972 B B 1942 5 3 5 5 sUy, 5 5 5 B
! TRl * ox;0x;  Ox[loxy?---0x,"

(1.2.1)

seklindeki fonksiyonel denkleme kismi tlirevli diferansiyel denklem denir.

Burada N=a, +a, +--+a, ve o, 20 (i=12,---,n) olmak iizere tam sayilardir. (1.2.1)

denklemindeki tiirevlerin en yiiksek basamagina (1.2.1) denkleminin basamagi veya

mertebesi denir. (1.2.1) denklemi kismi tiirevli denklemlerin en genel ifadesidir.

Simdi ikinci dereceden kismi tiirevli denklemleri siniflandiralim:

n n

g

au_u, +sz~”x. +cu+f=0 (1.2.2)
J P i

j=1 =l

Lineer denklemini ele alalim. Burada a,b,c x,,x,,---,x, ’in fonksiyonlaridir. (1.2.2)

denkleminin x, € D noktasinda hangi tipten oldugunu belirlemek i¢in

n

Y, a;(x)EE, =1(8)

i,j=1
kuadratik formuna bakilir.

n,(x,), 1(£) kuadratik formunun kanonik seklindeki sifirlarin sayisi
n,(x,), 1(£) kuadratik formunun kanonik seklindeki +1’lerin sayisi

n_(x,), 1(¢) kuadratik formunun kanonik seklindeki -1°lerin sayisi



olsun. n,D bolgesinin boyutu olmak tlizere n, +n_+n, = n dir.

Eger x, € D de

1. n, =n ise (1.2.2) denklemine x, noktasinda eliptik

. n_=n-1 ve n, =1 ise (1.2.2) denklemine x, noktasinda hiperbolik

iii. n, =1 ise (1.2.2) denklemine x, noktasinda parabolik

iv. n, >l ve n_>1, n, =0 ise (1.2.2) denklemine x, noktasinda ultrahiperbolik

v. n, >1 ise (1.2.2) denklemine x, noktasinda ultraparabolik

denir.

Eger denklem D boélgesinin biitiin noktalarinda eliptik (parabolik, hiperbolik, ultra
parabolik, ultra hiperbolik) tipten ise o denklem D boélgesinde eliptik (parabolik,
hiperbolik, ultra parabolik, ultra hiperbolik) tiptendir diye adlandirilir.



BOLUM 2

DIRICHLET PROBLEMININ TANIMI
2.1. R" Icinde Dirichlet Problemi

D, R"nin baglantili bir a¢ig1, f'de D nin dD sinir {izerinde bir fonksiyon olsun. D i¢inde
harmonik, D iizerinde siirekli xe 9D iken u(x)= f(x) olan bir u fonksiyonunu (varsa)

bulmak. Varsa, Teorem 1.1’e gére bu fonksiyon ancak bir tanedir. dD iizerinde siirekli her

fi¢in ¢ézlimiin mevcut oldugu bir bolgeye Dirichlet bolgesi denir.
Dirichlet problemine birinci sinir deger problemi de denir.

2.2. R’ Icinde Kutupsal Koordinatlarda Laplace Denklemi, Daire icin Dirichlet

Problemi

Diizlemde merkezi O ve yarigapt a olan bir dairenin 0D (smir) ¢emberini T ile
gosterelim. D i¢inde harmonik, D iizerinde siirekli ve xe T iken u(r,8) = f(8) olan bir

u fonksiyonunu (varsa) bulmak. [1]

Teorem 2.2.1. (Poisson Teoremi) O merkezli ve a yarigapl bir yuvar (daire), I' da bunun
cemberi (sinir1) olsun. Ox kutup eksenini secelim ve kutup acgisim € ile gosterelim.

f(0)= f(2a)olan, 2a periyotlu uzantisina 6zdes bulunan, ayrica I" {izerinde belirli ve

stirekli olan bir f(8) fonksiyonunu g6z oniine alalim. P(r,6) noktasinin

1% a’-r?
u(r,d)=—1\—
27y a” —2arcos(@—-y)+r

S W)dy

fonksiyonu; yada a,,b,, f (@) nin Fourier katsayilar1 olmak tizere

no



r}’l

—(a, cosn@+b, sinnb)
a

u(r,0) = Doy z
2 n=l1
ile verilen u(r,8) fonksiyonu D i¢inde harmonik, D iginde siirekli ve cember iizerinde

u(r,0) = f(&)olur. [1]

D dairesi r<a olsun. R* de (x,») kartezyen koordinat sisteminden,

x=rcosd, y=rsin@ denklemleri yardimiyla (»,8) kutupsal koordinatlara gecildiginde

' f 9*f
+
ox® oy’

=0 denklemindeki (x,y)— f(x,y) fonksiyonu (p,8) — u(p,6) ya doniisiir.

Kutupsal koordinat sistemindeki Laplace denklemi

’u 1du 1 9%u
o’ 209r r’o6?

=0 (2.2.1)
bi¢imini alir.

u(r,0) = R(r)0(6)

biciminde degiskenlerine ayrilabilen bir ¢dziim arayalim. Gerekli tiirevler alinip (2.2.1) de

yerine yazilip elde edilen denklem R—?(;t 0) ile boliindiigiinde
r

2 2 2
rAR, rdR, 149, (2.22)
R dr* Rdr O dé*
halini alir. Buradan
Q" . :
Y = —u(u € N bir sabit) (2.2.3)
ve (2.2.2) esitliginden



LN
elde edilir.

Simdi (2.2.3) denklemini

O +u0=0

seklinde yazalim. Bu denklemden asagidaki ii¢ hal incelenmelidir:

i) wu<0 ise u=-w yazmakla ¢ozim ©O(0)=A,ch(wd+75,) ya da

O =a,chwl +b,shwd halini alir.

i) >0 ise ¢dziim ©(0) = 4, cos(wb +0,) yada ©(6)=a,coswld+b,sinwl dir;

iii) =0 ise ©(0)=c,0+c, dir.

Periyodik bir ¢6ziim araniyorsa ya i. halde ¢, =0 alinmali ya da ii. halde w=ne Z

olmalidur.
(2.2.4) denklemini
2
: d’f +r‘;—f—yR =0 (2.2.5)

seklinde yazalim. (2.2.5) bir Euler denklemidir. » = e” olsun.

dR _dR ,d’R_d’R dR

F—=—r —_—
dr drt dr’  dr* dr

olacagindan (2.2.5) den



d*R
dt’

—UuR=0
bulunur. Karakteristik denklem A° — z = 0, \/Z =v demekle 4 =Fv olur:
R(t)=Ce”"+D,e™,R(r)=C,r"+D,r" (2.2.6)

dir. » -0 icin D ;7" — e oldugundan r =0 da siirekli ¢6ziim i¢cin D, =0 alinmalidir;

boylece R(r)=C,r" olur. Oyleyse periyodik ¢dziim
u(r,0)=Cr’(a,cosv@+b, sinvd),v=0,12..

dir. Bunu v=n, u=n"(ne N, =NuU{0}) alip C,a, yii 4, ve Cb, yi de B, ile

gostermekle
u(r,0)=r"(4,cosn@+B, sinnf), ne N,
bulunur.

Oyleyse (2.2.1) denkleminin genel ¢oziimii

u(r,6) :%M z(gj (a, cosn@+b, sinné) 2.2.7)
n=l1

biciminde yazilabilir; burada a—°=A0, v=0 a ait c¢Ozimi gostermektedir,
2

a,=A4,a",b, =B,a" de ne N ye karsilik olan sabitlerdir; (r < a)

> ™n

Ayni bigimde dis Dirichlet probleminin ¢éziimii de

u(r,8) = “?°+ ZGJ (a, cosn@+b,_ sinnd) (2.2.7)
n=l



dir.(r =2 a)

Her iki seri de homojen formiilde birlestirilebilir:

u(p,0) =%°+Zp"(an cosn@+b,_ sinnb)

n=l1
I¢ problem: p <1 (r < a).
Dig problem: p =1 (r = a).

Simdi  a,,b, katsayilarmi1  belirlemek

(a,0) > u(a,8) = f(0) olsun, (2.2.7) den:

f(e):%uz (a, cosn@+b, sinné)

n=1

icin  siir

(2.2.8)

sartlarm1  kullanalim:

(2.2.9)

elde edilir. (Burada f ‘1 @ ya bagl olarak yazilabildigini kabul ediyoruz.). f fonksiyonunun

Fourier serisindeki katsayilari,

12” 127r
ay=—[ @)y, a, =— [ f@)cosny dy,
T 0 T 0
127r
b, =— [ fp)sinny dy
7 0

dir. Oyleyse 4, = !

n M

a

n

Simdi (2.2.7) ve (2.2.8) i¢in sunlar gosterilebilir:

1) u(r,0), B(0,a) yuvari i¢cinde yani 0 < r < a i¢in harmoniktir;

10

B, = b, de f(0) yabagl olarak belirlenmis olur.
a



i) u(r,), E(O, a) kapanisi iizerinde yani 0 < 7 < a ig¢in siireklidir;

iii) 0B siri tizerinde yani » = a igin [0,27] aralig: tizerinde (2.2.7) Fourier agilim1 (2.2.9)

ile tanimht £ (@) ya yaklasir; yani » = a iken u(a,0) = f(6) dir:

i) (2.2.8) serisinin harmonikligi. Once (2.2.8) serisinin terim terime tiiretilebildigini

gosterelim. (2.2.9) icin de sonug gecerlidir.

Fourier katsayilar1 a, a,,b, nin sinirlar1 yani maksimum degerleri M > 0 olmak iizere

la, |<M,|a,|<M,|b, |<M,ne N

olsun. Simdi (2.2.8) in ve tiirevinin diizgiin yakinsakligin1 gosterelim:

u,(p,0)=p"(a,cosn@+b, sinnb) (2.2.10)

ile tanimh (u,) fonksiyon dizisini géz oniine alirsak

|u, |< p"M |cosn@+sinnf|= p"M

sin(% - nﬁj +sinn@

=2p"M sin

cos(£ -n 9)
4 4

<2Mp" <2Mpy;, p< p, <1

Yani

W, |<2p,M,0<p<p, <1

dir. Buna gore herhangi bir kapali yuvar iizerinde (2.2.8) serisi diizgiin yakinsaktir.

Simdi #, nin p ya gére k nct tirevini alalim. Boylece 0<p<p, <l icin

n(n—1)....(n—k+1)<n" olup

11



0'u,

op”

n—k l’l'

(n—k)!

(a,cosn@+b, sinn@) <2p) " n M

P

dir. Boylece (2.2.8) i p ya gore terim terim tiiretilerek elde edilen seriler diizgiin

yakinsaktir.

Yine u, nin @ ya gore k nci tiirevi

p'n* {an COS(I’!@ + kjﬂj +b, sin(né? + kgﬂ

olur. Boylece 0< p < p, <1 i¢in (2.2.8) 1 € ya gore terim terime tiiretmekle elde edilen

0'u,

Y1 <2pin*M

seriler de diizgiin yakimsaktir. (Terim terime pozitif sayisal yakinsak serilerden mutlak

degerce kiigiik kaliyorlar. Ornegin Zun yani (2.2.8) serisi terim olarak 2M Z Po

serisinden kii¢iik kaliyor. Oyleyse Weierstrass M kriterine gére mutlak ve diizgiin

yakinsaktir.) I¢ problem igin p, =l (r, <a), dis problem i¢in p, =941 (r, >a)
a T

alinir.

Sonug olarak f(#) smirh bir fonksiyon olmak iizere (2.2.8) serisi, sirastyla (2.2.7) ve
(2.2.7) serileri p <1 igin Laplace denklemini saglarlar, yani harmoniktirler. Ornegin

0<r<r <a icin (2.2.7) nin harmonikligini gosterelim:

0’u la_u 1 0%u

Au = +——"+—
! or’ ror r’o6?

den

n—-2

Au(r,0) =Y T—(a, cosnf+b, sinnd)n(n—1)+n-n’1=0
n=l a

12



dir. Soyle de diyebilirdik: Au, =0 oldugu gosterilir, u,(r,6) harmonik olur, dyleyse seri
terim terime tiiretilebildiginden ve her bir terim harmonik oldugundan u(r,6), 0<r<a

bolgesinin biitiin i¢ noktalarinda harmoniktir.

i1) (2.2.8) serisinin siirekliligi. T" lizerinde belirli ve siirekli f(€) fonksiyonunun Fourier

serisindeki katsayilar1 a,,b, olduguna gore Z(| a, |+|b, |) serisi yakinsaktir. Ayrica

no
| p"a, cosnb < a, |,
| p"b, sinn@|< b, |

dir, dyleyse (2.2.7) serisi p <1 igin yakinsaktir. O halde bu serinin gosterdigi fonksiyon
p =1 ¢emberi lizerinde siireklidir. Ayrica Z(| a,|+|b, ) e gore, dis problemin ¢oziimii

olarak (2.2.7") niin gésterdigi fonksiyon sonsuzda sinirlidur.

1i1) (2.2.7) esitliginin » = a ¢emberinde f(0) degerini almasi. Simdi u nun f(6) smir

sartin1 sagladigini gostermeliyiz.

a,, b, Fourier katsayilar1 (2.2.8) denklemine konursa:

u(p.0) = [ f@dy 3 p @2.11)

2 27| oo
jf(w)[cosny/cosnmsinnwsinne]dw:ZL j{1+22p” cosn(6—y) |f (w)dy .
0 4 0

n=1

Toplama islemiyle, terim terime integrasyonun sirasi degistirilir. Ger¢ekten

1423 [p" cosn(@—p)] =1+ [p"e" O + pre O]

n=1 n=1
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pei(ﬁ—l//) pe—i(S—l//)

=1+ . +
l_pel(ﬁ—l//) l—pe

—i(6-y)

_ 1-p°
1-2pcos(@—w)+ p’

bulunur. Buna gore

s 1-p°
u(p.6)=- j ey~ AL (22.12)

yada p= L koymakla
a

1 2r az _rz
,0)=— d 2.2.13
u(p-6) 2 '([az—2arcos(t9—l,y)+r2 Sy ( )

elde edilir. (2.2.13) denklemine daire i¢in Poisson integrali ve P(r,8;a,y) ye de Poisson

¢ekirdegi denir.

Simdi (@) =1 ise (2.2.11) den 0< p <1 i¢in u(p,0) =1 bulunur. Gergekten (2.2.11) de

f(0) =1 olarak aliirsa diizgiin yakinsakliktan terim terime integrasyonla

u(p,0) =— J[l + 22/) cosn(6 - 1//)}

=1+— J.[ p" cosn(6— l//)} /4

lm 2r __
ﬂzzlln o =1

bulunur. 0 < p <1 i¢in (2.2.12) den

14



1% 1-p?
= P ~dy
2 o 1-2pcos(@—yw)+p

yada 0<r <a icin (2.2.13) den

1 %F a’—r?
1= —
27 5 a® —2arcos(—y)+r’

dy (2.2.14)

2
bulunur, » < a igin kisaca 1= 2L J.P(r, 6;a,y)dy yazilir. Buradan 0 <r < a igin
7 0

1 a’—r?
0)=— 0)d 2.2.15
/) 27 3 a’ =2arcos(6-y)+r’ J @)y ( )

ve

u(r,e)—f(9)=$j;a —w) = /6], (2.2.16)

> —2arcos(@—y)+r’

cikar. f(6),[0,2x] tizerinde diizgiin siirekli oldugundan, her £ >0 i¢in Oyle bir O(&)
sayist ~ bulunur ki |-y <kI=|f(O)-f(w)ke olur. |@-w |26 ve

0—y #2nx,ne N, olursa

. a’—r’
lim — =0
roa” g —2arcos(@—y)+r

dir. Bagka bir ifadeyle, dyle r, vardirki |@—w |26 iken 0<r <7, <a igin

2 2
a —r

3 5> <&
a” —2arcos(@0—-y)+r

olur. Buna gore (2.2.16) dan
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27

(a®=r’)| f(8)- f(vf)l
u(rO)= 1O =5 j —2arcos(8—y)+ 1

dy (2.2.17)

cikar. Bu ifade de

o L@ =10 -fwl,
Py a —2arcos(8—y)+r’

dy

integralini [/ =1, +/, bi¢iminde iki parcaya aywralim. [, integraline |@—y [>J ve

0<wy<2rmolan y ler, I, ye |-y [>9I olan 0 <y < 2x ler giriyor:

16— 1,/|>51gm1__j(a -r)| f(6) - f(l//)l d

2arcos(@—y)+r’

2

< [17@)1+1 7@ DP- )ty
<2L2M j P(r,6;a,y)dy,M = maé(<l|// /()
dir. 0<r <7, <a i¢in P <€ olacagindan

I, < %27&9 =2Me

T

bulunur. Ayni1 bi¢gimde
1 2z
0-yI<& igin I, = [| f(O)= f ) P, 6 a,p)dy
0
ve f(6) nin [0,27] lizerinde stirekliliginden | /(6) — f(w) |< € olacagindan
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2r
I, < L [P(r.6;a,9)dy
2
2
dir. Oysa (2.2.14) ten [ P(r,6;a,y)dy =27 oldugundan
0

1, <Lor=¢
2

dur. Boylece (2.2.17) den
|u(r,0)— 1(0) < €[2M +1]
elde edilir ki bu

lim u(r,6) = £(6)

esitligini gerektirir.
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BOLUM 3
BIR BOLGENIN GREEN FONKSiYONU
3.1. Bir Bolgenin Green Fonksiyonu ve Ozellikleri

R" nin sonlu, smirli, baglantili bir agigi D, kapamisi D ve smrt 9D olsun.
(D =DuaD). x =(x,,...,x,), E=(&,,....E,) olmak iizere P(x)e D sabit, Q(£)e D

degisken = noktalarrm1  alalm. P ile Q  arasindaki  Oklitsel = uzaklik
r=d(P,Q)= P_Q = Hl@” = /Z(xi —¢)? olmak iizere D — {P} iginde

i=1
G(P,0)=h(P,0)+g(P,0) (3.1.1)

aliyoruz, burada A, Laplace denkleminin temel ¢oziimiidiir, yani R" — {P} i¢inde harmonik

fonksiyondur: n > 2 icin 1/ r"?, R* deise logr olarak alnir. (3.1.1) yerine

G(x,8) =h(x,8)+g(x,6) (3.1.2)

yazilir. Boylece tamimlanan G:DXxD —>R, Q0 G(P,Q) ya da ¢ G(x,E)

fonksiyonuna asagidaki sartlar kosulur:

1) Sabit Pe D i¢in bu Q — G(P,Q) fonksiyonu Q i¢in D —{P} i¢inde harmoniktir;

ii) Oysa Q> g(P,0)=G(P,0)—1/PO"*(R*de G(P,0)+log PQ), P de dahil her

Qe D igin harmoniktir;

1i1) O noktasi sinira yaklasirsa G sifira yaklagir:
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0—>Q,€dD=G(P,Q0)—0;

iv) D iizerinde O nun siirekli fonksiyonu olur.

Bu sartlar dahilinde, G(P,Q) ya D bolgesinin, bir Pe D kutup noktasina gore Green
fonksiyonu ya da kaynak fonksiyonu denir. [5]

3.2. Green Fonksiyonunun Ozellikleri
Bir bolgenin Green fonksiyonunun birkag 6zelligini verelim.

1) Green fonksiyonu (varsa) ancak bir tanedir: Gergekten D nin bu oOzelligi tasiyan

G, # G, gibi ayr iki Green fonksiyonu olsun. G = G, — G, farki Teorem 1.3. ve Teorem

1.4. ‘e gore sabit degilse (sabitse sifira esit olmak zorundadir) ekstremumuna dD {izerinde

erigir ki ekstremum burada sifirdir; dyleyse G =0 yani G, = G, olur.
i1) Green fonksiyonu negatif olamaz, genis anlamda porzitiftir: G > 0.

Bunu gostermek i¢cin P yi D iginde sabit tutalim. QO+ G(P,Q) = 1/ r"? +g(P,Q) dur.
r=d(P,Q). Q,P ye yaklasinca R"(n >2) de l/r""2 Lve R* icinde logl =—log rj, P nin
r

bulundugu bolgede keyfi pozitif biiyilkk degerler alir ve G pozitif olur. Bunun gibi

O — Q, € dD smun iizerinde olunca G sifira esit olur. Simdi G, D iginde baz1 noktalarda

negatif olsaydi, G nin en az bir noktada minimumu bulunurdu. G, D iginde harmonik D
tizerinde siirekli ve de sabit olmadigindan Teorem 1.2°ye gore minimum D i¢inde degil.
oD iizerinde bulunmak zorunda olurdu ki, minimum burada 0 dir. Oyleyse D iginde

G(P,Q) =0 olur.

1i1) Green fonksiyonu P ve Q i¢ noktalarina gére simetriktir:

G(Q,P)=G(P,Q).
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Gergekten P,Q e D olsun. Merkezleri P, P, olan iki kii¢iik yuvar sirayla B,,B, olsun.
D" =D-B, - B, bolgesinde Q> G(Q,P)veQr G(Q,P,), 0 nun koordinatlar1 igin
harmoniktir. (Sekil 3.1)

Sekil 3.1 Diizgiin olmayan D bolgesi

9G(Q.5)

on

9G(Q.F)

on

O f(Q)=G(O.R) —-G(O,P)

fonksiyonunun bolgenin biitiin sinir1 {izerindeki integrali sifirdir. Q, dD tizerinde iken

G(O,P) = G(0, P)=0
oldugundan

fas+ [fas=0 (3.2.1)
[ fas+ |

28, 28,

olur. Yine QO G(Q,P), B, icinde harmonik ve normali iceriye yoOnelmis

bulundugundan, ikinci Green formiiliinde Au = Av =0 yazildiginda

j(u@—va—” 5 =0 (3.2.2)
on  on

elde edilir. (3.2.2) den
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dG(Q,P))

~G(O, P)ag(QnP)}dS 0

f[(QP)

3B,

Ve

I[ 1 aaG(QP) G(O,P) = { 1 ﬂdk—(m—z)wﬁ(a,%)

o. n

elde edilir, burada », =d(Q,F), O nun P, den olan o6klitsel uzakligidir. Bu denklemler

yan yana toplanirsa

[ fdS ==(n-2)0,G(P, P,)

3B,

bulunur, burada @,, R" de tiim uzay agidir. Benzer bigimde

[ fdS = (n-2)0,G(P,, P)

3B,
elde edilir. Oyleyse (3.2.1) den
G(P,P,)=G(P,F)

bulunur, bu da gosterilmek istenendir. [1]

iv) Bir u fonksiyonu D i¢inde harmonikse ve siirekli tiirevieri varsa D bélgesinin, D nin

bir Q noktasina gére Green fonksiyonu

G(P,0)=1/r"" + g(P,Q), r =d(P,0)

olduguna gére u nun P e D i¢ noktasindaki degeri sinir degerleri tiiriinden

21



u(P) = [u) 2D

—=dS 3.2.3
(n-2), 3, on ( )

dir, burada , = 21"? / T(n/2), R"(n>2) de tiim uzay aciyr gostermektedir. R* de ise

1/7" ve 1/(n—2)®, yerine sirayla logl =—logr ve /27 gelir.
r
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BOLUM 4

GREEN FONKSIYONU YARDIMIYLA DIRICHLET PROBLEMININ COZUMU

Simdi Green fonksiyonu yardimiyla Dirichlet probleminin sirasiyla R’e, R° ve R” de

yuvar i¢in ¢oziimiinii arayacagiz.
4.1. R* Icinde Yuvar (daire) i¢in Céziim
Sinir1 dD =T olan bir D dairesinin bir Dirichlet bolgesi oldugunu ispatlayacagiz.

Teorem 4.1.1 (Poisson Teoremi) D, O merkezli ve a yaricapl bir daire, I da bunun sinirt

olsun. Yine OX kutup ekseni segilsin, kutup agis1 6 ile gosterilsin. f(0)= f(27) olan ve

27 periyotlu uzantisina ozdes bulunan, T iizerinde belirli ve siirekli bir f(0) fonksiyonu

g0z oniine alalim. P(p,0)€ D noktasinin

2 2 2
1

a’-p
6)=— d
u(p:6) 27 ) a® —2apcos(@—y) + p° Sy

fonksiyonu D i¢inde harmonik, D icinde siirekli ve cember iizerinde u(a,0) = f(0) olur.

ispat. P(p,0)e D ve QO(r,w)e D noktalarim alalim: bunlarin daireye gore tersleri de

sirastyla P (p",68) ve Q" (", w) olsun. (Sekil 4.1)

pp = =a’ (4.1.1)
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oY J

Sekil 4.1 R* de D dairesi

M eTse MP'/MP orani sabit kalir, bu sabit oranin degeri 0rnegin M =P e I' alinarak

hesap edilebilir. T,, P, P,, P° harmonik noktalar oldugundan (4.1.1) den p° :az/ P

almakla
MP AP atp P (4.12)
MP* PP (a’/pH-a a

G(P,Q) Green fonksiyonunda A(P,Q) = —logP_Q =—logd, g(P,Q) = log(ﬁPTQj alinip
a

d’ = P"Q koymakla

P*

(.

G(P,0) = h(P,0)+ g(P,0) = log{g J - log(g%] (4.1.3)

w”
1S

ya da

Yo 1 1
G(P,0)=1lo log— +log—
(P,Q) = log e g

a

elde edilir. G(P,Q), dairenin P kutuplu Green fonksiyonu adini alir. Daire i¢in Green

fonksiyonu olmasi i¢in su sartlar1 gergeklenmeli:
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i) Sabit Pe D i¢in bu O — G(P,Q) fonksiyonu her Q # P i¢in D icinde harmoniktir;

i) G(P,Q)=G(Q,P) dir, yani P ve Q nun fonksiyonu olarak goéz oniine alinabilen

G(P,Q) fonksiyonu bu iki noktaya gére simetrik bir fonksiyondur;
i) Q= Q, el igcin G(P,Q)— 0 dr.

Once (i) halini gosterelim. O(&,77) koordinatlarma gore log p/a sabit olup harmoniktir,

logd =logQ_P, logd” =log§ oklitsel uzakliklarin baslangiglart (ya da bitimleri) O

oldugundan harmoniktir.

*

(i1) i¢in (4.1.1) den r_P — oldugundan ve aralarinda ortak ¢ acilar1 bulundugundan
r

OPQ" ve OP"Q iiggenleri benzer olup

=L =2 (4.1.4)

elde edilir. (4.1.4) ten

G(0.P) =log 2L | Z1od 9 |2 tog 2L | =10g 2E
r ad a d a

(ii1) durumunda, Q = Q, € I i¢in (4.1.2) de M yerine Q, almmakla: Q = Q, i¢in (4.1.3)

QS
@

Jz G(P,0).

S
wH
-}

den:

AN}

G(P,Q,) = log{; QQOQP } = log(g%J =0.
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G(P,Q) nun hesabi

OPQ ve OP’Q iicgenlerine kosiniis teoremi uygulanmakla Green fonksiyonunun kutupsal
* 2 %2
koordinatlarda ifadesi bulunur. G(P, Q):log(ﬁ%jzélog[p—zi—z} olup d? ile d”
a a

nin kosiniis teoreminden yazilan degerlerinde p~ =a’ / p konursa

a’> =2rpcos(@—y)+r’ p*/a’
r? —=2rpcos(8—w)+ p’

G(P,0) = G(p,0;r.p) = %10

mm:—?{(QﬁaPQ) (4.1.5)

formiiliinii uygulayalim. ds =a dy ve

dG(P,0) _|9G .
{ on :|Q 0peT - [ or .6 r’y/)l_a

2

_ —(a’=p?) _a-p
ala® —2apcos(6—w)+ p’] ad’

olur.

—(a’=p*)
2xf{a® —2apcos(8—w)+ p°]

P(p,0;a,y) =

koyalim, buna Poisson ¢ekirdegi denir. Boylece (4.1.5) den p < a igin

a’ pZT fy)dy

P)= 59 -
u(P)=u(p,0) = 2 ya’-2apcos(0-y)+p’

ya da kisaca
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u(p,0) = [ f(W)P(p,O;a,p)dy

elde edilir. u(p,8) nin D iginde harmonik oldugu ve dD =T {izerinde f (@) ya yaklastig
yani p =a i¢in u(p,8) = f(6) oldugu daha 6nce gosterilmisti. [4]

Benzer bicimde dis Dirichlet Problemi i¢in ¢oziim:

a’-p’ I fWdy pea
u(p,0)=1 2z ya’>—2apcos(@—y)+p*
f(6) P =a

4.2. R icinde Yuvar (Cisim Kiire) i¢in Coziim
Yiizeyi oD = S olan bir D yuvarinin bir Dirichlet bélgesi oldugunu ispatlayacagiz. [2], [3]

Teorem 4.2.1 O merkezli ve a yaricapli bir yuvar, dD =Q da bunun yiizeyi olsun.
P(p,p,0)e D sabit noktasinin ﬁzﬁ ver vektoriiniin Oz ekseniyle agist @, OP nin
xOz iizerindeki izdiisiimiiniin Ox ekseniyle acgist 6 olsun. f(¢,0),V¢,0 ve ke Z,

f(@,0)= f(p+2kr,0+2kr) olan bir fonksiyon ise P(p,@,0)€ D noktasinin

3/2

) _ L E ad = pt)f(4,0)
M(P) —u(pa¢96) - A !dGO (612 +p2 —Zapcosa)

fonksiyonu D i¢inde harmonik, D icinde siireklidir ve yuvar yiizeyinde u(a,,6) = f(¢,6)

olur, burada o, gelisigiizel bir O(r,$,©)e D degisen noktas: i¢in o =m POQ ile

belirlenen niceliktir.

Ispat. P(p,p,0)e D ve Q(r,$,0)e D noktalar1 almsm. Bunlarin yuvara gore tersleri de

sirayla P (p",9,0)e D ve Q" (r",$,0)e D olsun. (Sekil 4.2)
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Sekil 4.2 R* te yuvar

' =pp =a’ (4.2.1)

dir. M € § ise dairede oldugu gibi

Mr_p (4.2.2)
Mp* a
dir. G(P,Q) Green fonksiyonunda
1 1 a 1 a 1

]’l(P,Q):=:—, g(PaQ):__ =TT

PQ d pPQ pd
alinmakla

1 a 1 I al

G(P,Q0)=h(P,0)+g(P,Q)==——— ———— (4.2.3)

PO ppg d pd

elde edilir; buna kiirenin P kutuplu Green fonksiyonu denir. Dairedeki gibi dort sart

gerceklenir. Bunlardan ikisini gésterelim.
i1) Dairede oldugu gibi
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=— = (4.2.4)

bulunur. (4.2.4) ten

G(Q,P):;—iézl al* 1 al*:L a }
op po'p d ré d pd PO pPpPQ

olur.

i) O = Q, € Q i¢in (2.6.2) den M yerine O, alinmakla @/ Q,P" = p/a olup

1 a 1 1 a Q,P
G(P,0,) = -= = 1-=
(&) PO, P PO, PQo[ J

=;[ _iﬁjzo
P\ pa

elde edilir.

G(P,Q) nun hesabi

POQ ve OP"Q iiggenlerine kosiniis teoremini uygulayalim. oz =m POQ demekle

QP> =d’ =r> =2rpcosa+ p’

veE

4 2

=p -2prcosa+r’=——-2—rcosa+r

P p

* *

PO’ =d
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dir. Boylece (4.2.3) den

1 a 1

GP: :G 799;39@): -

2
— —2—rcosa+p

Yo,

bulunur.

Simdi cosa y1 @,0;6,0 tirinden hesaplayalim. Kartezyen koordinatlarda
P(x,y,2), O(&,n,{) ise (Sekil 4.3), Qe Q igin r = a dir ve:

X = psingcosf, y = psin@sing, z = pcos@;

E=asingcosO, 7 =asingsin®, { =acosg.

OP* =(x=&)’ +(y-m* +(z=¢{)’

= (psin@cos @ —asin gcosO)’ + (psin @sin @ — asin @sin ®)* + (p cos ¢ — a cos @)’

= p*> +a” —2ap[sin gsin gcos(6 — O) + cos ¢ cos @]

olup QPO ii¢genine kosiniis teoremini uygulamakla (Q € Q)

OP*> = p’ +a’ —2apcosa

yazilir. Bu iki ifadeyi esitlemekle

cos & = cos ¢cos @ + sin gsin gcos(f — O) (4.2.5)

elde edilir.
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Sekil 4.3 R° te cisim kiire

u(P)=— H (Q) == aG(P Das (4.2.6)

formiiliinii uygulayalim. Kiire tizerinde
X =asingcos®, y =asingsin®, z =acos¢

parametrik denklemlerini kullanalim. Bir f fonksiyonunun yiizey integrali formiillerinden

biri
=[] 1as = [[ f G, 1+ p* +q° dxdy

dir; bir baskasi da

1=[[fVEG-F*dgd®

dir. Burada Q:z = \/ a’—x’-y°, \/ 1+ p* +¢> =2 dir. Kiiresel koordinatlara gecmekle
z

a
Izgfm,@);uucﬂd@
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olur,

7= 9x%y)
d(¢,0)

=a’singcos¢

dir. Ikincisinden E=a’>,F=0,G=a’sin’¢ oldugundan her ikincisinden de

I=a’ ” £(6,0)sinpd¢dO sonucu gikar. 0< ¢ < 7 dir.
)

Ote yandan
2 2 2 2
RO B pponee)| P 7
on ocoea LOT rea a(p”+a” —2apcosa) ad,
tur.
—(@’-p°)
P 2 ’0; b 76 =
(p-9.6:4.9.0) dmafa® —2apcosa+ p°]
koyalim, buna Poisson ¢ekirdegi denir. Boylece (4.2.6) dan
a(a>-p»H°f ¢ ,0)sin
u(P)=u(p.9.0)= =L [40] : [@O)sing __,, 42.7)
0 0

ar a® —2apcosa+ p’)

elde edilir, burada cosa (4.2.5) ile belirlidir.

Ornek 4.2.1 f(¢) mn birim cember iizerinde 1+ x — y* polinomunu deger olarak almast

icin u harmonik fonksiyonu nasil belirlenmeli? [6]

Céziim. Cember iizerinde x =cosg@, y=sing olup f(¢)=1+cosp—sin’ ¢ dir. Ikinci

dereceden harmonik polinom, birinci dereceden «+ fx+p gibi keyfi bir parca

icereceginden
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u=o+ fx+w+ Ax’ By’ +Cxy

bigimindedir. Au=0 alinirsa 24+2B =0, B=—Aulunur. x* +y° =1 icin u=1+x-y>

olmast isteniyor. # da x> =1—y* konursa
u=o+p+w+A1-2y)+Cxy=1+x-y°
yazilir. Buradan
a+A=1,8=1,7=0-24=-1,C=0

ya da bunlardan 4=1/2, & =1/2 bulunur. Bdylece:

1 1,
u=—+x+—(x" -
5 2( )

x> +y> =1 icin 1+x—y” ile cakisan bir harmonik polinomdur. Céziim tekse problem

¢Oziilmiis olur.
4.3. R’ te Yarim Uzay Icin Dirichlet Problemi

D{(x,y,z)€ R* | z >0} yarim uzayindan olusan bélgeyi ele alalim. D de harmonik, D de
sirekli ve z=0 tiizerinde u= f(x,y), sonsuzda da sifira esit bir u(x,y,z) fonksiyonu

bulmak.

DcR’ bolgesi D{(x,y,2)e R’ | z>0} yarim uzay1 olsun.
P(x,v,z)e D, O(E,1,{)e R, P nin { =0 diizlemine gore simetrigi P (x,y,z) olsun
(Sekil 2.5)
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Sekil 4.4 R te yarim uzay

Bolgenin Green fonksiyonunu belirleyelim:

1 1
h(P,0) = =—,
(0 d(P,0) PQ
1 1
P,0)=————=
g(P,0) iP.0 o
Ve

G(P,Q)=h(P,Q)+g(P,Q)= P;Q - PiQ

bolgenin Green fonksiyonu olarak alinabilir. Harmoniklik basit sekilde bulunabilir, sinirda

stfir olma durumunu gosterelim:

¢ =0 igin yani Q = Q, € {On diizlemi olunca PQ, = P'Q, ve G(P,Q,) =0 olur.

Koordinatlar tirinden

G(P.0) = 1 - 1
T Ja= -+ =0 NE=E + (- +(z+ L)
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dir.

—aG(P’ Q) =n.gradG = —E.gradG = —a—G

on o

Olup

e,
on 0=0,e8 a¢ de=o

0 1 1

W Jxr=& + (-1 +(z=¢) &= +-m’+(E+{) |,
3 2z

[(x=&) +(y—m)* +2°T"

bulunur. (4.1.5) formiiliinden

_ 2 77 FEm)
= ii[(x—&)z +(y-n) +2°]

7 Agdn

elde edilir.
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BOLUM 5
SINIR-DEGER PROBLEMLERININ GENELLESMiS COZUMLERI

5.1. Sinir Deger Problemlerinin Klasik ve Genellesmis Coziimleri

Farz edelim ki katsayilar1 reel degerli ve Vxe Q igin a(x)e C(é), k(x)e Cl(é),

k(x) = k, > 0 kosullarin1 saglayan
Lu = div(k(x)Vu)— a(x)u = f(x) (5.1.1)
eliptik denklemi » boyutlu Q bodlgesinde verilsin.

u(x) fonksiyonu ve denklemin serbest terimi f(x) genel olarak kompleks degerlidir.

C*(O)N C(é) ’ya ait u(x) fonksiyonuna (5.1.1) denklemi i¢in birinci sinir-deger
probleminin klasik ¢6ziimii ya da (5.1.1) denklemi i¢in Dirichlet problemi denir, eger Q’da

(5.1.1) denklemini ve
U5 = () (5.1.2)
sinir kosulunu sagliyorsa. Burada ¢(x) fonksiyonu dQ simirinda belirleyici fonksiyondur.

u(x)e C*(Q)nC' (é) fonksiyonuna (5.1.1) denklemi i¢in {iglincii sinir-deger probleminin
klasik ¢6ziimi denir, eger Q’da (5.1.1) denklemini ve dQ da

[3—2 + O'(x)uj

= @(x) (5.1.3)
90
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sinir kosulunu sagliyorsa. Burada o(x)e C(BQ) ve @(x) belirleyici fonksiyonlardir.

(o(x)=0).

Eger o(x) =0 olursa iiciincii sinir-deger problemi ikinci sinir-deger problemine doniisiir.

n =1 oldugunda, (5.1.1) denklemi

Lu = (k(x)u')—a(x)u = f(x) (5.1.1

adi diferansiyel denklemi halini alir. Bu durumda Q boélgesi (e, ) araligidir, dyle ki

birinci ve ii¢lincii sinir-deger problemlerinin sinir kogullar sirasiyla su formdadir:

u

x=a — ¢0 , U x=f = (01 (512')

Cutou) =0, . (Wrou)._,=g¢ (5.1.3)
burada ¢,,¢,,0,,0, =0 belirleyici sabitlerdir.

(5.1.1), (5.1.2) birinci sinir-deger probleminin ( bolgesindeki klasik ¢oziimii u(x)

fonksiyonu olsun. (5.1.1) denklemini keyfi @e C'(Q) ile carpip, sonucu QO bdlgesi

tizerinde integre edelim. Ostrogradskii formiiliinden

KVuVy+ auv dx = — f;dx (5.1.4)
J, | b=,

elde edilir.

(Burada dQ tizerinde elde edilen integral v kompakt supporta sahip oldugundan ihmal
edilmistir.) [7]
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Eger, ek olarak u, € L,(Q), (i=12,---,n) yani u(x)e€ H'(Q) ise ve f(x)e L,(Q) ise

. 0
(5.1.3) 6zdesligi sadece Vv(x)e C'(Q) igin degil Vve H'(Q) igin saglanir.

0 ¢ _
Bunu gostermek i¢in Vve H'(Q) ve H'(Q) normundan v ye yakmsayan C'(Q)’ya ait
v, (x), k=1,2,--- dizisinin ele alalim. (5.1.4) esitligi her v, (x), i¢in saglanir. Eger k — oo

icin limit alinirsa (5.1.4) esitliginin v i¢in de saglandig1 goriiliir.

Ozetle, eger f(x)e L,(Q), (5.1.1), (5.1.2) probleminin u klasik ¢dziimii H'(Q) ya ait

0
oldugunda (5.1.4) integral 6zdesligi Vve H'(Q) icin saglanir.
Su tanimla devam edelim:

f(x)e L,(Q), ue H'(Q) fonksiyonuna (5.1.1), (5.1.2) probleminin genellesmis ¢dziimii

0
denir, eger Vve H'(Q) icin (5.1.4) 6zdesligi ve (5.1.2) simr kosulu saglaniyorsa. (u‘ a0 o U

nun izidir.)

Ozel olarak yukarida verilen genellesmis ¢dziim tanimi u(x) klasik ¢dziimii taniminin tam

bir genellestirmesi degildir. Clinkii u(x) klasik ¢6ziimii baz1 ek sartlar1 gerekir:
ue H'(0)

Lue L,(Q).

Bu hatirlatmadan sonra (5.1.1) denklemi icin {igiincii (ikinci) sinir-deger probleminin

genellesmis ¢oztiimiinii verelim.

u(x), (5.1.1), (5.1.3) sinir-deger probleminin klasik ¢éziimii olsun. (5.1.1) denkleminin sag

tarafli fonksiyonu L,(Q)’dan ve (5.1.3) sinir kosulundaki ¢@(x) fonksiyonu L(dQ) ya
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aittir. (5.1.1) denklemini herhangi bir @e H'(Q) ile carpip, sonu¢ O bdlgesi iizerinde

integre edildiginde

I, (kVuVy+ auv i + | JkoundS =—[  frdx+ [ kpvds (5.1.5)

elde edilir.

(5.1.1) denklemi igin sinir-deger problemlerinin genellesmis ¢6zliim tanimlart bir boyutlu

durum i¢in de gecerlidir.

u(x)e H' (e, B), (5.1.2") kosullarin1 saglayan (5.1.1') denklemi birinci smir-deger

0
probleminin genellesmis ¢oziimiidiir Vve H'(a, ) icin

"Vauv dx = — fvdx (5.1.4)
o vauva J

R =

oldugundan u(x)e H' (e, B), eger Vve H' (e, B) icin

(k' vi+auv Jix + k(B)o,u(BYW(B) + k(@) o u(e)v(@) =

R %

; (5.1.5")
=—[ fyax+k(Bp(B)+k(@)p, (@)

saglaniyorsa, (5.1.1) denklemi i¢in igiincii (ikinci) smir-deger probleminin genellesmis

¢Ozliimiidiir. [7]
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