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Bu çalışmada Green fonksiyonları kullanılarak çeşitli bölgelerde Dirichlet probleminin 

çözümü incelenmiştir. Birinci bölümde gerekli bazı temel tanım ve teoremler verilmiştir. 
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bölgenin Green fonksiyonu, dördüncü bölümde ise Green fonksiyonları yardımıyla 
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Anahtar Sözcükler: Green fonksiyonu, Dirichlet problemi, Harmonik fonksiyon, Laplace  

denklemi 

Bilim Kodu: 403.06.01 

 

 

 

 



 iv

 

 

 

ABSTRACT 

 

M.Sc. Thesis 

 

SOLUTION OF THE DIRICHLET PROBLEM WITH GREEN FUNCTIONS 

 

Afşin Kürşat GAZANFER 

 

Zonguldak Karaelmas University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

 

Thesis Advisor: Prof. Dr. Arif AMİROV 

September 2006, 41 pages 

 

 

At this project, solution of the Dirichlet problem using Green functions on the in various 
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

 

D∂   : D bölgesinin sınırı 

Γ   : Dairenin çemberi 

D   : D bölgesinin kapanışı 

),( QPG  : P ve Q noktalarında tanımlı Green fonksiyonu 

nω   : Tüm uzay açı 

)(QC n   : n. mertebeye kadar kısmi türevleri ve kendisi Q bölgesinde sürekli  

   olan fonksiyonlar sınıfı 
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BÖLÜM I 

 

TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

 

Bu bölümde Green fonksiyonları yardımıyla Dirichlet probleminin çözümü için gerekli 

olan bazı tanım ve teoremler verilmiştir. 

 

Tanım 1.1. (Bağlantılılık): ( )τ,X  bir topolojik uzay olsun. Eğer X boş olmayan ayrık iki 

açık kümenin birleşimi olarak yazılamıyorsa bu ( )τ,X  topolojik uzayına bağlantılıdır 

denir. 

 

Tanım 1.2. (Kompaktlık): Bir X metrik uzayı verilmiş olsun. Eğer X ‘deki her dizi 

yakınsak bir alt diziye sahipse X uzayı kompaktır. [8] 

 

Tanım 1.3. (Tam Uzay): Bir ( )dX ,  metrik uzayında seçilen her Cauchy dizisinin limiti 

yine bu uzayda ise X tam uzaydır denir. [8] 

 

Tanım 1.4. (Yarım Uzay): nD ℜ⊂  olmak üzere, { }0| >ℜ∈= n
n xxD  şeklinde 

tanımlanan uzaya yarım uzay denir. [1] 

 

Tanım 1.5. (Ayrılabilir Uzay): Eğer X cümlesinin sayılabilir yoğun alt cümlesi varsa X 

cümlesine ayrılabilir uzay denir. [8] 

 

Tanım 1.6. (İç Çarpım): XX ×  den X in bir K skaler cismi içine yapılan bir dönüşüm 

olsun. X in her x ve y vektör çiftini yx,  ile gösterilen ve aşağıdaki özellikleri gerçekleyen 

bir skalerle eşlemeye iç çarpım denir. 

 

a) zyzxzyx ,,, +=+  

b) yxyx ,, αα =  
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c) xyyx ,, =  

d) 0, ≥xx    ,   00, =⇔= xxx  

 

X üzerinde tanımlanan bir iç çarpım, X üzerinde xxx ,=  ile verilen bir norm tanımlar. 

 

Tanım 1.7. (Diklik): Bir X iç çarpım uzayının x ve y gibi iki elemanı verildiğinde eğer  

 

0, =yx  

 

oluyorsa x elemanı y elemanına diktir. 

 

Tanım 1.8. (Lineer Fonksiyonel): ( )⋅,X  bir normlu uzay ve K reel veya kompleks 

sayılar cismi olsun. ,: KXf →  ( ) )()( yfxfyxf βλβλ +=+  lineer operatörüne bir lineer 

fonksiyonel denir.  

 

Tanım 1.9. (Genelleşmiş Fonksiyon): ,D  )(0 Ω∞C  sınıfı üzerinde aşağıdaki topolojiyi 

vermekle elde edilen lineer topolojik uzay olsun, ,∞→k  ϕϕ ⎯→⎯D
k  eğer  

 

a) α∀  multi indis için 

 

ϕϕ αα DD k →  

 

yani kϕ  fonksiyonlarının tüm türevleri ϕ  fonksiyonunun uygun türevlerine Ω  bölgesinde 

düzgün olarak yakınsar. 

 

b) Ω⊂∃K  kompakt cümlesi vardır ki, K∀  lar için supp Kk ⊂ϕ  dır. 

 

D topolojik uzayında tanımlı, sürekli, lineer fonksiyonellere genelleştirilmiş fonksiyon 

denir. Genelleşmiş fonksiyonlar sınıfı 'D  ile gösterilir. 
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Tanım 1.10. (Genelleştirilmiş Türev): 'Df ∈  olsun, (yani f genelleşmiş fonksiyon). Bu 

fonksiyonun türevi aşağıdaki gibi tanımlanır ve fD
ix  ile gösterilir. ( )Ω∈∀ ∞

0Cϕ  için 

 

( ) ( ) ( )ϕϕ m
x

mm
x

m
x iii

DffDfD ,1,: −=  

 

Kolayca gösterilebilir ki, fD
ix  de bir genelleşmiş fonksiyondur. 

 

Teorem 1.1. ,D  nℜ  nin bağlantılı, sınırlı bir açığı, f  de D∂  üzerinde tanımlanmış 

sürekli bir fonksiyon olsun. D  içinde harmonik, D  üzerinde sürekli, D∂  üzerinde f  ye 

eşit olan bir fonksiyon, varsa ancak bir tanedir (ya da bu şekilde en çok bir fonksiyon 

vardır.) 

 

Teorem 1.2. u  fonksiyonu bağlantılı D  içinde harmonik, D  üzerinde sürekli, ama sabit 

değilse, u  nun minimumu D  içinde değildir ( D∂  sınırı üzerinde olmalıdır.) 

 

Teorem 1.3. u  fonksiyonu bağlantılı D  içinde harmonik, D  üzerinde sürekli, ama sabit 

değilse, u  nun maksimumu D  içinde değildir ( D∂  sınırı üzerinde olmalıdır.) 

 

Teorem 1.4. u  fonksiyonu D  sınırlı açığı içinde harmonik ve D  içinde sürekli ise, u , 

D∂  sınırının en az bir noktasında maksimumuna erişir. 

 



 4

1.2 Kısmi Türevli Denklemler ve Sınıflandırma 

 

Tanım 1.2.1. (Kısmi Türevli Denklem):  

 

( ) 0,,,,,,,,,,,,,,,,
2121

21

2

2121 =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂∂
∂

∂∂
∂

L
L

LLLLL
nn

n

N

ji
xxxnn xxx

u
xx
uuuuxxxuxxxF ααα  

(1.2.1) 

 

şeklindeki fonksiyonel denkleme kısmi türevli diferansiyel denklem denir. 

 

Burada nN ααα +++= L21  ve 0≥iα  ( )ni ,,2,1 L=  olmak üzere tam sayılardır. (1.2.1) 

denklemindeki türevlerin en yüksek basamağına (1.2.1) denkleminin basamağı veya 

mertebesi denir. (1.2.1) denklemi kısmi türevli denklemlerin en genel ifadesidir.  

 

Şimdi ikinci dereceden kısmi türevli denklemleri sınıflandıralım: 

 

0
111

=+++∑∑∑
===

fcuubuua
iji x

n

i
ixxij

n

i

n

j

           (1.2.2) 

 

jiij aa =  

 

Lineer denklemini ele alalım. Burada cba ,,  nxxx ,,, 21 L ’in fonksiyonlarıdır. (1.2.2) 

denkleminin Dx ∈0  noktasında hangi tipten olduğunu belirlemek için  

 

)()( 0
1,

ξξξ Ixa jiij

n

ji
=∑

=

 

 

kuadratik formuna bakılır. 

 

),( 00 xn  )(ξI  kuadratik formunun kanonik şeklindeki sıfırların sayısı 

),( 0xn+  )(ξI  kuadratik formunun kanonik şeklindeki +1’lerin sayısı 

),( 0xn−  )(ξI  kuadratik formunun kanonik şeklindeki -1’lerin sayısı 
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olsun. Dn,  bölgesinin boyutu olmak üzere nnnn =++ −+ 0  dir. 

 

Eğer Dx ∈0  de 

 

i. nn =±  ise (1.2.2) denklemine 0x  noktasında eliptik 

ii. 1−=− nn  ve 1=+n  ise (1.2.2) denklemine 0x  noktasında hiperbolik 

iii. 10 =n  ise (1.2.2) denklemine 0x  noktasında parabolik 

iv. 1>+n  ve ,1>−n  00 =n  ise (1.2.2) denklemine 0x  noktasında ultrahiperbolik 

v. 10 >n  ise (1.2.2) denklemine 0x  noktasında ultraparabolik 

 

denir. 

 

Eğer denklem D bölgesinin bütün noktalarında eliptik (parabolik, hiperbolik, ultra 

parabolik, ultra hiperbolik) tipten ise o denklem D bölgesinde eliptik (parabolik, 

hiperbolik, ultra parabolik, ultra hiperbolik) tiptendir diye adlandırılır. 
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BÖLÜM 2 

 

DIRICHLET PROBLEMİNİN TANIMI 

 

2.1. nℜ  İçinde Dirichlet Problemi 

 

D, nℜ nin bağlantılı bir açığı, f de D nin D∂  sınırı üzerinde bir fonksiyon olsun. D içinde 

harmonik, D  üzerinde sürekli Dx ∂∈  iken )()( xfxu =  olan bir u fonksiyonunu (varsa) 

bulmak. Varsa, Teorem 1.1’e göre bu fonksiyon ancak bir tanedir. D∂  üzerinde sürekli her 

f için çözümün mevcut olduğu bir bölgeye Dirichlet bölgesi denir.  

 

Dirichlet problemine birinci sınır değer problemi de denir. 

 

2.2. 2ℜ  İçinde Kutupsal Koordinatlarda Laplace Denklemi, Daire için Dirichlet 

Problemi 

 

Düzlemde merkezi O ve yarıçapı a olan bir dairenin D∂  (sınır) çemberini Γ  ile 

gösterelim. D içinde harmonik, D  üzerinde sürekli ve Γ∈x  iken )(),( θθ fru =  olan bir 

u fonksiyonunu (varsa) bulmak. [1] 

 

Teorem 2.2.1. (Poisson Teoremi) O merkezli ve a yarıçaplı bir yuvar (daire), Γ  da bunun 

çemberi (sınırı) olsun. Ox kutup eksenini seçelim ve kutup açısını θ  ile gösterelim. 

)2()0( aff = olan, 2a periyotlu uzantısına özdeş bulunan, ayrıca Γ  üzerinde belirli ve 

sürekli olan bir )(θf  fonksiyonunu göz önüne alalım. ),( θrP  noktasının 

 

ψψ
ψθπ

θ
π

df
rara

raru )(
)cos(22

1),(
2

0
22

22

∫ +−−
−=  

 

fonksiyonu; ya da )(,, θfba nn  nın Fourier katsayıları olmak üzere 
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)sincos(
2

),(
1

0 θθθ nbna
a
ra

ru nn
n

n

n

++= ∑
∞

=

 

 

ile verilen ),( θru  fonksiyonu D içinde harmonik, D  içinde sürekli ve çember üzerinde 

)(),( θθ fru = olur. [1] 

 

D dairesi ar ≤  olsun. 2ℜ  de ),( yx  kartezyen koordinat sisteminden, 

θθ sin,cos ryrx ==  denklemleri yardımıyla ),( θr  kutupsal koordinatlara geçildiğinde 

02

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂

y
f

x
f  denklemindeki ),(),( yxfyx a  fonksiyonu ),(),( θρθρ ua  ya dönüşür. 

Kutupsal koordinat sistemindeki Laplace denklemi  

 

01
2
1

2

2

22

2

=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

θ
u

rr
u

r
u                                                            (2.2.1) 

 

biçimini alır. 

 

)()(),( θθ Θ= rRru  

 

biçiminde değişkenlerine ayrılabilen bir çözüm arayalım. Gerekli türevler alınıp (2.2.1) de 

yerine yazılıp elde edilen denklem )0(2 ≠Θ
r
R  ile bölündüğünde 

 

01
2

2

2

22

=Θ
Θ

++
θd

d
dr
dR

R
r

dr
Rd

R
r                                                          (2.2.2) 

 

halini alır. Buradan 

 

)sabitbir  ( ℜ∈−=
Θ
Θ ′′ μμ                                                     (2.2.3) 

 

ve (2.2.2) eşitliğinden 
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μ=+
dr
dR

R
r

dr
Rd

R
r

2

22

                                                                (2.2.4) 

 

elde edilir. 

 

Şimdi (2.2.3) denklemini 

 

0=Θ+Θ ′′ μ  

 

şeklinde yazalım. Bu denklemden aşağıdaki üç hal incelenmelidir: 

 

i) 0<μ  ise 2ωμ −=  yazmakla çözüm )()( ωω δωθθ +=Θ chA  ya da 

ωθωθ ωω shbcha +=Θ  halini alır. 

 

ii) 0>μ  ise çözüm )cos()( ωω δωθθ +=Θ A  ya da ωθωθθ ωω sincos)( ba +=Θ  dır; 

 

iii) 0=λ  ise 21)( cc +=Θ θθ  dir. 

 

Periyodik bir çözüm aranıyorsa ya i. halde 01 =c  alınmalı ya da ii. halde Ζ∈= nω  

olmalıdır. 

 

(2.2.4) denklemini 

 

02

2
2 =−+ R

dr
dRr

dr
Rdr μ                                                                    (2.2.5) 

 

şeklinde yazalım. (2.2.5) bir Euler denklemidir. τer =  olsun.  

 

τττ d
dR

d
Rd

dr
Rdr

d
dR

dr
dRr −== 2

2

2

2
2,   

 

olacağından (2.2.5) den 
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02

2

=− R
d

Rd μ
τ

 

 

bulunur. Karakteristik denklem v==− μμλ ,02  demekle vm=λ  olur: 

 
v

v
v

v
v

v
v

v rDrCrReDeCR −− +=+= )(,)( τττ                                  (2.2.6) 

 

dır. 0→r  için ∞→−v
vrD  olduğundan 0=r  da sürekli çözüm için 0=vD  alınmalıdır; 

böylece v
vrCrR =)(  olur. Öyleyse periyodik çözüm 

 

...2,1,0),sincos(),( =+= vvbvarCru vv
v

v θθθ  

 

dir. Bunu })0{(, 0
2 ∪Ν=Ν∈== nnnv μ  alıp vvaC  yü nA  ve vvbC  yü de nB  ile 

göstermekle 

 

0),sincos(),( Ν∈+= nnBnArru nn
n θθθ  

 

bulunur. 

 

Öyleyse (2.2.1) denkleminin genel çözümü 

 

)sincos(
2

),(
1

0 θθθ nbna
a
ra

ru nn

n

n
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+= ∑

∞

=

                                (2.2.7) 

 

biçiminde yazılabilir; burada 0,
2 0

0 == vA
a

 a ait çözümü göstermektedir, 

n
nn

n
nn aBbaAa == ,  de Ν∈n  ye karşılık olan sabitlerdir; ( ar ≤ ) 

 

Aynı biçimde dış Dirichlet probleminin çözümü de 

 

)sincos(
2

),(
1

0 θθθ nbna
r
aa

ru nn

n

n
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+= ∑

∞

=

                                                            )7.2.2( ′  
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dir.( ar ≥ ) 

 

Her iki seri de homojen formülde birleştirilebilir: 

 

)sincos(
2

),(
1

0 θθρθρ nbna
a

u nn
n

n ++= ∑
∞

=

                     (2.2.8) 

 

İç problem: )(1 ar ≤≤ρ . 

 

Dış problem: )(1 ar ≥≥ρ . 

 

Şimdi nn ba ,  katsayılarını belirlemek için sınır şartlarını kullanalım: 

)(),(),( θθθ faua =a  olsun, (2.2.7) den: 

 

)sincos(
2

)(
1

0 θθθ nbna
a

f nn
n

++= ∑
∞

=

                                        (2.2.9) 

 

elde edilir. (Burada f ‘i θ  ya bağlı olarak yazılabildiğini kabul ediyoruz.). f fonksiyonunun 

Fourier serisindeki katsayıları, 

 

,cos)(1,)(1 2

0

2

0
0 ψψψ

π
ψψ

π

ππ

dnfadfa n ∫∫ ==  

 

ψψψ
π

π

dnfbn sin)(1 2

0
∫=  

 

dir. Öyleyse n
n

nn
n

n a
b

B
a
a

A == ,  de )(θf  ya bağlı olarak belirlenmiş olur. 

 

Şimdi (2.2.7) ve (2.2.8) için şunlar gösterilebilir: 

 

i) ),0(),,( aBru θ  yuvarı içinde yani ar <≤0  için harmoniktir; 
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ii) ),0(),,( aBru θ  kapanışı üzerinde yani ar ≤≤0  için süreklidir; 

 

iii) B∂  sınırı üzerinde yani ar =  için [ ]π2,0  aralığı üzerinde (2.2.7) Fourier açılımı (2.2.9) 

ile tanımlı )(θf  ya yaklaşır; yani ar =  iken )(),( θθ fau =  dır: 

 

i) (2.2.8) serisinin harmonikliği. Önce (2.2.8) serisinin terim terime türetilebildiğini 

gösterelim. (2.2.9) için de sonuç geçerlidir. 

 

Fourier katsayıları nn baa ,,0  nin sınırları yani maksimum değerleri 0>M  olmak üzere 

 

Ν∈<<< nMbMaMa nn ,||,||,|| 0  

 

olsun. Şimdi (2.2.8) in ve türevinin düzgün yakınsaklığını gösterelim: 

 

)sincos(),( θθρθρ nbnau nn
n

n +=                                   (2.2.10) 

 

ile tanımlı )( nu  fonksiyon dizisini göz önüne alırsak 

 

1,22
4

cos
4

sin2

sin
2

sin|sincos|||

00 <≤<<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=+≤

ρρρρθππρ

θθπρθθρ

nnn

nn
n

MMnM

nnMnnMu
 

 

Yani 

 

10,2|| 00 <≤≤< ρρρ Mu n
n  

 

dir. Buna göre herhangi bir kapalı yuvar üzerinde (2.2.8) serisi düzgün yakınsaktır. 

 

Şimdi nu  nin ρ  ya göre k ncı türevini alalım. Böylece 10 0 <≤≤ ρρ  için 

knknnn <+−− )1)...(1(  olup 
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Mnnbna
kn

nu kkn
nn

kn
k
n

k
−− ≤+

−
=

∂
∂

02)sincos(
)!(

! ρθθρ
ρ

 

 

dir. Böylece (2.2.8) i ρ  ya göre terim terim türetilerek elde edilen seriler düzgün 

yakınsaktır. 

 

Yine nu  nin θ  ya göre k ncı türevi 

 

Mnknbknan
u kn

nn
kn

k
n

k

02
2

sin
2

cos ρπθπθρ
θ

≤⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

∂
∂

 

 

olur. Böylece 10 0 <≤≤ ρρ  için (2.2.8) i θ  ya göre terim terime türetmekle elde edilen 

seriler de düzgün yakınsaktır. (Terim terime pozitif sayısal yakınsak serilerden mutlak 

değerce küçük kalıyorlar. Örneğin ∑ nu yani (2.2.8) serisi terim olarak ∑ nM 02 ρ  

serisinden küçük kalıyor. Öyleyse Weierstrass M kriterine göre mutlak ve düzgün 

yakınsaktır.) İç problem için )(1 0
0

0 ar
a
r

<<=ρ , dış problem için )(1 0
0

0 ar
r
a ><=ρ  

alınır. 

 

Sonuç olarak )(θf  sınırlı bir fonksiyon olmak üzere (2.2.8) serisi, sırasıyla (2.2.7) ve 

)7.2.2( ′  serileri 1<ρ  için Laplace denklemini sağlarlar, yani harmoniktirler. Örneğin 

arr <≤≤ 00  için (2.2.7) nin harmonikliğini gösterelim: 

 

2

2

22

2 11
θ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=Δ u

rr
u

rr
uu  

 

den 

 

0])1()[sincos(),( 2

1

2

=−+−+=Δ ∑
∞

=

−

nnnnnbna
a

rru nn
n

n

n

θθθ  
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dır. Şöyle de diyebilirdik: 0=Δ nu  olduğu gösterilir, ),( θrun  harmonik olur, öyleyse seri 

terim terime türetilebildiğinden ve her bir terim harmonik olduğundan arru <≤0),,( θ  

bölgesinin bütün iç noktalarında harmoniktir. 

 

ii) (2.2.8) serisinin sürekliliği. Γ  üzerinde belirli ve sürekli )(θf  fonksiyonunun Fourier 

serisindeki katsayıları nn ba ,  olduğuna göre ∑ + |)||(| nn ba  serisi yakınsaktır. Ayrıca   

 

|||cos| nn
n ana ≤θρ , 

 

|||sin| nn
n bnb ≤θρ  

 

dir, öyleyse (2.2.7) serisi 1≤ρ  için yakınsaktır. O halde bu serinin gösterdiği fonksiyon 

1=ρ  çemberi üzerinde süreklidir. Ayrıca ∑ + |)||(| nn ba  e göre, dış problemin çözümü 

olarak )7.2.2( ′  nün gösterdiği fonksiyon sonsuzda sınırlıdır. 

 

iii) (2.2.7) eşitliğinin ar =  çemberinde )(θf  değerini alması. Şimdi u nun )(θf  sınır 

şartını sağladığını göstermeliyiz. 

 

nn ba ,  Fourier katsayıları (2.2.8) denklemine konursa: 

 

∑∫
∞

=

+=
1

2

0

1)(
2
1),(

n

ndfu ρ
π

ψψ
π

θρ
π

                                                    (2.2.11) 

 

ψψψθρ
π

ψθψθψψ
ππ

dfndnnnnf
n

n )()(cos21
2
1]sinsincos[cos)(

2

0 1

2

0
∫ ∑∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −+=+
∞

=

. 

 

Toplama işlemiyle, terim terime integrasyonun sırası değiştirilir. Gerçekten 

 

][1])(cos[21
1

)()(

1
∑∑
∞

=

−−−
∞

=

++=−+
n

inninn

n

n een ψθψθ ρρψθρ  
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)(

)(

)(

)(

11
1 ψθ

ψθ

ψθ

ψθ

ρ
ρ

ρ
ρ

−−

−−

−

−

−
+

−
+= i

i

i

i

e
e

e
e  

 

2

2

)cos(21
1

ρψθρ
ρ

+−−
−=  

 

bulunur. Buna göre 

 

∫ +−−
−=

π

ψψ
ρψθρ

ρ
π

θρ
2

0
2

2

)(
)cos(21

1
2
1),( dfu                    (2.2.12) 

 

ya da 
a
r=ρ  koymakla 

 

∫ +−−
−=

π

ψψ
ψθπ

θρ
2

0
22

22

)(
)cos(22

1),( df
rara

rau                            (2.2.13) 

 

elde edilir. (2.2.13) denklemine daire için Poisson integrali ve ),;,( ψθ arP  ye de Poisson 

çekirdeği denir. 

 

Şimdi 1)( ≡θf  ise (2.2.11) den 10 <≤ ρ  için 1),( ≡θρu  bulunur. Gerçekten (2.2.11) de 

1)( ≡θf  olarak alınırsa düzgün yakınsaklıktan terim terime integrasyonla 

 

1|)(sin|11

)(cos11

)(cos21
2
1),(

2
0

1

2

0 1

2

0 1

=−+=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −+=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −+=

∑

∫ ∑

∫ ∑

∞

=

∞

=

∞

=

π

π

π

ψθρ
π

ψψθρ
π

ψψθρ
π

θρ

n

n

n

n

n

n

n
n

dn

dnu

 

 

bulunur. 10 <≤ ρ  için (2.2.12) den  
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∫ +−−
−=

π

ψ
ρψθρ

ρ
π

2

0
2

2

)cos(21
1

2
11 d  

 

ya da ar <≤0  için (2.2.13) den  

 

∫ +−−
−=

π

ψ
ψθπ

2

0
22

22

)cos(22
11 d

rara
ra                                         (2.2.14) 

 

bulunur, ar <  için kısaca ψψθ
π

π

darP∫=
2

0

),;,(
2
11  yazılır. Buradan ar <≤0  için  

 

∫ +−−
−=

π

ψθ
ψθπ

θ
2

0
22

22

)(
)cos(22

1)( df
rara

raf                       (2.2.15) 

 

ve  

 

∫ +−−
−−=−

π

ψ
ψθ

θψ
π

θθ
2

0
22

22

)cos(2
)]()()[(

2
1)(),( d

rara
ffrafru                   (2.2.16) 

 

çıkar. ]2,0[),( πθf  üzerinde düzgün sürekli olduğundan, her 0>ε  için öyle bir )(εδ  

sayısı bulunur ki εψθδψθ <−⇒<− |)()(||| ff  olur. δψθ ≥− ||  ve 

0,2 Ν∈≠− nnπψθ  olursa  

 

0
)cos(2

lim 22

22

=
+−−

−
−→ rara

ra
ar ψθ

 

 

dır. Başka bir ifadeyle, öyle 0r  vardır ki δψθ ≥− ||  iken arr <≤≤ 00  için  

 

ε
ψθ

<
+−−

−
22

22

)cos(2 rara
ra  

 

olur. Buna göre (2.2.16) dan  
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∫ +−−
−−≤−

π

ψ
ψθ

ψθ
π

θθ
2

0
22

22

)cos(2
|)()(|)(

2
1|)(),(| d

rara
ffrafru                           (2.2.17) 

 

çıkar. Bu ifade de  

 

∫ +−−
−−=

π

ψ
ψθ

ψθ
π

2

0
22

22

)cos(2
|)()(|)(

2
1 d

rara
ffraI  

 

integralini 21 III +=  biçiminde iki parçaya ayıralım. 1I  integraline δψθ ≥− ||  ve 

πψ 20 ≤≤  olan ψ  ler, 2I  ye δψθ >− ||  olan πψ 20 <<  ler giriyor: 

 

δψθ ≥− ||  için ∫ +−−
−−=

π

ψ
ψθ

ψθ
π

2

0
22

22

1 )cos(2
|)()(|)(

2
1 d

rara
ffraI  

 

πψ

π

π

θψψθ
π

ψψθψθ
π

20

2

0

2

0

|)(|max,),;,(2
2
1

),;,()|)(||)((|
2
1

≤≤
∫

∫

=≤

+≤

fMdarPM

darPff

 

 

dir. arr <≤≤ 00  için ε<P  olacağından  

 

επε
π

MMI 221 =<  

 

bulunur. Aynı biçimde 

 

δψθ <− ||  için ψψθψθ
π

π

darPffI ),;,(|)()(|
2
1 2

0
2 ∫ −=  

 

ve )(θf  nın ]2,0[ π  üzerinde sürekliliğinden εψθ <− |)()(| ff  olacağından  
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∫<
π

ψψθε
π

2

0
2 ),;,(

2
1 darPI  

 

dir. Oysa (2.2.14) ten πψψθ
π

2),;,(
2

0

=∫ darP  olduğundan 

 

επ
π
ε =< 2

22I  

 

dur. Böylece (2.2.17) den  

 

]12[|)(),(| +<− Mfru εθθ  

 

elde edilir ki bu 

 

)(),(lim θθ fru
ar

=
−→

 

 

eşitliğini gerektirir. 
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BÖLÜM 3 

 

BİR BÖLGENİN GREEN FONKSİYONU 

 

3.1. Bir Bölgenin Green Fonksiyonu ve Özellikleri 

 
nℜ  nin sonlu, sınırlı, bağlantılı bir açığı D, kapanışı D  ve sınırı D∂  olsun. 

),...,(),,...,().( 11 nnxxxDDD ξξξ ==∂∪=  olmak üzere DxP ∈)(  sabit, DQ ∈)(ξ  

değişken noktalarını alalım. P ile Q arasındaki öklitsel uzaklık 

∑
∞

=

−====
1

2)(),(
i

iixPQPQQPdr ξ  olmak üzere }{PD −  içinde 

 

),(),(),( QPgQPhQPG +=                                                        (3.1.1) 

 

alıyoruz, burada h, Laplace denkleminin temel çözümüdür, yani }{Pn −ℜ  içinde harmonik 

fonksiyondur: 2>n  için 22 ,1 ℜ−nr  de ise rlog  olarak alınır. (3.1.1) yerine 

 

),(),(),( ξξξ xgxhxG +=                                                  (3.1.2) 

 

yazılır. Böylece tanımlanan ),(,: QPGQDDG aℜ→×  ya da ),( ξξ xGa  

fonksiyonuna aşağıdaki şartlar koşulur: 

 

i) Sabit DP∈  için bu ),( QPGQ a  fonksiyonu Q için }{PD −  içinde harmoniktir; 

 

ii) Oysa PPQQPGPQQPGQPgQ n ),log),( de(1),(),( 22 +ℜ−= −a  de dahil her 

DQ∈  için harmoniktir; 

 

iii) Q  noktası sınıra yaklaşırsa G sıfıra yaklaşır: 
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0),(0 →⇒∂∈→ QPGDQQ ; 

 

iv) D  üzerinde Q nun sürekli fonksiyonu olur. 

 

Bu şartlar dahilinde, ),( QPG  ya D bölgesinin, bir DP∈  kutup noktasına göre Green 

fonksiyonu ya da kaynak fonksiyonu denir. [5] 

 

3.2. Green Fonksiyonunun Özellikleri 

 

Bir bölgenin Green fonksiyonunun birkaç özelliğini verelim. 

 

i) Green fonksiyonu (varsa) ancak bir tanedir: Gerçekten D nin bu özelliği taşıyan 

21 GG ≠  gibi ayrı iki Green fonksiyonu olsun. 12 GGG −=  farkı Teorem 1.3. ve Teorem 

1.4. ‘e göre sabit değilse (sabitse sıfıra eşit olmak zorundadır) ekstremumuna D∂  üzerinde 

erişir ki ekstremum burada sıfırdır; öyleyse 0=G  yani 21 GG =  olur. 

 

ii) Green fonksiyonu negatif olamaz, geniş anlamda pozitiftir: 0≥G . 

 

Bunu göstermek için P yi D içinde sabit tutalım. ),(1),( 2 QPgrQPGQ n += −a  dır. 

PQQPdr ,).,(=  ye yaklaşınca )2( >ℜ nn  de 21 −nr  Pr ,log
r
1log içinde  ve 2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=ℜ  nin 

bulunduğu bölgede keyfi pozitif büyük değerler alır ve G pozitif olur. Bunun gibi 

DQQ ∂∈→ 0  sınırı üzerinde olunca G sıfıra eşit olur. Şimdi G, D içinde bazı noktalarda 

negatif olsaydı, G nin en az bir noktada minimumu bulunurdu. G, D içinde harmonik D  

üzerinde sürekli ve de sabit olmadığından Teorem 1.2’ye göre minimum D içinde değil. 

D∂  üzerinde bulunmak zorunda olurdu ki, minimum burada 0 dır. Öyleyse D içinde 

0),( ≥QPG  olur. 

 

iii) Green fonksiyonu P ve Q iç noktalarına göre simetriktir: 

 

),(),( QPGPQG = . 
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Gerçekten DQP ∈,  olsun. Merkezleri 21 , PP  olan iki küçük yuvar sırayla 21, BB  olsun. 

21
* BBDD −−=  bölgesinde QPQGQPQGQ ),,(  ve),( 21 aa  nun koordinatları için 

harmoniktir. (Şekil 3.1) 

 
Şekil 3.1 Düzgün olmayan D bölgesi 

 

n
PQGPQG

n
PQGPQGQfQ

∂
∂−

∂
∂= ),(),(),(),()( 1

2
2

1a  

 

fonksiyonunun bölgenin bütün sınırı üzerindeki integrali sıfırdır. DQ ∂,  üzerinde iken  

 

0),(),( 21 == PQGPQG  

 

olduğundan 

 

∫ ∫
∂ ∂

=+
1 2

0
B B

fdSfdS                                                                    (3.2.1) 

 

olur. Yine 12 ),,( BPQGQ a  içinde harmonik ve normali içeriye yönelmiş 

bulunduğundan, ikinci Green formülünde 0=Δ=Δ vu  yazıldığında 

 

0=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂−

∂
∂

∫ ds
n
uv

n
vu               (3.2.2) 

 

elde edilir. (3.2.2) den 
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0),(),(),(),(
1

1
2

2
1 =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
∂

−
∂

∂
∫
∂

dS
n

PQgPQG
n

PQGPQg
B

 

 

ve  

 

),()2(1),(),(1
212

1
222

11

PPGndS
rn

PQGPQG
nr n

B
nn ω−−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂−

∂
∂

∫
∂

−−  

 

elde edilir, burada QPQdr ),,( 11 =  nun 1P  den olan öklitsel uzaklığıdır. Bu denklemler 

yan yana toplanırsa 

 

∫
∂

−−=
1

),()2( 21
B

n PPGnfdS ω  

 

bulunur, burada n
n ℜ,ω  de tüm uzay açıdır. Benzer biçimde 

 

∫
∂

−=
2

),()2( 12
B

n PPGnfdS ω  

 

elde edilir. Öyleyse (3.2.1) den 

 

),(),( 1221 PPGPPG =  

 

bulunur, bu da gösterilmek istenendir. [1] 

 

iv) Bir u fonksiyonu D  içinde harmonikse ve sürekli türevleri varsa D bölgesinin, D nin 

bir Q noktasına göre Green fonksiyonu 

 

),(),,(1),( 2 QPdrQPgrQPG n =+= −  

 

olduğuna göre u nun DP∈  iç noktasındaki değeri sınır değerleri türünden 
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∫
∂ ∂

∂
−

−=
Dn

dS
n

QPGQu
n

Pu ),()(
)2(

1)(
ω

                                           (3.2.3) 

 

dir, burada )2(,)2/(2 2 >ℜΓ= nn nn
n πω  de tüm uzay açıyı göstermektedir. 2ℜ  de ise 

21 −nr  ve nn ω)2(1 −  yerine sırayla r
r

log1log −=  ve π21  gelir. 
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BÖLÜM 4 

 

GREEN FONKSİYONU YARDIMIYLA DIRICHLET PROBLEMİNİN ÇÖZÜMÜ 

 

Şimdi Green fonksiyonu yardımıyla Dirichlet probleminin sırasıyla 2ℜ e, 3ℜ  ve nℜ  de 

yuvar için çözümünü arayacağız. 

 

4.1. 2ℜ  İçinde Yuvar (daire) İçin Çözüm 

 

Sınırı Γ=∂D  olan bir D dairesinin bir Dirichlet bölgesi olduğunu ispatlayacağız. 

 

Teorem 4.1.1 (Poisson Teoremi) D, O merkezli ve a yarıçaplı bir daire, Γ  da bunun sınırı 

olsun. Yine Ox kutup ekseni seçilsin, kutup açısı θ  ile gösterilsin. )2()0( πff =  olan ve 

π2  periyotlu uzantısına özdeş bulunan, Γ  üzerinde belirli ve sürekli bir )0(f  fonksiyonu 

göz önüne alalım. DP ∈),( θρ  noktasının 

 

∫ +−−
−=

π

ψψ
ρψθρ

ρ
π

θρ
2

0
22

22

)(
)cos(22

1),( df
aa

au  

 

fonksiyonu D içinde harmonik, D  içinde sürekli ve çember üzerinde )0(),( fau =θ  olur. 

 

İspat. DP ∈),( θρ  ve DrQ ∈),( ψ  noktalarını alalım: bunların daireye göre tersleri de 

sırasıyla ),( ** θρP  ve ),( ** ψrQ  olsun. (Şekil 4.1) 

 
2** arr ==ρρ                                                                    (4.1.1) 
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Şekil 4.1 2ℜ  de D dairesi 

 

Γ∈M se MPMP /*  oranı sabit kalır, bu sabit oranın değeri örneğin Γ∈= 0PM  alınarak 

hesap edilebilir. *
00 ,,, PPPT  harmonik noktalar olduğundan (4.1.1) den ρρ 2* a=  

almakla 

 

aaa
a

PP

PP

MP
MP ρ

ρ
ρ =
−

−==
)( *2*

0

0
*

                                                 (4.1.2) 

 

),( QPG  Green fonksiyonunda ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−=−= QP

a
QPgdPQQPh *log),(,loglog),( ρ  alınıp 

QPd ** =  koymakla 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=+=

d
d

aPQ
QP

a
QPgQPhQPG

**

loglog),(),(),( ρρ                            (4.1.3) 

 

ya da  

 

dda
QPG 1log1loglog),( * +−= ρ  

 

elde edilir. ),( QPG , dairenin P kutuplu Green fonksiyonu adını alır. Daire için Green 

fonksiyonu olması için şu şartları gerçeklenmeli: 
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i) Sabit DP∈  için bu ),( QPGQ a  fonksiyonu her PQ ≠  için D  içinde harmoniktir; 

 

ii) ),(),( PQGQPG =  dir, yani P ve Q nun fonksiyonu olarak göz önüne alınabilen 

),( QPG  fonksiyonu bu iki noktaya göre simetrik bir fonksiyondur; 

 

iii) Γ∈→ 0QQ  için 0),( →QPG  dır. 

 

Önce (i) halini gösterelim. ),( ηξQ  koordinatlarına göre aρlog  sabit olup harmoniktir, 

** loglog,loglog QPdQPd ==  öklitsel uzaklıkların başlangıçları (ya da bitimleri) Q 

olduğundan harmoniktir. 

 

(ii) için (4.1.1) den *

*

r
r ρ
ρ
=  olduğundan ve aralarında ortak α  açıları bulunduğundan 

*OPQ  ve QOP*  üçgenleri benzer olup 

 

*

*

*

*

d
r

r
δ

ρ
ρ ==                                                                    (4.1.4) 

 

elde edilir. (4.1.4) ten  

 

),(loglogloglog),(
****

QPG
PQ

QP
ad

d
ada

r
QP

PQ
r
aPQG =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ρρδ . 

 

(iii) durumunda, Γ∈→ 0QQ  için (4.1.2) de M yerine 0Q  alınmakla: 0QQ =  için (4.1.3) 

den: 

 

0loglog),(
0

*
0

0 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

ρ
ρρ a
aPQ

QQ
a

QPG . 
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),( QPG  nun hesabı 

 

OPQ  ve QOP*  üçgenlerine kosinüs teoremi uygulanmakla Green fonksiyonunun kutupsal 

koordinatlarda ifadesi bulunur. ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 2

2*

2

2*

log
2
1log),(

d
d

ad
d

a
QPG ρρ  olup 2d  ile 2*d  

nin kosinüs teoreminden yazılan değerlerinde ρρ 2* a=  konursa 

 

22

2222

)cos(2
)cos(2log

2
1),;,(),(

ρψθρ
ρψθρψθρ

+−−
+−−==

rr
arrarGQPG . 

 

∫
Γ ∂

∂−= ds
n

QPGQuPu ),()(
2
1)(
π

                       (4.1.5) 

 

formülünü uygulayalım. ψdads =  ve 

 

arQQ

r
r
G

n
QPG

=Γ∈=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
∂
∂=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
∂ ),;,(),(

0

ψθρ  

 

2

22

22

22

])cos(2[
)(

ad
a

aaa
a ρ

ρψθρ
ρ −−=

+−−
−−=  

 

olur. 

 

])cos(2[2
)(),;,( 22

22

ρψθρπ
ρψθρ

+−−
−−=

aa
aaP  

 

koyalım, buna Poisson çekirdeği denir. Böylece (4.1.5) den a<ρ  için 

 

∫ +−−
−==

π

ρψθρ
ψψ

π
ρθρ

2

0
22

22

)cos(2
)(

2
),()(

aa
dfauPu  

 

ya da kısaca 
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∫=
π

ψψθρψθρ
2

0

),;,()(),( daPfu  

 

elde edilir. ),( θρu  nın D içinde harmonik olduğu ve Γ=∂D  üzerinde )(θf  ya yaklaştığı 

yani a=ρ  için )(),( θθρ fu =  olduğu daha önce gösterilmişti. [4] 

 

Benzer biçimde dış Dirichlet Problemi için çözüm: 

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

<
+−−

−
= ∫

af

a
aa

dfa
u

ρθ

ρ
ρψθρ

ψψ
π
ρ

θρ

π

,)(

,
)cos(2

)(
2),(

2

0
22

22

 

 

4.2. 3ℜ  İçinde Yuvar (Cisim Küre) İçin Çözüm 

 

Yüzeyi SD =∂  olan bir D yuvarının bir Dirichlet bölgesi olduğunu ispatlayacağız. [2], [3] 

 

Teorem 4.2.1 O merkezli ve a yarıçaplı bir yuvar, Ω=∂D  da bunun yüzeyi olsun. 

DP ∈),,( θϕρ  sabit noktasının OP=ρr   yer vektörünün Oz ekseniyle açısı OP,ϕ  nin 

xOz  üzerindeki izdüşümünün Ox  ekseniyle açısı θ  olsun. ,ve,),,( Ζ∈∀ kf θϕθϕ  

)2,2(),( πθπϕθϕ kkff ++=  olan bir fonksiyon ise DP ∈),,( θϕρ  noktasının 

 

φ
αρρ

φρ
π

θϕρ
ππ

d
aa

faaduPu ∫∫ −+
Θ−Θ==

0
2322

222

0 )cos2(
),()(

4
1),,()(  

 

fonksiyonu D içinde harmonik, D  içinde süreklidir ve yuvar yüzeyinde ),(),,( θϕθϕ fau =  

olur, burada α , gelişigüzel bir DrQ ∈Θ),,( φ  değişen noktası için 
∧

= POQmα  ile 

belirlenen niceliktir. 

 

İspat. DP ∈),,( θϕρ  ve DrQ ∈Θ),,( φ  noktaları alınsın. Bunların yuvara göre tersleri de 

sırayla DP ∈),,( ** θϕρ  ve DrQ ∈Θ),,( ** φ  olsun. (Şekil 4.2) 
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Şekil 4.2 3ℜ  te yuvar 

 
2** arr == ρρ                               (4.2.1) 

 

dir. SM ∈  ise dairede olduğu gibi 

 

aMP
MP ρ=

*
               (4.2.2) 

 

dir. ),( QPG  Green fonksiyonunda 

 

**

11),(,11),(
d

a
QP

aQPg
dPQ

QPh
ρρ

−=−===  

 

alınmakla 

 

**

1111),(),(),(
d

a
dQP

a
PQ

QPgQPhQPG
ρρ

−=−=+=          (4.2.3) 

 

elde edilir; buna kürenin P kutuplu Green fonksiyonu denir. Dairedeki gibi dört şart 

gerçeklenir. Bunlardan ikisini gösterelim. 

 

ii) Dairede olduğu gibi 
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*

*

*

*

d
r

r
δ

ρ
ρ ==                (4.2.4) 

 

bulunur. (4.2.4) ten 

 

),(11111111),(
****

QPG
QP

a
PQd

a
dr

a
dPQ

a
QP

PQG =−=−=−=−=
ρρδρ

 

 

olur.  

 

iii) Ω∈→ 0QQ  için (2.6.2) den M yerine 0Q  alınmakla aPQPQ ρ=*
00  olup 

 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=−=

*
0

0

00
*

0
0 1111),(

PQ

PQ
r
a

PQQP
a

PQ
QPG

ρ
 

 

011

0

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −=
a

a
PQ

ρ
ρ

 

 

elde edilir.  

 

),( QPG  nun hesabı 

 

QOPPOQ *  ve  üçgenlerine kosinüs teoremini uygulayalım. 
∧

= POQmα  demekle  

 
2222 cos2 ραρ +−== rrdQP  

 

 ve  

 

2
2

2

4
2*2*2*2* cos2cos2 rraarrdQP +−=+−== α

ρρ
αρρ   
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dir. Böylece (4.2.3) den  

 

21
2

2

2

22122

cos2

1
)cos2(

1),,;,,(),(

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−
+−

=Θ=

ρα
ρρ

ρραρ
φθϕρ

raa

a
rr

rGQPG  

 

bulunur.  

 

Şimdi αcos  yı Θ,;, θφϕ  türünden hesaplayalım. Kartezyen koordinatlarda 

),,(),,,( ζηξQzyxP  ise (Şekil 4.3), Ω∈Q  için ar =  dır ve: 

 

ϕρθϕρθϕρ cos,sinsin,cossin === zyx ; 

 

φζφηφξ cos,sinsin,cossin aaa =Θ=Θ= . 

 
2222 )()()( ζηξ −+−+−= zyxQP  

 
222 )coscos()sinsinsinsin()cossincossin( φϕρφθϕρφθϕρ aaa −+Θ−+Θ−=  

 

]coscos)cos(sin[sin222 φϕθφϕρρ +Θ−−+= aa  

 

olup QPO  üçgenine kosinüs teoremini uygulamakla )( Ω∈Q  

 

αρρ cos2222 aaQP −+=  

 

yazılır. Bu iki ifadeyi eşitlemekle 

 

)cos(sinsincoscoscos Θ−+= θφϕφϕα            (4.2.5) 

 

elde edilir. 

 



 31

 

Şekil 4.3 3ℜ  te cisim küre 

 

dS
n

QPGQuPu ∫∫
Ω ∂

∂−= ),()(
4
1)(
π

            (4.2.6) 

 

formülünü uygulayalım. Küre üzerinde 

 

φφφ cos,sinsin,cossin azayax =Θ=Θ=  

 

parametrik denklemlerini kullanalım. Bir f fonksiyonunun yüzey integrali formüllerinden 

biri 

 

∫∫ ∫∫
Ω

++==
D

dxdyqpyxffdSI 221),(  

 

dir; bir başkası da  

 

∫∫
Ω

Θ−= ddFEGfI φ2  

 

dır. Burada 
z
aqpyxaz =++−−=Ω 22222 1,:  dir. Küresel koordinatlara geçmekle  

 

ΘΘ= ∫∫
′

ddJ
z
afI

D

φφ ||),(  
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olur,  

 

φφ
φ

cossin
),(
),( 2ayxJ =

Θ∂
∂=  

 

dir. İkincisinden φ222 sin,0, aGFaE ===  olduğundan her ikincisinden de 

ΘΘ= ∫∫
′

ddfaI
D

φφφ sin),(2  sonucu çıkar. πφ ≤≤0  dir.  

 

Öte yandan  

 

3
0

22

2322

22

)cos2(
),,;,,(),(

0
ad

a
aaa

ar
r
G

n
QPG

arQQ

ρ
αρρ

ρφθϕρ −−=
−+
−−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ Θ
∂
∂=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
∂

=Ω∈∈

 

 

tür.  

 

]cos2[4
)(),,;,,( 22

22

ραρπ
ρφθϕρ

+−
−−=Θ

aaa
aaP  

 

koyalım, buna Poisson çekirdeği denir. Böylece (4.2.6) dan 

 

φ
ραρ
φφ

π
ρθϕρ

ππ

d
aa

fdaauPu ∫∫ +−
ΘΘ−==

0
2322

2

0

22

)cos2(
sin),(

4
)(),,()(         (4.2.7) 

 

elde edilir, burada αcos  (4.2.5) ile belirlidir. 

 

Örnek 4.2.1 )(ϕf  nın birim çember üzerinde 21 yx −+  polinomunu değer olarak alması 

için u harmonik fonksiyonu nasıl belirlenmeli? [6] 

 

Çözüm. Çember üzerinde ϕϕ sin,cos == yx  olup ϕϕϕ 2sincos1)( −+=f  dir. İkinci 

dereceden harmonik polinom, birinci dereceden yx γβα ++  gibi keyfi bir parça 

içereceğinden 
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CxyByAxyxu ++++= 22γβα  

 

biçimindedir. 0≡Δu  alınırsa ABBA −==+ ,022 ulunur. 122 =+ yx  için 21 yxu −+=  

olması isteniyor. u  da 22 1 yx −=  konursa  

 
22 1)21( yxCxyyAyxu −+≡+−+++= γβα  

 

yazılır. Buradan 

 

0,12,0,1,1 =−=−===+ CAA γβα  

 

ya da bunlardan 21,21 == αA  bulunur. Böylece: 

 

)(
2
1

2
1 22 yxxu −++=  

 

122 =+ yx  için 21 yx −+  ile çakışan bir harmonik polinomdur. Çözüm tekse problem 

çözülmüş olur. 

 

4.3. 3ℜ  te Yarım Uzay İçin Dirichlet Problemi 

 

}0|),,{( 3 >ℜ∈ zzyxD  yarım uzayından oluşan bölgeyi ele alalım. D  de harmonik, D de 

sürekli ve 0=z  üzerinde ),,( yxfu =  sonsuzda da sıfıra eşit bir ),,( zyxu  fonksiyonu 

bulmak. 

 
3ℜ⊂D  bölgesi }0|),,{( 3 >ℜ∈ zzyxD  yarım uzayı olsun. 

PQDzyxP ,),,(,),,( 3ℜ∈∈ ζηξ  nin 0=ζ  düzlemine göre simetriği ),,(* zyxP  olsun 

(Şekil 2.5) 
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Şekil 4.4 3ℜ  te yarım uzay 

 

Bölgenin Green fonksiyonunu belirleyelim: 

 

PQQPd
QPh 1

),(
1),( == , 

 

QPQPd
QPg

**

1
),(

1),( ==  

 

ve 

 

QPPQ
QPgQPhQPG

*

11),(),(),( −=+=  

 

bölgenin Green fonksiyonu olarak alınabilir. Harmoniklik basit şekilde bulunabilir, sınırda 

sıfır olma durumunu gösterelim: 

 

0=ζ  için yani ηζOQQ ∈= 0  düzlemi olunca 0
*

0 QPPQ =  ve 0),( 0 =QPG  olur. 

Koordinatlar türünden 

 

222222 )()()(
1

)()()(
1),(

ζηξζηξ ++−+−
−

−+−+−
=

zyxzyx
QPG  
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dir. 
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∂
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Olup 
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⎤
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∂
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ζ

ζ
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bulunur. (4.1.5) formülünden 

 

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞− +−+−
= ηξ

ηξ
ηξ

π
dd

zyx
fzzyxu 23222 ])()[(

),(
2

),,(  

 

elde edilir. 
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BÖLÜM 5 

 

SINIR-DEĞER PROBLEMLERİNİN GENELLEŞMİŞ ÇÖZÜMLERİ 

 

5.1. Sınır Değer Problemlerinin Klasik ve Genelleşmiş Çözümleri 

 

Farz edelim ki katsayıları reel değerli ve Qx∈∀  için )()( QCxa ∈ , )()( 1 QCxk ∈ , 

0)( 0 >≥ kxk  koşullarını sağlayan  

 

( ) )()()( xfuxauxkdivLu =−∇≡             (5.1.1) 

 

eliptik denklemi n boyutlu Q bölgesinde verilsin. 

 

)(xu  fonksiyonu ve denklemin serbest terimi )(xf  genel olarak kompleks değerlidir. 

 

)()(2 QCQC ∩ ’ya ait )(xu  fonksiyonuna (5.1.1) denklemi için birinci sınır-değer 

probleminin klasik çözümü ya da (5.1.1) denklemi için Dirichlet problemi denir, eğer Q’da 

(5.1.1) denklemini ve  

 

=∂Qu )(xϕ                (5.1.2) 

 

sınır koşulunu sağlıyorsa. Burada )(xϕ  fonksiyonu Q∂  sınırında belirleyici fonksiyondur. 

 

)()()( 12 QCQCxu ∩∈  fonksiyonuna (5.1.1) denklemi için üçüncü sınır-değer probleminin 

klasik çözümü denir, eğer Q’da (5.1.1) denklemini ve Q∂  da  

 

)()( xux
n
u

Q

ϕσ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
∂
∂

∂

             (5.1.3) 
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sınır koşulunu sağlıyorsa. Burada ( )QCx ∂∈)(σ  ve )(xϕ  belirleyici fonksiyonlardır. 

( 0)( ≥xσ ). 

 

Eğer 0)( ≡xσ  olursa üçüncü sınır-değer problemi ikinci sınır-değer problemine dönüşür. 

 

1=n  olduğunda, (5.1.1) denklemi  

 

( ) )()('')( xfuxauxkLu =−≡                )'1.1.5(  

 

adi diferansiyel denklemi halini alır. Bu durumda Q  bölgesi ),( βα  aralığıdır, öyle ki 

birinci ve üçüncü sınır-değer problemlerinin sınır koşulları sırasıyla şu formdadır: 

 

10 , ϕϕ βα == == xx uu            )'2.1.5(  

 

( ) ( ) 1100 ',' ϕσϕσ βα =+=+− == xx uuuu          )'3.1.5(  

 

burada 0,,, 1010 ≥σσϕϕ  belirleyici sabitlerdir. 

 

(5.1.1), (5.1.2) birinci sınır-değer probleminin Q bölgesindeki klasik çözümü )(xu  

fonksiyonu olsun. (5.1.1) denklemini keyfi )()( 1 QCxv
•

∈  ile çarpıp, sonucu Q bölgesi 

üzerinde integre edelim. Ostrogradskii formülünden 

 

( ) dxvfdxvauvuk
QQ ∫∫ −=+∇∇             (5.1.4) 

 

elde edilir. 

 

(Burada Q∂  üzerinde elde edilen integral v  kompakt supporta sahip olduğundan ihmal 

edilmiştir.) [7] 
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Eğer, ek olarak )(2 QLu
ix ∈ , ),,2,1( ni L=  yani )()( 1 QHxu ∈  ise ve )()( 2 QLxf ∈  ise 

(5.1.3) özdeşliği sadece )()( 1 QCxv
•

∈∀  için değil )(
0

1 QHv∈∀  için sağlanır. 

 

Bunu göstermek için )(
0

1 QHv∈∀  ve )(1 QH  normundan v ye yakınsayan )(1 QC
•

’ya ait 

),(xvk  L,2,1=k  dizisinin ele alalım. (5.1.4) eşitliği her ),(xvk  için sağlanır. Eğer ∞→k  

için limit alınırsa (5.1.4) eşitliğinin v için de sağlandığı görülür. 

 

Özetle, eğer )()( 2 QLxf ∈ , (5.1.1), (5.1.2) probleminin u klasik çözümü )(1 QH  ya ait 

olduğunda (5.1.4) integral özdeşliği )(
0

1 QHv∈∀  için sağlanır. 

 

Şu tanımla devam edelim: 

 

)()( 2 QLxf ∈ , )(1 QHu∈  fonksiyonuna (5.1.1), (5.1.2) probleminin genelleşmiş çözümü 

denir, eğer )(
0

1 QHv∈∀  için (5.1.4) özdeşliği ve (5.1.2) sınır koşulu sağlanıyorsa. ( Qu ∂ , u 

nun izidir.) 

 

Özel olarak yukarıda verilen genelleşmiş çözüm tanımı )(xu  klasik çözümü tanımının tam 

bir genelleştirmesi değildir. Çünkü )(xu  klasik çözümü bazı ek şartları gerekir: 

 

)(1 QHu∈  

 

)(2 QLLu∈ . 

 

Bu hatırlatmadan sonra (5.1.1) denklemi için üçüncü (ikinci) sınır-değer probleminin 

genelleşmiş çözümünü verelim. 

 

)(xu , (5.1.1), (5.1.3) sınır-değer probleminin klasik çözümü olsun. (5.1.1) denkleminin sağ 

taraflı fonksiyonu )(2 QL ’dan ve (5.1.3) sınır koşulundaki )(xϕ  fonksiyonu )( QL ∂  ya 
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aittir. (5.1.1) denklemini herhangi bir )()( 1 QHxv ∈  ile çarpıp, sonuç Q  bölgesi üzerinde 

integre edildiğinde 

 

( ) dSvkdxvfdSvukdxvauvuk
QQQQ

ϕσ ∫∫∫∫ ∂∂
+−=++∇∇            (5.1.5) 

 

elde edilir.  

 

(5.1.1) denklemi için sınır-değer problemlerinin genelleşmiş çözüm tanımları bir boyutlu 

durum için de geçerlidir. 

 

),()( 1 βαHxu ∈ , )'2.1.5(  koşullarını sağlayan )'1.1.5(  denklemi birinci sınır-değer 

probleminin genelleşmiş çözümüdür ),(
0

1 βαHv∈∀  için  

 

( ) dxvfdxvauvku ∫∫ −=+
β

α

β

α

''            )'4.1.5(  

 

olduğundan ),()( 1 βαHxu ∈ , eğer ),(1 βαHv∈∀  için  

 

( )

)()()()(

)()()()()()(''

01

01

αϕαβϕβ

αασαββσβ

β

α

β

α

vkvkdxvf

vukvukdxvauvku

++−=

=+++

∫

∫
       )'5.1.5(  

 

sağlanıyorsa, (5.1.1) denklemi için üçüncü (ikinci) sınır-değer probleminin genelleşmiş 

çözümüdür. [7] 
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