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Bu tezde H”uzaylart igindeki harmonik (ve Ozellikle analitik) fonksiyonlar {izerinde
calistlmugtir. Birinci boliimde tez igin gerekli olan tanim ve teoremler verilmistir. Ikinci
boliimde; Fourier serileriyle ilgili bilgiler verilmis ve Fourier serisinden Cesaro
ortalamalar1 yardimiyla fonksiyonun ne sekilde elde edilebilecegi iizerinde durulmustur.
Ugiincii boliimde birim yuvarda analitik ve harmonik fonksiyonlar iizerinde durulmus
Fatou teoremi ve ispati verilmistir. Son bolimde ise sag yar1 diizlemdeki H”uzayi
tizerinde calisilmistir. Ac¢ik sag yar1 diizlemde verilen bir analitik fonksiyonun sinir
davraniglar1 incelenmis, birim yuvardaki H”uzayr ile yart diizlemdeki H ?”uzayi

arasindaki iliskinin dogrusal kesir doniisiimiiyle nasil kuruldugu verilmistir.
Anahtar Kelimeler: Hardy uzayi, Cesaro ortalamalari, Fourier serileri, Yari

diizlemin H” uzayi, Birim yuvarin H” uzay1.
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In this thesis, the harmonic (and specifically analitic) functions on H ” spaces studied. In
first chapter, some essential definitions and theorems are given. In second chapter, the
information about Fourier series is given and how a function can be reconsturucted from its
Fourier series by Cesaro means is explained. In third chapter, the functions which are
analitic and harmonic in unit disc are studied and Fatou theorem is given with its proof.
Finally, H” space of right half plane is concidered. Boundary behaviour of an analitic
function which is defined on the open right half plane is studied and how the relation
between H”of unit disc and H” of half plane is constructed by the linear fraction

transformation is given.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

{zeC: |Z| <1}
{zeC: =1}
karmasik sayilar kiimesi

skaler bir cisim (F=R veya F=C)

_ - S(h)
f(h) = O(g(h)) ) }grol g(h)

=c,ceC
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BOLUM 1

ON BILGILER

1.1 VEKTOR UZAYLAR
Tanim 1.1.1 V bos olmayan bir kiime olsun. Her z, y € V ve o € F (F=C
veya F =R) i¢in V x V den V' ye tanimh

+:(z,y) mz+y

fonksiyonu ve ' xV den V' ye tanmimh

i (oyx) = ax

fonksiyonu asagidaki ozellikleri saglarsa V' kiimesine F iizerinde bir vektor uzayi denir.
Her a, 6 € F vex, y, z €V icin

(@ z+ty=y+zr+(y+z)=@+y) +z

(b) = + 0 = z olacak bigimde bir tek 0 € V' vardur;

(c) =+ (—z) =0 bir tek —z € V vardur;

(d) 12 = z,a(B2) = (af);

(e) a(z+y) = ar+ ay, (a+ Bz = ax + fz.

Tanim 1.1.2 V bir F cismi iizerinde bir vektor uzayr ve @ # U C Volsun. U nun
kendisi bir vektor uzay: ise U ya V' nin bir altuzay1 denir ve her o, 5 € F ve x,y € U

icin bu tamim

ar+pPyelU

olma kosulu ile denktir.



Tamim 1.1.3 V bir vektor uzay1 olmak tizere bog olmayan bir M C V kiimesi i¢in
M 'nin vektorlerinin tiim sonlu lineer birlegimlerinin kiimesine M ’nin gereni (spani)

denir ve spM ile gosterilir. £ > 1 i¢gin

v=Av, ., CV

sonlu bir kiime, v lineer bagimsiz ve

spv =V

ise v ye V nin bir tabam denir. V' boyle (sonlu) bir tabana sahipse o zaman V' nin
her tabani ayni sayida elemana sahiptir. Eger bu say1 k£ ise o zaman V' 'nin k-boyutlu

(yada daha genel olarak, sonlu-boyutlu) oldugu stylenir ve

dimV =k

yazilir. Eger V boyle sonlu bir tabana sahip degilse yani V' sonlu tane elemanla

gerilemezse V' ye sonsuz-boyutludur denir.

Tanmim 1.1.4 B, C icinde bir bolge olmak tizere f : B — C siirekli doniigiimii verilsin.
Eger bir 2y € B noktasindan gecen ve aralarinda « agist yapan herhangi iki diizgiin v,
ve v, egrilerinin f(v,) ve f(7,) goriintii egrileride wy = f(zp) noktasinda aralarinda
yon ve biiyiikliitk bakimindan « acis1 yapiyorlarsa, f fonksiyonuna z, noktasinda kon-
form doniigiimdiir denir. Eger her zy € B noktasinda f fonksiyonu konform ise f, B

bolgesinde konformdur denir.

Tanim 1.1.5 ad — bc # 0 kogulu (bu 7' nin sabit olmamasi i¢in gerek ve yeter

kosuldur) ile

az+b
cz+d

T(z)=

bicimindeki fonksiyona bir lineer kesir doniigiimii denir.



Tanim 1.1.6 Bos olmayan bir X kiimesi ve bir d : X x X — R™*,

(z,y) — d(z,y)

fonksiyonu verilsin. Eger bu d fonksiyonu V z,y, z € X i¢in

(M1) d(z,y) >0

(M2) d(z,y) =0<—=x =y

(M3) d(z,y) = d(y, v)

(M4) d(z,y) < d(z, 2)+d(z,y)

ozelliklerini saglhiyorsa X iizerinde bir metrik adim alir, (X, d) ikilisine de metrik uzay

denir.

Tanim 1.1.7 Bir X vektor uzay: iizerinde taniml olup, bir x € X noktasindaki degeri
||| ile gosterilen ve z, y, X de keyfi vektorler ve v bir skaler olmak iizere agsagidaki
ozellikleri gercekleyen reel degerli fonksiyona bir norm denir:

(N1) [z]] = 0

(N2) ||z]| =0 <= =0

(N3) [laz|| = |af [l]

(N4) [|lz +yl| < [l=]l + [yl

Tanim 1.1.8 X iizerindeki bir norm, X iizerinde

d(z,y) = [lz -yl (z,y € X)

ile verilen bir d metrigi tanimlar ve bu metrik, norm tarafindan iiretilen metrik olarak
adlandirilir. Uzerinde bir norm tanimlanmis bir X vektor uzayina bir normlu uzay adi

verilir. Normlu uzaylar (X, ||.||) ya da kisaca X ile gosterilir.

Tanim 1.1.9 (X, d) bir metrik uzay ve {z,}, X uzaymda bir dizi olsun. V ¢ > 0 igin

m,n > n. oldugunda

d(xp, xy) <€



olacak gekilde € na bagh bir n. € N varsa {z,,} dizisine X i¢inde bir Cauchy dizisi adi

verilir.

Tanim 1.1.10 Bir X metrik uzayinda her Cauchy dizisi, X i¢inde bir limite yakin-

siyorsa X uzayina tam uzay denir.

Tanim 1.1.11 Normun indirgedigi metrige gore tam olan bir normlu vektor uzayma

bir Banach Uzayidir denir.

Tanim 1.1.12 (X, ||.|[y), (Y, ||.|ly) normlu uzaylari ve T': X — Y bir lineer doniigiim

olsun. Her z € X i¢in

1Txlly = [l x

ise T’ye izometri (norm koruyan doniigiim) denir.

X normlu lineer uzay: iizerinde / birim operatorii bir izometridir.

Tanim 1.1.13 X ve Y normlu vektor uzaylari, T : X — Y iizerine (6rten) bir izometri

ise T"ye izometrik izomorfizm, X ve Y uzaylarina da izomorfik uzaylardir denir.

1.2 HILBERT UZAYLARI

Tanim 1.2.1 H reel ya da karmagik vektor uzaymda tanmimh (., .) fonksiyonu
(@) (21 +22,y) = (21,9) + (22,9)

(b) (Az,y) = A(z,y)

(c) (y,2) = (2,9)

(d) (z,2) >0, (z,2) =0 ancak ve ancak z =0

sartlarim saglarsa (.,.) fonksiyonuna i¢ garpim fonksiyonu ve H ye ig garpim uzayi

denir.



Tanim 1.2.2 X bir i¢ ¢carpim uzay1 olsun. x,y € X vektorleri igin

(z,y) =0

ise bu iki vektore ortogonaldir (diktir) denir ve x L y sembolii kullanilir.

Tanim 1.2.3 X bir i¢ ¢carpim uzay: olsun. {ej,es,...,ex} C X kiimesini gozoniine

alalm. 1 <n <k ve 1 <m < k olmak {izere her m,n i¢in

1, m=nise
(emaen): .
0, m#nise

saglanirsa {ej, e, ..., €x} kiimesine ortonormaldir (birim dikeydir) denir.

m=mn
i¢in

(em,en) =1
olmast

lenll =1

ile denktir.

Tanim 1.2.4 X bir i¢ ¢arpim uzay1 ve {e, }, X iginde bir dizi olsun. Her m,n € N i¢gin

1, m=nise
(emaen): .
0, m#n ise

saglanirsa {e, } dizisine ortonormal dizidir (birim dikey dizidir) denir.

Teorem 1.2.5 H bir Hilbert uzay1 ve {e,}, H icinde ortonormal bir dizi olsun. O

zaman agagidakiler denktir.



(a) {en:n e N} = {0},
(b) Sp{e,:n €N} =H,
(c) Her x € H i¢in Hl‘||2 = 712::1 |(ac,en)|2

(d) Her z e Higin z = > (z,€,) ey.

n=1

Tamm 1.2.6 H bir Hilbert uzay1 ve {e,}, H iginde ortonormal bir dizi olsun. O
zaman (1.2.5.) icindeki kosullardan herhangi birisi saglanirsa {e,} dizisine H i¢in bir

ortonormal taban (tam ortonormal dizi) adi verilir.
Tanim 1.2.7 Normlu bir X uzaymnda bir {xz,} dizisi verilmig olsun. Eger

lim ||, —x|]| =0
n—-a«ao

olacak gekilde bir x € X eleman varsa, {x,} dizisi kuvvetli yakinsaktir (ya da norma

gore yakinsaktir) denir. Bu durum

lim z, ==z

n—-am~o
veya kisaca

Ty — X

olarak yazilir.

Tanim 1.2.8 Normlu bir X uzayinda bir {z,} dizisi verilmis olsun. Eger her f i¢in

lim f(zn) = f(x)

n—~aoo

olacak sekilde bir x € X elemam: varsa, {z,} dizisi zayif yakinsaktir denir ve

z
Ty, — X



ya da
Ty — X

seklinde yazilir. z elemanina {z,} dizisinin zayif limiti adi verilir ve {z,} dizisi = e

zayif yakinsaktir denir.

Tanmim 1.2.9 X bos olmayan bir kiime ve f,, : X — F, n € N geklinde fonksiyonlar

olsun.

(a) Eger her bir z € X igin {f,(x)} say1 dizisi, bir f(x) sayisina yakinsiyor, yani

lim f,(z) = f(z)

n—oo

oluyor ise, f, fonksiyon dizisine f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir denir.

(b) fn : X — T fonksiyonlar verilmig olsun. Eger her bir ¢ > 0 sayist icin bir

no(e) € N dogal sayisi var ve her z € X, her n > ny(e) igin

[fulx) = fx)| <e

oluyor ise { f,} fonksiyon dizisine f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir denir.

Tanim 1.2.10 B, C i¢inde bir bolge olmak iizere f : B — C siirekli doniigtimii verilsin.
Eger bir 2y € B noktasindan gecen ve aralarinda « agist yapan herhangi iki diizgiin v,
ve 7y, egrilerinin f(vy,) ve f(7,) goriintii egrileride wy = f(20) noktasinda aralarinda
yon ve biiyiiklitk bakimindan « acis1 yapiyorlarsa, f fonksiyonuna z, noktasinda kon-
form dontigtimdiir denir. Eger her zy € B noktasinda f fonksiyonu konform ise f, B

bolgesinde konformdur denir.



1.3 KARMASIK ANALiZ

Tanmim 1.3.1 Bir f fonksiyonunun tiirevi yalnizca z, noktasinda degilde z; 'in komsu-

lugundaki her z noktasinda mevcutsa f, fonksiyonu z; noktasinda analitiktir denir.
Tanim 1.3.2 f: C — C

f(z) =u(z,y) +iv(z,y)

seklinde bir fonksiyon oldugunda

ou_ v ou_ o
or Oy oy  Ox

denklemlerine Cauchy-Riemann sartlari denir.

Teorem 1.3.3 Eger f = u + v foksiyonunun bir z noktasinda tiirevi varsa o zaman
u ve v bilegenlerinin bu noktada x ve y degiskenlerine gore birinci mertebeden kismi
tiirevleri var olmalidir ve bu tiirevler Cauchy-Riemann sartlarim saglamahidir. Ayrica

f' (2) tiirevi bu kismi tiirevler yardimiyla

f’(>—@+'@—@+'@
= or Z@x_ﬁy Z@y

seklinde hesaplanabilir.

Teorem 1.3.4 z ve y nin gergel tek degerli iki fonksiyonu u ve v olsun, ayrica hem
u ve v hemde bunlarin birinci mertebeden kismi tiirevleri (x¢,yo) noktasinda stirekli
olsunlar. Eger kismi tiirevler bu noktada Cauchy-Riemann sgartlarim saglarsa f =

u + v fonksiyonunun zg = xg + iy noktasinda tiirevi vardir.

Tanim 1.3.5 f, kapali bir C' ¢evresinin iizerinde ve i¢inde analitik olsun. Eger 2y, C'



‘nin rastgele bir i¢ noktasi ise integral C' iizerinden pozitif anlamda alinmak tizere

1
_ LG,
211 Z— 2
C

[ (20)

ifadesine Cauchy integral formiilii denir.

Tamm 1.3.6 z = re?? karmasik sayisi icin

In(z) = In(re”)
= In(r)+In (")

= In(r)+ 0

dir.

0=0+2nm, (n€N)

oldugundan

In(z) =1In(r)+1i(0+ 2nm)

seklinde her bir n icin ¢ok degerli bir fonksiyondur. Simdi In fonksiyonunu

0o < 0 < 6y + 27 olacak sekilde segersek

In(z) =1In(r)+i0

seklinde tek degerli (6y, 09 + 27) araliginda analitik bir fonksiyon olur. Bu fonksiyona
logaritma fonksiyonunun (6, 6y 4+ 27) araligina diigen dali diyecegiz, (—m, ) araligina

diisen dalin1 Ln ile gosterecegiz ve bunada logaritma fonksiyonunun esas dali diyecegiz.

Tanmim 1.3.7 zp, z birer karmagik say1 ve n = 0,1, 2, ... i¢in a,, de birer karmagik ise

Z an (2 —29)"

n=0



seklindeki serilere kuvet serisi denir.

1.4 OLCUM VE INTEGRASYON

Taniml1.4.1 X bir kiime ise X in tiim alt kiimelerinin ailesi

A+B = (AUB)—-(ANB)
AB = ANB

islemleri ile bir halka olusturur. X in bir o—halkas1 X in sayilabilir sayida birlesim

altinda kapali olan tiim alt kiimelerinin olusturdugu halakanin bir alt halkasidir.

Kabul edelimki X yerel kompakt bir Haussdorff uzay1 olsun, érnegin n- boyutlu Oklid
uzay yada onun kapali bir alt kiimesi olsun.

Tanim1.4.2 X ’in alt kiimelerinin her kompakt G, y1 igeren en kiigiik c— halkasinin
elemanlarina X ’in Baire alt kiimeleri denir, yani X in sayilabilir sayida acik kiimelenin

kesigimi olan her kompakt alt kiimesidir.

Tanim1.4.3 X in alt kiimelerinin her kompakt kiimeyi iceren en kiigiik 0 — halkasinin

iiyelerine X ’in Borel alt kiimeleri denir.

Oklid uzaymda her kompakt (kapali ve stmirh) kiime bir G, dir. Buradan X eger Oklid
uzay1 i¢inde kapali bir alt kiimesi ise X in Baire ve Borel alt kiimeleri cakigir. X reel
eksen yada reel eksen iizerinde kapal bir aralik ise X in alt kiimelerinin Baire (Borel)

alt kiimelerinin halkas: [a, b) yar1 agik araliklar ile iiretilen o—halkas: olarak da ifade

edilebilir.

Taniml.4.4 Eger X yerel kompakt bir Hausdorff uzay1 ise X {izerinde bir pozitif
Baire(Borel) 6lgiimii, X’in her Baire (Borel) alt kiimesini negatif olmayan bir reel
saylya (yada +oo’a) gotiiren ve, Ay, Ay, ... X iginde ayrik Baire (Borel) kiimelerinin

dizisi oldugunda

10



esitligini saglayan p fonksiyonudur.

Tamim1.4.5 Infimum A’y1 iceren U acik kiimelerinin {izerinde alinmak {izere herbir

A Borel kiimesi i¢in

pu(A) = inf i (U)

oluyorsa . Borel olgiimii regiilerdir denir.

Bir Baire ol¢iimii her zaman regiilerdir ve herbir Baire ¢l¢iimii tek bir regiiler Borel
ol¢iimiine geniglemeye sahiptir. Bu nedenle (ve diger bazi nedenlerle de) X iizerinde
ki Baire olgiimlerini inceleyecegiz. Eger herbir A Baire kiimesi i¢in p (A) sonlu ise p
pozitif Baire ol¢timii sonludur denir. X kompakt ise p 6lgiimiiniin sonlu olmasi igin
gerek ve yeter sart p (X) ’in sonlu olmasidir. X ’in bir kapal aralik veya reel eksen
oldugunu kabul edelim, F'; X iizerinde monoton artan (azalmayan) bir fonksiyon ve

soldan siirekli yani;

F(X) =sup F (X)

t<x

olan bir fonksiyon olsun. [a, ) yar1 kapali araliklar {izerinde bir p fonksiyonu

p(la, b)) = F(b) — F(a)

ile tamimlayalim, o halde p'niin, X iizerinde bir pozitif Baire olgiimiine tek bir
geniglemesidir. p 6lgiimii sonlu olmasi igin gerek ve yeter sart F' 'nin sinirh olmasidir.
Eger X reel eksen ise X iizerindeki her pozitif Baire 6l¢iimii, soldan siirekli, artan bir
F' fonksiyonundan bu yolla elde edilebilir. Eger X kapali bir araliksa X {iizerindeki

monoton bir fonksiyon sinirli olmak zorundadir, bu sebeple X iizerindeki her sonlu

11



pozitif Baire olctimii boyle bir artan fonksiyon yardimiyla tamimlanir. Eger X, reel

eksen yada bir aralik ise F' (z) = x den elde edilen 6lgiime Lebesgue 6l¢iimii denir.

Tanim1.4.6 1 < p < oo olmak sartiyla
1
LP(X) = {f . [ olgiilebilirdir ve (/ Vi d,u> < oo}
X

uzayini kisaca LP ile gosterelim. LP i¢indeki f fonksiyonunun normu

11l = ( / !flpdu>p

seklinde tanimhdir. Bu sekilde tanimlanan norm LP uzay: iizerindeki standart norm

yada kisaca LP normu olarak adlandirilir.

Tanim1.4.7 Genel yerel kompakt X iizerinde bir Baire fonksiyonu diizlem tizerindeki
her S Baire kiimesi igin f~! (S) bir Baire kiimesi olacak sekilde, X {iizerinde karmagik

degerli bir f fonksiyonudur. Her siirekli fonksiyon bir Baire fonksiyonudur.

Tanim1.4.8

(a) aq, ..., a;, birer karmagik say1,

(b) Ei, ..., E, sonlu u 6lgiimiiniin ayrik Baire kiimeleri,
(c) zg, E kiimesinin karakteristik fonksiyonu,

olmak tizere
f@) =) awwp, (x)
k=1

formuna sahip karmagik degerli bir f fonksiyonuna g igin bir basit Baire fonksiyonu

denir.

Basit fonksiyonlar karmagik sayilar cismi iizerinde bir vektor uzay: olugtururlar. Boyle

basit f Baire fonksiyonlar: igin
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/fdM = zi:ak/i(Ek)

olarak tanimhdir. Eger f basit bir fonksiyon ise |f| de basit bir fonksiyondur ve
‘/fdu‘ S/Ifldu
olur.

Tanim1.4.9 f bir basit Baire fonksiyonu olmak iizere

(a) Her bir f,,, p icin basit bir Baire fonksiyonu;

(b)

im [ |fp— fuldu=0

(c) fn, f ye ol¢iimiginde yakinsaksa yani, her £ > 0 igin
T g ({2 [£(@) = ful@)] = €}) = 0

olacak gekilde fonksyonlarin bir {f,} dizisi varsa f fonksiyonu p ye gore integral-

lenebilirdir denir.

Eger f integrallenebilir ise, o zaman bu sekildeki her { f,,} dizisi i¢in

(/3

dizisi yakinsaktir ve bu dizinin ({f,,} den bagimsiz) limiti

/fdu

13



ile gosterilir. p integrallenebilir fonksiyonlarmn smifim L! (du) ile gosterelim Bu

durmda L' (du) bir vektor uzayidir ve

r— [ riu

L' iizerinde lineer fonksiyoneldir. f, Baire fonksiyonunun L' (dp) niin elemam
olmas: igin gerek ve yeter sart fonksiyonun reel ve imajiner kisimlarmin L' (dy) den

olmasi ya da gerek ve yeter sart | f| 'nin, L' (du) den olmasidir. f, L! i¢inde oldugunda
’/fdu‘ < [1f1dn

olur.

Eger f negatif olmayan bir Baire fonksiyonu ise +00 degerini de alabilecek sekilde

/fdu

her zaman tanimlanabilir. Yani ya f integrallenebilirdir ya da her bir K > 0 sayisi

icin, g < f ve

/gdu>K

olacak sekilde basit bir g fonksiyonu vardir. Ikinci durumda
/ fdp = +o00
olarak tanimlanir.

S, X ’in bir alt kiimesi olmak tizere herbir € > 0 icin

n(A) <e

14



S ’yi kapsayan bir A Baire kiimesi varsa S’nin p 'ye gore ol¢timii sifirdir denir. Eger

istenirse p, p 6lgiilebilir kiimeler sinifina genisletilebilir.

Boyle bir kiime Baire kiimesinden sifir l¢timlii kiime kadar farkli bir kiime olur. u
ye gore ol¢iimii sifir olan kiime diginda ortaya ¢ikabilecek durumlara p ’ye gore hemen

hemen her yerde olur denir.
Teorem 1.4.10 (Fubini) x sonlu bir olgiim ve f, X x X ¢arpim uzay: iizerinde

negatif olmayan Baire fonksiyonu olsun. Eger f(z,y) herbir sabit y igin z e gore

integrallenebilir ve herbir sabit z icin y ye gore integrallenebilir ise

/U”ydﬂ()}du /[/fa:ydm}du()

dir.

p pozitif bir say1 ise LP (du) uzay, |f|” € L' (du) yi saglayan f Baire fonksiyonlarimin

tamamini kapsar.
Tanmim 1.4.11 Eger

fel’(dw), g¢€L(dp)

ve
Ll
qg p
ise
(f9) € L* (dp)
olur, ve

15



o] (o) (foro)

esitsizligi saglanir.
X kompakt bir kiime ve p sonlu bir 6lgiim oldugunda L? (du) uzaylarimin 6zelliklerine

bakalim. Bu durumda X iizerinde her siirekli fonksiyon integrallenebilirdir ve siirekli

fonksiyonlar uzay1 L! icinde yogundur, yani eger f € L! ve ¢ > 0 ise
18- gldu<e

olacak gekilde bir ¢ siirekli fonksiyonu vardir.,
Ayrica p > 1 ise L, LP ’yi kapsar ve siirekli fonksiyonlar uzayr LP nin yogun bir alt

uzayidir;
[1e=grdn<e
dir.

Tanim 1.4.12 p, ve py, X iizerinde iki pozitif Baire 6l¢iimii olmak iizere pu, ye
gore olctimii sifir olan her kiimenin p,’e gore de olgtimii sifirsa puq, py’ye gére mutlak

(absolutely) siireklidir denir.

Tanim 1.4.13 Eger u; ve p, sonlu birer ol¢tim ise p;’in p, ye gore mutlak stirekli
olmasi igin gerek ve yeter sart f, L' (dus,) iginde negatif olmayan bir fonksiyon olmak

lizere
dpy = fdpy

olmasidir.
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Tanmim 1.4.14 Her A Baire kiimesi i¢in
pi(A) =p; (ANB;) , j=12

olacak sekilde ayrik B; ve By Baire kiimeleri varsa yi; ve j, Muttually Singular (Tkiger
tekil) denir.

Teorem 1.4.15(F. ve M. Riesz) p birim ¢ember tizerinde

/emadu(e) , n=1,2,3,..

olacak gekilde sonlu karmagik bir Baire 6l¢iimii ise, i, Lebesgue olgtimiine gore mutlak

stireklidir.
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BOLUM 2

FOURIER SERILERI

Bu boliimde reel eksen iizerindeki [—m, 7] kapal araliginda cahsacagiz. Eger f bu

aralikta Lebesgue integrallenebilir karmagik degerli bir fonksiyon ise

1 T ,
Cp = —/ f(x) e dx, n=0,+1,+£2, ..
2 ) .

karmagik sayilaria f 'nin Fourier katsayilar: ve

i ™ (2.1.1)

n=—oo

serisine f ’nin Fourier serisi denir.
f ve f ye karsilik gelen seri hakkinda iki temel soru kargimiza gikmaktadir.

(a) f, kendisinin Fourier serisiyle ifade edilebilir mi?

(b) Eger 6yleyse f verilen Fourier serisinden nasil tekrar elde edilebilir.

Birinci soruya iligkin olarak f yi L' (=, 7) nin bir elemam olarak alahm, yani sadece
Lebesgue dl¢iimiine gore sifir 6l¢timlii bir kiime tizerinde farklilik gosteren fonksiyonlar:
ele alalim. Bu durumda birinci sorudan ayni Fourier katsayilar1 dizisine sahip herhangi
iki integrallenebilir fonksiyonun hemen hemen her yerde esit olup olmadigi sorusu

kargimiza gikar. Bu sorunun cevabinin olumlu oldugu asagida gosterilecektir.

Ikinci soru tanimlanmasinin belirlenmesi acisindan daha ¢nemlidir. Ikinci soruyu ¢oz-

erken
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olacak gekilde kismi toplami yazip, bu fonksiyonlarin yakinsak olup olmadigini be-
lirlemek gerekir. Bu durumda S, nin noktasal yakinsak, hemen hemen her yerde
noktasal yakinsak, diizgiin yakinsak veya herhangi bir norma goére yakinsak olup ol-
madig sorusu karsimiza gikar. Eger bu kismi toplamlar yakinsaksa, bu toplamlar f

ye mi yakinsaktirlar.

f nin karesi integrallenebilir oldugunda kismi toplamlarinin L? normuna gore f’ ye
yakinsadigim gormiistiik. ({e”*} dizisinin ortogonal taban oldugu kabul edilerek) L*
icindeki bir f i¢in S,,” nin L' normuna gore f ’ye yakinsamasi beklenebilir, ancak bu

her zaman dogru olmak zorunda degildir. Eger f siirekli ve

ise S,,” nin f ’ye diizgiin yakinsamasi da beklenebilir ancak bu da her zaman dogru ol-
mak zorunda degildir. Aslinda siirekli bir f fonksiyonu igin {5, } noktasal yakinsak bile
olmayabilir. f nin Fourier serisinden f yi tekrar elde etmek icin farkl yollar arastirila-
bilir. Devam etmeden 6nce diizgiin noktasal yakinsayan f fonksiyonlari i¢in .5, kismi
toplamlarinin noktasal yakisadigii belirtmeliyiz. Ornegin f smirh varyasyonsa bu

saglanir.

Eger f ikinci dereceye kadar siirekli tiirevlenebilir ise S,, nin diizgiin yakinsak oldugu

aciktir, ¢linkii kismi integrasyonun iki kere uygulanmasiyla
o(2)

oldugu goriiliir.

2.1 CESARO ORTALAMALARI

f 'nin Fourier serisinin Cesaro ortalamalari;
on = — (so+ -Sn1), n=1,2 ..
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aritmetik ortalamalaridir. Eger f, LP (—m,7) iginde ve 1 < p < oo ise, o, Cesaro

ortalamalar1 P normuna gore f ’ye yakinsadigim gorecegiz. Eger f stirekli ve

ise 0, Cesaro ortalamas: f ’ye diizgiin yakinsar.

Simdi

Sy (z) = Z cpe™”

k=—n
- ikx 1 " —ikt
= Z et . —/ f(t)ye "™dt
2 ) .
k=—n
— 1 - tk(z—t)
=5 I® e dt

dir. Buradan, K, ()

oo
§ ezkx

k=—00

serisinin n. Cesaro ortalamasi olmak iizere
@ =5 [ FOK 1)
on () = — n (T —
2m ) .

olur. Buradan

(n+ 1) Kopr (2) =K, (2) = Y e

k=—n
_ Z ek + Z otk
k=0 k=1
1— ei(nJrl)z 1— efi(nJrl)ac )
= : + : —_
1—e" 1—e

cosnx —cos (n+ 1)z

1—cosx
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elde edilir. K () =1 oldugundan

1 — cosnx
K, = e
(z) { 1—cosx }

. n 2
SlIl2I
|
S 5 X

2

Sl 3=

oldugu kolayca goriiliir.

Bu K, fonksiyonlarinin dizisine Fejer ¢ekirdegi denir. [—m, 7] iizerinde integrallenebilir
her bir f fonksiyonunun Fourier serisinin n. Cesaro ortalamasi, K, Fejer cekirdegi

(kernel) olmak tizere
@ =5 [ FOK @t
on () = o B n (@

dir. K, nin baz1 6zellikleri agagida verilmigtir

(a)

K, >0

(b)
L 7TK(ac)dac—l
or J " B

(c) Eger I x = 0 civarinda bir agik aralik ise;

lim sup|K,, ()| =0 (ja] <)

n—00 yop
olur. (a) ozelligi K,,’'nin ifadesinden agikca goriiliir. (b) 6zelligi: 1 sabit fonksiyonunun

Fourier serisinin n. Cesaro ortalamasinin 1 oldugunu ifade eder. (c) 6zelligi ise birkag

basit esitsizligin sonucudur. Eger 0 < § < 7 ve m > |z| > § ise
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1)? 1.\?
<sin §x> > (sinié)

olur. Boylece m > |z| > 0 i¢in

1
K (2)] € ——=3
n (Sln 50 )
olur. K, ayni zamanda bir ¢ift fonksiyondur ancak bu herhangi bir yerde kullanil-
mayacaktir. Cesaro ortalamalar1 hakkinda bilmek istedigimiz hersey Fejer ¢ekirdeginin

sadece yukaridaki ii¢ ozelligi kullanilarak ispat edilecektir.

Lebesgue integrallenebilir K, fonksiyonlarimin yukaridaki (a), (b), (c¢), ozelliklerine
sahip herhangi bir dizisi (L' icin) yaklagik 6zdeslik olarak adlandirilacaktir (buna
pozitif cekirdekte denir). Diger yaklagik ozdesliklere ilerde deginilecektir. Ornegin K,

Fejer cekirdeginden biraz farkl olan

cekirdegi alinabilir.

Teorem 2.1.1 1 < p < oo igin f, LP (—m, ) iginde bir fonksiyon olsun bu durumda
f ’'nin Fourier serisinin Cesaro ortalamalar1 P normuna gore f ’'ye yakinsar. Eger f

stirekli ve f (—m) = f (m) ise Cesaro ortalamasi f ’ye diizgiin yakinsar.
ispat.
Simdi

an(x):%/ﬁf(t)f(n(x—t)dt

eger [ yi reel eksen iizerinde 27w periyodlu, periyodik bir fonksiyona genisletirsek

yukaridaki egitligi
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1 ™
n = — —t) K, (t)dt
n(@) =5 [ Fla=nK.0
seklinde yazabiliriz.
f € LPigin f(—m) = f (m) periyodluk sart1 snemli degildir ¢iinkii f(x) i hemen hemen

her yerde biliyoruz. Ancak siirekli bir f fonksiyonu i¢in bu ¢énemlidir ¢iinkii bu f nin

periyodik genislemesini siirekli yapar. Ilk olarak siirekli oldugu durumu ele alalim.

[ =1

oldugundan
5u(@) = F @) =5 [ fla=0) = f@)] Ko 0
dir. Eger 6 > 0 ise
I 1
on(x)—f(z) = — z—t)— f(2)| K, (t) dt+— z—t)— f(2)| K, (t)d
@t @) =g [ =)= F @K@y [ 17— @] K )

yazabiliriz ve

|om () = f(2)| < sup [f(z—1) = f (@) +2]fllo - sup Ky ()

—5<t<s It|>0

oldugunu goriiriiz.

Eger f, x ’de siirekli ve ¢ yeterince kiigiik ise, |t| < ¢ igin

[f (z =) = [ (2)]

say1s1 yeterince kiigiiktiir

23



lim sup K, (t) =0

oldugundan

lim o, () = f(x)

n—oo

olur.

Eger f herhangi bir a < z < b kapal aralig1 tizerinde siirekli ise ayni aralik {izerinde

diizgiin siireklidir ve [a, b] tizerinde

on () = f(2)
yakinsamasinin diizgiin oldugu goriiliir.
L? icinde bir f icin

lon = [lI,

yi hesaplamak isteyebiliriz.

1
4y =1
p q

olmak tizere g, L? icinde bir fonksiyon olsun.

1 s
2 ),

0 () ~ f ()] g (1) do = 7 / / (@ — 1) — f (2)] g (x) K (1) ddt

dir. Buradan

i/ﬂ (= 1) — £ (0)] g (2) da| K, (1) dt

2 ) .

| @@y

2 ) .

1/7r
<
2 ),
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elde edilir.
fe(z)=f(z—1)

olmak tizere, Holder esitsizligi kullanmilarak i¢ kissmdaki integralin mutlak degeri
lglly - Ife =11,

den daha biiyiik degildir. Buradan her bir g € L? i¢in

! / 0w (@) — £ (2)] g (z) da

2 ) .

1 ™
<loll, - 5= [ 1= fl, Ko ()

elde edilir. Bu nedenle

low — 1, < = / 1o = 11, Ko () dt

P=2r J_.

olur.

L1, [P uzaymin eslenik uzay1 oldugundan, LP icinde bir A fonksiyonu verilirse

(Hahn-Banach teoreminden) [|gf|, =1 ve

/ hg = |,

olacak sekilde bir g € L? fonksiyonu bulunabilir.

Eger 0 > 0 ise

I 1
< — — fll. K, (#) dt + — — Il K, (t) dt
low =11y < 5o [ Moo= Kot 5o [ 1l )
< sup [fo= fll, + 217l - sup Ko (1)
—6<t<s It|>6

yazabiliriz. Eger ¢ kiiciik ise ¢ < § icin, |[f; — f[, de kiigiiktiir. Yani Steleme L”
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normuyla siireklidir. Buradan
tim [l — f1], =0
bulunur.

Teorem 2.1.2 f, L*° (—x,m) i¢inde bir fonksiyon ise f’ nin Fourier serisinin Cesaro

ortalamalar1 L™ iizerindeki zayif yildiz topoloji i¢inde f’ ye yakinsar.

ispat.
Yukarida oldugu gibi L' i¢indeki her bir g fonksiyonu icin

o [ - @@ < sw |5 i@ -0 - @@
2l - sup £, (1)

[t[=6

dur. Bu nedenle sadece

™

lim [ [f (z —1t) = f(2)]g (x)dr =0

t—0 _r

yada

oldugunu gostermemiz yeterlidir.

Istenen f 'nin smirh ve

lg —g:ll; — 0

olusu kullanlarak elde edilir, boylece L' icindeki her ¢ fonksiyonu icin
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3 | @@ g [ fa@gw@ad

olur, yani zayif y1ldiz topoloji ig¢inde o, — f dir.

Bu durumda bu teoremin bir benzeri olgiimler iginde saglamir. Eger u, [—m, 7]

tizerinde herhangi bir sonlu karmagik Baire ¢l¢iimii ise Fourier katsayilarini

cn:/ e dy (x)

—T

ile tamimlayabiliriz. Genel olarak ¢, katsayilarina olciimiin Fourier-Stieljest katsayilar:
denir. g 'niin Cesaro ortalamalarnin fonksiyonlar: gibi yakinsamasini bekleyemeyiz,

ancak

Olctimlerinin, olciimler iizerindeki zayif topoloji icinde fonksiyonlar olarak g ’ye
yakinsamasi beklenebilir. Bu durumda p 6l¢timii 27 periyotlu olmak zorundadir. Yani,

u, ™ yada —m de bir nokta kiimesine sahipse bu kiimeler ayni olmak zorundadir ve
p{r}) = p({=})

olmalidir. Bu kosulu daha iyi belirtmek gerekirse i, gercekten ¢ember iizerinde, —m

ve m ayni olacak sekilde elde edilen bir 6l¢iimdiir.

Teorem 2.1.3 p, [—m, x| araligh iizerinde sonlu (periyodik) karmagik bir Baire
ol¢iimii ve o, o niin Fourier serisinin n. Cesaro ortalamasi olsun. Eger f, 27 periyotlu

herhangi bir fonksiyon ise
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1
%Undl’

olctimleri, zayif yildiz topoloji i¢inde pu ye yakinsaktir.

ispat.

Tn, f 'nin n. Cesaro ortalamasi olmak {iizere

1 ﬂf@)gn(;@)d;@:/ﬂ li " F@) Ky (@ — ) de| du (t)

2 ). .27 ),

- [ nwdu

dir. 7,, f ’ye diizgiin yakinsadigindan ispat tamamlanmig olur.
Teorem (2.1.3.) iin sonuglarindan biri Fejer teoremidir;

Teorem 2.1.4 (Fejer) 27 periyotlu her siirekli fonksiyon

trigonometrik polinomlarinin bir diizgiin limitidir.

Buradan {e"*} ortonormal ailesi L? (—7,7) i¢inde tamdir. Ciinkii bu fonksiyonlarin

kapali lineer gereni, L? icinde yogun olan, siirekli fonksiyonlarin tamaminn olustur-

dugu kiimeyi kapsar. L? icinde o, 'nin f’ ye yakinsamasi tamlikla verilmis olur. f € L?

icin o,, L? icinde f ye yakinsadigindan tamlik yine teoremin sonucundan elde edilir.

L' (—m,m) iginde f ve g fonksiyonlar1 igin bir ¢arpma tammlayabiliriz (noktasal

olmayan yolla) bu ¢arpma iglemine Konvoliisyon denir ve

Feo@ =5 [ fe-ng@
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ile verilir. Fubini teoremi yardimiyla (f * g) nin L! i¢inde oldugu ve

17 glly < {171 - lglly

oldugu kolayca goriiliir. Konvoliisyonun birlesme ozelliginin oldugu ve L' i bir lineer
cebir yaptigi gosterilebilir. f % g nin n. Fourier katsayis1 f ve g nin n. Fourier

katsayilarinin ¢arpimidir.

%/We_mm(f*g)(x)dm _ L e_mx / f(x—1t)g(t)dtdx

2

1 —inT
= 5= _Wg(t). [%/_W f(x—t)d:v]dt
1 —int L™ iy
=5 _Wg(t)e dt . o e f(y) dy

dir. Iki ol¢timiin konvoliisyonu da tammlanabilir. Bu tamm olciimlerden birinin

Lebesgue olciimiine gore mutlak siirekli olmasi durumunda, yani f € L' olmak tizere
1
Ef () dz

formuna sahip oldugunda yapalim. f ve p’ niin konvoliisyonu

(f*p)( / flz—1t)du(t) (2.1.2)

fonksiyonudur (bu tanimin anlam kazanmasi i¢in Fubini teoremi gereklidir). (f * )
niin Fourier katsayilari, f ve p’ niin kargilik gelen katsayilarinin ¢arpimi oldugu kolayca
goriiliir. Diger bir énemli durum g’ niin Dirac Delta 6lgiimii olmasi, yani 0 (sifir)
da yogun olmasi durumudur. Bu §, 6l¢iimii bir Baire kiimesini, eger sifir noktasini
iceriyorsa 1 olciimiine, icermiyorsa 0 6lgiimiine gotiiriir. Eger f, L' icindeyse f*dy = f
olur yani 0 konvuliisyon iglemine gore birim eleman gibidir. Bu durum dy 'in Fourier

katsayilarinin 1 oldugunu gosterir.

Eger f, L' icinde ise f nin Cesaro ortalamasi L' icinde f ’ye yakinsar. Ciinkii
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on=f*xK,

ve

1
EK (x) dz

olgtimleri 0y 6lglimiine yakinsar. {K,}, L' igin bir yaklagik tzdeslik olarak adlandiril-
masinin nedeni budur. K, Fejer cekirdegi ¢y Dirac delta ol¢iimiiniin Fourier serisinin

n. Cesaro ortalamasidir.

Yukarida ifade edilen sonuglar, {K,}, L! i¢in yaklagik 6zdeslik olmasi durumunda
saglanir. Yani {f % K, } eger f siirekli ise , f ye diizgiin yakmsar, 1 < p < oo ol-
mak iizere LP normu icinde f ’ye yakinsaktir, eger f, L™ icindeyse f ye zayif yildiz
yakinsaktir ve eger {u x K}, p birim gember iizerinde bir 6lgiim ise , p ye zayif yildiz
yakinsaktir. Bu ifadelerin ispatlar1 her bir K, smirli fonksiyonu icin yukaridakiler
gibidir. Eger K, 'ler simirh degilse bir L! fonksiyonu ile L? fonksiyonunun konvoliisy-

onunun I i¢ginde oldugunu gostermeliyiz ve ispatlar yukaridaki gibi yapilir.
2.2 FOURIER SERI CESITLERININ AYRISTIRILMASI

Fourier serileri ile ilgili boliimii tamamlamak icin, agagidaki soru ile ilgilenmeliyiz.

o0
§ CnGZN$

n=—oo

(genel) formal Fourier serisi verilmis olsun. Bu serinin L' fonksiyonunun mu, L?
fonksiyonunun mu, bir dl¢iimiin mii ya da bir siirekli fonksiyonun mu Fourier serisi
oldugu nasil belirlenebilir? L? igin cevabi biliyoruz: {c,}’lerin karesi toplanabilir
olmas1 gereklidir. Diger durumlar icin de benzer testler vardir. Ornegin herhangi
bir sonlu &l¢iimiin Fourier katsayilarimin dizisi ([—m, 7| iizerinde 6lglimiin toplam

varyasyonu ile) sinirh olmak zorundadir. Bu, f, L'iginde olmak iizere,mutlak siirekli
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1
gf (z) da

Olctimii olmast durumunu da icerir. Bu durumda, bir integrallenebilir fonksiyonun

Fourier katsayilarinin sifira gitmesinden de bahsedilebilir:

lim |c,| =0

|n]—o0

Bu Riemann-Lebesgue lemmasidir (ifadesidir) ve ispat1 zor degildir. (Ornegin) ilk
olarak f’nin, bir [a,b] arahigimin karakteristik fonksiyonu olmasi durumunda ispat

yapilabilir. Bu durumda

I
Cp = — e ""dx
2m J,
7 » .
— [6 inb e ma]
2mn

elde edilir, yani

1
el < ——
m |n]

dir. Daha sonra, bu sonuctan yola ¢ikarak ispat basamak fonksiyonlari icin yani aralik-
larin karakteristik fonksiyonlarimin lineer kombinasyonu (birlegimi) igin devam eder.
Basamak fonksiyonlarmimn L' icinde olmasindan istenen sonuc elde edilir. Tabii ki
bir ol¢timiin Fourier katsayilar1 sifira yakinsamak zorunda degildir. Bir formal seri
i¢in sordugumuz sorunun tatminkar bir cevabi, serinin Cesaro ortalamalari yardimi ile
verilebilir. Sonucu araliklarin karakteristik fonksiyonu olan basamak fonksiyonlarina
uygulayalim. Basamak fonksiyonlar1 L! icinde yogun oldugundan genel bir sonu¢ bu-

lunabilir, tabiiki bir 6l¢iimiin Fourier katsayilar dizisinin sifira yakinsamamasi gerekir.
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Teorem 2.2.1

(a) 1 < p < oo igin LP fonksiyonunun,

(b) L' fonksiyonunun,

(c) 27 periyodik siirekli fonksiyonun,

(d) Sonlu sl¢iimiin,

(e) Sonlu pozitif 6lgtimiin,

Fourier serisinin formal Fourier seri olmasi icin gerekli ve yeterli sart o,, Cesaro orta-
lamasinin

(a)’ LP normuyla smirh olmast,

(b)" L' normuyla yakmsak olmasi,

(c)'Diizgiin yakinsak olmas,

(d)" L' normuyla smirh olmas,

(e)’ Hig birinin negatif olmamasi,

gerekir. Serinin Cesaro ortalamasiyla, formal seriler arasindaki iligkiye dair sorumuza

makul bir cevap verecegiz.

ispat.
k = k' durumlarmmm ¢ogu yukarida ispatlanmigti ve kalan digerleri de kolayca
gosterilebilir. Ornegin o,, bir sonlu reel 6lciimiin Fourier serisinin n. Cesaro ortalamasi

:/Kn(x—t)d,u(t)

ve boylece

- _:ran<x>|d:c // Ky (x — t)du| (t) da
= |M|

IN

dir. Karmagik olgiimler igin reel ve sanal (imajiner) kisimlar1 alinir.

Bu durumda ispatlanmasi gereken, eger o,,, k' sartlarindan birini sagliyorsa k tipinde

bir Fourier serisi elde edilir.Ilk olarak herhangi bir formal seri icin
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oldugu goriiliir. n > |m| ise o, nin m. Fourier katsayisi

n—|m|
m
n

dir. Cesaro ortalamalarinin 1 < p < oo olmak iizere L” normu icinde sinirh oldugunu

kabul edelim. Benzer sekilde

lowll, <1, n=12,3,..

olarak kabul edilir. Bu durumda o,

olmak {izere L? 'nun eglenik uzaymin birim yuvarimin icinde kalir.Birim yuvar

zayif-yildiz kompakt oldugundan, L? i¢inde ,

1Al <1

olacak sekilde ve f 'nin her zayif-yildiz komsulugu, sonsuz sayida n degeri icin o,,’ i

icerecek sekilde bir f fonksiyonu vardir. Yani L? i¢inde verilen her g fonksiyonu igin

/ ongdr

sayilar: ifadesi

/ fgdx

degerlerine yaklagiktir. Her bir ¢, L? icindedir; o,, 'in m. Fourier katsayisi c,, 'ye
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yakinsadigindan ¢,,, f 'nin m. Fourier katsayis1 olmak zorundadir. Bu (a) durumu ile

alakalidir.

Eger 0, L' normu iginde yakinsaksa, bu norm iginde bir integrallenebilir fonksiyona

yakinsaktir.
1 " —ima
5 | (@) —ou(@)le™ de < [|f = oull,

oldugundan c¢,,, f 'nin m. Fourier katsayisidir.

Eger o, diizgiin yakinsak ise, siirekli bir f fonksiyonuna yakinsar ve bu f fonksiyonu

benzer bir argiiman istenen Fourier katsayilarina sahiptir.

||0n||1 < 1, n:1,2,3,...

olsun. Bu durumda

olgiimleri (toplam varyasyona gore) 1 smrhdir. Olctimlerin uzay, siirekli fonksiyon-
larin Banach uzayimin eglenik uzaydir. pu,,’ lerin hepsi bu eglenik uzayn birim yuvari
icindedir; bu nedenle, u zayif-yildiz y1g1lma noktasina sahiptir. Her bir e siirekli
oldugundan yukaridakilere benzer sekilde p 'niin istenen Fourier katsayilaria sahip

oldugu goriiliir.

on (z) >0, n=12,..

olsun. Bu durumda

1 s
lowll, = —/ o (@) d = ¢

2 ),

olur. Bu nedenle o, ’ler , L' normuna goére smirhdir. Son sonugtan, serimiz sonlu
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(periyodik) bir p 6l¢iimiiniin Fourier serisidir. Boylece p,

5-0n (x)dx

olgiimlerinin zayif-yildiz limitidir. Yani (27 periyodik) her ¢ fonksiyonu igin

im o [ g@o@dr= [ g@du

n—oo 27T o o
olur. Eger

g=>0=go,

/WMZO

olur. Bu nedenle p bir pozitif olgiimdiir.
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BOLUM 3

BIiRIM YUVARDA ANALITIK VE HARMONIK FONKSIYONLAR

Karmasgik diizlemdeki acik birim yuvari

D = {z]s| <1}

ile ve birim ¢emberi

C={z]z =1}

ile gosterecegiz. Karmagik degerli bir f fonksiyonu

f(2) =) an2" (3.1)

n=0
olacak sekilde yakinsak bir kuvvet serisine egitse D icinde analitiktir.

Yani f fonksiyonunun D ’nin herbir noktasinda tiirevi vardir. D iizerinde tanimh

karmagik degerli bir u fonksiyonu Laplace denklemi adi verilen

Pu  Pu

o2 "o "

esitligini saglarsa harmoniktir denir.
Her analitik fonksiyon karmagik degerli harmonik fonksiyondur. Gergel degerli bir u
fonksiyonunun harmonik olmasi igin gerek ve yeter sart

f=u+iv
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fonksiyonunun analitik olmasidir. Gergel degerli bir « harmonik fonksiyonu igin,
u + v analitik olacak sekilde her bir v fonksiyonuna w’nun harmonik eglenigi denir.

Bu sekilde taniml olan v fonksiyonu Cauchy-Riemann denklemleri ad1 verilen

ou Ov ou ov

dr 9y’ dy O
egitliklerini saglayan gergel degerli bir fonksiyondur.

u 'nun harmonik eglenigi bir toplamsal sabit farkiyla tektir. Yani verilen gercel har-
monik u fonksiyonu i¢in v’nun harmonik eslenigi olan ve orjinde sifir olan bir tek gercel

v fonksiyonu vardir.

3.1 CAUCHY VE POiSSON CEKIRDEKLERI

Eger f fonksiyonu D acik birim yuvar: iginde analitik veya harmonik bir fonksiyon
ise, f nin ne zaman sinir degerlerine sahip oldugunu ve f ’nin sinir degerleriyle nasil

belirlendigini inceleyecegiz. Hangi kogullar altinda

£(0) = lim f(re”)

r—1

limitlerinin var oldugunu ve C' birim g¢emberi iizerinde bir fonksiyon tanimladigini
aragtiracagiz. Daha sonra cember iizerindeki bu fonksiyon yardimiyla f fonksiyonunun
nasil belirlendigi gosterilecektir. Eger f, (1 + €) yaricapli yuvar iginde analitikse
kesinlikle sinir degerlere sahiptir ve bu simir degerlerine gore Cauchy integral formiilii

ad1 verilen

1 [ )

2—77'7: CS—Z

f(z) = de (3.1.1)

formiilii yardimiyla bu siir degerlerle belirlidir. Daha kullanigh olmasi agisindan

(3.1.1) Cauchy formiiliinii

€i6’

i _

fe) = = [ e

2 ) .

1.2
—do (3.1.2)
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formunda yazmak daha uygun olacaktir. Eger f, (1 + ¢) yarigaph yuvarda sadece
harmonikse (3.1.2) Cauchy integral formiilii saglanmaz fakat f fonksiyonunu Poisson
integral formiilii yardimiyla sinir degerlerinden tekrar elde edebiliriz. Yuvar icin ver-
ilen bu formiillerin her ikiside Fourier serileriyle yakindan ilgilidir. Poisson formiiliiniin
nasil iligkisi oldugu verilmeden 6nce Fourier serileriyle harmonik fonksiyonlar arasin-

daki iligkiyi aciklayalim.

f acik birim yuvar i¢inde analitik olsun;

ve

fre) = £:(6)

olsun. Sabit bir r igin, f,. birim ¢ember {izerinde taniml bir fonksiyondur; yani eger
f fonksiyonu r yaricapli bir ¢cembere kisitlanirsa bu cember iizerinde birim ¢ember

tizerindede taniml olan, siirekli bir fonksiyon elde edilmis olur. Simdi

§ anr rh m@

dir. Yani f, nin n. Fourier katsayisi, n > 0 ise a,r" ve n < 0 ise sifirdir. Eger f kapali
yuvar iizerinde analitik ise f; sinir deger fonksiyonu a,, Fourier katsayilarina sahiptir.

Cauchy formiiliine bu agidan bakalim.

zt Z
= dt
I o / fle eit — reif

f(e) yerine f(t) almirsa.

1
1 —re?

C,(0) = (3.1.3)

olmak {izere;
10 = 5 [ HO— e

_ %/ﬂf(t)c;(e—t)dt

dir. Diger bir deyigle f, birim ¢ember tizerindeki f fonksiyonu olmak iizere, f, ,

fr:f*Cr
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konvoliisyonudur. Bu nedenle f, Fourier katsayilari, f(e®) ve C, nin Fourier kat-

sayilarinin carpimlaridir,
[e.e]
f(eiO) _ Z anein9
n=0
o0
Cr(ezﬂ) _ Z rneinﬁ
n=0

f-(0) = Zanr"emo
n=0

dir. u yuvar igerisinde harmonik (ve gercel degerli) olsun. Bu durumda wu bir analitik

fonksiyonun gercel kismu yada f analitik bir fonksiyon olmak iizere

seklindedir. Eger

f(z) = Z anz"
n=0
ise
u(z) = 2Reag + Zanz" + Za_n z"
n=1 n=1
olur

Eger u fonksiyonunu r yarigapli cembere kisitlarsak, co = 2Reag, n > 0 icin a,, = ¢,

ve n < 0 i¢in ¢, = a_,, olmak {izere

u(0) = u(re?) = Z cpri™ein?

n—=——oo
olur. Eger u kapali birim yuvar i¢inde harmonikse u; sinir fonksiyonu ¢, Fourier

katsayilarina sahiptir ve u gergel degerli oldugundan,
Cn=70Cn

dir. Boylece ¢, Fourier katsayismin 71" ile carpilmasi sonucunda u, fonksiyonu

u(e”) dan elde edilir. Yani u, , u(e”) ile Fourier katsayilar: 71" olan P, fonksiyonunun
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konvoliisyonudur:

P.(0) = Z rlnlgind

n=—oo

= 2ReC,(0) — 1

= Re[2C,(0) — 1]
1+ re'

= Re {1 — rew}
1—17r2

1 —2rcosf +r?

dir. Bu P, fonksiyonlar ailesine Poisson ¢ekirdegi denir. Boylece, kapali yuvar icinde
tammh herhangi gergel degerli bir fonksiyon icin u(t), u(e®) yi ifade etmek tizere;

u,(0) = u(re) = ! /7r u(t)P,.(0 — t)dr

2 ),

oldugunu gostermis olduk. Bu durumda Poisson integral formiiliiniin kapali yuvar
icinde taniml her karmagik degerli harmonik fonksiyon icin saglanacagi sonucuna
ulagilir.  Ozellikle bu formiil analitik bir f fonksiyonu icin de saglamr. Bu yiizden
C, Cauchy ve P, Poisson ¢ekirdeklerinin her ikiside analitik fonksiyonlarin, kendi siir
degerlerinden tekrar elde edilmesini saglar. Bunun neden boyle oldugu kolayca goriiliir.
C, ve P, fonksiyonlar1 negatif olmayan tamsayilar iizerinde ayn1 Fourier katsayilarina
sahiptir. Sonug olarak bu foksiyonlarin ¢cember iizerinde analitik bir fonksiyon ile kon-
voliisyonu aym olur. Ikisi arasindaki farkhiligh soyle aciklayabiliriz. P, nin Fourier
katsayilar1 tamsayilar iizerinde sifira gore simetrik olmasina ragmen, yani;

L _ )
o | e (0)dh = r

olmasima ragmen, C,’ nin Fourier katsayilar: negatif tamsayilarda sifirdir, yani

1 [ . r" . n>0
— | e ™C.(0)do =
21 Jn 0 ,n<0

dir. C, 'nin negatif Fourier katsayilarinin sifir olmasi, C;. 'nin orijinde sifir olan her-
hangi bir analitik fonksiyonun eglenigine ortogonal olmasi anlamina gelir, yani eger f

kapali birim yuvar icinde analitik ise
Fe) = Za—ne—me
n=0
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ve buradan
1 [T— _
— f(e)C.(0 —t)dt = ag
™ —T
= f(0)
olur. Diger taraftan f harmonik oldugundan
1 i 7 i~ 7 O~
— f(et)P.(0 — t)dt = f(re?)
™ J-x
olur.
P.(0) =Re H,(0)
oldugundan
Hr(g) = 207"(9) -

1+ ret?
1 —re?

gekirdegi de 6nemlidir. Ayrica f = u + iv kapal yuvar iginde analitik ve f(0) gergel

ise
Flre) = = / () HL(0 — i
o) . "
yani
fr=uxH,

oldugundan bu c¢ekirdek daha da 6nem kazanir. Bunu gérmek kolaydir ¢iinkii,

(f+7)

l\DIr—l

ve bu durumda
(£(e")+ () Hy(0 — t)dt
(f+F)[2C.(0 —t) — 1] dt

\
Kﬁ

()C(H—tdtJr—/fe” C.(0 — 1)) dt

——/ ") + Tem)| at

= J(re”) + J(0) = Re f(0)
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olur. Yani eger f(0) gergel ise
fr=uxH,

dir. Bu formiil,

) 1 T ) it 0
f(re?) = —/ u(e”)—e. +T€4 dt

it __ g ptl
2 ). e re

veya

() = % /ﬂ s

i
—r e z

olarak yeniden yazilabilir.

Q- = Im H, olsun. Bu cekirdege eslenik Poisson ¢ekirdegi denir. Yukaridan,

v(re) = L /7r u(t)Q,-(0 — t)dt

2 ),

nin » nun orijinde sifir olan v harmonik eglenigini verdigi goriiliic. P,(0) ve Q,.(9)

yuvar i¢inde harmonik eglenik fonksiyonlardir.
3.2 SINIR DEGERLERI

Harmonik fonksiyonlarin sinir davraniglarini daha iyi incelemeye baglamak icin, ilk
olarak birim ¢cember iizerindeki bir fonksiyonun yuvar icinde bir harmonik fonksiyona
genigletilmesini ele alacagiz. Bu tipten orijinal bir problem, Dirichlet problemidir.
Yani birim ¢ember iizerinde bir reel degerli siirekli bir fonksiyon verildiginde kapali yu-
var tizerinde siirekli, gember iizerinde f ye esit olan ve D agik yuvari icinde harmonik
olan bir fonksiyon bulunmasi problemidir. Bu problem tamamiyla (3.2.1) Poisson
integral formiilii ile ¢oziiliir. Gosterilmesi gereken, 0 < r < 1 olmak tizere P, fonksiyon-

lar ailesinin, gemberin L' i igin bir yaklagik 6zdeslik (approximate identity) oldugudur.

1—1r2

P pr—
() 1—2rcosf +r2

(3.2.1)

oldugundan agagidaki sonuclar elde edilir.

(a) P.(#) > 0 (ve P, birim ¢ember tizerinde siireklidir)
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(b)

1 ™
— P.(0)do =1, 0<r<l1

2 ) .
(giinkii yukaridaki integral 1 sabit fonksiyonunun z = r de ki degeridir)

(c) Eger 0 < 6 < mise

lim sup |P.(0)]=0

olur. Eger
<0 <m
ise
EO) < 1—271";)i5+r2

dir.

Teorem 3.2.1 1 < p < oo olmak {izere f , birim ¢emberin L” si iizerinde karmagik

degerli bir fonksiyon olsun. f, birim yuvar i¢inde
Flre) = = / " FOPO = bt
2 J_.

olarak tanimlansin. Bu durumda genisletilmig f fonksiyonu acik birim yuvar tizerinde

harmoniktir ve r — 1 iken
fr(0) = f(re”)

fonksiyonlar1 LP normuna gore f ye yakinsar. Eger f birim ¢ember iizerinde siirekli
ise, f., f ye diizgiin yakinsar, bu nedenle genigletilmis f fonksiyonu kapali yuvar

tizerinde siirekli, icinde harmoniktir.
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ispat.

{P,} bir yaklagik 6zdeslik oldugundan LP yakmsakhginin ve diizgiin yakimsakhigin
ispat1 Cesaro ortalamalarinda oldugu gibidir. Temel olarak farklilik gosteren tek
durum, burada {f,} fonksiyonlar ailesinin de acik yuvar iizerinde harmonik olmasidir.
Bu fonksiyonun neden harmonik oldugunu gostermenin cgegitli yollar1 vardir. Bu

yollardan biri, eger orijinal f gercel degerli ise f(re) fonksiyonunun

1 ([T et + z
= — t)— dt
o) =5 | IOT
analitik fonksiyonunun gercel kismi olmasidir.
Teorem 3.2.2 f, birim yuvar iizerinde sinirh bir Baire fonksiyonu ve

Fre®) = % / P — 1)t

olsun. Genisletilmis f fonksiyonu agik yuvar iginde sinirli bir harmonik fonksiyondur

ve r — 1 iken
£:(0) = f(re”)
fonksiyonlar1 L>° iizerindeki zayif yildiz topolojisi icinde f ye yakinsar.

ispat.
{P,} yaklagik tzdesliktir.

Teorem 3.2.3 1 birim yuvar tizerinde sonlu karmagik bir Baire ol¢timii ve

f(re®) = / Po(6 — t)dpt)

olsun. Bu durumda f agik yuvar iginde harmoniktir, ve:
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Olctimleri, olciimler iizerinde, zayif yildiz topoloji icinde u ’'ye yakinsar.

Yukaridaki durumlarin hepsinde, f(re??) harmonik fonksiyonunun, ¢ember tizerinde
kargilik gelen fonksiyon veya ol¢iimiin Poisson integrali oldugu soylenebilir. Cesaro or-
talamalari icin yaptigimiz gibi, simdi yuvar icinde bir harmonik fonksiyon verildiginde
bu fonksiyonun birim ¢ember iizeerinde bazi fonksiyon yada o6lciim tipinin Poisson

integrali olup olmadiginin nasil arstirilacag sorusu karsimiza gikar. Eger f harmonikse

f(re?) = i cpritlemd (3.2.2)

n=—oo

olur {c¢,} ne zaman baz fonksiyon yada ¢l¢iim tipinin Fourier katsayilarimin bir dizi-

sidir. Bu sorunun cevabi ve dolayisiyla ispat cesaro ortalamalarinda oldugu gibidir.

Teorem 3.2.4 f acik birim yuvar icinde karmasik degerli bir harmonik fonksiyon

olsun ve
f(0) = f(re?)

yazalim,

(a) Eger 1 < p < oo ise f 'nin birim gember iizerindeki bir LP fonksiyonunun Poisson
integrali olmasi igin gerek ve yeter sart f, fonksiyonlarinin LPnormuna gore sinirh
olmasidir.

(b) f nin birim ¢ember iizerinde integrallenebilir bir fonksiyonun Poisson integrali
olmasi icin gerek ve yeter sart f, 'nin L' normuna gore yakinsak olmasidir.

(c) f nin birim ¢ember iizerinde siirekli bir fonksiyonun Poisson integrali olmasi i¢in
gerek ve yeter sart f, nin diizgiin yakinsak olmasidir.

(d) f nin birim gember iizerinde sonlu karmagik Baire ¢l¢iimiiniin Poisson integrali
olmasi icin gerek ve yeter sart f, nin L' normuna gore siirh olmasidir.

(e) f nin sonlu pozitif Baire 6lgiimiiniin Poisson integrali olmasi igin gerek ve yeter

sart f nin negatif olmamasidir.

(a) kismimdaki L>° durumu genellikle Fatou teoremi olarak adlandirilir. Burada ilging

olan, birim yuvar tizerindeki her sinirli harmonik fonksiyonun, birim ¢cember iizerindeki
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sirh bir Baire fonksiyonunun Poisson integrali olmasidir. (e) ifadesi genellikle Her-
glotz teoremi olarak adlandirilir: Negatif olmayan her harmonik fonksiyon, bir pozitif
Olciimiin Poisson integralidir. Yukaridaki durumlarin her birinde f harmonik fonksiy-
onunun gercel degerli olmasi icin gerek ve yeter sart ancak ve ancak karsilik gelen LP

fonksiyonu ya da o¢lgiim gergel degerli olmasidir.
3.3 FATOU TEOREMIi

Simdiye kadar harmonik fonksiyonlar hakkinda elde edilen sonuglar tamamiyla daha
onceden Cesaro ortalamalar: hakkinda elde edilenlere benzerdir. Aslinda, bu sonuglara
Fourier serisinin toplanmasimin bir bagka yolu olarak bakilabilir (Abel toplanabilirligi.)
Cesaro toplanabilirligi ile ilgili, ispatini vermedigimiz teorem, Lebesgue teoremidir: f,
[—m, 7] araligi iizerinde integrallenebilir bir fonksiyon ise f nin Fourier serisinin Ce-
saro ortalamalar1 f ye hemen hemen her yerde noktasal yakinsar. Bu sonu¢ Abel
toplanabilirligi icinde benzer bir sonuca sahiptir. Eger f birim yuvar icinde bir har-
monik fonksiyona genisletilirse, f, fonksiyonlar1 her yerde f ye hemen hemen her yerde

noktasal yakinsar. Bu Fatou’ nun asagida ispatini verecegimiz bir teoremidir.

Teorem 3.3.1 (Fatou) p, birim ¢ember iizerinde sonlu karmagik bir Baire 6l¢iimii

ve f birim yuvar i¢inde
0,6) = [ o~ tydutt

olarak taniml bir harmonik fonksiyon olsun. p Lebesque 6l¢iimiine gore diferansiyel-

lenebilir olmak {izere, y herhangi bir nokta olsun. Bu durumda
. dp ,
hn% f(r,00) = 2m a0 (6o) = 21/ (6o)

dir. Aslhinda, z = re? noktasi, acik birim yuvar icinde birim cembere teget olmayan

herhangi bir yol boyunca e noktasima yaklasirken
lim f(r,0) = 2mi(6o)
olur.
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ispat.
 Olglimii [—7, 7| araligy iizerinde siirh varyasyonlu, karmagik terimli bir F' fonksiyonu

tarfindan indirgenir;

/gduz/ng

dir. Teorem eger F| 0y da diferansiyellenebilir ise teget olmayan herhangi yol boyunca

0 o

re? — ¢

i¢in
lim f(r,0) = 27 F"(0))

oldugunu belirtir, yani f(z), normallegtirilmis Lebesgue 6l¢iimiine gore F' 'nin (yada
p niin) tiirevine yakinsar. Ispat icin ilk olarak du = df icin teoremin acik olarak
dogru oldugu goriilmektedir. Boylece genelligi bozmadan (df nin, bir sabit garpanin

df den gikarilmasiyla) p(C') = 0 kabul edebiliriz. Bu durumda

saglanir.
Simdi

F(r,0) = — / " PO — ) F()dt

2 ).

olsun. Bu durumda

o ;Pr(e Y OR +2i /ﬂ PO — H)dF (1)

2m J_,

ve boylece
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—fr& /P O F(8)dt

bulunur. Daha kolay olmasindan dolayi ilk olarak radyal yakinsakligi ispatlayacagiz,

f(r,0) = /_ " PO — 1)t
_ / PLtF(0 — 1)t + / PP —

/P — F(0+1)]dt
. / - sthT(t)]l (9+t)si;f (Q_t)] “

0

P, bir tek fonksiyon oldugundan

1
K, (t) = - sint P, (t)

olmak iizere

Ly - 2 [ st [FE0=E0=0]

2sint

elde edilir. 0 < 7 < 1 olmak iizere {K,} nin, L! igin bir yaklagik tzdeglik oldugu
kolayca goriilebilir. Eger F', 0y da diferansiyellenebilir ise

F(0y+1t)— F(0y—1t)
2sint

a(t) =

fonksiyonu ¢ = 0 noktasinda

G(0) = tim 0o D = F(Bo = 1)

t—0 2sint

= F(to)

degeriyle siireklidir. {K,} bir yaklagik 6zdeglik ve G, 0 da siirekli oldugundan
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hm—f(r o) = hm—/ K, (

r—127 r—127

= F(Qo)

dir. Simdi tegetsel olmayan yakimsakligi inceleyelim. Yuvar icinde e’ a teget olmadan

yakinsayan bir yay oldugunu kabul edelim. Yani,
r(1)=1, 6(1) =0y, ve 0 < aw<1liken 0 <r(a) <1
olmak tizere.

0 <a<1ign tammh r=r(a), 0 =0(a)

siirekli fonksiyonlar1 var olsun.
0p=0

alinmasi genelligi bozmaz. Yayin tegetsel olmayisi a < 1 igin

6(a)
1 —7r(a)

mn smirh olmas: demektir.
K,(t) =sintP,.(6 — 1)

olsun. Bu durumda

%f(r(a),@(a)) _ % /ﬂ K, (0 2 gt

sint
olur.
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F(0) = 0 kabul edebiliriz, bu F' 'den bir sabiti ¢ikarmayla elde edilebilir. Bu ne dF”
yi nede F(7) = F(—m) kogulunu degistirmeyecektir. Bu durumda

olur. Simdi K, fonksiyonlarimin asagidaki kogullar1 sagladigini ispatlayacagiz.

(a) a — 1icin

JRLO

simirhdir.

(b)

hm—/ K, (t)dt =1
a—127
dir.

(c) Eger 0 < § < 7 ise

lim sup |K,(t)] =0

a=ls<|t<n

olur.

(¢) kogulunun saglandigi,

sintsin(t — 0)
[1—2rcos(0 —t) +r2)°
2rsintsin(t — 0)

T 1- 27 cos(f —t) +7‘2PT(9 —1)

sintP(0 —t) = 2r(1 —1r?).

oldugundan ve boylece 0 sifira yakin iken § < |¢| ise, r nin 1 e yakin degerlerinde

sintP;.(0 — t) kiigiik olacagindan kolayca goriiliir.

(b) kogulunun saglandig

[ . 1 ["
ﬁfﬂsmtp}(é’—t)dt = %/ﬂcostPr(é’—t)dt

= rcosf
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olusundan elde edilir.

(a) kogulunun saglandigini gosterirken yayim tegetsel olmayigindan faydalanilir.

1 T 1 o
3 | aolar %/_ﬂ sin(6 + £) P, (1)) dt
< |sint9|i/7r |P(t)|dt+i/ﬂ [sin ¢ P, ()] dt
- or J 7 2 J_. "
bulunur.

1
——sintP,(t
~sin (t)

bir yaklagik ¢zdeglik oldugundan, » — 1 i¢in ikinci integral sinirli olur. Ayrica

1 [ 1 /°
|sin9|2—/ L) dt = |sin6|—/ L)) dt
T

-7 T J_x
1 0

_ |sin9|—/ Pt dt
T J_x

_ % sin 0] [B(0) — Py(—)]

1 . 1+r 1-—7r
= —[sind| -

T 1—r 1+r
S1+7" 0]
- 7 1-r

dir.

0]
1—7r

yayimiz {izerinde sinirhh oldugundan, @ — 1 i¢in

Ji2

nin sinirh oldugu sonucuna ulagiriz.
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K, nmin bu ¢ ozelligi ile ispat1 bitirecegiz.

ve

1@:%/@

olarak alalim. Bu durumda

%j@@%ﬂ@%imnﬂmzé%/ﬂG@KJﬂﬁ

—T

olur. G(0) = 0 olmak iizere, G sifir noktasinda siirekli oldugundan, kiigiik ¢ igin

)

Jex.

-

integralide K, igin verilen (a) kogulundan dolay1 kiigiik olur. Bu durumda
/mg
5=

integrali (c) kogulu dolayisiyla kiigiik olur.

lim1 I{a)=1

oldugundan
lim — f(r(a), 0(a)) = F(0)
lim = f(r(a), 0(a)) = F{

oldugu goriiliir, ve boylece ispat tamamlanir.

Sonuc¢ 3.3.2 f birim cember iizerinde Lebesque integrallenebilir bir fonksiyon ol-

sun. O halde f nin Poisson integrali birim ¢emberin hemen hemen her noktasinda
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tegetsel olmayan bir limite sahiptir ve bu limitler hemen hemen her yerde f ye esittir.
Daha genel olarak, sonlu bir x4 6l¢iimiiniin Poisson integrali, normallestirilmis Lebesque
Olctimiine gore, p niin tiirevine hemen hemen her yerde esit, tegetsel olmayan limitlere

sahiptir.

ispat.

1 birim ¢ember {izerinde sonlu karmagik bir Baire ol¢timii ve

1
dp = —fdf + du,
2

i niin Lebesque ayristirmast olsun. O halde p heryerde diferansiyellenebilir ve her

yerde

d 1
- =

a9 27
dir. Simdi Fatou teoreminin uygulanmasiyla istenen sonig elde edilir.
Sonug 3.3.3 f birim yuvar i¢inde karmagik degerli harmonik bir fonksiyon olsun ve

/_ 7; | f(re®)|" do

integrallerinin, 1 < p < oo olan bazi p degerleri i¢in, » — 1 iken sinirli oldugunu kabul

edelim. Bu durumda hemen hemen her 6 icin
f(6) = lim f(re”) (3.3.1)

radyal limitleri vardir ve cemberin LP si i¢inde bir ffonksiyonu tamimlar. Eger p > 1

ise f, }Vnin Poisson integralidir. p = 1 ise f, mutlak siirekli kismi
1 ~
—fdf
27rf

olan (tek) sonlu dlgiimiiniin Poisson integralidir. Eger f siirh bir harmonik fonksiyon
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ise sinir degerleri hemen hemen her yerde vardir ve Poisson integrali f olan siirh

Olciilebilen bir f harmonik fonksiyonunu tanimlar.

En son verilen sonugta, limtler radyal olarak var olabildigi gibi tegetsel olmayan yoldan

da var olabilirler.

Sonug 3.3.4 Birim yuvar i¢inde negatif olmayan bir harmonik fonksiyon, birim ¢em-

berin hemen hemen her noktasinda tegetsel olmayan limitlere sahiptir.
Yukaridaki verilen teoremlerin bir sonucu su sekilde verilebilir.1 < p < oo olsun ve

fr(0) = f(re”)

fonksiyonlar1 LP normuna gore sinirh olacak sekilde acgik yuvar i¢indeki f harmonik

fonksiyonlar sinifini ele alalim. Harmonik fonksiyonlarin bu sinifi
141 = tm 1 £,

normu altinda bir Banach uzayidir.

1 < p < o0 igin bu Banach uzay1 birim ¢emberin L sine izomorfiktir. f, f icin smir

fonksiyonu olmak tizere, Izomorfizm

f—=1f

dir.
Eger 1 < p < oo ise hem

I, -1,

hemde
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=0

p

lim | F - £,

r—1

olur. p = 1 i¢in bu Banach uzay1, ¢cember iizerinde sonlu (Baire) 6l¢iimlerinin uzayina
¢ y1, € ¢ y

izomorfiktir ve f, p 'niin Poisson integrali olmak {izere bu izomorfizm [ — p dir.
3.4 H? UZAYLARI

Harmonik fonksiyonlar icin elde edilen sonuclar 6zel olarak analitik fonksiyonlara

uygulanir. Eger 0 < p < o0 ise

fonksiyonlar1 L normuna gére r — 1 iken sinirhi olacak sekilde analitik f fonksiyon-
larinin simifim H? ile (H Hardy i¢in kullamlmaktadir) gosterecegiz. Eger 1 < p < oo

ise HP,
lim | £,

normu altinda bir Banach uzayidir, diger bir deyigle HP, karsilik gelen harmonik
fonksiyonlarin uzayimin bir kapal altuzaydir. 1 < p < oo ise H? yi, ¢gemberin LP
sinin bir kapali alt uzay1 ile 6zdeslestirebiliriz, Izomorfizmden dolay1 bu uzayida HP
olarak ifade edecegiz. Bu uzay, yuvar iizerinde Poisson integralleri analitik olan, L

icindeki fonksiyonlar: iceren, diger bir deyisle,
/ f(@)e™do =0, n=1,2,3.
‘it saglayan L? igindeki tiim f fonksiyonlarim igeren uzaydir..

p = 1 oldugunda analitik olan, cember iizerindeki sonlu ¢lciimlerin kapali uzay1 H! ile

ifade edilebilir: H' ’de;
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/ e du(h) =0, n=1,23,.

—T

dir. Burada analitik ve harmonik durumlar arasinda ¢ok ¢nemli bir fark kargimiza
cikar. 1.4.15 ’de ifadesi verilen F.veM.Riesz teoremi, yukaridaki gibi analitik olan
herhangi bir 6l¢timiin zorunlu olarak Lebesque 6lciimiine gore mutlak siirekli oldugunu

belirtir. Bu teorem

/ e £(0)dh = 0, n=123,.

—T

olacak sekilde cember iizerinde Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar uzayiyla, H' i
Ozdeglestirmemizi saglar.
Hardy uzaylar ile ilgili detayh bilgi i¢in [Baumgartel],[Duren],[Hoffman| ye bakila-

bilir. Bunlardan [Baumgartel| fizikcilere yonelik hazirlanmig bir makaledir.
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BOLUM 4

YARI DUZLEMDE H? UZAYLARI

4.1 YARI DUZLEMIN Hr Si
Bu boliimde

Re(w) >0

kapali sag yar1 diizleminde calisacagiz. Eger f, acik sag yari diizlemi icinde analitik

ise, x > 0 icin

/OO |f(z +iy)|" dy (4.1.1)

—00

L? normlar1 sinirli kalmasi halinde f ’ye H? sinifina aittir denir. Bu uzaylarin teorisinin
bir kismim geligtirecegiz. Bu uzaylarin incelenmesi Fourier serilerinin teorisinden daha
cok Fourier doniigiimlerinin teorisine yakindir. Baz temel durumlarin verilebilmesi
icin Fourier doniiglimlerinin yam sira, birim yuvarin H? si hakkinda bilinenlerden
yararlanacagiz. Bu, ispatlarin tekrarindan kaginilmasi ve birim yuvar ile yar1 diizlem

HP si arasindaki basit iligkinin gosterilmesi acisindan bazi avantajlara sahiptir.

Baglangig olarak gerekli olan baz1 temel yorumlarin yapilmasi gereklidir. Sag yari
diizlemde bir H? fonksiyonu igin verilmesi gereken sartlar birim yuvardakine gore
daha kisitlayicidir. Analitik bir f fonksiyonunun H? i¢inde olmasi i¢in, dikey dogrular
boyunca f nin L? normlari sonlu ve bu nedenle siirh olmalidir. Birim yuvar iginde, r
yarigapli gember tizerindeki LP normu i¢in sonlu olmakla ilgili boyle bir sorun yoktur.
Dikey dogrular iizerindeki L” normlari iizerinde bir sinirlama gerekli oldugunda,

biiyiik z ’ler i¢in sinir, kiigiik = ’ler i¢in olan simir kadar énemlidir (diger bir deyisle
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x = 0 dogrusu yani sanal eksen)

fonksiyonu her bir dikey dogru iizerinde karesi integrallenebilirdir ve

/Oo o+ i) dy

—00

integralleri herhangi 0 < z < ¢ geridi tizerinde sinirhdir. Ancak bu integrallerin x < oo

iken siirli olmadiklar: aciktir.

Bu asamada yapmamiz gereken sanal (imajiner) eksen iizerinde simir degerlerinin
varhigini ispatlamak ve sinir degerleri yardimiyla bir fonksiyonun yeniden elde edilmesi
(tammlanmasi) i¢in bir Poisson integral gekirdegini olusturmak olacak. Bir yari
diizlemin Poisson g¢ekirdeginin ne oldugunu gérmek igin, Re(w) > 0 yar diizleminden
|z] < 1 birim yuvarma olan

w—1

Z:w—i-l

dogrusal kesir doniigiimiinii ele alalim. Sinir iizerinde bu doéniigiim,

e = -
it +1

seklindedir. Buradan

1d0_1 oy —1
ﬁﬁ_ﬂ(lqtt)

oldugu kolayca elde edilir.

Diger bir deyisle, gember iizerindeki normallestirilmis Lebesgue 6l¢timiine, sanal eksen

tizerindeki,
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1 dt
w14+ t2

Cauchy olasilik ol¢timii karsilik gelir. Eger ¢ birim ¢ember iizerinde 6lgiilebilir bir

fonksiyon ve

flit) = g(e”)
it—1

it+1)

=49

ise ¢ nin Lebesgue integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart f nin,

1

1+ﬁﬁ

Olctimiine gore integrallenebilir olmasidir. g integrallenebilir oldugunda,

1 " 0 _ 1 = ; 1
— _ﬂg(e )dl = W/_Oof(lt)l—f—tgdt

2T

dir. Simdi Poisson formiiliinii birim yuvardan yar1 diizleme tagimak kolaydir. Birim

yuvar i¢indeki z noktasi i¢in Poisson ¢ekirdegi

i0
e’ +z
PZ(Q):Re[ . } (4.1.2)
e —z
dir.
i it=1l | w—1
e+ o T em
i0 T =1 w—1
er =z Wl wtl
B itw —1
it —w

oldugundan, sag yar1 diizlemdeki w noktasi i¢in Poisson cekirdegi

itw—l} z(1+4Y)

Rel w2+ (y —t)°

it —w
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olur. Tabi ki bu fonksiyonu

dt
71+ )

Olctimii ile kullanmak zorundayiz. Bu nedenle,
w 'nin Poisson ¢ekirdegi olarak
1 1w —1
R
T+ { it—w }

almak uygun olabilir. Birim yuvar icinde verilen Fatou teoreminden asagidaki sonug

elde edilir.

Teorem 4.1.1 F sanal eksen iizerinde 6lciilebilir ve

dt
(1+1¢?)

ol¢iimiine gore integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Sag yar: diizlemde f fonksiyonunu

. [~ x
_ %/m F(it)P, (y — 1) dt

olarak tamimlayalim. Bu durumda, f harmoniktir ve sanal eksenin hemen hemen her

noktasinda F' ’ye egit olan (¢akisan) tegetsel olmayan limitlere sahiptir.

ispat.
Yuvar i¢in Fatou teoremi ve yukaridaki hesaplamalardan ispat aciktir. Birim yuvar-
dan yar1 diizleme tamimlanan doniisiim konform oldugundan teget olmayan yaylarin

korundugunu goriiriiz.

Yapilmas: gereken birkac yorum vardir. Ilk olarak, yukaridaki teorem ozellikle bazi
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p > 1 degerleri igin eger F' sanal eksenin Lebesgue olctimiiniin LP uzayina ait ise
dogrudur. Ikincisi, yukaridaki teorem birim yuvar icin elde edilen sonuctan faydalan-
madan direkt olarak ispatlanabilir. Uciinciisii, eger F, bir Re(w) > —¢ yan diizlemi
icinde analitik olan bir fonksiyonun sanal eksene kisitlamasi ise buradan f nin anal-
itik oldugu sonucu ¢ikarilmaz. Bunun garanti edilebilmesi i¢in analitik fonksiyonun
sonsuzda, kontrol altina alinmasi gerekir. Ornegin Poisson formiilii yardimiyla her-
hangi bir sinirli analitik fonksiyon kendi sinir degerlerinden elde edilir ancak e igin

bu soylenemez. Simdi F, LP(dt) i¢inde oldugunda f nin bazi 6zelliklerini verelim.

Teorem 4.1.2 p > 1 ve F, LP(—00,00) iginde bir fonksiyon olsun. f sag yar1 diizlem

icinde

fasin) = [ POP( -t

—00

ile tanimli bir harmonik fonksiyon olsun.
(a) Her bir > 0 i¢in
foly) = flaz+1iy)

fonksiyonu LP(—o00, 00) igindedir

(b) z > 0igin [|fi[, , L normlari siurhdir. Ashnda, z > 0 igin [[f[|, , © 'e gore

P 9
azalan bir fonksiyondur.

(c) iken f, fonksiyonlari, x — 0 igin, LP(—o00,0) iginde F' ’ye yakisar.
(d) Sabitlenmig herhangi bir Re(w) > § > 0 yarn diizleminde, w sonsuza giderken f(w)

sifira diizgiin yakinsar.

ispat.

Sonlu 6lctimlii bir uzay iizerinde olmadigimizdan, F' ’nin integrallenebilir olmasina
gerek yoktur. Fakat %Px integrallenebilir oldugundan, %Px in F' ile konvoliisyonu L”
icinde bir f, fonksiyonudur. Ayrica

G+ Fll, < Gl [[£1],
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dir, P, > 0 ve

oldugundan
1f:1l, < I1F1],

elde edilir. ||f.[|, nin x ’e gore azalan bir fonksiyon oldugunu gormek i¢in z; < z»

olsun. Bunu gérmek igin
1 o0
ffm (y) = ; fﬂcl (t)meﬂEl (y - t) dt

oldugunu gosterilir ve, F' 'yi f,, ve P. i P,,_,, ile degistirerek yukaridaki argiimani

tekrarlayarak f, ’in L? icinde F' ’ye yakinsadigi elde edilir.
(d) ’yi ispatlamak igin

Ly (= t)ar

n W

(6lgiimii 1) olan bir pozitif 6lgiim oldugundan

oo

farwl < [ IFOP P

—0o0

olur. € > 0 olsun, F, L? i¢inde oldugundan 7" > 0
=T o0
/ MV&+/|HM%@
—0o0 T
olacak gekilde secilebilir.

Simdi
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1
P,(y—1t) <=
(y )_x

ve eger x > 0 > 0 alinirsa

T X 9

ot : ©
i< 2 [ IFOF oy

elde edilir.

T sabitlendiginde,x > ¢ i¢inde son integral agikga

1
(x + 1y)

O (

)
olur.
4.2 H® FONKSIYONLARI iCiN SINIR DEGERLERI

Simdi baz1 p > 1 igin eger f sag yar1 diizlemin H? ’si iginde ise, f 'nin sanal ek-
senin hemen hemen her noktasinda teget olmayan limitlere sahip oldugunu, F' sinir
deger fonksiyonunun L? i¢inde oldugunu ve F”’ nin Poisson integralinin f oldugunun
ispatin verecegiz. Asagida gosterecegimiz gibi, bu durum f nin verilen son teoremin

(d) ozelligine sahip oldugundan kolayca elde edilir.

Teorem 4.2.1 Kabul edelim ki f, baz1 p > 1 degeri icin sag yari diizlemin H? si

icinde olsun. Bu durumda herhangi sabitlenmis bir

Re(w) >6 >0

yar1 diizlemi i¢inde w sonsuza giderken, f(w) sifira gider.

ispat.

Ispat verilen son teorem yardimiyla yapilacaktir; yani
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Re(w) > x9 >0

icin f yi onun Re(w) = xo dogrusu iizerindeki degerlerinin Poisson integrali olarak
yazilabilecegini gosterecegiz. w ’yi, Re(w) > 0 olacak gekilde sabitleyelim. xg, = ve y

pozitif sayilarim

ro < Re(w) <z

—y < Im(w) <y

olacak sekilde secelim.

f ’yi Cauchy integral formiiliiniin, koseleri xy =+ iy, = + 7y noktalar1 olan dikdortgene

uygulanmasi yardimiyla ifade edelim. Bu durumda

Y 't Y 't
omifw) = i [ AEFH gy [ St
gy Tt —w gy Totil —w
[ls—iy) o [ S(s+iy)
2 ST W — W 20 ST —w

= 0L (z;y) — L (zo;9) + I (y) — I (—y)

elde ederiz. Y > |Im(w)| olacak sekilde biiyiik bir Y sayis1 secelim. Yukaridaki
ifadede f(w) nin (Y,2Y) aralig: iizerinde ortalamasim alacagiz. Ilk olarak y 'nin ele

alindig1 aralikta

o =<

s £iy —w| >

oldugundan

1 [ 1 |f (s £iy)]
= I (y)|dy < =
o LTIy Lwﬁw s
2 [* .
< W/ / |f (s £ iy)| dyds
x9 JY
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oldugu goriiliir.

/ f (s iyl dy < M

—00

olacak gekilde sabit bir M degerinin varligi kullanilarak Holder egitsizligi yardimiyla

i¢ kisimdaki integrali hesaplayacagiz.

Eger ¢, p 'nin eslenigi ise, yani;

ise Y — oo iken

1 ‘ 2 (7 1
?/ |IQ (:l:Zy)|dy S ﬁ ds.Yes . M
Y

o

= 2M(x—x0)Yq%2 — 0

olur.

27if (w) nin ortalamasim alirsak

2mif (w) = lhnééb/“ (11 (7;y) — I (w03 y)] dy

Y —oo Y

elde ederiz. Bu durumda

Y—oo Y

1 2Y o) .
lim —/ Li(xy)dy =i Mdt:h (x; 00)

v oo Tt —w

lim l/gy [T Lot it)
Y —o0 v oo ToH it —w

oldugunu buluruz. Bu

dt < oo

/mlf@+ﬁﬂ

o s+ it — wl
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olugsunun bir sonucudur. Boylece,

2mif (w) = 11 (w;00) — 11 (205 00)
elde edilir.

Simdi £ — oo olsun p = 1 i¢in

|11 (a;00) S/w LCRaD PSS (x—Re<w>):o(1)

- T — Re (w) x

ve p > 1 igin

Iy (2 00)| < M . UOO LF =0 (x )

o |T + it — wl|?
olur. Yani z — oo iken
I (z500) = 0

olur. Boylece 0 < xy < Re (w) olacak sekilde herhangi zq igin

omif (w) = —i T L)

_oox0+it—w

olur.

f icin Cauchy integral gosterimine sahibiz. Bu gosterim yardimiyla kolayca Poisson

integral gosterimini elde edebiliriz.
w=~&+invew =2xg— & +in
olsun. Simdi

Re (w') < g
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olur ve bu nedenle eger Cauchy integral teoremini kullanir ve yukaridaki islemleri

tekrarlarsak,

oo To it — W

oldugunu buluruz. Eger bunu f (w) i¢in Cauchy integral formiiliinden ¢ikarir ve

oldugunu hatirlarsak,

(950 — 5)
(20— &)+ (t—n)

flevin =z [ flanrin

sdt, 0 <zg<¢

oldugunu buluruz. Son teoremin (d) kismi yardimiyla, herhangi sabitlenmis Re (w) >

d > 0 yan diizlemi iginde w — oo igin f (w) 'nin sifira diizgiin yakinsadig1 goriiliir.

Teorem 4.2.2 p > 1 ve f, sag yar1 diizlemin H? ’si iginden herhangi bir fonksiyon

olsun. g, birim yuvar i¢inde

g<z>=f(}fj)

ile tanimli bir fonksiyon olsun. Bu durumda ¢ birim yuvarin H? si igindedir.

ispat.

Birim yuvar icinde
C.={z:1]z| =r}

ile taniml 7 yaricaph C.,cemberini goézoniine alahm. Bu durumda r — 1 i¢in

s ) 1
[ latenyras== [ loGria

—T
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integrallerini sinirlamak istiyoruz.

Her bir 4 > 0 igin, sag yan diizlemdeki x = § dogrusu lineer kesirli doniigiimiimiiz
yardimiyla birim ¢embere z = 1 de teget olan birim yuvar icindeki I's ¢emberine
doniigtiiriiliic. » < 1 verildiginde C,., I's ¢cemberinin icinde kalacak sekilde yeterince
kiigiik bir 6 > 0 segebiliriz. Son teorem yardimiyla, sonsuzdaki noktada ve Re (w) > §
yar1 diizleminde f fonksiyonu siirekli olur. Bu ¢ nin I's ¢emberinin i¢inde analitik
ve I's ile sinirh kapali yuvar tizerinde siirekli oldugu anlamina gelir. C,. yuvar icinde

oldugundan

/£'|g<z>P|dz|szzyK:|g<z>P|dz

olur. Bunu agagida yorumlayacagiz. Bu esitsizligi simdilik kabul ederek, M, dikey

dogrular iizerinde f nin LP normuna gore siniri olmak iizere.

s ) 9
[ laGenras == [ lgcpia

—T Ts

2 2 |dw|
=—/ f () 219
T JRew=6 |1 +w|

_ ﬁ/_oo 6+t — 2

r ) o (146)> +t2
4 oo
g—/ F (6 + it dt
T J-
Sé]\/ﬂ’
-

elde edilir. Sonug olarak g yuvarin H? ’si igindedir.

Yukaridaki ispatta kullandigimiz esitsizligi, asagidaki sekilde ifade edecegiz. ¢ , T’
cemberi iginde analitik, I' ile sinirhh kapali yuvar {izerinde siirekli olsun. Eger C' bu

kapali yuvar iginde bir ¢gember ise

/Q|g<z>W|dz|f;zzj£|g<z>v|dz|

dir. I' nun birim ¢ember oldugunu farzedelim. Sonugta eger g birim yuvar tizerinde

siirekli ve icinde analitik ise ve eger C' birim yuvar iginde bir cember ise
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/c|g (2)" |dz] < 2/: lg ()| db

olur.

Bunu ispatlamak icin, I' birim yuvar olarak kabul edilebilir. Bu durumda sonug eger
g, kapali birim yuvar iizerinde siirekli ve iginde analitik ise ve eger C' acik birim yuvar

icerisinde bir gember ise

/c|g (2)" |d2] < 2/: lg ()| db

olarak ifade edilebilir.

Eger g, kendi sinir degerlerinin Poisson integralleri olarak temsil edilebilirse bunun

saglandigi kolaylikla goriiliir.
Simdi aradigimiz teoremi elde etmis oluyoruz.

Teorem 4.2.3 p > 1 ve f sag yar1 diizlem H? si i¢inde bir fonksiyon olsun.
(a) f sanal eksenin hemen her noktasinda teget olmayan limitlere sahiptir.

(b) f ’'nin smur degerleri L? i¢indedir ve
flz+iy) / f (it) t) ———dt, 0<ux (4.2.1)

dir.

(c)x — 0 iken
fo(y) = [ (z +iy)

fonksiyonlar1 LP normu iginde f (iy) ’ye yakinsar.
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ispat.

g birim yuvar iginde

g(z):f(}fj)

ile taniml bir fonksiyon olsun. Son teoremden, g yuvar H? ’si i¢indedir, bu nedenle

g birim ¢emberin hemen hemen her noktasinda teget olmayan limitlere sahiptir ve g

kendisinin sinir degerlerinin Poisson integralidir:

g(2) == / (%) P.(0) db

:% o

Birim yuvardan sag yari diizleme dogrusal kesir doniisiimii konformal oldugundan,
f nin sanal eksenin hemen hemen her noktasinda tegetsel olmayan limitlere sahip

oldugu hemen s6ylenebilir. Bu boliimiin basinda soylendigi gibi f nin sinir degerleri

dt
Lp
(1+t2)

icindedir ve f, (b) nin Poisson formiilii ile gosterilir. (Tabii ki) f nin sir degerleri

aslinda L? (dt) i¢indedir. Fatou lemmasimdan

/Oo |f (it)]”dt < Tim N |f (x+at )P dt

.
o xO_OO

Mp

IN

olur. Bu (a) ve (b) yi ispatlar. (c) ise (b) ’den, bir 6énceki teoremde oldugu elde

edilebilir. Bunu énemli oldugu i¢in tekrar ifade ettik.
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4.3 YUVAR VE YARI DUZLEMIN H®» UZAYLARI ARASINDAKI ILiSKi

Son teoremin ispati, sag yar1 diizlem igindeki H? ye ait her f fonksiyonunun dogrusal

kesirli

1+2
w:
1—=2

doniistimiiyle birim yuvarin H? si i¢indeki,

9(z) =f(1+2) (4.3.1)

1—=2

ile verilen bir g fonksiyonuna doniistiiriilebilecegini gostermektedir. Boylece, yari
diizlemin H? sinden yuvarin H? sinin altuzayma bir doniigiim elde etmis oluruz. Bu

uzayin ne oldugunu belirlemek kolaydir. Bu alt uzay
_2
(1—2)7g(2)

yuvarin HP si i¢inde kalacak gekilde, birim yuvarin H? si i¢indeki tiim g fonksiyonlar-
dan olugur. Eger g yuvarin H? si igindeyse (4.3.1) den buna karsilik gelen sag yari
diizlemdeki analitik f fonksiyonu yar1 diizlemin H? si icinde olmak zorunda degildir.

Bu durumda Re (w) > 0 i¢in f nin analitik oldugu ve

()

ye ait olan sanal eksen iizerindeki bir fonksiyonun Poisson integrali oldugu soylenebilir.

Diger bir deyisle

Lebesgue integrallenebilirdir. Sag yar1 diizlemde (1 + w) nin logaritmasiin analitik

bir dalimi segtigimizi farzedelim. Bu durumda
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f (W)
(1 —I—w)%

sanal eksen tizerindeki I iginde kalir. Boylece f nin sag yari diizlemin H? si i¢inde

kalmasi igin gerek ve yeter sart
2
(1+w)r f(w)
nin sanal eksen iizerindeki

!
1+ 12

icinde kalmasidir. ( her zaman oldugu gibi g nin birim yuvarm H? si iginde oldugunu

kabul edersek)

14+w=

1—=z2

oldugundan

g9(2) 2
(1—2)r

tam olarak birim ¢ember iizerindeki L? icinde oldugunda, f nin yar1 diizlemin H? si

icinde oldugunu goriiriiz. Simdi asagida ki teoreme ihtiyacimiz olacaktir.

Teorem 4.3.1 p > 1, a > 0 ve g birim yuvarin H? si iginde bir fonksiyon olsun.

fonksiyonunun H? iginde olmasi icin gerekli ve yeterli kogul, h (ew) nin birim ¢ember

tizerindeki LP nin icinde olmasidir.
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ispat.
Simdi

lg ()"

IN
¢}
”
o
—
=
\:‘
—
Qo
0Q
s
—~
9]
=
~
s
W
—
>
~
=¥
>
— —

1 [7 i
1 —2z| = exp [%/ log [1—¢€”| P, (0) d@}

ve boylece

h ()P < exp [% / P @)log |h ()] de}

IA
| =
\:‘
3
—~
=
=
—
CDSA
>
~
S
S
)

olur. Buradan

/7T ‘h (reit) }p dt < /7r |h (rew)‘p do

—T —T

elde edilir. (1 — 2)® nin teorem ile iligkili olarak belirtilmesi gereken tek 6zelligi bir
dig fonksiyon oldugudur. Teoremden onceki g fonksiyonumuza donersek goriiliirki, g

nin yar1 diizlemin H? si i¢inde bir fonksiyona doniismesi i¢in gerek ve yeter sart
(1-2)77 g(2)

nin de birim yuvarin H? si i¢inde olmasidir. Buraya kadar ispatladiklarnzi agagidaki

sekilde 6zetleyebiliriz.

Teorem 4.3.2 ¢ birim yuvar i¢inde analitik bir fonksiyon ve f sag yar1 diizlem icinde

ile tanimli bir analitik fonksiyon olsun. Eger p > 1 ise, f nin sag yar1 diizlemin H? si

icinde olmasi icin gerek ve yeter sart G birim yuvar H? si i¢inde olmak iizere

g(z)=(1-2)7 G(2)
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olmasidir. Buna denk olarak ¢ nin birim yuvarin H? si i¢inde olmas: icin gerek ve

yeter sart I’ sag yar1 diizlem HP? si icinde olmak iizere
f@)=(1+w)? Fw)

olmasidir.

Yapilabilecek bazi uyarilar vardir. Son teoremin igerigi kabaca ifade edilirse daha
aciklik kazamir. Iki H? uzay1 arasmdaki iliski sudur. Yuvarm HP? si ile basglayip bu
uzayl sag yari diizlemdeki fonksiyonlarin olugturdugu Hr uzayina doniigtiirmek icin

dogrusal kesir doniisiimii kullanilir,

(1—l—w)%

nin Re (w) > 0 iizerinde bir analitik dal segilir, H? icindeki her fonksiyon

(1—l—w)%

ile boliiniir; elde edilen uzay yari diizlemin H? sidir. Ashinda, bir sabit farkiyla, bu

doniistim iki H? uzay1 arasinda bir Banach uzay: izometrisidir. Eger

hiw)=(1+w)7 g(w—1>

w—+1

ise
1 [ . 1 [7 ]
;/;Jh@wﬁm::gi/ﬂM(e%Vde
olur.
Hp

P
1+ 2
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icinde sanal eksen iizerinde bir fonksiyonun Poisson integrali olan, sag yar1 diizlem
icindeki analitik f fonksiyonlarinin tamamindan olugtugu igin ve H?, LP (dt) iginde
sanal eksen tizerinde bir fonksiyonun Poisson integrali olan analitik f fonksiyonlarinin

tamamindan olugtugu icin

Hr = (1+w)r HP

oldugu agiktir. Sinir iizerinde bu iligki acgikca dogrudur. Kontrol edilmesi gereken tek

nokta, bir H? fonksiyonunun

(l—l—w)%

ile carpilmasi sonucu elde edilen analitik fonksiyonun hala kendi sinir degerlerinin

Poisson integrali olmasidir. Bu teorem (4.3.1.) de ifade edilmistir.

p = 2 durumunda, tigiincii boliimde incelenmig olan

1/1}5:(1+w)H2

bagintis1 vardir.
4.4 PALEY-WIENER TEOREMI

Plancherel teoremi yardimiyla burada bulmus oldugumuz sonuclardan tek tarafli
Paley-Wiener Teoremi elde edilir.

Teorem 4.4.1(Paley-Wiener Teoremi) Sag yari diizlemdeki karmagik degerli bir
f fonksiyonunun H? smifindan olmast igin gerek ve yeter sart L? (0, 00) igindeki bir f

fonksiyonu i¢in f fonksiyonu

1 - —wt
f<w>:E/0 7ty etat

formunda olmalidir ve bu gosterim tektir.
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ispat.

]? fonksiyonu

N ]' > . wxt
fmrzviiﬁwf@we dt

ile tamimli olsun. Gergekten bu tanim f nin integrallenebilir olmasiyla anlam kazanir

Plancherel teoremi, eger, f € L* N L? ise o zaman f € L? ve,

11l = || 7]

oldugunu ifade eder bu J/”\lerin olusturdugu kiimenin L? de yogun oldugunu ve boylece
f — f Fourier doniigiimiiniin tek olarak L? den L2 ye birimsel genisletilebilecegini
soyler. Bu, L? icindeki herhangi bir f icin f Fourier déniistimiinii tanimlar. f € L*
olmasi durumunda iistteki formiiliin dogru olmasi anlaminda bu formiilii fﬂe temsil
edebiliriz. Fakat genel olarak bu durum dar anlamda yorumlanmaktadir. Benzer

olarak ters doniigiim i¢in formiil
fli=—= [ e
i) = — x)e x
V2T J-o
seklindedir.

Eger f, L? icinde ise ve sol yar1 diizlemde sifir ise kars1 gelen f nin bir H? fonksiyonunun
sinir fonksiyonu oldugu kolayca gosterilebilir. Bunun igin f yi yar1 diizleme teoremin

ifadesinde oldugu gibi genigletmek yeterli olacaktir.

Eger f , H? icindeyse f Fourier donitigtimiiniiniin sol yar1 diizlem iizerinde sifir
oldugunu ispatlamak istiyoruz. Ilk olarak H' N H?, H? de yogun oldugu icin bu
ispat1 f, H' icinde oldugunda yapmamiz yeterlidir. Eger f , H? icindeyse f, herbiri
H' N H? icinde olan

- () e
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fonksiyonlarmin L? normuna gore limitidir.

f € H' ve z < 0 olsun. Ayrica

h(w) = (1-w?)e™f(w)
_ 1;56”“(1+w)2f(w)

olsun. Birim yuvarm H! inin goriintiisiinii H? ile gosterelim.

(1+w)?*f ()
H? igindedir. Re (w) > 0 tizerinde

1—w

14w
sinirli oldugundan ve z < 0 igin €™ fonksiyonuda yar1 diizlem iizerinde siirh

oldugundan acikca h bu uzay icindedir. Ancak bu durumda,

1> 1> 1

m 00

= h(1)
=0

olur. Burada

1
7 (14 12)

nin w = 1 noktasi i¢in Poisson ¢ekirdegi oldugunu kullandik. Bu ispati tamamlar.
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4.5 BIR YARI DUZLEMDE H?» FONKSIYONLARI iCIN
FAKTORIZASYON

Yuvar i¢in bulunan sonuglardan, p > 1 igin sag yar1 diizlemin H? si icindeki sifirdan

farkli bir f fonksiyonu hakkinda agagidaki sonuclar elde edilir.

(a) Eger 5,5, ... Re(w) > 0 iginde f nin 1 den farkh sifirlar1 ise
Ri
Z e(ﬁné < 00
ral e
olur ki bu
w—1 H—B}
B
= <1+w) 5= w+6

Blaschke carpiminin yakinsakligi icin gerekli ve yeterli koguldur. Burada k, f nin

w = 1 deki sifirinin derecesini ifade eder ve

g@ﬂZé%%

H? icinde sifir1 olmayan bir fonksiyondur.

(b) f nin simr degerleri pozitif Lebesgue 6l¢iimiilii bir kiime iizerinde sifir olamaz;

aslinda

/ log | f (it)| —l—tht > —00

1
olur.
1 [ tw+i 1
= — 1 t dt
P =ex |2 [ o P01
fonksiyonu HP? i¢indedir; ayrica sanal eksen tizerinde hemen hemen her yerde |F'| = | f]

ve yar1 diizlem tizerinde
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o= arg (g) 1)

olmak tizere, eger \ = e“ise

flw

S = B F @)

fonksiyonu tek olarak

O I == 10)

t 4w

formunda gosterilebilir, burada ;4 sanal eksen {izerinde bir sonlu tekil pozitif clgiim ve

p negatif olmayan bir gercel sayidir.
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