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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur. 

 

Simgeler    Açıklama 

 

ρ      Hill denkleminin katsayısı 

0 2, ,...µ µ     Periyodik problemin özdeğerleri 

1 3, ,...µ µ     Yarı-periyodik problemin özdeğerleri  

( )F λ      Hill diskiriminantı 

( ),xθ λ , ( ),xϕ λ    Hill denkleminin çözümleri 

nI      Kararsızlık aralıklarının uzunluğu 

( )1 zφ +      Periyodik problemin karakteristik denklemi 

( )1 zφ −      Yarı-periyodik problemin karakteristik denk. 

2nr±      Periyodik problemin kökleri 

2 1nr±

+      Yarı-periyodik problemin kökleri 
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1. GİRİŞ 
 
Bu çalışmada, G.Sh.Guseinov ve I.Y.Karacaya ait  “On Hill’s Equation with 

Piecewise Constant Coefficient” ve “Instability Intervals of a Hill’s Equation with 

Piecewise Constant and Alternating Coefficient” adlı makalelerinin analizi yapılarak 

bu makalelerin benzerlikleri ve farklılıkları ortaya konmuştur. 
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2. PARÇALI POZİTİF SABİT KATSAYILI BİR HİLL DENKLEMİNİN   
    KARARSIZLIK ARALIKLARI ÜZERİNE 
 

2.1. Giriş 

 

λ  bir kompleks parametre ve ( )xρ ,  

 

 ( ) ( )x w xρ ρ+ = ,  ( )x−∞ < < ∞  

 

şeklinde 0w >  periyotlu bir periyodik fonksiyon olduğunda 

 

- ( )y x yλρ′′ =        ( )x−∞ < < ∞                                       (2.1) 

 

Hill denklemini göz önüne alalım. 

 

Ayrıca burada ( ) 0 0xρ ρ≥ > ,  ( )
0

x dxρ
∞

< ∞∫  kabul edelim. 

 

Eş. 2.1 ile ilişkilendirilmiş periyodik sınır-değer problemini  

 

( )y x yλρ′′− =      ( )0 x w≤ ≤   ,                            (2.2) 

( ) ( )y o y w=          ( ) ( )y o y w′ ′=           

 

ve yarı-periyodik sınır-değer problemini  

 

( )y x yλρ′′− =      ( )0 x w≤ ≤   ,                            (2.3)  

( ) ( )y o y w= −        ( ) ( )y o y w′ ′= −  

 

biçiminde tanımlayalım. 
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Eş. 2.2 ya da Eş. 2.3 problemlerinin ( ),y x λ  adi olmayan çözümleri λ  kompleks  

parametresinin değerleridir ve özdeğerleri diye adlandırılır. 

 

Eş. 2.1 in çözümlerini ( ),xθ λ  ve ( ),xϕ λ  olarak alalım ve bu çözümler aşağıdaki 

başlangıç şartlarını sağlasın: 

 

( )0, 1θ λ = ,        ( )/ 0, 0θ λ = ,        ( )0, 0ϕ λ = ,        ( )/ 0, 1ϕ λ = .               (2.4) 

 

Eş. 2.1 in Hill diskriminantı 

 

( ) ( ) ( )/, ,F w wλ θ λ ϕ λ= +                           (2.5) 

 

olarak tanımlanan bir fonksiyondur [1]. Eş. 2.2 periyodik probleminin özdeğerleri 

( ) 2 0F λ − =  (periyodik problemin karakteristik denklemi) ile çakışır. Eş. 2.3 yarı-

periyodik probleminin özdeğerleri ( ) 2 0F λ + =  (yarı-periyodik problemin 

karakteristik denklemi) ile çakışır.  

 

Eş. 2.2 ve Eş. 2.3 problemlerinin her biri yığılma noktası +∞  olan sayılabilir sonsuz 

reel özdeğerlere sahiptir. Eş. 2.2 periyodik problemi için açıkça 1y ≡  fonksiyonunun  

basit özdeğeri 0λ =  dır.  

 

Eş. 2.2 periyodik problemin özdeğerleri                                        

 

0 2 2 4 4 2 20 ... ...n nµ µ µ µ µ µ µ− + − + − += < ≤ < ≤ < < ≤ <    

 

ve Eş. 2.3 yarı-periyodik problemin özdeğerleri 

 

1 1 3 3 2 1 2 1... ...n nµ µ µ µ µ µ− + − + − +

+ +≤ < ≤ < < ≤ <              
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olarak sıralanırlar. Bu özdeğerler birlikte düşünüldüğünde  

 

0 1 1 2 2 3 3 4 40 ...µ µ µ µ µ µ µ µ µ− + − + − + − += < ≤ < ≤ < ≤ < ≤                          (2.6) 

 

biçiminde sıralanırlar [1, 2]. 

 

Eğer λ , ( ),0−∞  ve ( ),
n n

µ µ− + , ( )n +∈ Ζ  açık aralıklarının herhangi birinde ise, o 

zaman Eş. 2.1 in adi olmayan tüm çözümleri ( ),−∞ ∞  aralığında sınırsızdır. Bu 

aralıklara, Eş. 2.1 in kararsızlık aralıkları denir [1]. 

 

Eğer λ , ( )1,n n
µ µ+ −

− , ( )0, 0n µ+ +∈ Ζ =  açık tamamlayıcı aralıklarının herhangi birinde 

ise, o zaman Eş. 2.1 in tüm çözümleri ( ),−∞ ∞  aralığında sınırlıdır. Bu aralıklara, Eş. 

2.1 in kararlılık aralıkları denir [1]. 

 

n → ∞  iken ( ),
n n

µ µ− +  kararsızlık aralıklarının uzunluğu 

 

n n nI µ µ+ −= −     ( )n +∈ Ζ                                            (2.7) 

 

olarak tanımlanır [1]. 

 

Bu çalışmada a, 0 a w< <  aralığında sabit bir sayı ve 0, 0α β> >  sabitler olmak 

üzere Eş. 2.1 in ρ  katsayısını  

 

( )
2

2

, 0 ,

, ,

x a
x

a x w

α
ρ

β

 < ≤
= 

< ≤
                           (2.8) 

 

parçalı sabit fonksiyon olarak kabul edelim. Ayrıca ( )xρ , x−∞ < < ∞  ekseni 

üzerinde tanımlı 0w >  periyotlu bir periyodik fonksiyon olsun. 
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2.2. Hill Diskiriminantı  

 

Eş. 2.1 de 2sλ =  ve ( )xρ  i Eş. 2.8 biçiminde kabul edelim. Eş. 2.1 in Eş. 2.4 sınır 

şartlarını sağlayan çözümlerini aşağıdaki gibi buluruz; 

 

i) ( ) 2xρ α=  ve 0 x a≤ ≤  olsun. O zaman, Eş. 2.1 in öz denklemi 2 2 2m sα= −  ve 

1m siα=  ve 2m siα= −  dir. Böylece genel çözüm 

 

( ) cos sinY x C s x D s xα α= +    

 

olarak bulunur. Başlangıç şartlarını da hesaba katarsak; 

 

( ) ( )

( )

/0, 1, 0, 0

(0) 1 , (0) 0 ; 1, 0 , cos
dY

Y C C Ds Ds C D x s x
dx

θ λ θ λ

α α θ λ α

= =

= ⇒ = = ⇒ = = = ⇒ =
 

 

ve 

 

( ) ( )

( )

/0, 0, 0, 1

1 1
(0) 0 , (0) 1 ; 0, , sin

dY
Y C C Ds Ds C D x s x

dx s s

ϕ λ ϕ λ

α α ϕ λ α
α α

= =

= ⇒ = = ⇒ = = = ⇒ =
 

 

çözümleri elde edilir. O halde Eş. 2.1 in Eş. 2.4 şartlarını sağlayan çözümü 

 

1
( ) cos sinY x s x s x

s
α α

α
= +  

 

olarak bulunur. Sınır şartlarını çözümle beraber değerlendirirsek cos 1s aα = ve 

sin 0s aα =  olduğu görülür. 

 

ii) ( ) 2xρ β=  ve a x w< ≤  olsun. Yukarıdaki çözüme benzer olarak; 



 6 

( ) ( ), cosx s x aθ λ β= −  ve ( )
( )sin

,
s x a

x
s

β
ϕ λ

β

−
=  

 

çözümleri elde edilir. cos 1s aα =  ve sin 0s aα =  olduğunu hatırlarsak bu çözümleri 

aşağıdaki gibi de yazabiliriz: 

 

( ) ( ) ( ) ( ), cos cos cos sin sinx s x a s a s x a s a s x a
α

θ λ β α β α β
β

= − = − − − , 

( )
( )

( )
( )sin sinsin

, cos cos
s x a s x as a

x s x a s a
s s s

β βα
ϕ λ β α

β α β

− −
= = − + . 

 

O halde ( )Y x çözümünü 2 tane parçalı fonksiyonun birleşimi şeklinde aşağıdaki gibi 

belirtiriz; 

 

( )
( ) ( )

cos , 0 ,

,
os cos sin sin , ,

s x x a

x
c s a s x a s a s x a a x w

α

θ λ α
α β α β

β

≤ ≤


= 
− − − < ≤



 

 

( )
( )

( )

sin
, 0 ,

,
sinsin

cos cos , .

s x
x a

s
x

s x as a
s x a s a a x w

s s

α

α
ϕ λ

βα
β α

α β


≤ ≤

= 
− − + < ≤



 

 

O zaman Hill diskriminantının kapalı-olmayan formunu aşağıdaki gibi buluruz; 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

/, ,

cos cos sin sin

sin sin cos s

2cos cos sin sin

F w w

s a s w a s a s w a

s a s w a s aco s w a

s a s w a s a s w a

λ θ λ ϕ λ

α
α β α β

β

β
α β α β

α

α β
α β α β

β α

= +

= − − −

− − + −

 
= − − + − 

 
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( ) ( )( )

( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1
1 cos cos sin sin

2

1
1 cos cos sin sin

2

1 1
1 cos 1 cos

2 2

s a s w a s a s w a

s a s w a s a s w a

s a w a s a w a

α β
α β α β

β α

α β
α β α β

β α

α β α β
α β α β

β α β α

  
= + + − − − +  

  

  
− + − + −  

  

      
= + + + − + − + − −      

      

          

 

Bunu aşağıdaki gibi de ifade ederiz: 

 

( ) cos cosF A s B sλ δ γ= + .                             (2.9) 

 

Yukarıdaki son eşitliğe aşağıdaki değişken değiştirmeleri yaparak ulaşırız; 

 

1
1 ,

2
A

α β

β α

 
= + + 

 
     

1
1

2
B

α β

β α

 
= − + 

 
,                                                (2.10) 

( ) ( ),a w a a w aδ α β γ α β= + − = − − .   

       

2.3. Bazı özel durumlar  

 

Bu kesimde periyodik ve yarı-periyodik sınır-değer problemlerinin özdeğerleri bazı 

özel durumlarda açık olarak bulunmuştur. 

  

1. α β=  alalım. Eş. 2.9 ve Eş. 2.10 dan 2A = , 0B = , wδ α= , ( )2a wγ α= −  ve 

( ) 2cosF s wλ α=  bulunur.  Bu yüzden, 

 

( ) 22 2cos 2 4sin / 2 0 2 /F s w s w s n wλ α α π α− = − = − = ⇔ = , ( )0, 1,...n = ±  

( ) ( )22 2cos 2 4cos / 2 0 2 1 /F s w s w s n wλ α α π α+ = + = = ⇔ = + , ( )0, 1,...n = ±    

 

bulunur. Her bir λ  kökü çift köktür. Sonuç olarak, 
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0 0µ = , ( )
2

/ ,n n n wµ µ π α− += =  ( )1,2,3,...n =  

 

ve Eş. 2.7 den 0nI = , 1, 2,3,...n = . Tek kararsızlık aralığı ( ),0−∞  dır. 

 

2. α β≠  alalım. Eş. 2.10 dan aşağıdakiler elde edilir: 

 

2, 0, 2, 0, , / 1, / 1A B A B B Aδ γ γ δ> < + = > − ∞ < < ∞ < <            (2.11) 

 

2(i) 0γ =  olsun. Bu durumda ( ) /w a aα β= −  olur. ( )/ 2a wα β≠ ⇒ ≠  

O halde Eş. 2.9  

 

( ) ( )cos cos 2 cos 1 2F A s B A s A A sλ δ δ δ= + = + − = − +   

 

fonksiyonuna dönüşür. Buradan n Z∈  için 

 

( ) ( ) 22 cos 1 0 2 sin / 2 0 2 /F A s A s s nλ δ δ π δ− = − = ⇔ − = ⇒ = ,      

( ) ( ) ( )( )12 cos 1 4 0 cos 4 / 2 /F A s s A A nλ δ π δ−+ = − + = ⇔ = ± − + . 

 

bulunur. Sonuç olarak ( )1cos 4 /c A A−= −  ve 0 c π< <  alır, Eşz. 2.6 yı hesaba 

katarsak; 

 

( )
2

0 2 20, 2 / , 1, 2,...n n n nµ µ µ π δ− += = = =  

( ) ( ) ( ) ( )( )
22

2 1 2 1
2 / , 2 2 / , 0,1,2,...

n n
n c n c nµ π δ µ π δ− +

+ +
= + = + − =  

2 2 2 0, 0,1,2,...n n nI nµ µ+ −= − = =   

( ) ( ) ( ) ( )( ) 2
2 1 2 1 2 1

4 2 1 / , 0,1,2,...
n n n

I c n nµ µ π π δ+ −

+ + +
= − = − + =  

 

bulunur. O halde n → ∞  iken ( )2 1n
I

+
→ ∞  olur.  
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2(ii) / 2γ δ=  olsun.  Bu durumda ( ) ( )3 / , 3 / 4w a a a wα β α β= − ≠ ⇒ ≠  olur.  

O halde Eş. 2.9 dan; 

 

( )

( )2 2

cos cos cos cos / 2

2cos / 2 1 cos / 2 2 cos / 2 cos / 2

F A s B s A s B s

A s B s A s B s A

λ δ γ δ δ

δ δ δ δ

= + = +

= − + = + −
  

 

ve  

 

( )

( )

( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )( )

2

2

2

2 2 cos / 2 cos / 2 2

2 cos / 2 2 cos / 2 2

2cos / 2 cos / 2 1 2 cos / 2 1

2cos / 2 1 cos / 2 1 2 cos / 2 1

cos / 2 1 2cos / 2 1 2

F A s B s A

A s A s A

A s s s

A s s s

s A s

λ δ δ

δ δ

δ δ δ

δ δ δ

δ δ

− = + − −

= + − − −

= − − + −

= + − + −

= − + +

 

 

olarak bulunur. 

 

( ) 2F λ − = 0 ⇔ 22sin / 4 0sδ− =  veya ( )2cos / 4 2 / 2s A Aδ = − +  olarak bulunur 

( )1 2 / 2d cos A A−= +  ve 0 / 2dπ< <  olduğunda; 0, 1, 2, 3,...n = ± ± ±  için 4 /s nπ δ=  

veya ( )( )2 2 1 /s d n π δ= ± + +  eşitlikleri bulunur. Sonuç olarak; 

 

( )
2

0 4 40, 4 / , 1,2,3,...n n n nµ µ µ π δ− += = = =                                  (2.12) 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )
2 2

4 2 4 2
4 2 2 / , 4 2 2 / , 0,1,...

n n
n d n d nµ π δ µ π δ− +

+ +
= + + = + − =        (2.13) 

 

yazılır ve benzer olarak 

 

( ) ( )22 0 2 cos / 2 2 cos / 2 2 0F A s A s Aλ δ δ+ = ⇔ + − − + =  

    ( ) ( )( )2
cos / 2 2 2 8 2 / 4s A A A A Aδ = − − + −∓  
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( ) ( )( )21
1 1cos 2 2 8 2 / 4 ; 0 / 2d A A A A A d π−  = − − − + − < < 

 
 

( ) ( )( )21
2 2cos 2 2 8 2 / 4 ; 0 / 2d A A A A A d π−  = − + − + − < < 

 
 

 

olduğunda ( )1/ 2 (2 1)s d nδ π= ± + +  veya ( )2/ 2 2s d nδ π= ± +  bulunur. Ayrıca 

2 1d d<  ve 1d d<  dir. Böylece Eş. 2.12, Eş. 2.13 ve Eşz. 2.6 dan; 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
22

2 14 1 4 1
4 2 / , 4 2 2 / , 0,1,...

n n
n d n d nµ π δ µ π δ− +

+ +
= + = + − =              (2.14) 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )
2 2

1 24 3 4 3
4 2 2 / , 4 4 2 / , 0,1,...

n n
n d n d nµ π δ µ π δ− +

+ +
= + + = + − =      (2.15) 

 

eşitlikleri bulunur. Eş. 2.12, Eş. 2.13, Eş. 2.14 ve Eş. 2.15 den; 

 

4 0, 0,1,2,...nI n= =      ( ) ( ) 2
4 2

16 2 1 / , 0,1, 2,...
n

I d n nδ
+

= + =  

( )

( )
( )1 2

1 24 1 2

4
4 , 0,1,2,...

n

d d
I n d d n

π
π π

δ+

− −
= + − + =  

( )

( )
( )1 2

1 24 3 2

4
4 3 , 0,1, 2,...

n

d d
I n d d n

π
π π

δ+

− −
= + + − =  

 

elde ederiz. Görülür ki n → ∞  iken ( ) ( ) ( )4 1 4 2 4 3
, ,

n n n
I I I

+ + +
→ ∞ → ∞ → ∞  olur.  

 

2(iii) / 3γ δ=  olsun. Bu durumda ( ) ( )2 / , 2 / 3w a a a wα β α β= − ≠ ⇒ ≠  bulunur. 

O halde Eş. 2.9 dan; 

 

( )

2

cos cos cos cos
3

2 2
cos cos sin sin cos

3 3 3 3 3

2
cos 2cos 1 sin sin cos

3 3 3 3 3

s
F A s B s A s B

s s s s s
A B

s s s s s
A B

δ
λ δ γ δ

δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ

= + = +

 
= − +  

  
= − − +  

  

 



 11 

( )

( )

2 2

2 2

2

3

3

cos 2cos 1 2sin cos cos
3 3 3 3 3

cos 2 os 1 2sin cos
3 3 3 3

cos 4cos 3 cos
3 3 3

4 cos 3 cos
3 3

4 cos 2 4 cos
3 3

s s s s s
A B

s s s s
A c B

s s s
A B

s s
A B A

s s
A A

δ δ δ δ δ

δ δ δ δ

δ δ δ

δ δ

δ δ

  
= − − +  

  

  
= − − +  

  

  
= − +  

  

= + −

= + −

 

 

ve 

 

( ) ( )

( )

( )

( )

3

3

2

2 4 cos 2 4 cos 2 0
3 3

2 cos 1 2 cos 1 0
3 3

2
cos 1 0 os

3 3 2

2
2sin 0 cos

6 3 2

s s
F A A

s s
A A

A A As s
c

A

A A As s

A

δ δ
λ

δ δ

δ δ

δ δ

− ⇔ + − − =

+ − − =

− −
− = ∨ =

− −
− = ∨ =

∓

∓

 

 

bulunur. Buradan  

 

( ) ( )1 1
3 4 3 4

2 2
cos , cos , 0

2 2 3 2

A A A A A A
d d d d

A A

π π− −
+ − − −

= = < < < <     

 

ve 0, 1, 2,...n = ± ±  olduğunda; 

 

6

s
n

δ
π=  ya da ( )( )3 2 1

3

s
d n

δ
π= ± + +  ya da ( )( )4 2 1

3

s
d n

δ
π= ± + +   

 

eşitlikleri bulunur. Daha da ilerletirsek; 
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( ) ( )

( )

( )

( )

3

3

2

2 4 cos 2 4 cos 2 0
3 3

2 cos 1 2 cos 1 0
3 3

2
cos 1 0 os

3 3 2

2
2 s 0 os

6 3 2

s s
F A A

s s
A A

A A As s
c

A

A A As s
co c

A

δ δ
λ

δ δ

δ δ

δ δ

+ ⇔ + − + =

+ − + =

− ± −
+ = ∨ =

− ± −
= ∨ =

 

 

1

6 2

s
n

δ
π

 
= + 
 

  ya da ( )3 2
3

s
d n

δ
π= ± +   ya da ( )4 2

3

s
d n

δ
π= ± +  eşitlikleri 

bulunur.  

 

Yukarıdaki bulduklarımızdan aşağıdaki sonuçlar elde edilir:  

 

0 0µ = , 1, 2,3,...n =  için ( )
2

6 6 6 /n n nµ µ π δ− += =  

0,1,2,...n =  için 
2 2

3 4
6 1 6 1

6 3 6 3
, ,

n n

n d n dπ π
µ µ

δ δ
− +

+ +

+ +   
= =   

  
 

0,1,2,...n =  için 
( ) ( )

2 2

4 3
6 2 6 2

6 3 3 6 3 3
, ,n n

n d n dπ π
µ µ

δ δ
− +

+ +

+ − + −   
= =   
   

 

0,1,2,...n =  için 
( )

2

6 3 6 3

6 3
,n n

n π
µ µ

δ
− +

+ +

+ 
= =  

 
 

0,1,2,...n =  için 
( ) ( )

2 2

3 4
6 4 6 4

6 3 3 6 3 3
, ,n n

n d n dπ π
µ µ

δ δ
− +

+ +

+ + + +   
= =   
   

 

0,1,2,...n =  için 
( ) ( )

2 2

4 3
6 5 6 5

6 6 3 6 6 3
, .n n

n d n dπ π
µ µ

δ δ
− +

+ +

+ − + −   
= =   
   

 

 

Bundan dolayı; ( )6 6 3
0, 1,2,3,...; 0, 0,1,2,...

n n
I n I n

+
= = = =  ve 1,2, 4,5n j→ ∞ =  

iken ( )6n j
I

+
→ ∞  olur. 
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2.4. Genel Durumlar 

 

,α β , a ve w gelişigüzel değerler ve α β≠  olduğunda ( ) 2F λ −  ve ( ) 2F λ +  

fonksiyonlarının köklerini araştıralım. Eş. 2.9 da  2sλ =  olduğunda; 

 

( ) ( )

( ) ( )2 2

2 2

2 2

2 2

2 cos cos 2

1 2sin / 2 1 2sin / 2 2

2 sin / 2 2 sin / 2 2

2 sin / 2 2 sin / 2 2 2

2 sin / 2 2 sin / 2

F A s B s

A s B s

A s B s A B

A s B s

A s B s

φ λ λ δ γ

δ γ

δ γ

δ γ

δ γ

+ = − = + −

= − + − −

= − − + + −

= − − + −

= − −

           (2.16)        

 

elde ederiz.   

 

/ 2 2 /s z s zδ π π δ= ⇒ =   ve ( )
22 22 /s zλ π δ= =                       (2.17) 

 

aldığımızda  

 

( ) ( ) ( )2 2 2
14 /z zφ λ φ π δ φ+ + += = ,                                                       (2.18)                                                            

 

ve 

 

( ) 2 2
1 2 sin 2 sinz A z B z

γ
φ π π

δ
+ = − −                         (2.19) 

 

eşitliklerini elde ederiz. Dahası, herhangi bir n doğal sayı olmak üzere karenin 

sınırını aşağıdaki gibi tanımlayalım:  

 

{ }: Re 1/ 2, Im 1/ 2
n

z C z n z n+Γ = ∈ = + = + .  
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2.1. Teorem (Rouche teoremi)  

 

Eğer f ve g analitik fonksiyonları Γ  kapalı sınırı üzerinde ve içinde tanımlı ve Γ  da 

( ) ( )g z f z<  eşitsizliği geçerli ise, o zaman f  ve f g+  fonksiyonlarının Γ  

içindeki sıfırlarının sayısı aynıdır [3].   

 

Rouche teoremini uygularsak n

+Γ = Γ , ( ) 22 sinf z A zπ=  ve ( ) 22 sing z B z
γ

π
δ

=  

alalım. Böylece ( ) ( ) ( )1 z f z g zφ + = +  ve ( ) ( )g z f z<   eşitsizliği de  

 

2

sin
1

sin

z
B

A z

γ
π

δ
π

<                                    (2.20) 

 

e denktir. 

  

2.1. Lemma  

 

0n  bir doğal sayı olmak üzere 0,nz n n+∀ ∈Γ ∀ ≥  için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir: 

 

sin
1

sin

z

z

γ
π

δ
π

≤ .                                          (2.21) 

 

İspat  

 

Herhangi bir z iσ τ= +   ( ),σ τ ∈ℜ  için aşağıdaki eşitlikler geçerlidir: 

 

{ }2 2 2 2 21
sin sin sinh 2cos 2

4
z e eπτ πτπ πσ πτ σπ −= + = − + .                                 (2.22) 
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n

+Γ  sınırının düşey kenarı üzerinde ( ), 1/ 2z i nσ τ σ= + = ± +  alalım.  

Eş. 2.22 den sin coshzπ πτ=  ve Eşz. 2.11 den 1
γ

δ
<  olduğunu da hatırlarsak  

sin cosh coshz
γ γ

π πτ πτ
δ δ

≤ ≤  elde edilir. 

Bu yüzden n∀  için 
n

+Γ  sınırının düşey kenarı üzerinde Eşz. 2.21 i sağlar.  

n

+Γ  sınırının yatay kenarı üzerinde ( ), 1/ 2z i nσ τ τ= + = ± +  alalım ve Eş. 2.22 den:  

 

( ) ( )
22 2 21 1

sin 2cos 2
4 4

z e e e eπτ πτ πτ πτπ σπ − −= − + ≥ − , 

( )21
sin 1 ,

2
z e e

π τ π τπ −
≥ −    

1
sin

4
z e

π τπ ≥   

 

eşitsizlikleri bulunur. Bu yüzden ( )1/ 2nτ = ± + , n → ∞  iken 

 

1sin 8
8 0

sin

z
e

e
z e

γ
π τ γδ π τ

δ

π τ

γ
π

δ
π

 
− − 

 ≤ = → .                          (2.23) 

 

Sonuç olarak öyle bir 0n  doğal sayısı vardır 0n n≥  ve ( )1/ 2nτ = ± +   olduğunda her 

z iσ τ= +  için Eşz. 2.21 i sağlar. Lemma ispatlandı.                             

 

2.1. Yorum  

 

Eş. 2.23 den,  2.1. Lemmayı sağlayan 

 

( )0

3log 2
1

1 /
n

π γ δ

 
= + 

−  
                          (2.24) 

 

sayısı kolaylıkla bulunur. 
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Eşz. 2.11 den / 1B A <  idi. 2.1. Lemmadan 0,nz n n+∈Γ ≥  için Eşz. 2.20 sağlar. 

Rouche teoremini uygularsak 0n n≥  için 
n

+Γ  içinde yatan ( )1 zφ +  fonksiyonunun 

sıfırlarının sayısı 2sin zπ  fonksiyonu ile aynıdır. 2sin zπ  fonksiyonunun n

+Γ  içindeki 

kökleri 0, 1, 2,...,z n= ± ± ±  noktalarıdır ve her bir kök çift katlıdır. Bundan dolayı 

0n n≥  olmak üzere ( )1 zφ +  fonksiyonunun 
n

+Γ  içinde 4 2n +  kökü olmalıdır. Çünkü 

Eş. 2.19 dan ( )1 zφ +  çift fonksiyondur ve 0z =  çift köktür, ( )1 zφ +  fonksiyonunun  

n

+Γ  içindeki köklerini 

 

2 2 2 2 2 2 2 2, ,..., , ,0 ,0, , ,..., , .n n n nz z z z z z z z+ − + − − + − +− − − −      ( )n +∈ Ζ  

  

ile göstereceğiz.  

 

( )1 zφ +  fonksiyonunun kökleri Eş. 2.17 ve Eş. 2.18 den reeldir çünkü Eş. 2.2 

periyodik sınır-değer probleminin özdeğerleri non-negatiftir.  

 

2.2. Lemma  

 

0 1n n≥ +  için, ( )1 zφ +  fonksiyonunun  

 

1 1 1
: Re , Im

2 2 2nK z C n z n z n
+  

= ∈ − < < + < + 
 

 

 

bölgesinde 2 kökü vardır. Bu yüzden, ( )1 zφ +  nin 2nz−  ve 2nz+  kökleri 
1 1

,
2 2

n n
 

− + 
 

 

aralığında yatar;  

 

2

1 1

2 2n
n z n±− < < +    ,  ( )0 1n n≥ + .                                  (2.25) 
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İspat  

 

2.1. Lemmanın ispatından açıktır ki, 0 1n n≥ +  için 
nK +  bölgesinin sınırları üzerinde  

bile Eşz. 2.20 yi sağlar. Sonuç olarak, Rouche teoreminden ( )1 zφ +  fonksiyonunun 

köklerinin sayısı 2sin zπ  fonksiyonu ile aynıdır. ( nK +  içinde 2sin zπ  fonksiyonunun 

z n=  noktasında çift kökü vardır.) Lemma ispatlandı.                   

 

k ∈ Ζ  ve 2 2

2
n n

s z
π

δ
± ±=  alalım. Eşz. 2.25 den 2/ 2 / 2nhπ π±− < < , 0 1n n≥ +  olduğunda  

 

( ) ( )2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

n n n n n

n
n n n n n

n z n z n z n z n h

n h
s n h s n h s

π π
π π

πδ δ
π π

π δ

± ± ± ± ±

±
± ± ± ± ±

− < < + ⇒ − < − < ⇒ − < − < ⇒ − =

+ 
⇒ − = ⇒ − = ⇒ = 

 

 

 

olur. 2nh±  analiz edersek, Eş. 2.16 nın kökleri 2ns±  sayılarıdır. Bu yüzden, 2nh−  ve 2nh+  

 

( )2 2sin sin 0A t B n t
γ

π
δ

+ + =        

 

denkleminin kökleridir ve / 2 / 2tπ π− < <  aralığında yatarlar. 2B A= −  ve 2A >  

olduğunda bu son denklem aşağıdaki eşitliklerin birleşimidir: 

 

( )
2

sin sin
A

t n t
A

γ
π

δ

−
= +  ,                        (2.26) 

( )
2

sin sin
A

t n t
A

γ
π

δ

−
= − + .                                               (2.27) 

 

Eş. 2.26 nın her bir kökü ( )/ 2, / 2π π−  de yatar ve non-negatiftir. Eş. 2.27 nin her bir 

kökü ( )/ 2, / 2π π−  de yatar ve non-pozitiftir. 
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2.3. Lemma  

 

0 1n n∀ ≥ +  için Eş. 2.26 nın [ )0, / 2π  de bir kökü ve Eş. 2.27 nin ( ]/ 2,0π−  da bir 

kökü vardır. 

 

İspat  

 

( ) ( )1

2
sin sin

A
f t t n t

A

γ
π

δ

−
= − +  

 

fonksiyonu 0 / 2t π≤ ≤  de süreklidir ve ( ) ( )1 1/ 2 0, 0 0f fπ > <  dır. Analizde iyi 

bildiğimiz Bolzano teoreminden, Eş. 2.26 nın [ )0, / 2π  de bir kökü vardır. 

Benzer olarak Eş. 2.27 nin de ( ]/ 2,0π−  da bir kökü olduğunu gösterelim: 

 

( ) ( )2

2
sin sin

A
f t t n t

A

γ
π

δ

−
= + +  

 

fonksiyonu / 2 0tπ− ≤ ≤  da süreklidir ve ( ) ( )2 20 0, / 2 0f f π> − <  dır. Sonuç olarak 

Eş. 2.27 nin ( ]/ 2,0π−  da bir kökü vardır. Lemma ispatlandı.                   

 

[ )0, / 2π  aralığında Eş. 2.26 nın köklerini 2nr+  ve ( ]/ 2,0π−  aralığında Eş. 2.27 nin 

köklerini 2nr−−  alalım. O zaman 20 / 2nr π±≤ <  ve 2 2n nh r+ += , 2 2n nh r− −= −  olduğunda  

 

0 0µ = , ( )
2

2
2

2 2

2 2 n
n n

n r
S

π
µ

δ

±
± ±  ±

= =  
 

,  1, 2,3,...n =   

( )2 2

2
sin sin

n n

A
r n r

A

γ
π

δ
± ± −

= ± ,  1, 2,3,...n =                        (2.28) 

 

eşitlikleri bulunur. 
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Benzer araştırmaları yarı-periyodik problemde yapalım, fonksiyonun kökleri 2sλ =  

olduğunda    

 

( ) ( )

( ) ( )2 2

2 2

2 2

2 2

2 cos cos 2

2cos / 2 1 2cos / 2 1 2

2 cos / 2 2 cos / 2 2

2 cos / 2 2 cos / 2 2 2

2 cos / 2 2 cos / 2

F A s B s

A s B s

A s B s A B

A s B s

A s B s

φ λ λ δ γ

δ γ

δ γ

δ γ

δ γ

− = + = + +

= − + − +

= + − − +

= + − +

= +

                     (2.29) 

 

olarak elde edilir. 2s zδ π=   aldığımızda  

 

( ) ( ) ( )2 2 2
14 /z zφ λ φ π δ φ− − −= =                         (2.30) 

 

ve 

 

( ) 2 2
1 2 cos 2 cosz A z B z

γ
φ π π

δ
− = +                                              (2.31) 

 

eşitlikleri elde edilir. ( ) ( ) ( )1 z f z g zφ − = +  fonksiyonunda ( ) 22 cosf z A zπ=  ve 

( ) 22 cosg z B z
γ

π
δ

=  alalım. Karesel bölgenin sınırını da 

 

{ }: Re 1, Im 1
n

z C z n z n−Γ = ∈ = + = +  

 

alalım. O zaman Rouche teoremini uygularsak aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir. 

  

( ) ( )g z f z<

2

cos
1

cos

z
B

A z

γ
π

δ
π

⇒ < .                                   (2.32) 
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2.4. Lemma  

 

0n  bir doğal sayı olmak üzere 0,nz n n−∀ ∈Γ ∀ ≥  için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir. 

 

s
1

s

co z

co z

γ
π

δ
π

≤ .                                                                               (2.33) 

 

İspat 

 

Herhangi bir z iσ τ= +   ( ),σ τ ∈ℜ  için aşağıdaki eşitlikler geçerlidir: 

 

{ }2 2 2 2 21
cos cos sinh 2cos 2

4
z e eπτ πτπ πσ πτ πσ −= + = + + .                            (2.34) 

 

n

−Γ  sınırının düşey kenarı üzerinde ( ), 1z i nσ τ σ= + = ± +  alalım ve Eş. 2.34 den:  

cos coshzπ πτ=  ve Eşz. 2.11 den / 1γ δ <  olduğunu da hatırlarsak kolaylıkla 

cos cosh coshz
γ γ

π πτ πτ
δ δ

≤ ≤  elde edilir. Bu yüzden n∀  için n

−Γ  sınırının düşey 

kenarı üzerinde Eşz. 2.33 sağlar. 

 

n

−Γ  sınırının yatay kenarı üzerinde ( ), 1z i nσ τ τ= + = ± +  alalım ve Eş. 2.34 den: 

 

( ) ( )
22 2 2cos 2cos 2 / 4 / 4z e e e eπτ πτ πτ πτπ πσ − −= + + ≥ − , 

( )2cos 1 / 2z e e
π τ π τ

π
−

≥ − , cos / 4z e
π τπ >  

 

eşitsizlikleri elde edilir. Bu yüzden, ( )1nτ = ± + , n → ∞  ve / 1γ δ <  den  
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1s 8
8 0

s

co z
e

e
co z e

γ
π τ γδ π τ

δ

π τ

γ
π

δ
π

 
− 

 ≤ = → . 

 

Sonuç olarak öyle bir 0n  doğal sayısı vardır 0n n≥  ve ( )1nτ = ± +  olduğunda her 

z iσ τ= +  için Eşz. 2.33 sağlar. Lemma ispatlandı.                    

 

Eşz. 2.11 den / 1B A <  idi. 2.4. Lemmadan 0,nz n n−∈Γ ≥  için Eşz. 2.32 sağlar. 

Rouche teoremini uygularsak 0n n≥  için n

−Γ  içinde yatan ( )1 zφ −  fonksiyonunun 

sıfırlarının sayısı 2cos zπ  fonksiyonunun sıfırlarının sayısı ile aynıdır. 2cos zπ  

fonksiyonunun 
n

−Γ  içindeki kökleri  

 

( )1/ 2 ,z m= +  0, 1, 2,..., , 1m n n= ± ± ± − −   

 

noktalarıdır ve her bir kök çift katlıdır. Bundan dolayı 0n n≥  olmak üzere ( )1 zφ −  

fonksiyonunun n

−Γ  içinde 4 4n +  tane kökü vardır. Çünkü Eş. 2.31 den ( )1 zφ −  çift 

fonksiyondur ve ( )1 zφ −  fonksiyonunun  n

−Γ  içindeki köklerini 

 

2 1 2 1 1 1 1 1 2 1 2 1, ,..., , , , ,..., ,n n n nz z z z z z z z
+ − + − − + − +

+ + + +− − − −     ( )n
+∈ Ζ  

 

 ile göstereceğiz. 

 

( )1 zφ −  fonksiyonunun kökleri Eş. 2.17 ve Eş. 2.30 dan reeldir çünkü Eş. 2.3 yarı-

periyodik sınır-değer probleminin özdeğerleri non-negatiftir.  

 

2.5. Lemma  

 

0 1n n≥ +  için, ( )1 zφ −  fonksiyonunun  
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{ }: Re 1, Im 1
n

D z C n z n z n
− = ∈ < < + < +  

 

bölgesinde 2 kökü vardır. Bu yüzden, ( )1 zφ −  fonksiyonunun 2 1nz
−

+  ve 2 1nz
+

+  kökleri 

( ), 1n n +  aralığında yatar;  

 

2 1 1nn z n
±

+< < +      ( )0 1n n≥ + .                                 (2.35) 

 

İspat  

 

2.4. Lemmanın ispatından açıktır ki,  0 1n n≥ +  için 
nD−  bölgesinin sınırları üzerinde 

bile Eşz. 2.32 sağlar. Sonuç olarak, Rouche teoreminden ( )1 zφ −  fonksiyonunun 

köklerinin sayısı 2cos zπ  fonksiyonunun köklerinin sayısı ile aynıdır. ( nD
−  içinde 

2cos zπ  nin 1/ 2z n= +  noktasında çift kökü vardır.) Lemma ispatlandı.                  

 

k ∈ Ζ  ve 2 1 2 1

2
n n

s z
π

δ
± ±

+ +=  alırsak, Eşz. 2.35 den 2 10 nh π±

+< <  ve 0 1n n≥ +  olduğunda 

 

( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 1
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

1 0 1 0

2 2

2 2

n n n n n

n
n n n n n

n z n z n z n z n h

n h
s n h s n h s

π π π

πδ δ
π π

π δ

± ± ± ± ±

+ + + + +

±
± ± ± ± ± +

+ + + + +

< < + ⇒ < − < ⇒ < − < ⇒ − =

+ 
⇒ − = ⇒ − = ⇒ = 

 

  

 

bulunur. 2 1nh±

+  niceliğini analiz edersek, Eş. 2.29 nun kökleri 2 1nS ±

+  sayılarıdır. Bu 

yüzden, 2 1nh−

+  ve 2 1nh+

+  

 

( )2 2cos cos 0A t B n t
γ

π
δ

+ + =  

 

denkleminin kökleridir ve 0 t π< <  aralığında yatarlar. 2B A= −  ve 2A >  

olduğunda bu son denklem aşağıdaki eşitliklerin birleşimidir; 
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( )
2

cos cos
A

t n t
A

γ
π

δ

−
= + ,                        (2.36) 

( )
2

cos cos
A

t n t
A

γ
π

δ

−
= − + .                                   (2.37) 

  

Eş. 2.36 nın her bir kökü ( )0,π  de yatar ve non-negatiftir. Eş. 2.37 nin her bir kökü 

( )0,π  de yatar ve non-pozitiftir. 

 

2.6. Lemma  

 

0 1n n∀ ≥ +  için Eş. 2.36 nın ( ]0, / 2π  de bir kökü ve Eş. 2.37 nin [ )/ 2,π π  de bir 

kökü vardır. 

 

İspat  

 

( ) ( )3

2
cos cos

A
f t t n t

A

γ
π

δ

−
= − +  

 

fonksiyonu 0 / 2t π≤ ≤  de süreklidir ve ( ) ( )3 30 0, / 2 0f f π> <  dır. O halde Eş. 2.36 

nın ( ]0, / 2π  de bir kökü vardır. 

 

Benzer olarak Eş. 2.37 nin de ( ]/ 2,π π  de bir kökü olduğu gösterelim: 

 

( ) ( )4

2
cos cos

A
f t t n t

A

γ
π

δ

−
= + +  

 

fonksiyonu / 2 tπ π≤ ≤  de süreklidir ve ( ) ( )4 4/ 2 0, 0f fπ π> <  dır. Sonuç olarak 

Eş. 2.37 nin ( ]/ 2,π π  de bir kökü vardır. Lemma ispatlandı.                   
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( ]/ 2,π π  aralığında Eş. 2.37 nin köklerini 2 1 / 2nr π+

+ +  ve [ )0, / 2π  aralığında Eş. 

2.36 nın köklerini 2 1 / 2nr π−

+− +  alalım. O zaman 2 10 / 2nr π±

+≤ < ,  2 1 2 1 / 2n nh r π+ +

+ += +  

ve 2 1 2 1 / 2n nh r π− −

+ += − +  olur. Böylece 2 10 / 2nr π±

+≤ < , 0 1n n≥ +  olduğunda  

 

( )
( )

2
2 2 1

2 1 2 1

2 1 2 n

n n

n r
S

π
µ

δ

±

+± ±

+ +

 + ±
= =  

 
,   0,1,2,...n =  

2 1 2 1

2
sin cos

2n n

A
r n r

A

γ π
π

δ
± ±

+ +

− 
= + ± 

 
,    0,1,2,...n =                     (2.38) 

 

eşitlikleri bulunur. 

 

2.2. Teorem  

 

Periyodik problemin özdeğerleri { }0 2,
n

µ µ ±  ve yarı-periyodik problemin özdeğerleri 

{ }2 1n
µ ±

+   olmak üzere, ( )00 / 2, 1nr n nπ±≤ ≤ ≥ +  olduğunda  

 

( )( )
2

0 0, 2 / , 1,2,...
n n

n r nµ µ π δ± ±= = ± =                                   (2.39) 

 

ve Eş. 2.28, Eş. 2.38 ni sağlar.  

 

2.5. Kararsızlık aralıklarının uzunluğu 

 

2.1. Sonuç  

 

{ },
n n

µ µ− +  kararsızlık aralığının n n nI µ µ+ −= −  uzunluğu için 0 / 2nr π±≤ ≤ , 

( )0 1n n≥ +  olduğunda aşağıdaki eşitlik geçerlidir: 

 

( ) ( ) ( )( )2 22 24 / 4 /n n n n nI n r r r rπ δ δ+ − + −= + + − .                                 (2.40) 
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2.3. Teorem  

 

Eğer α β≠  ise, 2nI  ve 2 1nI +  uzunlukları n → ∞  için sınırsızdır.  

 

İspat  

 

2.3 kısımda 0γ =  durumunda 2 1nI +  nin sınırsızlığı görüldü.  

Şimdi 0γ ≠  alalım. Eş. 2.40 dan, n → ∞  iken { }2n
r+  ve { }2 1n

r+

+  dizilerinin sıfıra 

gitmediği görülebilir.  

Biz aksini kabul edelim, n → ∞  iken 2 0nr+ →  alalım. O zaman Eş. 2.28 denklemi 

 

( ) ( )2 2 2

2
sin sin 1 cos cos 1 sin

n n n

A
r n r n r

A

γ γ γ γ
π π

δ δ δ δ
+ + + −

= + + +  

 

şeklinde yazılır, ( )lim sin 1 0n n
γ

π
δ

→∞ + =  elde edilir. Ayrıca aşağıdaki eşitlikten  

 

( )sin 1 sin cos cos sinn n n
γ γ γ γ γ

π π π π π
δ δ δ δ δ

+ = +  

 

lim cos 0n n
γ

π
δ

→∞ =  elde edilir. Bir çelişki elde ettik. Çünkü n∀  için 

2 2cos sin 1n n
γ γ

π π
δ δ

+ =   dir.  

 

Benzer olarak,  Eş. 2.38 de n → ∞  iken  { }2 1n
r+

+  dizisinin sıfıra gitmediği görülebilir. 

Bunun için n → ∞  iken  2 1 0nr+

+ → alalım. O zaman Eş. 2.38 

 

( ) ( )2 1 2 1 2 1

2
sin cos 1/ 2 cos sin 1/ 2 sin

n n n

A
r n r n r

A

γ γ γ γ
π π

δ δ δ δ
+ + +

+ + +

−
= + − +  
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şeklinde yazılır, ( )lim cos 1/ 2 0
n

n
γ

π
δ

→∞ + =  elde edilir. Ayrıca aşağıdaki eşitlikten  

 

( ) ( ) ( )cos 1/ 2 cos 1/ 2 cos sin 1/ 2 sinn n n
γ γ γ γ γ

π π π π π
δ δ δ δ δ

+ = − − −  

 

( )lim sin 1/ 2 0n n
γ

π
δ

→∞ − =  elde edilir. Bir çelişki elde ettik. Çünkü n∀  için  

( ) ( )2 2cos 1/ 2 sin 1/ 2 1n n
γ γ

π π
δ δ

− + − =   dir. Teorem ispatlandı.           

 

2.6. Varlık Şartları 

 

γ

δ
 bir rasyonel sayı olsun; 

p

q

γ

δ
=  , p ve q aralarında asal tamsayılar ve 

0, / 1q γ δ> < , 0 / 2p q≤ <  olarak kabul edelim.  

 

2.4. Teorem 

 

:i) Eğer 0p =  ise (yani, eğer 0ψ = ), o zaman  

 

1, 2,3,...n =  için     2 2n nµ µ− += .         

 

ii) Eğer 0p ≠  ise, o zaman  

            

1,2,3,...k =  için     2 2kq kqµ µ− += .                         (2.41) 

 

iii) Eğer, p ve q her ikisi tek ise, o zaman Eş. 2.41 e ek olarak 

 

0,1,2,3,...k =  için   ( ) ( )2 1 2 1k q k q
µ µ− +

+ +
= .        
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İspat  

 

(i) durumu 2.3 bölüm 1.kısımda ispatlandı. Eş. 2.28 den hatta görülür ki; eğer 0ψ =  

ise 2sin 0nr+ =  ve böylece 1, 2,3,...n =  için 2 2 0n nr r− += = .    

(ii) durumunu ispatlamak için Eş. 2.28 de 1,2,3,...k =  için n kq=  yazalım. 

O zaman 

 

2 2

2
sin sin

kq kq

p A
r r

q A

± ± −
=  

 

Böylece 2 2 0kq kqr r− += =  ve Eş. 2.39 den Eş. 2.41 görülür.  

Şimdi (iii) durumunu ispatlayalım. 2 1q m= +  ve n kq m= +  ( )0,1, 2,3,...k =  alalım. 

Eş. 2.38 den: 

 

( ) ( ) ( )2 1 2 1

2
sin cos 2 1

2k q k q

p A
r p k r

q A

π± ±

+ +

  −
= + ± 

 
 

 

Böylece (p tek verilmişti) 

 

( ) ( )2 1 2 1

2
sin sin

k q k q

p A
r r

q A

± ±

+ +

−
=   

 

ve böylece ( ) ( )2 1 2 1
0

k q k q
r r− +

+ +
= = . Teorem ispatlandı.                                                      

 

2.5. Teorem 

 

Eğer periyodik problemin en az bir çift kökü varsa, o zaman /γ δ  bir rasyonel 

sayıdır. Eğer yarı-periyodik problemin en az bir çift kökü varsa, o zaman /γ δ  iki 

tek tamsayının bir oranıdır.  
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İspat 

 

Periyodik problemin en az bir çift kökü olsun. O zaman { }1,2,..n ∈  için 2 2 0n nr r− += =  

buluruz ve Eş. 2.28 den sin / 0nπγ δ = . Bundan dolayı bazı m tamsayıları için 

/n mπγ δ π=  dir. Bu yüzden, / /m nγ δ =  rasyonel sayıdır. 

 

Şimdi yarı-periyodik problemin en az bir çift kökü olduğunu farz edelim. O zaman 

bazı { }1,2,..n ∈  için 2 1 2 1 0n nr r− +

+ += =  buluruz ve Eş. 2.38 den ( )cos 2 1 0
2

n
γ π

δ
+ = . 

Bundan dolayı (bazı m tamsayıları için) ( ) ( )2 1 2 1
2 2

n m
γ π π

δ
+ = +  dir. O zaman 

2 1

2 1

m

n

γ

δ

+
=

+
 iki tek tamsayının oranıdır. Teorem ispatlandı.  

 

2.4. Teorem ve 2.5. Teorem den aşağıdaki sonuçlar bulunur:  

 

2.2. Sonuç  

 

Eş. 2.8 biçimindeki ( )xρ  durumunda, eğer periyodik ya da yarı-periyodik 

problemin en az bir çift kökü varsa, o zaman bu problemin sonsuz birçok çift 

özdeğeri vardır.  
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3. PARÇALI SABİT VE ALTERNE KATSAYILI BİR HİLL DENKLEMİNİN                          

    KARARSIZLIK ARALIKLARI ÜZERİNE 

 

3.1. Giriş 

 

λ  bir kompleks parametre ve ( )xρ ,   

 

( )xρ = ( )x wρ +   ( )x−∞ < < ∞         

 

şeklinde 0w >  periyotlu bir periyodik fonksiyon olduğunda 

 

- ( )y x yλρ′′ =      ( )x−∞ < < ∞                               (3.1) 

 

Hill denklemini göz önüne alalım. 

 

Ayrıca burada ( )xρ  alterne fonksiyon ve ( )
0

x dxρ
∞

< ∞∫  olsun. 

 

Eş. 3.1 ile ilişkilendirilmiş periyodik sınır-değer problemini  

 

( )y x yλρ′′− =      ( )0 x w≤ ≤   ,                                                 (3.2) 

( ) ( )y o y w=          ( ) ( )y o y w′ ′=           

 

ve yarı-periyodik sınır-değer problemini  

 

( )y x yλρ′′− =      ( )0 x w≤ ≤   ,                            (3.3) 

( ) ( )y o y w= −        ( ) ( )y o y w′ ′= −  

 

biçiminde tanımlayalım.  
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Eş. 3.2 ya da Eş. 3.3 problemlerinin ( ),y x λ  adi olmayan çözümleri λ  kompleks 

parametresinin değerleridir ve özdeğerleri diye adlandırılır. 

 

Eş. 3.1 in çözümlerini ( ),xθ λ  ve ( ),xϕ λ  olarak alalım ve bu çözümler aşağıdaki 

başlangıç şartlarını sağlasın: 

 

( )0, 1θ λ = ,        ( )/ 0, 0θ λ = ,        ( )0, 0ϕ λ = ,        ( )/ 0, 1ϕ λ = .               (3.4) 

 

Eş. 3.1 in Hill diskriminantı 

 

( ) ( ) ( )/, ,F w wλ θ λ ϕ λ= +                           (3.5) 

 

şeklinde tanımlanan bir fonksiyondur [1]. Eş. 3.2 periyodik probleminin özdeğerleri 

( ) 2 0F λ − =  (periyodik problemin karakteristik denklemi) ile çakışır. Eş. 3.3 yarı-

periyodik probleminin özdeğerleri ( ) 2 0F λ + =  (yarı-periyodik problemin 

karakteristik denklemi) ile çakışır.  

 

( )xρ  alterne fonksiyonu periyodik seçildiğinde Eş. 3.2 ve Eş. 3.3 problemlerinin her 

biri yığılma noktası +∞  ve −∞  olan sayılabilir sonsuz reel özdeğerlere sahiptirler. 

Eş. 3.2 periyodik probleminin özdeğerleri ( )2k k Zµ± ∈  ve Eş. 3.3 yarı-periyodik 

probleminin özdeğerleri ( )2 1k k Zµ ±

+ ∈  olmak üzere bu özdeğerler birlikte 

düşünüldüğünde aşağıdaki gibi sıralanırlar [1, 2, 4]. 

 

02 2 1 1 0 1 1 2 2... ...µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ− + − + − + − + − +

− − − −< ≤ < ≤ < ≤ < ≤ < ≤ <              

 

Eğer λ , ( ),
n n

µ µ− + , ( )n ∈ Ζ  açık aralıklarının herhangi birinde ise, o zaman Eş. 3.1 in 

adi olmayan tüm çözümleri ( ),−∞ ∞  aralığında sınırsızdır. Bu aralıklara, Eş. 3.1 in 

kararsızlık aralıkları denir [1]. 
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Eğer λ , ( )1,n n
µ µ+ −

− , ( )n ∈ Ζ  açık aralıklarının herhangi birinde ise, o zaman Eş. 3.1 

in tüm çözümleri ( ),−∞ ∞  aralığında sınırlıdır. Bu aralıklara,  Eş. 3.1 in kararlılık 

aralıkları denir [1]. 

 

n → ∞  iken ( ),
n n

µ µ− +  kararsızlık aralıklarının uzunluğu 

 

n n nI µ µ+ −= −     ( )n ∈ Ζ                                         (3.6) 

 

şeklinde tanımlanır [1]. 

 

Bu çalışmada a, 0 a w< <  aralığında sabit bir sayı olmak üzere Eş. 3.1 in ρ  

katsayısını  

 

( )
1, 0 ,

1, ,

x a
x

a x w
ρ

< ≤
= 

− < ≤
                           (3.7) 

 

parçalı sabit fonksiyon olarak kabul edelim. Ayrıca ( )xρ , x−∞ < < ∞  ekseni 

üzerinde 0w >  periyotlu bir periyodik fonksiyon olsun. 

 

3.2. Hill Diskriminantı  

 

Eş. 3.1 de 2sλ =  ve ( )xρ  i Eş. 3.7 biçiminde alalım. Eş. 3.1 in Eş. 3.4 başlangıç 

şartlarını sağlayan çözümlerini aşağıdaki gibi elde ederiz; 

 

i) ( ) 1xρ =  ve 0 x a≤ ≤  olsun. O zaman, Eş. 3.1 in öz denklemi 2 2m s= −   

m si⇒ = ±  dir ve böylece genel çözüm  

 

( ) cos sinY x C sx D sx= +    
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olarak bulunur. Başlangıç şartlarını da hesaba katarsak; 

 

( ) ( )

( )

/0, 1, 0, 0

(0) 1 , (0) 0 ; 1, 0 , cos
dY

Y C C Ds Ds C D x sx
dx

θ λ θ λ

θ λ

= =

= ⇒ = = ⇒ = = = ⇒ =
 

 

ve 

 

( ) ( )

( )

/0, 0, 0, 1

1 1
(0) 0 , (0) 1 ; 0, , sin

dY
Y C C Ds Ds C D x sx

dx s s

ϕ λ ϕ λ

ϕ λ

= =

= ⇒ = = ⇒ = = = ⇒ =
 

 

çözümleri bulunur. O halde Eş. 3.1 in Eş. 3.4 şartlarını sağlayan çözümünü;   

 

1
( ) cos sinY x sx sx

s
= +  

 

olarak yazılır, sınır şartlarını çözümle beraber değerlendirirsek; cos 1sa = ve 

sin 0sa =  elde edilir. 

 

ii) ( ) 1xρ = −  ve a x w< ≤  olsun. O zaman, Eş. 3.1 in öz denklemi 2 2m s=  

m s⇒ = ±  dir ve böylece genel çözüm  

 

( ) sx sxAe BeY x
−+=  

 

olarak bulunur. Başlangıç şartlarını da hesaba katarsak;  

 

( )

(0, ) 1, (0, ) 0

1
(0) 1 , (0) 0 ,

2

( , ) / 2 coshsx sx

dY
Y A B A B As Bs As Bs A B

dx

x e e sx

θ λ θ λ

θ λ −

′= =

= + ⇒ = + = − ⇒ = − = =

⇒ = + =
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ve 

 

( )

(0, ) 0, (0, ) 1

1 1
(0) 0 , (0) 1 , ,

2 2

( , ) / 2 sinh /sx sx

dY
Y A B A B As Bs As Bs A B

dx s s

x e e s sx s

ϕ λ ϕ λ

ϕ λ −

′= =

= + ⇒ = + = − ⇒ = − = = −

⇒ = − =

 

 

çözümleri bulunur. cos 1sa = ve sin 0sa =  olduğunu hatırlarsak bu çözümleri; 

 

( ) ( ) ( ) ( ), cosh cos cosh sin sinhx s x a sa s x a sa s x aθ λ = − = − − − , 

( )
( )

( )
( )sinh sinhsin

, cosh cos
s x a s x asa

x s x a sa
s s s

ϕ λ
− −

= = − +  

 

biçiminde yazarız.  

 

O halde ( )Y x  çözümünü 2 parçalı fonksiyonun birleşimi şeklinde aşağıdaki gibi 

belirtiriz: 

 

( )
( ) ( )

cos , 0 ,
,

cos cosh sin sinh , .

sx x a
x

sa s x a sa s x a a x w
θ λ

≤ ≤
= 

− − − < ≤
 

( )
( )

( )

sin
, 0 ,

,
sinhsin

cosh cos , .

sx
x a

s
x

s x asa
s x a sa a x w

s s

ϕ λ


≤ ≤

= 
− − + < ≤



 

 

O zaman Hill diskriminantının kapalı-olmayan formu aşağıdaki gibi bulunur: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

/, ,

cos cosh sinh sinh

sin sinh cos sh

2cos cosh .

F w w

sa s w a sa s w a

sa s w a saco s w a

sa s w a

λ θ λ ϕ λ= +

= − − − +

− + −

= −

              (3.8) 
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3.3. Genel durumlar 

 

Şimdi ( ) 2F λ −  ve ( ) 2F λ +  fonksiyonlarının köklerini araştıralım.  

Eş. 3.8 de 2sλ =  olsun. O zaman 

 

( ) ( )

( )

( ) ( )( )
( ) ( )

2 2

2 2 2 2

2

2cos cosh 2

2 1 2sin / 2 2sinh / 2 1 2

8sin / 2sinh / 2 4sin / 2 4sinh / 2

F

sa s w a

sa s w a

sa s w a sa s w a

φ λ λ+ = −

= − −

= − − + −

= − − − + −

             (3.9)  

 

elde ederiz.   

   

/ 2sa zπ=  ve ( ) /w a a α− =  alırsak,       

 

2 /s z aπ=  ve ( )
22 22 /s a zλ π= =                                         (3.10) 

 

aldığımızda  

 

( ) ( ) ( )2 2 2
14 /z a zφ λ φ π φ+ + += =                                                                            (3.11)                                   

 

olduğunda 

 

( ) 2 2 2 2
1 8sin sinh 4sin 4sinhz z z z zφ π απ π απ+ = − − +                             (3.12) 

 

elde ederiz. Dahası, herhangi bir m tamsayı için dikdörtgensel bölge sınırı m

+Γ  iken 

bölgenin sınırını  

 

( ){ }: Re 1/ 2, Im 1/ 2 /
m

R z C z m z m α+ = ∈ ≤ + ≤ +   
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olarak alalım. m

+Γ = Γ , ( ) 2 28sin sinhf z z zπ απ= − , ( ) 2 24sin 4sinhg z z zπ απ= − +  

seçip, Rouche teoremini uygularsak ( ) ( ) ( )1 z f z g zφ + = +  ve ( ) ( )g z f z<  

eşitsizliği de  

 

( )

( )

2 2

2 2 2 2

4sin 4sinh 1 1 1
1 1 1

8sin sinh 2 sin sinh

g z z z

z z z zf z

π απ

π απ π απ

− +
< ⇒ < ⇒ − <

−
             (3.13) 

 

e denktir. 

 

3.1. Lemma  

 

Bir 0m  pozitif tam sayı vardır öyle ki mz +∀ ∈Γ  ve 0m m∀ ≥  için Eşz. 3.13 geçerlidir. 

 

İspat  

 

Herhangi bir z iσ τ= +   ( ),σ τ ∈ℜ  için aşağıdaki eşitlikler geçerlidir: 

 

{ }2 2 2 2 21
sinh sinh sin 2cos 2

4
z e eαπσ απσαπ απσ απτ απτ −= + = − + .                  (3.14) 

 

m

+Γ  sınırının düşey kenarı üzerinde ( ), 1/ 2z i mσ τ σ= + = ± +  alalım. Eş. 2.22 ve Eş. 

3.14 den 

 

sin cosh 1zπ πτ= ≥ , ( )sinh sinh 1/ 2z mαπ απ≥ +  

 

eşitsizlikleri elde edilir. Bu yüzden, 

 

( )2 2 2

1 1 1 1 1
1 1

2 sin sinh 2 sinh 1/ 2z z mπ απ απ

 
− ≤ + <  + 
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bulunur. Böylece, Eşz. 3.13 1m  yeterince büyük bir pozitif tamsayı olduğunda 

1m m∀ ≥  için 
m

+Γ  sınırının düşey kenarı üzerinde geçerli olur.  

 

m

+Γ  sınırının yatay kenarı üzerinde düşünelim. z iσ τ= +  ve Eş. 2.22 den:  

 

( ) ( ) ( )
22 22 1 1 1

sin sin 1
4 4 2

z e e e e z e e
π τ π τ π τ π τπτ πτπ π− −−≥ − = − ⇒ ≥ −  

 

eşitsizlikleri elde edilir. ( )( )1/ 1/ 2mτ α= ± +  alır ve 2m  yeterince büyük bir pozitif 

tamsayı seçersek  

 

2

1
sin ,

2
z e m m

π τπ > ∀ ≥  

 

olur. Dahası, ( )( )1/ 1/ 2z mσ α= ± +  için Eş. 3.14 den 

 

sinh cosh 1zαπ απσ= ≥  

 

bulunur. Bu yüzden, 
m

+Γ  sınırının yatay kenarı üzerinde 2m m∀ ≥  için 

 

( )2

2 2

1 1 1 1
4 1 1

2 sin sinh 2
e

z z

π τ

π απ

−
− ≤ + < . 

 

Bu yüzden, eğer { }0 1 2max ,m m m= alırsak, o zaman mz +∀ ∈Γ  ve 0m m∀ ≥  için Eşz. 

3.13 ü sağlar. Lemma ispatlandı.                       

 

 3.1. Lemma  kullanır ve Rouche teoremini uygularsak 0m m≥  için m

+Γ  içinde yatan 

( )1 zφ +  fonksiyonunun sıfırlarının sayısı 2 2sin sinhz zπ απ  fonksiyonu ile aynıdır.  

2 2sin sinhz zπ απ  fonksiyonunun m

+Γ  içindeki kökleri  
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1 2
0, 1, 2,..., , , ,...,

m
m i i i

α α α
± ± ± ± ± ±   

 

noktalarıdır ve her bir kök çift katlıdır.(i=imajiner birim). 

 

Sıfır kökü 4 ve her bir sıfır olmayan kök 2 katlıdır. Buradan, ( )1 zφ +  fonksiyonunun 

m

+Γ  içinde 0m m≥  olduğunda 8 4m +  tane sıfıra sahip olması gereklidir. Çünkü Eş. 

3.12 den ( )1 zφ +  çift fonksiyondur ve 0z =  çift köktür, ( )1 zφ +  fonksiyonunun 
m

+Γ  

içindeki köklerini 

 

2 2 2 2 0 0 2 2 2 2, ,..., , , , , , ,..., ,m m m mz z z z z z z z z z− + − + − + − + − +

− − − −± ± ± ± ± ± ± ± ± ±       

 

ile göstereceğiz. Eş. 3.2 periyodik probleminin özdeğerleri reeldir, Eş. 3.10 ve Eş. 

3.11 den, ( )1 zφ +  fonksiyonunun sıfırlarının her biri reel ya da sırf imajinerdir.  

 

3.2. Lemma  

 

 0 1m m≥ +  için, ( )1 zφ +  fonksiyonunun  

 

1 1 1 1
: Re , Im

2 2 2mD z C m z m z m
α

+   
= ∈ − < < + < +  

  
 

 

bölgesinde 2 sıfıra sahiptir ve 

 

1 1 1 1 1
: Re , Im

2 2 2mK z C z m m z m
α α

+     
= ∈ < + − < < +    

    
 

 

bölgesinde 2 sıfıra sahiptir. Bu yüzden 0 1m m≥ +  için, 
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2

1 1

2 2mm z m±− < < +   ve 2 2 2

1 1 1 1
,

2 2m m mz iw m w m
α α

± ± ±

− − −

   
= − < < +   

   
.          (3.15) 

 

İspat  

 

3.1. Lemmanın ispatından açıktır ki, 0 1m m≥ +  için Eşz. 3.13 
mD+  ve 

mK +  

bölgelerinin sınırları üzerinde bile geçerlidir. Sonuç olarak, Rouche teoreminden 

( )1 zφ +  fonksiyonunun mD+  ve mK +  deki köklerinin sayısı 2 2( ) 8sin sinhf z z zπ απ= −  

ile aynıdır. mD+  ve mK +  de 2 tane sıfır kökü vardır. ( ( )f z  fonksiyonu mD+  içinde 

z m=  noktasında 2 sıfır noktası ve mK +  içinde ( )/z i m α=  noktasında 2 sıfır noktası 

vardır.) Lemma ispatlandı.                           

 

k ∈ Ζ  ve 2 2

2
k ks z

a

π± ±=  alalım. Eşz. 3.15 den 22 2kh
π π±− < <  ( )0 1k m≥ +  olduğunda  

 

( ) ( )

( )

2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 0

1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

2 2
, 1 ,

2 2

k k k k k

k
k k k k k

k z k z k z k z k h

k ha a
s k h s k h s k m

a

π π
π π

π
π π

π

± ± ± ± ±

±
± ± ± ± ±

− < < + ⇒ − < − < ⇒ − < − < ⇒ − =

+ 
⇒ − = ⇒ − = ⇒ = ≥ + 

 

 

 

( )

( )
( )

( )
( )( )

2 2 2

2 2
2 2 2 2

2 2
2 2 0

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

2

2 2
, 1

2

k k k

k k
k k k k

k k
k k

k w k w k w k

w az as
w k h k h k h

i a i

w a s k h
k h s i k m

i w a

π π
α π α

α α

π α π α π
π

π
π

± ± ±

− − −

± ±
± ± ± ±−
−

± ±
± ±

   
− − < < − + ⇒ − < + < ⇒ − < + <   
   

−  
⇒ + = ⇒ + = ⇒ + =  

   

− − +
⇒ + = ⇒ = ≤ − +

−

 

 

bulunur. 2kh±  niceliğini analiz edersek, Eş. 3.9 un kökleri 2ks±  sayılarıdır. Bu yüzden 

2kh−  ve 2kh+ , 0 1k m≥ +  için  

 

( ) ( )2 2 2 22sin sinh sin sinh 0t k t t k tα π α π+ + − + =                        (3.16) 



 39 

denkleminin ve ( )0 1k m≤ − +  için 

 

( )( ) ( )( )2 2 2 22sin sinh / sin sinh / 0t k t t k tπ α π α− + − − =                      (3.17) 

 

denkleminin kökleridir.  

 

Eş. 3.16 aşağıdaki eşitliklerin birleşimidir: 

 

( )
( )

2

2

sinh
sin

1 2sinh

k t
t

k t

α π

α π

+
=

+ +
,                        (3.18) 

 
( )

( )

2

2

sinh
sin

1 2sinh

k t
t

k t

α π

α π

+
= −

+ +
.                                               (3.19) 

 

Eş. 3.17 aşağıdaki eşitliklerin birleşimidir: 

 

( )( )
( )( )

2

2

sinh /
sin

1 2sinh /

k t
t

k t

π α

π α

−
=

+ −
,                        (3.20) 

 
( )( )

( )( )

2

2

sinh /
sin

1 2sinh /

k t
t

k t

π α

π α

−
= −

+ −
.                        (3.21) 

 

Açıkça, Eş. 3.18 ve Eş. 3.20 nin her birinin kökleri ( )/ 2, / 2π π−  yatmaktadır ve 

non-negatiftir ve Eş. 3.19 ve Eş. 3.21 in her birinin kökleri ( )/ 2, / 2π π−  yatmaktadır 

ve non-pozitiftir. 

 

3.3. Lemma  

 

0 1k m≥ +  için Eş. 3.18 ve Eş. 3.20 nin her birinin [ )0, / 2π  de bir kökü ve Eş. 3.19 

ve Eş. 3.21 in her birinin ( ]/ 2,0π−  de bir kökü vardır. 
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İspat  

 

0 1k m≥ +  için 

 

( )
( )

( )

2

1 2

sinh
sin

1 2sinh

k t
f t t

k t

α π

α π

+
= −

+ +
 

 

fonksiyonu 0 / 2t π≤ ≤  de süreklidir ve ( ) ( )1 1/ 2 0, 0 0f fπ > <  dır. Bu yüzden, 

( )1f t  fonksiyonunun [ )0, / 2π  de en az bir kökü vardır. 

Benzer olarak Eş. 3.19 un ( ]/ 2,0π−  da bir kökü olduğunu gösterelim: 

 

( )
( )

( )

2

2 2

sinh
sin

1 2sinh

k t
f t t

k t

α π

α π

+
= +

+ +
 

 

fonksiyonu / 2 0tπ− ≤ ≤  da süreklidir ve ( ) ( )2 20 0, / 2 0f f π> − <  dır. Sonuç olarak 

Eş. 3.19 un ( ]/ 2,0π−  da bir kökü vardır.  

( )0 1k m≤ − +  için 

 

( )( )
( )( )

2

3 2

sinh /
( ) sin

1 2sinh /

k t
f t t

k t

π α

π α

−
= −

+ −
 

 

fonksiyonu 0 / 2t π≤ ≤  de süreklidir ve ( ) ( )3 3/ 2 0, 0 0f fπ > <  dır. ( )3f t  

fonksiyonunun [ )0, / 2π  de bir kökü vardır. 

Benzer olarak Eş. 3.21 de ( ]/ 2,0π−  de bir kökü olduğunu gösterelim: 

 

( )( )
( )( )

2

4 2

sinh /
( ) sin

1 2sinh /

k t
f t t

k t

π α

π α

−
= +

+ −
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fonksiyonu / 2 0tπ− ≤ ≤  da süreklidir ve ( ) ( )4 40 0, / 2 0f f π> − <  dır. Sonuç olarak 

Eş. 3.21 in ( ]/ 2,0π−  da bir kökü vardır. Lemma ispatlandı.                   

 

0 1k m≥ +  için Eş. 3.18 in bir kökünü ve ( )0 1k m≤ − +  için Eş. 3.20 nin bir kökünü 

[ )2 0, / 2kr π+ ∈  alalım. Hatta, 0 1k m≥ +  için Eş. 3.19 un bir kökünü ve ( )0 1k m≤ − +  

için Eş. 3.21 in bir kökünü ( ]2 / 2,0
k

r π−− ∈ −  alalım. O zaman, bütün 0 1k m≥ +  için 

20 / 2kr π±≤ <  ve 0 1k m≥ +  için 2 2k kh r± ±= ± , ( )0 1k m≤ − +  için 2 2k kh r± ±= ∓  dır.   

 

( )
2

2
2

2 2

2 2 k
k k

k r
S

a

π
µ

±
± ±  ±

= =  
 

 , 0 1k m≥ +  

( )
2

2
2

2 2

2 2 k
k k

k r
S

w a

π
µ

±
± ±  ±

= = − 
− 

,        ( )0 1k m≤ − +  

( )
( )

2
2

2 2
2

sinh
sin

1 2sinh

k

k

k

k r
r

k r

α π

α π

±

±

±

±
=

+ ±
, 0 1k m≥ +             (3.22) 

( )
( )

2
2

2 2
2

sinh /
sin

1 2sinh /

k

k

k

k r
r

k r

π α

π α

±

±

±
=

+

∓

∓

, ( )0 1k m≤ − +                                  (3.23) 

 

eşitlikleri bulunur. 

 

Benzer araştırmaları yarı-periyodik problemde yapalım, fonksiyonun kökleri 2sλ =  

olduğunda;   

 

 

( ) ( )

( )

( ) ( )( )
( ) ( )

2 2

2 2 2 2

2

2cos cosh 2

2 2cos / 2 1 2cosh / 2 1 2

8cos / 2cosh / 2 4cos / 2 4cosh / 2 4

F

sa s w a

sa s w a

sa s w a sa s w a

φ λ λ− = +

= − +

= − − − +

= − − − − +

    (3.24)  

        

elde ederiz. Eş. 3.10 değişken değiştirmesini kullanırsak  
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( ) ( ) ( )2 2 2
14 /z a zφ λ φ π φ− − −= =                                                                            (3.25)                                                            

 

olur ve  

 

( ) 2 2 2 2
1 8cos cosh 4cos 4cosh 4z z z z zφ π απ π απ− = − − +                                    (3.26) 

 

elde ederiz. Dahası, herhangi bir m tamsayı için dikdörtgensel bölge sınırı m

−Γ  iken 

bölgenin sınırı;  

 

( ){ }: Re 1, Im 1 /
m

R z C z m z m α− = ∈ ≤ + ≤ +   

 

olarak alalım. m

−Γ = Γ , ( ) ( ) ( )1 z f z g zφ − = + , ( ) 2 28cos coshf z z zπ απ= , 

( ) 2 24cos 4cosh 4g z z zπ απ= − − +  olarak yazalım. Rouche teoreminden aşağıdaki 

eşitsizlik elde edilir;  

 

( ) ( )
( )

( ) 2 2 2 2

1 1 1 1
1 1

2 cos cosh cos cosh

g z
g z f z

z z z zf z π απ π απ
< ⇒ < ⇒ + − < .(3.27) 

 

3.4. Lemma  

 

0m  bir pozitif tam sayı olmak üzere Eşz. 3.27 mz −∀ ∈Γ  ve 0m m∀ ≥  için geçerlidir. 

 

İspat  

 

Herhangi bir z iσ τ= +   ( ),σ τ ∈ℜ  için aşağıdaki eşitlikler geçerlidir: 

 

{ }2 2 2 2 21
cos cos sinh 2cos 2

4
z e eπτ πτπ σπ πτ σπ −= + = + + ,                     (3.28) 
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{ }2 2 2 2 21
cosh sinh cos 2cos 2

4
z e eαπσ απσαπ απσ απτ απτ −= + = + + .                 (3.29) 

 

m

−Γ  sınırının düşey kenarı üzerinde ( ), 1z i mσ τ σ= + = ± +  olsun. Eş. 3.28 ve Eş. 

3.29 dan  

 

cos cosh 1zπ πτ= ≥ , ( )cosh sinh 1z mαπ απ≥ +  

 

eşitsizlikleri elde edilir. Bu yüzden, 

 

( ) ( )

2 2 2 2

2 2

1 1 1 1

2 cos cosh cos cosh

1 1 1
1 1

2 sinh 1 sinh 1

z z z z

m m

π απ π απ

απ απ

+ −

 
≤ + − <  + + 

 

 

ve böylece, Eşz. 3.27 1m  yeterince büyük bir pozitif tamsayı olduğunda 1m m∀ ≥  

için m

−Γ  sınırının düşey kenarı üzerinde geçerli olur.  

 

m

−Γ  sınırının yatay kenarı üzerinde düşünelim. z iσ τ= +   ve Eş. 3.28 den  

 

( ) ( ) ( )
22 22 1 1 1

cos cos 1
4 4 2

z e e e e z e e
π τ π τ π τ π τπτ πτπ π− −−≥ − = − ⇒ ≥ −  

 

eşitsizlikleri bulunur. ( )( )1/ 1mτ α= ± +  alır ve 2m  yeterince büyük bir pozitif 

tamsayı seçersek  

 

2

1
cos ,

2
z e m m

π τπ > ∀ ≥  

 

olur. Dahası, ( )( )1/ 1z mσ α= ± +  için Eş. 3.29 dan 
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cosh cosh 1zαπ απσ= ≥  

 

bulunur. Bu yüzden, m

−Γ  sınırının yatay kenarı üzerinde 2m m∀ ≥  için 

 

( )2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 1
4 1 4 1

2 cos cosh cos cosh 2
e e

z z z z

π τ π τ

π απ π απ

− −
+ − ≤ + − < . 

 

Sonuç olarak, eğer { }0 1 2max ,m m m=  alırsak, o zaman mz −∀ ∈Γ  ve 0m m∀ ≥  için 

Eşz. 3.27 sağlar. Lemma ispatlandı.            

 

3.4. Lemmayı kullanır ve Rouche teoremini uygularsak 0m m≥  için m

−Γ  içinde yatan 

( )1 zφ −  fonksiyonunun sıfırlarının sayısı 2 2cos coshz zπ απ  fonksiyonu ile aynıdır. 

2 2cos coshz zπ απ  fonksiyonunun 
m

−Γ  içindeki kökleri  

 

1

2
z k

 
= + 
 

 ve 
1

,
2

i
z k

α

 
= + 

 
 0, 1, 2,..., , 1k m m= ± ± ± − −  

 

noktalarıdır ve her bir kök çift katlıdır. Bundan dolayı 0n n≥  olmak üzere ( )1 zφ −  

fonksiyonunun m

−Γ  içinde 8 8n +  tane kökü vardır. Çünkü Eş. 3.26 dan  ( )1 zφ −  çift  

fonksiyondur ve ( )1 zφ −  fonksiyonunun 
m

−Γ  içindeki köklerini 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 12 1 2 1 2 1 2 1
, ,..., , , , ,..., ,

m m m m
z z z z z z z z− + − + − + − +

− −− + − + − + − +
± ± ± ± ± ± ± ±      

 

 ile göstereceğiz.  

 

Eş. 3.3 yarı-periyodik probleminin özdeğerleri reeldir, Eş. 3.10 ve Eş. 3.25 den,  

( )1 zφ −  fonksiyonunun sıfırlarının her biri reel ya da sırf imajinerdir.  
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3.5. Lemma  

 

0 1m m≥ +  için, ( )1 zφ −  fonksiyonunun  

 

( ){ }; Re 1, Im 1 /
m

D z C m z m z m α− = ∈ < < + < +  

 

bölgesinde 2 sıfıra sahiptir ve 

 

( ){ }; Re 1, / Im 1 /
m

K z C z m m z mα α− = ∈ < + < < +  

 

bölgesinde 2 sıfıra sahiptir. Bu yüzden 0 1m m≥ +  için, 

 

2 1 1mm z m±

+< < +  ve ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1, / 1 /
m m m

z iw m w mα α± ± ±

− + − + − +
= < < + .          (3.30) 

 

İspat  

 

3.4. Lemmanın ispatından açıktır ki, 0 1m m≥ +  için Eşz. 3.27 mD−  ve mK −  

bölgelerinin sınırları üzerinde bile geçerlidir. Sonuç olarak, Rouche teoreminden 

( )1 zφ −  fonksiyonunun mD−  ve mK −  deki köklerinin sayısı ( ) 2 28cos coshf z z zπ απ=  

ile aynıdır. 
mD−  ve 

mK −  de 2 tane sıfır kökü vardır. ( ( )f z  fonksiyonu 
mD−  içinde 

1/ 2z m= +  noktasında 2 sıfır noktası ve mK −   içinde ( )1/ 2 /z i m α= +  noktasında 2 

sıfır noktası vardır.) Lemma ispatlandı.          

  

k ∈ Ζ  ve 2 1 2 1

2
k k

s z
a

π± ±

+ +=  alalım. Eş. 3.30 dan 2 10 kh π±

+< <   ( )0 1k m≥ +  olduğunda  

 

( ) ( )

( )

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 1
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 0

1 0 1 0

2 2
, 1 ,

2 2

k k k k k

k
k k k k k

k z k z k z k z k h

k ha a
s k h s k h s k m

a

π π π

π
π π

π

± ± ± ± ±

+ + + + +

±
± ± ± ± ± +

+ + + + +

< < + ⇒ < − < ⇒ < − < ⇒ − =

+ 
⇒ − = ⇒ − = ⇒ = ≥ + 

 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )

( )
( )( )

2 1 2 1 2 1

2 1 2 1
2 1 2 1 2 12 1

2 1 2 1
2 1 2 1 0

1 1
1 0 1 0

2

2 2
, 1

2

k k k

k k
k k kk

k k
k k

k w k w k w k

z w a as
w k h k h k h

i a i

w a s k h
k h s i k m

i w a

α π α π
α α

π α π α π
π

π
π

± ± ±

− + − + − +

± ±
− +± ± ± ±+

+ + +− +

± ±
+ ± ± +

+ +

− < < − + ⇒ < + < ⇒ < + <

  − 
⇒ + = ⇒  +  = ⇒ + =     

− − +
⇒ + = ⇒ = ≤ − +

−
 

bulunur. 2 1kh±

+  niceliğini analiz edersek, Eş. 3.24 ün kökleri 2 1ks±

+  sayılarıdır. Bu 

yüzden, 2 1kh−

+  ve 2 1kh+

+ , 0 1k m≥ +  için  

 

( ) ( )2 2 2 22cos cosh cos cosh 1 0t k t t k tα π α π+ − − + + =                          (3.31) 

 

denkleminin ve ( )0 1k m≤ − +  için 

 

( )( ) ( )( )2 2 2 22cos cosh / cos cosh / 1 0t k t t k tπ α π α− − − − + =                            (3.32) 

 

denkleminin kökleridir. Eş. 3.31 aşağıdaki eşitliklerin birleşimidir: 

 

( )
( )

2

2

1 cosh
cos

1 2cosh

k t
t

k t

α π

α π

− +
=

− +
,                        (3.33) 

 
( )
( )

2

2

1 cosh
cos

1 2cosh

k t
t

k t

α π

α π

− +
= −

− +
.                         (3.34)  

 

Eş. 3.32 aşağıdaki eşitliklerin birleşimidir: 

 

( )( )
( )( )

2

2

1 cosh /
cos

1 2cosh /

k t
t

k t

π α

π α

− −
=

− −
,                        (3.35) 

( )( )
( )( )

2

2

1 cosh /
cos

1 2cosh /

k t
t

k t

π α

π α

− −
= −

− −
.                        (3.36) 
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Eş. 3.33 ve Eş. 3.35 in her birinin kökleri ( )0,π yatmaktadır ve non-negatiftir ve Eş. 

3.34 ve Eş. 3.36 nın her birinin kökleri ( )0,π yatmaktadır ve non-pozitiftir. 

 

3.6. Lemma  

 

0 1k m≥ +  için Eş. 3.33 ve Eş. 3.35 in her birinin ( ]0, / 2π  de bir kökü ve Eş. 3.34 

ve Eş. 3.36 nın her birinin [ )/ 2,π π  de bir kökü vardır. 

 

İspat  

 

0 1k m≥ +  için 

 

( )
( )
( )

2

1 2

1 cosh
cos

1 2cosh

k t
g t t

k t

α π

α π

− +
= −

− +
 

 

fonksiyonu 0 / 2t π≤ ≤  de süreklidir ve ( ) ( )1 10 0, / 2 0g g π> <  dır. ( )1g t  nin 

[ )0, / 2π  de bir kökü vardır. Benzer olarak Eş. 3.34 ün de ( ]/ 2,π π  de bir kökü 

olduğunu gösterelim: 

 

( )
( )
( )

2

2 2

1 cosh
cos

1 2cosh

k t
g t t

k t

α π

α π

− +
= +

− +
 

 

fonksiyonu / 2 tπ π≤ ≤  de süreklidir ve ( ) ( )2 2/ 2 0, 0g gπ π> <  dır. Sonuç olarak 

Eş. 3.34 ün ( ]/ 2,π π  de bir kökü vardır.  

( )0 1k m≤ − +  için 

 

( )( )
( )( )

2

3 2

1 cosh /
( ) cos

1 2cosh /

k t
g t t

k t

π α

π α

− −
= −

− −
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fonksiyonu 0 / 2t π≤ ≤  de süreklidir ve ( ) ( )3 30 0, / 2 0g g π> <  dır. ( )3g t  nin 

[ )0, / 2π  de bir kökü vardır. Benzer olarak Eş. 3.36 nın da ( ]/ 2,π π  de bir kökü 

olduğunu gösterelim: 

 

( )( )
( )( )

2

4 2

1 cosh /
( ) cos

1 2cosh /

k t
g t t

k t

π α

π α

− −
= +

− −
 

 

fonksiyonu / 2 tπ π≤ ≤  de süreklidir ve ( ) ( )4 4/ 2 0, 0g gπ π> <  dır. Sonuç olarak 

Eş. 3.36 nın ( ]/ 2,π π  de bir kökü vardır. Lemma ispatlandı.                   

 

( ]/ 2,π π  aralığında 0 1k m≥ +  için Eş. 3.34 ün bir kökünü ve ( )0 1k m≤ − +  için Eş. 

3.36 nın bir kökünü 2 1 / 2kr π+

+ +  olarak alalım. Hatta [ )0, / 2π  aralığında 0 1k m≥ +  

için Eş. 3.33 ün bir kökünü ve ( )0 1k m≤ − +  için Eş. 3.35 in bir kökünü 2 1 / 2kr π−

+− +  

olarak alalım. O zaman, bütün 0 1k m≥ +  için 2 10 / 2kr π±

+≤ <  ve 0 1k m≥ +  için 

2 1 2 1 / 2k kh r π± ±

+ += ± + ,  ( )0 1k m≤ − +  için 2 1 2 1 / 2k kh r π± ±

+ += +∓  dir.   

 

( )
( )

2
2 2 1

2 1 2 1

2 1 2 k

k k

k r
S

a

π
µ

±

+± ±

+ +

 + ±
= =  

 
,  0 1k m≥ +  

( )
( )

2
2 2 1

2 1 2 1

2 1 2 k

k k

k r
S

w a

π
µ

±

+± ±

+ +

 + ±
= = − 

− 
,   ( )0 1k m≤ − +  

( )
( )

2
2 1

2 1 2
2 1

1 cosh / 2
cos

1 2cosh / 2

k

k

k

k r
r

k r

α π π

α π π

±

+±

+ ±

+

− + ±
=

− + ±
,  0 1k m≥ +                      (3.37) 

( )( )
( )( )

2
2 1

2 1 2
2 1

1 cosh / 2 /
cos

1 2cosh / 2 /

k

k

k

k r
r

k r

π π α

π π α

±

+±

+ ±

+

− +
=

− +

∓

∓

, ( )0 1k m≤ − +                      (3.38) 

 

eşitlikleri bulunur. 
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3.1. Teorem  

 

Periyodik problemin özdeğerleri { }2k
µ ±  ve yarı-periyodik problemin özdeğerleri 

{ }2 1k
µ ±

+   olmak üzere ve ( )00 , 1
2n

r n m
π±≤ ≤ ≥ +  olduğunda     

 

2
2 n

n

n r

a

π
µ

±
±  ±

=  
 

,  0 1k m≥ + ,   

2
2 n

n

n r

w a

π
µ

±
±  ±

= − 
− 

,  ( )0 1k m≤ − +  

 

biçiminde elde edilir ve Eş. 3.22, Eş. 3.23, Eş. 3.37 ve Eş. 3.38 i sağlar. 

 

3.4. Kararsızlık Aralıklarının Uzunluğu 

 

3.2. Teorem  

 

{ },
n n

µ µ− +  kararsızlık aralığının n n nI µ µ+ −= −  uzunluğu n → ±∞  iken sonsuza gider. 

 

İspat  

 

0 / 2nr π±≤ ≤  olduğunda aşağıdaki eşitlikler bulunur; 

 

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2

2 22 2
0

2 / 2 /

4 / 4 / , 1

n n n n n

n n n n

I n r a n r a

n r r a r r a n m

µ µ π π

π

+ − + −

+ − + −

= − = + − −

= + + − ≥ +
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2 2

2 / 2 /n n n n nI n r w a n r w aµ µ π π+ − + − = − = − + − − − − −
  

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2 22 2

04 / 4 / . 1n n n nn r r w a r r w a n mπ + − + −= − + − − − − ≤ − +  

 

Bu yüzden, teoremin ispatı için n → ±∞  iken { }n
r+ dizisinin sıfıra yakınsamadığını 

görmek yeterli olacaktır. 2n k=  ve k → ∞ durumunu düşünelim.  
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Aksini kabul edelim. k → ∞  iken 2 0kr+ →  dır. Daha sonra Eş. 3.22 den elde edilen  

 

( )
2

2 2
2 2

2

sin
sinh ,

1 2sin
k

k

k

r
k r

r
α π

+
+

+
+ =

−
          ( )2lim sinh 0k

k
k rα π +

→∞
+ =  

 

ki bu tezattır.  

 

2 1n k= +  ve k → −∞  durumu benzer şekilde gösterilebilir. Bunun için aksini kabul 

edelim. k → −∞  iken 2 1 0kr−

+ →  dır. Daha sonra Eş. 3.38 den elde edilen 

 

( )( )
2

2 2 1
2 1 2

2 1

cos 1
cosh / 2 /

1 2cos
k

k

k

r
k r

r
π π α

−
− +

+ −

+

−
+ + =

+
,  ( )( )2 1lim cosh / 2 / 0k

k
k rπ π α−

+
→−∞

+ + =  

 

ki bu tezattır. Teorem ispatlandı.                      
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4. SONUÇLAR 

 

“Parçalı pozitif sabit katsayılı bir Hill denkleminin kararsızlık aralıkları üzerine” 

isimli çalışmadan elde edilen sonuçlar: 

 

i. Hill denklemi ile ilgili periyodik problemin özdeğerleri ( ) 2 0F λ − =  (periyodik 

problemin karakteristik denklemi) ile çakışır ve bu fonksiyon 0 x a≤ ≤  aralığında 

sinüs, a x w< ≤ aralığında da sinüs fonksiyonunun kombinasyonu ile ifade edilir.  

Hill denklemi ile ilgili yarı-periyodik problemin özdeğerleri ( ) 2 0F λ + =  (yarı-

periyodik problemin karakteristik denklemi) ile çakışır ve bu fonksiyon 0 x a≤ ≤  

aralığında kosinüs, a x w< ≤  aralığında da kosinüs fonksiyonun kombinasyonu ile 

ifade edilir.  

 

ii. ( )xρ  fonksiyonu parçalı pozitif sabit fonksiyon seçildiğinde başlangıç şartlarını 

sağlayan problemin çözümleri sinüs ve kosinüs dairesel fonksiyonları ile ifade 

edildiğinden, Hill denklemi ile ilgili periyodik ve yarı-periyodik problemlerin her biri 

yığılma noktası +∞  olan sayılabilir sonsuz reel özdeğerlere sahiptir. 

 

Çünkü Hill denkleminin özdeğerlerini ( )
22 22 /s zλ π δ= =  olarak seçmiştik. Rouche 

teoreminden, ( ) ( ) 2Fφ λ λ+ = −  fonksiyonunun m

+Γ  içindeki sıfırlarının sayısı 

2sin zπ  fonksiyonu ile aynıdır. 2sin zπ  fonksiyonunun m

+Γ  içindeki kökleri z m= ± ,  

noktalarıdır. ( ) ( ) 2Fφ λ λ− = +  fonksiyonunun m

−Γ  içindeki sıfırlarının sayısı 

2cos zπ  fonksiyonu ile aynıdır.  2cos zπ  fonksiyonunun m

−Γ  içindeki kökleri 

( )1/ 2z m= ± +  noktalarıdır. 

 

Eş. 2.26 ve Eş. 2.27 nin kökleri 20 / 2nr π±≤ <  olduğunda, periyodik problemin 

özdeğerleri 
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0 0µ = , ( ) ( )( )
22

2 2 22 2 /
n n n

S n rµ π δ± ± ±= = ±  

 

olarak bulunur ve bunlar ( ) 2F λ −  fonksiyonunun ( )/ 2, / 2π π−  aralığındaki 

çözümü olan Eş. 2.28 i sağlar. 

 

Eş. 2.36 ve Eş. 2.37 nin kökleri 2 10 / 2nr π±

+≤ <  olduğunda, yarı-periyodik problemin 

özdeğerleri 

 

( ) ( )( )( )
22

2 1 2 1 2 12 1 2 /
n n n

S n rµ π δ± ± ±

+ + += = + ±  

 

olarak bulunur ve bunlar ( ) 2F λ +  fonksiyonunun ( )0,π  aralığındaki çözümü olan 

Eş. 2.38 i sağlar. 

 

O zaman ( )00 / 2, 1nr n nπ±≤ ≤ ≥ +  olduğunda Hill denkleminin özdeğerleri 

 

( )( )
2

0 0, 2 / , 1,2,...
n n

n r nµ µ π δ± ±= = ± =  

 

şeklinde gösterilir. O halde Hill denkleminin özdeğerleri pozitif reel bulunur.  

 

iii. n +∈ Ζ  ve n → ∞  iken ( ),
n n

µ µ− +  kararsızlık aralıklarının n n nI µ µ+ −= −  uzunluğu                 

sonsuza gider. 

 

“Parçalı sabit ve alterne katsayılı bir Hill denkleminin kararsızlık aralıkları üzerine” 

isimli çalışmadan elde edilen sonuçlar: 

 

i. Hill denkleminin periyodik problemin özdeğerleri ( ) 2 0F λ − =  (periyodik 

problemin karakteristik denklemi) ile çakışır ve bu fonksiyon 0 x a≤ ≤  aralığında 
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sinüs, a x w< ≤  aralığında sinüs ve hiperbolik sinüs fonksiyonlarının kombinasyonu 

şeklinde ifade edilir.  

 

Hill denkleminin yarı-periyodik problemin özdeğerleri ( ) 2 0F λ + =  (yarı-periyodik 

problemin karakteristik denklemi) ile çakışır ve bu fonksiyon 0 x a≤ ≤  aralığında 

kosinüs, a x w< ≤  aralığında kosinüs ve hiperbolik kosinüs fonksiyonlarının 

kombinasyonu şeklinde ifade edilir. 

 

ii. ( )xρ  alterne sabit fonksiyon seçildiğinde başlangıç şartlarını sağlayan problemin 

çözümleri; 0 x a≤ ≤  aralığında sinüs ve kosinüs dairesel fonksiyonları ile elde 

edildiğinden, Hill denklemi ile ilgili periyodik ve yarı-periyodik problemlerin her biri 

bu aralıkta yığılma noktası +∞  olan sayılabilir sonsuz reel özdeğere sahiptir. 

a x w< ≤  aralığında problemin çözümünde hiperbolik sinüs ve hiperbolik kosinüs 

fonksiyonları elde edilir. Burada belirtilmesi gereken en önemli detay hiperbolik 

sinüs ve hiperbolik kosinüs periyodik olmadığından bu çözümlere eşit fakat 

cos 1sa = ve sin 0sa =  sabit değerlerini katsayı kabul eden biçimde yeniden 

yazılarak periyodikliğin yani sonsuz reel özdeğerin elde edilmesidir. O halde, 

a x w< ≤   aralığında problemin çözümlerinde sinüs, kosinüs, hiperbolik sinüs ve 

hiperbolik kosinüs fonksiyonları elde edilir. Hill denklemi ile ilgili periyodik ve yarı-

periyodik problemlerin her biri a x w< ≤  aralığında yığılma noktası +∞  ve −∞  olan 

sayılabilir sonsuz reel özdeğere sahiptir.  

 

Çünkü Hill denkleminin özdeğerlerini ( )
22 22 /s a zλ π= =  olarak seçmiştik. Rouche 

teoreminden, ( ) ( ) 2Fφ λ λ+ = −  fonksiyonunun m

+Γ  içindeki sıfırlarının sayısı 

2 2sin sinhz zπ απ  fonksiyonu ile aynıdır. 2 2sin sinhz zπ απ  fonksiyonunun 
m

+Γ  

içindeki kökleri z m= ± , /z im α= ±  noktalarıdır. ( ) ( ) 2Fφ λ λ− = +  fonksiyonunun 

m

−Γ  içindeki sıfırlarının sayısı 2 2cos coshz zπ απ  fonksiyonu ile aynıdır.  

2 2cos coshz zπ απ  fonksiyonunun m

−Γ  içindeki kökleri ( )1/ 2z m= ± + , 

( )1/ 2 /z i m α= ± +  noktalarıdır. 
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Eş. 3.18, Eş. 3.19, Eş. 3.20 ve Eş. 3.21 in kökleri 20 / 2nr π±≤ <  olduğunda, periyodik 

problemin özdeğerleri  

 

( ) ( )( )
22

2 2 22 2 /
k k k

S k r aµ π± ± ±= = ±  , 0 1k m≥ +  

( ) ( ) ( )( )
22

2 2 22 2 /
k k k

S k r w aµ π± ± ±= = − ± − ,  ( )0 1k m≤ − +  

 

şeklindedir ve bunlar ( ) 2F λ −  fonksiyonunun ( )/ 2, / 2π π−  aralığındaki çözümü 

olan Eş. 3.22 ve Eş. 3.23 ü sağlarlar.  

 

Eş. 3.33, Eş. 3.34, Eş. 3.35 ve Eş. 3.36 nın kökleri 2 10 / 2nr π±

+≤ <  olduğunda, yarı-

periyodik problemin özdeğerleri 

 

( ) ( )( )( )
22

2 1 2 1 2 12 1 2 /
k k k

S k r aµ π± ± ±

+ + += = + ± ,  0 1k m≥ +  

( ) ( )( )( )
22

2 1 2 1 2 12 1 2 /
k k k

S k r w aµ π± ± ±

+ + += = − + ± − ,  ( )0 1k m≤ − +  

 

şeklindedir ve bunlar ( ) 2F λ +  fonksiyonunun ( )0,π  aralığındaki çözümü olan Eş. 

3.37 ve Eş. 3.38 i sağlarlar. 

 

iii. ( )00 / 2, 1
n

r n mπ±≤ ≤ ≥ +  olduğunda Hill denkleminin özdeğerleri 

 

( )( )
2

2 /
n n

n r aµ π± ±= ± ,  0 1k m≥ +  ,    ( )
2

2 /
n n

n r w aµ π± ±= − ± − ,  ( )0 1k m≤ − +  

 

olur. O halde, Hill denkleminin özdeğerleri pozitif veya negatif reeldir.  

 

iv. n ∈ Ζ  ve n → ±∞  iken ( ),
n n

µ µ− +  kararsızlık aralıklarının n n nI µ µ+ −= −  uzunluğu 

sonsuza gider.  
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