PARCALI SABIT KATSAYILI BiR HiLL DENKLEMININ
KARARSIZLIK ARALIKLARI UZERINE

Burhan SELCUK

YUKSEK LiSANS TEZi
MATEMATIK

GAZi UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

EYLUL 2006
ANKARA



il

Burhan SELCUK tarafindan hazirlanan PARCALI SABIT KATSAYILI BiR HILL
DENKLEMININ KARARSIZLIK ARALIKLARI UZERINE adli bu tezin Yiiksek

Lisans tezi olarak uygun oldugunu onaylarim.

Prof.Dr.I.Baki Yasar

Tez YOneticisi

Bu calisma, jiirimiz tarafindan oy birligi ile MATEMATIK Anabilim Dalinda

Yiiksek lisans tezi olarak kabul edilmistir.

Bagkan: : Prof.Dr.i.Baki Yasar

Uye : Prof.Dr.i.Ethem Anar

Uye : Prof.Dr.Muhsin Mert

Uye : Prof.Dr.Necmettin Tanriéver
Uye : Prof.Dr.Bahri Turan

Tarih : 28/09/2006

Bu tez, Gazi Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii tez yazim kurallarina uygundur.



iii

TEZ BILDIRiMi

Tez i¢indeki biitiin bilgilerin etik davramis ve akademik kurallar ¢ercevesinde elde

edilerek sunuldugunu, ayrica tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu

calismada orijinal olmayan her tiirlii kaynaga eksiksiz atif yapildigini bildiririm.

Burhan SELCUK



PARCALI SABIiT KATSAYILI BiR HiLL DENKLEMIiNIiN KARARSIZLIK
ARALIKLARI UZERINE
(Yiiksek Lisans Tezi)

Burhan SELCUK

GAZi UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU
Eyliil 2006

OZET

Bu calismada, parcah sabit katsayih Hill denklemi ile iliskilendirilmis periyodik
ve yari-periyodik simir-deger problemlerinin o6zdegerleri icin asimptotik
formiiller arastirildi. Sonu¢ olarak, Hill denkleminin kararsizhik araliklarimin

uzunluklariin sonsuza gittigi goriildii.

Bilim Kodu :204.1.138 )
Anahtar Kelimeler : Hill denklemi, Ozdeger, Kararhlik
Sayfa Adedi : 56

Tez Yoneticisi : Prof.Dr.irfan Baki Yasar



ON INSTABILITY INTERVALS OF A HILL'S EQUATION WITH
PIECEWISE CONSTANT COEFFICIENT
(M.Sc. Thesis)

Burhan SELCUK

GAZi UNIVERSITY
INSTITUTE OF SCIENCE AND TECHNOLOGY
September 2006

ABSTRACT

In this paper, the asymptotic formulas for eigenvalues of the periodic and the
semiperiodic boundary value problems associated with a Hill's equation having
piecewise constant coefficient are investigated. As a corollary, it is shown that

the lengths of instabilitiy intervals of Hill's equation tend to infinity.

Science Code : 204.1.138

Key Words : Hill’s equation, Eigenvalue, Stability
Page Number: 56

Adviser : Prof.Dr.irfan Baki Yasar



vi

TESEKKUR

Calismalarim boyunca degerli yardim ve katkilariyla beni yonlendiren Hocam Prof.
Dr. irfan Baki YASAR’a ve manevi destekleriyle beni hicbir zaman yalmz
birakmayan aileme ve ¢ok degerli arkadasim Mehmet ARSLAN’a tesekkiirii bir borg

bilirim.



vii

ICINDEKILER
Sayfa
OZET ...ttt iv
ABSTRACT ..ottt ettt e et e e st e e e v
TESEKKUR. ... ..ottt e vi
ICINDEKILER. ... oottt vii
SIMGELER VE KISALTMALAR...........oiiiiiiiiiiiiiiiee e, viii
L GIRIS 1
2. PARCALI POZITIF SABIT KATSAYILI BIR HILL DENKLEMININ
KARARSIZLIK ARALIKLARI UZERINE ......cccccooiiiiiiiiiiieiicceeec e 2
2 B € 1 S 2
2.2. Hill DisKiriminant ..........oooiuiieiniitiiiii e 5
2.3.Baz1 Ozel DUIUMIAL. ...........oouuiiiiiie e 7
2.4. Genel DUrumlar. .......ooooueiniiii e 13
2.5. Kararsizlik Araliklarinin Uzunlugu. ... 24
2.6. Varlik Sartlari...... ..o 26
3. PARCALI SABIT VE ALTERNE KATSAYILI BiR HILL DENKLEMININ
KARARSIZLIK ARALIKLARI UZERINE.........ccoooiiiiiiiiia, 29
T R € 1 4 L T P 29
3.2. Hill Diskiriminantt .........ooueeiuiiiinintii e 31
3.3.Genel Durumlar. .......co.ooiii 34
3.4. Kararsizlik Araliklarinin Uzunlugu...............oooo, 49
4. SONUCLAR. ..o e 51
KAYNAKLAR ..ottt ettt et 55

OZGECMIS ..o 56



viii

SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu caligmada kullamilmig baz1 simgeler, aciklamalari ile birlikte asagida

sunulmustur.
Simgeler Aciklama
P Hill denkleminin katsay1s1
Mol ... Periyodik problemin 6zdegerleri
M, s .. Yari-periyodik problemin dzdegerleri
F(A) Hill diskiriminanti
0(x,4), o(x,A) Hill denkleminin ¢dziimleri
I, Kararsizlik araliklarinin uzunlugu
" (2) Periyodik problemin karakteristik denklemi
¢ (2) Yari-periyodik problemin karakteristik denk.
r Periyodik problemin kokleri

. Yari-periyodik problemin kokleri



1. GIRiS

Bu caligmada, G.Sh.Guseinov ve I.Y.Karacaya ait “On Hill’s Equation with
Piecewise Constant Coefficient” ve “Instability Intervals of a Hill’s Equation with
Piecewise Constant and Alternating Coefficient” adli makalelerinin analizi yapilarak

bu makalelerin benzerlikleri ve farkliliklar ortaya konmustur.



2. PARCALI POZITIiF SABIT KATSAYILI BiR HILL DENKLEMININ
KARARSIZLIK ARALIKLARI UZERINE

2.1. Giris

A bir kompleks parametre ve p(x),

plxtw)=p(x), (~o<x<e)

seklinde w >0 periyotlu bir periyodik fonksiyon oldugunda

Y =ip(r)y (rem<a<eo) @

Hill denklemini g6z 6niine alalim.

Ayrica burada p(x)> p, >0, [p(x)dx <o kabul edelim.
0

Es. 2.1 ile iliskilendirilmis periyodik sinir-deger problemini

-y’ =2p(x)y (0<x<w) , (2.2)

ve yari-periyodik sinir-deger problemini

-y =2p(x)y (0<x<w) , (2.3)

y(o)==y(w) ¥ (0)==y'(w)

biciminde tanimlayalim.



Es. 2.2 ya da Es. 2.3 problemlerinin y(x,4) adi olmayan ¢6ziimleri 2 kompleks

parametresinin degerleridir ve ozdegerleri diye adlandirilir.

Es. 2.1 in ¢oziimlerini 6(x,A4) ve ¢(x,A) olarak alalim ve bu ¢oziimler asagidaki

baslangi¢ sartlarini saglasin:

6(0,4)=1, €(0,4)=0, @(0,4)=0, ¢ (0,4)=1. 2.4)

Es. 2.1 in Hill diskriminant

F(2)=60(w.A)+¢ () 2.5)

olarak tanimlanan bir fonksiyondur [1]. Es. 2.2 periyodik probleminin 6zdegerleri

F(A)-2=0 (periyodik problemin karakteristik denklemi) ile ¢akisir. Es. 2.3 yari-
periyodik probleminin 6zdegerleri F(A)+2=0 (yari-periyodik problemin

karakteristik denklemi) ile ¢akisir.

Es. 2.2 ve Es. 2.3 problemlerinin her biri y18i1lma noktas1 +co olan sayilabilir sonsuz
reel 6zdegerlere sahiptir. Es. 2.2 periyodik problemi i¢in agikca y =1 fonksiyonunun
basit 6zdegeri A =0 dir.

Es. 2.2 periyodik problemin 6zdegerleri

0=ty <ply SU; <y SUY << [y, Sy, <.

ve Es. 2.3 yarni-periyodik problemin 6zdegerleri

- + - + - +
M S < S <<l S <



olarak siralanirlar. Bu 6zdegerler birlikte diisiiniildiigiinde
0=ty <pty Spy <piy Sy <5 Sy <y SH .. (2.6)
biciminde siralanirlar [1, 2].

Eger A4, (—oo,O) ve (,u;, ,u;), (ne Z+) acik araliklarinin herhangi birinde ise, o

zaman Es. 2.1 in adi olmayan tim ¢oziimleri (—eo,0) aralifinda siirsizdir. Bu

araliklara, Es. 2.1 in kararsizlik araliklar: denir [1].

Eger A, ( W, ,u;) , (n €2y = 0) acik tamamlayici araliklarinin herhangi birinde

ise, 0 zaman Es. 2.1 in tiim ¢oziimleri (—oo,o0) araliginda sinirhdir. Bu araliklara, Es.

2.1 in kararlilik araliklari denir [1].

n — oo iken ( u, ,u:) kararsizlik araliklarinin uzunlugu

L=u—pu (neZ) 2.7)
olarak tanimlanir [1].

Bu calismada a, 0 <a <w araliginda sabit bir say1 ve & >0, >0 sabitler olmak

tizere Es. 2.1 in p katsayisini

(2.8)

parcali sabit fonksiyon olarak kabul edelim. Ayrica p(x), —eo<x<eoo ekseni

izerinde tamimli w >0 periyotlu bir periyodik fonksiyon olsun.



2.2. Hill Diskiriminanti

Es. 2.1 de A=s ve p(x) iEs. 2.8 bigiminde kabul edelim. Es. 2.1 in Es. 2.4 sinur

sartlarin1 saglayan ¢oziimlerini agsagidaki gibi buluruz;

> ve 0<x<a olsun. O zaman, Es. 2.1 in 6z denklemi m* =-a’s* ve

) px)=a

m, = osi ve m, =—asi dir. Boylece genel ¢oziim
Y(x)=Ccossax+ Dsinsax

olarak bulunur. Baslangi¢ sartlarin1 da hesaba katarsak;

6(0.4)=16 (0,4)=0

av (0)=Dsa = 0=Dsa; C=1,D=0=6(x,A)=cossax

Y(0)=C=1=C,—
dx

ve

0(0.2)=0.¢/ (0.2) =1

Y(0)=C=0=C, d—Y(O)zDsazlzDsa; C=0,D=L:(0(x,l)zisinsax
dx sa sa

¢oziimleri elde edilir. O halde Es. 2.1 in Es. 2.4 sartlarini saglayan ¢oziimii

1 .
Y (x) =cos sarx +—sin sax
Y24

olarak bulunur. Simir sartlarin1 ¢oziimle beraber degerlendirirsek cossaa=1 ve

sin sza =0 oldugu goriiliir.

ii) p(x)=p? ve a<x<w olsun. Yukaridaki ¢bziime benzer olarak;



O(x,A)=cossf(x—a) ve q)(x’/i):%l(gx_a)

¢cOziimleri elde edilir. cossaa =1 ve sinsaa =0 oldugunu hatirlarsak bu ¢oziimleri

asagidaki gibi de yazabiliriz:

0 (x,A) =cossf(x—a)=cossaacos sﬁ(x—a)—%sin saasinsf(x—a),

sinsf(x—a)

_sin sp(x—a) _ Sinsaa cossf(x—a)+cossaa
N

plxA)= sp sa

O halde Y (x)¢oziimiinii 2 tane parcali fonksiyonun birlesimi seklinde asagidaki gibi

belirtiriz;
COs sO/X, 0<x<a,
O(x,A)=
(4) cossaacoss,B(x—a)—gsinsaasinsﬁ(x—a), a<x<w,
sinsa’x’ 0<x<a,
s
p(x,A)=1 . 3
smsaacossﬁ(x—a)+cossaaw, a<x<w.
sa s

O zaman Hill diskriminantinin kapali-olmayan formunu asagidaki gibi buluruz;

F(A)=0(w,A)+¢ (w,1)

=cos saacossﬂ(w—a)—gsin saasinsf(w—a)

B in saasin sB(w—a)+cossaacossfB(w—a)

= 2cossa'acossﬂ(w—a)—(%+§Jsin saasinsff(w—a)



:_1+% %+§ (cos saacos sff(w—a)—sin saasinsf(w—a))+
_1—% %+§ _(cossaacossﬂ(w—a)+sinsaasinsﬂ(w—a))
:_1+% %+§ _coss(aa+,B(w—a))+{1—%(%+§Hcoss(0{a—,B(w—a))

Bunu asagidaki gibi de ifade ederiz:

F(A)=Acossé+Bcossy. (2.9)

Yukanidaki son esitlige asagidaki degisken degistirmeleri yaparak ulasirz;

A=1+l(ﬂ+ﬁj, le—l(g+ﬁj, (2.10)
2\ « 2\ «

d=aa+pf(w-a), y=aa-pf(w-a).

2.3. Baz1 6zel durumlar

Bu kesimde periyodik ve yari-periyodik sinir-deger problemlerinin 6zdegerleri bazi

0zel durumlarda acik olarak bulunmustur.

1. =/ alalm. Es. 2.9 ve Es. 2.10 dan A=2, B=0, d=aw, y=a(2a-w) ve

F(A)=2cossaw bulunur. Bu yiizden,

F(A)-2=2cossaw—2=—4sin’ saw/2=0 s=2nz/aw, (n=0,%1,...)

F(A)+2=2cossaw+2=4cos’ saw/2=0< s=(2n+1)z/aw, (n=0,%1,...)

bulunur. Her bir 4 kokii ¢ift koktiir. Sonug olarak,



Uy =0, u; = =(nxlaw)’, (n=1,2,3,.)

ve Bs. 2.7den I, =0, n=1,2,3,.... Tek kararsizlik araligi (—,0) dir.

2. a# B alalim. Es. 2.10 dan asagidakiler elde edilir:
A>2,B<0,A+B=2,6>0,—00<y<oo|B/A|<1]|y/d|<1 (2.11)

2(1) =0 olsun. Budurumda a=f(w-a)/a olur. (a+ = a#w/2)

O halde Es. 2.9
F(A)=Acoss6+B=Acossd+2—A=A(cossd—1)+2
fonksiyonuna doniigiir. Buradan ne Z igin

F(A)-2=A(coss6—1)=0 —2Asin*s6/2=0=>s=2nx/4,

F(A)+2=A(cossd—1)+4=0 s=(tcos™ (A—4/A)+2n7)/ 5.

bulunur. Sonug olarak c=cos™ (A-4/A) ve O<c<z alir, Esz. 2.6 y1 hesaba

katarsak;

Uy =0, 15, = i, = (2071 8)’, n=1,2,...

Uiy = (20 4¢18) 415y, =((2n42) T~/ 8)’, n=0,12,...

(2n+1
L, =, — i, =0,n=0,12,..
Ly = Hiopary = By = 4(m =) (2n+1) 2/ 6%, n=0,1,2,...

bulunur. O halde n — « iken I( — oo olur.

2n+1)



2(ii) y=46/2 olsun. Budurumda a=38(w—a)/a, (a# = a#3w/4) olur.
O halde Es. 2.9 dan;

F(A)=AcossS+Bcossy=Acossd+Bcossd/2
:A(Zcos2 s5/2—1)+Bcoss5/2:2Acos2 s0/2+Bcosso/2—A

veE

F(A)—2=2Acos’s6/2+Bcoss§/2—A-2
=2Acos’56/2+(2—A)cossd/2—-A-2
= A(2cos’ s6/2—cos s5/2~1)+2(cos s5/2-1)
=A(2coss6/2+1)(cossd/2—1)+2(cossd/2—1)
=(cossd/2-1)(A(2coss6/2+1)+2)

olarak bulunur.

F(A)-2=0& -2sin’56/4=0 veya cos’ s6/4=—(2+ A)/2A olarak bulunur
d=cos™" (2+A/2A) ve 0< 7 <d/2 oldugunda; n=0,+1,+2,43,... icin s =4nz/S

veya s=2(+d +(2n+1)x)/ & esitlikleri bulunur. Sonug olarak;

Uy =0, 40, = 1l = (4nz18), n=1,23,... (2.12)
2

Hioney = (((4n+2)+2d) 1 5) ,u(+4n+2):(((4n+2)71'—2d)/5)2,n:0,1,... (2.13)
yazilir ve benzer olarak

F(A)+2=0& 2Acos’s6/2+(2—A)cossd/2—A+2=0

coss5/2:(A—2$\/(Z—A)2+8A(A—2) /4A
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1

d =cos“((A—2—\/(A—2)2+8A(A—2))/4Aj; 0<d, <7/2

d =cos“((A—2+\/(A—2)2+8A(A—2))/4Aj; 0<d,<7/2

2

oldugunda s6/2=(%d, +(2n+1)7) veya s6/2=(%*d,+2nz) bulunur. Ayrica

d, <d, ve d <d, dir. Bdylece Es. 2.12, Es. 2.13 ve Esz. 2.6 dan;

W = ((4n7+2d,)18) 417, =(((4n+2) 7—24,)18) . n=0,1L,... (2.14)

(4n+1) —

Uy =((4n42)7424))16) ., = (((4n+4)7-24,)/8) sn=0,L.. (2.15)

esitlikleri bulunur. Es. 2.12, Es. 2.13, Es. 2.14 ve Es. 2.15 den;

I,,=0.n=012.. I, =16d(2n+1)/5 n=0.12,..

(4n+2

4(r—d —d
I(4n+1) :%(4’”‘?”—‘4 +d2), n=0,12,..

4(r—d —d
I(4n+3) :%(4nﬁ+37£+d1 —dz), n=0,1,2,...

elde ederiz. Goriilir ki n — o iken I( —> oo, ] —> oo, ] — oo olur.

4n+1) (4n+2) (4n+3)

2(iii) y=6/3 olsun. Bu durumda =28 (w—a)/a, (¢ +# = a+#2w/3) bulunur.

O halde Es. 2.9 dan;

F(A)=Acossd+Bcossy= Acoss5+Bcos?

250 sO . 2s0

=A cosgcos——sin—sin— +Bcosg
3 3 3 3

=A cosg 2C0$2£— —sinﬁsinzié‘ +Bcos£
3 3 3 3 3



=A cosﬁ 200822— —ZSinzﬁcosg +Bcosg
3 3 3 3 3

=A cosﬁ(koszﬁ—l—%inzﬁj +Bcos£
3 3 3 3

=A cosg(4coszg—3j +Bcosg
L 3 3 3
= 4Acos3?+(B—3A)cos?

= 4Acos3£+(2—4A)cosﬁ
3 3
ve

F(/%)—2(:>4Acos3?+(2—4A)cos?—2:O

2Acos3?+(1—2A)cos?—1:0

56 —AFJA(A-2)

cosg—lzo v cos— =
3 3

2A
-AF,JA(A-2
—2sin2%:0 v cos?z +2A( )

bulunur. Buradan

A+, JA(A-2 A—\JA(A-2
! (4-2) d 1#, 0<d3<§<d4<§

d,=cos” ———,d, =cos_
2A 2A
ve n=0,%1,%2,... oldugunda;

%:m ya da ?:(id3+(2n+l)ﬂ') ya da ?:(id4+(2n+l)ﬂ')

esitlikleri bulunur. Daha da ilerletirsek;

11
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F(/%)+2@4Acos3?+(2—4A)cos?+2:0

2Acos3%+(1—2A)cos?+1=0

—A+ JA(A-2)

2A

g:—Ai,/A(A—2)

2A

cosﬁ+1=0 v coss—z
3 3

2c0s2%=0 vV cos

%z(rﬁ%jﬂ' ya da ?:(id3+2nﬂ') ya da ?:(id4+2nz) esitlikleri

bulunur.

Yukaridaki bulduklarimizdan asagidaki sonuclar elde edilir:

U, =0, n=1,2,3,... icin 1, = 1, =(6nz/5)’

6n+1

617 +3d, jz . _(6n7z+ 3d, )2
5 ’ ) ’

n=0,1,2,...i¢in 4, , :(

6n+2

n=0,1,2,... icin Moy =

((6n+3)7£—3d4]2’ . ((6n+3)7£—3d3J2’

) )
o ~ . (6n+3)71' :
n=0,12,...1¢in 4, .=, .1 = -
. ((en+3)m+3d,Y . ((6n+3)7m+3d,Y
n=0,1,2,..1i¢in 4, ., = s |’ Mepia = S )

n= 0, 1, 2, ... 1¢1Nn ﬂ6_n+5 = 6n+5

5 —

((6n+6)7£—3d4]2’ . ((6n+6)§7z—3d3J2'

Bundan dolayy; I, =0,n=1,2,3,..; I( ):0, n=0,1,2,... ve n—o j=1,2,45

6n+3

iken I(6n+j) —> oo olur.
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2.4. Genel Durumlar

a, B, a ve w gelisigiizel degerler ve a# f oldugunda F(A)-2 ve F(A)+2

fonksiyonlarmin koklerini arastiralim. Es. 2.9 da A = s” oldugunda;

¢ (A)=F(A)—2=AcossS+Bcossy—2
= A(1-2sin” s6/2)+B(1-2sin’ sy/2) -2
= DAsin®s8/2—2Bsin’ sy/2+ A+ B—2 (2.16)
=-2Asin’ s8/2—2Bsin’ sy/2+2-2
=-2Asin” s8/2—2Bsin’ sy/2

elde ederiz.

s012=m7=>5=272/8 ve A=5>=(27/5) 2’ 2.17)
aldigimizda

0" (A)=9" (4722 18%) = ¢ (2). (2.18)
ve

¢1+(Z)=—2Asin27£z—2Bsin2§7zz (2.19)

esitliklerini elde ederiz. Dahasi, herhangi bir n dogal say1 olmak iizere karenin

sinirini asagidaki gibi tanimlayalim:

I'={zeC: [Rez|=n+1/2,

Imz|=n+1/2}.
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2.1. Teorem (Rouche teoremi)

Eger f ve g analitik fonksiyonlar1 I" kapali sinir1 iizerinde ve i¢inde tanimli ve T" da
| g (z)| < | f (z)| esitsizligi gecerli ise, o zaman f ve f+g fonksiyonlarimn I’
icindeki sifirlarinin sayis1 aynidir [3].

Rouche teoremini uygularsak I'=T", f(z)=2Asin’7zz ve g(z)=2Bsin’ gﬂ'z

alalim. Boylece ¢ () = f (2)+8(z) ve [¢(2)|<|f (z)| esitsizligi de

2
sin 7 Tz

_Jd | < (2.20)
SINTZ

B
A

e denktir.

2.1. Lemma

n, bir dogal say1 olmak iizere Vze I'},Vn 2 n, i¢in asagidaki esitsizlik gecerlidir:
_d <. 2.21)

Ispat

Herhangi bir z=0+ir (0,7€ R) icin asagidaki esitlikler gegerlidir:

|sir1 7Zz|2 =sin’ 7o +sinh® 77 = i{ez’" —2cos207 + e"z’"} . (2.22)
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"7 siirmin diisey kenari lizerinde z =0 +i7,0 =%(n+1/2) alalm.

Es. 2.22 den |sin 7rz| =coshzzz ve Esz. 2.11 den |<{ <1 oldugunu da hatirlarsak

sin % V%4 4

<cosh 5 77 < cosh zr elde edilir.

Bu yiizden Vr igin I} sinirmin diisey kenar iizerinde Esz. 2.21 i saglar.

['7 siurinin yatay kenar iizerinde z =0 +i7,7=%(n+1/2) alam ve Es. 2.22 den:

2

|sin 7z'z|2 = i(ez’” —2cos207 + e‘z’") > (e’” —e"”) ,

1
4

|sin 7rz| > %e’” (1 P ) , |sin 7rz| > ie’”

esitsizlikleri bulunur. Bu yiizden 7=%(n+1/2), n — o iken

sin 771'z vy 7

S o1 i)

LI P () 0. (2.23)
sin 7z e”‘r‘

Sonug olarak dyle bir r, dogal sayisi vardir n>n, ve 7=%(n+1/2) oldugunda her

z=0+i7 icin Egz. 2.21 i saglar. Lemma ispatland.
2.1. Yorum

Es. 2.23 den, 2.1. Lemmayi saglayan

3log?2
= —7=1+1 2.24
o Lr(l—|7/5|):l+ (2:24)

sayis1 kolaylikla bulunur.
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Esz. 2.11 den |B/A|<1 idi. 2.1. Lemmadan zeT,n>n, igin Esz. 2.20 saglar.
Rouche teoremini uygularsak n>n, i¢in I} icinde yatan ¢ (z) fonksiyonunun

sifirlarinin sayist sin’ 7z fonksiyonu ile aynidir. sin® 7z fonksiyonunun I'" i¢indeki
kokleri z=0,%1,12,...,2n noktalaridir ve her bir kok cift kathidir. Bundan dolay1

n>n, olmak iizere ¢ (z) fonksiyonunun I") icinde 4n+2 kokii olmalidir. Ciinkii

Es. 2.19 dan ¢ (z) cift fonksiyondur ve z=0 ¢ift koktiir, ¢ (z) fonksiyonunun

I'" icindeki koklerini

+ - + - - _+ - + +
2y L re T 2007 250,0,2, .25 5000 25,0 25, (”E Z )
ile gosterecegiz.

¢ (z) fonksiyonunun kokleri Es. 2.17 ve Es. 2.18 den reeldir ciinkii Es. 2.2

periyodik sinir-deger probleminin 6zdegerleri non-negatiftir.

2.2. Lemma

n>ny+1 icin, ¢’ (z) fonksiyonunun

K =1zeC: n—l<Rez<n+l, Imz|<n+l
2 2 2

bolgesinde 2 kokii vardir. Bu yiizden, ¢ (z) nin z;, ve zJ, kokleri (n—% n+lj

2

araliginda yatar;

n—%<z;‘rn<n+% , (n2ny+1). (2.25)
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Ispat

2.1. Lemmanin ispatindan agiktir ki, n>n, +1 i¢in K bolgesinin sinirlari iizerinde
bile Esz. 2.20 yi saglar. Sonug olarak, Rouche teoreminden ¢ (z) fonksiyonunun

koklerinin sayist sin® 7z fonksiyonu ile aymdir. (K iginde sin’ 7z fonksiyonunun

z =n noktasinda ¢ift kokii vardir.) Lemma ispatlandi.

ke Z ve s;, :%z; alalim. Esz. 2.25 den —7/2<h;, <7x/2, n>n,+1 oldugunda

1 :
- <z, <nto=-o<, n<—=-=<x(z,-n)<==7x(5,-n)=h,
o 2nm+2h;
+ _ ot + ot + _ )
:”(SZn n th = 2n nﬂ_th = 2n 5 -

olur. i}, analiz edersek, Es. 2.16 nin kokleri s, sayilaridir. Bu yiizden, &;, ve K,

Asin? t+Bsin2§(n7r+t) =0

denkleminin kokleridir ve —z/2 <t <z /2 aralifinda yatarlar. B=2—-A ve A>2

oldugunda bu son denklem asagidaki esitliklerin birlesimidir:

sim:sin%(mﬂ) %, (2.26)
sim:—sing(mﬂ) /%. 2.27)

Es. 2.26 nin her bir kokii (—7/2,7/2) de yatar ve non-negatiftir. Es. 2.27 nin her bir

kokii (-z/2,7/2) de yatar ve non-pozitiftir.
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2.3. Lemma

Vn2n,+1 igin Es. 2.26 nin [0,7/2) de bir kokii ve Es. 2.27 nin (-7/2,0] da bir

koki vardir.
Ispat

A-2

sin%(nﬂ%t)

f,(¢)=sint—

fonksiyonu 0<7<7z/2 de siireklidir ve f,(7/2)>0,f,(0)<0 dir. Analizde iyi
bildigimiz Bolzano teoreminden, Es. 2.26 nin [0,71'/ 2) de bir koki vardir.
Benzer olarak Es. 2.27 nin de (-7 / 2,0] da bir kokii oldugunu gosterelim:

A-2

sin%(nﬂ'+t)

f, () =sinr+

fonksiyonu —z/2 <t <0 da siireklidir ve f,(0)>0, f,(-7/2)<0 dir. Sonug olarak

Es. 2.27 nin (—7[/ 2,0] da bir kokii vardir. Lemma ispatlandi.

[0,7/2) arahfinda Es. 2.26 min koklerini r;, ve (—7/2,0] araliginda Es. 2.27 nin

+

. o e - + + - _ ~
koklerini —r,, alalim. O zaman 0<r, <7/2 ve h,, =r,,, h, =-r, oldugunda

2
. o\ (2nmt28
ﬂ() :0’ ILIZ_n :(Sz_ﬂ) :[sz ’ n:192’39n~

/A—_z, n=1,273,.. (2.28)
A

Y

inr, =[sin (7t 1))
sinr;, = smg nrtr,,

esitlikleri bulunur.
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Benzer arastirmalari yari-periyodik problemde yapalim, fonksiyonun kokleri A = s*

oldugunda

¢ (A)=F(A)+2=Acossd+Bcossy+2
= A(2cos’ s6/2-1)+ B(2cos” sy/2-1)+2
=2Acos’s8/2+2Bcos’ sy/2—A-B+2 (2.29)

=2Acos’s0/2+2Bcos’ sy/2—2+2
=2Acos’s8/2+2Bcos” sy/2

olarak elde edilir. sd =27z aldigimizda

¢ (A)=¢ (47°2°18°) =4 (2) (2.30)
ve
¢ (z)=2Acos’ JZ'Z+ZBCOSZ§JZ'Z (2.31)

esitlikleri elde edilir. ¢ (z)=f(z)+g(z) fonksiyonunda f(z)=2Acos’ 7z ve

g(z)=2Bcos’ %EZ alalim. Karesel bolgenin smirini da

r z{ze C: |Rez|=n+1,

Imz|=n+1}

alalim. O zaman Rouche teoremini uygularsak asagidaki esitsizlik gecerlidir.

2
COSZﬂ-Z
@<l @)= {2

— 90 |1, (2.32)
COSTTZ
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2.4. Lemma

n, bir dogal say1 olmak iizere Vze I',,Vn 2 n, i¢in asagidaki esitsizlik gecerlidir.
0 <y, (2.33)

Ispat

Herhangi bir z=0+ir (0,7€ R) i¢in asagidaki esitlikler gegerlidir:

27T

. 1 o
|cos 71'z|2 =cos’ 7o + sinh’ m‘:Z{e +2cos2mo +e” } (2.34)
I', smirmin diisey kenari iizerinde z=0+i7,0=% (n + 1) alalim ve Es. 2.34 den:

|cos ﬂ'z| =coshzz ve Esz. 2.11 den |7/ 5| <1 oldugunu da hatirlarsak kolaylikla

< cosh 4

7t < cosh 2z elde edilir. Bu yiizden Vr icin I', sinirinin diisey

/4
—T
0055 Z

kenar iizerinde Esz. 2.33 saglar.

[, simirinin yatay kenart lizerinde z =0 +i7,7==%(n+1) alalim ve Es. 2.34 den:

lcos 72> = (¢ +2cos 2700+ ) 142 (™ =) 14,

|cos 7rz| > ™ (1 — e ) /2, |cos ﬂz| >e™/4

esitsizlikleri elde edilir. Bu yiizden, 7=%(n+1), n—>o ve |7// §| <1 den
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/4 14
ofr o Ay
< =8¢ —0.
COSTZ Pl

Sonug olarak dyle bir n, dogal sayisi vardir n>n, ve 7=%x(n+1) oldugunda her

z=o0+ir icin Egz. 2.33 saglar. Lemma ispatlandi.

Esz. 2.11 den |B/A|<1 idi. 2.4. Lemmadan zeI’,,n>n, icin Esz. 2.32 saglar.
Rouche teoremini uygularsak n>n, i¢in T', icinde yatan ¢ (z) fonksiyonunun

sifirlarinin sayis1 cos” 7z fonksiyonunun sifirlarinin sayist ile aymdir. cos’ 7z

fonksiyonunun I', i¢indeki kokleri
z= (m+1/2), m=0,£1,%2,....2n,—n—1

noktalaridir ve her bir kok ¢ift katlidir. Bundan dolay1 n > n, olmak iizere ¢/ (z)
fonksiyonunun I’ i¢inde 4n+4 tane kokii vardir. Ciinkii Es. 2.31 den ¢ (z) cift

fonksiyondur ve ¢ (z) fonksiyonunun I, icindeki koklerini

+ - + - -+ - + +
TZnr1 > T Laprt s T2 5Ty 58y 54y 5 Lot 0 K2 (ne z )

ile gosterecegiz.

¢ (z) fonksiyonunun kokleri Es. 2.17 ve Es. 2.30 dan reeldir ¢iinkii Es. 2.3 yari-

periyodik sinir-deger probleminin 6zdegerleri non-negatiftir.
2.5. Lemma

n2n,+1 icgin, ¢ (z) fonksiyonunun
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D, ={ze C: n<Rez<n+l, [Imz|<n+1}

bolgesinde 2 kokii vardir. Bu yiizden, ¢ (z) fonksiyonunun z,,,, ve z;,,, kokleri

(n,n+1) araliginda yatar;
n<z,, <n+l (n2n,+1). (2.35)
Ispat

2.4. Lemmanin ispatindan agiktir ki, n>n,+1 i¢in D, bdlgesinin sinirlar lizerinde
bile Esz. 2.32 saglar. Sonug olarak, Rouche teoreminden ¢ (z) fonksiyonunun
koklerinin sayist cos’ 7z fonksiyonunun koklerinin sayisi ile aymidir. (D, iginde

cos’ 7z nin z =n+1/2 noktasinda ¢ift kokii vardir.) Lemma ispatland.

ke Z ve s, zz—ﬂzfm alirsak, Esz. 2.35 den 0< /i

5 o <7 ve n2n,+1 oldugunda

+

+ + + + gt
n<Zy,. <n+1:>0<zzm—n<l:>0<7z(zzm—n)<7[:>7l’(z2n+1—n)—h2

n+l

) ) 2nm+2h;
+ e + i + il
=T\ Srpu -n|=h,, =8, T =h,,, =5, = =
2 2 o

+

*
bulunur. h 2n+1

2n+1

niceligini analiz edersek, Es. 2.29 nun kokleri § sayilaridir. Bu

N - .
yiizden, h,,,, ve h, .,

n+

Acos’ t+Bcos2§(nﬂ'+t) =0

denkleminin kokleridir ve 0 <¢ < 7z aralifinda yatarlar. B=2—-A ve A>?2

oldugunda bu son denklem asagidaki esitliklerin birlesimidir;
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cost = cosZ(nﬂ'+t) A_—2’ (2.36)
o A
COSIZ—COSZ(nﬂ'+t) A2 (2.37)
) A

Es. 2.36 nin her bir kokii (0,7) de yatar ve non-negatiftir. Es. 2.37 nin her bir kokii

(0,7) de yatar ve non-pozitiftir.

2.6. Lemma

Vn2n,+1 icin Es. 2.36 nin (0,7/2] de bir kokii ve Es. 2.37 nin [7/2,7) de bir

kokii vardir.
Ispat

A-2

cos%(rm’ﬂ)

fi(t)=cost—

fonksiyonu 0<z<7z/2 de siireklidir ve f,(0)>0, f;(7/2)<0 dir. O halde Es. 2.36

nin (0,7/2] de bir kokii vardir.

Benzer olarak Es. 2.37 nin de (7[/ 2, 71'] de bir kokii oldugu gosterelim:

A-2

A

Y

f, (1) =cost+ cosg(nft+t)

fonksiyonu 7/2<t<7z de siireklidir ve f,(7/2)>0, f,(7)<0 dir. Sonug olarak

Es. 2.37 nin (71' /2, 7[] de bir kokii vardir. Lemma ispatlandi.
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(7/2,7z] araliginda Es. 2.37 nin koklerini ), +7/2 ve [0,7/2) arahfinda Es.

2.36 nin koklerini —r;, ., +7/2 alahm. O zaman 0<7r, , <7/2, h  =r  +7/2

o = —Tony +7/2 olur. Boylece 0< 7., <7z/2, n2n,+1 oldugunda

2
+ . \2 2n+1 ﬂinJ‘:H
Itt2_n+1=(52_n+l) =(( ) 2 IJ s n=0,1,2,...

o
sin s, ,, = cosg(nﬂ%irfmj % n=0,12,.. (2.38)

esitlikleri bulunur.

2.2. Teorem

Periyodik problemin 6zdegerleri { 7 ,uzin} ve yari-periyodik problemin 6zdegerleri

{ ,Uzim} olmak iizere, 0<r” <7/2, (n=n,+1) oldugunda

py =0, =((nwz252)18) . n=1.2... (2.39)

ve Es. 2.28, Es. 2.38 ni saglar.
2.5. Kararsizlik araliklarimin uzunlugu

2.1. Sonug

{ ,u;,,u;} kararsizlik arah@nin [, =" —4, uzunlugu icin 0<r <7/2,

(n=n,+1) oldugunda asagidaki esitlik gegerlidir:

I :4m(r;+rn—)/az+4((r,;)2_(r,;)2)/52. (2.40)



25

2.3. Teorem

Eger a# [ ise, I,, ve I,,,, uzunluklart n — oo i¢in sinirsizdir.

2n+
Ispat

2.3 kisimda =0 durumunda /7, ,, nin sinirsizligi goriildii.

2n+1

Simdi y#0 alahm. Es. 2.40 dan, n— o iken {r;n} ve {r+ } dizilerinin sifira

2n+l1
gitmedigi goriilebilir.

Biz aksini kabul edelim, n — e iken r,;, — 0 alalim. O zaman Es. 2.28 denklemi

/4 /4 /4 /4

. . . A-2
sinry;, =[sin<(n+1)wcos=ry, +cos=(n+1)wsin<r | [—
o o o o

A

seklinde yazilir, lim sing(n +1)7 =0 elde edilir. Ayrica asagidaki esitlikten

n—o

sinZ(n +) 7= sinLnweos Lz +cosLnwsin Lz
o o o o o
lim,_,_ cos g nr=0 elde edilir. Bir c¢eliski elde ettik. Ciinkii Vn igin
/4 /4

cos’ Lnrw+sin’ Znr=1 dir.
1) 1)

Benzer olarak, Es. 2.38 de n — oo iken {r;m} dizisinin sifira gitmedigi goriilebilir.

Bunun igin n — oo iken r,

2n+1

— 0 alalim. O zaman Egs. 2.38

A-2
A

sinr, = cos%(n +1/2)zcos % -

% N
—s1ng(n+1/2)71's1ngr2n+1
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seklinde yazilir, lim, cosg(n +1/2) =0 elde edilir. Ayrica asagidaki esitlikten

cosZ(n+1/2)7z':cosz(n—1/2)7z'cosz7z'—sinz(n—I/Z)xsinzﬂ'
1) 1) 1) 1)

lim sin%(n—l/ 2)7=0 elde edilir. Bir geliski elde ettik. Ciinkii Vn igin

n—oo

cos’ g(n —1/2) 7z +sin® Z(n —1/2)z =1 dir. Teorem ispatland1.

2.6. Varhk Sartlan

7 bir rasyonel sayi olsun; %zﬁ , p ve q aralarinda asal tamsayilar ve
q

v/ 5| <1,0< |p| < ¢/?2 olarak kabul edelim.

q>0,

2.4. Teorem

:1) Eger p=0 ise (yani, eger ¢ =0), o zaman
n=1,2.3,.. i¢in pu, =u;,.

ii) Eger p #0 ise, o zaman

k=1,2,3,.. icin 45, = i, . (2.41)

iii) Eger, p ve q her ikisi tek ise, o zaman Es. 2.41 e ek olarak

+

k=0,1,2,3,... i¢in ﬂ(‘ml)q = ey, -
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Ispat

(1) durumu 2.3 boliim 1.kisimda ispatlandi. Es. 2.28 den hatta goriiliir ki; eger =0
ise sinr, =0 ve bdylece n=1,2,3,... icin r;, =r,, =0.
(i1) durumunu ispatlamak icin Es. 2.28 de k =1,2,3,... icin n=kq yazalim.

O zaman

Boylece r,,, =15, =0 ve Es. 2.39 den Es. 2.41 goriiliir.

Simdi (iii) durumunu ispatlayalim. ¢ =2m+1 ve n=kg+m (k=0,1,2,3,...) alalim.

Es. 2.38 den:
i 73y, =|COS ( p(2k+ 1)%1 s e J ATTZ
Boylece (p tek verilmisti)
SIN T, = sinﬁrék+l)q A-2
q A
ve boylece 7, = r(;kﬂ)q =0. Teorem ispatlandi.

2.5. Teorem

Eger periyodik problemin en az bir ¢ift kokii varsa, o zaman ¥/ bir rasyonel
sayidir. Eger yari-periyodik problemin en az bir ¢ift kokii varsa, o zaman /¢ iki

tek tamsayinin bir oranidir.
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Ispat

Periyodik problemin en az bir ¢ift kokii olsun. O zaman ne {1,2,..} i¢in r, =r,;, =0
buluruz ve Es. 2.28 den sinnzy/d=0. Bundan dolayr bazi m tamsayilari i¢in

nmy! d = mrx dir. Bu yiizden, /6 =m/n rasyonel sayidir.

Simdi yari-periyodik problemin en az bir ¢ift kokii oldugunu farz edelim. O zaman

2n+1 T "2n+1

bazt ne{l,2,.} i¢in r,,, =r), =0 buluruz ve Es. 2.38 den cos§(2n+l)%=0.

Bundan dolay1 (bazt m tamsayilar i¢in) %(2n+1)§:(2m+1)£ dir. O zaman

7 2m+1 iki tek tamsayinin oranidir. Teorem ispatlandi.
0 2n+l

2.4. Teorem ve 2.5. Teorem den asagidaki sonuglar bulunur:

2.2. Sonug

Es. 2.8 bigimindeki p(x) durumunda, eger periyodik ya da yari-periyodik

problemin en az bir c¢ift kokii varsa, o zaman bu problemin sonsuz bir¢ok ¢ift

Ozdegeri vardir.
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3. PARCALI SABIT VE ALTERNE KATSAYILI BiR HILL DENKLEMININ
KARARSIZLIK ARALIKLARI UZERINE

3.1. Giris

A bir kompleks parametre ve p(x),

p(x)=p(x+w) (—eo<x<oo)
seklinde w >0 periyotlu bir periyodik fonksiyon oldugunda
-y =p(x)y  (—ee<x<eo) 3.1

Hill denklemini g6z 6niine alalim.

oo

Ayrica burada p(x) alterne fonksiyon ve J p(x)dx <o olsun.
0

Es. 3.1 ile iliskilendirilmis periyodik sinir-deger problemini

-y'=2p(x)y (0<x<w) , (3.2)

ve yari-periyodik sinir-deger problemini

-y =2p(x)y (0<x<w) , (3.3)

y(o)==y(w) ¥ (0)==y'(w)

biciminde tanimlayalim.
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Es. 3.2 ya da Es. 3.3 problemlerinin y(x,4) adi olmayan ¢oziimleri 4 kompleks

parametresinin degerleridir ve ozdegerleri diye adlandirilir.

Es. 3.1 in ¢oziimlerini 6(x,A4) ve ¢(x,A) olarak alalim ve bu ¢oziimler asagidaki

baslangic sartlarini saglasin:
6(0,4)=1, 6'(0,4)=0, 9(0,4)=0, ¢ (0,4)=1. (3.4)
Es. 3.1 in Hill diskriminant1
F(A)=0(w,A)+¢ (w.A) (3.5)

seklinde tanimlanan bir fonksiyondur [1]. Es. 3.2 periyodik probleminin 6zdegerleri

F(A)-2=0 (periyodik problemin karakteristik denklemi) ile ¢akisir. Es. 3.3 yari-
periyodik probleminin  6zdegerleri F(A)+2=0 (yari-periyodik problemin

karakteristik denklemi) ile cakisir.

Yo (x) alterne fonksiyonu periyodik secildiginde Es. 3.2 ve Es. 3.3 problemlerinin her
biri y1gilma noktasi 40 ve —eco olan sayilabilir sonsuz reel 6zdegerlere sahiptirler.

Es. 3.2 periyodik probleminin zdegerleri 5, (ke Z) ve Es. 3.3 yar-periyodik
probleminin dzdegerleri 4, (k€ Z) olmak iizere bu ozdegerler birlikte

diisiiniildiigiinde asagidaki gibi siralanirlar [1, 2, 4].
e S S <L S < Sty <y St <pn S <

Eger 4, (,U,;’ ,u,f), (ne Z) agik araliklarinin herhangi birinde ise, 0 zaman Es. 3.1 in

adi olmayan tiim ¢6ziimleri (—oo,00) aralifinda sinirsizdir. Bu araliklara, Es. 3.1 in

kararsizlik araliklar: denir [1].



31

Eger A1, ( W, ,u;), (ne Z) acik araliklarinin herhangi birinde ise, o zaman Eg. 3.1

in tim ¢oziimleri (—oo,oo) araliginda simirlhidir. Bu araliklara, Es. 3.1 in kararlilik

araliklar: denir [1].

n — oo iken ( i, ,u:) kararsizlik araliklarinin uzunlugu

seklinde tanimlanir [1].

Bu calismada a, O<a<w araliginda sabit bir say1r olmak iizere Es. 3.1 in p

katsayisini

1, O<x<a,

o

-1, a<x<w,

parcali sabit fonksiyon olarak kabul edelim. Ayrica p(x), —eo<x<oo ekseni

izerinde w > 0 periyotlu bir periyodik fonksiyon olsun.

3.2. Hill Diskriminanti

Es. 3.1 de A=s> ve p(x) i Es. 3.7 biciminde alalim. Es. 3.1 in Es. 3.4 baslangi¢

sartlarini saglayan ¢oziimlerini asagidaki gibi elde ederiz;

i) p(x)=1 ve 0<x<a olsun. O zaman, Es. 3.1 in 6z denklemi m’=-s’

= m=tsi dir ve bdylece genel ¢coziim

Y(x)=Ccossx+ Dsin sx
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olarak bulunur. Baslangi¢ sartlarini da hesaba katarsak;

6(0,4)=1,6'(0,4)=0

Y(O)zC:lzC,cji—Y(O)zDs:>0=Ds; C=1,D=0=6(x,4)=cossx
X

ve

0(0,2)=0,¢/ (0,2)=1

Y(0)=C=0=C, ((ZZ—Y(O):Ds:l:Ds; C:O,D:l:(/)(x,/l):lsinsx
X s s

¢Oziimleri bulunur. O halde Es. 3.1 in Es. 3.4 sartlarim1 saglayan ¢oziimiinii;

1.
Y (x) =cos sx+—sin sx
s

olarak yazilir, simr sartlarin1 ¢oziimle beraber degerlendirirsek; cossa=1 ve

sin sa =0 elde edilir.

ii) p(x)=—-1 ve a<x<w olsun. O zaman, Es. 3.1 in 6z denklemi m” = s°

= m=1s dir ve boylece genel ¢6ziim
Y(x)=Ae™ +Be™

olarak bulunur. Baslangi¢ sartlarini da hesaba katarsak;

6(0,4)=1,6'(0,4)=0

Y(0)=A+B:>1=A+B,CCIZ—Y(O)zAs—Bs:>0=As—Bs, A=B=%
X

= 0(x,2)=(e" +e™)/2=cosh sx
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veE

0(0,1)=0,¢'(0,1) =1

dY 1 1
Y(0)=A+B:>0=A+B,—(0)=As—Bs:>1=AS_BS’ A=—,B:——
dx 2s 2s

= @(x,A) = (e” —e“”‘)/2s =sinhsx/s

¢cOziimleri bulunur. cossa =1 ve sinsa =0 oldugunu hatirlarsak bu ¢oziimleri;

0(x,A) =coshs(x—a)=cossacoshs(x—a)—sinsasinhs(x—a),
sinhs(x—a) sinsa sinhs(x—a)
N N

coshs(x—a)+cossa

p(x,2)=

N

biciminde yazariz.

O halde Y(x) ¢oziimiinii 2 pargali fonksiyonun birlesimi seklinde asagidaki gibi

belirtiriz:

COS 5X, 0<x<a,
O(x,A)= . .

cossacosh s(x—a)—sinsasinhs(x—a), a<x<w.

sinsx’ 0<x<a,
o(x.4)= sinssa sinhs(x—a)

coshs(x—a)+cossa———, a<xs<w
s s

O zaman Hill diskriminantinin kapali-olmayan formu asagidaki gibi bulunur:

F(A)=0(w,A)+¢ (w,1)
=cos sacoshs(w—a)—sinh sasinh s(w—a)+ 58)

sin sasinh s (w—a)+cos sacosh s(w—a)

=2cossacoshs(w—a).
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3.3. Genel durumlar

Simdi F(A)-2 ve F(A)+2 fonksiyonlarinin koklerini aragtiralim.

Es. 3.8 de A =s" olsun. O zaman

0" (4)=F(1)-2

=2cossacoshs(w—a)—2

=2(1-2sin” sa/2)(2sinh’ s(w—a)/2+1)-2 G5
=—8sin’ sa/2sinh’ s(w—a)/2—4sin® sa/2+4sinh’ s(w—a)/2
elde ederiz.
sal2=xz ve (w—a)/a=a alirsak,
s=2xzla ve A=s=(27/a)’ 2* (3.10)
aldigimizda
9" (A)=¢" (47’2 1a*) = ¢ (2) G.11)
oldugunda
¢" (z)=-8sin’ 7zsinh® azrz —4sin® 7z +4sinh® arz (3.12)

elde ederiz. Dahasi, herhangi bir m tamsay1 i¢in dikdortgensel bolge st T iken

bolgenin sinirini

R:={ze C:[Rez|<m+1/2, [Imz|<(m+1/2)/ a}



35

olarak alalim. I'=T"}, f(z)=-8sin’ zzsinh® axz, g(z)=—4sin’ 7z +4sinh’ azz

se¢ip, Rouche teoremini uygularsak ¢ (z)=f(z)+g(z) ve |g(z)|<|f(z)|

esitsizligi de

|8(Z)| <1:|—4sin27£z+4sinh2 a'7rz|<131| | 1 |<1 (3.13)
|f(z)| | —8sin” rzsinh’ arz | 2|sin® 7z sinh® arz| '

e denktir.

3.1. Lemma

Bir m, pozitif tam say1 vardir 6yle ki Vze I') ve Vm >m, igin Esz. 3.13 gegerlidir.
Ispat

Herhangi bir z=0+ir (0,7€ R) i¢in asagidaki esitlikler gegerlidir:

) 2. . 1 _
[sinh a7z| =sinh’ @70 +sin® axr = Z{ezm —2cos2anr+e "} . (3.14)

I'" smirinin diisey kenar iizerinde z =0 +i7,0 = i(m+ 1/ 2) alalim. Es. 2.22 ve Es.

3.14 den
|sin zz| = coshzz > 1, |sinh arz| > sinh oz (m +1/2)
esitsizlikleri elde edilir. Bu yiizden,

1| L ! |sl 1+ <1
2|sin® 7z sinh’azz|” 2| sinh?az(m+1/2)
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bulunur. Boylece, Esz. 3.13 m, yeterince biiyiik bir pozitif tamsayr oldugunda

Vm2m, i¢in I’ sinirinin diisey kenart iizerinde gecerli olur.

I’ simirinin yatay kenar iizerinde diisiinelim. z = o +ir ve Es. 2.22 den:

m

‘Sin2 ﬂz‘ > %(e’” —e ™ )2 = i(e'” —e ™ )2 = |sin 7Z'Z| > %e’” (l—e_z”‘f‘)

esitsizlikleri elde edilir. 7=%(1/a)(m+1/2) alir ve m, yeterince biiyiik bir pozitif

tamsay1 segersek
|sir1 71'z| > %e’”, Vm>m,
olur. Dahasi, z=0%(1/a)(m+1/2) i¢in Es. 3.14 den

|sinh @zz| = cosh azo > 1

bulunur. Bu yiizden, I} sinirinin yatay kenar iizerinde Vm > m, igin

LU N U Y |
2|sin* 7z sinh®azz|” 2

(4e‘2”‘f‘ +1) <I.

Bu yiizden, eger m, = max{m,,m,}alirsak, o zaman Vze I}, ve VYm2m, icin Esz.

3.13 ii saglar. Lemma ispatlandi.

3.1. Lemma kullanir ve Rouche teoremini uygularsak m > m, i¢in I, i¢inde yatan
¢ (z) fonksiyonunun sifirlarinin sayist sin” zzsinh® @zz fonksiyonu ile aymdir.

sin’ zzsinh® @z fonksiyonunun I'!, icindeki kokleri
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0,£1,%2,...,.tm,xi—, i

geeey —

SHEN

1 "
o a

noktalaridir ve her bir kok cift katlidir.(i=imajiner birim).

Sifir kkii 4 ve her bir sifir olmayan kok 2 katlidir. Buradan, ¢ (z) fonksiyonunun

I'" icinde m>m, oldugunda 8m+4 tane sifira sahip olmasi gereklidir. Ciinkii Es.

m

3.12 den ¢ (z) ¢ift fonksiyondur ve z=0 ¢ift koktiir, ¢ (z) fonksiyonunun I,

icindeki koklerini
- + - + - + - + - +
iz_zm ’iz—Zm 7“'7iZ_2 ’iz_z ,iZO,iZO,iZZ 7iZ2 7"‘7iZ21n 7iZ21n

ile gosterecegiz. Es. 3.2 periyodik probleminin 6zdegerleri reeldir, Es. 3.10 ve Es.

3.11 den, ¢ (z) fonksiyonunun sifirlarinin her biri reel ya da sirf imajinerdir.

3.2. Lemma

m>my+1 igin, ¢ (z) fonksiyonunun
2

D,: =<ze(C: m—l<Rez<m+l, |Imz|<l(m+lj
2 2 o

bolgesinde 2 sifira sahiptir ve

K, =4z€ C:|Rez|<m+l,l m—l <Imz<l m+l
2 «a 2 o 2

bolgesinde 2 sifira sahiptir. Bu ylizden m = m, +1 i¢in,
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1 + 1 + - 1 1 + 1 1
m——<z, <m+— ve z, =iw, , —|m——|<w, <—|m+—|. 3.15
2 2m 2 —2m —2m a ( 2j 2m a ( 2) ( )

Ispat

3.1. Lemmanin ispatindan aciktir ki, m>m,+1 icin Esz. 3.13 D’ ve K,
bolgelerinin sinirlar iizerinde bile gegerlidir. Sonug olarak, Rouche teoreminden
¢ (z) fonksiyonunun D ve K deki koklerinin sayisi f(z)=—8sin’ zzsinh® axz
ile aymdir. D] ve K, de 2 tane sifir kokii vardir. (f(z) fonksiyonu D, icinde

z=m noktasinda 2 sifir noktasi ve K i¢inde z=i(m/a) noktasinda 2 sifir noktast

vardir.) Lemma ispatlandi.

ke Z ve s, :2_7[Z§k alalim. Esz. 3.15 den —% < hj, <% (k|2 m, +1) oldugunda
a

1 1 1 1 V.4 + T + +
k—5<z;k <k+5:>—5<z2k—k<5:>—5<7r(zzk—k)<5:>7r(12k—k):h2k
+ + + + + 2kmw+2 y
:ﬁ(s;kzi—kj:h;k :s;k%—kﬁ:h;k =X _2kem+ 2y , (k2my+1),
4 a

l(—k—lj <wh, <l(—k +lj: 1 awt,, +k <l:>—£<7r(0!wf2k +k) <z
2 o 2 2 2 2 2

= 7(aw’, +k)=h, = z(aﬁwcj =h, = ﬂ(MZS—z_’f+kJ =i
1 a /4

=X +7k=h), =5, =i_2k7z—+2hz_",

; — (k<—(m,+1))

bulunur. A}, niceligini analiz edersek, Es. 3.9 un kokleri s, sayilaridir. Bu yiizden

hy, ve hy,, k>m,+1 icin

2sin’tsinh® @ (kzr +1)+sin’ 1 —sinh® a(kz +1) =0 (3.16)



denkleminin ve k <—(m,+1) igin
2sin’ tsinh’ (k7 —t)/ &) +sin® t —sinh® (k7 —1)/ ) =0

denkleminin kokleridir.

Es. 3.16 asagidaki esitliklerin birlesimidir:

, sinh’® (k7 +1)
sint = ,
14 2sinh® o (k7 +1)

, sinh® (k7 +1)
sinft =— .
14 2sinh® & (k7 +1)

Es. 3.17 asagidaki esitliklerin birlegimidir:

inge \/ sinh® ((kz—1)/ )

1+2sinh* ((kz—t)/a)

inge _\/ sinh® ((kz—1)/ )

1+2sinh* ((kz—t)/a)
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(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

Agikca, Es. 3.18 ve Es. 3.20 nin her birinin kokleri (—7/2,7/2) yatmaktadir ve

non-negatiftir ve Es. 3.19 ve Es. 3.21 in her birinin kokleri (-7 /2,7/2) yatmaktadir

ve non-pozitiftir.

3.3. Lemma

|k| >m,+1 icin Es. 3.18 ve Es. 3.20 nin her birinin [0,71'/2) de bir kokii ve Es. 3.19

ve Es. 3.21 in her birinin (—z/2,0] de bir kokii vardir.
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Ispat

k=m,+1 igin

sinh® (k7 +1)
1+2sinh® (k7 +1)

fl(t):sint—\/

fonksiyonu 0<z<7z/2 de siireklidir ve f,(7/2)>0, f,(0)<0 dir. Bu yiizden,
f,(¢) fonksiyonunun [0,7/2) de en az bir kokii vardir.

Benzer olarak Es. 3.19 un (-7 / 2,0] da bir kokii oldugunu gosterelim:

sinh® & (k7 +1)
1+2sinh® (k7 +1)

fz(t)=sint+\/

fonksiyonu —z/2<¢<0 da siireklidir ve f,(0)>0, f,(-7/2)<0 dir. Sonug olarak
Es. 3.19 un (-7/2,0] da bir kokii vardur.

k <—(my+1) igin

£ () =sini— sinh’® ((kz—1)/ &)
’ 1+2sinh’ (k7 1)/ )

fonksiyonu 0<z<7z/2 de siireklidir ve f;(7/2)>0, f,(0)<0 dir. f;(7)
fonksiyonunun [O, 7/ 2) de bir koki vardir.

Benzer olarak Es. 3.21 de (—7[/ 2,0] de bir kokii oldugunu gosterelim:

sinh® ((kz —1)/ )
1+2sinh’*((kz—t)/ )

f4(t):sint+\/
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fonksiyonu —z/2 <t <0 da siireklidir ve f,(0)>0, f,(-7/2)<0 dir. Sonug olarak

Es. 3.21in (—71'/ 2,0] da bir kokii vardir. Lemma ispatlandi.

k >m,+1 i¢in Es. 3.18 in bir kokiinii ve k <—(m,+1) i¢in Es. 3.20 nin bir kokiinii
ry, €[0,7/2) alalim. Hatta, k >m, +1 igin Es. 3.19 un bir kokiinii ve k <—(m,+1)
icin Es. 3.21 in bir kokiinii —r;, € (-7/2,0] alalim. O zaman, biitiin |k|>m,+1 igin
0<r, <m/2 ve k=2my+1 icin hy, =%r,, , k <—(my+1) i¢in hy, =Fr,;, dir.

2
N o\ [ 2kmE2r,
,uz_kz(Sz_k) :( 4 Zk] > k2my+1

2
+ +\2 2km£2r;,
Yoy :(SZ_k) :_(—Mj ) k S_(mo"'l)

w—a
o sinh” ar(kzw 15, )
sinr,, = — —, k2m+1 (3.22)
1+2sinh’ a(kz £y )
sinh® (kx ¥, )/ a
sinri = : (2 2")+ . k<—(my+1) (3.23)
1+2sinh’ (kz ¥ 13, )/ &

esitlikleri bulunur.

Benzer arastirmalar1 yari-periyodik problemde yapalim, fonksiyonun kokleri A =s*

oldugunda;

5 (2)=F(3)+2
=2cossacoshs(w—a)+2
=2(2cos’ sa/2-1)(2cosh’ s(w—a)/2—1)+2
=8cos’ sa/2cosh® s(w—a)/2—4cos’ sal2—4cosh® s(w—a)/2+4

(3.24)

elde ederiz. Es. 3.10 degisken degistirmesini kullanirsak
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¢ (A)=¢ (4772’ 1a*)=¢; (2) (3.25)
olur ve
¢ (z) =8cos’ 7z cosh® azz —4cos’ 7z —4cosh® arz +4 (3.26)

elde ederiz. Dahasi, herhangi bir m tamsayi i¢in dikdortgensel bolge st I', iken

bolgenin sinir;
R, ={ze C: |Rez|<m+1, |Imz|<(m+1)/af

olarak alalim. I'=I"

o 0 (2)=r(2)+g(2). f(z)=8cos’zzcosh® arz,
g(z)=—4cos’ 7z—4cosh® azrz+4 olarak yazalim. Rouche teoreminden asagidaki

esitsizlik elde edilir;

|2(2)
£ (2))

1 1 ! ! |<1.(3.27)

<l= 2 2 - 2 2
2|cos mz cosh”arz cos” wzcosh 0,’71'Z|

s <lr ()=

3.4. Lemma
m, bir pozitif tam say1 olmak lizere Esz. 3.27 Vze I', ve Vm >m, i¢in gecerlidir.
Ispat

Herhangi bir z=0+ir (0,7€ R) i¢in asagidaki esitlikler gegerlidir:

|cos 71'z|2 =cos’ ox +sinh® 77 = i{ez’” +2cos207+ e"z’”} , (3.28)
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2 Al 2 2 _ 1 2anc —2anc
cosharz| =sinh” ano +cos” anr = Z{e +2cos2ant+e } . (3.29)

[, siirinin diisey kenar iizerinde z =0 +i7,0 =%(m+1) olsun. Es. 3.28 ve Es.

m

3.29 dan
|cos Jrz| =coshzr 21, |coshanz| 2 sinhaz(m+1)

esitsizlikleri elde edilir. Bu yiizden,

[T R S
2|cos’> 7z cosh> azz  cos® wzcosh® axz)

<L 1+ ! - ! <l
~ 2| sinh’ax(m+1) sinh’ax(m+1)

ve boylece, Esz. 3.27 m, yeterince biiyiik bir pozitif tamsay1 oldugunda Vm >m,

icin I, simirinin diisey kenar lizerinde gecerli olur.

I', sinirmin yatay kenari iizerinde diisiinelim. z =0 +i7 ve Es. 3.28 den
1 _r )2 1 | —7t| 2 1 bl 27|
2 T T — _ - _
‘cos Jrz‘zz(e —e ) —4(e e ) 3|cos7rz|2 2e (1 e )

esitsizlikleri bulunur. 7==%(1/@)(m+1) alir ve m, yeterince biiyiik bir pozitif

tamsay1 segersek
L
|cos 7Zz| > Ee , Vm=m,

olur. Dahasi, z=0%(1/a)(m+1) i¢in Es. 3.29 dan
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cosharnz|=coshano >1

bulunur. Bu yiizden, I', sinirinin yatay kenari tizerinde Vm = m, igin

l| ! + ! - ! | < l(4e_2”‘r‘ +1—4e ) <l1.
2|cos’ 7z cosh®amz cos’ mzcosh® axz|” 2

Sonug olarak, eger m, =max{m,,m,} alirsak, o zaman Vze I, ve Vm=m, i¢in

Esz. 3.27 saglar. Lemma ispatlandi.

3.4. Lemmay1 kullanir ve Rouche teoremini uygularsak m >m, i¢in I', i¢inde yatan
¢ (z) fonksiyonunun sifirlarinin sayist cos’ 7zcosh® azz fonksiyonu ile aymdir.

cos’ £zcosh® azz fonksiyonunun I, igindeki kokleri
1 i 1

z=|k+—=|ve z=—|k+—|, k=0,£1,%2,.,tm,—m—1
2 o 2

noktalaridir ve her bir kok ¢ift kathidir. Bundan dolayr n>n, olmak iizere ¢ (z)
fonksiyonunun I, icinde 8n+8 tane kokii vardir. Ciinkii Es. 3.26 dan ¢/ (z) ift

fonksiyondur ve ¢ (z) fonksiyonunun I, icindeki kiklerini

ile gosterecegiz.

Es. 3.3 yari-periyodik probleminin 6zdegerleri reeldir, Es. 3.10 ve Es. 3.25 den,

¢ (z) fonksiyonunun sifirlarinin her biri reel ya da sirf imajinerdir.
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3.5. Lemma

m>my+1 igin, ¢ (z) fonksiyonunun

D, ={ze C;m<Rez<m+1, |Imz|<(m+1)/a}

bolgesinde 2 sifira sahiptir ve

K, ={ze C;|Rez|<m+1, m/a<Imz<(m+1)/a}

bolgesinde 2 sifira sahiptir. Bu yiizden m = m, +1 igin,

+

+ T
m<z, ,<m+l ve oty = W

Yoy MlA<w, o <(m+l)/a. (3.30)

Ispat

3.4. Lemmamn ispatindan agiktir ki, m=2m,+1 i¢in Esz. 3.27 D, ve K,
bolgelerinin sinirlart iizerinde bile gegerlidir. Sonug olarak, Rouche teoreminden
¢ (z) fonksiyonunun D, ve K, deki koklerinin sayis1 f(z)=8cos’ 7zcosh® axz
ile aymdir. D, ve K, de 2 tane sifir kokii vardir. ( f(z) fonksiyonu D, i¢inde
z=m+1/2 noktasinda 2 sifir noktast ve K, i¢inde z=i(m+1/2)/a noktasinda 2

sifir noktas1 vardir.) Lemma ispatlandi.

ke Z ve s, :27”1;(“ alalim. Es. 3.30 dan O</;,,, <7 (|k| 2m +1) oldugunda

k<zZy,<k+1=0<zy, —k<1=0<x(5,, k) <x=7(25, —k)=1

Dk+1

+
+ a + . a + + 2k +2h,,,

= ”(Szkﬂg_kj: Wy = S2k+15_kﬂ’-:h2k+l = 8ok = P s ’(k 2m, +1)’



1 + 1 .
—(=k)<w <—(-k+1)=0<aw’
a( ) W_(2k+1) 05( ) jd

+
= Jz'(ozw_(2 . l

.
w—ajs,
= ( ) 4k = hzik+1 = S§k+l =1

21

)+k<1:>0<7z(

J:hZik-H :”((W_a) “
a 2

k420,

—(2k+1

.

=
+ —(2k+1)

) +k) =hy,, = 7[(0!—'+k

(k < —(mo +1))
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] = hzik+1

bulunur. £j,,, niceligini analiz edersek, Es. 3.24 iin kokleri s3,,, sayilaridir. Bu

yiizden, h,,, ve h,,,, k>m,+1 igin

2cos’ rcosh® a(kz+1)—cos® r—cosh® e (kw+1)+1=0

denkleminin ve k <—(m,+1) i¢in

2cos’ tcosh® ((kz—1)/ @) —cos® t —cosh® ((kz —t)/ &) +1=0

denkleminin kokleridir. Es. 3.31 asagidaki esitliklerin birlesimidir:

1—cosh® a(kz+1)
cost = :
1-2cosh® a(kz+1)

1—cosh® a(kz+1)
cost =— .
1-2cosh® a(kz+1)

Es. 3.32 agsagidaki esitliklerin birlegimidir:

1-cosh’ ((kz—t)/ )
CoSt = >
1-2cosh’ ((kz—t)/ )

1-cosh®((kz—t)/ )
cost=— :
1-2cosh’ ((kz—t)/ )

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)
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Es. 3.33 ve Es. 3.35 in her birinin kokleri (0,71') yatmaktadir ve non-negatiftir ve Es.

3.34 ve Es. 3.36 nin her birinin kokleri (0, 7) yatmaktadir ve non-pozitiftir.

3.6. Lemma

|k| 2 m,+1 i¢in Es. 3.33 ve Es. 3.35 in her birinin (0,7/2] de bir kékii ve Es. 3.34

ve Es. 3.36 nin her birinin [71'/ 2,7[) de bir kokii vardir.
Ispat

k =2my+1 icin

(1) . 1—cosh® a(kz+1)
=COSI—
& 1-2cosh® a(kx+1)

fonksiyonu 0<z<7x/2 de siireklidir ve g,(0)>0,g,(7/2)<0 dir. g, (¢) nin

[0,71'/ 2) de bir kokii vardir. Benzer olarak Es. 3.34 iin de (7[/ 2, 71'] de bir koki

oldugunu gosterelim:

(1) - 1—cosh® a(kz+1)
= COS
& 1-2cosh® a(kx+1)

fonksiyonu 7/2<t<sx de siireklidir ve g,(7/2)>0,g,(7)<0 dir. Sonug olarak
Es. 3.34 iin (7/2,7] de bir kokii vardur.

k <—(my+1) igin

1—cosh’ ((kz—1)/ )
g,(t)=cost— P
1—-2cosh ((kﬂ'—t)/a)
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fonksiyonu 0<t<7/2 de siireklidir ve g,(0)>0,g,(7/2)<0 dir. g, (¢) nin

[0,7/2) de bir kokii vardir. Benzer olarak Es. 3.36 min da (7/2, 7] de bir kokii

oldugunu gosterelim:

1-cosh®((kz—t)/ &)
g,(t)=cost+ >
1-2cosh’ ((kz—t)/ )

fonksiyonu 7/2<t<zx de siireklidir ve g,(7/2)>0,g,(7)<0 dir. Sonug olarak

Es. 3.36 nin (7/2, 71'] de bir kokii vardir. Lemma ispatlandi.

(/2,7] arah@inda k =m,+1 igin Es. 3.34 iin bir kokiinii ve k <—(m, +1) i¢in Es.
3.36 nin bir kokiinii 7, +7/2 olarak alahm. Hatta [0,7/2) araliginda k >m, +1
i¢in Es. 3.33 iin bir kokiinii ve k <—(m, +1) i¢in Es. 3.35 in bir kokiinii —r,, ,, +7/2
olarak alalim. O zaman, biitiin |k| >m,+1 igin 0<r;,, <x/2 ve k=m,+1 igin

K =%ri, +ml2, k<—(my+1) icin ki, =Fri, +z/2 dir.

2
. .o ((k+1)zE2r,
o =(S5) :(( )a 2’”J, k>my+1
2
+ L2 2k +1 7Zi2ri+
luz_k+1:(S2_k+1) :_(( . IJ ) kS—(m0+1)
w—da
1-cosh’ ar(kz+ /2%, )
COSty,,, = > —, k2m,+1 (3.37)
1-2cosh’ ar(kx+ /2455,
1—cosh? I<7H—7r/2$ri+ la
COS 15, = { i)/ ke <—(m, +1) (3.38)

1-2cosh’ ((kz+7/2% 1, ) /)

esitlikleri bulunur.
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3.1. Teorem

Periyodik problemin 6zdegerleri { ,uzik} ve yari-periyodik problemin &zdegerleri

..+ olmak iizere ve 0< 7 < Z (= m, +1 oldugunda
2k+1 n 2 0

2 2
+ +25"
ﬂ;:(Mj Ckzmoal, ﬂfz_(Mj, k< (my+1)

w—a
biciminde elde edilir ve Es. 3.22, Es. 3.23, Es. 3.37 ve Es. 3.38 i saglar.

3.4. Kararsizlik Araliklarinin Uzunlugu

3.2. Teorem
{ m, ,u:} kararsizhik araliginin 7, = ¢, — u, uzunlugu n — oo iken sonsuza gider.
Ispat

0<r’" <x/2 oldugunda asagidaki esitlikler bulunur;

I =p —u :((nﬂ'+2rn+)/a)2 —((nft'—Zrn_)/a)2
:4n71'(rn++rn_)/a2+4((;;1+)2—(r_)2)/a2, (n2m0+1)
I =u —u; :—((n7z'+2r;)/(w—a))2—[—((nﬂ'—2rn_)/(w—a))z}

:—4117[(;;1+ +rn_)/(w—a)2 —4((r+ )2 —(rn_)z)/(w—a)z. (n<—(m,+1))

Bu yiizden, teoremin ispat1 i¢in n — teo iken {r,:’}dizisinin sifira yakinsamadigin

gormek yeterli olacaktir. n =2k ve k — co durumunu diisiinelim.
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Aksini kabul edelim. k — o iken r,, — 0 dir. Daha sonra Es. 3.22 den elde edilen

c 2+
sin” r. o
— 11ms1nha(k71’+r2+k)=0
1-2sin’7;, ke

sinh® (k7 +ry, ) =
Tk

ki bu tezattir.

n=2k+1 ve k — —oo durumu benzer sekilde gosterilebilir. Bunun i¢in aksini kabul

edelim. k — —co iken r;,,, — 0 dir. Daha sonra Es. 3.38 den elde edilen

M, lim cosh((kzr+7r/2+rz7<+1)/“):0

COShz((k7Z'+7Z'/2+r2_k+1)/0{)= 15 200s? 1= Am
2k+1

ki bu tezattir. Teorem ispatlandi.
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4. SONUCLAR

“Parcali pozitif sabit katsayili bir Hill denkleminin kararsizlik araliklar iizerine”

isimli caligmadan elde edilen sonuglar:

i. Hill denklemi ile ilgili periyodik problemin 6zdegerleri F(A)—2=0 (periyodik

problemin karakteristik denklemi) ile cakisir ve bu fonksiyon 0<x<a araliginda

siniis, a < x < waraliginda da siniis fonksiyonunun kombinasyonu ile ifade edilir.
Hill denklemi ile ilgili yari-periyodik problemin &zdegerleri F(A)+2=0 (yarn-
periyodik problemin karakteristik denklemi) ile cakisir ve bu fonksiyon 0<x<a

araliginda kosiniis, a < x<w aralifinda da kosiniis fonksiyonun kombinasyonu ile

ifade edilir.

ii. p(x) fonksiyonu pargali pozitif sabit fonksiyon secildiginde baslangi¢ sartlarini

saglayan problemin coziimleri siniis ve kosiniis dairesel fonksiyonlan ile ifade
edildiginden, Hill denklemi ile ilgili periyodik ve yari-periyodik problemlerin her biri

y1gilma noktasi 4+eo olan sayilabilir sonsuz reel 6zdegerlere sahiptir.

Ciinkii Hill denkleminin 6zdegerlerini A =s>=(27/8)’ z> olarak se¢mistik. Rouche
teoreminden, ¢*(A4)=F(A)—-2 fonksiyonunun I icindeki sifirlarinin sayisi
sin® 7z fonksiyonu ile aynidir. sin® 7z fonksiyonunun I’ igindeki kokleri z=1m,
noktalaridir. ¢~ (A)=F(A)+2 fonksiyonunun I, icindeki sifirlarimin sayist
cos’ 7z fonksiyonu ile aynmidir. cos’ 7z fonksiyonunun I, icindeki kokleri

z=1(m+1/2) noktalardir.

Es. 2.26 ve Es. 2.27 nin kokleri 0<r, <z /2 oldugunda, periyodik problemin

ozdegerleri



52
t =0, 1, =(53) =((2nm£215) 1)

olarak bulunur ve bunlar F(A)-2 fonksiyonunun (—z/2,7/2) araligindaki

¢Oziimii olan Es. 2.28 i saglar.

Es. 2.36 ve Es. 2.37 nin kokleri 0<r,,, <x/2 oldugunda, yari-periyodik problemin

ozdegerleri
ﬂ;n+l = (S;L;z+1 )2 = (((2n +1)71'i 2’,2:;“)/5)2

olarak bulunur ve bunlar F(A4)+2 fonksiyonunun (0,7) araligindaki ¢oziimii olan

Es. 2.38 i saglar.

O zaman 0<r" <7z/2,(n>n,+1) oldugunda Hill denkleminin 6zdegerleri

ty =041 =((n£2,)18) | n=1.2...

seklinde gosterilir. O halde Hill denkleminin 6zdegerleri pozitif reel bulunur.

iii. ne Z" ve n— oo iken ( i, ,u;) kararsizlik araliklarinin 7, = 4" — g uzunlugu

sonsuza gider.

“Parcali sabit ve alterne katsayili bir Hill denkleminin kararsizlik araliklan {izerine”

isimli calismadan elde edilen sonuglar:

i. Hill denkleminin periyodik problemin ozdegerleri F(A)—2=0 (periyodik

problemin karakteristik denklemi) ile c¢akisir ve bu fonksiyon 0<x<a araliginda
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siniis, a < x <w arahi@inda siniis ve hiperbolik siniis fonksiyonlarinin kombinasyonu

seklinde ifade edilir.

Hill denkleminin yari-periyodik problemin 6zdegerleri F(A)+2=0 (yari-periyodik
problemin karakteristik denklemi) ile cakisir ve bu fonksiyon 0<x<a araliginda

kosiniis, a<x<w araliginda kosiniis ve hiperbolik kosiniis fonksiyonlarinin

kombinasyonu seklinde ifade edilir.

ii. p(x) alterne sabit fonksiyon segildiginde baslangi¢ sartlarini saglayan problemin

¢coziimleri; 0<x<a arahi@inda siniis ve kosiniis dairesel fonksiyonlar1 ile elde
edildiginden, Hill denklemi ile ilgili periyodik ve yari-periyodik problemlerin her biri
bu aralikta yigilma noktast 4o olan sayilabilir sonsuz reel Ozdegere sahiptir.
a<x<w arahi@inda problemin ¢oziimiinde hiperbolik siniis ve hiperbolik kosiniis
fonksiyonlar1 elde edilir. Burada belirtilmesi gereken en Snemli detay hiperbolik
siniis ve hiperbolik kosiniis periyodik olmadigindan bu coziimlere esit fakat
cossa=1 ve sinsa=0 sabit degerlerini katsayr kabul eden bicimde yeniden
yazilarak periyodikligin yani sonsuz reel 6zdegerin elde edilmesidir. O halde,
a<x<w arahginda problemin ¢oziimlerinde siniis, kosiniis, hiperbolik siniis ve
hiperbolik kosiniis fonksiyonlari elde edilir. Hill denklemi ile ilgili periyodik ve yar1-
periyodik problemlerin her biri a < x <w araliginda y1gilma noktasi +co ve —co olan

sayilabilir sonsuz reel 6zdegere sahiptir.

Ciinkii Hill denkleminin 6zdegerlerini A=s>=(27/ a)2 z* olarak secmistik. Rouche
teoreminden, ¢*(A4)=F(A)—-2 fonksiyonunun I} icindeki sifirlarinin sayisi
sin’ 7zsinh® @zz fonksiyonu ile aymdir. sin®zzsinh’a@zz fonksiyonunun I
i¢indeki kokleri z=1m, z=im/a noktalaridir. ¢~ (A)=F(A)+2 fonksiyonunun
[, icindeki sifirlarmin  sayist cos’ 7zcosh® arz  fonksiyonu ile aymdir.

cos’ 7zcosh’ @z fonksiyonunun I,  igindeki kokleri z=%(m+1/2),

z==i(m+1/2)/ noktalardir.
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Es. 3.18, Es. 3.19, Es. 3.20 ve Es. 3.21 in kokleri 0<r, <7z /2 oldugunda, periyodik

problemin dzdegerleri

wo=(s5) =((2kr£255)ra) , kzml

2

1 =(85) =—((2kz 22 )1 (w=a)) . k<—(m,+1)

seklindedir ve bunlar F(A)—2 fonksiyonunun (—7/2,7/2) araligindaki ¢oziimii

olan Es. 3.22 ve Es. 3.23 ii saglarlar.

Es. 3.33, Es. 3.34, Es. 3.35 ve Es. 3.36 nim kokleri 0<r,

2n+1

<7z /2 oldugunda, yari-

periyodik problemin dzdegerleri

o =(55.) =(((2k+1) 72255, ) 1a) k> my+1

Mo :(Sziku)z :—(((2k+1)71'i2r2ik+1)/w—a)2 . k<—(m,+1)

seklindedir ve bunlar F (4)+2 fonksiyonunun (0,7) araligindaki ¢oziimii olan Es.

3.37 ve Es. 3.38 i saglarlar.

iii. 0<r" <7/2,(

n| >m, + 1) oldugunda Hill denkleminin 6zdegerleri

2
W= ((nﬂ'i er)/a) s k2my+1, = —(nﬂ'i 2rF /w—a)z, k <—(my+1)
olur. O halde, Hill denkleminin 6zdegerleri pozitif veya negatif reeldir.

iv. ne Z ve n— too iken ( W ) kararsizlik araliklarinin 7, = g, — g uzunlugu

sonsuza gider.
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