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teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde, keyfi cisimler iizerinde simetrik gruplari biitiin indirgenmez modiil-
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Dordiincii bolumde, simetrik gruplarin karakteristigi p olan cisimler tizerinde in-

dirgenmez modiillerini belirlemek amaciyla yapilan bazi ¢aligmalar 6zetlenmistir.
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ducible modules of the symmetric groups over an arbitrary fields.

The fourth chapter is a summary of some studies which were carried on to determine

the irreducible modules of symmetric groups on fields of characteristic p.

2006, 55 pages

Key Words : Representation, F[G]-module, symmetric group, partition, p-regular

partition, tableau, tabloid, polytabloid, Specht module.

11



TESEKKUR

Caligmalarimi yonlendiren, aragtirmalarimin her agsamasinda bilgi, oneri ve yar-

dimlarimi esirgemeyerek akademik ortamda engin fikirleriyle yetisme ve gelismeme
katkida bulunan danigman hocam Prof. Dr. Sait Halicioglu’ na, manevi destegini
esirgemeyen degerli arkadagim arastirma gorevlisi Handan Yoldag’a ve hayatimin

her asamasinda desteklerini eksik etmeyen aileme sonsuz tegekkiirlerimi sunuyorum.

Demet KARAYEL

Ankara, Haziran 2006

11



ICINDEKILER
1. GIRIS

2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1 Grup Gosterimleri. . . . . . . ...
2.2 Denk Gosterimler . . . . ... ..o oL
2.3 Bir Grubun Grup Cebiri . . . . .. .. ... oo
2.4 Permiitasyon Modula . . . . . . ... oo oo
2.5 Indirgenmez F[G]-Modiiller . . . ... ... ... ...........
2.6 F|G]-Homomorfizmalar . . . . . . ... ... ... ..
2.7 Izomorfik F[G]-Modiiller . . . . . ... ... ... ... ... .....
2.8 Maschke Teoremi . . . . . . . . .. .. ...
2.9 Eglenik Stmiflart . . . ..o Lo

2.10 Sonlu Bir Grubun Karakteri . . . . . . . . . . .. ... ... ...

3. SIMETRIK GRUPLARIN GOSTERIMLERI
3.1 Diyagram,Tablo ve Tabloidler . . . . . . .. ... .. ... ... ...
3.2 Parcalanmalar I¢in Kismi ve Tam Siralamalar . . . . . . ... . . ..

3.3 Tabloidler I¢in Kismi ve Tam Swalamalar . . . . . . . ... ... ...

3.4 Specht Modiller . . . . . . . . . ...

4. SIMETRIK GRUPLARIN P-REGULER
GOSTERIMLERI
4.1 p-Regiler Gosterimler . . . . . . ... ... oo

4.2 Indirgenmez Specht Modiiller I¢in Carter Tahmini . . . . . . . . . ..

v

10

12

13

14

15

17

22

22

27

29

33



4.3 Karakteristigi Iki Olan Cisimler Uzerinde Indirgenmez Specht Modiiller 49

4.4 Indirgenebilir Specht Modiiller . . . . . . . . .. ... ... ... ... o1



GL(n, F)

Kero

Cg<x>

1z A

{t}

SIMGELER DiZINI

Reel sayilar kiimesi

Kompleks sayilar kiimesi

Simetrik grup

Gosterim

B bazina gore matris gosterimi

G nin F tizerindeki grup cebiri

T nin karakteri

V' nin tersinir lineer doniisiimlerinin grubu
F iizerindeki n x n tipindeki tersinir matrislerin grubu
6 nin ¢ekirdegi

x in G deki eslenik sinifi

x in G deki merkezleyeni

A nin izi

A parcalanmasinin Young diyagrami
Young altgrubu

t tablosunun satir grubu

t tablosunun siitun grubu

t tablosunun satir denklik sinifi

t tablosunun stitun denklik simifi

vi



et A-polytabloid
MA A-tabloidler tarafindan gerilen vektor uzayi
SA A parcalanmasina karsilik gelen Specht modiil

SAL S* nimn dik uzay:

Vil



1. GIRIS

Simetrik gruplarin karakteristigi p olan cisimler lizerinde tanimlanan indirgenmez
modiillerini veren ¢aligmalar ¢cok sayida matematik¢i tarafindan ele alinan bir konu
olmusgtur. Bu caligmada p-regiiler parcalanmalar yardimiyla, simetrik gruplarin
p-regiler gosterimleri adim verecegimiz, simetrik gruplarin karakteristigi p olan
cisimler tizerinde tanimlanan indirgenmez modiillerinin nasil bulunacag ile ilgili
calismalar ozetlenecektir.

Calismamizin ikinci boliimii olan temel kavramlar kisminda, daha sonraki boliim-
lerde ihtiyacimiz olan temel tanim ve teoremler verilmigtir.

U(;iincii boliimde ise 1976 yilinda G.D. James tarafindan verilen keyfi cisimler iizerinde
simetrik gruplarin tiim indirgenmez modiillerinin insasi ile ilgili detayli bilgiler sunul-
mustur. Adi gecen caligmada A, n nin bir parcalanmasi olmak tizere A ya karsilik
gelen M* modiilii ve M* nin bir altmodiilii olan S* Specht modiiliiniin ingas1 veril-
mis ve karakteristigi sifir olan cisimler iizerinde \ lar degistikce S* larin S, nin tiim
indirgenmez modiillerini verdigi gosterilmistir.

Caligmamizin son boltimiinde ise A pargalanmasinin ve eglenik simiflarinin p-regtilerlik
ve p-singllerlik tanmimlar:1 verilmistir. Daha sonra karakteristigi p olan cisimler
iizerinde S* nin indirgenmez olmast icin hangi sartlara ihtiyac duyuldugu konusunda

son yillarda yapilan caligmalar 6zetlenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde g¢aligmamizin daha sonraki boliimlerinde kullanacagimiz sonlu grup
gosterimleri, indirgenmez F[G]-modiiller, F[G]-homomorfizmalar, eglenik simiflar:

ve sonlu gruplarin karakterleri ile ilgili temel tanim ve teoremler verilecektir.

2.1 Grup Gosterimleri

Bir G grubunun gosterimi, G yi matrislerin bir grubu gibi gozoniine alma imkani

verir.

Tanim 2.1.1. G bir grup, F' = R veya C ve GL(n, F') bilegenleri F' cisminden

alinan n x n tipindeki tersinir matrislerin grubu olsun.

p: G— GL(n,F)
g — pl9)
homomorfizmasina G nin F' cismi tizerindeki gosterimi ve n sayisina da p nun

derecesi denir.

Daha agik olarak ifade etmek istersek, p: G— GL(n,F) bir fonksiyon ise p
nun bir gosterim olmasi igin gerek ve yeter sart Vg, h € G icin p(gh) = p(g)p(h)

olmasidir.

Bu gosterim homomorfizma oldugundan I,; n x n tipinde birim matris olmak

fizere 5. G — GL(n,F) gosterimi Vg € G ic¢in p(1) = I, ve p(¢™) = p(g)~"

sartlarin saglar (James and Liebeck 1993).



Ornek 2.1.2. G = Dy =< a,b: a® = 1,b7tab = a=! > dihedral grubu

b?
00 0 01
olsun. A ve B matrislerini, A=| 1 o o |, B=1] 0 1 o | olarak alinirsa
A =B*=1;, B'AB=A"" dir.
p: G— GL(3,F)

a'tl — AIBI 0<i<2 0<j<1)

seklinde tamimlanan p bir homomorfizmadir. Dolayisiyla p, D3 iin derecesi 3 olan

bir matris gosterimidir. Boylece Vg € D3 icin p(g) matrisleri agagidaki gibidir.

1 a a?
1 00 0 01 010
010 100 0 01
0 01 010 1 00
b ab a’b
0 01 010 010
010 1 00 1 00
1 00 0 01 0 01

Ornek 2.1.3. G bir grup olsun.
p: G— GL(n,F)

seklinde tanimlanan p bir homomorfizmadir.

g— plg) =1,



Dolayisiyla p, G nin derecesi n olan bir matris gosterimidir.

2.2 Denk Gosterimler

Tanim 2.2.1. G sonlu bir grup ve p, o G nin F iizerindeki sirasiyla dereceleri n, m

olan matris gosterimleri olsunlar. Eger n = m ve Vg € G icin,

plg) =T " o(g)T

olacak sekilde n x n tipinde tersinir bir 7" matrisi varsa, bu durumda p; o ya denktir

denir (James and Liebeck 1993).

p,o ve 7 G nin gosterimleri olmak iizere,

(i) p; p ya denktir.

(ii) Eger p; o ya denk ise, bu durumda o da p ya denktir.

(iii) Eger p; o ya denk ve o; 7 ya denk ise, bu durumda p; 7 ya denktir.

Yani gosterimlerin denkligi bir denklik bagintisidir.

N -3 2
Ornek 2.2.2. G = 5 = {(1),(12)} ve A = olsun. Bu durumda

-4 3
A? = I, p(1) = Iy ve p((12)) = A olmak tizere; p : G — GL(n,F) G nin bir

matris gosterimidir. A nin 6zdegerleri yardimiyla

-1 1 1 -1
T-1AT = sartin1 saglayan T = gecis matrisi bulu-

10 =7 2 -1

nabilir.



Buradan G nin bir matris gosterimi agagidaki gibi elde edilir.

c: G— GL(2,F)

g— olg)=T""p(g)T
1eGigino(1) =T 'p()T =T LT =1,

(12) € G icin 0((12)) = T-1p((12))T = T I,T — -

10 -7
Goritldiigii gibi p, o ile denktir.

2.3 Bir Grubun Grup Cebiri

Tanim 2.3.1. G sonlu bir grup, ¢1,¢s, .., g» G nin elemanlar: ve F' = R veya C

olsun. F[G] = {A1g1 + Aago + ... + Augn|\i € F,1 < i < n} kiimesini ele alalim.

Herhangi a;,b;, k € F ve g; € G icin ~ u= ) a,g;, v = > bjg; € F|G] olmak
i=1 j=1

uzere,

u+V:Z(ai+bz-)gi

i=1

ku = Z (ka;)g;

i=1

uxv="> (ab;)(gig;)

ij=1



iglemleriyle F'[G] F cismi tizerinde bir cebir olcaktir. Ayrica F[G] nin baz {g1, g2, ..., gn }

olup, bu baz F[G] nin dogal baz: olarak adlandirilir ( James and Liebeck 1993).
Ornek 2.3.2. G =Cs=<a:a®>=¢e>ve F =7y, ={[0],[1]} alahm. Bu durumda
ZQ[G] = {)\16 + )\20/ . )\1, )\2 S ZQ}
={[0]e+[0]a, [t]e+[0]a, [O]e+[1]a, [1]e+[1]a}

={0, e, a, eta}

olup, (Zs|G],+, x,® ) dortliisti bir cebir olacaktir. + ve X iglemlerine iligkin islem

tablolar1 agagidaki gibidir.

+ 0 e a e+a x |0 e a e-+a
0 0 e a eta 00 0 0 0
e e 0 eta a el0 e a eta
a a e+ta 0 e al0 a e eta
e+a | eta a e 0 et+a |0 eta eta 0

Tanim 2.3.3. V; F iizerinde vektor uzayi ve G bir grup olsun. Eger v € V ve
g € G i¢in gv carpimi her u,v € V, A € F ve g € GG igin;
(i) greV,

(ii) (gh)v = g(hv),



(iii) ev = v,

(iv) g(Av) = Algv),

(v) g(u+v) =gu+gv

sartlarin sagliyorsa, bu durumda V' ye bir F[G]-modil denir ( James and Liebeck

1993).

Tanim 2.3.4. (Bir Gosterim Tarafindan Belirlenen Modiil)

G sonlu bir grup ve p, G nin V tizerindeki bir gosterimi olsun. Bu durumda
©: FIG|xV — V
(; Aigi,u) — 3 nple))
dig iglemiyle V' bir F[G] modiildiir. Bu modiile G nin p gésterimi tarafindan belir-

lenen modiilii denir (James and Liebeck 1993).

Tersine eger V' bir F[G]| modiil olarak verilmigse
p: G— GL(V)
g— rlg):V—V
v— p(g)v = gv
seklinde tanimlanan p; G nin V {izerindeki bir gosterimidir (James and Liebeck

1993).

Sonug olarak G nin bir p gosterimi verildiginde bu gosterime karsilik bir F[G]-modiil,

bir F[G]-modiil verildiginde bu modiile karsilik G nin bir gosterimi bulunabilir.



Ornek 2.3.5. G = D3 =< a,b:a®=0*=1,b"tab=a"! > olsun ve G nin bir

0 01 0 01
matris gosterimi p(a) = 1 o o |, pb) =1 o 1 o | olmak tizere,
010 1 00

p: G— GL(3,F)

seklinde verilsin.

g — plg)
1 0 0
V] = o, = 1 |,v3= 0 olmak tizere V' 1, 15, 13 siitun vektorleri
0 0 1

tarafindan gerilen vektor uzayi olsun.
Asagidaki dig iglemle V' bir F[G]-modiildiir.

Vv eV, g€ G icin gv = p(g)v olup,

00 1 1 0
avi =pla)ri=1 1 0 0 0]l=1]1]=w
010 0 0
001 0 0
avy =pla)ra=| 1 0 0 L[{=1o0]|=w
010 0 1
00 1 0 1
avs=pla)vs=| 1 0 0 0o l=[o0]|=mn
010 1 0



00 1 1 0
bvy=pb)ri=|[0 1 0 0ol=]0|=mw
100 0 1
00 1 0 0
by =pv2=1{ 0 1 0 1|=|1]=w
100 0 0
00 1 0 1
bus=pb)vs=1 0 1 0 0of[=]0]|=n
100 1 0

2.4 Permitasyon Modiili

Tanim 2.4.1. G; S, nin bir altgrubu ve V; F iizerinde {1y, 1s,...,1,} baziyla n

boyutlu bir vektor uzay: olsun. 1 < i < n olmak iizere her i ve Vg € G igin

Vi = Vy(a)

olsun. Bu durumda ¢ bir permiitasyon oldugundan gv; € V' ve 1y; = y; olur. Ayrica

g,h € G icin;

(gh)vi = vign)i) = Veuniiy) = 9(hvi)

dir. G nin etkisini lineer olarak V' nin tiimiine genisletecek olursak, bu durumda

A1y A, ..y A € G olmak iizere,

g()\lVl + ...+ )‘n’/n) = /\1(ng) + ot )‘n(gyn)



dir. Boylece V' bir F[G]-modiil olup, V' ye permitasyon modili ve {vy, v, ..., vy} ye

de V nin dogal baz denir.

Eger V; B={v1,vs, ..., v, } baziyla birlikte bir permiitasyon modiilii ise, Vg € G igin
[9] B, her satirinda ve siitununda bir tane 1, diger bilegenleri de 0 olan bir matristir.

Bu matrise permitasyon matrisi denir (James and Liebeck 1993).

Ornek 2.4.2. G = C; =< a : a® =1 > olsun. Bu durumda G, S iin (123)
permiitasyonu tarafindan tiretilen altgrubuna izomorfiktir.

V' = Sp{v1, 12, 3} 3-boyutlu vektodr uzayimi alahm. V' agagidaki dig iglemle bir F[G]

modildiir.
_ _ 2., _
vy = vy, avy = Vs, a‘vy = 3
_ _ 2., _
lvy = vy, avy = Vs, a“vy = 1
_ _ 2. _
lvy = vs, avs = vy, a“vs3 = vy

Ayrica {vy, 19,3} bazina gore V' ye kargilik gelen matris p olmak iizere, Vg € G i¢in

p(g) matrisleri agagidaki gibidir.

100 00 1 010
pPM=1o010|, p@=100]|, p@=|001
00 1 010 100

2.5 Indirgenmez F[G]-Modiiller

Tamim 2.5.1. Eger bir V' F[G]-modiiliiniin, {0} ve kendisinden bagka bir F[G]-
altmodiilii yoksa, bu durumda V' ye indirgenmez F[G]-modil denir (James and

Liebeck 1993).

10



Eger V; {0} ve kendisinden bagka bir F[G]-altmodiile sahip ise, V' ye indirgenebilir
F[G]- modil ad1 verilir.

Benzer sekilde bir . @ — GL(n, F) olmak tizere, v € F" ve g € G i¢in

gv = p(g)v

carpimiyla tanimlanan F™; F[G]-modiilii indirgenmez ise, bu durumda p ya indirgen-
mez gosterim, eger F™ indirgenebilir F[G]-modil ise p ya indirgenebilir gdsterim

denir.

V' indirgenebilir bir F[G]-modiil olsun. Bu durumda 0 < dimW < dimV olacak
sekilde bir W F[G]-altmodiilii vardir. W nin bir bazini V' nin bir bazina genisletecek

olursak Vg € G i¢in [g] matrisi,

formuna sahiptir. Burada X,; k& x k (k=dimW) tipinde bir matristir.
Derecesi n olan bir gosterimin indirgenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart
0 < k <nve Xy; k x k tipinde bir matris olmak {izere bu gosterimin (*) formunda

olmasidir (James and Liebeck 1993).

Ornek 2.5.2. V Ornek 2.4.2 deki gibi tammlanan bir F[G]-modiil olsun. Bu
durumda W = Sp{v; + v5 + v3} V nin bir F[G] altmodilidir. W nin vy + v5 + v

bazim1 V' nin bir B = {v; + vy + 13,11, 5} bazina genisletirsek, pg, V ye karsihik

11



gelen matris gosterimi olmak iizere, Vg € G i¢in py (g) matrisleri,

110 0 110 1 1] 1 0
pe)=10l1 0|, pew@=1| 0lo =1 |, pe@=1] 0|-1 1
0lo 1 01 -1 0l -1 o

olur. Goriildiigi gibi Vg € G i¢in py (g) matrisleri (*) formundadir. Dolayisiyla p g

matris gosterimi indirgenebilirdir.

2.6 F[G]-Homomorfizmalar

Tamim 2.6.1. V ve W birer F|G]-modiil olsunlar. V' modiilinden W modiiliine
tanimh 9. 1} —, 1 fonksiyonu verilsin. Eger ¢ bir lineer doniisiimse ve Vv €
V, g € G icin 0(gv) = g0(v) esitligi saglaniyorsa, bu durumda 6 ya bir F[G]-

homomorfizma denir (James and Liebeck 1993).

Onerme 2.6.2. V ve W birer F|G]-modiil ve g. / —, 7y bir F|[G] homo-
morfizmasi olsun. Bu durumda Kerf; V' modiiliiniin ve Im#; W modiiliintin birer

F[G] altmodilidiir (James and Liebeck 1993).

Ornek 2.6.3. . v _, y fonksiyonu, A € F ve v € V icin A(r) = Av olsun.
Bu durumda € bir F[G]-homomorfizmadir. Ayrica A # 0 igin Kerf = {0}, Imf =V

dir.

Ornek 2.6.4. G; S, in bir altgrubu, V = Sp{v1,va, ..., vy} permiitasyon modiilii
ve W = Sp{w} asikar F|G]-modiil olsun.
V den W ya tamimlanan 0; F'[G] homomorfizmasini

i=1 i=1

12



olarak tanmimlayalim. Boylece 1 < ¢ < n i¢in 0(v;) = w dir. Bu durumda @ bir lineer

doniigiim olmak tizere Vv = > \v; € V, g € G igin
i=1

O(gv) =16 (Z )\iug(z')) = (Z )\i> w

(£ (£ (£)- +

Boylece 0(gv) = ¢gf(v) olup € bir F[G]| homomorfizmadir.

2.7 Izomorfik F|G]-Modiiller

Tamim 2.7.1. V ve W F[G]-modiiller olmak iizere V' modiilinden W modiiliine
bir 9. v — W F[G] homomorfizmas verilsin. Eger 6 bire-bir ve Orten ise bu
durumda 6 homomorfizmasina F[G|-izomorfizma denir ve V' = W geklinde gosterilir

(James and Liebeck 1993).

Onerme 2.7.2. V, W birer F[G]-modiil olsunlar. Eger ¢. v —, 7 bir F|G]-
izomorfizma ise bu durumda g-1. 7 — 1/ fonksiyonuda bir F[G]-izomorfizmadir

(James and Liebeck 1993).

Sonuc 2.7.3. Eger V ile W izomorfik F'[G] modiiller ise bu durumda V' indirgenmez

F[G]-modildiir & W indirgenmez F[G]-modiildiir.

Lemma 2.7.4. V, W birer F[G]-modillve ,. ¢ — GL(V): o: G — GL(W)
G nin herhangi iki gosterimi olsun. Bu durumda V' ile W F[G] modiillerinin izomor-
fik olmasi igin gerek ve yeter sart Vg € G igin pp, (g) = 0p,(g) olacak sekilde V' nin

By bazi ve W nin bir By bazinin var olmasidir (James and Liebeck 1993).

13



2.8 Maschke Teoremi

Bu teorem bize sifirdan farkli her F[G]-modiiliin indirgenmez F|G]-altmodiillerin

direkt toplami olarak yazilabilecegini gosterir.

Lemma 2.8.1. Eger V bir F|G]-modiil ve 6, §* = 6 olacak sekilde V den V ye bir

F[G] homomorfizma ise bu durumda

V =1Imb o Kerf

dir (James and Liebeck 1993).

Teorem 2.8.2. (Maschke Teoremi) CharF t |G| ve G sonlu bir grup, F = R
veya C ve V bir F|[G]-modiil olsun. Eger U; V nin bir F[G]-altmodiilii ise, bu
durumda

V=UaoW

olacak gekilde V' nin bir W F[G]-altmodiilii vardir (James and Liebeck 1993).

Bu durumda Maschke teoreminin bir sonucu olarak agagidaki tanimi verebiliriz.

Tanim 2.8.3. V bir F[G]-modil ve 1 < i < r igin U; ler V nin indirgenmez

F[G]-altmodiilleri olmak {izere

V=U,aeUs®..®U,

ise bu durumda V' ye tamamen indirgenebilirdir denir (James and Liebeck 1993).

Teorem 2.8.4. CharF { |G| ve G sonlu bir grup ve F' = R veya C olsun.
Bu durumda sifirdan farkli her F[G]-modiil tamamen indirgenebilirdir (James and

Liebeck 1993).
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2.9 Eslenik Siniflar:

Tamim 2.9.1. z,y € G olsun. Eger y = ¢ 'xg olacak sekilde bir ¢ € G varsa,
bu durumda x ile y; G de esleniktir denir. G de x e eslenik olan tiim elemanlarin
ktimesi

¢ ={g'zg: g € G}

seklindedir. ¢ kiimesi z in G icindeki eslenik sinafs adini alir (James and Liebeck

1993).

Onerme 2.9.2. Eger z,y € G ise, bu durumda 2 = ¢ veya 2¢ Ny© = 0 dir

(James and Liebeck 1993).

Sonuc 2.9.3. Her grup eslenik siniflarinin bir birlesimidir ve farkli eglenik siniflar
ayriktir (James and Liebeck 1993).
Tamim 2.9.4. 2§, 25,25, ..., 2¢ farkl eglenik siniflar1 olmak {izere

G=a2fus§ualu.. Uzl

oluyorsa, bu durumda 1, x5, 3, ..., . elemanlarina GG grubunun eglenik sinif temsil-

cileri denir (James and Liebeck 1993).
Ornek 2.9.5. Her G grubu i¢in 1¢ = {1}; G nin bir eglenik simfidir.

Ornek 2.9.6. G=D;=<ab:a®* =0 =1, brab=a' > olsun. Bu durumda

G ={1,a,a?b,ab, a*b} seklindedir. Vg € G i¢in g~ 'zg = a veya a* oldugundan

a® = {a,a®}  dir.
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Ayrica Vi € Z icin a'ba™ = a*b dir.Boylece i=0,1,2 icin
bY = {b,ab,a’b}  dir.
Bu durumda G nin eglenik simiflari;
{1}, {a, a*}, {b, ab, a®b}
seklindedir.

Tanim 2.9.7. G sonlu bir grup ve x € GG olsun. Bu durumda

Colx)={g€G:a2g=9gx} ... (%)
kiimesine x in merkezleyeni denir (James and Liebeck 1993).

Ornek 2.9.8. G = S5 = {(1),(12), (13),(23),(123), (132)} olsun. Bu durumda
(*) ifadesi S3 iin biitiin elemanlarina uygulandiginda her bir elemanin merkezleyeni
agagidaki gibidir.

Vg € G icin (1)g=g(1) oldugundan Cg((1)) = S; dir.

Ca((12)) = {(1), (12)}

Ca((13)) = {(1), (13)}

Ca((23)) ={(1),(23)}

Ca((123)) = {(1), (123), (132)} = Ce((132))

Teorem 2.9.9. z € G olsun. Bu durumda, 2 in eslenik sinifindaki eleman sayis,

|Gl

G| _ . )] =

dir.

Ozel olarak |z¢]; |G| yi boler (Sagan 1991).
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Onerme 2.9.10. 2z € G olmak iizere g(iyig...ix)g " = (g9(i1)g(iz)...g(ix))  dur

(Sagan 1991).
Teorem 2.9.11. z € S, olsun. Bu durumda

" ={g€ S, x ile g aym devir tipindedir}
seklindedir.

Ornek 2.9.12. G = 9; olsun. Bu durumda

(12)¢ = {(12), (13), (23)}
(123)¢ = {(123), (132)}

olup, G nin eglenik sinifindaki her elemaninin ayni devir tipinde oldugu goriiliir.

Tanim 2.9.13. (Bir Matrisin izi) A = (a;;); 7 x n tipinde bir matris olsun. 3 a;

i=1

toplamina A matrisinin izi denir ve izA ile gosterilir (James and Liebeck 1993).

Onerme 2.9.14. A = (a;;) ve B = (b;;); nx n tipinde matrisler ve T; n x n tipinde
tersinir bir matris ise;

(1)iz(A+ B) =izA+1izB

(il)iz(AB) = iz(BA)

(ili)iz(T~*AT) =izA  (James and Liebeck 1993).

2.10 Sonlu Bir Grubun Karakteri

Tanim 2.10.1. G sonlu grup, V; B baziyla bir F[G]-modiil olsun. Bu durumda
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x: G— F
g — x(9) =1iz[g]s

seklinde tanimlanan fonksiyona V' nin karakteri denir (James and Liebeck 1993).

[g9]5; V modiiliine kargilik gelen bir matris gosterimi ise, y fonksiyonuna G grubunun

bir karakteri denir.

Eger x bir indirgenmez F'|G]-modiiliin karakteri ise, bu durumda x ye G nin bir in-
dirgenmez karakteri denir. Benzer sekilde y bir indirgenebilir F/[G]-modiiliin karak-
teri ise, bu durumda x ye G nin bir indirgenenebilir karakteri denir.

Ornek 2.10.2. G=D;=<a,b:a®=0>=1,b"'ab=a"' > olsun. G nin

p: G— G(3,F)

0 — pla) =

(@)
e}
—_

gosterimini gozontine alalim. x; p nun bir karakteri ve g € G icin
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100 010 001
p(9) 010 00 1 100
00 1 100 010
x(9) 3 0 0
g b ab a’b
00 1 010 001
p(9) 010 101 010
100 00 1 00 1
x(9) 1 1 2

seklindedir.

Onerme 2.10.3. p; x karakteriyle G grubunun derecesi n olan bir matris gosterimi
olsun. Bu durumda

(i) x(1) = n

(ii) z € G i¢in eger g, h € 2% ise x(g) = x(h)

(iii)Eger o; v karakteriyle G grubunun bir bagka matris gosterimi ve p ile o denk

ise Vg € GG igin

dir (James and Liebeck 1993).

Ornek 2.10.4. G = Ds dihedral grubunu gozoniine alalim. Dj iin eglenik siniflar
C, = {1}, Cy = {a,a*} , Cs = {b,ab, a*b}
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olup, Ornek 2.10.2 deki gosterime gore

x(b) = x(ab) = x(a®b) dir.

G grubunun bir bagka matris gosterimini

o: G— G(3,F)

a— o(a)=

b— o(b)=
alinirsa
g 1 a
1 00 0 0
a(g) 010 10
0 01 0
¥(g) 3
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010 00 1 100
o(g) 100 010 00 1
00 1 100 010
¥(9) 1 1 1

olup, Vg € G i¢in x(g) = ¥(g) dir.
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3. SIMETRIK GRUPLARIN GOSTERIMLERI

Bu bolimde S, simetrik grubunun biitiin indirgenmez gosterimleri bulunacaktir.

3.1 Diyagram,Tablo ve Tabloidler

Tanim 3.1.1. A bostan farkli bir kiime, S4 da A dan A ya tamimlanan bire-bir
ve Orten fonksiyonlarin kiimesi ise, S4 fonksiyonlarin bilegke iglemine gore bir grup

oldugundan bu gruba simetrik grup denir (Sagan 1991).
Eger A =1{1,2,3,...,n} ise Sy y1 S, ile gosterecegiz.

Tanim 3.1.2. A, Ao, A3, ... A\, negatif olmayan tamsayilar olmak iizere

/\12)\22)\32...2>\TV6

ise A = (A1, A2, ..., A.) ya n nin bir par¢alanmas: denir (Sagan 1991).
Ornegin; n = 4 icin (4),(3,1),(2,2),(2,1,1) ve (1,1,1,1) birer parcalanmadur.

Tanim 3.1.3. Kabul edelimki A = (A1, A2, ..., A.) n nin bir pargalanmasi olsun.
1 < < ricin i-yinci satirda \; tane nokta iceren sekle A nin Young diyagrama denir

(Sagan 1991).

Ornek 3.1.4. \ = (5,3,2) n = 10 un bir parcalanmasi olsun. Bu parcalanmaya

karsilik gelen diyagram [A]=e o o
[ ] [ ]
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seklindedir.

Tanim 3.1.5. A = (A1, A\, A3, ..., \;) nnin bir par¢alanmasi olsun. A ya kargilik ge-
len Sn in Young altgrubu S)\ = S{LQ 77777 A} XS{)\1+17>\1+27._)\1+)\2} X.. .XS{n_)\m+1,n_>\m+2

-----

dir(James 1978).
(")rneéin; S(37272) = 5{17273} X 3{475} X 5{6,7} = Sg X SQ X SQ dir.

Tanim 3.1.6. A\ n nin bir parcalanmasi olsun. 1,2,3,... n sayllarinin tekrarsiz
olarak A Young diyagramina yerlestirilmesiyle elde edilen sekle A -tablo denir

(James 1978).

Ornek 3.1.7. n=7nin A = (4,2,1) pargalanmasi i¢in

1 2 47

3 6 bir (4,2, 1)-tablodur.

5

n =8 in A = (4,2,2) pargalanmasi i¢in
1 347
2 6 bir (4, 2, 2)-tablodur.
5 8
Tanim 3.1.8. )\, n nin bir par¢calanmasi ve t bir A—tablo olsun. t, Ry, Ry, R3,... Ry,

satirlarina ve C, Cy, Cs, ... C, siitiinlarina sahip bir tablo ise,

R, = Sg, x Sg, X ... X Spg,
ve
Ct:SCIXSCQX...XSCT
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gruplarina sirasiyla ¢t nin satir sabitleyeni ve situn sabitleyeni denir (Sagan 1991).

Ayrica © € S, olmak iizere Ry, = 7 'Ryr ve Cyr = m 'Cym oldugu kolayca
gosterilebilir.
Ornek 3.1.9.
1 2 3
t= 4 5 (3,2, 1)tablosu i¢in
6

Rt = 5{1,273} X 5{4’5} X S{G} = 53 X Sg X Sl

Ct = 5{1,4,6} X 5{275} X S{g} = 83 X SQ X Sl

ve

|R| = 3! x 2! x 1! ve |Cy] = 3! x 2! x 1! dir.

Tanim 3.1.10. t; ve ty iki A -tablo olsun. Eger bu iki tablonun kargilikli satirlarinda
ayni eleman var ise, t; ve ty tablolar1 satir denktir denir. Bir bagka ifadeyle

t1 &~ ty & tym = ty olacak sekilde m € Ry, varsa. (Sagan 1991).

Bu bagint1 bir denklik bagintisidir. Bu denklik bagintisi sonucu ortaya ¢ikan denklik
smiflarina A-tabloid denir ve ¢ bir A tablo ise bu tabloya karsilik gelen A-tabloid {t}

ile gosterilir.
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Ornek 3.1.11. n=3in \ = (2,1) pargalanmasim gézoniine alahm. Bu durumda

biitiin (2, 1)-tablolar:

ve biuitiin A-tabloidler;

\ \
1 2 1 2 2 1 1 3 1 3 31
= ) > ) = ) )
3 3 3 2 2 2
J J
) 3\
2 3 2 3 3 2
1 1 1
V /
seklindedir.
Eger A = (A, A2,...,A.) n nin bir parcalanmasi ise bu durumda n! tane \-
tablo vardir. Ayrica her bir denklik simifinda A;!\o!A3!... A,! tane eleman olup,
n!
A-tabloidlerin sayist Dol dir.

Ornek 3.1.12. )\ = (3,1) n = 4 iin parcalanmasi olsun. Bu durumda 4! = 24

4!
A-tablo  ve T 4 A-tabloid vardir. Ayrica her bir A-tabloid 3!1! = 6 A-tablo

igerir.

Bu ) -tabloidler,



3 3 3 3 3 3 3

1 3 4 1 3 4 1 4 3 31 4 3 41 4 1 3 4 3

2 2 2 2 2 2 2

2 3 4 2 3 4 2 4 3 3 2 4 3 4 2 4 2 3 4 3

1 1 1 1 1 1 1
seklindedir.

Simdi S,, simetrik grubunun A-tabloidler tizerindeki etkisini tanimlayalim. = € .S,

ve {t} bir A -tabloid olsun. Bu durumda c{t} = {ot} seklindedir.

. 123 2 4 3
Ornegin; (124) = dir.

Tanim 3.1.13. F keyfi bir cisim ve A = (A1, Ay, A3, ..., A;) n nin bir parcalanmasi

olsun. M?* | F iizerinde bazlar1 farkli A-tabloidler olan bir vektor uzayidir (James

1978).
| .

Ayrica dimM?* = " i Ornegin A = (3, 1) parcalanmasi igin

Aol oA

1 2 3 1 3 4 1 2 4 2 3 4

M* = Sp : : :

4 2 2 1

seklindedir.
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3.2 Parcalanmalar igin Kismi ve Tam Siralamalar

Tanim 3.2.1. A= (A, Ay, ..., \) ve u = (1, o, - - ., g) n  nin iki pargalanmasi

J J
olsun. Eger Vj > 1igin >  A\; > > pu; ise A biiytiktiir g denir ve A > p ile gosterilir
i=1 i=1

(James 1978).

Ornek 3.2.2. A\, = (3,1,1,1), Ay = (2,1,1,1,1), A3 = (2,2,2) 6 nin parcalanmalar
olsunlar.

3>22,3+1>22+1,3+14+122+1+1,3+1+1+12>224+1+1+1,
3414+14+14+0>24+1414+1+ 1 oldugundan A; > As dir.

Yukarida tanimlanan siralama bir kismi siralamadir. Gergekten 3 > 2, 3+1 > 2+2
ve 3+ 1+1<2+2+4 2 oldugundan )\, ile A3 karsilagtirilamaz.

Bu siralamaya gore n = 6 icin agagidaki diyagrami elde ederiz.
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T
(5,1)
T
(4,2)
/ AN
(3%) (4,1%)
AN /!
(3,2,1)
/ N
(3,1%) (2%)
N /!
(2%,1%)
T
(2,1%)
T
(1%)

Lemma 3.2.3. XA = (A, Ao, ..., \) ve u = (u1, pi2, - - -, i) ; n nin pargalanmalar:

olsun. Bu durumda; eger bir ¢ indisi i¢in j < ¢ iken A\; = p; ve A; > p; oluyorsa

A > p dir (Sagan 1991).

Bu siralama bir tam siralama olup n = 6 i¢in

(1%) < (2,11 < (2%,1%) <

(5,1) < (6) seklindedir.

(2%) < (3,1%) < (3,2,1) < (3%) < (4,1%) < (4,2) <
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Onerme 3.2.4. Eger \ ve (4 n nin parcalanmalar: ve A > p ise A > p diir

(Sagan 1991).

Ornek 3.2.5. \ = (3,2,1) ve p = (3,1,1,1) alirsak Tanim 3.2.1 den A > p oldugu
goriiliir. ¢ = 2 alinirsa 7 = 1 olur. Bu durumda Lemma 3.2.3 den A\; = pq ve Ay > po

olup A > p bulunur. Dolayisiyla A > p dir.

Tanim 3.2.6. A n nin bir pargalanmasi olmak iizere [A] , A min diyagram olsun.
Bu durumda [\] eslenik diyagrami , [A] daki satirlar ve siitunlar yer degistirilerek

elde edilir. A" ye n nin A ya gore eslenik par¢alanmas: denir (James 1978).

Ornek 3.2.7. \ = (4,3,1) n = 8 in bir parcalanmasi olsun. Bu durumda

(N]= o o
[A] = o o o ve

olup N =(3,2,2,1)  seklindedir.

3.3 Tabloidler igin Kismi ve Tam Siralamalar

Tamim 3.3.1. A n nin bir pargalanmas1 olmak iizere {t;} ve {t2} herhangi iki
A-tabloid olsun.

{t1} < {t2} & Bir i sayws1 i¢in agagidakiler saglanyorsa,

(i) 7 > iiken, j {t1} ve {t2} nin aym satirma aittir. (ii) i nin {¢;} de ait oldugu satir
{t2} de ait oldugu satirdan daha tisttedir.

Bu siralama A-tabloidler tizerinde bir tam siralamadir (James 1978).
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Ornek 3.3.2. \ = (3,2,1), n=6 nin bir parcalanmasi olmak {izere;

( ) ( )
123 1 2 4
4 5 , 3 5
6 6

\ J \ J

A-tabloidleri icin ¢ =4 alirsak 5 =5,6 olur.

3 ( )
1 2 3 1 2 4
(i) 5 ve 6 4 5 ves 3 5§ nin ayni satirlarina aittir.
6 6
\ Vs \ 7
( ) ( )
1 2 4 1 2 3
(ii)i=41in < 3 5 > de yer aldigi satir, ¢ 4 5 de yer aldig1 satirdan
6 6
\ \ /
daha tsttedir.
) ( )
1 2 4 1 2 3
Boylece { 3 5 << 4 5 > oldugu goriliir.
6 6
\ / \ /

Tanim 3.3.3. A n nin bir parcalanmasi olmak tizere; herhangi bir ¢ A-tablosu

icin;

m;r(t); t nin ilk r satinndaki 4 ye esit veya ¢ den kiiglik olan elemanlarin

say1sini gostersin.
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Bu durumda herhangi {¢;} ve {ta} A-tabloidleri i¢in, {t;} < {t2} < Vi ve r igin

mir(t1) < my.(t2) ise, bu siralama A-tabloidler {izerinde bir kismi siralamadir (James

1978).
. 2 4 5 2 3 5
Ornek 3.3.4. Eger t; = ve ty = ise  my(t1) ve my.(to)
1 3 1 4
matrisleri;
0 1 0 1
1 2 1 2
(mir(t1)) =1 3 ve (mu(t))= 2 3
2 4 2 4
3 5 3 5
dir.

Gortldugt gibi Vi ve r i¢in my,(t1) < my,(t2) oldugundan {¢;} < {2} dir.
Onerme 3.3.5. {t;} ve {t>} herhangi iki tabloid olsun. Bu durumda

{t1} <{ta} = {t1} < {2}
dir (James 1978).

. 2 4 5 2 3 5
Ornek 3.3.6. {t;} = ve {ta} = A= (3,2)

1 3 1 4
tabloidleri i¢in bir dnceki 6rnekte {t;} < {t3} oldugu biliniyor. Simdi {t;} < {t2}

oldugu gosterilsin. ¢ = 4 alimirsa j = 5 olur.
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(i) 5 {t1} ve {t2} tabloidlerinde aym satirda yer alir.
(ii) ¢ =4 iin {t;} de yer aldig: satir {2} de yer aldigi satirdan daha yukaridadir.

Dolayisiyla Tanim 3.3.1 den {¢;} < {to} dir.

Lemma 3.3.7. (Tabloidler I¢in Dominance Lemma)
Eger k<l wve k; {t} de [ den daha alttaki bir satirda goziikiiyorsa bu

durumda; {t} < (kl){t} dir (Sagan 1991).

N 3 45
Ornek 3.3.8. {t} = tabloidini gozoniine alinirsa

1 2

k=2 ve [=3 alirsak, k<[ gartini saglar.

3 4 5 2 4 5
(kD{t} = (23) =
1 2 1 3
3 4 5 2 4 5
Simdi ile tabloidleri karsilastirilirsa
1 2 1 3
0 1 0 1
1 2 0 2
245 345
(my )= 1 3 wve (my )=1 3
13 12
2 4 2 4
3 5 3 5
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Vi ve r igin (my, ) < (myy ) olup
12 13
3 45 2 45
< oldugu bulunur.
1 2 1 3

3.4 Specht Modiiller

Bu boliimde S,, in biitiin indirgenmez modiilleri insa edilecek ve bu indirgenmez

modiillere Specht modiiller ad1 verilecektir.

Tanim 3.4.1. ¢ bir A-tablo olsun. K, € F[S,] olmak iizere

K, = Z sgn(o)o

geCt

seklinde tanmmmlanir ve e, = K;{t} ye A-polytabloid denir (James 1978).

. 1 2 3
Ornek 3.4.2. A= (3,2), n=>5 in bir parcalanmasi ve t = bir A-tablo
4 5
olsun. Bu durumda;
Ky = (1) — (14) — (25) + (14)(25)
1 2 3 4 2 3 1 5 3 4 5 3
[ — — +
4 5 1 5 4 2 1 2

Lemma 3.4.3. t bir tablo ve 7€ 5, olsun. Bu durumda;
(1) Kyy =Ky !

(2) et = ey (Sagan 1991).
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Tanim 3.4.4. Herhangi bir A parcalanmasma karsihik gelen S* Specht modiilii,

M? nin polytabloidler tarafindan gerilen alt modiiliidiir (James 1978).

Lemma 3.4.5. A\, n nin bir parcalanmasi olmak iizere S* herhangi bir \-

polytabloid tarafindan gerilen devirli bir modiildiir (Sagan 1991).

Sonuc 3.4.6. A\ ve p n nin parcalanmalar1 olmak iizere ¢; bir A-tablo ve ¢y bir
p-tablo olsun. Eger K;{s} #0 ise A>p dir. Ayrica A = pise Ki{s} = +e; dir

(Sagan 1991).

Sonuc 3.4.7. Eger u € M* ve t bir A-tablo ise, bu durumda K,u, e; nin bir katidir

(Sagan 1991).

Ornek 3.4.8. n=3 icin A= (2,1) pargalanmasi gézoniine alimirsa, bu durumda

M* = Sp : :

uw € M> ve cy,cy,c3 € F olmak iizere

1 2 1 3 2 3
u=c + ¢ +c3

seklinde yazilabilir.

t= secilirse buna karsilik gelen
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€t = Kt = —
3 1
ve
1 2 2 3
Ky = (¢; — ¢) — = (c1 —c3)e; bulunur.
3 1

Teorem 3.4.9. (James Altmodiil Teoremi)

Eger U, M?* nin bir altmodiilii ise bu durumda U O S* veya U C S*  dir.

Onerme 3.4.10. S* ile (S* N §*M) arasinda bagka modiil yoktur.

S)\
Teorem 3.4.11. m boliim modiilii ya sifirdir ya da indirgenmezdir

(James 1978).

Sonuc 3.4.12. Eger F cisminin karakteristigi sifir ise, (S* N SM) = {0} olup S*

indirgenmezdir.
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4. SIMETRIK GRUPLARIN P-REGULER

GOSTERIMLERI

4.1 p-Regiiler Gosterimler

Tanim 4.1.1. g, n nin bir parcalanmasi olsun. Bir ¢ sayisi i¢in

Pit1 = Hite = ... = flizp >0

ise p parcalanmasima p-singtuler denir. p niin i¢indeki hichbir say1 p defadan fazla

tekrar etmiyorsa p parcalanmasina p-reguler denir.
Ornek 4.1.2. (42,3%2) p-regiilerdire p > 5

Tanim 4.1.3. G grubunun bir eglenik siifindaki elemanlarin mertebesi p ile

aralarinda asal ise, bu eglenik sinifa p-regiiler sinsf denir (James 1978).

Ornek 4.1.4. G = S3 olsun. C; ve (5, S3 iin eglenik simiflar1 olmak iizere
C1 ={(12),(23), (13)} p > 3 olacak sekildeki biitiin asal sayilar igin p-regiilerdir.
Cy = {(123),(132)} p = 2 ve p > 5 olacak sekildeki biitiin asal sayilar igin p-

regilerdir.

Lemma 4.1.5. S, in p-regiiler siniflarinin sayisi n nin p-regiiler parcalanmalarinin

sayisina esittir.

Ispat 7€ S, olmak iizere w yi ayrik devirlerin ¢arpimi olarak yazacak olursak, m
nin mertebesinin p ile aralarinda asal olmasi i¢in gerek ve yeter sart 7= de yer alan

hi¢bir devrin boyunun p ile boltinmemesi olacaktir. Bu sebeple S, nin p regiiler
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eslenik siniflarinin sayisi; g n nin pargalanmasi olmak iizere higbir p; parcasi p ile

boliinmeyen p parcalanmalarinin sayisina egittir.

Ornek 4.1.6. S, in p-regiiler siniflarinin sayisini belirleyelim.
(4) parcalanmasi p > 2 i¢in p-regiilerdir.
(3,1) parcalanmasi p > 2 i¢in p-regiilerdir.
(2,2) pargalanmasi p > 3 i¢in p-regiilerdir.
(2,1?) pargalanmasi p > 3 igin p-regiilerdir.
(1%) pargalanmasi p > 5 igin p-regiilerdir.
Bu durumda; S, tin 2-regiiler simiflarinin sayist 2 | 3-regiiler siniflarinin sayisi 4 ,

5-regiiler siniflarinin sayis1 5 dir.
gl=ebob{< e, e > | e; ve e« S* de polytabloid} olmak iizere

Lemma 4.1.7. p n nin parcalanmasi olsun. Eger z; pu deki j ye esit parcalarin

(&) &)

sayist ise, [] z;! ¢ yu boler ve g* de ] (2;!)7 yi boler.

j=1 j=1
Ispat j -tabloidleri {izerinde ~ bagmtisin, {t;} ve {t,} herhangi iki p-tabloidler
olmak tizere, "{t1} ~ {t2} < Vi ve j {t1} in ayni satirina ait iken, {f5} nin de aym
satirina ait ise” geklinde tanimlayalim. Bu baginti p-tabloidler kiimesi tizerinde bir
denklik bagintisidir. Boylece herhangi bir tabloidde uzunlugu ayni olan satirlar
bir eleman gibi gorecek olursak, bu tabloidin denklik sinifindaki eleman sayisi bu
tabloiddeki uzunluklar1 ayni olan satirlarin permiitasyon sayisidir. Yani bir denklik

[e.e]
sinifindaki eleman sayisy, [] z;!  dir.

J=1

Eger {t1} ~ {t2} ve {t1}, e; de goziikiiyor ise polytabloid tanimindan {t,} de e, de

goziikiir. Bundan dolay: herhangi iki tabloidin ¢arpimi [] z;! nin bir katidir.
j=1
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o0

Yani < e, e, >=k [] z;! dir. Bu durumda;
j=1
oo o0 oo
Hl zil < ey,e, > = ‘H1 z;! | ebob< e, €1, > = Hl zil | g
= = =

Simdi ¢ herhangi bir u- tablo ve t* ¢ nin her satirindaki sayilarin ters sirada yazilmasiyla

elde edilen tablo olsun.

Ornegin;
1 2 3 4 4 3 2 1
5 6 7 7 6 5
8§ 9 10 10 9 8
11 11

dir.

Simdi C, siitun grubunun 7 seklindeki elemanlarim gozoniine alahm. Oyleki Vi icin
i ve me sayilar1 ¢ nin ayn1 uzunluktaki satirlarina ait olacak sekilde secilsin. Bizim
ornegimize gére m € S8 X g9y X Syr10p olarak secilecektir. O zaman {mt}, e
ve e« polytabloidlerinin herbirinde ayni katsayi ile goziikiir. Boylece < e, e > ig
carpimi ey, e;+ polytabloidlerinde ortak olarak goziiken tabloid sayisini verir. Ortak
tabloidlerin sayis1 ¢ ve t* tabloidlerindeki ayni uzunluktaki satirlarin olusturdugu

stitun grubunun eleman sayisina esittir ve bu say1 [] (z;!)? seklindedir. Bu durumda
j=1

g" | T1 (=17 dir.
j=1

Ornek 4.1.8. n=4ve A = (2,2) parcalanmas i¢in A-tabloidler;
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Bu durumda denklik simiflar1 ve denklik siniflarindaki elemanlar agagidaki gibidir.

1 2 1 2 3 4
3 4 3 4 1 2
1 3 1 3 2 4
2 4 2 4 1 3
1 4 1 4 2 3
2 3 2 3 1 4

A =(2,2) i¢in,
z1 = 1 e esit parcalarin sayist =0
29 = 2 e esit parcalarin sayisi =2

23 = 3 e esit parcalarin sayis1 =0 ,

9

z:1=01210!... =2 ve 21 =4 dir.
117 j
‘7:

<
I
—

Simdi ¢* y1 hesaplayalim.

S*=Sp {e e }  olup
12 13

34 24
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<e e >= ve <e , e >=4  oldugundan ¢* = 2

12 13 12 12
34 24 34 34
bulunur.

Boylece Iz ¢ ve g | 11 (z!)? oldugu goriiliir.
j=1 j=1
Sonuc 4.1.9. p asal olmak iizere p | g" < p p-singiiler olmasidir.

Ispat i p-singiiler < p niin i¢indeki pozitif tamsay1 p defa tekrar eder.
& Enazbir j icinp]| 2!
<pl Izt o (IIaMg")
j=1 Jj=1

Splgt

Ornek 4.1.10. p = 2 olmak iizere y = (2,2) parcalanmasm alirsak  p | ¢* oldugu

kolayca gortilebilir.

Sonuc 4.1.11. ¢*, ¢ nin elemanlarinin ters sirada yazilmasiyla elde edilen tabloid
ise Kie;« e;  nin bir katidir ve bu kat ile p nin aralarinda asal olmasi icin gerek

ve yeter sart g nun p-regiiler olmasidir.

Ispat Sonug 3.4.7 den K;es« e, nin bir kati oldugu biliniyor. Bu ytizden
Kiep« = he,  yazlabilir. Boylece

h=h<e,{t} >=< hey, {t} >=< Kiep, {t} >=< e, Ki{t} >=< e, e, >
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o0

dir. Lemma 4.1.7 nin ispatinin son satirmdan  h = Y (2;!)7  oldugunu goriiliir.
=1

Sonug 4.1.9 dan (h,p) = 1 olmasi i¢in < u p-regiiler olmasi gerektigini gosterir.

. 1 2
Ornek 4.1.12. p =3 ve = (2,2) pargalanmasini ve ¢ = tablosunu

3 4

alinirsa Ke;« = 1.e; oldugu goriiliir. 1 ve 3 aralarinda asal olup p 3-regiilerdir.

S)\
Teorem 4.1.13. AL # {0} & A p-regiiler olmasidir (James 1978).
. . A
Ispat Ispat1 yapabilmek igin AT {0} & X\ p-singiiler oldugunu gostermek
yeterlidir.
S (e =nst
SAnSrL B
& S CSM e<e e >=0 (es,6; € SN)
& pile < eg, e, > aralarinda asal degil
S pl < e, e >
& plebob < e, e, >< plgt
& )\ p-singtiler
A
Teorem 4.1.14. )\ n nin bir parcalanmasi olmak iizere D* = AT lar denk

olmayan F'[S,]-modiilleri verir.

Teorem 4.1.15. Denk olmayan indirgenmez F[S,]-modiillerin sayisi, p-regiiler

eslenik simflarin sayisina esittir (Herstein 1968).

ispat A n nin bir parcalanmasi olmak tizere Lemma 4.1.5 den S,, in p-regiiler
eslenik smiflarin sayist n nin p-regiiler parcalanmalarinin sayisina egittir. Teo-
rem 4.1.14 den birbirine denk olmayan D* F[S,]-modiillerin sayisinin p-regiiler
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parcalanmalarinin sayisina esit oldugu biliniyor. Ayrica Teorem 3.4.11 den A n
nin bir parcalanmasi ve p-regiiler parcalanma olmak iizere D* lar da indirgenmez

oldugundan istenilen sonug elde edilir.

Simdi, cismin karakteristiginin p olmasi durumunda S* Specht modiiliiniin hangi

sartlar altinda indirgenmez oldugunu arastiran bazi caligmalar 6zetlenecektir.

4.2 Indirgenmez Specht Modiiller I¢in Carter Tahmini

Bu kisimda G.D. James (1977) tarafindan hazirlanan “On a conjecture of Carter

concerning irreducible Specht modules” baglikli ¢alisma 6zetlenecektir.

Tanim 4.2.1. A n nin herhangi bir parcalanmasi ve (i,j7) de A nin Young

diyagraminda bir nokta olsun.

Hyy={(i,5)|7 > jYU{@,j)li' > i}

kiimesinin eleman sayisina (7, j) noktasinin Hook uzunlugu denir ve h(i, j) ile gosterilir

(Sagan 1991).

Tanim 4.2.2. ) nin Young diyagramindaki (¢, j) noktalarinin h; ; sayilariyla yer

degistirilmesiyle elde edilen tabloya Hook grafigi denir (James 1978).

Tanim 4.2.3. Her i i¢in 0 < n; < p, n, #0ven=n,+np+..+n.p" olmak
uzere

vp(n) = maks{iln; =0,j < i}

dir (James 1978).
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Tanmim 4.2.4. Hook grafigindeki her bir H;; sayisin v,(h; ;) sayilaryla yer

degistirilmesiyle elde edilen tabloya p-kuvvet diyagram: denir (James 1978).

Conjecture 4.2.5. (Carter Tahmini)
A pregiiler ve S* indirgenmezdir < [P kuvvet diyagramimim hicbir siitunu farkl

iki say1 igermiyor ise.

Ornek 4.2.6. \ = (7,4,1) m =12 nin bir par¢galanmasi olsun. Bu durumda A

2-regilerdir.

[A]= o o o o olmak tizere

9 76 53 21

A ya karsilik gelen Hook grafigi 5 3 9 1 ve

AP= 001 0 dir.

[A]?  kuvvet diyagramimin higbir siitununda farkh iki say1 bulunmadigindan,

cismin karakteristiginin 2 olmasi durumunda S indirgenmezdir.

A p-singiiler ise,  Aip1 = Aizo = ... = Nisp > Nigp1 dir. Bu durumda [A]P? de
(i+1,M\;+1) noktast 1, (i+p,\;11) noktast 0 dir. Boylece A p-singiiler iken, [A]P nin
baz1 siitunlar1 fakli iki say1 icerir. Bu da bize p-singiiler iken S* nin indirgenebilir

oldugunu gosterir.
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Ornek 4.2.7. Cismin karakteristigi 3 ve A = (4,23,1) n = 11 in bir parcalanmas

olsun. Bu durumda A 3-singtilerdir.

8§ 6 2 1 e o o o
5 3 e 1
A va kargilik gelen Hook grafigi = 4 9 ve [ )\]3: e o
31 e 0
1 °

(7’ + 17)\i+1) = (272) =1
(t+p,Aiy1) =(4,2)=0  dir.

3

A 3-singiiler iken [A]* {in baz siitunlarmda farkli iki say1 bulundugundan S@2*1

indirgenebilirdir.

Teorem 4.2.8. (Payne(7))
A ve pu, n nin parcalanmasi ve A — pu pseudo parcalanmasi ise

Hompg, (S*,S*) #0 dir.

Conjecture 4.2.9. (Carter Tahmini)

p> X igin Hompg, (S*, S*) # 0 < [A]P  nin baz siitunlarinda farkl iki say1 bulunur.

Boylece A\ — pu pseudo parcalanmasi var ise ve \ p-regiiler ise S* nin indirgenebilir
oldugu sonucu cikarilabilir.

U S* nin indirgenmez altmodiilii olmak iizere ;
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M)\
6 : M — o S olacak gekilde 0 # 6 € Hompg,(S*,S*) oldugunu
aragtirilacaktir.

A p-regiiler iken S*  nin indirgenmez olup olmadigina karar verilecektir.

(i) Oncelikle 0 # 6 € Hompg, (S*,5*) olacak sekilde 6 oldugunu gosterilmesi

gerekiyor.

A

M
(ii) Eger Kerfl C S ise S* ve oL >~ (SM)* arasmda izomorfizma kurulabildiginden

S* indirgenmezdir (Altmodiil teoreminden).
A

Kerﬁ)

Eger S* C Kerf) ise Imf(= nim hicbir faktorii D* ya izomorfik degildir.

Dolayisiyla S indirgenebilirdir.

Lemma 4.2.10. Y a{t;} € S5 ise (a; € Z) modp  de a; ye indirgenen

Sé F(p) DI bir eleman: elde edilir.

0: M»— S

{ty — <g—ﬂ{t}mm>p

0# 0 € Homgpps, (M*,S*) ise 0#6 e Hompg,(M*, 5*) du.

S* C Kerf < 0(K{t}) = 0 olup S* indirgenebilirdir.

Teorem 4.2.11. ) n nin p-regiiler parcalanmasi olsun. S* indirgenebilir olmasi
T

N olmasidir.
g

icin < p |

Simdi bu konuyla ilgili yukaridaki makalede yer almayan 1999 yilinda verilen bir
sonug verilecektir.
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Lemma 4.2.12. Kabul edelimki A ve A’ niin her ikiside n nin p-regiiler parcalanmasi
olsun. A mmn Young diyagraminda p yi bolen bir Hook uzunlugu, varsa S* in-

dirgenebilirdir (Kleshchev and Premet 1999).

Ornek 4.2.13. )\ = (3,2,2) parcalanmasi alinirsa, A ve X\ p > 3 olacak sekildeki

biitiin asallar i¢in p-regiilerdir. Bu durumda A ya kargilik gelen Hook grafigi
5 4 1

3 2 olup, p = 3 veya p = 5 alimirsa Hook grafiginde p yi bolen Hook

2 1

uzunlugu bulundugundan Lemma 4.2.12 geregince S* indirgenebilirdir.
Sonuc 4.2.14. p{rm ise A parcalanmasi p-regiilerdir ve S* indirgenmezdir.

Ornek 4.2.15. )\ = (5,2), m =7 nin par¢alanmasi olsun.

Uyar1 A = (x,y) ise g)‘l =yl ebob {z!, (x — D!, (x — 2)12!, ..., (x — )y}
g =21 ebob {5!, 4111, 312!} = 213121 = 233

6 53 21
A ya karsilik gelen Hook grafigi=

Hook uzunlugu=r=6.5.3.2.1.2.1= 5.3%.23

s | 5.32.23
g RESREE:

D | <pl|b3<p|l5veyap|3 bulunur.

Bu durumda S®? nin indirgenebilir olmast icin < Cismin karakteristiginin 3 veya

5 olmasidir. Diger durumlarda S®? indirgenmezdir.
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Genel olarak gA/ = ebob{< e;,e;m >| e, € S*, 7 € S, } oup, g’\l ni hesaplamak her

zaman kolay olmadigindan Teorem 4.2.11 yi uygulamak c¢ok zordur.

Teorem 4.2.11 ve Lemma 4.1.7 i birlegtirirsek asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 4.2.16. )\ ve A" niin her ikiside p-regiiler ise S* nin indirgenmez olmasi icin

Sptm o dir.

Ornek 4.2.17. )\ = (4,1) n =5 in pargalanmasi olsun. A ya kargilik gelen

N = (2,1%) dir. Bu durumda hem X hem de X" 7-regiilerdir.

5 3 2 1
A ya kargilik gelen Hook grafigi= olup

1
Hook uzunlugu = 7 = 5.3.2 dir. pt5.3.2 oldugundan S* indirgenmezdir.

Teorem 4.2.18. A = (A, \g, ..., \,,) p-regiiler olsun. S(A223,Am) indirgenebilir ise

SAvA2,Am) indirgenebilirdir.

Ornek 4.2.19. X = (22,1) parcalanmas: 3-regiilerdir. Bu durumda p = (2,1

—lw

alirsak g* = 1! ebob {2!,111!} = 1, x nun Hook uzunlugu = 7= 3 dir. p |

oldugundan S* indirgenebilirdir. Dolayisiyla S indirgenebilirdir.

Teorem 4.2.20. A n nin p-regiiler parcalanmasi ise ve [A]P bazi stitunlarinda farkli

iki say1 bulundurursa, S* indirgenebilirdir.

Ornek 4.2.21. X = (4,22, 1) parcalanmas: 3-regiilerdir.
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4 2 0 0
A va karsilik gelen Hook grafigi = ve [A\P =

3 1 10

1 0

Birinci siitunda farkl iki say1 bulundugundan S? indirgenebilirdir.

Sonuc 4.2.22. A n nin p-regiiler par¢alanmasi olmak tizere [A] nin p-béliimi birden

fazla parcaya sahipse S indirgenebilirdir.

Ornek 4.2.23.  Ornek 4.2.21 yeniden gozéniine alnacak olursa A\ = (4,22 1)
parcalanmasinda iki parganin tekrarlanmasi ve A parcalanmasinin 3-regiiler olmasi

sebebiyle S* indirgenebilirdir.
Teorem 4.2.24. Viicin \i_;—\; = —1 (modp'*—2+1)) ise S indirgenmezdir.

Ornek 4.2.25. )\ = (6,4,2) 12 nin bir par¢alanmasi olmak iizere,

Viigin \j_1 — A\ = —1  (mod 3) olup S* indirgenmezdir.

Sonuc 4.2.26. Carter tahmini p = 2 i¢in dogrudur.

Carter Tahmini biitiin parcalanmalar i¢in dogru degildir. Bu karmagikligi énlemek

amaciyla agagidaki teorem verilmistir.
Teorem 4.2.27. Carter tahmini iki parcali parcalanmalar i¢in dogrudur.

Ornek 4.2.28. \ = (5,3) n =8 in bir par¢alanmasi ve p = 2 olsun.
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6 5 4 2 1 10100
A va karsihik gelen Hook grafigi = ve [\]?=

3 21 000
oldugundan Teorem 4.2.27 geregince A = (5, 3) ya karsilik gelen S®3) indirgenebilirdir.

A=LAd2 =1 Am=1) ipdirgenmez ise

[AJ? nin birinci siitunundaki sayilarm hepsi sifir ve S
S* indirgenmezdir. Boylece Carter Tahmini'nin dogru olmadigi ile ilgili verilebilecek
karsit 6rnek p = 3 igin A = (10,5,3) ve p > 5 igin A = (3p — 2,2p — 1,p) olmasi
durumudur. Uzun hesaplamalarla ¢(*%%3) sayisinin 81 e boliindiigii gosterilebilir ve

10,5,3

boylece Teorem 4.2.11 geregince p = 3 icin S¢ ) indirgenmezdir. Bu sebeple bu

tahmin n < 26 i¢in kesinlikle dogrudur.

Ornek 4.2.29. \ = (5,2, 1) pargalanmasim p = 2 igin ele alalim.

75 3 21 0 o o o o
A ya karsilik gelen Hook grafigi = 3 1 ve M= 0 e
1 0

[AJ” nin 1. siitunundaki sayilarim hepsi sifirdir. S in indirgenmezligi incelenirse,

5 3
A = (4,1) e kargilik gelen Hook grafigi = m=>531 olup 21 53.1den

1

S indirgenmezdir. Dolayisiyla SV indirgenmezdir.

4.3 Karakteristigi ki Olan Cisimler Uzerinde indirgenmez
Specht Modiiller

Bu kisimda, 1999 yilinda Gordon James and Andrew Mathas (1999) tarafindan
yvaymlanan 7 The irreducible Specht modules in characteristic 2”7 baglhkh calisma
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ozetlenecektir.

A, n nin bir parcalanmasi olmak iizere, A nin 2-regiiler olmasi durumunda S* nin in-
dirgenmezligi bir 6nceki kisimda incelenmistir. Ayrica A, A nin eslenigini gostermek
iizere; S* indirgenmez ise SN S dle isaret gosteriminin tensor ¢arpimina izomorf
oldugundan SN de indirgenmezdir. A = (2,2) durumunda A ve A" 2-singiiler ol-
masina ragmen S* indirgenmezdir.

Asagidaki teoremde I(k), k < 2/*®) olacak sekilde sifirdan farkl bir tamsay1 olsun.

Teorem 4.3.1. X\ = (A, g, ...) olacak sekilde bir par¢alanma ise cismin karakte-

ristigi 2 iken S* Specht modiiliiniin indirgenmez olmas icin gerek ve yeter sart

D] A — A1 =—1 mOd(Ql()‘i+1_>\i+2))’ i > 1; veya

/ /7

(i) N, — A =-1 mod(21(’\;+1_>‘;+2)), i > 1; veya

7

(iii) A = (2,2) dir.

Ornek 4.3.2. A = (3,2,1) olsun. Bu durumda

AM—A=3-2=-1 mod 21
M—X=2—-1=-1 mod 2'%)

olup Teorem4.3.1 geregince S indirgenmezdir.

Lemma 4.3.3. Kabul edelimki A, # 0 olmak tizere A = (A1, Ag, ..., \;)) olsun. i > 2

olmak iizere A} > A ve A; = A, > 0 ise S indirgenebilirdir.

Ornek 4.3.4. X = (4,3%,1) olsun. Bu durumda A" = (5,42,1) dir. A} > A\, ve

i = 2icin Ay = Ay > 0 olup, Lemma 4.3.3 geregince S* indirgenebilirdir.
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Lemma 4.3.5. Kabul edelimki A\, # 0, A\,y; = 0 ve » > 2 olmak lizere \ =
(AL, Agy ooy Ap) Olsun. A_y > A, A] = N, ve 2 < 4 < )\ olacak sekildeki biitiin i ler

icin \; > \;,, ise S* indirgenebilirdir.

Ornek 4.3.6. )\ = (5,4,3,2) olsun. Ay # 0, A5 =0 ve r > 2 dir. Ayrica r =4 igin
A3 > Agve N = (42,3,2,1) olup, A} = Ay dirve 2 < i < A\p = 5icin Ay > Ag, Ay > A,

ve A\, > /\/5 sartlar saglandigindan Lemma 4.3.5 geregince S* indirgenebilirdir.

Kleshchev and Premet (1999) ana teoremlerinde A nin (n) ve (1™) olmasi durumunda
biitiin p asallar1 icin S* Specht modiiliiniin indirgenmez olduklarmi gostermislerdir.
Eger A = (2,2) ise p = 3 icin S* indirgenebilirdir. Eger A ve X' 2-singiiler ve
A # (2,2) ise Teorem 4.3.1 geregince p = 2 i¢in S* indirgenebilirdir. Eger \ 2-
regiiler ve A # (n) ise bu durumda p|A; — A2 + 2 olarak segilecek olursa Teorem
4.2.20 geregince S* karakteristigi p olan cisimler iizerinde indirgenmezdir. SN in-
dirgenebilir iken S* da indirgenebilir oldugundan biitiin asallar icin S* indirgenmez
ise A = (n) ve A = (1"). Son olarak p nin tek olmasi durumunda Specht modiiliin
indirgenmezliginin aragtirilmasinin ¢ok daha zor oldugunu belirtelim. Tleride ” karak-
teristigi p olan cisimler iizerindeki p-singiiler Specht modiiller indirgenmezdir” id-

dias1 ispatlanacaktir.

4.4 indirgenebilir Specht Modiiller

Bu kisimda, sirasiyla Sinead Lyle (2003) ve Matthew Fayers (2004) tarafindan
hazirlanan "Some reducible Specht modules” ve ”Reducible Specht modules” baglikl

caligmalar sonucunda elde edilen temel teorem verilecektir.
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Tanim 4.4.1. A n nin bir pargalanmasi ve (a,b) A nin Young diyagraminda bir
kutucuk olmak tizere eger

(1) vp(h(a,b)) >0,

(2) A nin Young diyagrami v,(h(z,b)) # v,(h(a,b)) ve v,(h(a,b)) # vy(h(a,y))
olacak gekilde (x,b) ve (a,y) kutucuklarina sahipse (a,b) kutucuguna p-uyumsuzdur

denir.

Ornek 4.4.2. p =3 ve A\ = (7,2,2) olsun. \ ya karsilik gelen Hook grafigi ve [AJ?

kuvvet diyagrami sirasiyla agagidaki gibidir.

98 543 21 2000100
3 2 10
2 1 0 0

(1) vp(h(a,b)) = 1p(A(1,1)) =2 >0,
(2) A nin Young diyagrami v,(h(2,1)) # v,(h(1,1)) ve v,(h(1,1)) # v,(h(1,2))
olacak gekilde (z,b) = (2,1) ve (a,y) = (1,2) kutucuklarima sahip oldugundan

(a,b) = (1,1) kutucugu p-uyumsuzdur.

Ornek 4.4.3. p=3ve A= (6,4,1) olsun. \ ya karsilik gelen Hook grafigi ve [AJ?

kuvvet diyagrami sirasiyla asagidaki gibidir.

8 6 54 21 010000
5 3 2 1 0100
2 0

(1) vp(h(a, b)) = vp(h(1,2)) =1 >0,
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(2) A nmin Young diyagraminda v,(h(z, b)) # v,(h(a,b)) ve v,(h(a,b)) # vy(h(a,y))
olacak sekilde (x,b) ve (a,y) kutucuklar1 bulunmadigindan A Young diyagrami p-

uyumsuz kutucuga sahip degildir.

Teorem 4.4.4. A n nin bir parcalanmasi, F' karakteristigi p (p > 3) olan bir cisim
olsun. Bu durumda S* Specht modiilii indirgenmezdir < A nin Young diyagrami

p-uyumsuz hi¢ bir kutucuga sahip degilse.

Ornek 4.4.5. p=3ven = 11 olsun. A\ = (6,4,1), a = (7,2,2), 8 = (4,2,19)
olmak iizere S* ve S% indirgenmez olmalarina ragmen, S® indirgenmez degildir. Bu
ornekte A p-regiiler olmasina ragmen 3 parcalanmasi p-regiiler degildir. Ayrica «

p-regiler iken p-uyumsuz bir kutucuga sahip oldugundan S¢ indirgenebilirdir.
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