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OZET

GRUP VE MONOID CEBIRSEL YAPISINDA
KARAR VERME PROBLEMLERI

Eylem GUZEL
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah

(Yiiksek Lisans Tezi / Tez Damismani: Do¢. Dr. Ahmet Sinan CEVIK)

Balikesir, 2006

Bu calismada grup ve monoid sunuslart genel anlamlariyla verilmis ve bu
sunuglar ilizerinde tezin temel konusu olan karar verme problemleri incelenmistir.
Ayrica bazi grup ve monoid genislemelerinin yapilart tanimlanarak bu yapilar
tizerinde kelime problemi calisilmistir. Bunlara ek olarak da, sunusun temsil ettigi
cebirsel yapinin kelime probleminin ¢oziilebilirligini arastiran metod ayri bir boliim
olarak verilmistir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Birinci bolimde tez calismasinin sonraki boliimlerinde kullanilacak olan
grup, monoid ve yar1 gruplarin genel sunuslar1 verilmistir. Ayrica grup yapist i¢in
karar verme problemleri tanimlanip, bu problemler arasindaki iligkiler incelenmis ve
gruplarin bazi cebirsel siniflarinin karar verme problemlerinin ¢oziilebilir olup
olmadig1 sekillendirilmistir.

Ikinci boliimde grup genislemelerinden olan serbest ¢arpim, direkt ¢arpim,
birlestirilmis serbest ¢arpim ve HNN geniglemeleri c¢aligilarak bu yapilar tizerindeki
kelime problemi incelenmistir.

Ugiincii béliimde 6zellikle monoid ve yar1 grup sunuslarinin temsil ettigi
yapilarin kelime probleminin ¢oziilebilirligini aragtiran ve sunustaki bagintilar

yardimiyla sonucu veren bir metod (yeniden yazma sistemi) ¢caligilmistir.

Dordiincii boliimde monoidler iizerinde tanimlanan wreath ¢arpim sunusu
verilerek buna bagli sonuclar tartigilmigtir.

Son boliimde ise her bir boliimden elde edilen sonuglar verilmistir.

ANAHTAR SOZCUKLER: Grup, monoid, sunus, kelime problemi, eslenik
problemi, izomorfizma problemi, yeniden yazma sistemi, wreath ¢arpim.
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ABSTRACT
DECISION PROBLEMS ON GROUPS AND MONOIDS

Eylem GUZEL
Balikesir University, Institute of Science,
Department of Mathematics

(MSc. Thesis / Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ahmet Sinan CEVIK)

Balikesir, Turkey-2006

In this work it has been given the presentations of groups and monoids with
their general meanings and it has been investigated decision problem which is main
subject of this thesis, on these presentations. Also, by defining structures of some
group and monoid extensions, it has been studied decision problems on these
extensions. Moreover it has been given a method examining solvability of the word
problem of algebraic structures representing the presentation as a different chapter.

This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, it has been given the general presentations of group,
monoid and semigroup which will be used for the remaining chapters of this thesis.
Also, by defining the decision problems on groups, it has been investigated the
relations among these problems and it has been formed whether or not decision
problems of some algebraic classes of groups are solvable.

In the second chapter, by studying group extensions, it has been investigated
the word problem on free product, direct product, amalgameted free product and
HNN extensions.

In Chapter 3, it has been studied a method (rewriting system) which search
thoroughly soluble of the word problem of, particularly, monoid and semigroup

presentations and give the result by means of relations on presentation.

In the fourth chapter, by giving the wreath product presentation defined on
monoids it has been discussed the related results of this construction.

In the final chapter, it has been given the results obtained in each chapters.

KEY WORDS: Group, monoid, presentation, word problem, conjugacy
problem, isomorphism problem, rewriting system, wreath product.
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1. GIRIS

Bu boéliimde grup, monoid ve yar1 grup sunuslari ile tezin genel amaci olan
karar verme problemleri tanimlanip, detaylandirilacaklardir.  Tanimlanan bu

materyaller [7, 8, 9, 12] gibi kaynaklarda da bulunabilir.

1.1 Serbest Gruplar

X bos olmayan bir kiime olsun. Bu kiime ile x&x "' (xeX) eslemesinden

yararlanarak X ' kiimesini tanimlayalim ve de X * = XUX " olsun. X * kiimesinin
her bir elemanina harf denir. Burada ne N, x;eX, ;= +1 ve 1<i<n olmak iizere,

X7 xE e x (1.1)
ifadesine X iizerinde bir kelime denir ve w ile gosterilir. w kelimesinin baslangic
harfi w) ile gosterilip, burada (w)=x" dir. Benzer sekilde bitis harfi t(w) ile
gosterlip, (1.1)’deki kelimenin bitis harfi z(w) = x dir. Ozel olarak n = 0 ise bos
kelime elde edilir ve 1,, ile gosterilir. (1.1)’deki gibi bos olmayan bir kelime (#>0)

icin her ¢ = +1 oluyorsa w kelimesine pozitif kelime denir. Ayrica (1.1)’deki w

kelimesinin tersi
—& —&,

n -1 ...y 6
X, "X, X4

n n—

kelimesi olarak tanimlanir ve w™' olarak gosterilir.

(1.1)’de verilen w kelimesinin uzunlugu, w i¢indeki harflerin sayisi olarak

tanimlanir, ayrica w kelimesindeki herhangi bir x harfinin uzunlugu da Z|gi| olarak

X;=x

hesaplanir ve bunlar sirasiyla /(w), [(w) ile gosterilir.



X kiimesi tlizerinde verilen iki kelime w ve u olsun. w ve u kelimelerinin
carpimini, w kelimesinin arkasina u kelimesini getirip yan yana yazarak elde ederiz

ve bu ¢arpim wu ile ifade edilir.

1.1.1 Kelimeler Uzerindeki islemler

(1.1)’deki gibi alinacak herhangi bir w kelimesine asagidaki operasyonlar
uygulanabilir.

(I) &= =+l olmak lizere, herhangi bir kelime i¢inde x°x™® ¢iftleri varsa, bu
ciftler silinir. Yapilan bu isleme indirgeme islemi denir.

(D' & =41 olmak iizere, herhangi bir kelimeye x°x® seklindeki ters harf

ciftleri eklenebilir. Bu isleme de kelime lizerinde ekleme islemi denir.

X kiimesi tlizerindeki iki kelime w ve w' olsun. Eger bu kelimelerden biri
digerine yukaridaki (I) ve (I)" islemlerinin sonlu sayidaki uygulamasiyla elde
ediliyorsa, bu iki kelimeye serbest olarak esit denir ve bu w=w' ile gosterilir.
Aslinda ~ olarak gosterilen serbest olarak esitlik, bir denklik bagintisidir.
Dolayisiyla herhangi bir w kelimesini i¢eren serbest denklik sinifi [w] ile gosterilir.
Eger X kiimesi iizerindeki tiim kelimelerin serbest denklik siniflarinin kiimesini #(X)
ile gosterirsek, £(X) lizerindeki ¢arpma islemi

[wilu] = [wu] (1.2)

olarak tanimlanir ve bu ¢arpma iglemi iyi tanimlidir.

1.1.2 Tamim: #(X) kiimesi iizerinde, (1.2) ile tanimlanan isleme gore olusan

gruba X iizerindeki serbest (free) grup denir.

Asagida verilen
Xo={[x] :xeX}
kiimesi, F(X) serbest grubu icin bir iirete¢ kiimesidir. Acik¢a goriiliir ki, Xp

kiimesinin eleman sayis1 X kiimesinin eleman sayis1 ile aynidir.

X kiimesi iizerinde alinacak herhangi bir kelime, x,”x, " (x, € X,&, = 1)

harf ¢iftini icermiyorsa bu kelimeye indirgenmis kelime denir. Buna ek olarak, (1.1)



deki gibi bir kelime igin x;* # x,“ ise bu kelimeye devirsel indirgenmis kelime

denir.

1.1.3 Teorem [3, 7] (Evrensel Doniisiim Ozelligi): G herhangi bir grup ve
0o : Xo — G bir doniisiim olsun. Bu durumda
0:f(X)— G
biciminde tanimlanan ve 6p donilislimiiniin genislemesi olan bir tek grup

homomorfizmasi vardir.

1.1.4 Tanmm: X kiimesi lizerinde tanimlanan #(X) serbest grubu icin X

kiimesinin eleman sayisina £(X) grubunun rank: denir ve bu |X] ile gosterilir.

Verilen herhangi sonlu X ve Y kiimeleri {izerinde tanimlanan serbest gruplar
F(X) ile £(Y) olmak iizere, bu serbest gruplarin tirete¢ kiimeleri sirasiyla Xy, Yy ve
ranklar1 yine sirasiyla |X] ile |Y] olsun. Buna gore [14]’te asagidaki sonug

gosterilmistir.

1.1.5 Teorem: X ve Y kiimeleri iizerinde tanimlanan serbest gruplar icin,

X =Y < 1Y) = (1)
dir.

1.2 Grup Sunuslari

X bir kiime (iirete¢ sembollerinin kiimesi) ve R de X kiimesi iizerindeki
devirsel indirgenmis kelimelerden olusan bostan farkli bir kiime (baginti
kelimelerinin kiimesi) olsun. Bu durumda,

P=<X;R>
ikilisine bir grup sunusu denir [7]. X ve R kiimelerinin her ikisi de sonlu ise £

sunusu sonludur denir.



X kiimesindeki kelimeler iizerinde, yukaridaki (I) ve ()" islemlerine ek
olarak asagidaki islemleri kullanarak, § sunusu ile bir grup tanimlariz. Bunun igin
X kiimesi iizerinde bir kelime w olsun.

(I1)  w kelimesi 7* (reR, € = +1) seklinde bir alt kelime igeriyorsa bu alt
kelimeyi sileriz.

(ID"  w kelimesi icinde herhangi bir yere r* (reR, € = £1) alt kelimesini

ekleriz.

X kiimesi lizerinde iki kelime w; ve w; olsun. Eger w; kelimesinden w,
kelimesine sonlu sayida O, D islemleri ile ulagilabiliyorsa, w; ve w;

kelimelerine §2 sunusuna bagli olarak denk kelimeler denir ve bu denklik w; = o W2

ile gosterilir.  Buradaki ~ , bagintist X lzerindeki butiin kelimelerin kiimesi

tizerinde bir denklik bagmtisidir. Ayrica w kelimesini igeren denklik sinifimi [w]
ile gosterirsek, bu denklik sinifi izerindeki ¢arpma islemi

[wil, [w2], = [wiwa],,
seklinde tanimlanir ve bu ¢arpma isleminin iyi tanimli oldugu kolayca gosterilebilir.
Bu carpma islemi altinda, tiim denklik smiflarinin kiimesi bir grup olur. Bu grup
G( ) ile gosterilip, G(§2) grubunun birim elemani [1] , ile ifade edilir.

Eger G = G(§) ise G grubu § ile sunuluyor (ya da £ sunusunun temsil

ettigi grup G dir) denir. Simdi

N={[r]:reR}

kiimesini grubun normal kapanisi olarak tanimlarsak, asagidaki teorem elde edilir.

1.2.1 Teorem:
G(9) = HX)/N
dir.
Ispat: £ sunusunun temsil ettigi G( §2) grubu ve X kiimesi icin,
Yo : X — G(§9)
x b [,

doniigiimiinii tanimlayalim. 1.1.3 Teoremden, bu doniisiimiin genislemesi olan



v LX) — G(§)
W] = [w],
bi¢iminde bir tek homomorfizma vardir ve de y | x = yo (y nin X tizerindeki
kisitlanist) dir. Agikga goriilebilir ki, y homomorfizmasi 6rtendir. Ayrica Ceky = N
dir. Dolayisiyla 1. Izomorfizma Teoremi geregi
G(P) = F(X)/N

bulunur. [

1.2.2 Ornek: X kiimesi iizerindeki serbest grubun sunusu § =< X ; ¢ >

seklindedir. Burada dikkat edilirse bagint1 kelimelerinin kiimesi R = ¢ dir.

1.3 Monoid ve Yar1 Grup Sunuslari

Bu kisimda grup sunuslarina ek olarak monoid ve yar1 grup sunuslarim
tanitacagiz. Ilerideki calismalarimizdan da anlasilacag iizere, grup sunuslari ile bu
tiir sunuslar arasinda yapisal fakliliklar vardir. Bununla beraber bu tip sunuslar
tizerinde bazi cebirsel konularin ¢alisilmasi daha gii¢ oldugu i¢in, bu alanda calisan

matematikg¢iler monoid ve yar1 grup sunuslari tizerine daha ¢ok yogunlagmustir.

1.3.1 Monoid Sunusu

M bir monoid ve 4 da bu monoidin iireteg kiimesi olmak iizere, 4" kiimesi A4
iirete¢ kiimesindeki elemanlarla olusturulan en az bir uzunluklu kelimelerin kiimesi
olarak tanimlanir. Bununla beraber monoidler i¢in tanimlanan kelimeler ise

A" =AU {1} kiimesinden alinir.

1.3.1 Tanm: 4 bostan farkli bir kiime (iirete¢ kiimesi) ve Uc 4" x 4™ olacak
sekilde U alt kiimesi, bagint1 kelimelerinin bir kiimesi olsun. Bu durumda
Pu=[A4;U]
ikilisine bir monoid sunusu denir. Gruplarda oldugu gibi 4 ve U kiimelerinin her ikisi

de sonlu ise §2,, sunusu da sonludur.



Asagidaki verilecek teoremlerde Onemli bir yer olusturan ‘“kongruans”
terimini agiklayalim:

M bir monoid (S bir yar1 grup) ve p, M ilizerindeki (veya S) bir denklik
bagintisi olsun. Her x, y, se M (veya S) icin (x,y) € p = (xs,ys) € p oluyor ise p
bagintisina bir sag kongruans bagmtisi denir. Benzer olarak, her x, y, se M igin,
(x,y) € p= (sx,sv) € p oluyor ise bu p bagintisina bir so/ kongruans bagintisi
denir. Eger p bagintis1 hem sag hem de sol/ kongruans oluyor ise bu p bagintisina
kongruans bagintis1 denir. (Yada her (x;, y)) ep ( = 1, 2) igin,

(x1, ¥1)-( x2, 12) = (x1x2, ¥1)2) € p 1se p bagintisina kongruans bagintisi denir.)

1.3.2 Teorem: M bir monoid, 4 da M igin bir iireteg kiimesi ve p, A" kiimesi
tizerinde U yu igeren en kii¢iik kongruans olsun. Bu durumda
M=A4"/p
dir.
Ispat: ), sunusunun temsil ettigi M monoidi ve A iireteg kiimesi igin,
Dy: 4> M,
x> [x], (xe A4)
doniigiimiinii tanimlayalim. Bu doniisiim
D:4"— M,
(W] > [wl,
seklinde tek bir 6rten homomorfizmaya genisletilebilir. Ayrica Cek®, U yu iceren
en kiiciik kongruans bagintist1 oldugundan, Cek® = p dir. Dolayisiyla 1.
[zomorfizma Teoreminden
M=A"/ yo,

sonucuna ulagilir. [

1.3.2 Yar1 Grup Sunusu

Bu boéliimde kullanilan S sembolii her zaman bir yar1 grubu gosterecektir.

1.3.3 Tanim: 4 bostan farkli bir kiime (iirete¢ kiimesi) ve Rc 4™ A",



u, ve A" igin u = v bigimindeki elemanlardan olusan bir bagint1 kiimesi tanimlayalim.
Bu durumda 4 = {ay, ..., an} ve R={uy =vy, ..., u, = v,} i¢in,

Ps=[ap, ..., am; U1 =vi, ..., Uy =V, |
ikilisine bir yar: grup sunusu denir. Burada 4 kiimesi sonlu ise bu yar1 gruba sonlu
tirete¢li (finitely generated) yar: grup, A ve R kiimelerinin her ikisi de sonlu ise o
zaman bu yar1 gruba sonlu sunumlu veya sonlu sunuslu (finitely presented) yar: grup

denir.

Not: Her sonlu sunuglu yar1 grup sonlu iireteclidir [15]. Ancak sonlu iiretecli

olup, sonlu sunumlu olmayan yar1 gruplar da vardir. Ornegin,
$=[a,b;aba=aba(i€EN)]

yar1 grup sunusu sonlu sunuslu degildir.

1.3.4 Teorem: S bir yar1 grup, 4 da S igin bir iireteg kiimesi ve p, 4" kiimesi
tizerinde R bagint1 kiimesini igeren en kiigiik kongruans olsun. Bu durumda
S=dA"/p
dur.

Ispat: Bu teoremin ispat1 1.2.1 veya 1.3.2 Teoremlerin benzeridir. (]

1.3.5 Ornek: [ a ; > = a ] sunusunun temsil ettigi yar1 grup {a} ile iiretilen

tekil yar1 gruptur.

1.3.6 Ornek: [ a ; " = d" ] sunusunun temsil ettigi yar1 gruba n+r-1

mertebeli devirli (monogenic) yart grup denir.

Not: Her yar1 grup sunusu ayni zamanda bir monoid sunusu haline
getirilebilir. Ornegin, < A ; R > sunusunun temsil ettigi yar1 grup S olsun. Bu yari
gruba birim eleman eklenerek < 4 ; R > sunusunun temsil ettigi bir monoid olur.
Eger S yar1 grubu e€4" ile temsil edilen bir birim eleman igeriyorsa o zaman da

<A ;R,e=1>sunusu S i¢in bir monoid sunusudur.



Simdi < B ; Q > sunusunun temsil ettigi monoidi M olarak alalim. O halde,
<B,e;0,é*=e eb=be=b(beB)>
sunusu M icin bir yari grup sunusudur. (Burada Q bagmti kiimesi Q bagmti
kiimesindeki w = 1 formundaki her bir bagintinin w = e bagintisiyla yer degistirildigi

bir kiimedir.)

Bununla birlikte, <4 ; R > sunusunun temsil ettigi grup G iken,
<A, A" :R aa'=a'a=1 (a€Ad)>
sunusu G igin bir monoid sunusudur. (Burada A™ = {a'; a €4} kiimesi 4 dan farkli

ama A4 nin elemanlar1 ile bire-bir eslemeli yeni bir kiimedir.)

1.4 Karar Verme Problemi Nedir?

Bu problemi ve bu problem ile ilgili detaylari, daha sik karsilasilan yapilar

olduklar1 i¢in, grup ve grup sunuslari iizerinde tanimlayalim.

Gruplar icin tanimlanan grup sunuslarimin kullanim amagclari, sadece ait
olduklar1 gruplarin mertebelerini  bulmak veya bu gruplarin genel bir
karakterizasyonunu yapmak icin degildir. Ozellikle son ceyrek yiizyil igerisinde, bu
tip sunuglar kullanilarak bu gruplar iizerinde tanimlanan bazi 6zel problemlerin

¢cOziimleri i¢in de genis bir kullanim alanina sahiptirler.

Problem nedir?

Problem, ele alman bir soruya karsilik bu sorunun cevabinmi veren bir

algoritmanin (veya metodun) bulunup bulunmamasidir.

SORU CEVAP

METOD

Cevab1 “evet” veya “hayir” olan problemlere karar verme problemleri

(decision problems) denir. Eger verilen bir problemi ¢6zmek i¢in bir algoritma (veya



metod) varsa bu karar verme problemine ¢oziilebilir (solvable), boyle bir algoritma
yoksa o zaman da bu karar verme problemine c¢o6ziilemez (unsolvable) denir.
Ornegin Hamiltonian devresi (her bir kdseden bir defa gecerek tiim kdseleri dolasan

bir devre) problemi ¢oziilebilirdir. Bu, miimkiin olan biitiin devreler kontrol edilerek

saglantr.
4
®
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Seklil 1.1 Sekil 1.2

Sekil 1.1 bir Hamiltonian devresidir. Ciinkii, 1 ile numaralandirdigimiz
koseden baglarsak 1-6-5-12-8-10-3-4-11-7-9-2 yollarin1 takip ettigimizde tekrar

basladigimiz koseye doneriz. Ancak Sekil 1.2, Hamiltonian devresi degildir.

Asagidaki ii¢ temel karar verme problemi 1911°de Max Dehn tarafindan

ortaya atilmistir [9, 12].

e Kelime Problemi: G sonlu sunuslu bir grup olsun. G nin iiretegleri ile

olusturulan keyfi bir w kelimesinin bu grubun birimine esit olup
olmadigina karar veren bir algoritmanin varligimin arastirilmasi

problemidir.

W= 15 1se “evet”
\

w # 1¢g ise “hayir”

K Metod
we(XUX') ——»




Burada w, X iirete¢ kiimesindeki elemanlar ve bunlarin terslerinden de
olusan bir kelime olsun. Eger w kelimesi grubun birimini veriyorsa
cevabimiz “evet”, grubun birimini vermiyorsa cevabimiz “hayir” dir. Iste
bu sekilde bir metod veya algoritma bulabilirsek bu sonlu sunumlu G
grubu icin kelime problemi ¢oziilebilirdir deriz. Bu problem, WP(G)

sembolii ile gosterilir.

e Eslenik Problemi: G sonlu sunuslu bir grup olsun. G nin iretecleri ile

olusturulan keyfi u ve v kelimelerinin G nin eslenik elemanlar1 olup
olmadigina karar veren bir algoritmanin varliginin arastirilmasi

problemidir ve CP(G) sembolii ile gosterilir.

___—» uileveslenik ise “evet”

Lo Metod
u,ve(XUX') ——»

u ile v eslenik degil ise

“haylr”

e Izomorfizma Problemi: Sonlu sunusa sahip herhangi iki grubun birbirine

izomorf olup olmadigina karar veren bir algoritmanin var olup olmamasi

problemidir ve IsoP ile gosterilir.

> G=H ise “evet”
\

Metod
G ve H grup———»]

G%£H ise “hayir”

Birlestirilmis grup ve yar1 grup teorisi konusunda ¢alisan bir¢ok matematikei,
bu problemlerin her birisiyle ayr1 ayri ilgilenip bazilarinin yeni uzantilarini
(genellestirilmis kelime (generalized word) problemi veya iiyelik (membership)
problemi) elde etmislerdir [12]. Ayrica, gruplar lizerideki kuvvet (power) ve mertebe
(order) problemleri de son yillarda Onem kazanan yapilar arasindadir. Bu
problemlerin 6zellikle kelime ve eslenik problemleriyle olan iliskileri ¢alisilmistir

[13]. Bu problemleri asagidaki gibi kisaca agiklayabiliriz.
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Genellestirilmis Kelime Problemi (veya Uyelik Problemi): G grubunun

sonlu tretecli bir alt grubu H olsun. G igindeki H alt grubu i¢in genellestirilmis
kelime problemi G igindeki herhangi bir w kelimesinin A alt grubunda da olup
olmamasina karar veren bir algoritmanin arastirilmasi problemidir ve GWP(G)

sembolii ile gosterilir [12].

o wel ise “evet”
\

we H ise “hayir”

Metod
weG ——p

H alt grubunun tekil alt grup olarak alinmasi durumunda, kelime probleminin

genellestirilmis kelime probleminin 6zel bir tipi oldugu anlagilir.

1.4.1 Teorem [3]: G bir grup ve Kc HcZ G olsun. G igindeki H alt grubu ve
H i¢indeki K alt grubu igin iiyelik problemi ¢oziilebilirse G i¢indeki K alt grubu igin

de iiyelik problemi ¢oziilebilirdir.

1.4.2 Teorem [3]: G, ve G, gruplar i¢in kelime problemi, G; ve G, nin
sirastyla H; ve H, alt gruplarn icin de iiyelik problemi ¢oziilebilir olsun. O halde,

G * G, icindeki H; * H, serbest carpimi i¢in de {iyelik problemi ¢oziilebilirdir.

Simdi, bir¢ok kaynakta da karsilagilan ve bazi algoritmik problemlerle de
iligkisi kurulan tekrarlamali siralanan (recursively enumerable) kiime ve
tekrarlamali sunum (recursively presented) yapilarim1 tanimlayalim. Daha sonra
karar verme problemi cesitlerinden olan kuvvet ve mertebe problemlerinden

bahsedecegiz.

1.4.3 Tamim: Verilen elemanlarin bir kiimeye {iye (yani ait) olduguna karar
veren bir algoritma varsa, bu durumda bu kiimeye tekrarlamalidir (recursive) denir.
Eger bu kiimedeki biitiin elemanlar1 listeleyen bir algoritma varsa o zaman bu

kiimeye tekrarlamalr (recursively) siralanan kiime denir.
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1.4.3 Tanimdan da anlasilacag1 gibi tekrarlamali (recursive) her kiime ayni
zamanda tekrarlamali (recursively) siralanan bir kiimedir. Ayrica da bir kiimenin
tekrarlamali (recursive) olmasi icin gerekli ve yeterli kosul bu kiimenin ve onun
tamamlayicisinin  tekrarlamali (recursively) siralanan olmasidir.  Yukaridaki
tanimlamalardan cevabi “evet” olan sorulardan olusan bir kiimenin tekrarlamali
(recursively) siralanan oldugu sonucuna ulasilir. Bu tekrarlamali (recursively)
siralanan kiimeye 6rnek olarak grubun birimini veren kelimelerden olusan bir kiime
verilebilir.  Ciinkli kelimelerin kiimesi, bagintilarin verilen sonlu kiimesinin
esleniklerinin bir carpimina esittir. BOylece bir grubun kelime problemi tekrarlamali
(recursively) siralanandir. Ayrica bir G grubu i¢in {weG : w = lg} kiimesi
tekrarlamali (recursive) oldugundan bu G grubu i¢in kelime problemi tekrarlamali
coziilebilirdir (recursively solvable). Dolayisiyla bu grubun kelime probleminin
tekrarlamali (recursively) ¢oziilebilir olmasi igin gerekli ve yeterli kosul
{weG : w # 1g} kiimesinin tekrarlamali (recursively) siralanan olmasidir. Benzer
olarak, bu G grubunun biitlin eslenik esitlikleri  sistematik  olarak
listelenebileceginden bu grubun eslenik problemi de tekrarlamali (recursively)
siralanandir. Izomorfizma problemi icin de bu yapriy1 diisiiniirsek, iki sunusun temsil
ettikleri gruplar izomorf ise bir sunustan, sonlu sayida Tietze doniisiimiiyle, diger
sunus elde edilebileceginden izomorfizma problemi de tekrarlamali (recursively)

stralanandir [12].

Tekrarlamali bir sunum, R;, R, ... baginti elemanlar1 kelimelerin
tekrarlamali siralanan bir kiimesi olmak tizere,
<Xl ..., X R1=1,R=1,...>
bicimindedir. Sonlu tiretecli bir grup eger tekrarlamali bir sunuma sahipse o zaman
bu gruba tekrarlamali (recursively) sunumlu denir.  Sonlu sunumlu gruplar

tekrarlamali sunumludur. Ancak tersi dogru degildir [12].

Kuvvet (Power) Problemi: G tekrarlamali sunumlu (fakat sonlu iiretecli

olmasia gerek olmayan) bir grup olsun. G den alinan iki u, v elemanlar1 ve n#0
icin, v = " oluyorsa bu grup i¢in kuvvet problemi ¢oziilebilirdir denir. Ayrica

grubun kuvvet ile kelime problemi karsilagtirildiginda, kuvvet probleminin
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¢oziilebilirligi (u =1 alinarak) kelime probleminin ¢oziilebilirligini verir. Ancak tersi

durum saglanmaz [13].

Mertebe (Order) Problemi: G yukarida tanimlandigi gibi bir grup olmak

lizere, bu gruptan alinan bir elemanin mertebesini bulan bir algoritmanin arastirilmasi
problemidir. Yukarida bahsettigimiz tanimi1 da goz oniine alirsak, eger bu grup igin
kuvvet problemi ¢oziilebilir ise 0 zaman mertebe problemi de ¢oziilebilirdir. Bu
problem igin, " = 1 (n # 0) olacak bigimde bir n varsa, bu grubun kelime
problemini ¢dzen algoritmay1 kullanarak bu sekildeki en kii¢iik » degerini bulabiliriz

[13].

Ayrica tanimladigimiz bu kuvvet ve mertebe problemlerinin bircok 6zelligi

ve birtakim grup geniglemelerindeki 6rnekleri [13]’te incelenmistir.

Kelime problemi birgok grup sunusu igin ¢éziilebilirdir. Ornegin en fazla bir
bagintisi olan sunuslar i¢in ve her bir a ve b iirete¢ elemant i¢in, ab = ba bagintisini
iceren sunuslar icin kelime problemi ¢oziilebilirdir. Ayrica kelime problemi
coOziilebilen gruplara bir bagka 6rnek olarak basit gruplar verilebilir. G birimden
farkll bir grup olmak iizere bu grubun birimden ve kendinden bagka normal alt grubu

yoksa bu durumda G grubuna basit grup denir.

1.4.4 Teorem: G tekrarlamali (recursively) sunumlu basit grup olmak iizere
bu G grubu i¢in kelime problemi ¢6ziilebilirdir.

ispat: Farzedelimki G=<xy, ...,x,;r1=1,mm=1,...>olsun. Eger G=1
ise sonug asikardir. O halde G# 1 oldugunu kabul edelim ve bu gruptan u# 15
seklinde bir kelime alalim. Ayrica G nin iirete¢ elemanlariyla olusturulan keyfi bir w
kelimesi icin, bu kelimenin yeni bir bagint1 olarak eklenmesiyle G den elde edilen
grubu G,, ile belirtelim. O halde bu grubun sunusunu

G,=<xi,...x;w=1Lr=1mrn=1,..>

seklinde yazabiliriz. Eger w = 1¢ ise bu durumda G,, grubu G grubuna izomorftur.
Eger w# 1 ise bu durumunda G basit grup oldugu igin G,, tekil grup olur. Ozellikle
de u = 1 (G,, grubu i¢inde) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul w# 15 olmasidir. Ayrica

G,, grubu da tekrarlamali sunumludur.
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G grubundan alman keyfi bir w kelimesinin grubun birimine esit olup
olmadigina karar vermek icin, kelimelerin tekrarlamali siralanan iki listesini alalim.
[lk liste G grubu icinde 1 e esit olan biitiin kelimelerden, digeri ise G,, icinde 1 e esit
olan biitiin kelimelerden olussun. Eger w = 1 ise, bu w kelimesi ilk listede olacaktir.
Ancak w# 1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul u kelimesinin ikinci listede olmasidir.
Bu durumlardan biri olana kadar listeleri arastirirsak w kelimesinin grubun birimine

esit olup olmadigini belirleyebiliriz. Boylece ispat tamamlanmis olur. [

Eslenik problemi ise kelime probleminden daha zordur. Ayrica, eslenik u ve
v kelimelerinden biri bos kelime olarak segilirse, eslenik probleminin ¢oziimii kelime
probleminin ¢oziimiinii verir. Dolayisiyla eslenik problemi c¢oziilen gruplar kelime

problemi ¢oziilen gruplar igerisindedir.

Sonlu sunuslu herhangi bir G grubu i¢in,

Eslenik problemi ¢oziilebilir = Kelime problemi de ¢6ziilebilirdir.

Ancak tersi dogru degildir. Yani kelime problemi ¢oziilebilen fakat eslenik

problemi ¢6ziilemeyen bir grup vardir.

Eslenik problemi ¢o6ziilen gruplara ornek olarak hicbir baginti elemani
olmayan sunuslar (serbest grup) ile, her bir a ve b iirete¢c elemam icin, ab = ba

bagintisini iceren sunuslar verilebilir.

Izomorfizma problemi ise Dehn’in bu ii¢ karar verme problemleri arasindaki
en zor olanidir. Ciinkii sonlu sunumlu bir grubun tekil olup olmadigina karar veren
genel ve etkili bir metod yoktur [9]. Bununla birlikte G ve G’ gruplari igin,

*  Sunuslariin bagint1 kiimelerinde higbir eleman olmamasi,
» Sunuslarmin sonlu olmasi ve biitiin a ve b iirete¢ elemanlar: i¢in, ab = ba

bagintilarini icermesi ,

* Sunuslardan birinin bagmt1 kiimesinde hi¢bir elemanin olmamasi ve digerinin

tek bir bagint1 icermesi,
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durumlarinda bu gruplar i¢in izomorfizma problemi ¢oziilebilirdir.

Bugiine kadar olan ¢alismalarda, gruplardaki her bir cebirsel sinifin kendi
icindeki bir takim ozelliklerini kullanarak karar verme problemlerinin ¢dziimii
arastirilmistir.  Biz ise bu tiir siniflardaki gruplarin Tanim 1.4.5’teki gibi sadece
tanimlarini verip, bu smiflar {izerindeki problemlere dair genel bir fikir olusturmak
icin bir sekil cizecegiz. Bu sekil yardimiyla (bkz. Sekil 1.3) gruplarin bu cebirsel

siiflarinin karar verme problemlerinin ¢oziilebilir olup olmadigint gruplandiracagiz.

1.4.5 Tamim: G bir grup olsun. Buna gore,
I) G den G iizerine tanimlanan her homomorfizma bir izomorfizma olursa, bu

G grubuna Hopfian denir.

IT) G nin birimden farkli her g eleman1 ve G den herhangi sonlu bir K grubu
icine tanimlanan ® homomorfizmasi i¢in, ®(g)# 1 oluyorsa bu G grubuna residual

sonlu (residually finite) denir. Ornegin, serbest gruplar residual sonludur.

) 1=Gy<G «... <G, =G
seklindeki normal serisi i¢in, her bir G;1/G; bolim grubunun abelyan olmasi
durumunda, bu G grubuna ¢oziilebilir (solvable) denir. Buradan her abelyan grubun
¢oziilebilir oldugu agikca goriiliir. Bununla birlikte, abelyan olmayan ¢oziilebilir

gruba ornek olarak S; simetrik grubu verilebilir.

IV) G ¢oziilebilir olmak iizere, G deki en kisa abelyan serinin uzunluguna G
nin tiremis uzunlugu (derived length) denir. En fazla 2 uzunlukla tiiremis ¢oziilebilir

bir gruba metabelyan (metabelian) denir.
V) G grubunun, 1 = Gy <G <... <G; 4G <... <G, = G bigimindeki
normal alt gruplan icin, herbir G;/G; bolim grubu devirli ise bu sekildeki G

grubuna polycyclic denir.

VI) G grubunun alt gruplarinin,
ri@ =G ve yi(G)=[y(G),G]
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olacak sekilde bir zinciri y {G) olsun. Eger y,.+1(G) = {1} olacak sekilde me Z

varsa, G grubuna nilpotent grup denir. Buradaki grup denir. Buradaki m tamsayisina
G grubunun nilpotentlik smifi denir. Eger G grubu 0. siniftan nilpotent ise

G = {1 }, L. simftan nilpotent ise G # {lg } ve degismeli, 2. siniftan nilpotent ise

metabelyan olur.

VII) G sonlu iiretecli olmak tizere, G nin H normal alt grubu verilsin. H
grubu abelyan ve G/H bolim grubu da polycyclic ise, bu durumda G grubuna
abelyan-by-polycyclic grup denir. Benzer durumda, G/H boliim grubu nilpotent ise,
bu durumda G grubuna abelyan-by-nilpotent grup denir.

Tanim VII) asagidaki gibi genellenebilir:
P ve Q grup ozellikleri olsun. G grubunun P-by-Q olarak adlandirilmasi
i¢cin gerek ve yeter kosul, G nin H gibi bir normal alt grubu i¢in,

i) H normal alt grubunun P 6zelligini,

ii) G/H boliim grubunun Q 6zelligini saglamasidir.

Ayrica Sekil 1.3’te;

+ : verilen grubun incelendigi karar verme probleminin ¢oziilebilir oldugu,

- : verilen grubun incelendigi karar verme probleminin ¢oziilemez oldugu,

? . verilen problemin ¢oziiliip ¢oziilemediginin belli olmadig1 yani hala agik
bir problem oldugu,

s.s. : sonlu sunumlu grup,

s.l. : sonlu iiretecli grup,

gosterimleri uygulanmaistir.
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s.u. lineer

+WP, +CP, +GWP, +IsoP

Sekil 1.3
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WP, -CP, s.s. hopfian
-GWP, -IsoP -WP. -CP
-GWP, -IsoP
s.li. abelyan-by-
polycyclic
+WP, 7CP,
?GWP, ?soP s.s. residual sonlu
+WP, -CP,
-GWP, -IsoP
GL(n, Z) nin s.ii.
alt gruplari
s.l. abelyan-by- +WP, -CP,
nilpotent -GWP, -IsoP
+WP, 7CP,
+GWP, ?soP
50 GL(n, Z) nin s.s.
alt gruplari
S-arithmetic WP, CP,
+WP, +CP, -GWP, 2soP
-GWP, ?soP
s.s. ¢Oziilebilir 3
uzunlukla tiiremis polycylic
-WP, -CP, +WP, +CP,
~GWP, -IsoP +GWP, +IsoP
arithmetic
+WP, +CP,
+GWP, +IsoP .
s.s. residual
nilpotent
s.lii. metabelyan +WP, -CP,
+WP, +CP, -GWP, -IsoP
+GWP, soP
s.s. residual serbest
+WP, 7CP,
s.s. metabelyan s.u. nilpotent -GWP, ?soP
+WP, +CP, +WP, +CP,
+GWP, ?soP +GWP, +IsoP
s.l. abelyan



2. GRUP VE GRUP GENIiSLEMELERINDE KARAR VERME
PROBLEMLERI

Bu boliimde, 1.B6liimde tanimlanan gruplardaki karar verme problemlerinden

kelime ve eslenik problemleri daha detayli olarak incelenecektir.

Sonlu sunumlu bir G grubunun kelime probleminin ¢oziilebilmesi i¢in G nin
elemanlarinin bir kanonikal formunu yapilandirmamiz gerekir. Diger bir deyisle
kelimelerin her bir denklik sinifindan tek bir temsilci kiimesi olusturmaliyiz. (Her
bir denklik smifi tek bir indirgenmis kelime igerdiginden bu temsilci kiimesindeki

elemanlarin indirgenmis kelimeler olduguna dikkat edilmelidir.)

Bir G grubunun sunusu
<ap, azy ...,a,; R, Ry, ..., Rpy> (21)
olsun. G nin elemanlarinin bir temsilci kiimesini olusturmamiz i¢in kelimelerin her
bir denklik sinifindan en kisa kelimeyi segmemiz gerekir. Bunun i¢in kelimeler
arasinda “ < ” swalama bagintis1 tammmlamaliyiz. Kisaca bu baginti, w; ve w;

kelimeleri igin,

Iw) <Ilwy) = wi<w,

seklinde tanimlanir. Ayrica

a1<a1'1 <az<az'1 <... <an<an'1
siralamasin1 géz ontline alalim. Eger /(w)) = I(w,) ise ve w; ile w, kelimeleri ilk
olarak, bastan k.c1 harflerinde farkliysalar o zaman bu kelimelerin £.c1 harflerine gore
siralama yapilir. Ornegin,

-1 3
l1<ai<aman<ara, <a

dir.

18



Bir w kelimesi, siralamada kendinden once gelen kelimelerin uzunluklar
daha kisa ve (2.1) sunusundaki iirete¢ elemanlarinin sayisi sonlu oldugu i¢in, bu w
kelimesi kendinden 6nce gelen sonlu sayida bir¢ok kelimeye sahiptir. Bu ise bize,
kelimelerin bostan farkli herhangi bir kiimesinin en kiigiik kelimeye sahip olacagi

gergegini verecektir.

Herhangi sonlu sunuslu bir grubun kelime problemi i¢in olusturacagimiz K
temsilci kiimesi, (2.1) sunusundaki iirete¢ elemanlariyla olusturulan kelimelerin her
birine ait denklik sinifindaki en kiiglik kelimelerden elde edilir. Eger bu sekilde,
gruptan alinan her kelimenin, bu temsilci kiime i¢indeki bir kelimeye denk oldugu ve
yine bu temsilci kiime icinden alinan farkli iki kelimenin de birbirine denk olmadigi
gosterilirse, o zaman (2.1) sunusunun temsil ettigi grup icin kelime problemi

¢Oziilebilirdir.

Benzer olarak, herhangi sonlu sunuslu bir grubun eslenik problemi igin
olusturacagimiz E temsilci kiimesi de, (2.1) sunusundaki iirete¢c elemanlariyla elde
edilen kelimelerin her birine ait denklik sinifindaki en kiigiik kelimelerden meydana
gelir. Eger bu sekilde, gruptan alinan her kelimenin bu temsilci kiimesi i¢indeki bir
kelimeye eslenik denk oldugu ve yine bu temsilci kiimesi i¢inden alinan farkli iki
kelimenin de birbirine denk olmayan esleniklere sahip oldugu gosterilirse, o zaman

(2.1) sunusunun temsil ettigi grup icin eslenik problemi ¢dziilebilirdir.

Asagidakine benzer 6rnekler [9]’da bulunabilir.

2.1 Ornek: Asagida verilen
Pc=<a,b,c; a'ba = c, alca= b, blab= c, bleb= a, clac= b, c'be=a>
(2.2)
sunusun temsil ettigi G grubunun kelime problemi ve eslenik problemi ¢oziilebilirdir.
Ik olarak bu 5 sunusundaki bagintilara sirasiyla Ry, Ry, R3, R4, Rs ve Rg diyelim.
Simdi bu bagintilar1 kullanarak asagida verilenleri elde edebiliriz. R; bagintisinin her
iki tarafini soldan @' ile ve sagdan a ile ¢arptigimizda

2y 2 -1
a‘ba”=a ca
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elde edilir. R, den dolay1 da aba’* = b dir. Buradan da o” nin b ile degismeli
olduguna yani
ba* = a*b (2.3)

sonucuna ulasilir. Benzer olarak, R, bagintisindan hareketle,

1 2.2 2.2

a'ca=b = a*cd* =a'ba = a’ca’ =c
dir. Buradan da
ca® = d’c (2.4)
elde edilir. Bdylece R,, Rs, (2.3) ve (2.4) den
B2 =bb=(c"ac)c'ac)=c'dPc=a* vede b*=bb=(a'ca)a'ca)=a'ta=7c"

elde edilir. O halde

dir. R, ve R4 bagintilarindan dolayi,
a'ba=c = ba=ac
b'ecb=a = cb=ba
olur. Boylece,
ba=ac=ch
elde edilr. Benzer olarak R, ve R; bagintilarindan dolay1 da
a'ca=b = ca=ab vede b'ab=c = ab=bc
dir. O zaman,
ca=ab=bc
olur.

Simdi buldugumuz bu yeni bagintilardan hareketle G grubuna ait her

kelimenin, k€ Z olmak {izere,
azk, aZka, azkb, azkc, a*ab ve a*ba (2.5)
bicimlerinden en az birine sonlu sayida basamaklarla indirgenebilecegini gosterirsek,
bu G grubu i¢in kelime problemi ¢oziilmiis olur. Bunun i¢in kelimenin uzunlugu
lizerinde tiimevarim yapalim. Ilk dnce uzunlugu 0 veya 1 olan kelimeleri ele alalim.
Bu durumda
1=d" a=d’a,b=a",c=d’,a' =a’a,b' = bb=a*bvec'=c’c=a’c
oldugundan bu kelimelerin hepsi (2.5)’teki temsilci elemanlardan birine indirgenir.
Ayrica (2.5)’teki kelimelerden herhangi birini, herhangi bir iirete¢ elemani veya
tersiyle carptigimiz zaman yine (2.5)’teki kelimelerden birini elde ederiz. Ornek

olarak
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(@*b)c! = a*bcc = a®* (ba?)e = a* (a?b)c = a**Vbe = *PDab
bulunur. Simdi » uzunluguna sahip bir kelime (2.5)’teki kelimelerden birine esit
olsun. Bu durumda #n+1 uzunluklu bir kelime de (2.5)’teki temsilci elemanlarindan
birine esit olur. Ciinkii n+1 uzunluklu kelimeyi olusturmak igin, n uzunluklu
kelimeyi, iirete¢ kiimesinin elemanlarindan veya bu elemanlarin terslerinden
herhangi biriyle ¢carpmak gerekir. » uzunluklu bir kelimenin (2.5)’teki temsilci
elemanlarindan birine esit oldugunu kabul ettigimizden ve bu temsilci elemanlardan
herhangi birini, herhangi bir iirete¢ eleman1 veya bu elemanin tersi ile ¢carptigimizda
yine (2.5)’teki elemanlardan birini elde edecegimizden, n+1 uzunluklu kelime de
(2.5)’teki temsilci elemanlardan birine esit olur. Sonug¢ olarak, {lirete¢ kiimesinin
elemanlarindan olusan her kelime (2.5)’teki elemanlardan herhangi birine esit

olacagindan G grubu igin kelime problemi ¢oziilebilirdir.

Verilen bu G grubunun eslenik probleminin ¢éziimii i¢in, (2.5)’teki temsilci

kiimesinden

a*, a*a, a*ab (2.6)
elemanlarmi ele alalim. Acikga gorilirki (2.5)’teki her kelime (2.6)’daki bir
kelimeye esleniktir. Ornegin,

bl (d*)b=b"a"b.b"ch = a*a
dir. Boylece, (2.2)’deki iireteg kiimesinin elemanlarindan olusan her kelime
(2.5)’teki temsilci elemanlardan herhangi birine esit ve (2.5)’teki her elemanin da
(2.6)’daki kelimelerden birine esleniktir. Ayrica (2.6)’daki farkli kelimelerin hig
birisi de birbiriyle eslenik degildir. Dolayisiyla bu da, G grubu i¢in eslenik

probleminin ¢6ziilebilir oldugunu verecektir.

2.2 Ornek: Bir grup
<ab:ad, b2, ab=ba'>
sunusu ile verilsin. Bu tipteki sunuslar1 genel olarak
<a,b:d,b’,ab=bd" >
seklinde gosterelim. Buradaki r sayisimin £-1 sayisimt bolmesi durumunda, bu
sunusun temsil ettigi grubun temsilci elemanlari, 0< o <r ve 0< S < s olmak iizere,
b'a” formundadir [9]. Verilen sunus icin bu bélme sart: saglandigindan, bu sunusun

temsil ettigi grubun temsilci kiimesini
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1, a, az, a, a4, b, ba, baz, ba3, ba' (2.7)
seklinde olusturabiliriz. Dikkat edilirse bu kiimedeki biitiin kelimeler indirgenmistir
ve herhangi iki kelime de birbirine denk degildir. Grubun her elemani da sunustaki
baginti elemanlarin1 kullanarak bu temsilci kiimesindeki bir kelimeye indirgendigi
icin bu grup i¢in kelime problemi ¢oziilebilirdir.

Grubun eslenik problemi i¢in, (2.7)’deki kiimeden

1, a,d’ b, ba, ba’ (2.8)
kelimelerini alarak bir temsilci kiimesi olusturalim. Gruptan alinan her kelime (2.8)
deki bir kelimeye esleniktir. Ornegin, ba® kelimesi b(ba®)b™" = a*b™" = a’b = aba® =
ba® oldugundan ba’ kelimesine, a* kelimesi de b(a*)b” = (ab)b™ = a oldugundan a
kelimesine esleniktir. Ayrica bu kiimedeki herhangi iki kelime de birbiriyle eslenik
degildir. Dolayisiyla da<a, b ; a’, b*, ab = ba™ > sunusunun temsil ettigi grup icin

eslenik problemi ¢oziilebilirdir.

2.3 Ornek: Asagida verilen
<ab:a, b4, ab = ba' >
sunusun temsil ettigi grubun kelime ve eslenik probleminin ¢oziilebilirligi

yukaridaki 6rnege benzer olarak gosterilebilir.

2.4 Ornek: Mertebeli 27 olan D,, dihedral grubunun sunusu

D,=<a,b;d’ b" ba=ab'>
seklindedir [14, 16]. Buna gore sunusu

<a,b; az, b3, ba=ab"'>
olan, 6 mertebeli D3 dihedral grubu icin kelime problemi ¢oziilebilirdir. Simdi, bu
Ds dihedral grubunun elemanlarindan bir temsilci kiimesi olusturalim. Bu temsilci
kiimesinde 1, a, b, b* kelimelerinin olacagi agiktir. Daha sonra a ve b elemanlariyla
olusturulan ab ve ab® kelimelerine bakalim. Bu kelimeler, D5 dihedral grubunun
sunusundaki bagmtilarin1 kullanarak elde edilen kelimeler arasindan indirgenmis
olan kelimelerdir. Dolayisiyla da olusturulan bu temsilci kiimenin elemanlaridir.
Sonu¢ olarak bu Ds; dihedral grubunun temsilci kiimesi 1, a, b, b2, ab ve ba
kelimelerinden ibarettir. Alinan baska kelimeler de bu temsilci elemanlarindan

birine indirgenir. Ornegin abab’a” kelimesi sonlu sayida adimla ab” kelimesine,
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bababab kelimesi de ab kelimesine indirgenir. Boylece Ds dihedral grubu icin

kelime problemi ¢oziilebilirdir.

Bu zamana kadar kelime problemi ¢dziilebilen grup yapilarindan bahsettik ve
grup sunuslarindan yararlanarak bu sunuslarin temsil ettikleri gruplar i¢in kelime
problemlerinin ¢oziilebilir oldugu bazi 6rnekler verdik. Ancak, bir¢ok kaynakta da
bahsedildigi gibi sonlu sunumlu olup kelime problemi ¢oziilemeyen gruplar da
vardir. Onun i¢in asagida verilen teoremin orijinal ispatt Turing Makinesi denilen
farkli bir yap1 ile ilgili oldugundan, bu konu ile ilgili bilgiler [1, 12, 14]

kaynaklarinda bulunabilir.

2.5 Teorem (Novikov-Boone Teoremi) [12]: Kelime problemi ¢oziilemeyen

sonlu sunumlu gruplar vardir.

Bu boliimiin kalan kisimlarinda bazi grup genislemeleri lizerinde karar verme

problemleri incelenecektir.

2.1 Serbest (Free) Gruplarda Kelime Problemi

F, serbest grubu xj, x», ..., x, Urete¢ elemanlarindan ve bos baginti

kiimesinden olusan bir gruptur. Bu grubun sunusu
Fo=<x1,x2,....%0; ¢ >

seklinde gosterilir. Bir serbest grubun kelime problemi ve eslenik problemi serbest
indirgenmis kelimeler (freely reduced word) ve devirli indirgenmis kelimeler
(cyclically reduced word) kullanilarak ¢oziilebilir. Serbest indirgenmis kelimeler,
tirete¢ kiimesindeki elemanlarla olusan ve x/x;* (¢ = + ; i = 1, 2,..., n) seklindeki
kelimelerin bulunmadig1r kelimelerdir. Ornek olarak, X120 veya x1x0x3 oy
seklindeki kelimeler verilebilir. Devirsel indirgenmis kelimeler ise, x; ile baslayip
xi®(e==%;i=1,2,.., n)ile bitmeyen serbest indirgenmis kelimelerdir. Ornegin,
x12x25x3'1 kelimesi devirsel indirgenmistir ama x1x2x3x2'1x1'1 kelimesi devirsel
indirgenmis degildir. Ayrica herhangi bir kelimenin devirsel indirgenmis olabilmesi

icin gerek ve yeter kosul onun biitlin devirli permiitasyonlarinin serbest indirgenmis
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olmasidir [9]. (Omegin, x1x2x3 kelimesinin devirli permiitasyonlart x,x3x; ve x3x1x;

seklindedir.)

2.1.1 Teorem [14]: F, = < X1, X2, ..., Xn ; ¢ > serbest grubu i¢in kelime
problemi ¢oziilebilirdir.

Ispat: F, grubunda kelime probleminin ¢oziilebilir oldugunu gostermek igin,
tirete¢ kiimesinin elemanlarindan olusan herhangi bir w kelimesinin grubun birim
elemanina esit olup olmadigina karar veren bir algoritma olusturmak gerekmektedir.
Bu algoritma agagida verilimistir:

1) Eger w kelimesinin uzunlugu 0 veya 1 ise bu durumda tigiincii basamaga
gidilir, 2 veya daha biiyiik oldugunda ise ilk iki harf ¢iftinin xx;' olmasi durumunda
bu harf ¢iftinin alt1 ¢izilip ikinci basamaga gidilir. Eger boyle ¢iftler yoksa son iki
harf ¢iftinin alt1 ¢izilip ikinci basamaga gidilir.

2) Eger alt1 ¢izili harf ciftleri xxx;' veya x;'x; bicimindeyse bu harf ¢iftleri
silinir ve birinci basamaga gidilir. Diger bigimde ise ii¢lincii basamaga gidilir.

3) Eger kelime bos kelime ise w = 1 yazilir ve beklenir, bos kelime degil ise

w=# 1 yazilir ve beklenir. [

2.2 Serbest Carpim Grubunda Kelime Problemi

Grup birlestirme teorilerinin temeli serbest grup teorilerine dayanir. Bigim ve
ozellik olarak da serbest gruplara en yakin gruplar, gruplarin serbest ¢arpimidir.
Ciinkii bir serbest grup, sonsuz devirli gruplarin serbest ¢carpimidir [14]. Onun igin

bu kisimda serbest ¢carpim gruplari i¢in karar verme problemlerini inceleyecegiz.

2.2.1 Tanmm: Swrasiyla < hy, ..., h, s Ry, ..., Rk >ve<ky, ... ky; Si, ..., Si>
sunuslarmin temsil ettigi A ve K gruplari i¢in,
g =<hi, ..,y ki, oo ks Ry, ooy R, Sty o S>
sunusunun temsil ettigi G = H * K grubuna, H ve K gruplarinin serbest ¢arpimi
denir. Buradaki H ve K gruplarina ise G grubunun ¢arpanlar: denir. Ayrica G

grubunun iretecleri, H ve K mnin ireteglerinden, bagintilar1 ise bu gruplarin
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bagintilarinin ayrik birlesiminden olusur. Yukarida iki grup icin verilen bu tanim,

gruplarin keyfi bir ailesine genisletilebilir [11].

2.2.2 Ornek: < a, b ; a , b > sunusunun temsil ettigi grup, a ile iretilen ve
mertebesi 3 olan devirli grup ile b ile iiretilen ve mertebesi 2 olan devirli grubun

serbest carpimudir.

2.2.3 Tamm: G = H * K olmak iizere, h,e Hve ke K (i =1, 2, ... , m) igin
hky...hnky, €G formundaki elemana G grubunda bir kelime denir. Ayrica bu
sekildeki bir ifadede her bir 4; # 1 ve k; # 1 oluyorsa, bu kelimeye indirgenmis

kelime denir.

Asagidaki teoremler sirasiyla, serbest carpim grubundan alinan indirgenmis
bir kelimenin tek bir forma sahip oldugunu ve serbest ¢arpimlarin nasil karakterize

edildigini verir.

2.2.4 Teorem [11] (Normal Form Teoremi): H * K serbest ¢carpimin her
elemani #; # 1 ve k; # 1 olmak iizere, hik;...h,k, biciminde fek bir forma sahiptir.
Buradaki teklik ifadesiyle serbest carpim grubundan almman hk;...huk, ve
h'k)"...h,'k," bigimindeki herhangi iki kelime i¢in,

k... hwky = h'ki" .. 1K
oluyorsa, n = m ve her bir h; , hi'eH , k;, k'eK i¢in h; = h! ve k; = k' olmasi

kastedilmektedir.

2.2.5 Teorem [11] (Serbest Carpimlarin Karakterizasyonu): G grubunun
H ve K alt gruplarinin serbest ¢arpimi olmasi icin gerekli ve yeterli kosul asagidaki
iki sartin saglanmasidir.

i) H ve K alt gruplar1 G grubunu firetir, bu grubun her elemant Ak;...A,k,
formundadir ve

i) w=mhk,...hyk, vew=1¢g iseyah;= 1y yadak;= 1 dir.

Ornek 2.1°de, verilen grubun elemanlarindan bir temsilci kiimesi

olusturulmustu ve alinan her kelimenin bu temsilci kiimesindeki herhangi bir
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elemana indirgendigi gosterilmisti. Dolayisiyla da alinan herhangi bir kelime bu
temsilci kiimesindeki 1 e indirgeniyorsa grubun birimine esit olurdu, 1 e
indirgenmiyorsa grubun birimine esit olmazdi. Yani bu grup i¢in kelime problemi
coziilebilirdi. Ancak Tanim 2.2.1°de belirtildigi gibi bir serbest carpim grubunun
sunusunun bagint1 kiimesinde, bu serbest carpim grubunun her iki carpanmin da
iirete¢ elemanlartyla olusturulan bir eleman bulunmaz. Bu nedenle de bu gruptan
alian bir kelimedeki farkli iirete¢ elemanlar1 yer degistiremediginden (dolayisiyla da
grup sonsuz mertebeli olur) bu serbest carpim grubunun elemanlari i¢in bir temsilci

kiimesi olusturamayiz.

2.2.6 Teorem: XNY = ¢ olmak iizere,
Pa=<X,s$>ve Pp=<VY;t>
sonlu sunuslariin temsil ettigi gruplar 4 ve B olsun. Bu gruplar i¢in kelime
problemi ¢oziilebilir ise G = 4 * B grubu i¢in de kelime problemi ¢dziilebilirdir.
(Burada s kiimesi ile §24 sunusunun, t kiimesi ile de {25 sunusunun bagint1 kiimeleri
gosterilmektedir.)
Ispat: oc=<X, Y;s,t > sunusu i¢in bu gruptan alinan keyfi bir
ae (XUX'U YU Y kelimesi i¢in acaba o = 1 mi?
ﬂ,-e(Xqu)* ve yie(YU Yl)* olmak lizere o = B1y1 ... fnyn (n>0)
formundadir. f;=1 veya y;= 1 olacak sekilde en az bir tane i var m1?
¢ Bu sekilde en az bir tane kelime yoksa a# 1 dir.
o pi,=1(veyay,=1)isea=F1y1... fnynkelimesinde S ;(veya y)
kelimesi silinerek y ;.1 ve y; (veya f;ve f i) kelimeleri birlestirilir ve yeni

p 1'7/ . ﬂn_l'j/,,_ll kelimesi elde edilir.

Y i-1 /Bi Vi ﬂi-l Y i-1 Vi ,Bi+1
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e Bu sekildeki silme islemlerinin sonunda bos kelimeye ulasilirsa o zaman
o= lgdir. Aksidurumda ise a# 15 dir.

Sonug olarak G = 4 * B grubu i¢in kelime problemi ¢oziilebilirdir. []

227 Ornek: P, =<a;a >ve Pg=<b;b > gruplart i¢in kelime
problemi ¢oziilebilidi. G = 4 * B grubundan herhangi bir o = ab’a®ha’'b”

kelimesini ele alalim.

o= ab*a’®ha’'b?
l a=1
ab’a’'b?®

lb5=1

aa'b?
l b’=1
aa’

'

1

biciminde sonlu adimda 1 elemanina ulasildigindan, G = 4 * B grubu icin kelime

problemi ¢oziilebilirdir.

Serbest ¢arpim grubu i¢in eslenik problemi, [12]’de incelendigi gibi, serbest
carpim, iizerindeki esleniklikle ilgili olarak ¢oziliir. Ancak, Teorem 2.2.9’da
bahsedilecek genellestirilmis kelime problemi, bu tiir gruplar iizerindeki ispati daha

zor olan bir sonugtir [10].

2.2.8 Teorem: A ve B, eslenik problemleri ¢oziilebilen sonlu sunuslu gruplar

olmak tizere, 4 * B grubu i¢in de eslenik problemi ¢oziilebilirdir.
2.2.9 Teorem: A4 ve B, genellestirilmis kelime problemleri ¢oziilebilen sonlu

sunuslu gruplar olmak iizere, A * B grubu i¢in de genellestirilmis kelime problemi

¢Oziilebilirdir.
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2.3 Direkt Carpim Grubunda Kelime Problemi

Oncelikle direkt ¢arpim grubunun tanimini ve sunusunu hatirlatalim.

A ve B gibi herhangi iki grup verilsin. 4 ve B gruplan lizerindeki islemler
yardimiyla G = A4 x B kartezyen ¢arpim kiimesi ilizerinde yeni bir islem tanimlayarak,
G kiimesinin bu islem altinda bir grup oldugunu sdyleyecegiz ve bu grubun sunusunu
verecegiz.

A ve B c¢arpma islemi altinda tanimli iki grup olsun. (a, b), (a', b)e G
herhangi iki eleman ise, bunlarin ¢arpimini

(a, b) (a', b") = (ad', bb") (2.9)
(a, a'€A, b, b'e B) olarak tanimlayalim. Bu carpimdaki aa' bileseni 4 grubundaki

isleme gore, bb' bileseni B grubundaki isleme gdre hesaplanmustir.

2.3.1 Tanmm: G kiimesi (2.9) ile tanimlanan isleme gore bir gruptur. Bu
gruba A ve B gruplarinin direkt ¢arpim grubu denir ve A % B ile gosterilir. A ve B
gruplarinin her ikisinin de degismeli olmas1 halinde G grubunun da degismeli olacagi
aciktir. Sonug olarak kartezyen ¢arpimdan dolay1
|G| = |4] |B|
dir.

2.3.2 Teorem [7]: A ve B gruplar1 sirasiyla
Pa=<X;8> ve Pp=<Y;t>
sunuglariyla verilsin. XNY = ¢ olmak iizere, 4 ve B gruplarmin direkt carpimi olan
G = A x B grubunun sunusu
Pe=<X,Y;st,r>
seklinde tamimlamr. Burada r baginti kimesi { xyx'y"' : xeX, yeY¥ } olarak

tanimlanir.

Sadece gruplarda degil, yar1 grup ve monoidler iizerinde de calisilan ve
bircok yapinin temelini olusturan (6rnegin Boliim 4’te tanimlanacak wreath ¢arpim
icin) direkt ¢arpim lizerinde tanimlanacak kelime probleminin ¢oziilebilir olmast,

daha sonraki bdliimlerde bize yardimet olacaktir.
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2.3.3 Teorem: XNY = ¢ olmak lizere,
Pa=<X;S>ve Pp=<Y;t>
sonlu sunuglarinin temsil ettigi gruplar 4 ve B olsun. Bu gruplar i¢in kelime
problemi ¢oziilebilir ise G = A X B grubu i¢in de kelime problemi ¢oziilebilirdir.
Ispat: G grubunun iirete¢ elemanlariyla olusturulan herhangi bir w kelimesi
bu grubun sunusundaki baginti elemanlar1 kullanilarak olusturulan temsilci
kiimesindeki bir kelimeye indirgenir. Indirgenen bu kelime, grubun birimini

veriyorsa w = 1g, aksi halde w# 1 olacaktir. [

2.3.4 Ornek: < x ;x> =1>ve <y ;)" =1 > sunuslarmin temsil ettikleri
gruplar sirastyla A ve Bolsun. G=A4 x Bgrubunun<x, y;x =1, y*=1,xy=yx>
sunusu icin bu gruptan alinan keyfi bir kelime

1Lx, 2,3, 2 3, 20, 2, 0P, 57, 552, 55

kiimesindeki bir kelimeye indirgenir.

2.3.5 Teorem [9, 12]: A ve B eslenik problemleri ¢oziilebilen sonlu sunuslu

gruplar olmak iizere, A x B grubu i¢in de eslenik problemi ¢oziilebilirdir.

Bununla birlikte genellestirilmis kelime probleminin direkt ¢arpim altinda

korunmadig1 bilinmektedir [10].

2.3.6 Not: Gruplarda 6nemli bir genisleme c¢esidi ise split (ayrilabilir)
genislemedir. Bu genislemeler aslinda yar1 direkt ¢arpim olarak bilinmektedir. Bu
carpimin bir tlirevi olan wreath ¢arpim ile ilgili tanim ve sonuglar tezimizin 4.

Bolim’iinde monoidler tizerinde incelenecektir.

2.4 Birlestirilmis Serbest Carpim Grubunda Kelime Problemi
Bu kisimda, grup genislemelerinden biri olan birlestirilmis serbest carpimlari

inceleyip, tezimizin genel amaglarindan biri olan kelime probleminin

c¢oziilebilirligini bu tiir grup genislemeleri lizerinde agiklayacagiz.
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2.4.1 Tammm: 4 ve B gruplan sirasiyla <ay, ..., a, ; Ry, ..., Ry > ve
<bi, ..., by ;S ..., 8> sunuslar ile verilsin. Buna gére Hc A4, K< B 6z alt gruplar
ve 0 : H — K bir izomorfizma olmak iizere,
A*B=<ay, ...,an b1, ..., by ;R\, ..., Ri, S\, ..., S, H=0(H) >
sunusu ile verilen G = 4*, B grubuna, 4 ve B gruplariin H grubunu K grubuna
birlestirerek elde edilen birlestirilmis serbest carpim grubu denir. Ozel olarak,
H = {1y} almrsa, sadece serbest ¢arpim grubu elde edilir. Dolayisiyla, serbest

carpimlar birlestirilmis serbest ¢arpimlarin 6zel halleridir.

2.4.2 Ornek: < a, b ; a*, b°, a* = b* > sunusunun temsil ettigi bir G grubunun
birlestirilmis serbest ¢arpim grubu oldugunu gosterelim. Bunun i¢in, 4 =<a ; a* >
ve B=<b ; b° > olsun. Ayrica H, A grubunun mertebesi 2 olan devirli alt grubu ve
K da B grubunun mertebesi 2 olan devirli alt grubu olsun. H ve K alt gruplari
@ — b’ doniisimii altinda birlestirildiginden, bu G grubu birlestirilmis serbest

carpim grubu olur.

Birlestirilmis serbest c¢arpim grubunun elemanlarinin normal formunu
olusturabilmek i¢in, 4 nin A alt grubunun sag kosetleri i¢in bir temsilci kiimesi
se¢cmeliyiz. Bu kiime, H nin her bir Ha (a € A) sag kosetinden bir eleman igerir. Bu
kiimeye transversal kiime denir. Bu kiimeyi Y ile gosterelim. Benzer olarak, B nin K
alt gubu i¢in olusturulan transversal kimesini de Z ile gosterelim. Bdylece
birlestirilmis serbest carpim grubunun elemanlar1 i¢in asagidaki Normal Form

Teoremi elde edilir.

2.4.3 Teorem [11]: Tanim 2.4.1°de verilen birlestirilmis serbest carpim

grubunun her elemani, 1 #a;€ Y, 1 #b;e Z ve he H igin,

ha\b;:...a,,b,
biciminde fek bir forma sahiptir. Buradaki teklik ifadesiyle, birlestirilmis serbest
carpim grubundan alinan ha,b,...aub, ve h'a;'by' ...a,'b," bigimindeki herhangi iki
kelime igin,

ha\b:...au,b, =h'a'b, ...a,'b,
oluyorsa, n = m ve her bir a;, a/€ A4 , b;, b/ € B i¢in a; = a/, b; = b/’ ve h = h' olmasi

amaclanmaktadir.
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2.4.4 Teorem (Birlestirilmis Serbest Carpimlarin Karakterizasyonu)
[11]: G grubunun, 4 ve B alt gruplarinin M = A N B birlestirilmis alt grubu ile serbest
carpimi olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul asagidaki iki sartin saglanmasidir.

i) A ve B alt gruplart G grubunu iiretip, bu grubun her elemant a,b;...a,by
formunda yazilabilirdir.

i) w=ab;...anb, vew=1¢ ise yaa,e M yada b;e M dir.

2.5 Gruplarin HNN Genislemelerinde Kelime Problemi

Grup teorisinde, alinacak bir grup i¢in tanimlanan bazi yapilar bu grubun alt
gruplari icin de tamimlanabilir. Ornegin, verilen bir sunusun temsil ettigi grubun bir
alt grubunun sunusu ¢esitli metodlarla olusturulabilir. Peki bu grubu ve de alt
gruplarini iceren daha biiyiik bir grup (yani bu grubun genislemesi) i¢in de bazi
yapilar1 tanimlayabilir miyiz? Onun i¢in biz de bu kisimda, grup genislemelerinin
bagka bir modeli olan HNN (Higman-Neumann-Neumann) genislemeler ile ilgili
temel tanim ve teoremleri verip, kelime problemi ¢oziilebilen bir grup icin HNN

genislemesinin de kelime probleminin ¢o6ziilebilir oldugunu gdsterecegiz.

2.5.1 Tammm: G bir grup, 4 ve B bu grubun alt gruplari olsun. 6 : 4 —» G
monomorfizma olmak iizere,

G*=<iir G, t;bag G, 'at= 0(a), ac A > (2.10)
sunusunun temsil ettigi gruba, G grubunun HNN genislemesi denir. Burada G grubu
taban, t sabitleyici harf, A ve B birlestirilmis gruplar diye adlandirilirlar ((2.10)
sunusu i¢indeki zir G kiimesi G nin iirete¢ kiimesini, hag G kiimesi G grubunun
bagmti kiimesini ve 4 ise A4 alt grubunun iirete¢ kiimesini gostermektedir).
Goriildiigii gibi G* grubu 4, B ve @ ya baghdir [7, 11]. Bu (2.10) sunusu

G*=<G,t:t 'At=B, 0 >
seklinde de gosterilebilir.

2.5.1 Tanim1 {4; : iel} ve {B; : iel} alt grup ailelerine genisletilebilir. Bu
durumda, G grubunun HNN genislemesi

G*=< G, t; (ZEI) ; t{lal-t,- = ﬁl-(al-), al-eAl- >
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(her bir @; : A; — B; izomorfizma) seklinde ifade edilir.

Yukarida belirtilen G* grubunun her bir elemani
g=wot'wy... 'w, , (2.11)
seklinde ifade edilir. Burada g = 1 olup, w; elemant da G grubunun iireteg

kiimesindeki elemanlardan olusan bir kelimedir.

2.5.2 Teorem [11]: G¥*=<G, ¢ ; tAr' = B, @ > olsun. Bu gruptan alian bir
g elemant igin,
g=wol'wy... 'w,
olmak {izere, eger bu g eleman1 G* grubunun birim elemani ise ya
a) n=0ve wy elemani G grubunun birim elemanini temsil eder, ya da
b) g elemani, t'lwit (wieA) veya twit'l (w;€ B) formunda bir alt kelime igerir

(bu tipteki kelimeler pinch diye adlandirilir).

2.5.3 Tanmm : (2.11)’deki gibi bir kelime, eger hi¢ pinch icermiyorsa, bu
kelimeye indirgenmis kelime denir. Ayrica g = wot"'wy...t" formundaki bir kelimenin
biitiin devirli permiitasyonlar1 indirgenmis ise bu kelimeye devirli indirgenmis kelime

denir.

2.5.4 Onerme (Britton Onermesi) [11]: G* grubundan alian herhangi bir
g=wot"'wy... £"w, kelimesi indirgenmis ve n>1 ise, o halde
g=wot'wy... 'w, # 1gx

dir.

G* grubundaki her bir elemaninin tek normal formunu olusturabilmek i¢in, 4
ve B alt gruplarinin sag kosetlerinin bir temsilci kiimesini olugturmaliyiz. Bunun
icin, Y ve Z swrastyla 4 ve B alt gruplarinin sag kosetleri i¢in temsilci kiimesi
olsunlar. Buradan da G* nin elemanlarinin tek normal formu i¢in asagidaki teorem
elde edilir.

2.5.5 Teorem [11]: G* grubundaki her eleman

wot'wy... £'w,
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formunda tek tirla ifade edilir. Burada ;= -1 1ise l#w;eY ve g;=+1 ise l#w;e”Z

dir.

2.5.6 Ornek: {a} ile iiretilen sonsuz devirli G=<a; > grubunu ve bunun
A =<a>ve B=<da" > seklinde izomorf iki alt grubunu ele alalim. Dolayisiyla bu
G grubunun HNN genislemesinin sunusu G* = < qa, ¢ ; rlat = @* > seklindedir.
Ayrica bu G* grubundan alman bir w = a”'tar" kelimesi igin w# 14+ dir (dolayisiyla
bu G* grubu degismeli degildir). Eger w = 15+ olsaydi, Britton Onermesi (2.5.4
Onerme) geregi bu kelime bir pinch igermek zorundadir. Ancak, bu kelimedeki tek
pinch, tar' (aeB) alt kelimesidir. Gorildiigii gibi bu B grubu, ¢ nm cift
kuvvetlerinden olustugu i¢cin a¢ B dir. Dolayisiyla bu w kelimesi hi¢ pinch

icermediginden, w# 15+ olacaktir.

Asagida verilen iki teoremin ispati1 ayrintili bicimde [8]’de incelenmistir.

2.5.7 Teorem: G* dan alinan u = wowy... £'w, ve v = hothy... £hy,
indirgenmis kelimeleri i¢in eger u = vise, budurumdam=n veg =9;(i=1, ..., n)

dir.

2.5.8 Teorem: Tanim 2.5.1°de verilen bir G* grubu i¢in, bu gruptan alinan
sonlu mertebeli her eleman G grubundaki sonlu mertebeli bir elemana esleniktir.
Boylece G grubu n mertebeli elemanlara sahipse, G* grubu da n mertebeli

elemanlara sahiptir.

Bir G grubunun HNN genislemesinin kelime probleminin ¢dziilebilirligini

veren asagidaki Teorem 2.5.9’un ispat1 [3]’te bulunabilir.
2.5.9 Teorem: G bir grup ve A4 ile B bu grubun alt gruplari olsun. 6: 4 — B
izomorfizma olmak tizere, G grubunun G* =< G, ¢ ; t ~ At = B, 6 > sunusunun

temsil ettigi HNN genislemesinin kelime probleminin ¢6ziilebilir olmasi icin,

* G grubunun kelime problemi ¢oziilebilirdir

» (G igindeki 4 ve B alt gruplari i¢in iiyelik problemi ¢oziilebilirdir
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sartlariin saglanmasi gerekmektedir.

2510 Ornek: 1ki rankli serbest degismeli gruplarin  sunusu
G* =<a, b ; ab = ba > bi¢cimindedir. Burada G grubu, 4 ve B alt gruplar1 olarak
<b> sonsuz devirli grubunu alalim. Bu durumda, 4 ve B alt gruplarinin elemanlari
arasinda 0 : b — b izomorfizmasi kurulur ve ¢ = a alinirsa,
<b t=a;t'bt=00b)>=<b,a;a'ba=b>=<b,a;ba=ab>
oldugundan, G* grubu bir HNN genislemesi olur. Ayrica G grubu i¢in kelime
problemi ve 4 ile B alt gruplar i¢in de iiyelik problemi ¢dziilebilir oldugundan, G*

grubu i¢in kelime problemi ¢dziilebilirdir.
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3. YENIDEN YAZMA (REWRITING) SISTEMI

Bu yapi, her ne kadar matematigin cebirsel kisminda calisilan bir konu
olsada, anlami ayni fakat dili farkli olan degisik bagliklar altinda, birgok bilim
dalinda da bulunabilir. Biz ise genel bir tabirle, bu yeniden yazma sistemi ile verilen
yapiy1 (bizim i¢in bu yapilar kelimelerdir) belli kurallar ¢ercevesinde baska yapilara

doniistiirecegiz (yani verilen yapiy1 yeniden yazacagiz).

3.1 Yeniden Yazma Sistemine Giris

Yeniden yazma sistemi, Ozellikle monoid ve yar1 gruplardaki kelime
problemleri i¢in temel bir metoddur. Ciinkii bu tip yapilar gruplara gore biraz daha
genel olduklari i¢in (yani monoidler i¢in bir elemanin tersinin ve yari gruplar i¢in de
buna ek olarak birim elemaninin bulunmamasi) bu cebirsel yapilar iizerinde
tanimlanacak kelime probleminin ¢6ziilebilirligi i¢in gruplara gére baska 6zelliklerin
de aranmasini gerektirmektedir. Ornegin, gruplarda elemanlarin temsilci kiimesini
olusturarak verilen bir kelimenin bu kiimedeki grubun birimine esit olup olmadigini
arastirtyorduk. Ancak monoidlerde, bu temsilci kiimesini olusturabilmek icin
verilen bir kelimenin indirgendigi tek bir kelime bulmamiz gerekmektedir. Eger
indirgenen kelime tek degil ise temsilci kiimesinden alinan iki eleman ayni kelimeyi
temsil edeceginden, ki bu da temsilci kiimesinin 6zelligine uymaz, bu durumda
monoid i¢in kelime problemi ¢6ziilemezdir. Bu durumu daha ayrintili incelemek i¢in

ilk olarak temel tanimlar1 verelim.

Sonlu bir X alfabesi igin, X" bu alfabedeki harflerden olusan biitiin
kelimelerin kiimesi ve A bos kelime olsun. X iizerindeki yeniden yazma kural
aslinda (/, )e X xX" seklindeki siral ¢iftlerdir. Bu kural (/—r) seklinde gosterilir.
Buradaki / kelimesi so/ yan (left-hand side), r kelimesi ise sag yan (right-hand side)

diye adlandirilir. Yeniden yazma sistemi X iizerindeki yeniden yazma kurallarinin bir
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kiimesidir ve bu sistem R ile gosterili. X kiimesindeki kelimeler arasindaki bu

bagint1 (—y) i¢in asagidaki kural tanimlanir:

X tizerindeki u ve v pozitif kelimeler (strings) olmak {izere, u—zv olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul x, ye X ve (I—r)€ R igin u = xly ve v = xry olmasidur.

3.1.1 Tamm: Bir ueX kelimesi i¢cin u—p v olacak sekilde bir veX
kelimesi varsa bu u kelimesine indirgenir (reducible) kelime denir. Aksi durumda
ise (yani u—gv olacak bi¢cimde bir v kelimesi yoksa) bu u kelimesine indirgenemez

(irreducible) kelime denir.

3.1.2 Onerme [2]: Tanimlanan bu —; bagntisinin yansimal (reflexive),
gecismeli (transitive) kapanisi olan —"» kural, aslinda R tarafindan iiretilen bir

indirgeme bagintisidir.

* . . - * - . .
3.1.3 Tamm: u,veX icin eger u— p v baZntis1 varsa ve v kelimesi

indirgenemez ise, bu v kelimesine u kelimesinin normal formu denir.

3.1.4 Tamm: Bu —; bagintisinin yansimali, simetrik ve gecismeli kapanisi,
ki bunu < ile gosterelim, R tarafindan iiretilen bir Thue kongruanstir [2]. Bir
weX kelimesi i¢gin w nin kongruans smifi {ueX" | ue—"pw } olup, bu denklik
smifi [w]g ile gosterilir. Ayrica X' /"y biitiin kongruans siniflarinin kiimesini
gosterir. u ve v kelimelerinin kongruans siniflarinin ¢arpimi

[u]r[v]r= [uv]r
seklindedir. Bu carpma islemi birlesme 6zelligini saglar ve [A]g birim elemandir.
Boylece X " /" bir monoiddir ve [ X ; R ] ¢ifti bir monoid sunusudur. Bu sunustaki
tirete¢ kiimesi X sonlu ise bu monoide sonlu iiretecli monoid, hem X hem de R sonlu

ise 0 zaman bu monoide sonlu sunumlu monoid denir.
Yeniden yazma sistemleri iizerinde asagidaki sonu¢ 6nemlidir:

3.1.5 Onerme: Ayn alfabe iizerindeki iki yeniden yazma sistemi eger aymi

Thue kongruansini iiretirlerse bu iki yeniden yazma sistemine denktir denir.
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Bir R yeniden yazma sistemi i¢in kelime problemi, verilen iki u ve v

kelimeleri igin w<> g v nin saglamp-saglanmamasidir. Yani bu iki kelimenin, belli

bir kural altinda birbirine denk olup olmamasinin incelenmesidir. Bunun ig¢in

oncelikle bazi tanimlar1 verelim.

R yeniden yazma sistemi olmak iizere,
3.1.6 Tanim:
I) R sistemi i¢in kelimeler arasinda
U—7RURUZTR...
seklinde sonsuz bir zincir yoksa, bu yeniden yazma sistemine Noetherian ya da sona
ermis (terminating) denir.
IT) R sisteminden alinacak biitiin u, v, we X " kelimeleri igin,
u—>*R Vv ve u—>*Rw iken v—>*Rz ve w—>*Rz
olacak sekilde bir ze X~ kelimesi varsa, bu yeniden yazma sistemine elmas kurali

(confluent) denir. Bu durum sekilsel olarak asagidaki gibi gosterilebilir:

Tanim 3.1.6’ya ek olarak, verilen bir sistemden yeni 6zellikler de tiiretilebilir.
3.1.7 Tammm: Hem Noetherian hem de confluent Ozelliklerini saglayan

yeniden yazma sistemine tam (complete ya da convergent) denir.

Tam sistemler kullanilarak asagidaki 6nemli sonug elde edilir:
3.1.8 Teorem [2]: Eger R yeniden yazma sistemi fam ise, bu sistem igindeki
her bir kelime tek bir normal forma sahip oldugundan, bu R yeniden yazma sistemi

¢oziilebilir (solvable) kelime problemine sahiptir.
Teorem 3.1.8’in ispatinda diisiince tarzimiz, verilen sistem tam oldugu icin

kelimelerin sonlu sayida adimla baska kelimelere indirgendigi ve indirgenen bu

kelimelerin de birbirine esit oldugu seklindedir. Eger indirgenen bu kelimeler
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birbirine esit olmasaydi, bu durumda bir kelime farkli iki sekilde ifade

edilemeyeceginden, bu sistem i¢in kelime problemi ¢oziilemez olurdu.

3.2 Bir [ X ; R | Sunusu i¢in Yeniden Yazma Sisteminin Tam Oldugunun

Gosterilmesi

Bir [ X', R ] sunusunun yeniden yazma sisteminin tam oldugunu gostermek

icin iki adim uygulanir.

e 1. ADIM: Oncelikle bu sistemin sona ermis (terminating) oldugu gosterilir.

Bunun i¢in X~ daki kelimeler arasinda bir indirgeme siralamasi olmasi gerekir. Yani
verilen sunustaki her bir # = v bagintis1 i¢in eger u>v ise bu > siralamasi bu sunus
icin uygundur. Diger bir deyisle, biitiin # ve v kelimeleri i¢in u—v kurali u>v
siralamasini saglar. Yeniden yazma sisteminde kullanilan birkag tipte indirgeme
siralamas1  vardir. u, veX olmak iizere, bu swralamalar asagidaki gibi

tanimlayabiliriz.

1) Uzunluk Siralamasi1 (L): Harf sayis1 fazla olan kelime daha biiytiktiir.
Yani,
w>rv & |uf>y|

dir.

2) Agirhik Siralamasi (W): X in her bir eleman1 pozitif bir say1 ile belirtilir.
Bir kelimenin agirhigi ise bu kelimedeki harflerin belirttigi sayilarin toplamidir ve
herhangi bir u kelimesi icin bu kelimenin agirligit W(v) ile gosterilir. Notasyonel
olarak
uw>yv < Wu)>Ww()
dir.

3) Soldan Sozliik Siralama (LL): Bu siralama X icindeki harflerin kendi

aralarinda srralanmasiyla uygulanir.  Ornegin alfabedeki abcd... harflerinin

a<b<c<... seklinde siralanmas1 gibi. Herhangi iki kelimeyi siralamak i¢in ise soldan
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baslayarak her iki kelimenin harfleri karsilastirilir. Ilk farkli olan harflerden
hangisinin harfi siralamada daha biiyiikse, o kelime daha biiyiiktiir. Ornegin,

X = {ab,c,...} ve siralama a<b<c<...olsun. X" dan u = abbach ve v = abbabb
seklinde iki kelime alalim ve bu iki kelimeyi karsilagtirdigimizda ilk olarak besinci
harfleri farklidir ve b<c oldugu i¢in de u>;; v olur. Benzer olarak kelimeler arasinda

sagdan sozliik siralama (LR) da yapilabilir.

4) Uzunluk ve Soldan Sézliik Siralama (LLL): Burada u>;;; v olmasi igin
gerek ve yeter kosul
va |ul>|v| olmasi ya da |u| = |v| ise u> v
olmasidir. Ornegin iki kelime u = abab ve v = abaa (a<b) olsun. Bu iki kelimenin
uzunluklar1 ayni olmasina ragmen u>;;; v dir. Benzer olarak kelimeler arasinda

uzunluk ve sagdan sozliik siralama (LLR) da yapilabilir.

e 2. ADIM: Bu veniden yazma sisteminin confluent oldugu gosterilir.

Bunun i¢in ise biitiin kritik ciftlerin (critical pairs) ¢oziilebilmesi gerekir. Buradaki
kritik ¢ift ile anlatilmak istenen; u, v, w, p ve ¢ kelimeleri X da olmak tizere uv = p ve

vw = g (v bos kelimeden farkli) bagintilarindan elde edilen {pw, ug} kelime

ciftleridir.
q
U 14 w
[ I I

Bu {pw, uq} kritik ciftin ¢oziilebilir olmas: demek ise,
pW—)*RZ Ve uq—>*Rz

olacak sekilde birze X" kelimesinin elde edilebilir olmasi demektir.

3.2.1 Ornek: Asagida verilen dort yeniden yazma kuralmin olusturdugu

yeniden yazma sisteminin confluent oldugunu gosterelim.
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a—\, b’—\, b'a'—(ab)t, (ba)'—a'd’
Bunun i¢in bu dort yeniden yazma kuralinin sol yanlarina bakalim ve ¢akisan

butiin kelimeleri ele alalim.

\ ba* | | b
| @) | | LB |
s | ‘ B
a a
4 5
L e | b
| (@' | | () \
I | I

Simdi {(ab)*a, b*}, {a”, b(ab)*}, {a’b*a’, (ba)’b} ve {a(ba)’, b*a*b*} kritik ciftlerinin

coziilebilir oldugunu yani herbirinin tek bir kelimeye indirgendigini gosterelim.

5 4

b*a’ b’a
@hfatavay T A% T hab) = o'y
a’b* a‘'p’
\A b4 a4 A/
4 4 4 4
— (ba)'a —, — b'(ba) —

a‘b'a’ (ba)’b a(ba)’ b* a'*p’
a*(ab)* (ab)*b* = a(ba)’b’
(ba)’b a(ba)’

Sonug olarak verilen yeniden yazma sistemi confluenttir.
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3.2.2 Ornek: S bir yar1 grup ve sunusu
§$s=1[a,b,c;ba=ac,ca=ab,ab=bc,cb=ba,ac=ch,bc=ca]

biciminde verilsin. Bu S yar1 grubu i¢in, kelime probleminin ¢oziilebilirligi
asagidaki sekilde gosterilir.

Ik olarak ba—sac, ca—ab, ab—bc, cb—ba, ac—cb, bc—sca yeniden yazma
kurallarindaki kelimeler arasinda tek bir indirgeme s6z konusu oldugundan ve
asagida gosterdigimiz gibi kelimelerin ayni indirgendigi kelimeleri sonlu sayida
adimla buldugumuzdan, sistemin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerekli olan ilk sart olan
Noetherian (sistemin sona ermis olmasi) saglanmis olur. Daha sonra bu yeniden
yazma kurallarinin sol yanlarina bakalim ve ¢akisan biitlin kelimeleri ele alalim. Elde
edilen {ach, b’c}, {ac®, beb}, {ab’, cbe}, {abe, ¢*b}, {bca, a’c}, {bc, aca}, {bd’,
cac}, {bac, *a}, {cba, a’b}, {cb* aba}, {ca’, bab}, {cab, b*a} kritik ciftlerinin

¢oziilebilir oldugunu yani herbirinin tek bir kelimeye indirgendigini gosterelim.

bab bac cab
S 2 2 2 S
ach bc ac beb ab cbe
| | | | | |
aba bca cbc cab beb cbc
| | |
cd ’a bac
| | |
aba cab beb
cac aba abc
™S, & T, &~ T
abc cb bca ac bc aca
| | | | | |
aca cba bab ach cac cba
| | |
ba* cb’ cac
| |
aca bab
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cha

ba cac
| |
aca abc
|
aca
ach
cbz‘// ~a
| |
bab bca

bab

Sonu¢ olarak S yar1 grubu icin kelime problemi, Teorem 3.1.8 ile

¢Oziilebilirdir.

3.2.3 Ornek: 1.4 Alt Boliim’de inceledigimiz gibi bir Hamiltonian devresi
her bir koseden bir defa gegerek tiim koseleri dolasan ve tekrar basladigir kdseye
donen bir devredir. Asagidaki Hamiltonian devresini ele aldigimizda, L ile bulunan
koseden sola hareket ve R ile de saga hareket kastedilmektedir.
devresi i¢in bir sunus olusturmak gerekirse bu sunusun iirete¢ elemanlar1 L ve R,
bagint1 elemanlar: da R° = L> =1, RL*’R = LRL, LR’L = RLR, RL’L = L* ve LR’L = R*

olarak diisiiniilebilir.

aba

cbce
S
bac ca
| |
beb cab
|
cab
bca
caz‘/ \‘bab
| |
aba ach
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cha

'

cac

beb

cab‘/ \‘bz

|

che

a’b

|

abc
bc?

cac

a

'

bac

'

ach

che

Bu Hamiltonian



Ik olarak, R* = L’ = 1, RL’R = LRL, LR’L = RLR, RL’R = L’ ve LR’L = R’
bagintilarin1 yeniden yazma kurallar1 olarak diisiindiigiimiizde bu yeniden yazma
kurallarmin sol yanlarina bakalim ve c¢akisan biitiin elemanlarin indirgendigi
elemanlart inceleyelim. Burada indirgenen elemanlarin denk olmasi bunlarin

baslangi¢ kdselerinin ve bitis kdselerinin ayni olmasi anlamindadir.

R’L’R RL’R RL*R®
L’R RYLRL L°R RYL? RL>  LRLR'
RL’R® RL*RL’R RL’RL’R
RL? L’R* LRL*R RL* LR RL*RL

AN

R'L LR*LR
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Elde edilen R°L°R, R°L’R, RL’R’, RL’R’, RL’RL’R, RL’RL’R, LR’LR’L ve
LR’LR’L elemanlarinin indirgendigi elemanlar kendi aralarinda birbirlerine denktir.
Ornegin R°L’R elemaninin indirgendigi L*R ve R*LRL elemanlarinin baslangi¢ kosesi
olarak Sekil 3.1°deki 1 numarali késeyi aldigimizda L°R eleman sirasiyla 8, 9 ve 18
numarali koselerden geger. R'LRL elemani ise 5, 4, 3, 2, 10, 9 ve 18 numaral
koselerden gecer. Yani bu iki elemanin baslangic ve bitis koseleri aynidir dolayisiyla
da bu iki eleman denktir.

Sonug olarak, Teorem 3.1.8 ile, verilen bu Hamiltonian devresi (Sekil 3.1)

icin kelime problemi ¢oziilebilirdir diyebiliriz.

3.3 Knuth-Bendix Algoritmasi

Verilen bir sunusun temsil ettigi grubun kelime problemi i¢in, 2. Bolim’de
anlatildig1 gibi, bu grubun elemanlarindan bir temsilci kiimesi olusturulur ve alinan
her elemanin bu kiimedeki bir elemana denk oldugu gosterilirdi. Ancak sonsuz
mertebeli bir grup ic¢in temsilci kiimesi olusturamayacagimiz igin asagida

verecegemiz algoritma yardimiyla bu grubun kelime problemine ¢6ziim arayacagiz.

Knuth-Bendix algoritmasi, verilen bir sunugun bagint1 kiimesindeki esitlikleri
confluent yeniden yazma sistemine doniistiiren bir algoritmadir. Eger bu algoritma
basar1 ile sonuglanirsa (yani bagint1 kiimesindeki esitlikler confluent yeniden yazma
sistemine doniistiiriiliirse), verilen sunusun temsil ettii grup i¢in kelime problemi

coziilebilirdir. Bu algoritmayi1 agagidaki 6rnek tizerinde inceleyelim.

3.3.1 Ornek:
<xy; =y =@y =1>
sunusu verilsin. Bu sunustaki lirete¢ kiimesi ve bagint1 kiimesi sonlu olmasina (yani
sunusun sonlu sunumlu olmasi) ragmen bu sunusun temsil ettigi grup sonsuzdur.
(genel olarak bu tipteki yani
<xy;x=y=(@)'=1>
bicimindeki sunuglar i¢in eger 1/k + 1// + 1/m > 1 ise, sunusun temsil ettigi grup

sonludur [14].) O ylizden yukarida da bahsettigimiz gibi bu grubun elemanlari i¢in
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bir temsilci kiimesi olusturamayiz. Ancak bu durum, grubun kelime probleminin

¢Oziilemez oldugu anlamina gelmez. Onun i¢in bizde

M-l @ry-1 3G @' -1,

yeniden yazma kurallarim1 kullanarak, c¢akisan biitiin kelimelerden olusan kritik
ciftlerin ¢oziilebilir olmast igin yeni yeniden yazma kurallar1 bulmaliyiz. Ilk olarak
(1) ve (3) kurallarinin sol yanlarindaki ¢akisan x elemant i¢in, x’yxyxy kelimesini géz
Ontine alalim. Bu kelimeye (1) ve (3)’teki indirgeme islemlerini uygulayarak

yxyxy = x° esitligi, buradan da

(4) yxyxy — X%,
kurali elde edilir. (Knuth-Bendix algoritmasinda P; = Q; bi¢imindeki bir bagint1 igin
0O; < P; siralamasi kabul edilir ve bu P; — Q; kurali seklinde gosterilir.) Benzer

olarak, xyxyxy3 kelimesi i¢in de (2) ve (3) kullanilarak

(5) xyxyx — )7,

kurali elde edilir. Bir sonraki adim olarak (3) kurali kaldirilir ve (1) ile (5)’teki x

elemanimin ¢akismasiyla olusan x’yxyx kelimesinden

(6) yxyx — xy7,

kurali elde edelir. Daha sonra (4) ve (5) kurallart kaldirilir. Son olarak da xyxyx®

kelimesine (5) ile (1) kurallar1 uygulanarak

(7) ¥’x* — xyxy,

kural1 olusturulur. Sonug olarak,

M X>1 @Y=l (6) yox—xy, (7)1 —xm,
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yeniden yazma kurallarinin olusturdugu yeniden yazma sistemi confluent
oldugundan (yani (1), (2), (6) ve (7) kurallarinin sol yanlarindaki ¢akisan biitiin
kelimelerin olusturdugu kritik ciftler tek bir kelimeye indirgendiginden) algoritma
basariyla sonuglanmistir. Dolayisiyla da

<xy;x=yi=()’=1>

sunusunun temsil ettigi sonsuz mertebeli grup i¢in kelime problemi ¢oziilebilirdir.

3.3.2 Uyar1: Bu boliimde, tam yeniden yazma sistenine sahip bir monoid i¢in
kelime probleminin ¢ozilebilir oldugunu verdik. Ancak bu durumun tersinin
olmadig1 [17]’de bir ornekle agiklanmistir. Bu Ornekte sonlu tiiremis tip (finite
derivation type) kavramindan bahsedilmis ve tam yeniden yazma sistemine sahip bir

monoidin biitlin sonlu sunuglariin sonlu tiiremis tipe sahip oldugu verilmistir.
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4. MONOIDLER UZERINDEKiI WREATH CARPIM iCiN KELIME
PROBLEMININ COZULEBILIRLiGI

Gruplarda oldugu gibi monoidlerdeki kelime problemi de son zamanlarda
tizerinde ¢aligilan 6nemli konulardan biridir. Bu ylizden tezimizin bu son boliimiinde
wreath carpim sunusu monoidler iizerinde verilecek ve bu sunus devirli monoid
yapisina uygulanarak bu tip monoidlerin wreath ¢arpimi i¢in iiyelik (membership)

problemi incelenecektir.

4.1 MonoidlerUzerinde Wreath Carpim

Tezin bu alt boliimiinde, cebirsel yapilar iizerinde dnemli bir genisleme ¢esidi
olan wreath carpim incelenecektir. Bu ¢arpima ait sunusun elde edilmesi yar1 gruplar
tizerinde kolay olmadigi i¢in bu sunus monoid yapisi lizerinde verilecektir. Ayrica
bu sonug¢ bazi 6zel monoid durumlarina da genisletilecektir. Ancak son zamanlarda
yart gruplarin wreath ¢arpiminin sonlu iirete¢li olmast ve diger sonluluk durumlari

icin gerek ve yeter kosullar incelenmistir [16].

Olusturacagimiz bu wreath ¢arpimin sunusunu Oncelikle keyfi monoidler

uzerinde verelim.

A ve B monoid olsun. 4 nin B nin mertebesi kadar kendisi ile kartezyen
carpimi A™* ile, uygun direkt ¢arpim ise 498 ile gosterilir. A ile B den 4
monoidine tanimlanan biitiin fonksiyonlarin kiimesi ve A% ile de bu sekildeki f
fonksiyonlarindan sonlu destege (support) sahip olanlarin kiimesi ifade edilir. Bir f
fonksiyonunun sonlu destege sahip olmasi xe B i¢in flx) = 14 sartinin saglanmasi
demektir.

A nin B ile kisitlanmamuis (unrestricted) ve kisitlanmig (restricted) wreath

carpimlart
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(/, b)(g, b)) = (fg", bb") (4.8)

carpma islemi altinda tanimli sirasiyla A™xB ve A4 EDB><B kiimeleridir ve AWrB ile
AwrB seklinde gosterilirler. Esitligin ikinci tarafindaki g” fonksiyonu
gb :B— A4
g'x)=glxb) (xeB)
seklinde tanimlanir. AWrB ve AwrB, birim elemani (i, 1) (VxeB igin i(x) =1y
olan moniddirler. Ayrica AWrB = AwrB olmasi i¢in gerek ve yeter kosul |[4| =1 veya

B nin sonlu olmasidir.

{(f; 15) | fed ® B ve {(i, b) | be B} kiimeleri sirasiyla 4 ®s ve B ye izomorf
olan AwrB nin alt monoidleridir. Buradan
G110 = (b, fed® beB
dir. Simdi ae 4 ve be B i¢in,
Z :B— A4

fonksiyonunu

—() a, c=bise
a, (C)=
’ 1,; c#b ise

seklinde tanimlayalim. Ayrica, eger f: B — A fonksiyonu sonlu destege sahipse bu

durumda

=11r®,

beB

dir.
A monoidi X kumesi ile tretilsin. Bu durumda 4 nin her ¢ elemanm X in

M),

elemanlarinin x .. x™ seklinde bir ¢arpimuyla ifade edilir. Bu durumda (V be B

i¢in)
— —H—® —Mm
a,=x, X, ...X,
seklindedir. Bdylece [5]’te bulunan asagidaki 4.1.1 On Teorem ve 4.1.2 Teorem elde

edilir.
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4.1.1 On Teorem: A4 ve B monoidleri sirastyla X ve Y kiimeleri ile iiretilsin ve

X, =1{(x,, 1) | xe X, be B}

Y={(1,y)|ye?}

olsun. Bu durumda ( UZ )Y, Y kiimesi AwrB yi iiretir.

beB

4.1.2 Teorem: A ve B monoidleri sirasiyla [ X'; R4 ] ve [ ¥ ; Rp | sunuslariyla
temsil edilsin. be B i¢in X, = {x; | xe X} kiimesi X in bir kopyas1 ve Ry, 5 kiimesi de

R4 bagmt1 kiimesinin uygun bir kopyasi olsun. Bu durumda AwrB nin {irete¢ kiimesi

( UZ yu Y ve bagint1 kiimesi

beB

Rab 5 Rp; (4.9)
xpx'e=x"cxp , x,x'eX, b,ceB, b#c; (4.10)
v =([]x. . xeX yet, beB; (4.11)
ceb)fl
seklindedir.

Ispat: @ : (| JX,)u)* > 4wrB

beB

doniistimiinii

D(xy) = (x,, 15) , xeX, beB,

©()=(1,5) , ye¥,
seklinde tanimlayalim. Bu doniisiimiin 4.1.1 On Teorem ile drten oldugu agiktir.
Ayrica, A monoidinin sunusundaki bagintilarin B nin meretebesi kadar
kopyalanacagi ve A s den dolay1 da 4 nin elemanlarinin kopyalarinin ¢arpimlarinin
degismeli olacag1 (4.9) ve (4.10) bagmntilarinda kolayca goriiliir. Simdi (4.11)

bagintisini elde etmeye calisalim. Bunun i¢in ilk olarak

(Ly)(x, . 1) =(x, ) =(x, , 1s)(1,)

olduguna dikkat edilmelidir. Herbir de B i¢in
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x; dy=> ise
1.

A

x, (d)=x, (dv)= { b b ise

|x deby™ ise
1,; deby™ ise
= [Tx.@=([Tx)@

ceby71 ceb)fl

dir. Boylece
— —
v, =[x
Ceb)fl

elde edilir. Buradan da

(Ly)(x,, 1) = ([T Cx. . 1)(L, )

ceb)fl

dir. Boylece, ® (4.9), (4.10) ve (4.11) bagintilar1 ile tanimlanmis M monoidinden

AwrB iizerine olan bir epimorfizma olur.

Son olarak, @ nin bir monomorfizma oldugunu gosterelim. Bunun i¢in w

kelimesi M nin bir elemanini temsil etsin. Buradan w(b)e X* (beB) ve w'eY*

elemanlar1 vardir dyleki

w=([Tw®),)w’

beB

dir. (Burada, ze X* i¢in z, kelimesi X, * i¢indeki uygun bir kelimedir.) Simdi herbir

we X*ve ce B igin

—() w;, c=b ise
w, (c)=
’ 1,; c#bise

dir. Boylece biitiin ce B i¢in

(Tw®),)©) = [T (W), (c) = w(c)

beB beB
elde edilir.
Herhangi iki u, ve (| X, ) D)* igin
beB
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O(u) = 0(v) = O(([ [@®)),)u") = ([T,

= o) ([ Jw®)),)= 00" ([ (:(®)),)
= ([Tw®))1)A u)= TG0 V)

= (Jw®),. v)= J]0®), v

beB beB

elde edilir. Birinci bilesenlerin esitliginden (4.12)’yi kullanarak her ce B igin
u(c) = v(c) sonucuna ulasilir. Ikinci bilesenlerin esitliginden u' = V' esitligi elde
edilir. Buradan da (4.9) bagintist M den alinan u ve v i¢in u = v esitligini verir.
Boylece © birebir ve ortendir. [

Yukarida verilen Teorem 4.1.2°yi sonlu devirli monoidler {izerinde

uygulayalim.

4.1.3 On Teorem: A ve B monoidleri sirastyla 0, = [ x ; x* = x' (I<k) ] ve

Pp=[y;y" =" (n<m)] sunuslari ile temsil edilsin. Bu durumda AwrB nin sunusu

[x9, XD, x"D y sy =y (Y = D)Y (0<i<m-1),
x%0 = x0D (0< i<j<m-1),
=Xy (1<i<m-1), ™ =x"Yy]  (4.13)

seklinde olur.
ispat: B devirli monoidinden alinan bir b elemani i¢in X, = {x, | beB}

kiimesi, 4 devirli monoidin iireteci olan x elemaninin kopyalarinin kiimesi olsun.

Kolaylik olmasi agisindan, herbir » = )” elemani igin x, kopyalarmi x%?
(0<p<m-—1) olarak ifade edelim. Boylece AwrB nin Tlrete¢ kiimesi
{x(o), A0 XD, v} seklinde olur. Wreath carpim icerisinde bu x elemaninin m

tane kopyasi oldugu i¢in =y bagmtist (XY = (x(i))l (0<i<m-1) seklinde
yazilmalidir. Ayrica AP direkt carpim oldugundan A nin {ireteci olan x elemani
icin, X% = XD (0<i<j<m—1) esitligi de wreath carpimuin bagimti kiimesinde

bulunmalidir.
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Simdi Teorem 4.1.2°deki (4.11) bagintisim1 devirli monoidlere uygulayalim.

Verilen

=[]

ceby™
bagintisindaki x. elemani ile x, kopyasindan siralamada onde gelen kopya
belirtilmektedir. Bu durumu belirttigimiz kopyalarin ifadesi ile
D =x" Dy (1<i<m-1)
seklinde yazabiliriz.
Ayrica B devirli monoidin ™ = " bagintisi i¢in
ceby! =cy=>b
esitligini saglarsak y"'y = " elde edilir. Buradaki y""' = ¢ ve y" =b olarak alirsak
@ = D),

bagintis1 da AwrB nin sunusuna eklenir. [

Ranki 2 olan serbest abelyan monoidin sonlu devirli monoid ile wreath
carpiminin sunusu (4.13)’e benzer sekilde olusturulabilir. Sadece wreath ¢arpimin

bagint1 kiimesinin, serbest abelyan monoidin iirete¢ elemanlarina gore degisecegine

dikkat edilmelidir.

4.1.4 On Teorem: A serbest abelyan monoidin ve B sonlu devirli monoidin
sunuslar sirasiyla 24 = [ x1, X2 ; x1x0 = xox1 | ve 5=y ;)" =" (n<m)] olmak

lizere, AwrB nin sunusu

[ 217, x,@ O0<i<m-1),y;y"=)", 1.9 = x, P, O 0<i,j<m-1, a,be{l,2}
@ =x"Yy (1<i<m-1),
y =x0y (1< j<m-1),
0™ = x, Dy () = oD g
seklindedir.
Simdi tezin genel konusu olan karar verme problemlerinden kelime
probleminin ¢d6ziilebilirligini monoid yapisinda inceledigimiz wreath ¢arpim

uzerinde verelim.
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4.1.5 Teorem: 4 ve B monoid olsun. AwrB nin kelime probleminin
¢oOziilebilir olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul B monoidinin kelime probleminin
¢Oziilebilir olmasidir.

Ispat: B monoidinin kelime problemi ¢oziilebilir olsun. AwrB nin keyfi bir

w1 = (fl, d1)(ﬁ, dz) .(ﬂl, dn) (414)

kelimesini ele alalim. Bu w; kelimesindeki ilk bilesenler olan £}, f, ... , f, elemanlar1

A®? hin elemanlan (vani B den A ya olan doniigiimler), ikinci bilesenler olan

di, ds, ..., d, ler B nin elemanlaridir. (4.8)’deki carpma islemini kullanarak

wi = (fi, d).(fo, d2). ... (far d) = (REY S, dids. .. dy) (4.15)
elde edilir. AwrB nin kelime probleminin ¢dziilebilirligi i¢in AwrB den
w2 = (g1, 1).( &2, h2). ... (gr, hr) (4.16)

gibi keyfi baska bir kelime alalim ve w; in w; ye esit olup olmadigini inceleyelim. B
nin kelime probleminin ¢oziilebilirligi geregi

didy...dy=hihy...h,
dir. Simdi ise w; ve w; kelimelerinin birinci bilesenlerinin esitligini kontrol
etmeliyiz. Bunun i¢in (4.15) esitligindeki w; in birinci bileseninin we B deki

goriintiisiine bakalim.

SR i) = Fi) 100 S )
Zﬁ(w)fz(wdl)...f,,(wdldz...dn-l)
= 5152...8, (4.17)

olur. Buradaki s, s2, ..., s, kelimeleri 4 nin elemanlaridir ve f1, f5, ..., f, nin sirasiyla
w, wdy, ..., wdid,...d, deki goriintiileridir. B nin kelime probleminin ¢oziilebilirligi
w kelimesinin herhangi bir w kelimesine, wd; kelimesinin herhangi bir w'a’lv
kelimesine denkligini verir. Bu durumu B den alinan biitlin kelimeler igin
diisindiigimiizde wd,d>...d,.; kelimesi de herhangi bir wd,d> ...d,., kelimesine
denktir. Bdylece biitiin w', wvdl', ey w'dl'dz' ...dn_lyeB kelimeleri i¢in sl', sz', ey sn'e S
elde edilir. Buradan s;s,...s, kelimesinin s;s,...s, kelimesine denk oldugu goriiliir.
Burada da si, s2, ..., s, kelimeleri g, £, ..., g donlslimlerinin sirasiyla
w, wdl', ..., wd\d, ...d,, deki goruntiileridir. B den alman bu w kelimesi keyfi

oldugundan
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fﬁd[n.ﬁld]dz...dn_l _ glgzhj.”grh1h2.“h,~_1
esitligi elde edilir.
Diger taraf icin AwrB nin kelime problemi ¢oziilebilir, w; ve w, kelimeleri de
sirastyla (4.14) ve (4.16)’daki tanimlananlar gibi olsun. Kelime probleminin
¢oziilebilirligi geregi bu wi ve w, kelimeleri birbirine esittir. ikililerin esitligi geregi

de birinci bilesenler i¢in

flfzdl---ﬁqd[dzmdn_l — glgzhl.“grhlh}--hr—l (4.18)
ve ikinci bilesenler i¢in
dids...d, = hihy...h, (4.19)

dir. Buradan da (4.18) ve (4.19) esitlikleri sirasiyla 4 nin ve B nin kelime

probleminin ¢oziilebilirligini verir. Bdylece ispat tamamlanmis olur. [

4.2 Devirli Monoidlerin Wreath Carpim Icin Uyelik (Membership)

Problemi

X ile tiretilen keyfi bir M; monoidi ve bunun M, gibi alt monoidini ele alalim.

M, i¢indeki M, monoidi i¢in iiyelik problemi,

“X iizerideki keyfi bir kelime, M, monoidin herhangi bir elemanini temsil eder

mi?”

sorusuna cevap veren bir algoritmanin arastirilmasi problemidir. Baz1 6zel yar
gruplar iizerinde de bu problem g¢alisilmistir. Ornek olarak, &k ve / negatif olmayan
tamsayilar olmak iizere Sy ; yar1 grubunun [ a, b ; ab’ = b'a | sunusu igin tyelik
probleminin ¢oziilebilirligi [6]’da ispatlanmustir. (Bu tiir yar1 gruplara Baumslag-

Solitar yar1 gruplar denir).

4.2.1 Teorem: Iki sonlu devirli monoidin wreath ¢arpiminin iiyelik problemi
¢Oziilebilirdir.

Ispat: Tk olarak (4.13) sunusunun temsil ettigi wreath carpima ait kelimelerin
bir normal formunu yapilandirmaliyiz. Bu kelimelerin, sunusun iirete¢c elemanlari

olan x" (0<i<m-1) ve y ile olusacagi asikardir. Simdi ise kelimelerin,
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L, ", »°,
@) pn,
(x(i)) a ybl (x(l)) ay ybz ,

(x(l)) a y b (x(l)) a y b, . (x(l)) n y b, , (4.20)

seklinde temel normal  formunu  olusturalim. Burada, 0<i<m-1,

1<a, ay, ay,...,an<k-1, 1<b, by, by, ..., b, <m-1 dir. Ayrica AwrB den alacagimiz

(x(i+P)) q ydl (x(i+q)) € ydz ,

p#q, 0<p, g<m-1 ve 1<c), c,<k-1, 1<d;, d<m-1 bigimindeki kelimeler de
(4.20) sunusundaki

(n) — (m-D)

=3y (1<i<m-1)  ve Y

bagintilar1 kullanilarak, (4.20)’deki kelimelere doniisiir. Bu (4.20)’deki kelimeleri

temel normal form adiyla adlandirmamizin nedeni de budur.

Simdi ise, {x (0<i<m-1), y} kiimesinin elemanlariyla olusmus bir v
kelimesini ele alalim ve bu kelime 4 nin B ile wreath carpiminin keyfi bir elemanin
temsil etsin. Ayrica, farzedelim ki AwrB nin sonlu iiretecli alt monoidi

U= {u, us, ..., un} (meN), (4.21)
iirete¢ elemanlarla olusturulan kelimelerin bir kiimesi olsun. Daha sonra, AwrB den
alman keyfi v kelimesinin, U kiimesinin elemanlarinin bazi ¢arpimina esit olup
olmadigina bakmaliyiz.  Bu durum da, (4.13) sunusunun son iki bagintisi

kullanilarak arastirilir. Bu U kiimesini

(L,

0<i<m-1, 1<a<k-1 ve 1< b<m-1 seklinde genel bir formda yazabiliriz. (4.20)

deki elemanlar, bu U kiimesindeki elemanlarin sonlu sayidaki ¢arpimiyla elde
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edilebileceginden ve AwrB den alinan keyfi kelimeler de (4.20)’de verilen formlara
déniistiiriilebileceginden, U = {1, (x”)“, y*} kiimesinde olmayan higbir kelime
bulunmaz. Dolayistyla da (4.13) sunusu igin iiyelik problemi ¢oziilebilirdir. [

4.1.4 On Teorem ve 4.2.1 Teorem kullamlarak asagidaki sonug ispatlanabilir.

4.2.2 Sonug: Serbest abelyan monoidin sonlu devirli monoid ile wreath

carpiminin liyelik problemi ¢oziilebilirdir.

Uyari: 4.2.1 Teoremin ispati, iki devirli monoidin wreath ¢arpiminin tyelik
probleminin  ¢oziilebilirliginin ayn1  wreath c¢arpimin kelime probleminin
coziilebilirligini verdigini gosterir. Ciinkii, bu teoremin ispatinda yaptigimiz gibi,

(4.21) kiimesini

U={ui=1lu= (x(o))“ , U3 = (x(l))“ s ey U] = (x(m'l))“ , Um+2 Zyb

(1£a<k-1, 1< b<m-1)}

seklinde ozellestirirsek, AwrB den alinan keyfi w; kelimesi yukaridaki U kiimesinin
kelimelerinin bazi ¢arpimina esittir. Bu da bize AwrB nin kelime probleminin
¢Oziilebilir olmasin1 verecektir. Buna ornek olarak, w, kelimesi U kiimesindeki w5,

@ — 0

U2, U3 VE Upsy kelimelerinin ¢arpimi olarak alinirsa, (4.13) sunusundaki yx 8%

bagintis1 kullanilarak, bu w, kelimesi
W1 = U Uppsr U3 Uppsr = (x(O)) a y b (x(l)) a y b _ (x(())) a y b-1 x(O)y(x(l)) a-1 y b
— (x(())) a y b-1 (x(O))Zy (x(l)) a—2y b
= = (x(())) ay b-1 (X(O)) ay b+1

seklinde yazilabilecegi icin, (4.20)’deki wr = (*?)“p” (x?)“ " kelimesi olarak
diisiiniilebilir. Bu durumu genellestirmek gerekirse, eger herhangi iki w; ve w;
kelimeleri (4.20)’deki ayni temel normal forma déniisiirlerse o halde birbirlerine
esittirler. Bu da sonlu devirli monoidlerin wreath ¢arpiminin kelime probleminin

¢oziilebilir oldugunu verecektir.
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Son bir not;

Bu tezi grup, yar1 grup ve monoidler lizerinde incelenen karar verme
problemlerinden olan ve bir¢cok yapiya da genislettigimiz kelime problemi iizerinde
yogunlastirdik. Ayrica bu problemin tersi durumu olan Co-word problem son ¢ikan
yayinlarda goriilmektedir. Bu problem, bir grubun birim elemanina esit olmayan

kelimelerin arastirilmasi problemidir [4].
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5. SONUC VE DEGERLENDIRME

Tez dort ana boltim altinda toplanmis olup, bu boliimlerde asagidaki sonuglar

elde edilip ¢alisilmastir.

Tezin birinci boliimiinde grup, monoid ve yart grup sunuslari tanimlanmus,
karar verme problemleri grup yapisi lizerinde incelenerek bu problemler arasindaki
gecislilikler verilmis ve gruplarin cebirsel siniflar1 gruplandirilarak bunlarin karar
verme problemlerinin ¢dziilebilir olup olmadig1 veya hala agik bir problem oldugu

Sekil 1.3’te incelenmistir.

Ikinci béliimde grup yapisinin kelime problemi ayrintili bir sekilde verilerek
orneklendirilmistir. Ayrica bu problemin c¢oziilebilirligi serbest carpim grubuna
(Teorem 2.2.6), direkt ¢arpim grubuna (Teorem 2.3.3) genisletilmis ve birlestirilmis
serbest ¢carpimin ve HNN genislemelerinin sunuslar1 (Tanim 2.4.1 ve Tanim 2.5.1)
verilerek bu yapilarin karakterizasyonlart (Teorem 2.4.4, Teorem 2.5.2, Onerme

2.5.4) incelenmistir.

Tezin tigiincii boliimiinde 6zellikle monoid ve yart grup sunuslarinin kelime
probleminin ¢oziilebilirligi i¢in bir metod olan yeniden yazma sistemi kaynaklara
bagl olarak incelenmis (6rnegin, Tanim 3.1.1, Tanim 3.1.4, Tanim 3.1.6 ve Tanim

3.1.7) ve bu metodun bazi uygulamalar1 verilmistir.

Tezin dordiincii boliimiinde, ileriki ¢calismalarimiza yon verecek olan monoid
yapist lizerindeki wreath ¢arpim calisilarak, bu genislemeler iizerindeki kelime
probleminin ¢ozilebilirligini veren Teorem 4.1.5 ve devirli monoidlerin wreath
carpiminin liyelik probleminin ¢oziilebilirligini veren Teorem 4.2.1 tarafimizdan

ispatlanmustir.
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