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Bu c¢alismada gecis sartlari verilen sureksiz Sturm-Liouville problemi
incelenmistir. Operatdr-teorik yorum verilerek, 6zdeger ve 6z fonksiyonlarin
asimptotik formulleri elde edilmigtir. Bu g¢alismadaki farkllik, sureksiz problemin
surekli ¢ozumuinun elde edilmesidir.

Bu tez galismasi alti bolumden olusmaktadir. Birinci bolumunde yapilan
calismanin teorik ve pratik énemi belirtiimistir. ikinci bélimiinde konuyla ilgili
calismalar hakkinda genel bilgiler verilmistir. Uglincli boliiminde problemin
¢cdziminde kullanilan temel kavramlar verilmistir. Doérdinclu  bdoliumuinde
yaralanilan materyal ve metotlara yer verildi. Beginci boluminde sureksiz Strum-
Liouville probleminin 6zdegerleri incelenip asimptotik ifadeler elde edildi. Son
boliminde ise calismada elde edilen sonuglar ve bu sonuglarin 6nemine
deginilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER : Ozdegerler, Ozfonksiyonlar, Sinirdeger problemleri,
Asimptotik davranig, Gegis sartlari, Sinir sartlari, Strum-liouville problemleri.
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ABSTRACT

SOME PROPERTIES OF EIGENVALUES AND EiGENFUNCTIONS OF A
DISCONTINIOUS STURM-LiIOUVILLE PROBLEMS
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Masters Thesis
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In this study, discontinuous Strum-liouville problem with transmission
conditions have been investigated. An operator-theoretic interpretation is given
and asymptotic formulas for eigenvalues and corresponding eigenfunctions have
been obtained. The main different of this study has been obtained continuous
solution for discontinuous problem.

This present work has consisted of six chapters. In the first chapter,
theoretical and practical importances of the problem have been determined. In the
second chapter, a brief knowledge related to the thesis has been given. The third
chapter deals with the fundamental concepts obtained result of for solution of
problem. Materials and methods used for the solution of the problem were stated
in the fourth section, In the fifth section eigen values of the discontinuous Sturm-
Liouville problem were analyzed to obtain asymptotic representations. In the last
section, the results implications of obtained in the present study were discussed.

Key Words : Eigenvalue, Eigenfunction, Asymptotic, Behavior, Boundary-
Value problems, Transmission Conditions, Boundary Conditions, Sturm Liouville
Problems.



111

TESEKKUR

Bu tez c¢aligmamin her asamasinda yardimlarini gordiigim  kiymetli hocalarim
Yrd.Dog.Dr. Ziilfigar AKDOGAN ve Prof.Dr. Oktay MUHTAROGLU’ na ve her zaman
manevi desteklerini hissettigim matematik anabilim dali 6gretim {iyelerine siikranlarimi
sunarim. Ayrica her zaman beni bu tarz ¢aligmalara tesvik eden sevgili aileme tesekkiir
ederim.

Zekeriya SASMAZ



v

ICINDEKILER
OZET it i
AB ST R A CT o i
TESEKKUR .ot iii
ICINDEKILER ..ottt iv
l.GiRTS TR P PP 1
2LITERATUR OZETL ..o, 5
3.GENEL BILGILER ..... ey 8
3.1 Lineer Diferansiyel Ifade ve Smur Sartlar1 ... O 8
3.2. Diferansiyel Operatorlerin Ozdegerleri ve Ozfonksiyonlart .................. 9
3.3 Sturm —Liouville Problemleri ........ T PP 10
3.4. Kompleks Fonksiyonlar ve Diziler I¢gin Asimptotik Davraniglar ............ 12
3.5. Kompleks Fonksiyonlarin Sifir Yerlerinin Sayis1 Hakkinda Teorem .............. 13
3.6. Smirl Varyasyonlu Ve Mutlak Degerli Fonksiyonlar .............................l 13
3.7. Hilbert Uzayinda Simetrik Operatorler ..............coooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinin. 14
3.8. Parametreye Bagli Sinir-Deger Probleminin Coziimiintin Varligi, Tekligi ve

Parametreye Gore Tamlik Teoremi ...........ooviiiiiiiiiiiiiiii i, 15
4AMATERYAL VEMETOD ... 16
S.BULGULAR ..ottt e, 17
5.1 Smir Deger Probleminin Ifadesi ................cooviiiiiiiiiiiiiii e, 17

5.2 Uygun Hilbert Uzay1 ve Operator —Teorik Yorum ..............cooviiiiiiininnnn. 17

5.3 A Operatoriiniin SImetrikligi .........oooiiiiiiiiii e, 19
5.4 Temel Coziimler ve Karakteristik Fonksiyon ...................occooiiiiiiiin.n. 23

5.5 Bazi Baslangi¢ Deger Problemlerinin integral Denklemlere indirgenmesi ...... 30
5.6. Karakteristik Fonksiyonun AsimptotiSi ..........ooevieiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeenn.. 52

5.7 Ozdegerler I¢in Asimptotik Formilller ................oooiiiiiiiiiiiiiiiieein. ., 56

6. TARTISMA VE ONERILER .....ooioiiiiii e, 69
KAYNAKLAR . . e 70

OZGECMIS



1. GIRIS

Sturm-liouville diye adlandirilan 6zdeger parametresini iceren 6zel tipten sinir deger
problemleri matematiksel fizigin Onemli problemlerindendir. Bu problemlerin
matematiksel olarak ¢oziimiinde en etkin kullanilan yontemlerden biri 6zfonksiyon
yontemidir. Bu yontem yaygin olarak bilinen Fourier yontemidir. Matematiksel fizik
problemlelerinde bu yontemin uygulanmasi Sturm-liouville problemlerinin spektral
ozelliklerinin incelenmesini gerektirir. Bazi matematiksel fizik problemleri

2 2
ZT?=P(X)%+R(X)Z—§+Q(x)u, xel[ab], t>0 (1.1)
veya
2
%U=P(X)ZTS+R(X)Z—:+Q(X)u, xela,b], t=0 (1.2)

biciminde kismi diferansiyel denklemlerin tarali simnir ve baslangic sartlari altindaki
problemlerle ifade edilir. (6rnegin telin titresim ve 1s1 iletisim problemlerini). Bu iki tip
problem iki keyfi fonksiyona bagimli sonsuz sayida ¢Ozliimlere sahiptir. Fizik
problemlerinde ise ¢cogunlukla bir tek ¢6ziim arandigindan fiziksel siirecede uygun olarak
kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin bazi 6zel sartlar1 da saglamasi gerekir.
Birgok fiziksel problemde oldugu gibi (1.1) denkleminde de

Bu(a,t)+pu, (at)=0 (1.3)
o, X (b)+a,X (b)=0 (1.4)

bigiminde sinir sartlarini ve

u(x,0)=f(x), 1.5)
u (x,0)=g(x), (1.6)

bicimindeki baslangic sartlarini saglamasi gerekir. Burada (t fiziksel problemlerde zamani
belirttigi ve de t=0 noktasindaki sartlar oldugundan baglangi¢ sartlar1 olarak adlandirilir)
f(x) veg(x) fonksiyonlar1 fiziksel probleme uygun siirekli fonksiyonlardir

alz +a22 >0 ve ﬂlz + ,322 >0 (i=1,2,3,...) sartlarinin saglanmasi gerektigi asikardir. Ve
ikinci dereceden kismi diferansiyel denklem olmasi i¢in p ( X) # 0 sartida dogaldur.

Ozdeslik olarak u (X) =0 seklinde ifade edilen fonksiyonun (1.1) denklem ve (1.3),

(1.4) sinir sartlarini sagladig agiktir. Bu nedenle ilk 6nce (1.1) denkleminin (1.3),(1.4)
siir sartlari saglayan u(x,t) # 0 ¢oziimlerini inceleyelim. Fourier yontemi ile ilk dnce

u(x,t)=X(x)T(t) (1.7)



biciminde ¢6ziimlerini arayalim. (1.7) ifadesinde gerekli kismi tiirevleri alip (1.1)
denkleminde yerine yazarsak

PXT+RXT+QXT=XT"

denklemini elde ederiz. Sonuncu denklemi

PX +RX +QX T’

” T (1.8)

bi¢ciminde yazalim.
Bu sekilde sag taraf yalniz t degiskenine sol taraf ise yalniz x degiskenine bagl
sabit fonksiyonlardir. Bu sabit fonksiyonu —A ile gosterirsek

PX +RX +QX =-AX 1.9)
ve

T =-aT (1.10)
adi diferansiyel denklemleri elde edilir.
(1.7) ifadesini (1.3),(1.4) sinir sartlarinda yerine yazarsak

BX(a)+pB,X (a)=0 (1.11)
aX(a)+a,X (a)=0 (1.12)

siir gartlari buluruz. (1.9) denklemini ve (1.11) ,(1.12) sinir sartlarin1 saglayan

¢Oziimlerinin aranmast problemi (1.9) denklemi i¢in smir deger problemidir. Bu tip
problemler literatiirde Sturm-liouville problemi olarak adlandirilir.
Genel olarak Sturm-liouville tipindeki problemlerin A parametresinin herbir degeri

igin ¢oziim bulunmaz fakat P,6,R fonksiyonlar: [a,b] araliginda siirekli iseler Sturm-

liouville problemini A nin sayilabilir sayida
Aos As Ay ee (1.13)

degerleri i¢in ¢dzlimiin mevcut oldugu bilinmektedir. Verilen Sturm-liouville probleminin
(1.13) deki degerlerine 6z degerler, uygun ¢6ziim fonksiyonlarina da 6zfonksiyonlar denir.
Demek ki Sturm-liouville probleminin sayilabilir sayida A4,,4,,4,,... 6zdegerleri ve bu

0zdegerlere uygun
Xo (%), X, (X), X, (X),... 1.14)

Ozfonksiyonlar1 vardir. Ayrica (1-14) fonksiyonlar sistemi ortogonal bir sistemdir. Yani

b
m=n = [X, (X)X, (x)dx=0 (1.15)

a

A nin (1.13) deki degerleri i¢in (1.10) denkleminin T, (t) ¢Oziimleri bulunur.



Eger 4,>0 (n=0,1,2,...) ise
T,(t) = A, cos\[4, t+B, sin /4, t (1.16)

¢Oziimleri elde edilir. Bu durumda herbir
u, (x,t)=X, (x) T,(t) (1.17)

fonksiyonu (1.1) denklemi ve (1.3),(1.4) sinir sartlarini saglar. (1.1) denklemi ve (1.3),(1.4)
sinir  sartlar1 U (X) degiskeni ve onun tiirevlerine gore lineer oldugundan (1.17)

bicimindeki ¢o6ziimlerinin toplamindan olusan (serinin yakinsakligi ile ilgili baz1 ek
sartlarinin saglanmasi ile birlikte)

:i(ﬁh cos/2, t+B, sin\/Z'[)Xn (x) (1.18)

>
Il
(=}

serisinin toplamida (1.1),(1.3),(1.4) problemlerini saglar.

Eger (1.18) serisi yakinsak ve de x ve t degiskenlerinin her birine gore iki kere terim terim
diferansiyellenebilirse bu durumda (1.18) serisinin toplami (1.1),(1.3),(1.4) probleminin
¢Ozlimii olur.

Simdi hangi sartlar altinda (1.18) serisi (1.5) ve (1.6) baslangic sartlarini
sagladigini aragtiralim A, ve B, katsayilar1 dyle segmeye ¢alisacagiz ki (1.3) fonksiyonu
(1-5) ve (1-6) baslangi¢ sartlarin1 da saglasin.(1.18) ifadesini (1.5) ve (1.6) baslangic
sartlarinda yerine yazarsak

;Tn(O) Xq (x)=f(x) (1.19)
ion(o) X, (x)=g(x) (1.20)

esitliklerini buluruz.

Eger f (X) ve g(x) fonksiyonlar sirasi ile (1.19),(1.20) serilerine agilabiliyorsa o

halde arastirdigimiz (1.1),(1.3)-(1.6) baslangi¢ sinir deger probleminin ¢éziimii bulunabilir.
Simdi f ve g fonksiyonlarinin



£(x)=3.C, X, (x) (1.21)
n=0
9(x)=>.D, X, (x) 1.22)
n=0
Fourier serilerine agilabilir oldugunu kabul edelim. Bdyle bir durumda
T,(0)=C,, n=0,12,.. (1.23)
T.(0)=D, n=0,1.2,... (1.24)

esitliklerini saglamasi gerekir. Buradan (1.16) geregi

D,

N

seklinde A, ve B, katsayilar1 bir degerli olarak bulunur ve (1.25) esitliklerini (1.18)

A]ZCn ’Bn:

(n=0,1,2,..) (1.25)

formiiliinde yerine yazarsak (1.1), (1.3)-(1.6) probleminin ¢oziimii

u(x)=i[Cn cos\//?,_nt+\/D/1Lnsin\/ZtJXn (x) (1.26)

n=0

seklinde bulunur.
Yukarda ki 6rnekte goriildiigii gibi bir cok matematiksel fizik probleminin ¢6ziimii

uygun 6zdeger probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlar kullanilarak insa edilebilir.((1.26)

formiilii)



2. LITERATUR OZETi

Genellikle matematiksel fizik problemlerinin donistiiriilebildigi Sturm-liouville
problemleri ilk olarak 19. yiizyilin ortalarinda C.Sturm ve J.liouville tarafindan
incelenmistir. Daha sonra 20. yl'jzylhn baslarinda G.D.Birkhoff(1909) tarafindan

0(y,2)=y"+p,(x l)y )y, 4P (x4)y=0 2.1

n-I

( 0)+by y" ()) =0, 7=1,2,3,..n 2.2)

k=

(=}

M

(P, (%,24)=D.p,(X)A", ps (X)=cost, s=1,2,...,n,p,, #0,a, (1) , by (4)

Il
(=]

y
fonksiyonlart A -nin polinomlaridir) problemleri arastirilmis ve bu (2.1) denkleminin temel
¢Ozlim sistemleri i¢in bazi asimptotik esitlikler bulunmustur. Bu ¢alismalarda regiiler sinir
sartlar1 6z fonksiyonlar ve 6zfonksiyonlara baglanmis fonksiyonlar sisteminin tamligi
hakkinda teorem ispatlanmistir.

Daha sonra J.D. Tamarkin’in ¢aligmalar1 da daha genis siniftan olan parametreye
bagli lineer diferansiyel denklemler igin temel ¢oziim sisteminin asimptotigi bulunmus,
regiiler ve giiclii regliler sinir sartlar1 tanimlanmistir. Bu caligmalarda sinir sartlarinin
regiiler oldugu durum i¢in Green fonksiyonu degerlendirilmis ve diizgiin fonksiyonlarin
verilmis sinir deger probleminin 6zfonksiyonlar1 ve 6zfonksiyonlara baglanmis fonksiyon
sistemi iizerine seriye acilim formiilii elde edilmis.

Daha sonraki yillarda hem fizigin yeni somut problemleri dogrultusunda diferansiyel
oparatorlerin spektral teorisi hizli bir sekilde gelistirilmistir. Bu konuda bir ¢ok makale ve
kitap yazilmis ve yazilmaktadir(Fulton, 1977; Hinton, 1979; Kobayashi, 1989; Lang, 1983;
Likov et all., 1963; Liu, 1999; Tolstov, 1980; Binding et al., 1997; Bailey et all., 1991;
Ibrahim, 1998).

Walter J.(1973) [al,az] araliginda

u :z%{—( pu')' +qu} = AU

~(Bu(a)-Bu(a))=2(au(a)-au(a)) (=12



calismasinda 6zdeger parametresini hem denkleminde hemde sinir sartlarinin her ikisinde
bulunduran ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem i¢in sinir deger probleminin uygun
Hilbert uzaylarinda kendine eslenik lineer oparatdrlerle baglantisini kurmus ve bu tipten
problemin oparator-teorik yorumunu vermistir. Buradan hareketle 6zfonksiyonlar iizere
acilim teoremini ispatlamistir.

A.Schneider(1974) ise
—( pu')v +qu = Aru
u(a)=0
—(Bu(b)-Bu'(b))=4(au(b)-au(b))
sinir sartlarindan sadece bir tanesi 6zdeger parametresi igceren ¢alismasini S-hermityen
sinir-deger problemleri yontemiyle arastirilabilecegini gostermis ve 6zfonksiyonlar sistemi
tizere agilimin diizgiin ve mutlak yakinsakligi i¢in yeter sartlar bulmustur.
C.T. Fulton
TU=-U +qu=Au

cosau(a)+sinau (a)=0

~(Bu(b)= o (b)) = 2(Bu(b) - Ao (b))
calismasinda bu tipten problemlerin arastirilmasinda Titchmarsh’in 1962 deki kitabindaki
kilasik yontemlerinde uygulanabilecegini gostermistir.

Daha sonraki yillarda bu konudaki en Onemli ¢alismalar A.A.Shkalikov,
S.Y.Yakubov ve Y.Y Yakubov’a aittir. S.Y.Yakubov ve Y.Y Yakubov un son yillarda
yaymlanmig bir dizi ¢aligmalarinda ise bu tipten problemlerin genel teorisini
kurmustur(1999,2002). Bu calismalarda p-regiilerlik olarak adlandirilan ve klasik Birkhoff
anlaminda regiilerlikten farkli olan bir regiilerlik kavrami tanimlanmis ve bu anlamda
regiiler olan smir-deger problemleri i¢in uzay degiskenine gore izomorfluk , uzay
degiskenine ve Ozdeger parametresine gore koersitivlik , Ozfonksiyonlar ve
Ozfonksiyonlara baglanmis fonksiyon sisteminin tamligi, ¢cok kat tamligi, Abel bazlig1 v.s.

ozelliklerini aragtirmistir.



Bu bahsedilen biitiin c¢alismalarda smir deger problemleri siirekli katsayili
diferansiyel denklemler i¢in incelenmistir.

O.Sh. Muhtarov, E. Tun¢ ve ark.(2004) ise c¢aligmalarinda siireksiz katsayili
diferansiyel (adi ve kismi tiirevli) denklemler icin sinir sartlarinda 6zdeger parametresi
bulunan fakat gecis sartlarinda Ozdeger parametresi bulunmayan siir deger gecis
problemlerini arastirmistir. Bu ¢alismalarda diferansiyel ve 6zdeger parametresine bagl
olan izomorfluk hem uzay degiskenine hem ozdeger parametresine gore koersitivlik,
0zdegerlerin asimptotigi rozolvent oparatoriiniin degerlendirilmesi, tamlik, iki kat tamlik,
Abel bazlig1 vs. hakkinda teoremler ispatlanmis ve parabolik tipten kismi tiirevli
diferansiyel denklemler i¢in baglangi¢ sinir deger gecis problemleri incelenmistir.

O.Sh. Muhtarov , Z. Akdogan ve M. Demirci nin birlikte yaptigi;

xe[a,c) i¢in p(x)= Lz ve X e(c,b] i¢in p(x) = Lz, A komplex 6zdeger parametresi,

1 2

q(x) reel degerli ve [a,c)u(c,b] araliginda siirekli,

q(CiO) = lim q(x); a,a, 3, B ve 5,5, reel sayilar olmak iizere bir Ce (a,b) noktasi

X—>C£0

hari¢ sonlu (a,b) araliginda
tu=—p(x)u +q(x)u=Au
szdegerli parametreye bagli sinir deger sartlart
L (u):=12(au(a)-a,u'(a))- (e u(a)-a,u'(a))
L, (u):=2(Bu(b)-Bu (b))~ (B u(b)-Bu (b))=0
ve 5zdeger parametresine bagli gecis sartlar da

l;(u)=u(c+0)-u(c-0)=0

0

l,(u):=u(c+0)—u(c—0)+(18+6,)u(c)=0
olan c¢aligmalarinda ise problemin oparator-teorik yorumu, Ozfonksiyonlarm ve
0zdegerlerin asimptotikligi, Green fonksiyonu , rozolvent oparatdriiniin degerlendirilmesi

self-adjointligi incelenmistir.



3. GENEL BIiLGILER

3.1. Lineer Diferansiyel ifade ve Smir Sartlar1 (Naimark, M. A., 1967)

P (X) ‘R—>R ( 1=0,1,2,3,...,n ) , stirekli fonksiyonlar olmak {izere

1(y)= po(x)y(”) +p,(x) yo gt P (X)y .Xe (a,b) (3.1.1)

bicimindeki ifadeye n-mertebeden lineer diferansiyel ifade denir. Genel olarak her X i¢in

P, (X) # 0 oldugu kabul edilir.

U(y)=ayy(a)+ey(a)+..+a,,y"" (a)

+4,y(b)+BY (b)+...+ B, y"" (b) (3.1.2)

bicimindeki ifadeye ise sinir deger ifadesi denir. U, (y), i=1,2,...,m ifadeleri sinir deger
ifadeleri oldugunda

U (y)=0, i=12,.,m (3.1.3)
bicimindeki esitlikler sinir sartlar1 olarak adlandirilir.

Bilindigi gibi C [a,b] ile, [a,b] arahgnda tanimli ve  siirekli olan

fonksiyonlarin lineer uzay1 gosterilir.

{f € C[a,b] ‘ frofn.., f™We C[a,b]} lineer uzayi ise C(”)[a,b] bigiminde

gosterilir.



L:C[a, b]>CJa, b]

D(L)=D{yeC[ab], yeC"[a,b],U,(y)= i=12,...m|

L(y)=1(y)=p, (X)y™ +p, (x)y"" +...4 p, (X) ¥
esitlikleri ile tanimlanan L-lineer operatoriine lineer diferansiyel operator veya I(y)
diferansiyel ifadesi ile U, (y) =0, 1=1,2,...,m sinir sartlarinin trettigi lincer diferansiyel

operator denir.

Not: Literatiirde C[a, b] uzayinda tanimli olan operatorle birlikte Lq [a,b]

q>1 tipinde uzayda tanimli olan lineer diferansiyel operatorler de incelenmektir.

3.2. Diferansiyel Operatorlerin Ozdegerleri ve Ozfonksiyonlar1 (Naimark, M.
A., 1967)
Ly =4,y 3.2.1)

operator denkleminin Yy, #0 ¢Oziimii varsa, bu ¢oziime L operatoriiniin 6zelementi

(6zfonksiyonu) , A, sayisinaise ozdegeri denir.
Bir baska deyisle
P(x)y™ +B(x)y" +. .+ P (X)y=4Yy (3.2.2)
lineer diferansiyel denkleminin (3.1.3) sinir sartlarinin her birini saglayan y, = 0 ¢oziimi

varsa, 4, degerine sinir deger probleminin 6zdegeri, y, = 0 ¢Oziimiine ise bu dzdegere

uygun 6zfonksiyonu denir.
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3.3 Sturm —Liouville Problemleri (Levitan, B.M., Sarqsyan, L.S., 1988)

H — her hangi Hilbert uzayr L:H — H ise bu uzayda taniml1 olan lineer operator

olsun. Eger herhangi A, skaleri i¢in (H uzaymnin cisminden alinmis) Ly, = 4,Yy, olacak
bi¢imde y,eH, y,#0 eleman: bulunursa, A, sayisina L operatdriiniin 6zdegeri, Y,

elemanina ise bu 6zdeger uygun olan 6zeleman (veya 6zvektor) denir. Uygulamalarda sik

sik rastlanan diferansiyel operatorlerden biri de

d
LE_W_i_g(X)

bi¢iminde ifade edilen operatordiir (bu operator genelde H =L, (a,b) bicimindeki Hilbert

uzaylarinda incelenmektedir).

L — operatdrii i¢in en 6nemli sinir sartlari

y(a)cosa+y'(a)sina =0
y(b)cos B+y'(b)sin B = 0} (3.3.1)
(a, Be [0,7[)) biciminde veya
y(a)=y(b)
y'(a)= y'(b)} (3.3.2)

bi¢iminde verilmis sinir sartlaridir.

Ly(x)=—y"+q(x)y =21y (3.3.3)
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denkleminin (3.3.1) veya (3.3.2) tipindeki sinir sartlarini saglayan ¢éziimlerinin bulunmasi

problemi klasik Sturm — Liouville problemleri olarak adlandirilir.

Eger [a,b] araligl sinirls, g(X) fonksiyonu ise integrallenebilir ise o halde boyle

problemler regiiler Sturm — Liouville problemleri denir. Daha genel olan
y' +p(x)y +{I(x)+Ar(x)}y=0 (3.3.4)

bicimindeki diferansiyel denklemlerde (X, y) degiskenlerinden (t,u) degiskenlerine

J o)

b

[\

a

Laplace doniistimii ile gegersek, (3.3.4) denklemi

u"+q(t)u=-Au

kronik denklemine doniisiir. Burada r(x)>0 olmak iizere, ikinci mertebeden siirekli
diferansiyellenebilir bir fonksiyon; p(x) ise 1. mertebeden siirekli diferansiyellenebilir

fonksiyondur. Ayrica bu durumda [a,b] araligi da [O,l] araligina doniismiis olur.
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3.4. Kompleks Fonksiyonlar ve Diziler i¢in Asimptotik Davramslar

G < C smirsiz bir bolge ve f,9:G — C kompleks fonksiyonlari igin

|t (2)|<Mlg(z) . 2eGN{z| |z| >R}

esitsizligi saglanacak sekilde R >0, M > 0 sayilar1 mevcut ise
f(z)=0(g(z)), zeG, 2>

seklinde yazilir. Bu ifadeye asimptotik esitlik denir. Eger,
f(z)-h(z)=0(g(z)), 2€G, 2>

ise o halde
f(z)=h(z)+0(g(z)),2€G, 2>

yazilir.

Iki tane {a,} ve {b,} reel veya kompleks say1 dizileri verilsin. Eger

la,[<Mb,|, n=N

olacak sekilde M>0 reel sayisi ve N dogal sayis1 varsa, bu durumda
a,=0(h,)
yazilir. Eger

ise

biciminde gosterilir.
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3.5. Kompleks Fonksiyonlarin Sifir Yerlerinin Sayis1 Hakkinda Teorem

f :C— C fonksiyonu ve z ;e C noktasi verilsin. Eger herhangi bir K dogal sayisi
igin f(z,)=f'(z,)=...= % "(z,)=0, f (z,)#0

ise, bu durumda z =z noktasina f(z) fonksiyonunun K katl: sifir yeri denir.

3.5.1. Teorem (Rouche Teoremi):

Kompleks diizlemdeki kapali diizlenebilir I" egrisinin i¢inde ve iizerinde analitik

olan f (Z) ve (o(z) kompleks fonksiyonlar1 verilsin. Eger her z €T igin,

[T (@)>]e(2)

ise, o halde I' egrisinin iginde f +¢ fonksiyonunun sifir yerlerinin sayist f

fonksiyonunun sifir yerlerinin sayisina esittir; burada her sifir yeri kat1 sayida hesaplanir

(Ulucay, C., 1971).

3.6. Sinirh Varyasyonlu Ve Mutlak Degerli Fonksiyonlar (Lang,S.,1983)

f:[AB]>R fonksiyonu verilsin. [a,b] aralifmin biitin miimkiin olan
P={Xg, X, Xy 1@=X, <X <..<X, =b neN} parcalamiglarinin kiimesini P ile

gosterelim. Her P parcalanisi i¢in

Va(£) =X [F (%)= %)



14

toplamini olusturalim. Eger SUPV,(f)<+w ise , f(x) fonksiyonuna [a,b] araliginda

peP

sinirli varyasyonludur denir ve

b
V,(H)=SupV.(f)

peP

sayisina f fonksiyonunun [a,b] araliginda tam varyasyonu denir. Sinirli varyasyonlu ve
f(x) fonksiyonunun [a, b] araliginda hemen-hemen her yerde sonlu f(X) tiirevi varsa , bu

tiirev fonksiyonu [a, b] araliginda Lebesgue anlaminda integrallenebilir.
Ayrica Ve >0 icin
Y (b—a)<s =D |fb)-f(a)|<e
k=1 k
olacak bicimde & >0 sayisi varsa ,0 zaman bu f fonksiyona [a,b] araliginda mutlak
siirekli denir (Burada neN; (a,.b)c[ab], k=1,2,... araliklar ise sonlu sayida

keyfi ayrik araliklardir).
Her mutlak siirekli fonksiyon diizgiin siirekli ve siirli varyasyonlu oldugundan,

her mutlak siirekli fonksiyon hemen-hemen her yerde sonlu f(x) tiirevi varsa, bu tiirev

fonksiyonu [a,b] araliginda Lebesgue anlaminda integrallenebilir.

3.7. Hilbert Uzayinda Simetrik Operatorler (Smirnov, V.1., 1964)

H-Hilbert uzay1 ve A:D(A)c H — H lineer uzay: verilsin.

(Ax,y), =(x.Ay),
esitligi her x,y € D(A) i¢in saglaniyorsa A operatdriine simetrik operator denir. Simetrik

operatdrlerin biitiin 6zdegerleri  reel ve farkli 6zdegerlere uygun 6zfonksiyonlar

ortogonaldir.
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3.8. Parametreye Bagh Sinir-Deger Probleminin Coziimiiniin Varhg, Tekligi ve

Parametreye Gore Tamlik Teoremi (Titchmarsh, E.C., 1939)

q:[a,b] >R siirekli bir fonksiyon olmak iizere,

—u"+q(x)u=Au,  xe[a,b]

u@=sina, u'(@)=-cosa, ael0,7)
sinir deger probleminin bir tek u(x,4) ¢oziimii bulunur ve bu ¢6ziim her X € [a, b]

icin A € C parametresinin tam fonksiyonudur.
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4. MATERYAL VE METOD

Bu c¢alismada literatirde bulunan asagidaki materyal ve metotlardan
yararlaniimistir. Adi diferansiyel denklemler i¢in sinir deger problemlerinin 6ézdegerlerinin
asimptotik davranislarinin incelenmesi i¢in uygulanan karakteristik fonksiyonun kurulmasi
yontemi (Titchmars, E.C.,1962), regller Sturm-Liouville teorisi ve yontemleri (Fulton, C.T.
1977,; Titchmars, E.C.,1962); fonksiyonel analizden bazi temel tanimlar ve simetrik
operatorlerin bazi temel oOzellikleri (Lang, S., 1963); kompleks analizden tam
fonksiyonlarin sifir yerleri ile ilgili olan teoremler ( Hinton D.B.,1979; Shkalikov, A., A,,
1983; Walter J., 1973) v.s. Ayrica bu yontemlerden arastirdigimiz problemi uygun hale
donusturulerek yararlaniimigtir.
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S.BULGULAR

5.1 Simir Deger Probleminin ifadesi

Bu boliimde,

L, (-1,0)®L,(0,1) Hilbert uzayinda siireksiz katsayili

—a(x)u"+q(x)u=Au (5.1.1)
diferansiyel denkleminin,

I, (u):=cosau(-1)+sinau’(-1)=0 (5.1.2)

|, (u):=cos pu(1)+sin pu'(1)=0 (5.1.3)
siir sartlarindan ve x = 0 siireksizlik noktasindaki

T, (u)=u(-0)-u(+0)=0 (5.1.4)

T, (u)=u'(-0)-u'(+0)=0 (5.1.5)

gecis sartlarindan olusan sinir deger gecis probleminin 6zdegerleri incelenecektir.

Burada a,,a, € Rve a, >0,a, >0 olmak iizere
a; xe[-1,0)
a(x): a2 x
5 € (O, l]
pargal1 sabit ve reel degerli fonksiyon, g(x) fonksiyonu sadece X = 0 noktasinda 1.gesit
stireksizlige sahip olan reel degerli parcali siirekli fonksiyondur. Siir sartlarinda bulunan

a,fe [0,72') , A1ise kompleks 6zdeger parametresidir.

5.2 Uygun Hilbert Uzay1 ve Operator —Teorik Yorum

Once verilmis probleme uygun olan &zel bir Hilbert uzayi, sonra da bu uzayda

verilmis sinir-deger-gecis problemi ile ayni O6zdegerlere sahip olan lineer operator

kurulacaktir.



18

L,(-1,0)®L,(0,1) Hilbert uzayinda; u,vel,(-1,0)®L,(0,1) elemanlarimn ig

¢arpimini

(u,v),, :%Iolu(x)v(x)dx+

1 ¢!
a—zz_[ou(x)v(x)dx (5.2.1)
esitligi ile tanimlayalim. L, (—1,0)@ LZ(O,I) uzaymnin bu i¢ ¢arpim altinda bir Hilbert

uzay1 oldugu asikardir. Bu Hilbert uzayin1 H, seklinde gosterelim.

Herhangi araliklarda diferansiyellenebilir  iki u(x) ve Vv(x) fonksiyonlarinin
Wronksiyen‘ini ise
W (u,v;x) =u(x)Vv'(x)—v(x)u'(x)
seklinde gosterecegiz.
Verilmis ( 5.1.1)- ( 5.1.5) siir deger problemine uygun olan
A:H,—>H,

lineer operatoriinii

D(A)= {u (X)‘ u(x) ve u’(x) fonksiyonlar1 [-1,0)ve(0,1] araliklarinda
mutlak siireklidirler ve sonlu u(+0) veu'(+0)limit degerleri mevcuttur
—a(x)u"+q(x)uel,(-L0)®L,(0,1), 1 (u)=0, T,(u)=0, (i=1,2) }

(5.2.2)
tanim bolgesinde
Au:=—a(x)u"+q(x)u (5.2.3)
formiilii ile tanimlarsak ( 5.1.1)- (5.1.5) sinir deger problemini H, uzayinda
Au = Au (5.2.4)

operator denklem seklinde yazabiliriz. A operatdriiniin 6zdegerlerine ve 6zfonksiyonlarina

(5.1.1)- (5.1.5) sinir deger probleminin 6zdegeri ve 6zfonksiyonlar1 diyecegiz.
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5.3 A Operatoriiniin Simetrikligi

A operatoriiniin simetrik olmasi i¢in yeter sart asagida verilmistir.

Teorem 5.3.1 (5.2.2), (5.2.4) esitlikleri ile taniml1 A operatorii simetriktir

Ispat: Vu,ve D(A) igin (Au,v),__ i¢ carpim asagidaki sekilde ifade edilir:

(Au,v) :izj.' Ju”+q(x sz Ju+q(x)u)v(x)dx  (5.3.1)
1 -1 2 0
Iki kere kismi integrasyon uygularsak
sz). Ju"+q(x I( a’u"+q(x u)v( ) dx
’ *L
I u’ dx+—_[q )mdx

—_

= _:[lu (x)\mdx +%j q(x)u(x)mdx +W (u,7;-0)-W (u,v;-1)  (5.3.2)

Benzer sekilde
1 1
%I Ju"+q(x )v(x)dx:sz(—aju’#q(x)u)v(x)dx
a2 0 a2 0

1 —

= —{u”mdx+a%jq(x)u(x)v(x)dx

0
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bulunur.

(5.3.2) ve (5.3.3)’1i (5.3.1)’de yerine yazarsak

Au v :—j dx+—Iq )Tx)dx+W(u,V;—0)—W(u,V;—1)
—ju(x)v”(x)dx+%j.q(x)u(X)de+w(u,V;l)—W(u,V;+O) (5.3.4)
bulunur.

Diger taraftan

1
a;

i(—a(x)v”+q(x)v(x))u(x)dx

-1

(u.2), -

+

[ 00v (0 ra0gv() o 535

:—_j’lu(x)v”(x)dx+—ju(x)v(x)q(x)dx (3.3.6)

[V b fuv a0 53)

(u,Av),, —I dx+—iu(x)q(x)v(x)dx
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.:[u(x)v(x)q(x)dx (5.3.8)

bulunur.

Diger taraftan (5.3.4) ve (5.3.8) esitliklerini taraf tarafa ¢ikarirsak;
Au,v)  —(u,Av) =W (u,v;-0)-W (u,v;—1)+

(), (0., W (07:0) W (0751 .
W (u,V;1)-W (u,7;+0)

esitligini elde ederiz.
Simdi (5. 3. 9) esitliginin sag tarafinin sifira esit oldugunu gosterelim.
u,ve D(A) oldugu icin
cosau(—1)+sinau’(-1)=0
cosav(—1)+sinav'(-1)=0
esitlikleri saglanir. Bu iki esitlikte cose, sina degisken; u(-1),u’(-1),v(-1) ve V'(-1)
lineer denklem sisteminin katsayilar1 olmak iizere, bu homojen lineer denklem sisteminin

(cosa, sinar) #(0,0) ¢dziimii bulundugundan

e u(—l) u’(—l) =u(=-1)v'(-1)=u'(=1)v(-1)=W (u,v;-1) = 3.
dt[v(_l) v’(—l)} (=1)v'(=1)=u'(=1)v(=1) =W (u,v;=1) =0 (5.3.10)

olur. Benzer sekilde
cos Bu(1)+sin u’(1)=0
cos Av(1)+sin Bv'(1)=0

lineer homojen denklem sisteminden

e u(l) u’(l) =u(1)Vv'(1)=u'(1)v(1)=W (u,v;1) = 3.
dt{v(l) v’(l)} (V' (1) =u'(1)v(1) =W (u,v;1) =0 (5.3.11)

elde edilir.

Ayrica U,ve D(A) oldugu igin u(x) ve v(x) fonksiyonlar1 (5.1.4) - (5.1.5) gegis

sartlarini sagliyor.
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=u(+0)Vv'(+0)—u'(+0) v(+0)

= (u(+0)v (+0)~u'(+0)v(+0))
=(W (u,v;+0))
=W (u,V;+0) (5.3.12)

elde edilir.
(5.3.10), (5.3.11) ve (5.3.12) esitliklerini (5.3.9) da yerine yazarsak VUu,ve D(A)

i¢in aranan
<Au,v>Ha =(u, Av>Ha

esitligi bulunmus olur. Ispat bitti.

Sonugc: (5.1.1) - (5.1.5) siir deger probleminin biitiin 6zdegerleri reeldir.
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5.4 Temel Coziimler ve Karakteristik Fonksiyon

Bu boliimde verilmis

—a(X)u"+q(X)u=Au (5.4.1)
I, (u):=cosau(-1)+sinau’(-1)=0 (5.4.2)
1, (u):=cos Bu(1)+sin Au’(1)=0 (5.4.3)
T, (u):=u(-0)-u(+0)=0 (5.4.4)
T,(u)=u'(-0)—-u'(+0)=0 (5.4.5)

sinir deger probleminin 6zdeger ve Ozfonksiyonlari arasindaki bazi temel bagmtilart
inceleyecegiz. Bunun i¢in bazi yardimci baslangic deger problemleri arastirildi. Once

asagidaki baslangi¢ deger problemini géz oniine alalim.

—a;u"(x)+q(x)u(x)=Au(x), x e[-1,0] (5.4.6)
u(-1)=sina (5.4.7)
u'(-1)=—cosa (5.4.8)

Teorem 3.8 geregi her 4 € C igin (5.4.6)- (5.4.8) baslangi¢ deger probleminin bir tek

u=4¢ (X) =4, (X, /1) ¢Ozimi bulunur ve yine ayni teoreme gore

—a,u"(x)+q(x)u(x)=Au(x) x €[0,1] (5.4.9)

diferansiyel denkleminin
u(1)=—sin B (5.4.10)
u'(1)=cos 8 (5.4.11)

baslangi¢ sartlarini saglayan bir tek U = g, (X) =2, (X, /1) ¢Oziimii bulunur.

") (X,/l) ve ¥, (X,/I) fonksiyonlart ile baglantili olan asagidaki baslangi¢ sartlar1 da

0zdeger parametresi bulunduran baslangic deger problemini géz oniine alalim.

—a,u"(x)+q(x)u(x)=Au(x) , x €[0,1] (5.4.12)
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u(0)=4¢(0,1) (5.4.13)
u'(0)=¢/(0,1) (5.4.14)
baslangic deger probleminin her A€C igin Teorem 3.8 geregi bir tek

u=g¢,(x)=¢,(X,A) ¢dziimii bulunur. Benzer sekilde

—a;u"(x)+a(x)u(x)=Au(x) xe[-1,0] (5.4.15)

diferansiyel denkleminin A — parametresine bagli
u(0)=z,(0,4) (5.4.16)
u'(0)=x(0,4) (5.4.17)

baslangig sartlarini saglayan bir tek U=z, (X)= z,(x,1) ¢oziimii bulunur.
Bu fonksiyonlarm [-1,1] arahgma sifila devamlarmi uygun olarak
g (xA)vez(x,2)  ile  gosterelim.  Aynca W (4 (X4),1(x4))  ve
W (#,(X,4),7,(x,4)) Wronksiyenleri  uygun olarak xe[-1,0] ve  xe[L,0]
degiskenlerinden bagimsiz olduklari i¢in (Boyce, W.E. and Diprima, R.C.) ve ¢ (X,4) ve
7 (X, 2) (i=1,2 ) her bir x igin 2 — parametresinin tam fonksiyonlart olduklarmdan
o, (2) =W (¢ (x.2), 21 (x.2))

@,(2):=W (¢, (X, 1), 7,(x,2))

fonksiyonlart A — parametresinin tam fonksiyonlaridir.

5.4.1 Lemma : Her 4 € C i¢in
o (A)=o,(2)

esitligi saglanir.

Ispat : (5.4.13), (5.4.14), (5.4.16), (5.4.17) esitlikleri geregi
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@, (4)=W (4 (x2). 7 (x.4))

=¢,(0.4) 7/(0.4) - 4/(0.4) 2, (0, 2)
¢2(0,/1);(2(0,/1 o, (0 /1);(2(0 /1)
(4:(0.4) 25 (0.4) =4 (0, 2) 7, (0.4))
=W (4, (% 2), 1> (%.2)) g

=w,(4)

)~
)~

elde edilir.

5.4.2 Sonu¢ : o, (/1) ve @, (/”t) tam fonksiyonlarinin sifir yerleri ¢akigiktir.

Simdi [-1,0)U(0,1] de tanimli olan ¢(x, 1) ve y(x,4) fonksiyonlarini

¢ (x,4), xe[-1,0)
¢(X’”‘)={¢2(x,z), xe(0,1]

;((x,}t)—{ll(x’i)’ xe[-1,0)

- Zz(x,/l), X e(O,l]

esitlikleri ile tanimlarsak Lemma 5.4.1°den asagidaki sonucu elde ederiz.

5.4.3 Sonug: ¢(X,/1) ve ;((X, /1) fonksiyonlarinin Wronksiyeni Xe [—1,0) U (O, 1]

degiskeninden bagimsizdir ve A — parametresinin tam fonksiyonudur.

Not: ¢(x,A)ve y(x,A) fonksiyonlarm Wronksiyenini

o(2)=W ($(x 1), 7(x 1)) (5.4.18)

ile gbsterecegiz.

5.4.4 Teorem: (5.4.1)- (5.4.5) smir deger probleminin 6zdegerleri ancak ve ancak

w(A) fonksiyonun sifir yerlerinden ibarettir.
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Ispat :
(=):0(4,)=0 olsun. O halde
o, (%) =0(4)=0=>W (4 (X.4). 7 (X4))=0
olacaktir. O halde ¢ ve g, lineer bagimli olacagindan
¢ (% 4) =k (X4) (5.4.19)

olacak sekilde k, #0 sayist bulunur. ;((X,/lo) fonksiyonu (5.4.1) denklemi ve ii¢ tane
(5.4.3), (5.4.4) ve (5.4.5) sinir sartlarini sagladigi agiktir. (5.4.19) esitligi geregi (X, 4,)
fonksiyonu (5.4.2) smir sartim1 da sagliyor. Dolayisiyla ;((X, /10) fonksiyonu (5.4.1)-

(5.4.5) sinir deger probleminin ¢dziimii oluyor. Bu ise A = A say1sinin d6zdeger oldugunu

gosterir.

(<::) simdi ise A =4, komplex sayisinin 6zdeger oldugunu kabul ederek a)(/io) =0
esitliginin dogrulugunu ispat edelim. Bunu aksini kabul etme yontemi ile yapalim.
Herhangi A =4, 6zdegeri i¢in @ (4,)#0 oldugunu kabul edelim. O halde ¢ (X, 4,) ile
2(X4) ve ¢,(x,4,) ile x,(x,4) fonksiyonlar lineer bagimsiz olacaktir (Boyce, W.E.
and Diprima, R.C.). (5.4.1) diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiiniin

u(x,A)=cd (x,2)+¢,7 (x2)+ ¢ (X, 1) +¢,7, (X A)
seklinde ifade edilebilecegi kolayca anlasilabilir. Dolayisiyla A, 6zdegerine uygun olan her
bir U, (X) ozfonksiyonu i¢in

Uy (X) =K (X4 )+ Ko 2, (X, Ay ) + Kby (X, 40 ) + K, 75 (% 4,) (5.4.20)
olacak sekilde en az biri sifirdan farkli olan ki, ka, K3 ,Kq sayilart bulunur. (5.4.20) esitligi

ile verilen u, (X) ozfonksiyonu (5.4.2)- (5.4.5) sinir ve gecis sartlarini sagladigindan;

(6 (620 ) K+ (2 (6 20 ) Ko + 1, (6 (%0 A0 ) Ky + 1 (7 (%, 40) ) Ky =0

L (8 (% A0 ) )k 1y (2 (% A ) ) Ky 1y (8 (% 40) ) ks +1, (2 (%, 49 ) ) K, = 0
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T (06 A0) )k + T (2 (% A ) K +T, (6 (% 2 ) Vs + T, (5 (X0 2 ) Ky = 0

Tz(&l(x,/lo))k] +T, (7, (% 4))k, +T2(¢‘2(x,/10))k3 +T, (7, (% 2))k, =0

esitlikleri gegerlidir. k; katsayilarinin en az biri sifirdan farkli oldugundan

Il(l(x,io)) L (7 (% 4)) Il(~2(x,lo)) L (7, (% %))
L(d(x4) L(z(x4) L(d(x4)) |2(;zz(x,/10)):0
T1(~1(x,/10)) T (7 (%4)) Tl(;(x,ﬂo)) T (7 (%4))
T (4 (x4) T(4(x4) T(d(x4) T(h(x4))

elde edilir. Simdi bu determinantin elemanlarmi hesaplayalim : &i(x,l) ve

fonksiyonlarin tanimi geregi
| (4 (% 4))=cosad (1,4 ) +sina g (-1, 4,)
= cosasina +sina (—cosa)=0
L (7 (% 4))=cosa 7, (-1.4 ) +sina g/ (-1, 4,)
=—¢/(-L4) 1 (L) + 4, (-L24)) 2 (-1, 4)
=¢ (-1L24) 1/ (-L2) =4/ (-1, 24)) 1, (-1, 4)
=W (4 (% 4): 2 (% 4)) et = @ (4) =0 (4)

13
)
—
X
o
~
N—
I
(@)
o
75]
K
R
—
~
o
~
+
z.
=]
K
.
—_
~
=
~
I
S

L, (¢ (x.4)) = cos B, (1,4, ) +sin B (1,4,)

(5.4.21)

7 (%,A)

(5.4.22)

(5.4.23)

(5.4.24)
(5.4.25)
(5.4.26)

(5.4.27)
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=1 (1aio)¢z (19/10)_}(2 (1=ﬁ'0)¢2’ (L/%o)

=W (4, (% 4): 22 (% 24) ) s =@, () =@(4) (5.4.28)

L (7, (% 4))=cos B z,(L 4, )+sin B 73 (L 4,)

= cos f3(—sin fB) +sin Bcos f =0 (5.4.29)
T (A (6 4) =4 (-0.2) =4 (0.4) =4,(-0,,,) (5.4.30)
T (7 (% 4)) = 2(=0,4) = 1 (0.4) = 2, (-0, 4,) (5.4.31)
T (6 (% 4)) =6, (<0, 4) -, (+0.4,) ==, (+0 . 4,) (5.4.32)
T (7 (%4))= 2 (0.4 )= 2, (+0,4,) =1, (+0, 4,) (5.4.33)
T (4 (6 4)) = 4(-0,4) ~ 4/ (+0,4,) = ¢/ (~0,4,) (5434)
T (2 (% 4)) = 21(=0.4 )= 2 (-0, %) = 7/ (-0, ) (5.4.35)
(4 (% 4)) = 5 (0,4, )= 8, (+0, 4,) == (+0, 4,) (5.4.36)
T, (7 (% 4)) = 25 (=0.24) = 25 (+0, 4 ) = =25 (+0, 4,) (5.4.37)

Simdi bulmus oldugumuz (5.4.22)- (5.4.37) esitliklerini (5.4.21) determinantinda yerine

yazarsak ,

_0 (5.4.38)

olur. Buradan @(4,)#0 kabuliinii de dikkate alirsak
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¢1 (_Oaﬂo) —X> (+O’ /10)
4(-0.4) -1 (+0,4)

Il
(e

elde edilir.

esitliklerini (5.4.39) nolu determinantta yerine yazarsak

¢, (09 /10) A (09/10)

~0
#(0.2) ~25(0.4)

bulunur. Bunun sonucunda ise

W (s (% 20). 22 (%)) o =23 (%)
_a)(io): 0

elde edilir. Bu ise @, (4,)# 0 kabuliimiizle gelisiyor.

(5.4.39)
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5.5 Bazi Baslangic Deger Problemlerinin Integral Denklemlere Indirgenmesi

5.5.1 Lemma : 1 =s’olmak iizere,

—a’u"(x)+q(x)u(x)=Au(x) x e[~ 1,0] (5.4.6)
u(-1)=sina (5.4.7)
u'(-1)=-cosa (5.4.8)
sinir deger problemi
u(x)= sinacosS(XT:rl)—%cosasins(ijlhiisin S(Xal_ Y) q(y)u(y)dy (5.5.1)

integral denklemi ile esdegerdir.

Ispat : —a;u"(x)+a(x)u(x)=Au(x)
denklemini
u”(x)+§u(x):w (5.5.2)

seklinde yazalim.

Bu denklemi homojen olmayan lineer diferansiyel denklem gibi kabul edersek bunu
¢dzmek icin 6nce baz1 yardimer denklemler olusturup bunlari ¢dzelim. Once A =s? olmak
uzere

u"(x)+§u(x):0 (5.5.3)
|
denkleminin ¢oziimiinii arastiralim. Yukaridaki sabit katsayili lineer diferansiyel denkleme

uygun karakteristik denklemimiz
2
r’+==0
a;
bi¢iminde oldugundan (5.5.3) denkleminin temel ¢oziimleri
S .S
Y, =cos—X ve Yy, =sin—X
al 1

olacak. Dolayistyla (5.5.3) denkleminin genel ¢oziimii
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S .S
y =C, cos—X+C, sin—X
a‘l a'1

bi¢iminde yazilabilir; burada c ,C, keyfi sabitlerdir.

Simdi (5.5.2) denkleminin u(x)=u(X,s) ¢dziimiinii

u(X)=Cl(X)cosiX+C2(X)sinix (5.5.4)
a‘l a'l

seklinde bulmaya ¢alisacagiz. Burada CI(X) vec, (X) yeni bilinmeyen fonksiyonlardir. Bu
yeni fonksiyonlart bulmak icin iki tane denklem kuracagiz. u(x), (5.5.2) denkleminin
¢Ozlimii oldugundan denklemde yerine koyabilmek i¢in u”(x)'i bulmamiz gerekiyor.

u (X) ’in Once birinci turevini alalim.

u'(X):C{(X)cosailx+C;(X)sinailx—ailcl(X)sinailx+ailcz(x)cosailx

C, (X) ve C, (X) fonksiyonlarimi dyle segelim ki,

cl’(x)cosix+cg(x)sinix:0 (5.5.5)
al a'l

esitligi saglansin. Bu durumda
S .S S S
u'(x)=-—c,(x)sin—x+-—c, (x)cos—x
1 a'l a’l a’l

esitligi saglanacak. Simdi de ikinci tiirevini alalim.

0" (X) = =] (X)sin— X+ ¢} (X) cos— X

al al al al
2 2
S S S . S
——¢,(X)cos—Xx—=C, (X)sin—x (5.5.6)
a’l al 1 al

olur.

(5.5.4) ve (5.5.6)’y1 (5.5.2) de yerine yazarsak,

s . SX S sx ¢’ SX
—glcl’(x)sm;l+glcé(x)cos;1—a—lzcl(x)cosa—1
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sonucu ortaya ¢ikar. (5.5.5) ve (5.5.7) denklemlerini beraber disiiniip, C; (X) ve C, (X)

degiskenlerine gore lineer denklem sistemi gibi ¢ozelim. (S # 0 kabul ediyoruz)

Buradan
, 1 . s
¢/(x) :—gsmzxq(x)u(x) (5.5.8)
1 1
, 1
c (X)ZQCOSZ—XQ(X)U(X) (5.5.9)
1 1

bulunur. Bu esitliklerin integrallerini alirsak,

t—1 . s

¢ (x)= gsmzyq(y)u(y)dy+c1 (5.5.10)
-1 1 1
1 S

c,(x)= gcos;yq(y)u(y)dyw2 (5.5.11)
-1 1 1

bulunur. Burada ¢, ve c, keyfi sabitlerdir. CI(X) ve C, (X) fonksiyonlarini (5.5.4)

denkleminde yerine yazarsak,

U(X)Z[ _—ISinﬂq(Y)U(y)dy+C1]cosz1—x+ULcosﬂq(y)u(y)dywzjsinz
1

- Sal al 1 -1 Sal a'l 1
= _—lsins—ycoss—xq(y)u(y)dy+cl cosﬁ
51 5a G 8 8
+ Lcosﬂsinﬁq(y)u(y)dy+czsin%
7 sa q q q
=C, cos§+c2 sin§+ij sinﬁcosﬂ—cos%sinﬂ q(y) u(y)dy
a'1 a'1 Sa’l -1 a’l al a’l a’l
¢ .oS(x—
=, cos%+c2 sin%JrLjsin ( y)q(y)u(y)dy (5.5.12)
a, a sa a,

-1

esitligini elde ederiz. Bu ifadeyi

u(-1)=sina
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u'(-1)=—cosa
baslangic sartlarinda yerine yazarsak C, ve C,’ye bagl asagidaki lineer denklem sistemini

elde ederiz. i1k esitlikten

S .S .
C,cos——C, sin— =sina (5.5.13)
al a‘l

elde edilir.
u'(~1) *i bulmak i¢in 6nce u’(x) i bulalim. Kolaylik i¢in

f(x,y)=sins(xal_ y)q(y)u(y)

gosteriminden yararlanacagiz.

u'(x)=—ailc1 sin%%:%(:2 cos%+%(Ljsin S'(x_y)q(y) U(y)dYJ

dx | sa, q sa, ¥, Ox

:s%l_lglcoss(xal_ )q(y)u(y)dy+s1nS(Xal_x)q(x)u(x)l
d( 1 ¢. s(x-y) 1 %+s  s(x-y)
— — dy [=— | — d
dx[saljlSln a q(y)u(y) yJ sa, 7 cos a q(y)u(y) y

oldugu i¢in

u'(x)= —aic1 sin§+ic2 cosZ—X+L2IcosS(XT_)/)q(y)u(y)dy (5.5.14)

1 1 a‘l 1 1 -1 1

elde edilir. Buradan

S .S S S
—C, sin—+—C, COS— = —cos & (5.5.15)
al a'l a'l a'l

bulunur. (5.5.13), (5.5.15) denklemlerinden C, ve C, katsayilar1 i¢in

. S a . S
C, =sina cos———cosasin— (5.5.16)
a, S a,
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. .. S a S
C, =—sinasin———cosa cos— (5.5.17)
a s a,

ifadeleri bulunur.

(5.5.12) denkleminde (5.5.16) ve (5.5.17) degerlerini yerine yazarsak

. S q .S SX . .S q S| . SX
U(X)I SIn @ COS— ——CoSsa SIn— |COS—+| —SIna SIn— ——COS¢& COS— |SIn—

a s a, a, a s a ) a

1§ . s(x=y)
+—Is1n—q(y)u(y)dy

sa, q

. X s a .S SX . .5 . sX
= Sin & C0s— COS— ——-C0S & $in — €Os — — sin ¢ sin—sin —

a a S a a a a

a S . SX 1 . S(X—=
——‘cosacos—sm—+—j51n(—)/)q(y)u(y)dy

S a a sa a,

1 -1

: SX S . sXx. s| g SX . S . SX S
=sima| CcoOS—COS— —SIn—SIn— |——CoS | COS—SINn—+SIn—CO0S—
a, a a a a a
X

+é'[sin@q(y)u(y)dy

Diizenlersek
-snon D i ey ssan
elde edilir. Boylece
—a’u"(x)+q(x) u(x)=4u(x) xe[-1,0]
u(-1)=sina

u'(-1)=—cosa
sinir deger probleminin her bir ¢éziimiinlin ayn1 zamanda buldugumuz (5.5.18) integral
denkleminin ¢6ziimii oldugu ispatlandi.
(5.5.18) integral denkleminin her bir ¢6ziimiiniin ayn1 zamanda (5.4.6) — (5.4.8) smir

deger probleminin ¢dziimii oldugunu gosterelim.
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(5.5.18) integral denkleminin her bir ¢6ziimiiniin (5.4.7) ve (5.4.8) smir sartlarini
sagladigi acik oldugu icin (5.4.6) diferansiyel denklemini sagladigini gdsterelim.
(5.5.18)’in sag tarafindaki ilk iki toplaminin her birinin

a/u"(x)+Au(x)=0
denklemini sagladig1 kolayca gosterilebilir. U (X) = F1+ F,+ @ olmak tlizere

aF, +2F =0 aF.+F,=0 (5:5.19)
olur. U (X) , (5.5.18) integral denkleminin herhangi ¢6ziimii olmak iizere,

¢(X)=LfsinS(X_y)Q(y)U(y)dy

a;s 7 q

ile gosterirsek,

(p’(x):%jcoss(xa_ )q(y)u(y)dy
o (1) == [sin 2 g (y)u(y)dy + L a(x)u(x)

1T -1

bulunur. Bu esitliklerden

22" (X)+5'0(x)=0(x)u(x)
yani

a’p +Ap=q(F +F,+0) (5.5.20)
oldugu kolayca goriiliir. (5.5.19) ve (5.5.20) esitliklerini taraf tarafa toplarsak

a’(F +F, +¢)+A(F+F,+9)=q(F, +F, + ¢)

yani
a’(F, +F, +¢ ) +A(F,+F,+p)=q(F, +F, + )

olur. Dolayistyla (5.5.18) in her bir ¢dziimii (5.5.2)’ nin de bir ¢ézlimii olur.

5.5.2 Sonug :

¢, (x) ¢dziim fonksiyonu
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$ (X) =Sinacoss(x—+1)_ﬁcosasin S(X+1)
q S a, sa,

integral denklemini sagliyor.

5.5.3 Lemma :

A = s” olmak iizere (5.4.6) — (5.4.8) baslangi¢ deger probleminin her bir ¢dziimii

u'(x):—ailsinasins(ijl)—cosacoss();—:rl)+ailz£coss(le_y)q(y)¢M(y)dy

integro-diferansiyel denklemini sagliyor.

Ispat :
Lemma 5.5.1- den kolayca elde edilebilir.

5.5. 4 Sonug :

¢, (x) fonksiyonu

¢1'4(X):—ailsinasins(XT;m—cosacos S();j_l)+all :[1 s(X— y)q(y)gzﬁu(y)dy

integro — diferansiyel denklemini sagliyor.
Benzer sekilde ; (5.4.9) - (5.4.11), (5.4.12) - (5.4.14) ve (5.4.15) - (5.4.17) baslangig
deger problemleri ile esdeger olan integral ve integro—diferansiyel denklemlerini bularak

asagidaki Teoremleri ispat edebiliriz.

5.5.5 Teorem :

o, (X) ve ¢,, (X) ¢oziim fonksiyonlar1 i¢in asagidaki integral ve integro-diferansiyel

denklemler saglanir.

1 (X) =01 (-0)cos 2+ gl (-0)sin v | sins(xa:y)q(ym(y)dy
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) S . SX sx 1 ¢  s(x-—
¢u(X):——¢M(—O)sm—+¢u(—0)cos—+—zjcos ( y)q(y)¢u(y)dy
a2 a2 a'2 a2 0 a2

5.5.6 Teorem :

¥4 A(X)Ve Xoa (X) ¢oziim fonksiyonlar1 asagidaki integral ve integro-diferansiyel

denklemlerini saglarlar.

sx a _osx 1 ¢ s(x-y
20 0=, (#0)c0s 42 1, (s0)sin 2L feos UV (y) 1, 1)y
;(l’ﬂ(x)=—s—}(,1(+0)sinﬁ+}(' (+O)cos%—LTsinS(X_y)CI(Y)Z (y)dy
q ’ a Y a a'lzx a v

-1 — 1 —
;(u(X)=—sinﬁcoss();—z)+%cosﬂsins();—21)—é[sins(xa—zwq(y);(u(y)dy

-1 — ! —
24000 = s psin U cos o2V feos 20 Day) 1, (1)

5.5.7 Teorem :
A=¢, s=o+it ile gosterelim. O halde dyle s, >0 vardir ki |S| > s, i¢in asagidaki

asimptotik esitlikler saglanir.

1) sina #0 ise

4y =0(|S|k GXpM(;—H)] , k=0,1 (5.5.21)
1

# =0(ISIk eXpWa:(—;aZ)J , k=01 (5.5.22)
172

2) sina=0 ise
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) = 0(|s|_1+k exp MQ:\—H)J k=0,1 (5.5.23)
1

A = 0{|s|”k exp W?—;aﬂj k=0,1 (5.5.24)
172

Ayrica bu asimptotik esitliklerin her biri x-degiskenine gore ¢ i(X) icin [—1, 0]

araliginda ¢,, (x) icin ise [0,1] araliginda diizgiin olarak gegerlidir.

Ispat: Once sina#0 i¢in ¢, (X)-in asimptotigini bulalim.

R, (X):=exp {M] é,(x) (5.5.25)

ile gosterelim. O halde F, (X) fonksiyonu

—Jtj(x+1) —Jtj(x+1)
S(x+1) —— S(x+1) ——
Flﬂ(x):sinacosue “ ——Lcosasin ( )e &
a, S a,
—t|(x+1)
1 ¢ . s(x=y) o
+ j sin e * d
| . a(y)d.(y) y
—\t\(x+l) —\t\(x+1)
=sinacoss(x+1)e 4 —ﬁcosasins(m_l)e &
a, s a,
X lt(y+1) —Jti(x+1)
1 . S(X-Y a a
+S—a1flsm (al )q(y)FM(y)e Ce Y dy
Jti(x+1) Jti(x+1)
:sinacoss(x+1)e & —ﬁcosasins(XJrl)e &4
a, s a,
L s(x—y) i(x-y)
+§J'sin - q(y)F,(y)e * dy (5.5.26)
1 1

-1

integral denklemini saglar. Bu durumda (5.5.26) esitliginden
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i) O+
‘FM ‘S|sma|coss(x+l) o +i|cosa|sins(x+1)e a
a, 5] a,
1 X s(x—y)| —\t\(ax—y)
+ sin a(y)[|F.(y)e * dy
|s|a1£ a, “ ( )H u( )‘
tl(x+1)  —ft)(x+1) a t(x+1)  —ft|(x+1)
<lsinale * e *® +|—S‘||cosa|e e @
1 X fti(x-y) ti(x-y)
+|S|—aljle Ca(y)[Ra(v)le * dy
£|sina|+|s||cosa| |s| _[ ‘q HFM ‘dy
esitsizligini elde ederiz.
M, (4) = max |F,, ()| (5.5.27)
Xe[—l,O]
ile gosterirsek, sonuncu esitsizlikten
A
M |sma| || 1|(S|)J‘_Ol‘q(y)‘dy
1
esitsizligini buluruz. Bu esitsizligi
1 o . a
Ml(}t){l—wj_l‘q(y)‘dy}£|s1na|+ﬁ|cosa|
bi¢iminde yazarsak
2
5| > ;mq (y)|dy=r, (5.5.28)
1
i¢in
|sma|+ |cosa|
N _ a|cosd]
M (,1) <2|[sina|+—— |=M, (5.5.29)

I a(y) b
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bulunur. Dolayisiyla r; >0sayist (5.5.28) ile tanimlamak iizere |s|>r0 icin (5.5.25),

(5.5.27) ve (5.5.29) ifadelerinden

| (%) <M exp (M(X—H)J (5.5.30)

al
esitsizligi elde edilir. Bu ise [—1,0] araliginda x-degiskenine gore (5.5.21) asimptotiginin
k=0 i¢in saglandigini gosterir.
Simdi (5.5.21) esitliginin k=1 i¢in dogrulugunu ispatlayalim.
(5.5.30) esitsizligi ve Sonug 5.5.4 geregince |S| > I, igin

¢, (%)=

. N ~
_sma_ssins(x+1)_cosacoss(x+1) 1 I s(x-vy)
q q q a

olmak tizere,

‘QIA(X)‘S |Sina||S| Sins(x+1)|+|cosa| coss(x+1)
a 1 q
1 | -
s g (e
sina, 1 o) Hocy) fy+1)
< 3 \s\e A +‘cosa‘e & +¥J'e & \q(y)\MOe " dy
1 ]
‘Sina‘ M M 0 M(Xfyl-i-yﬂ)
< —31 ‘S‘+‘cosa‘ g 2 +a_f(),[-1e a \q(y)\dy
sing| M. 0 M
< —31 |S|+|cosa|+?2°jl‘q(y)dy‘ e @
sina| |cosa| M, o “‘(:71”)
: a, i r +afr0 L|q(y)dy| s|e (5.5.31)

esitsizligini elde ederiz. Boylece (5.5.21) asimptotik esitliginin k=1 i¢in de dogrulugu

ispatlanmis oldu. (5.5.22) formiiliinii ispatlamak i¢in 6nce yazinin kisaligi hatirina
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, |sin a| |cos a|

M 0
a " r, +a12rzjl‘q(y)dy‘

ile gostererek (5.5.31) esitsizligini

(X)) < M(')|S|exp(—|t|();+l)J (5.5.32)
1
seklinde yazalim ve
tl(ax+a
F., (X) = exp(_H(;—aZ)J b, (X) (5.5.33)
172

ile gosterelim.

O halde F,, (x) fonksiyonu

F,, (x)= [%( )cos—+—¢m( )sm%+ifsinS(X_y)q(y)gzﬁu(y)dy}

a, asy a,
eXp(_|t|(alx+az)j
alaZ

:(%(_0)6053—&%%(_O)Sins_xje( =

2 a2

X _x=y)
2 jsins(x_y)q(y)Fu(y)e( = ]dy

a,s a,
integral denklemini saglar.

(5.5.30) ve (5.5.32) esitliklerinden yararlanarak, buradan |S| > I, igin

sx [_\t\(zx‘;az)]
‘in(X)‘SU¢M (— ‘COS— +_‘¢M ‘Sln_zJe 13
+Lj(. sins(x—_y)“q(y)HF (y ‘e = Exizydy
a2|S| 0 a, #
tx_[ti(aix+ay) \t\ \t\(alxiﬁz)
aofee = By Cofete

tl(x-y) tl(x-y)

1 T -
’ az‘s‘-([e ‘q(y)HFu(y)‘e dy
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il
SU¢M (_0)‘""%‘#&( ] ) +__Hq HFzﬂ(Y)‘dy

5|3

S(Mo +a2M(;)+ ! J-|Q(y)||F21(y)|dy
0

elde edilir.

M, (/1) = max ‘Fu (y)‘
x [0,1]

A=M,+a,M!
1 1
Biza—zfo\q(y)\dy

gosterimlerini kullanarak sonuncu esitsizlik geregi

M, )<A+—

sl
esitsizligi elde edilir. O halde |s|> 2B igin
M, (1) <2A

ve dolayisiyla

t|(a,x+a,)

‘¢2A(X)‘ <2Aexp >y

5.5.34)

elde edilir. Bu ise (5.5.22) formiiliiniin k=0 i¢in dogru oldugunu gésterir. Oteki durumlar
benzer sekilde ispatlanir.

Yukarida (5.5.21) formiliniin k=0 i¢in dogrulugundan yararlanarak k=1 i¢in
dogrulugunu ispat etmistik. Ayn1 yontemi takip etmekle, (5.5.22) formiiliintin de k=0 icin
dogrulugundan yararlanarak k=1 i¢in dogrulugu benzer sekilde ispatlanir.

sin@ =0 durumu, sina # 0 durumuna tam benzer sekilde ispatlanir.
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5.5.8 Teorem :

A=5", s=o+it ile gosterelim. O halde dyle s, >0 vardir ki |S| > s, i¢in asagidaki

asimptotik esitlikler saglanir.

I)sinf #0 ise

75 (x) = O[ISIK eXpM(Z—;azx)j : k=0,1 (5.5.35)
12
75 (x) = 0(ISIk eXpM(ijl—_x)] : k=0, 1 (5.5.36)
2
2)sinf =0 ise
25 (x)= o[|s|k'1 exp M(a;—;azx)J k=0,1 (5.5.37)
12
P (x)= 0(|s|k_l exp(M(;—_x)D , k=0,1 (5.5.38)
2

Ayrica,bu asimptotik esitliklerin her biri x-degiskenine gore y, ,1(X) i¢cin

[—1,0] araliginda ¥, A(X) icin ise [0,1] arahginda diizgiin olarak gegerlidirler.

Not: Once (5.5.36) formiilii, (5.5.21) formiiliine benzer sekilde ispatlanir. Daha
sonra, (5.5.21) formiiliinden yararlanarak, (5.5.22) formiiliiniin ¢ikarilmasinda
uyguladigimiz yontemi uygulamakla, benzer sekilde (5.5.36) formiiliinden yararlanarak
(5.5.35) formiilii ¢ikarilir.

sin f/ =0 durumu, sin # #0 durumuna tam benzer sekilde ispatlanir. Bununla

da Lemma 5.5.8 ispatlanmis olur.

5.5.9 Teorem :

A=5", s=o+it ile gosterelim. O halde dyle s, >0 vardir ki |S| > s, i¢in asagidaki

asimptotik esitlikler saglanir.

1) sina#0 ise
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¢, (x)= sinozcosw+0[|s|_l exp|t|(x—+1)J (5.5.39)
al al
4 (x) = 3% s6in s(x+) | O[exp|t|(x—+l)] (5.5.40)
al a’l al
¢, (x)=a,sina Lcoss—xcosi—isins—xsini
21 ’ 2 a2 al al a2 al
+O(|s|1 exp |t|(alx—+a2)J (5.5.41)
ala2

, ) 1 . sx s 1 SX . S
¢, (X) = —sinas| —sin—cos—+—cos —sin—
a2 a2 al al a2 al

i O[exp W?—;%)j (5.5.42)
172
2) sina =0 ise
¢, (X) =—ﬁcosoesinM+0(|S|2 exp|t|(x—+l)) (5.5.43)
s a, a,
¢, (x)= —cosozcosM+0[|S|1 exp|t|(x—+l)j (5.5.44)
al al
¢, (X)=— COSA| o cos X sin~+a, sin = cos—
i s ' a a ° a a
+0(|s|_2 exp |t|(alx—+az)J (5.5.45)
alaz

I . sx . s 1 SX S
¢, (x) =&, cosar| —sin—sin———cos —cos—
a’2 aZ a'1 a'1 aZ a'1

+0 (|s|1 exp W?—;%)] (5.5.46)
12

Ayrica bu asimptotik esitliklerin her biri  x-degiskenine goére diizgiin olarak

gegcerlidirler.
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Ispat : sina#0 olsun. O halde k=0 i¢in (5.5.30) formiiliinii, Sonu¢ 5.5.2 deki

ifadenin integral kisminda dikkate alirsak yeteri kadar biiyiik |S| -ler i¢in

X
<
-1

[ sin S(X_y)q(y)czﬁm(y)dy

sinS(XTl_y)“q(y)Wm (¥)|dy

|t| ‘q ) exp )

[t](x+ 1) 0
<M, eXPTI_I‘Q(Y)‘ dy
esitsizligini elde ederiz. Buna gore,

I SinS(XT_y)q (¥)é. (y)dy = O{GXPM(;—H)J (5.5.47)

1 1

asimptotik esitligi saglanir. Bunu Sonug 5.5.2 deki ifadede dikkate alirsak kolayca (5.5.39)

formiiliinii elde ederiz. (5.5.40) formiilii (5.5.39) formiiliine benzer sekilde ispatlanir.

Simdi (5.5.41) formiiliinii ¢ikaralim :
(5.5.21) dan yararlanarak (5.5.47) formiiliinii elde ettigimiz yontemle benzer sekilde,
(5.5.22) den yararlanarak, kolayca

| Xsian(y)% (y)dy= 0£exp‘t‘(alx—+a2)J (5.5.48)

0 a, a,a,
bulunur.

(5.5.39), (5.5.40) ve (5.5.48) asimptotik esitliklerini Teorem (5.5.5) deki ¢, (X)

ifadesinde dikkate alirsak

b, (X)= cosZ—j[sma cos— . [|S| exp 1 D

a, . sx( sina It |
+—=sin—| ————Ssin— + 0 exp
s a a, a,
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+0[|s| exp—|t| ax+a,z)j ,

ala2
1 SX S SX . S ® M
4, (x)=a,sina —cos—cos———sm—51 — [+e* 0| S|
a2 a2 al 2 al

e (M |t| (ax+a,)
+a,e* 0| [s| " e* [+0] |s|" expnt—22

. (1 SX S SX s] 4 Ha a}
2 |
=a2sma —COS—COS———SIH—SI —
a2 a2 al 2 al
_ \t\[i+i] t|(ax+a
1
+a20£|s| e ™ %/ 14+0| s exp|| )

I sx s 1 . sx. s |, o) G (ax+ay)
:azsino{—cos—cos———sin—sin—j+0 |s| e *® +0[|S| exp————2~2

a, &, a & &, a a,a,

SX S

. 1 1 . sx . s -
=a2511’1a —COS—COS— ——SIn—S1n — +0 |S| exXp

a, a, a 4 a, a, a,a,

[t|(a,x+ az)}
bulunur. Boylece (5.5.41) formiilii de ispatlanmis olur.

(5.5.42) formiilii (5.5.41) formiiliiniin ispatina benzer sekilde ispatlanir.

Simdi sina =0 durumunu inceleyelim.
(5.5.43) ve (5.5.44) formiilleri (5.5.39) ve (5.5.40) formiillerinin ispatina benzer
yontem ile bulunur.
(5.5.45) formiiliinii ¢ikaralim:
Bu durumda, (5.5.48) formiiliiniin ¢ikarilisina benzer sekilde,

| Xsin@q(y)@l (y)dy = 0[|s|_1 exp|t|(a;)(—a+a2)j (5.5.49)

asimptotik esitligi bulunur. O halde (5.5.43), (5.5.44) ve (5.5.49) asimptotik esitliklerini
Teorem 5.5.5°deki ¢,,(x) ifadesinde dikkate alirsak,

|
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(= !
b, (x) = [ 5 cos & sin — . (|s| expt D a2
+ & 5in X (—cosacos +0(|S| exp| { Jj+0(|s|_2 expMj
S a, q

1 al a'2

I—:—COSCXSII’IaiCOS%—COSCXa—COS S S +0(|S| GXPMJ
1 2

a, s a a,a,
cos o s sX s . SX | t| (ax+a,)
= — a. Sln—COS—+a COS— S +0 |S| eXp—
S a, a a a, aa,

elde edilir.

(5.5.46) formiilii, 52.5.33) formiiliine benzer sekilde ispatlanir.

5.5.10 Teorem :

A=s’, s=o +it ile gosterelim. O halde dyle s, >0 vardir ki |S| > S, i¢in asagidaki

asimptotik esitlikler saglanir.

1) sinf#0 ise

a a a & a, a,

+O(|S|1 exp—| t| (al —azx)j

: 1 SX s I . sx. s
2, (X)=—a, sin f§ | —cos—cos — +—sin—sin—

(5.5.50)
al a'2
27, ()= Ssin [sm%cosi+Lcos%sini)
a'l al a'2 a2 a'l a2
+O[exp MJ (5.5.51)
ala2
25, (X)=—sin B cos¥+0(|s|_l expwjj (5.5.52)
2 2
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2 aZ 2

7 (¥) = aisin 5 osin s 7D, o(expwg;x)j (5.5.53)

2) sin =0 ise

cos SX . S . SX S
2 (X)= S| ~@:c0s——sin—+a,sin—cos—

al a2 al a2
+0[|s|‘2 exp MJ (5.5.54)
al a2

a . SX . S SX S
;(1'4(X):cosﬂ(—zsm—sm—+cos—cos—j

a a a a a
+0 [|s|_1 exp MJ (5.5.55)
a’laZ
22, (X) :icosﬂ sinM+0(|s|2 expM) (5.5.56)
S a, a,
25, (X)=cos 8 cos$+0[|s|1 expw;x)J (5.5.57)
2 2

Ayrica bu asimptotik ifadelerin her biri x-degiskenine gore y, i(X), ;(l'ﬂ(x) icin

[-1,0] araliginda, %, (X), x5, (X) i¢in ise [0,1] araliginda diizgiin olarak gegerlidirler.

Ispat : sin £ # 0 icin dnce (5.5.52) formiiliinii ¢ikaralim.
k=0 i¢in yazilmis (5.5.36) asimptotifinden yararlanarak Teorem 5.5.6 daki y,,

ifadesini goz ontine alalim.

s(x-1) a .
( )+—2cosﬂsm
a, s a,

—Ljsian(y)o[expw;w}dy

2

;(M(X)z—sinﬂcos
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e

2

sfatm{ew Lo ep LI oy

2 2

= —sin fcos s();—l) +a, cos,6’0(|s|_1 exp

asimptotigi bulunur. k=1 i¢in yazilmis (5.5.36) esitliginden yararlanarak Teorem 5.5.6 daki

24, (X) esitliginden benzer yontemle (5.5.53) formiilii elde edilir.

Simdi (5.5.50) formiiliinii ¢ikaralim :

Daha once ispatlanmis olan (5.5.52) ve (5.5.53) formiillerinden

— in peos S+ 0f s expl U
Xos (+O)— sin £ cos a +0(|S| exp a j

Zéﬂ (+O) = _iSiHﬂSini—l— O(expuj
2 az a2

elde ederiz. Bunlari Teorem 5.5.6 daki y, i(X) esitliginde yerine yazip (5.5.35)

formiiliinden yararlanilirsa,
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SX
2 (X )—cos; (—smﬂcosa2+0[|s| exp| f D

1

a . SX[ s . .S t
+—Lsin—| ——sin #sin—+0 expu
s al a a, a,

. SX S a . . SX S t
= —sin f cos— cos— ——Lsin B sin —sin — +cos |S| ex p| |
1 2 2 1 2 al

0 _ _
+ﬁsin?0(epoJ—LJ‘0(exp—| t|(;/ X)]q(y)O(exp—| t|(a1 ) ]dy
1

= —sinﬂcos%cosi—&sinﬁsin%sini+O[expyJ 0[|S|_1 exp|a_t|]
1 2

a’l aZ aZ a’l 2

— 0 _ _
+a10(|8|_l exp%]O[expij_ijq(y)o(exp| t|(a2y a,x+a —a,y) de
1% x

1 2 a’l aZ

M@—%mj

SX S aq SX
= —sin fcos— cos— ——Lsin Bsin— +O |s| exp|
1 a2 2 1 2 ala2

bulunur. Boylece (5.5.50) formiilii ispatlanmig oldu. Teorem 5.5.6 daki y,, (X) esitliginin

sag tarafindaki terimlerin asimptotik ifadeleri, ayn1 yontemle bulunarak (5.5.51) formiilii

de kolayca elde edilir.

Simdi sin =0 durumunu inceleyelim.
Once (5.5.56) formiiliinii gikaracagiz. (5.5.38) formiiliinii Teorem 5.5.6 deki g, , (X)

ifadesinin sag tarafindaki integral ifadesinde yerine yazarsak, mutlak degerce yeteri kadar

bliytik |S| - ler igin

fin ) 2, (90 = [y e B2 o enp 00

&, &,
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esitligini elde ederiz. Bunu y,, (X) - de yerine yazarsak

Xoa (X) ZECOSﬂSiHM-FO@qZ exp |t|(1—X)j
S a, a

2
buluruz.

Benzer sekilde (5.5.57) formiilii de ispatlanabilir. (5.5.54) formiiliinii bulmak i¢in
Teorem 5.5.6 - daki g, (X) ifadenin sag tarafinda y,, (+0), Xoa (+0) yerine sirastyla

bulmus oldugumuz (5.5.56) ve (5.5.57) formiillerinden 6zel olarak elde edilen

ZZA("‘O)——a—COSﬂSln +0[|5| exp||j
S a,

X, (+0) = cosﬂcosa +0(|S| exp| |j
2

asimptotik ifadelerini, integral isareti altindaki y,, (y) yerine ise (5.5.37) formiiliindeki

Zu(y)=0(|s|_l expMj

a,a,

asimptotik ifadeyi yazarak gerekli islemleri yaparsak

X _2 [
(X )—cosa[ Scos,Bsma2+O{|S| exp zn

1

+isi sx(cosﬂcos +0(|S| exp| |D
s a a,

1% x a1 a2
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| t)(a -ax) j

a SX . § a . SX S -2
:——Zcosﬂcos—sm—+—1005ﬂsm—cos—+O(|s| exp
S aa,

q a S q

+0(|s|_zexp| t/(a, —a,x) j lsjq (S| exp) t|(a2>'—a;>;+a1—a2>') jdy
1 2 0 1772

coSﬁ[ —a,cos¥sin S +a sm%cosi}om o t|(a1—a2x)]
S a, a a a aa,

o fam o[ e LB 20 g

assy aa,

S aa,

cosﬂ{ | tl(al-azX)j

SX S SX S -2
—a, cos—sin—+a, sin—cos— |+ 0] |s| " exp
a'l a2 a'l a'Z

formiiliinii elde ederiz. Benzer sekilde (5.5.55) formiilii ispatlanir. Bdylece (5.5.10) un

ispat1 biter.

5.6. Karakteristik Fonksiyonun Asimptotigi

Verilmis problemin 6zdegerleri a)(/l)- nin sifir yerlerinden ibaret oldugu i¢in 6nce

a)(/?,) fonksiyonunun asimptotik ifadesini bulacagiz. Daha sonra bu asimptotik ifadeden

yararlanarak 6zdegerler i¢in asimptotik formiiller elde edecegiz.
5.6.1 Teorem
a)(ﬂ) fonksiyonu i¢in agagidaki asimptotik formiiller gegerlidir.
1) sinf#0 vesina#0

. . 1 . s S 1 S . S
a)(/l) =—sinasin S| —sin—cos —+—cos—sin —
a2 aZ a'1 a'1 a2 a'1

+O{exp |t|(al—+a2)) (5.6.1)
a'1a2
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2) sinf#0 vesina=0

. 1 . s . s 1 S S
w(A)=a,sin fcosa | —sin—sin———cos—cos—
a'2 a2 a'l al a2 al

0 [|s|‘1 exp |t|(al—+a2)) (5.6.2)

a,a,

3) sinf=0 ve sina=0

cos Bcosa S . s .S S
a)(/l):—'B— a, cos—sin— +a, sin— cos —
S a'2 al a2 al

+O(|s|_2 exp |t|(a‘—+a2)j (5.6.3)

a,a,

4) sin f=0 ve sina#0

. 1 S S 1 . s . s
a)(/1)=a2 cos fsina | —cos —cos — ——sin—sin—
a2 a’l a’2 al a’l a’2

+o(|s|‘l exp|t|(al—+a2)j (5.6.4)

a’l a2
Ispat :

oldugu kolayca gosterilebilir.

Buradan

w(A)=cos B¢y, (1)+sin S ¢, (1) (5.6.5)
esitligi elde edilir.

1) sina #0 ve sin B # 0, oldugu durumlar arastiralm. A4 = s oldugunu da dikkate

alarak (5.5.41) ve (5.5.42) asimptotik esitliklerini (5.6.5) de yerine yazalim.
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) 1 S s 1 . s . s
cos B¢, (1)=a, cos Bsina (—cos—cos———sm—sm—]
a2 a2 al al aZ al

+0 [|s.|‘1 exp M(i—;mj (5.6.6)
172

. . . 1 . s S 1 S . S
sin S}, (1) =—sin fsina's | —sin—cos———cos—sin—
a2 a2 al al az al

t|(a, +a

+O{exp||(l—2)) (5.6.7)
a'1a2

(5.6.6) ve (5.6.7)’1 (5.6.5)’de yerine yazarsak

: : 1 . s s 1. s . s
w(A)=—sin Bsina's| —sin—cos—+—sin—sin—
a2 aZ al al aZ al

+0(exp WZ—;:%)J (5.6.8)
2) sin B #0 ve sina =0 durumunu aragtiralim.
Bu durumda cosa # 0 olacaktir. Yine (5.6.5) esitliginin sag tarafindaki ifadeleri ayri
ayr1 degerlendirecegiz. Fakat bu sefer (5.5.24) ve (5.5.46) formiillerinden yaralanmamiz

gerekecek.

(5.5.46) geregi

cos B¢y, (1) = _cospeosa (al cos—sin—+ a, sinicosij
s a, a a, a
+O[|S|_2 exp |t|(al—+a2)J (5.6.9)
alaz

. . I . s . s 1 S S
sin S, (1) =sin &, cos & | —sin—sin———cos—cos—
a2 a'2 a'l a'l a2 a‘l

+0 [|s.|‘1 exp M(i—;mj (5.6.10)
172

(5.6.9) ve (5.6.10)’1 (5.6.5) de yerine yazarsak

. 1 . s . s 1 S S
w(A)=sin Ba, cosa | —sin—sin———cos—cos—
a2 a2 a'l al a2 al
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0 [|s|‘1 exp |t|(al—+a2)) (5.6.11)
a'laz

asimptotik formiilii elde edilir.

3) sina=0 ve sinf =0 durumunu incelelim. A=s> oldugunu dikkate alarak

(5.5.45) ve (5.5.46) asimptotik esitliklerini (5.6.5) de yerine yazalim.

S a, 4 a, q aa,

cos S cosa S . S .S S
=—————| a8 cos—sin—+a, sin—cos—
s a, 4 a, a
- tj(a, +a
+0| |9 2exp||(l—2) (5.6.12)
ala'Z

4) sina # 0 ve sin f =0 durumunu inceleyelim. Bu durumda

w(A)=cos B ¢,,(1)

olur. (5.5.41) asimptotik esitligini yerine yazarsak

. 1 S S I . s . s
w(A)=cos fa,sina | —cos—cos———sin—sin—
a2 a‘Z al al aZ al

+0(|s|1 expM(Zl—;az)J (5.6.13)
1772

olur.
5.6.2 Teorem :

(5.4.1)-(5.4.5) smir-deger-gecis probleminin 6zdegerleri i¢in 4, 2K, n=0,1,2,3,....

olacak sekilde K reel sayis1 vardir. Yani, 6zdegerler asagidan siirlidir.

Ispat : sina#0 durumunu arastiralim. Bu durumda (5.6.1) ifadesinde s =it,

(t > 0) yazarsak
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. . I .t t 1 t .t
a)(—t2 ) =—tsinasin f# | —sinh—cosh — + —cosh—sinh—
a‘2 a‘Z a‘l a‘l a2 al

+0 (exp |t|(al—+a2)J (5.6.14)
al a’2

esitligi elde edilir 1 ve 1 ayni isaretli oldugundan (5.6.13) formiiliinden
a'2 a’l

grga)(—tz):oo

oldugunu agik¢a gorebiliriz. Bundan dolay1 t >, oldugunda a)(—tz) # 0 olacak sekilde

t, >0 sayisi bulunur. Dolayisiyla A < —t; igin a)(i) #0 olacaktir. Buna gore K =—t;

olmak iizere A, > K dir. Diger durumlar buna benzer olarak ispatlanir.

5.7 Ozdegerler Icin Asimptotik Formiiller

Bu boliimde 6zdegerlerin asimptotik agiliminin ilk terimini hesaplayacagiz.

5.7.1 Lemma :

Eger H(z) fonksiyonu z=0 ve z =0 noktalar1 hari¢ her yerde analitik ise 3 & > 0igin

z diizleminin sanal eksenini igeren R bolgesinde

(:

analitik ise ve de bu bolgede [M]=M +0O (1 + lj olmak iizere

arg z —% <a,Imz> o} ,biciminde bélgede]

n
H(z)=[M,]e™ +[M,]e™ +..+[M, ]e™
bi¢iminde asimtotik olarak ifade edilebilirse (burada M, #0,M, #0 m <m, <..<m,) bu

durumda
H(z)=[M,]e™ +[M,]e™ +..+[M,]e™ =0
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denkleminin R bélgesinde sayilabilir sayida z, (|Zl|£|zz|£...) kokleri mevcuttur, bu

kokler z — kompleks diizleminin sanal ekseni igeren ve genisligi h olan (Dh) seridinde

yerlesir ve bu kokler igin |ZN|= 27N (1+O(1B asimtotik esitligi gecerlidir.
m, —m, n

(M.A.Rasulov,sayfa 113)

Teorem (5.6.1) de oldugu gibi dort durumun her birini ayri ayri aragtirmamiz

gerekecek.

1)sina #0 ve sin f # 0 olsun (5.6.1) formiilii geregi

. . I . s s 1 S . S
w(A)=-sinasin #s| —sin—cos—+—cos—sin—
aZ a'2 al al aZ al

o sl

al a'2
iz e—iz
fonksiyonunda sinis ve kosiniis degerlerinin yerine sin z = Y ve
i
iz —iz
CoSZ = esitliklerini yazarsak
soocis i s s i s
L 1 e*—e™ e™+e® 1e*+e® e —e"
w(A)=—sinasin fs| — i +— .
a, 2 2 q, 2 2

o st

a,a,
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is(a;;az) is(a;;az) is(a;;a‘) —is(a;;az)
. . 1 e 1 +e 1 _e 1 _e Y]
w(A)=-sinasin fs| — - +
( ) a, 41
i“m+%) i“q—%) i“afaw 4“q+%)
1 e Qa e Q, +e Qa, e Q, |‘t|(a1 + az)
— - +0| exp——=
a, 4i a,a,
a)(/I) =0 esitliginde her iki taraf s ile boliiniirse
s Ao W e
@(A)=-sinasin B le & +e ™ —e ™ e ™,
a, 4i
is(a‘+a2) is(al_az) is(az_al) _is(a1+a2)
le qa e ) +e gy, e e 4 |t| (al + az)
— - +0 ‘S ‘exp—
a 4i aa,
. . . ata . oa-a,
- SIn & sin a +a, s a —a s )
a)(/l) — - ﬂ _ 1 9] e a,8, + 9] 1 e aa,
4i a,a, a,a,
o2& (a+ay)
a-—a, ") a+a, o _ t(a +a
JATh e (AT e |, ‘S l‘epo( 1 2)
alaZ ala'2 ala'2

B(4) = sinasin f a, +4a, e‘5<a;22) N sinasin f a, — 4, eis(%)
4i a,a, 4i a,a,

. . L ay—ay . . - —(a+ay)
N {smasmﬂ a —a, }e'“ 2a, ) +{ sinasin f a, +a, }e'salaz

4i a,a, 4i a,a,
+0 [exp—h| (3 +a, )j
a'la'2

@(A)=aw,(A)+, (1)
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@, (s)=Me™ +M,e™ + M;e™ +M,e™ |  p=is

m, >m, >m, >m,

Burada

al+a2 a1+a2
=—— ..m=""2
alaZ a‘laZ
sin ¢ sin a +a sin ¢ sin a, +a
_ ,852 1,..,|\/|4=— ﬂsz 1(

M - . -
: 4i aa, 4i aa,

M, #0,M, = 0)

lemma 5.6.1 den

_ a8

zn+mn, (77n =O(1), n, smlrh)
a +4a,

p, =iS, olmak iizere
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S, -ler reel olduklari igin

§ =% iniy i, =0(1)
a1+a2

Roche teoreminden 6zdegerlerin asimtotigi

S, =S,+0(1)

aa
S =172 O(1)+0(1
) a1+a27m+ (1)+0(1)

S, =—1%_7n+0(1)
a +4a,

seklinde elde edilir.

2. sina =0 ve sin # # 0 olsun (5.6.2) formiilii geregi

: I . s . s 1 S S
w(A)=a,sin fcosa | —sin—sin———cos—cos—
aZ a2 a'l al aZ al

+0 Usl‘exp—M(al * aZ)j

a,a,

fonksiyonunda sinis ve kosiniis degerlerinin yerine

iz —iz

ve CoSZ= esitliklerini yazarsak

s i s isoocis i s
1 e*—e*e—e® 1e*+e™e"+e?

wo(A)=a sin fcosa| — -
(2)=asin/ a, 2i 2i a 2 2

+0 Osl‘exp—|t|(al - az)J

a,a,

sinz =

iz

_ e—iz

2i
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is(Ata) o3 o2 st

w(A)=asin fcosa le ™ —e ™ -e ™ +e ™
=a, _ _

a, 4
(At (A o2 is(AtR

le ™ +e ™ +e "™ +e ™ | ltl(a, +a,)
+O| |s'[exp——2~

a 4 8,8,

. t+a . ap—a
- sin fcosa | a is(==%) sin fcosa [ a is(=—=)
a)(/i) = —ﬂ—(_1+lj e A ﬂ— L_1|le 2%

4 a, 4 a,

sin fcosa a eis(aeil;?l) N sin fcosa & e’is(a;;jz)
4 a, 4 a,

+0 Usl‘exp—M(al * aZ)j

a,a,

p =I1S olmak iizere
@,(s)=Me™ +M,e™ + M,e™ +M e™”
m, >m, >m, >m,

Burada

1 a'la'2 T a‘laZ

_a+a, o _3+a
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Ml:_smﬂcosa & ,__,M4:_—Smﬁcosa & (M, #0,M, #0)
4 a 4 a,

lemma 5.6.1 den

ala2 ala2
p———
(a+a, n
()
|5,] = 1+; zn+0(1)
1 2
— alaZ

E&anin, (n,=0(1). g, smi)

p, =iS. oldugundan

‘iS~n =&ﬂn+nn 7,=0(1) [n|<A A>0
a +4a,

S,|= 1% zn+mn,
a +a,

S~n=&7zn+nn 17, =0(1)

Roche teoreminden 6zdegerlerin asimptotigi

S, =S,+0(1)

aa
S =172 O(1)+0(1
) a1+a27m+ (1)+0(1)

S, :&ﬁn+0(l)
a +4a,

seklinde elde edilir.
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3. sina =0 ve sin # =0 olsun (5.6.3) formiilii geregi

COS @ COS s . s .S S
()= _cosacosfj {al cos—sin—+a, sm—cos—j

S a, a a, a
ti(a, +a
+O[‘Sz‘exp—| (@ 2)]
alaZ
eiz _e—iz
fonksiyonunda sinis ve kosiniis degerlerinin yerine sin z = i ve
|
iz —iz
cosZ :T esitliklerini yazarsak
L s s i s
COS ¢ COS e® +e® et —e® e® —e® e* +e?
w(A)=- B a, ——+a, :
S 2 21 21 2
_ ti(a +a
+OOS 2‘exp—| (a+a)
ala2
is(a1+az) is(al—az) iS(az—al) IS(al+a2)
aa. aa. a,a.
COS & COS o —e A% 4e M _g A%
w(A)=- P a, . +
S 41
[ s sth i) t(a +a,)
1% 4 e Qa, —e 1% _ @ 18 -
— - +OUS z‘exp#J
q 4i a,a,
w(4)=0 esitliginde her iki taraf s ile carparsak
|s(a1+a2) is(B1%, (228 |s(a1+a2)
5 e a —e a +e aa —e Q
@(A)=—-cosacosff| a : +
4i
is(al+a2) is(a‘_az) is(az_al) iS(a1+a2)
aa

1 Qa, +e aa —e 1% _ @ a |t| a +a )
1l _ 10|57 [exp M3+ 22)
q 4i
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() = —W((a va)e " —(a-a)e " —(a,-a)e
Aty
—(a,+a,)e o )JrOUsl‘exp—|t|(a1 +a2)B
a‘la‘Z

~ COS & COS is(al+a2 ) COS & COS is(al_az )
() =| 228 (5 1 q,) ¢ 2y | SBL0L (5 g )" 5
4| ! 2 4| 1 2

. a,—-a (atay)
COS & COS s | cosacos Is———
el (a, g o[ 20 g g e
+0O [‘S_l‘exp—|t|(al " az)]
ala'2
@(A)=a,(A)+, (1)
&)(ﬂ)—wo(sz)+a)1(sz)
@(2) =@, (5)+,(s)
@,(s)=Me™ +M,e™ + M,e™ +M e™” p=is
m,>m, >m, >m,
Burada
_ara L 4+
alaZ alaZ
cosa cos ff cosacos
M, = ; (a1+a2)""M4:_ ; (a1+a2) (MliO’M‘*iO)

4 4i

lemma 5.6.1 den

P E—i (1+o(lD
m, —m, n
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ala2 ala2
~ 27zn 1
P {1+O(—D
S(a+a, n
alaZ
|/3n =—2_7n+0(1)
1 a2
- 4% zn+7n, (77n =0(1), n, smlrh)
aq +a,
p, =iS. oldugundan
‘iS~n - 4% n+n,
a +4a,
S, 1% zn+mn,
aq +a,
S, -ler reel olduklart igin
S, 43, n+1,
a +4a,

Roche teoreminden 6zdegerlerin asimptotigi

S, =S,+0(1)

aa
S =—12_ O(1)+0(1
) a1+a27m+ ()+ ()

aa
S, =—2_7n+0(1
" a1+a27m+ 1)

seklinde elde edilir.
4. sina#0 ve sin =0 olsun (5.6.4) formiilii geregi

. 1 S S 1 . s . s
a)(/1)=a2 cos fsin ¢ | — cos —cos— ——sin—sin—
a’2 al a’2 a1 al a’2
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40 (‘Sl‘exp |t|(a1 + az)j

a1a2
iz _e—iz
fonksiyonunda sinis ve kosiniis degerlerinin yerine sin z = T ve
|
iz + e—iz
COSZ = BE— esitliklerini yazarsak
i s s s s s s
) 1 e* +e® e 4e% 1 e% —e% g% —e®
w(A)=a,cos fBsina| — - : i
a, 2 2 a 2 2
ti(a +a
+O[‘Sl‘exp—| (@ z)j
a‘la‘Z
s | O s
. le ®% +e %% 4e "% te 2
w(A)=a,cos fsina| —
a, 4
is(3t, is(A%2, is(22—a _is(Atd,
L le i g % _g %% 4@ A% +OUS_1‘€X |t|(al+az)J
P———
q 4 aa,

. is (At . is (228
a)(ﬂ) = C()Sﬂﬂ 1+2 e Y™ COSﬁSlHO{ 1_2 g a®
4 q 4 a,

. . —a . .
—COS'BSIHa 1_2 elS(;‘TZZ) + COSﬂSlna 1+i e_IS( a3
4 a, 4

+0 Us_l‘exp—|t| (3 +2, )]

a,a,

w(A)=a,(1)+w (2)
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@, (s)=Me™ +M,e™ + M;e™ +Me™  p=is

m, >m, >m, >m,

Burada
1772 1772
M, =SOSASING [, 8, | g, = SOSASING [y B\ 0,M, #0)
4 a 4 8,
Lemma 5.6.1 den
=22 1+0( 1))
, —m, n
= ——1+0[ 1]
a+a, | [ a+a, n
aa, a,4,
-2 1+0[ 1)
2(a1+a2j n
ala2
p,|=———7n+0(1
=22 mnvo()
&ﬂ'n+77n (77n =0(1), n, smlrh)
a +4a,

P, =IiS, oldugundan
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S, -ler reel olduklari i¢in

~ aa
S, =—2—7n+n,
a +4a,

Roche teoreminden 6zdegerlerin asimtotigi

S, =S,+0(1)

aa
S =172 O(1)+0(1
) a1+a27m+ (1)+0(1)

S, =—1%_7n+0(1)
a +4a,

seklinde elde edilir.

Bu 6zdegerlerin asimptotik esitlikleri

ifadelerinde yerine yazarsak 6zfonksiyonlarin asimptotik formiilleri elde edilir.
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6. TARTISMA VE ONERILER

L,(-10)®L,(0,1), Hilbert uzayinda siireksiz katsayilt,
—a(x)u"+q(x)u=Au,
diferansiyel denkleminin

cosau(—1)+sinau’(-1)=0

cos Au(1)+sin pu'(1)=0

sinir sartlarindan ve x=0 slreksizlik noktasinda
u(—0)=u(+0)
u'(—0)=u’(+0)

gecis sartlari verilen bir sureksiz sinirdeger problemlerinin 6zellikleri ve asimptotik
davraniglarinin ve 6zfonksiyonlarinin bazi 6zellikleri incelendi.

Bu calismanin esas 6zelligi yiksek mertebeden tlrevin katsayisinin bir i¢
noktada sureksiz olmasi ve bu sureksizlik noktasinda iki tane gecis sartlarinin
veriimesidir. Bu problemin ¢6zumunin o6nemi sureksiz problemin surekli
cdzUmlerinin arastiriimasi ve telin titresim problemi gibi bir cok matematiksel fizik
probleminin bu tlr problemlere donusturulebilir olmasidir. Literatirde bu problem
ilk olarak bu tez calismasinda arastirildigi i¢cin sonuglar da orjinaldir.

Bu calismada problem [-1,1] araliginda incelenip siireksizlik noktsi aralikta

Xx=0 noktas! alinmistir. Bu problem bir [a,b] araliinda ve ce(a,b) siireksizlik

noktasi i¢in incelenip bir genel durum elde edilebilir.(Naimark,1967) Bu aralikta bir
tek sureksizlik noktasi yerine birden fazla sureksizlik noktasi alinarak daha farkli
sonuglara varilabilir.

Ayrica bu calismada ele alinan problemin 6zdeger ve 6z fonksiyonlarinin
asimptotik aciliminda ikinci terimler de bulunabilir.



70

KAYNAKLAR

ALTINISIK, N., 1998. “Sinir sartlarinda 6zdeger parametre bulunduran siireksiz katsayili

siir deger problemi* Doktora tezi, Ondokuzmayis Universitesi.

BAILEY P.B., EVERITT W.N. and ZETTL A., 1991. “Automatic solution of Sturm-
Liouville problems” In Results in Mathematics, Vol. 20, Birkhauser Vergal,
Basel.

BINDING, P.A and BROWNE, PATRICK J., 1997, “Oscillation theory for indefinite
Sturm-Liouville problems with eigenparameter dependent boundary conditions”

Proc.Roy.Soc.Edinburg Sect. A.127, no 6,1123-1136.

BIRKHOFF,G.D.,1908, ”On the asymtotic character of the solution of the certain linear

differantial equations containing parameter” Trans.Amer.Math.Soc.9, p.219-231

BOYCE,W.E. and DIPRIMA,R.C.,”Elemantary differantial equations and boundary
value problems”, John Willy and Sons, New York , p. 544-554.

FULTON, C.T., 1977. Two- point boundary value problems with eigenvalue parameter
contained in the boundary conditions, Proc Roy Soc. Edin. 77 A, P.293-308.

HINTON, D.B., 1979. An expansion theorem for an eigenvalue problem with eigenvalue
parameter in the boundary condition,Quart. J. math. Oxford, 30. 33-42.

IBRAHIM, S.F.M., 1998. Indefinite egienvalue problem with eigenparameter in the two
boundary conditions, Internat. J. Math., Math. Sci. 21, No: 4, 775-784.
KADAKAL, M., 2000 “Sinir sartlarinin birinde 6zdeger parametresi bulunduran regiiler

siir-deger gecis problemi, Ondokuzmay1s Universitesi.



71

KADAKAL M., MUHTAROV F., MUKHTAROYV O. Sh, 2002. “Greeen function of
one discontinuous boundary Value problem with transmission conditions”

Bulletin of Pure and Applied Sciences Vol 21 no2.

KERIMOV, N.B. and MEMEDOV, Kh.K., 1999. “On a boundary value problem with a
spectral parameter in the boundary conditions”. Sibirsk. Math. Zh. 40, no2 325-
335, 1999. English translation: Siberial Math. J. 40, no2, 281-290

KOBAYASHI, M., 1989. Eigenvalues of discontinuous Sturm-Liouvillle problems with
symmetric potentials, Computers. Math. Applic. Vol. 18, No 4, 357-364.

LANG, S., 1983. Real Analysis (Second edition), Addision-Wesley, Reading, Mass.

LEVITAN, B.M., SARQSYAN, LS., 1988, “Sturm-Liouville ve Dirac Operatorler”,
Moskova, Nauka (Rusca).

LIKOV, A.V. and Yu. A. MIKHAILOYV, 1963. The Theory of Heat and mass Transfer,

Qoesenerqoizdat (Russian).

LiU, XIYU., 1999. A note on the Sturmian Theorem for Singular Boundary Value
Problems, J. Math.Analysis and App.,237,393-403

MUHTAROYV, O. Sh. and DEMIR, H. 1999. Coerciveness of the discontinious initial-
boundary value problem for parabolic equations, Israel Jour. Math.,114,239-252

MUKHTAROYV, 0.Sh., KANDEMIR, M., 2002. “Asymptotic behaviour of eigenvalues
for the discontinuouns boundary-value problem with functional-transmission

conditions” Acta Mathematica Scientia vol 22 B(3) pp.335-345.



72

MUKHTAROYV, O.Sh. KADAKAL M. ALTINISIK N., 2002. “Eigenvalues and
Eigenfunctions of discontinuous Sturm-Liouville problems with eigenparameter

in the boundary conditions” Indian Journal of Pure and Applied Mathematics.

MUKHTAROYV, 0.Sh., KURUOGLU N. and KANDEMIR M., 2002. “Distribution of
eigenvalues for the discontinuouns boundary value problem with functional

manypoint conditions” Israel Journal of Mathematics vol 129 pp. 143-156.

MUKHTAROYV O. Sh and YAKUBOV, S., 2002, “Problems for Ordinary Differential
Equations with Transmission Conditions”, Applicaple Analysis, Vol 81, 1033-
1064.

MUKHTAROV O.SH., KADAKAL M., ALTINISIK N., 2004. “Eigenvalues and
Eigenfunctions of discontinuous Sturm-Liouville problems with eigenparameter
dependent boundary conditions” Acta Mathematica Huncarica (Has been accepte

for publication in volume 102(3)).

RUSSAKOVSKIY, EM., 1975, “Smr sartlar1 6zdeger parametresinden polinominal
sekilde bagimli olan siir deger probleminin operatér yorumu”, Fonk. Analiz 1,

eqopriloj 9, No. 4, Sayfa 91-92.

NAIMARK, M.A., 1967, “ Linear differential operators”, Ungar, Newyork.

SCHNEIDER, A., 1974. A note on eigenvalue problems with eigenvalue parameter in the
boundary condition, Math. Z. 136, 163-167.

SHKALIKOV, A., A., 1983. Boundary value problems for ordinary differential equations
with a parameter in boundary condition, Trudy Sem. Imeny [.G. Petrowsgo, 9,

190-229.



73

SMIRNOYV, V.., 1964, “A Course of Higher Mathematics”, Part, Pergaman Press,
Oxford.

TAMARKIN, J.D., 1917, “About certain general problems of theory of ordinary linear
differantial equations and about expansion of derivative functions into series”,

Petrograd.

TITCHMARS, E.C., 1962. Eigenfunctions Expansion Associated with Second Order

Differential Equations I, second edn. Oxford Univ. press, London.

TOLSTOV Q.P., 1980. “Fourier serileri” Moskova “Nauka” (Rusca).

TUNC, E., 2001, “Bir adi diferansiyel operatoriiniin baz1 spektral 6zellikleri” Doktora tezi,

Ondokuzmayis Universitesi.

ULUCAY, C., 1971, “Fonksiyonlar Teorisi ve Riemann Yiizeyleri”, Ankara Universitesi,
Fen Fak., Ankara.

WALTER, J., 1973. Regular eigenvalue problems with eigenvalue parameter in the
boundary conditions, Math. Z., 133, 301-312.

YAKUBOV, S. and YAKUBOV Y., 1999, “Abel basis of root functions of regular
bound-ary value problems”, Math. Nachr. 197, 157-187.

RASULOV, M.A., 1967. Methots of contour integration. Amsterdam: NorthHolland
publishing company .1967.

MUKHTAROV O. Sh , DEMIRCI M. , AKDOGAN Z., 2005, Sturm-Liouville

problems with Figendependent Boundary and Transmissions Conditions. Acta

Mathematica Scientia , Vol 25, No. 4.



74

MUKHTAROV O. Sh , DEMIRCI M. , AKDOGAN Z., 2005, Discontinuous Sturm-
Liouville Problem with. Eigenparameter-Dependent Boundary and Transmission

Conditions. Acta Applicandae Mathematicae, 86, pp. 329-344



75

OZGECMIS

Ad1 Soyadi : Zekeriya SASMAZ
Baba Adi : Unal

Ana Adi : Akkadin

Dogum Yeri ve Yili : Yozgat, 1978

Ilk, orta ve lise 8grenimimi Yozgat’ta tamamladi. 1996 yilinda Selguk Universitesi
Egitim Fakiiltesi Matematik Boliimiinii kazanip 2000 yilinda mezun oldu. 2000 yilinin
Eyliil ayinda Milli Egitim Bakanliginca Ankara Nallthan’a Matematik 6gretmeni olarak
atandi. 2003 yilinda Gaziosmanpasa Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik
Anabilim dalinda Yiksek Lisans egitimine basladi. 2006 yilinda Diyarbakir Ergani Bekir
Aral lisesine zorunlu hizmet goérevi i¢in atandi. Halen Diyarbakir Ergani Bekir Aral
lisesinde Matematik 6gtetmeni olarak gorev yapmaktadir.



